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ARITHMETIQUE
DES LOIS DE PROBABILITES

Par D. DUGUE.

INTRODUCTION.

Etant donnécs deux variables aléatoires X; et X, indépendantes
dont les lois de probabilités totales sont Fx (z) et Fy () laloi de
probabilité totale de la somme Z—=X,+ X, sera donnée par le
produit de composition

FL(x)=f ”Fx,(x—u)de,(u)=[+”Fx,(x—u)de‘(u).

—»

En appelant fonction caractéristique gx(¢) de la variable X, l'inté-
grale de Fourier

Px(2) =f ) ettvdFx(x).

On voit que
—+ @ -+ % + »
cpz(t):f ertxsz(x)=f e'f-rd,,f Fx,(z — u)dFx,(u)
2+ © A+ 2
= j ettlu+(z—u)] dFx, (u) dy Fx,(z — u)
u= oY xXr=——»
= ¢x,(2) 9x,(¢)-
Donc :
Turorime. — S7 deux variables aléatoires X, et X, sont indé-

pendantes, la fonction caractéristique de leur somme 7L est le
produit des fonctions caractéristiques de X, et X,.
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Dans ce cas X; et X, sont dites composantes de Z.
Il n’est pas vrai que, réciproquement, si X, et X, sont tels que

?x,x, () = 2x, () 9x,(2),

X, et X, sont obligatoirement indépendantes (voir M. Girault [1],
chap. I).
On aura simplement dans ce cas

Frox(2)= [ Fx(a— u)dFy,(u).

La transformation de Fourier fait donc correspondre au produit de
composition de F; par F, (noté F}Fs) le produit des fonctions carac-
Léristiques.

Le probléeme de I'arithmétique des lois de probabilités consiste a
rechercher, étant donnée une loi de probabilité totale F;(z), toutes
les lois de probabilités de X, et X, telles que F,=F} Fy ; ce qui
revient étant donnée la fonction caractéristique ¢;(¢) a rechercher
toutes les fonctions caractéristiques oy (¢) et oy (¢), telles que
92(2) = o, (2) 9¢,(¢) (ce que I'on appelle rechercher les diviseurs de
9z (t) ou les diviseurs de la loi initiale).

En particulier, si une telle décomposition est possible, a la
variable Z. on peut associer deux variables X, et X, qui sonti ses
composantes.

Notation. — On posera logg,(¢) =y,(¢); |} scra dite seconde
fonction caractéristique. On a ,(2) = Uy (¢) +dy,(¢) dans les
mémes conditions.

Sauf notation contraire on supposera ¢ réel. Fy(z) = Prob(X < z)
est une fonction continue a gauche F (z) =F(zx—o).

CHAPITRE 1.

PROPRIETES DE LA FONCTION CARACTERISTIQUE.

Donnons tout d’abord la formule de réciprocité de Fourier :

Tutoreme 1.1. — 87 o(¢) est la fonction caractéristique de la loi
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de probabilité totale ¥ (z), on a (avec x> y)

F(z'+o)+F(.r~o)__ F(y +0)+F(y—o)

2 2

+T
.. o= — g—itr
27 T=4«J _g 12

En effet, le théoréme de Fubini s’appliquant ici, on a

(I.1)

I

+T
1 e—th _ eg—ilT .
— —_— q>(t) dt
27 J_g u
+ o
1 ~ ell(ll—_))_ etl{u—a)
= dF ( u)f —_—dt

—_—r

= iv[:’dF(u)[v (“mt("_y)_""t(l:—"”)>dt.

Quand T augmente indéfiniment, la seconde intégrale tend :

— vers zéro, siu >z ou u <y;
— verswsiy <<u<<&;

T .
— Vers - sl y =z ou});
2

et les deux premieres limites sont atteintes uniformément si u est
intérieur & un intervalle fermé compris dans les domaines indiqués.
Il en résulte immédiatement 1'égalité (I.1) et celle qu’on en déduit si
F(x) est continue en z ou y. Cette égalité détermine entierement F
en posant F(—ow ) = 0. On en déduit :

Cororraire. — 8¢ F(z) est dérivable et si les conditions de pas-
sage a la limite aprés dérivation sous le signe d’intégration sont
remplies, on a

TT=+w

. +T
F'(.z‘)-— — lim f e—tx o(t)dt.
1

Remarque. — Ces conditions sont remplies en particulier si
lo(2) | est intégrable entre —oc et —oo.

Tutorime 1.2, — S g(¢t) est une fonction indéfiniment dérivable

. o Qe
et si la série 22-# t* converge dans un cercle de rayon R, la
=0

Jonction ¢ (t) est analytique dans la bande — R < Jt <+ R.
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Ce théorgme trés important en arithmétique des lois de probabilité
se trouve dans P, Lévy [1], p. 4o.
Posons
R() = igb—jﬁ_—” = /. costz dF (z).

V_»

1 ¢ (t) est indéfiniment dérivable, il en est dec méme de R(¢)
dont les dérivées a l'origine d’ordre impair sont nulles par raison de
symétrie. On aura donc

— R"(0) =lim 2 1Y)

(=0

R(t) . T* (1—costr)
k——[f)lvin 2——t2———dF(.z:).

On a donc pour ¢ assez grand

—-—0{"(0)+s>f (l-*-it‘)s—””—)dl«*( )

>f1 (za_—_>dF( > -:%zﬁdF(w).

L L
On en déduit U'existence de E(2?) = M,. Par une majoration ana-
logue on déduira de I'existence de Ri2r)(0) celle de Ma,. Donc
Pexistence de la suite infinie des dérivées de o(¢) entraine 'existence

des moments de tous ordres. De l’existence de ces moments on
déduit immédiatement que

o) (0) = ()P M,.
On a donc

s =) ewrdr(a)

__f (1+ HE A+ (lt)" ny Mxn+1 et')tz‘) dF (z),

(n+1)!

aveco <01,

M, (i)"M,, (it)n+1 e
=1+ TTt+"'+ t"+(n+1)!./‘“ etz gn+t gF (1)
!
=1+ <i>‘I(‘v)‘)t+... (0)1"+(Kn+1

On a

tn+1 g
‘R"-H<(n+l)'f | z |n+1 dF (z).
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En particulier, si n 41 est pair et égal a 2p,
‘ ’P[<( |l?(p)(0)|

qui tend vers zéro d’aprés les hypothéses du théoréme si|¢| est infé-
rieur au rayon de convergence de la série.

Il en résulte 'analyticité de ¢ (¢) a 'intérieur du cercle de conver-
gence de la série. Remplacons ¢ par /Y dans la série

M|'Y _l\_/[_'g“l_‘_ (-—-1)11]:/[ le+
1. 2. n.

converge si | Y| < R. Or

] — —

7 . 79 _ —+ o0
Mll Moy 1)"1M,, Y
1. 2 n.

hee o= f e~Yx dF (x).

=

+ ®
Doncl'intégrale f et**Y* dF (z) existe et représente une fonc-

—0

tion analytique si | Y| << R. Cette fonction est égale & o (X +7Y).
Le théoreme est établi.

Remarque. — 1° La démonstration montre que ¢(X + (Y) est
analytique dans la bande définie par « <<Y <<f8 telle que pour ces

+w
valeursde Y, f e Y"dF(z) est convergente.

2° Le cercle de convergence de la série représentant o (X + (Y)
passant par un point singulier de la fonction et ce point ne pouvant
étre intérieur a la bande —R < Jt <+ R, 1l en résulte que ce
point est sur I'axe imaginaire pur. C’est le point singulier le plus
voisin de l'origine.

Tutoreme 1.3. — Unre fonction caractéristique est toujours
égale a la somme de sa série de Fourier prise dans un certain
intervalle (la convergence est uniforme).

Pour que la série de Fourier d’une fonction ¢(¢) converge vers
¢ (¢), il faut et il suffit que

_f-r: sm( ) [?(t)_y(tq—u)—;@(t—u)]du
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tende vers zéro quand p augmente indéfiniment (l'intervalle ou la
fonction est développée en série de Fourier est ici 0,3 w; un chan-
gement d’échelle trés simple montrera aisément que le résultat est
général). Ici

g(t)=f " eitx dF ().
Il faut donc établir que
fﬂ sm (p + - )

” cluf et!r (1—cosux)dF(x) tend vers zéro.

0 —x

La permutation des intégrales est encore possible [le reste de
I'intégrale majoré par K[t —F (M) + F(— M)], K étant constante:l .
On a donc

u

+ % b ﬁlll( )
A ——f el‘rdF(x)f — " (1—cosux) du
I
+ = 7 SIn <p+ q)u
=f etz dF (x) f —————-du-——

0 u 2

nsm(p+x+£)u

2

< f - du
0

[
1
x sm(p-——a:+ E)u
+f du .
A [

Prenons M assez grand pour que 1 —F (M) 4 F(— M) soit infé-

. N . 1
rieur & ¢. Puis prenons p—M + - assez grand pour que, z étant

compris entre — M et + M, la somme

u

,—sm(p+.v+ \) 1-:m< —-.z:+%)
f > du+f d
()

u

soit voisine a &' pres de sa limite, soit

+»
sinuw
2 du = =.
f u

En dehors de ces conditions, en particulier si 2 est extérieur a
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Pintervalle — M, + M la parenthése facteur de ei* dF () est bornée
par un nombre B indépendant de z.
On a donc

|A|<B[1—F(M)=+F(—M)]+[F(M)—F(— M)]e'< Be +¢".

Le théoréme 1.3 est établi (si ¢ était égale a 'une des valeurs fron-
tieres de l'intervalle ol est calculée la série de Fourier (ici + m ou

— ) la valeur ¢ (¢) devrait étre remplacée par ﬂ-‘_—ﬂ)—%m (voir
Dugusé [1]).
Taroreme [.4. — 8¢ la fonction caractéristique ¢(X + (Y) est

analytique dans la bande a <Y < b, la fonction réelle logo(iY)
est une fonction convexe de Y pour a<<Y < b.

Ce théortme est un théoréme analogue au thcoréme de
M. Hadamard, dit théoréme des trois cercles (voir Dugué [2]).
Ona

+ -z —+ 7
lo(X +iY)] <f | exo¥e | dF (@) = [ e¥edF(2) =3 (7Y)
pour a<Y <b.

Prenons Y, et Y; compris entre a et & (Y;<Y,;), la fonction
elaX+M o (X 4 7Y) (a réel) sera analytique dans la bande comprise
entre les paralleles a I'axe réel passant par Y, et Y,. Le maximum du
module sera atteint sur le contour, donc au point /Y, ou /Y, d’apres
I'inégalité précédente. Prenons o tel que

e Vig(7Y,) = e Vs (iY;).
On a

_ loge(iYs) —loge(iYy)
*= Y,— Y,

Il en résulte si Y, << Y. <Y, que
e rg(iYs) L e~ 9(1Ysy),
avec la valeur de « ainsi déterminée, ce qui entraine

loge (iY4) —loge(7Y,)  logoiY,)—loge(iYs)

Y';—Yl .}_Y“

et établit le théoréme. L’égalité entraine que o(/¥)=e*" et, par
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suite, ¢(X 4 {Y)=¢**+, La variable aléatoire prend la valeur
— a avec la probabilité unité.

Si donc la fonction caractéristique ¢ (¢) est analytique, $(¢) I'étant
aussi il en résulte que §(£) est une fonction convexe de ¢, pour ¢ réel
et @ << t << b. On pose parfois, dans ce cas,

. Co c
ity =crt+ S2+...+ n—"!t"+...,

¢1, €2, ¢, sont les semi-invariants ou cumulants selon la terminologie
de Sir R. A. Fisher [1]. Si it =1 fait partie de la bande d’analyticité,
on a '

Cn

+(—’T—_2_)!+...

IV
o

Cq
Cg+-l—'+...

Remarque. — Le raisonnement fail sur la convexité peut s’étendre
a toute fonction analytique telle que le maximum de son module sur
une parallele a 'axe réel soit atteint sur 'axe imaginaire pur. On en
déduit comme cas particulier le fait que

\"/f_jlxkﬂdl«‘(x)

est une fonction croissante de n (voir, par exemple, Dugué [2]).
Enfin nous donnerons le théoréme suivant :

Tueoreme 1.5. — 8¢ une suite de fonctions caractéristiques ¢, (t)
tend vers une limite ¢ (t) quel que soit t, R o(t) étant continue au
voisinage de t = o0, ¢(t) est une fonction caractéristique.

M. Paul Lévy a donné le premier énoncé concernant ce théoreme
dans Lévy [2] (p. 197-200) la condition R (¢) continue en t =o
étant remplacée par ¢,(t) tend uniformément vers ¢(t) dans un
intervalle arbitrairement petit entourant Uorigine. V. Glivenko
avait ensuite donné un résultat analogue dans V. Glivenko [1].
Cramer [ 1] a remplacé celte condition par ¢(¢) continue a I'origine.
Dugué a donné la condition R ¢(¢) continue en ¢(=o dans
(Dugué [3]).

La démonstration utilise le fait qu’un ensemble infini de lois de
probabilité est compact (au sens de M. Fréchel). La condition imposée
a4 Ro(t) dewre continue en ¢=o entrainc que cet ensemble est
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compact en soi (les éléments limiles sont des lois de probabilité).
D’une suite infinie de lois de probabilités dont les fonctions caracté-
ristiques tendent vers ¢(¢)[R v(¢) continue en ¢=o0], on peut
donc extraire une suite partielle convergeant vers une loi limite. En
vertu du théoréme direct (voir, en particulier, P. Lévy [1], p. 48),
les fonctions caractéristiques des lois de probabilité de cette suite
partielle vont tendre vers la fonction caractéristique de la loi limite
qui va étre égale 4 9(¢), ce qui établit le théoreme I.5.

Remarquons enfin pour terminer ce chapitre qu'une fonction
caractéristique entiere est au moins d’ordre 1 : elle est effectivement
d’ordre 1 si la variable aléatoire est bornde.

La remarque 2° du théoréme [.2 montre que le point singulier le
plus proche de Porigine est sur I'axe imaginaire pur, mais on peut
construire des fonctions caractéristiques méromorphes ayant des
poles aux points — o+ £y et + 2+ Ly, sans que le point £y, soit
un pole (voir Dugué [4] et Lukacs [2]).

Enfin si une fonction caractéristique est d’ordre 1, I'exposant de
convergence de ses zéros est aussi d’ordre 1 (sinon en ajoulant une
constante a la variable aléatoire on obtiendrait une fonction caracté-
ristique d’ordre inférieur a 1).

CHAPITRE II.

CONDITIONS NECESSAIRES OU SUFFISANTES
POUR QU'UNE FONCTION SOIT CARACTERISTIQUE.

Il ne semble guere possible (ce qui est trés génant pour le probléme
de I'arithmétique des lois de probabilité) de mettre sous une forme
plus maniable la condition exprimée par le théoréme I.1. Nous don-
nerons dans ce chapitre deux conditions nécessaires et suffisantes :
celles de Mathias Bochner, et celle de Khintchine tout en remarquant
qu’elles sont aussi difficiles a appliquer que la formule d’inversion de
Fourier. Ensuite nous donnerons des conditions suffisantes ainsi que
des propriéiés de la fonction caractéristique.

On voit aisément qu'une fonclion caractéristique doit étre :

a. continue; b. hermitienne; c. égale & 1 pour ¢ = o et inféricure
ou égale 2 1 en module pour ¢ 3£ o.
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Avant d’établir le théoréme de Mathias Bochner, donnons le lemme
suivant :

Lenue A. — S7 ¢ (¢) est continue et telle que U'on ait uniformd-

ment en x el

+T itzry  p—ita
F(2)—F(a) = lim L f e e () e,

w 2T, 1 X

avec F (x) non décroissante telle que
F(+®)—F(—w)=1,

on a

?(2) =f+m eltx dF (x).

Ce lemme est la réciproque du théoréme I.1.

1° Nous l'établirons tout d’abord dans le cas oit ¢(¢) est nul en
dehors de l'intervalle — T, + T. On a donc dans ce cas

I +T itary _ p—itx
F(z)—F(zo) = z—nf T e,
—T

et, par conséquent,

+M

-+ .
f eitz dF (z) = llmf eitx dF (z)

+M

. 1 e—m.z',_ e—iuzx

= lim — eitx d, o(u)du

M=+ 2T M

N

= lim — e”’fdxj e—“qu(u)(lu.

Mtw 2% M —T

1 +T +M

= lim — cp(u)duf elit—u)x dg

M=+wo 27J_ . Y

T smM(t—u)
=t [ S e

Cette égalité entraine que la somme de la série de Fourier de la
fonction ¢(¢) prise dans lintervalle —T, + T converge vers
-+ @ ’
f ez dF (z). Or ¢(¢) étant continue, la somme de cette série

(supposée convergente) ne peut étre que ¢(¢) en vertu du théoréme
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de Fejer; on a donc dans ce cas
-+ o
?(t)=f eitx dF (z).
2° Considérons la loi de probabilité de Khintchine

xT
l\r(x)=f %l—cosudw

u2
dont la fonction caractéristique est
hr(t) = L] i 1tl<T
() =1— T. si |t]|<T,

et zéro si ¢ est extérieur a cet intervalle. Considérons la fonction non
décroissante
+
HT(.c)=f F(z —y)dha(y).
On a

Hr(+w)=1 et Hri(—®)=o0.
Montrons que

o(2)kr(2) =f+°° etz dHy(z).

En vertu du résultat précédent, il suffira d’établir que

e—ilxy — g—itx

+T
Hi(x)— Hr(zo) = o= [ T RO k() dt,
—T

puisque ¢ (¢)ky(¢) est nul en dehors de Vintervalle — T, + T.
Cela revient & montrer que

+» ' 1 +T ity __ p—itx
[ Fe—y) —Fa—ldkeiy) = = [ T sk dr,
—T

— = it
avec
. 1 +M g—tlxe—)) — e—it{x—))
F(z—y)—F(z—y)=lim — . = o(¢)dr
et
( I T —~iny k
dKr(y)= i—;dy e~iuy kp(u) du.
—T
Puisque
1 ~+M e—tlxy — g—il

— ——— () dt
2rJ_y . tt
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tend uniformément en z et z, vers F(z) —F () et que
Kr(+o)— Ky(—») =1,

on voit facilement que I'on peut trouver deux nombres N, et M, tels
que 'ensemble des inégalités N > N, et M > M, entraine

S =)= Flaom )] dia(y)
+T

+N
e——zt(.ro-—_y) —_ e—zl(z —3) €
Aﬂf f cp(t)dt[T e—wuykr(u)du + 5

¢ élant arbitrairement petit. Il en résulte que dans les mémes condi-

tions on a

— i f “[F(e =)= F (2= )] dha(y)

+\ e—ilry — g—1it +1 +N
T [ hawydu [ evtndy

N N

_ 1 g—ll‘l‘o_g-—ll SlnN(t—u)
= -—;f (t)dtT."/_‘T —(t—__—u)—kr(u)du,

+T N(t —
Quand N augmente indéfiniment, = f fﬂl_}_g____;‘__‘_‘_) kr(u) du tend
TJ

vers ky(t) uniformément dans l'intervalle — M, + M.
On peut donc trouver No > N, tel que

1 M —uzy _ g—utw v T lsinN(t—u)
), T q(t)dt;[T S da(w) du
I +M e—ixy — g—1lT
=oF _—l—_?(t)lir(t)dt*"‘"
FJom

Donc il en résulte que pour M > M, avec & arbitrairement petit,
—+ »
—-s+f [F(z—y)—F(zo—y)] dKr(y)

M a2,
;—f e — e (1) ka(e) dt.

Comme ky(¢) = o pour | ¢| > T la formule est établie.

3° L’égalité que nous venons d’établir entraine, nous 'avons vu,
que

o(t)kx(t) =f ) et'r dHy (z).
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Quand T augmente indéfiniment, k;(¢) tend vers un. Hy(z)loi de
probabilité de la variable aléatoire somme de la variable ayant F(z)
pour loi de probabilité et d’une variable tendant en probabilité vers
zéro va tendre vers F (), sauf peut-étre aux points de discontinuité
de cette fonction. D’aprés le théoréme direct invoqué a propos

de la démonstration du théoréme 1.3, f o el dH(z) tend donc

+ o
versf ei> dF (z).
£

On a donc a la limite
+w
q:(t)=f eitz F (z)

et le lemme A est établi.
Ce résultat va nous permettre d’établir le théoréme de Mathias
Bochner :

Tutorkne 1.4 (Mathias Bochner). — Pour qu’une fonction ¢(t)
soit caractéristique, il est nécessaire et suffisant que ¢(o)=r1,
que ¢ (¢t) soit continue et que ¢ (t) soit définie positive.

La démonstration que nous allons donner est celle donnée par
M. Loeve [1] légérement modifiée.

1° La condition est nécessaire [résultat évident pour ¢(o0)=1
et ¢(¢) continue]. D’autre part,

n n
Z‘P(ui‘_u/')zizj=2 fe“"u"f‘i””l;i,-dF(m)

iL,j=1 ij=1

n
_—.f 2 e, e"""]xij] dF (z)

Lij=1

=f i e“‘v‘"Zi:I [22:‘ e—"‘i"”ij] dF (z)

| i=1 j=1

Il

9

eiu;aczi

i
-

dF (2) > o.

i

Il
-

Si g(¢t) est caractéristique, ¢(¢) est donc définie positive.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N 137, 2
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La condition est suffisante. En effet, considérons 'expression

. S/
—_ — —lur v .
Si(z)= zan[ -£ o(uw—v)e ewx duy dv

D’aprés la definition de l'intégrale de Riemann cette fonction,
limite d’expressions positives d’aprés la propriété de ¢(¢) d’étre
définie positive, sera positive.

Apres un changement de variables, on a

Juz)= ﬁf_:ze‘”’”(‘— ‘—él)?(‘)‘”

ou en posanl

f‘fz(u)du = Gz ()

0

[Gz(z) sera non décroissante]

+Z o, txy _ p—ila
Ga(z) — Gy(zo) = ﬁf "’__‘_-it_':’._’_w) <1-- '%) de.
-
Considérons la fonction y;(¢) égale a ¢(¢) (1 — I%') pour | ¢| <7

ét nulle en dehors de cet intervalle; d’aprés le 1° du lemme A, il suf-

fira pour établir que y;(?) est égale éf T e dG;(z) de montrer

@

qu(‘
Gz(+-:o)— Gi(—w)=1.
Or

+z
Gu(e)—Ga(— )= % [ 2= o) (1= 1) ar

Gy () — Gz(— ) élant non décroissant tend évidemment vers une
limite. D’aprés P’égalité, cette limite est la somme pour ¢ =o de la

série de Fourier de la fonction ¢(¢) <x~— l—é'—) prise dans l’inter-
valle —Z, 4+ Z.

Comme ¢(¢) (1— J—é—‘) est continue et égale a 1 pour ¢ =0, on en
déduit que

m Gz(z) — Gg(—z) =1,
1=}



ARITHMETIQUE DES LOIS DE PROBABILITES. 15

vz(¢) étant une fonction caractéristique et sa limite ¢(¢) quand Z
tend vers l'infini étant continue en ¢=o, il en résulte d’apres le
théoréme 1.5 que ¢(¢) est caractéristique.

Tutorine I1.2. — Pour que ¢(¢) soit caractéristique, il est néces-
. . , ! . . . .
saire et suffisant que Uon ait ¢(t) égale & la limite uniforme en t
dans tout intervalle fini d’expressions de la forme

-+ % -+ °
f gt+u)g(u)du, avec f |g(u)2du=1.

Ce théoréme est da & Khintchine. La démonstration que nous don-
nons est celle de M. Girault [1] en ce qui concerne la condition
nécessaire.

1° La condition est nécessaire : @. Soit F(z) une loi absolument
continue telle que

F@)=[ sy,
avec \/f(3") sommable. Posons )
IGi=ht) e Hw=[ ko,
1
Vor

On aura presque partout
dH(y) = h(y)dy.

-+ r
f h(y)entdy = g(t).

Montrons que
wy=[enfordr=[ " g(t+u)z(u)du.
En effet, prenons

Lo+ ® “+ o
g(t+u)g(u)=2lxj h(y)evt+u) dyf h(z)einds.

Les conditions d’intégration sous le signe f étant remplies, on a

ek

j g(t+u)g(u)du

+» -+ » —
= lim —[ f h(y)h(z)eofi‘-'%f—(:f_’-z—z)dydz.
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Posons y—z=s.Ona

sin Ms
ds

f_:”g(t+u)}'(7)du= lim ’;[: h())e'”dyf Ty —a) T

-+ o
= hm hf h(y)ew’df H( — )smMs

H ¢tlant une fonction monotone, le théoréme de Jordan sur les séries
de Fourier peut s’appliquer ainsi que le théoréme de Lebesgue de
convergence des intégrales.

On a donc

At ®

J gt+wz@du= [ h(y)estaH(y)

- w

—+ oo
= [ R (y)etrtdy = o(t).

v »

@(o>=x=f+g | &(w) [t du.

b. Si F(z) ne répond pas aux conditions imposées, la théorie des
fonctions montre qu’elle peut étre approchée arbitrairement prés par
des lois de probabilités répondant aux conditions imposées. Il en

résulte que /e”'” dF (z) estlalimite atteinte uniformément dans tout
intervalle fini de fonctions caractéristiques de la forme

Jn g(t+u)g(u)du.

Cela établit que la condilion est nécessaire.

2° La condition est suffisante : a. Soit

[ 1s(u)pdu=r.

—»

f(t) =f+wg(t+u)gTu)du, avec

o

On a évidemment f(o) =1; f(¢) est continue. En effet,

S+ m)—f 01 f 18 +h+u)— gt +u)]5@) | du

1
2

N

l‘f-m|g(t+h+u)——g(t+u)lﬂdu]

[f ”|g(u+h)_g(u>pdu],
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& (u) étant de carré sommable de —ac & + 0, il en résulte (voir, par
exemple, Tircusmarsn, The theory of functions, chap. XII), que
f(t+ h)— f(¢)tend vers zéro avec A.

f(t) est définie positive. En effet,

n n "+ =
2f(t,—t,)Z,Z,=2f g(ti—t)+u) g () L,L, du

tyj=1 =1

= ‘/""m[Zg(tl-o- u)g(t,+u)Z,Zl]du

- L 1=1

. n
f 2g(t,+u)Z,

Lj=1
En vertu du théoréme II.1, f(¢) est donc une fonction caracté-
ristique.

2

du > o.

b. Si f(¢) est limite uniforme dans tout intervalle (en particulier
dans un intervalle conienant l'origine) d’expression de la forme

“+»
f g(t+u)g(u)du, f(t) est dans les mémes conditions limite

de fonction caractéristique. En vertu du théoréme I.5, c’est donc
une fonction caractéristique. Et le théoréme II.2 est établi.

Tutorime I1.3. — Toute fonction réelle, symétrique, continue,
convexe, positive et égale a 1 pour t=o0 et & a(oLa<Lr)
pour t = w est une fonction caractéristique.

Ce théoréme est da a Polya [1].

En effet, soit p(¢) une telle fonction. Elle a une dérivée a droite
¢ (2) telle que ¢p(—+x)=o0. D’autre part, ¢(+ x)=a,avecoZa 1.
Posons

(1—a)h(t)+a=3(2).

Si l'on établit que A (¢) est fonction caractéristique de la loi de pro-
babilité H(x), on aura établi par la méme que ¢ (¢) est fonction de la
loi (1 —a)H(z) + ad€(z) [avec JE(x) = o pour z Z o et I (z) =1
pour 2 > o]. k(t) a les mémes propriéiés que ¢ (¢), mais h(+w)=o.
Considérons

+T T i 1
L e—ttzh(t)dt = lf costz h(t)dt =1 l“""” h(t)]
T o b )

2nJ o z
1 .
I sint.x
- Ef Ry (t) dt.
0

X

§C vice of

FAT. 2MATIQUES
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sinTz

Quand T augmente indéfiniment —— % (T') tend vers zéro et

T -
I'intégrale ——% f S"::w »(¢) dt est une série alternée de termes
0
décroissants [ Ay (¢) négatif croit de hj,(o) 4 o] en module et tendant

sintx

vers zéro. Le premier terme —-——f hyp(t)dt est positif.

Donc 2% f e‘”fh(t) dt tend vers une limite f(z) positive, quand T
—T
augmente indéfiniment. Il en résulte que la fonction

+1 ity o

H(x)—H(.z'o)— lim — =

—w 2T h(t)dt

e

est non décroissante en z; /i (¢) étant continue en {=o avec k(0)=1,
monotone de t=o0 a4 t=-+ o on démontre aisément que
H(+ 0)— H(—c0) =1 et, par conséquent, en vertu du lemme A, £ (¢)
est une fonction caractéristique, ce qui établit le théoréme.

Conséquences. — 1° Les fonctions e~ ' avec 0= a <1 sont toutes
caractéristiques. De méme le théoréme II.3 montre immédiatement
que la fonction A;(¢) du lemme A est caractéristique.

2° D’autre part, ces fonctions donnent lieu a ce que I'on appelle
le phénomene de Khintchine : deux fonctions caractéristiques (non
analytiques bien entendu) peuvent coincider sur un intervalle com-
prenant l'origine sans coincider sur tout I'axe des ¢. Le fait qu’elles
soient convexes est en effet compatible avec cette exigence. On a
également :

Tutoreme I1.4. — Toute fonction égale ¢ v pour t=o, infé-
rieure & 1 pour t 7% oréelle, symétrique, positive, continue convezxe
dans Uintervalle o, h et périodique de période 2 h est une fonction
caractéristique (voir D. Dugué et M. Girault).

On pourra comme pour le théoréme 1I.3 supposer nulle ’ordonnée
minimum de cette fonction ¢;(¢). Considérons la fonction g, (¢)
égale 4 ¢, (¢) entre — A et + h et nulle en dehors de cet intervalle.
Cette fonction est caractéristique d’aprés le théoréme II.3. On a,
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d’apres ce que nous avons vu & propos de ce théoréme,

i +T

. 1
lim — e~ UT 0y (L) dt = —
T=x 2% —T 27T

o

I\

3

+h
9% e—zt.z‘qgl(t)dt = i [ costx cp,(t)dt.
—h SR

. . 27
En particulier, pour toutes les valeurs de z de la forme S on a

+h %
An=£h cos— nto(t)dt>o.

Or les quantités A sont les coefficients de Fourier de ¢,(t) pris
q % ¢ p

entre — /& et + h pour les cosinus; ceux relatifs aux sinus dans le
méme intervalle sont nuls & cause de la parité de ¢,(t). D’apres le
théoréme 1.3, 94(¢) est égale a la somme de sa série de Fourier prise
dans un certain intervalle et comme ¢,(¢) est périodique on a, quel
que soit ¢,

. Ao - A, 27 .
91(t)_5—’;+2—h-cos2—hnt, A,> o

n=t

91(¢) est donc une fonction caractéristique de la loi discontinue pre-
%n avec la probabilité An,
2

nant la valeur +

Tukoreme I1.B. — Les seules fonctions caractéristiques entiéres
d’ordre fini ayant une valeur exceptionnelle de Borel sont au
plus d’ordre 2. Les seules fonctions caractéristiques entiéres
d’ordre fini de la forme e""[P(t) étant un polynome] sont les
Sonctions de la forme et et e+ (c'est-a-dire celles de
variables certaines ou gaussiennes).

La démonstration de ce théoréme du & M. Marcienkiewicz se
trouve dans Dugué [2]. Elle est fondée surle fait que les seules fonc-
tions de la forme e satisfaisant a la condition que le maximum du
module de e”*+Y) pour Y = const. ait lieu sur I'axe imaginaire que
sont les fonctions o P(¢) a un degré inférieur ou égal a 2.

TueorkMe I1.6. — S une fonction caractéristique est pério-
dique et de période réelle, la loi de probabilité est une loi de
treillis contenant lorigine.
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La démonstration donnée par M. Girault [1] et par Lukacs [1]
utilise le théoréme I.4 pour la premiere partie.

Donnons enfin des propriétés qui permettent de classer les lois de
probabilités a partir de la fonction caractéristique :

1° Sila loi est discontinue, ¢ (¢) est presque périodique au sens
de H. Bohr;

2° Si la loi est absolument continue, ¢(¢) tend vers zéro avec ti;
3° Si la loi est singuliere (répartition d’une probabilité positive
dans un ensemble de mesure nulle), o(¢) a en général une plus grande

limite non nulle quand ¢ augmente indéfiniment.

Signalons, se rattachant a ces questions générales, un probléme

posé par M. Van Danzig.

Trouver toutes les fonctions caractéristiques ¢(¢) telles que ?—(Im
soit caractérislique.

Dans cette classe de fonction on trouve la fonction caractéristique

de la loi normale ( Gauss-Laplace) e *, la fonction cos¢; en effet,

est une fonction caractéristique, et plus généralement toute fonction
caractéristique entiére paire d’ordre égal a 1 et dont les zéros sont

. = 2 .
sur 'axe réel; ces fonctions sont de la forme I I (l — %) Il serait

n
n=1
intéressant de savoir s’il y en a d’autres. Les résultats que nous
venons d’indiquer montrent u'il y a peu de moyens praliques de
s’assurer qu’une fonclion est caractéristique.

En fait les fonctions caractéristiques en dehors des trois conditions
énoncées au débul de ce chapitre peuvent présenter toutes les varié-
tés apparentes possibles.

Il existe des fonctions caractéristiques entieres, des fonctions
caractéristiques holomorphes dans une bande, des fonctions caracté-
ristiques qui ne sont définies que sur I'axe réel. On peut construire
une fonction caractéristique qui n’est dérivable nulle part sur l'axe
réel.
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Les deux exemples donnés par Titchmarsh (The theory of func-
tion, p. 351) de fonctions continues non dérivables sont des fonc-

tions caractéristiques. Ce sont :
’

Z bn cos (anxt),

bn n=0

1 o(t) = —

avec 0 << b <r1,ab>1+ gﬂ', @ impair (exemple do & Weierstrass).

Le théoréme 1.5 prouve qu’elle est caractéristique.

2 2(O)=1— fa(t)

n=1

ou fr(t) est égale a la distance entre ¢ et le nombre le plus proche de
la forme an, m étant entier. Cet exemple est dii a Van der Waerden.
Le théoréme II.4 prouve immédiatement qu’elle est caractéristique.

Signalons aussi comme se rattachant a ce chapitrec un probleme
que j’ai posé en 1939 dans une Note aux Comptes rendus de I’ Aca-
démie des Sciences. Trouver tous les couples de fonctions caracté-
ristiques ¢4 et ¢, tels que l'on ait

Q1+ P2
> = ¢1 Q2.
On a une solution en posant

I
org)
I+l

-t

1=

11—t
Y en a-t-il d’autres ?

CHAPITRE III.

Tatorkmes pE LEvy CRAMER. LOIS INDEFINIMENT DIVISIBLES.

Nous allons étudier maintenant la décomposition d’une variable
aléatoire Z en une somme X -+ Y de deux variables indépendantes
que nous appelons composantes de la somme. Posons

-+ »
Mx, =f | 2 |P dFx ().
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Tueoreue 1I. 1. — S¢ X est une composante de L, on a quel que
soit p, My ,<<KM,,, K étant une constante indépendante de p
en choisissant convenablement l'origine de X et de Y.

En effet,ona,siZ=X+Y.
Prob{Z > o] > Prob[X > %, Y > 0] = Prob[X > ] Prob[Y > 0]
a cause de I'indépendance supposée de X et de Y. Donc

1— Fy(z) > [1— Fx(2)] [1— Fy(o)]-
De méme,
Fz(x)> Fx(2)Fy(o).

Supposons tout d’abord

v

1—Fy(o)#o0 et Fy(o)#o.
L’¢criture adoptée suppose F,(z) et Fx(z) continue en z. Une
modification trés simple donne le cas général. On a
A 0
Mz,= lim f o dFy(w) + lim f (— 2y dFy(z).
Aor J =w J_p

Posons
1— Fz(z) = Gz(z) et 1— Fx(x)= Gx(z),

A A
f P dFz(z) = [— zP Gz(z)|} + p f zP—1 Gz(x) dx.
o o

1
rekd

M_, existant il en résulte que A” G;(A) tend vers zéro avec 1

ainsi que A? Gy(A), puisque ’'on a
Gz(2) > [1— Fy(0)] Gx(z).
On a, de. méme,

SN A
pj 2r=1 Gy(@) de > [1— F,(o)]pf 2r—t Gx(2) dz.
o 0
D’une inégalité analogue pour la deuxi®me intégrale, on déduit

4 o 0
Mzp> [1—Fy(o)] [ .z'Pde(.z')+F\-(o)f |z |P dFx ().
I./o -3
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En posant IL( égal au plus petit des deux nombres 1—F, (o)

et F,(0), on a établi le théordme IIL.1. Il n’y aurait de difficulté que
si le plus petit de ces nombres était nul.

Dans ce cas on déplacerait P'origine des variables aléatoires. On
pourra toujours trouver une valeur a telle que

1— Fy(a) # o, avec Fy(a)#o

et le méme raisonnement que ci-dessus montrerait que pour l'origine
choisie.

KMz, > Mx,p.
On peut d’une manidre plus’précise montrer que

Tutoreme 1.2, — Si My, existe et si Ro,(t) a une dérivée
d’ordre 2p 41 pour t=o, My,, existe et Royy(t) a une dérivée
d’ordre 2p 41 pour t = o (voir D. Dugué [3]).

Tout d’abord établissons le résultat suivant :
+
Lenme. — Si M,, :f z*? dF (z) existe et si l'on pose

[ wr dF () = g(2),

¢—»

les deux conditions
existence de R 9i2P+1)(0) et lim¢[Msp—g(t) +g(—¢€)] =0
{=»
sont équivalentes.

Si M,, existe, on a

-+ » + o
(—1)P cpum(t):f erta gy dF(a:):f ez dg (),

¢(2P)(¢) étant hermitienne, il en résulte que si elle existe R¢(2,+1)(0)

est nulle. On a

t(l—sinl)[Mg,,—-g(t)+g(—t)]<t?flduf+ﬂ0'{(1——e“m)dg(x)

=ape [ Riger(0) — gitr) )] d.
0
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Si Re2r+1)(0) =0, le second membre de l'inégalité peut éire
rendu arbitrairement pelit avec % donc le premier aussi. Pour établir

que R 2P+ (0)=o0 si t[Ms,—g(t) +g(—1t)] tend vers zéroavec ;,
on remarquera que

+ x
(—1)PH R P+ (0) = lim ¢ f <l—cos—)dg(x)

= t

—®

—+1

<o [ ardg(z)+2t[Myp— (1) + g(— ).
—t

11 est connu que si ¢[M,,— g(t) + g(—¢)] tend vers zéro,

+1

— x2 dg(x) tend vers zéro
2t )_,

(voir le travail cité). Par suite, le second membre tend vers zéro
dans ces conditions et, par suite, le premier aussi. Le lemme est
donc établi. Montrons maintenant avec les notations des théo-
remes II1.1 et III.2 que si ¢[ Mz,,— £2(¢) + gz2(—¢)] tend vers zéro

avec lt, il en est de mame de ¢[My,,— gx(¢) + gx(— )]
On a
Mzop— g2(¢) + gz(— )

+ —1
=f 2 sz(x)+f @ dFy(2)
t —w
+ o —t
=t2PGz(t)+2pf x‘ll"—iGz(.z')dz+t2PFz(——t)——2pf 22— Fy (v)de.
L —»

En appelant toujours comme pour le théoréme III.1, I—I{ le plus

petit des nombres 1—F,.(0) et F,.(0) et en ayant pris une origine
telle que ce plus petit nombre ne soit pas nul, on a

=
K[Mzsp— g2(2) + g2(— )] > t2/’Gx(t)+2pf 22— Gx () dx
t
- —t
~+ 12 Fx(—t)—zpf z2r 1Fx(x)dz

= Mx,sp— &x(2) + gx(—¢).

Donc si ¢[M;,,— g;(t) + gz (— t)] tend vers zéro avec lt’ il en est
de méme de ¢[My,,— gx(¢) + gx(—1?)].
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On peut maintenant démontrer le théoreme III.2.
Si R ojr**(0) existe, le lemme montre que ¢[ Mz, — £, (¢) + g2(—1)]
1 a
tend vers zéro avec - Cela entraine que ([ My,,— gx(¢) + gx(— )]

tende vers zéro et, d’aprés le lemme, cela entraine que Rog?*"(0)
existe.

Les théorémes II[.1 ct III.2 montrent en quelque sorte que la
« régularité » autour de I'origine de la fonction caractéristique d'une
composante d’une variable aléatoire est au moins égale a la régularité
de la fonction caractéristique de cetle variable.

Nous établissons maintenant :

Tueorene III.3. — SV @,(t) est une fonction holomorphe dans
une bande paralléle a U'axe réel, ¢x(t) est holomorphe au moins
dans la méme bande (voir P. Lévy [1] ou Dngué [2]).

En effet, si ¢,(¢) (avec ¢ = u + iv) est holomorphe pour
a<lv<b (ab <o),

il en résulte que I'intégrale

-+ »
f e—vx glux sz(.Z')

—a

existe pour @ << ¢ << b. Or, d’aprés nos notations,

o+ o -+ 00 -+
f e-"-’sz(-Z')'—_-f f e+ dFx () dFy(y)

—®

_—_fﬂe—vx dF‘(x)fHe—n dFy(y).

Donc chacune des intégrales

+ % +
f e—vx dFx(z) et f =7 dFx (y)
est convergente pour a <<v < b et, d'aprés le théoreme I.4

(remarque 1°), gx(¢) et g, (¢) sont holomorphes au moins dans la
bande @ < v < b.
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CoroLLaire. — 87 ¢,(¢) est une fonction entiére, il en est de
méme de 9\ (¢).

Cela va nous conduire au théoréme III. 4.

Tueoreme HI. 4. — S g;(t) est une fonction entiére, l'ordre de
la fonction entiére o\ (t) est inférieur ou égal a U'ordre de ¢4(t).

Appelons my , le p"*™ moment de la variable X, c’est-a-dire

f—rr.):i’ dFx(x).

—»

Ona

mx,.sp = M‘(,'Z et l mx,2p+1 | = 1“&,-.’/1+1-_

D’autre part, d’aprés la remgrque du théoréme I.4 {/My, est une
fonction non décroissante. L’ordre de la fonction entiére oy (¢) sera
égal a4 py donnée par la formule (voir, par exemple, TiTchMaRsH,
Theory of functions, p. 253)

n 1
m log /| mx.. | .
ny> = logn PX
On a
2p—1 0 p—| jom———— P P pomm———
log®? ,/_' [mxop— | ~ log”?~VMxap—s ~ log” A/ Mx.ap (1+2)
log(»p—1) log(2p —1) logap

pour p assez grand. Il en résulte que

P L i log My
ex  w>= log2p
D’apres le théoréme III.1, My,<<KM,,, K étant indépendant
de p. Donc

I 1
[— — Z1— — el zZ> ex. |
P oz P P

Tueoreme III.5 (dit de Lévy-Cramer). — Si¢ une variable est
normale, ses composantes sont normales.

En effet, dans ce cas,
u(t)=e

D’apres le théoreme II1.4, ¢x(¢) et ¢y(¢) seront des fonctions entiéres
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d’ordre inférieur ou égal 4 2. ¢,(¢) n’ayant pas de zéro, comme ¢y (¢)
et gy(¢) sont des fonctions entidres avec 9,(¢) = g, (¢) 9y (¢), il en
résulte que ¢x () et 9y(¢) n’en ont pas non plus. Donc ¢, (¢) et ¢y (¢)
étant d’ordre inférieur ou égal 4 a et n’ayant pas de zéros sant de la
forme e*!, A(t) étant un polynome du second degré au plus et, par
conséquent, X et Y sont normales.

Ce théoreme comprend comme cas particulier le cas ou Z est
certain (sa fonction caractéristique est alors e”t), X et Y sont alors
certains.

On trouvera dans Dugué [2] une démonstration qui fait du théo-
réme II1.5 un cas particulier d’un théoréme plus général de convexité.

L’histoire de ce résultat fondamental est assez curieuse. Il est di a
I'intuition de M. Paul Lévy qui avait pressenti sa vérité et indiqué
des conséquences trés importantes de ce théoréme dans le Mémoire
P. Lévy [3] (chap. IIT). La démonstration a été donnée par H. Cra-
mer dans [2].

Remarques sur le théoréme II1.5. — Une de ses conséquences
est que: st |@(t)| est égal pour t réel & e™", ¢(t) est égal & e~ "+,

En effet, 9(¢) 9(—t)=]o(¢)|*=¢e7"; o(¢) et ¢(— ) fonctions
caractéristiques de variables indépendantes dont la somme est
normale, doivent étre des fonctions caractéristiques de variables
normales.

De méme si|¢(¢)| =1, on a pour des raisons analogues ¢(¢) = eimt,
En général |¢(¢)| étant connu, ¢(¢) n’est pas déterminé. M. Paul
Lévy fait observer dans Lévy [3] que les 2" fonctions caractéris-
tiques gy, (== ¢) ¢y, (2= ¢) ... 9y, (Z=¢) sont des fonctions caractéris-
tiques ayant méme module.

Les résultats précédents montrent que si X est une composante
de Z et si ¢;(¢) est analytique au voisinage de l'origine il existe
une constante K telle que K[¢,(¢) 4 9,(—¢)] soit majorante
de [ox(¢) + ¢x(—¢)] et, d’autre part, on voit aisément que si ¢z(¢)
est analytique dans la bande a < It < b les seuls zéros possibles
pour g (¢) dans cette bande sont les zéros de ¢,(¢).

En posant ¢,(¢) =e%4%, on voit que le rayon du cercle d’analyticité
autour de l'origine de §,(¢) est le plus petit des nombres |a|, ||
et |c|, |c| étant le zéro de ¢z(¢) le plus rapproché de lorigine,
D’apres ce que nous venons de voir $x(¢) sera analytique au moins
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dans ce cercle. Il en résulte 'inégalité suivante entre les cumulants
de Z et ceux de X
n! n!

De méme, si §,(¢) est une fonction entiére [d’aprés ce que 'on a
vu au chapitre II (th. 11.5), ¢;(¢) ne peut étre un polynome que
si ,(¢) est de degré 2], Yx(¢) est une fonction entiere. Il résulte du
théoreme I.4 que Yy (it) ou Yx(—it) est le maximum de la fonc-
tion Ry (u —+ ¢t) sur un cercle ayant 'origine pour centre et ¢ pour
rayon (¢ est réel positit); de méme naturellement pour §,(¢). D’autre
part, en ajoutant & X et & Y composantes de Z des quantilés
cerlaines my et ms on peut s’arranger pour que les origines des
variables X et Y soient telles que chacune de ces variables (et, par
suite, Z) prennent des valeurs positives et négatives. Dans ces condi-
tions Rx(it), Ryy(it) comme Ry,(it) vont tendre vers —+
quand ¢ augmente indéfiniment par valeurs positives ou négatives. Il
en résulte que pour des valeurs suffisamment grandes de ¢ en valeur
absoluc on aura

Rpx(it) < Rz (it).

La plus grande des deux valeurs R {y(¢t), R Yx(—it) sera donc pour ¢
assez grand inféricure a la plus grande de deux valeurs R{,(ét)
et Ry,(—it). D’aprés le théoreme Borel-Carathéodory (wvoir
Tircamarsu, The theory of functions, p. 174), il en résulte que
Vordre de ¢y (ét) est inférieur ou égal a I'ordre de ¢ (¢¢). On a donc
également I'inégalité suivante sur les cumulants [I'addition d’une
quantité certaine n’a pas modifié I'ordre de Y (it) pas plus que celui
de Y, (it)]

m log|ex.n| ~im log|csn] .
nlogn nlogn

Le théoréme de Lévy-Cramer a été étendu par Raikoff au cas des
variables de Poisson dont la fonction caractéristique est M.

La loi de probabilité est celle d’une variable aléatoire ne prenant que

des valeurs entieres positives ou nulles n avec la probabilité e‘x;l—'-:-
Tout d’abord, donnons le :
Trroreme II1.6. — Le support de la probabilité d’une somme

de deux variables indépendantes contient la somme vectorielle du
support des probabilités de chaque variable.



ARITHMETIQUE DES LOIS DE PROBABILITES. 29

On appelle support de la probabilité d’une variable, '’ensemble des
points ou sa fonction de probabilité totale est croissante [z, appartient
au support de X, si F(zo+ &) > F(zy— &) quel que soit & positif].
On a

Fi(2 +2h) — Fz(z —2k) =fo(x+ 2 h— y)dFy(y)

—fo(x—zh—y)dFy(y)
> [Fx(z —y + k) —Fx(z —y — R)][Fy(y + &) —Fy(y — k)]

Il en résulte que si 2 — y appartient au support de X et y au
support de Y, z appartient au support de Z—=X + Y, ce qui établit
le théoréme III.6. On trouvera dans Borel [1] des résultats sur la
somme vectorielle de deux ensembles, qui pour les ensembles de
mesure nulle sont liés 4 la raréfaction de ces ensembles.

Tatoriue III.7 (dit de Raikofl). — S¢ la somme de deux variables

indépendantes est une variable de Poisson, chacune d’entre elles
est une variable de Poisson.

En effet, d’aprés le théoréme III.6 le support de chacune des
composantes ne peut étre qu'un ensemble intérieur a o4,
1+h,...,n+h,...etun ensemble intérieur a 0 — A, 1 —4, ...,
n—h, .... Appelons fonction génératrice Gz(u) (introduite par

Laplace) la somme EPZ"‘ u™(p,,. 6tant la probabilité pour que Z —=n).
On a encore

Gz(u) = Gx(u)Gy(u),
Gx(u) = ut sz,n ur et Gy(u)=u" ZPY)"“"'

Donc Gy (u) qui est égal dans le cas de la loi de Poisson a e~ va

étre le produit de 2 Px,nU" par 2 Pvnu" Ces deux derniéres fonc-
tions sont des fonctions analytiques autour de l'origine (les séries

convergent pour | | <1). D’autre part, py, et py, étant positifs ou
réels, il en résulte que

PYoPX,n< P et pxopPyv.n< pzn quel que soit n.
Donc — Gy(u) et u*Gy(u) sont des fonctions entitres d’ordre
u
inférieur ou égal a 1. Il en résulte que ni (-:JXT(,Lu—), ni u* Gy(u) n’ont

MEMORIAL DES SC. MATH., — N° 137, 3
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de zéros. Donc ces deux fonctions sont de la forme et+*= et et~
(p1 et pa positifs avec py—+ pa=12), ce qui établit le théoréme de
Raikoff (voir Raikoff [1]).

Dans des Mémoires importants (en particulier Lévy [4], voir aussi
Lévy [1] pour un exposé d’ensemble), M. Paul Lévy a introduit la
notion de loi indéfiniment divisible : Ce sont les lois des variables
aléatoires prises par un processus stochastique additif (les accrois-
sements sont indépendants) et localement continu (dans ce cas,
continuité en probabilité et continuité presque certaine sont équiva-
lentes). Cela revient a dire que si X est une variable ayant cette loi
de probabilité, X peut étre considéré comme la somme d'un nombre
arbitrairement grand de variables aléatoires indépendantes et arbi-
trairement petites en probabilité, aprés soustraction d’une quantité
certaine. Nous renverrons aux travaux de M. Paul Lévy pour une
démonstration compléte des résultats qui permettent d’établir la
forme nécessaire et suffisante de la fonction caractéristique de X.
Ces démonstrations sont fondées sur le théoréme central limite (loi
limite d’'une somme de n variables indépendantes), sur une inégalité
trés’ importante de M. Paul Lévy (voir P. Lévy [1], p. 136) et sur
I’élude des séries a termes aléatoires (en particulier sur le fait qu'une
série non convergente et qui n’est pas essentiellement divergente
peut étre rendue convergente par l'addition d’une série de termes
certains; la série initiale est quasi convergente selon 'expression de
M. Paul Lévy ou stable au sens de M. Kolmogorofl). Nous indiquerons
le schéma de ces démonstrattons :

1° Si X(Z) est un tel processus stochastique on peut construire
une fonction certaine f(Z) telle que la réalisation de la fonction
aléatoire
Y(Z)=X(Z)—f(Z)
n’ait presque sirement que des discontinuités de premire espéce
(sauts avec limite a gauche et a droite) ;

2° En écrivant y(Z) pour une réalisation de Y (Z) et en posant
Y(Z)=y:(Z) + 12 (L),

avec y1(Z) = fonction des sauts de y(Z) et y3(Z) continue, y,(Z)
et ya(Z) seront la réalisation de deux variables aléatoires Y,(Z)
et Y,(Z) dont on montre de plus qu’elles sont indépendantes ;



ARITHMfT[QUE DES LOIS DE PROBABILITES. 31

3° Y»(Z) obéira & une loi de Gauss de fonction caractéristique

2
—w +wm(Z)¢
e 2

(application du théoréme central limite);

4° Pour déterminer Y, (Z), remarquons qu’il y a une probabilité
arbitrairement pelite pour qu’il y ait un saut compris entre u
et © + Au en un point d’abscisse comprise entre Z et Z 4 AZ. Les
accroissements élant indépendants, la somme des sauts compris
entre u et w + Au entre o et Z sera égale 4 une variable de Poisson

er(¢"™—1), avec i =AN(u),

AN(u) étant le nombre probable de sauts compris entre o et Z et
compris entre u et u + Au.

Si la somme de ces sauts forme une série aléatoire convergente, la
variable Y, (Z) sera la somme des variables de Poisson e(“"“—1) AN (u)
donc Y, (Z) aura pour fonction caractéristique

+ %
f (ette —1) dN(u)
e ™ ® .

Comme on a pu, en verlu de 1°, s’arranger pour que Y (Z) soit
continue & droite et a gauche, il en résulte que I'on aura N (4 )
et N(—a) bornés. On pourra donc prendre N(+ o) =N(—w)=o0.
Sila somme des sauts forme une série aléatoire quasi convergente,
on pourra la rendre convergente par I'addition de termes certains et
dans le cas Yi(Z) aura pour fonction caractéristique

J-.-a f e.:.._i_ l:’_’;,)dN(u) -
. f u? dN(u) existant |,

N(u1) —N(us) sera le nombre probable de sauts compris entre u,
et us (avec us s> 0).
L’ensemble de 1°, 2°, 39, 4° entraine le :

Trtorkuk II1.8 (Paul Lévy). — Unre loi indéfiniment divisible a
pour fonction caractéristique

9(2) = e B l.+f +f (e”" \1:1-':;’)”(")
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+
avec f u? dN(u) existant et N(u) non décroissant de —x a o

etdeoa +o.

La définition de o* et N(u) entraine immédiatement que la repré-
sentation indiquée est unique puisque N(u;) — N(u,) est le nombre
probable de sauts (u;u,>> 0) compris entre u; et u, et o2 I'écart type
de la variable normale représentant la partie fortement continue
de processus. On doit 2 M. Lo&ve (Loeéve [2]) un procédé pour
calculer N (%) connaissant la fonction caractéristique ¢(¢) de la loi
indéfiniment divisible. En posant ¢ (¢) = ¥, on a

o2 b(2)
T2 2
et
1 62h2 —+
q,(t)_g[q;(t_h)-}-q/(tq-h)]: 5+ [ ettu (1 — cos hu) dN (u).

L’inversion de l'intégrale de Fourier (lemme II, chap. IT) permet
de calculer fu (1— coshu)dN(u) et, par suite, N(u).

Remarquons que si ¢(¢) est la fonction caractéristique d’une loi
indéfiniment divisible, la formule du théoreme II[.8 montre
que [¢(¢)]* estune fonction caractéristique. Réciproquement si quel
que soit & > o [¢(2)]* est une fonction caractéristique, il résulte de
la définition méme que ¢(¢) estindéfiniment divisible. On peut donc
définir une loi de probabilité indéfiniment divisible comme ayant une
fonction caractéristique ¢(¢) telle que [¢(¢)]* soit caractéristique
pour tout & > o. Les deux définitions sont équivalentes. La derniére
est celle adoptée par Cramer (Cramer [3]).

Il résulte du théoréme III.8 que la somme des deux variables indé-
pendantes ayant une loi indéfiniment divisible est une variable ayant
une loi indéfiniment divisible. Si I'on cherche les diviseurs d’une loi
indéfiniment divisible dans’ensemble deslois indéfiniment divisibles,
les remarques précédentes montrent que l'on devra avoir si o*
et N(u) sont les caractéristiques de la loi initiale, ¢} + o} =02
et N; + N, =N, N, et N, étant deux fonctions non décroissantes de «.
Nous verrons au chapitre suivant qu’une loi indéfiniment divisible
peut avoir d’autres diviseurs que les diviseurs indéfiniment divisibles.
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Tueorkne I11.9. — La fonction caractéristique d’une loi indéfi-
niment divisible ne peut pas s'annuler dans sa bande d’analyticité
(éventuellement réduite a l’axe réel).

En effet, [¢(¢)]* fonction caractéristique d’un diviseur de la loi
initiale doit avoir sa singularité la plus proche de ’axe réel sur I'axe
imaginaire; si a n’est pas entier, cette singularité sera, si ¢(¢) a des
zéros dans la bande d’analyticité, le zéro de ¢(¢) le plus proche de
I'axe réel qui n’est pas sur 'axe imaginaire. Donc dans le cas ot ¢(¢)
a une bande de largeur positive cette bande ne peut contenir de zéro.
Si la bande était réduite a I'axe réel on établirait le résultat en remar-
quant que lim [ ¢(¢)]* doit étre une fonction caractéristique en vertu

%=0

du théoréme I.5. Cette limite ne peut prendre que les valeurs 1 ouo,
elle est donc égale a la constante 1 et, par suite, ¢(¢) fonction carac-
téristique d’une loi indéfiniment divisible ne peut s’annuler sur I'axe
réel méme si elle n’a pas de bande d’analyticité. Ce théoréme a été en
partie établi par Lukacs (Lukacs [2]) qui de plus donne un exemple
de loi indéfiniment divisible ayant des zéros sur la frontiere de la
bande d’analyticité.

Montrons que si une fonction caractéristique ¢, n’a pas de diviseurs
indécomposables (en appelant indécomposable une fonction caracté-
ristique qui ne peut étre décomposée en produit de deux fonctions
caractéristiques que si I'une de ces dernieres est de la forme eim!),
elle est indéfiniment divisible. En effet, s’il n'en était pas ainsi il
devrait exister un nombre positif 6 tel que dans toute décomposition
de la variable aléatoire Z, 'une des composantes au moins (aprés
éventuellement soustraction d’'une quantité certaine) ait obligatoire-
ment une distance a la variable certainement égale & o, supérieure
a 4. Ce fait est incompatible avec I'hypothése que chaque composante
est décomposable. En effet, il entrainerait en posant

oz(t) = eV = eVt +...+Yp(0)

que l'on ait quel que soit p, la plus grande des quantités — R §(¢)
pour ¢ 3% o supérieure & a > o. La limite d’une fonction caractéris-
tique diviseur de ¢, (z) étant elle-méme une fonction diviseur
de 9;(¢), il en résulte que cette limite devrait éire alteinte par un
diviseur e¥t). Or e¥(!) ayant lui-méme un diviseur par hypothése, on

aurait
eV = e+t
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avec — R ¢, (¢) et — RY; (¢t) inférieurs & «, ce qui établitla contra-
diction. Ce résultat entraine le théoréme suivant de Khintchine
(Khintchine [1]) :

TutorkMe II1.10. — Une fonction caractéristique est le produit
d’une fonction caractéristique indéfiniment divisible par un
produit de fonctions caractéristiques indécomposables.

En effet, soit ¢(¢) et ¢4(¢) un de ses diviseurs indécomposables
(en supposant qu’il en existe au moins un). On a donc

?(¢) = 91(8) &1(¢).

Si g1(¢) n’a pas de diviseurs indécomposables, £,(¢) est indéfini-
ment divisible comme on vient de le voir. Sinon on recommence
P'opération; g4(t) sera alors le produit de ¢.(¢) indécomposable
par g2(t); cette opération ne peut se poursuivre indéfiniment. Si,
aprés avoir ainsi épuisé de proche en proche les diviseurs indé-
composables de ¢(¢), puis de g,(¢), de g2(¢), ..., on obtient une
suite @1 (¢), 92(¢), ..., telle que

n%(t)= (2);
1

¢(t) sera décomposé en un produit de fonctions caractéristiques

indécomposables. Sinon f”ﬂl)_ n'aura pas de facteurs indécompo-

[} G

sables. Ce sera donc une fonction caractéristique indéfiniment
divisible. Le théoréme est donc établi.

Remarque. — 1° La décomposition n’est pas forcément unique.
Nous en verrons des exemples au chapitre suivant.

2° Il peut se faire que I'on ait ¢ (¢) =1_[cp,(t) sans que ¢(¢) soit
1

indéfiniment divisible. Une loi non indéfiniment divisible peut étre
décomposable en une somme infinie de lois indépendantes (mais
toutes ces lois ne sont pas infiniment petites en probabilité).

Exemple de lois indéfiniment divisibles. — Tout d’abord une
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variable aléatoire indéfiniment divisible ne peut étre bornée sans étre
certaine (car sa fonction caracléristique aurait des zéros). Si sa fonc-
tion caractéristique est entiere, elle est d’ordre 1 (quantité certaine),
d’ordre 2 (quantité gaussienne) ou infini. M. Paul Lévy a donné les
exemples suivants de lois indéfiniment divisibles (voir P. Lévy[1]):

Lois stables. — Ce sont des lois de probabilités telles que si X,
et X, sont deux variables indépendantes dépendant d’une telle loi

cy X1 —+ Co Xg
C
dépende de la méme loi, ¢ étant une constante fonction de ¢, et ca.

Cette définition permet d’établir aisément que la loi est indéfini-
ment divisible et, en étudiant les propriétés de N(«), on voit que sa
fonction caractéristique est de la forme e¥1!), avec

et ¢, elc, deux constantes positives quelconques, la somme

b0 = (= Cori g C) 2,
avec
Co>o0, aLa2, lC.cos%léCﬁin%;
a = 2 donne le cas de la loi de Laplace-Gauss.
On trouve comme cas particulier les lois
e—Clu= (a £ 2).

Nous avions déja trouvé le cas de a<r1 au chapitre II,
théoreme I1.3; @ = 1 correspond a la loi de Cauchy.

Lois semi-stables. — Ce sont des lois dont la seconde fonction
caractéristique satisfait a I’équation fonctionnelle

b(gqt) = q*¥(2),

q étant une constante.
M. Paul Lévy a trouvé la forme générale de ces lois

-+
Y(t) = mit +f (cos tu — 1) dny () + i sin tu dnq(u),
0

ou uny(u) et un,(u) sont des fonctions périodiques de logu, la
seconde ayant sa valeur moyenne nulle et o, en outre,

ny(u)+ na(u) et na(u)—ng(u) (u>o0)

sont non décroissantes.
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Lois quasi stables. — Ce sont des lois telles que X, et X, étant

indépendantes et obéissant a cette loi, 9—’—)—{—'—%—(:-’—& soit égale a une

variable obéissant a la méme loi augmentée d’une constante, G, et Ca
étant deux constantes quelconques. C’est donc une généralisation des
lois stables. M. Paul Lévy a établi que si ‘C # Cy+ G, la loi quasi
stable est égale a la loi d’une variable obéissant & une loi stable
augmentée d’une constante et si C=0C;+ C,, on a

d,(t):mit—c(§|t|+(sitlog|q) (C>o0,|B] < 1),

¢(t) étant une fonction caractéristique et 2 > o. "%~ est une fonc-
tion caractéristique de lois indéfiniment divisibles (B. de Finetti).
On s’en assurera en développant en séries '), Le méme procédé

I\

(- ) . i .
O est la fonction caractéristique d’une loi indé-
1 — —=
[-%]

finiment divisible si K > 1 et 1> o.

montre que

M. Paul Lévy (P. Lévy [1]) a donné la propriété suivante des lois
indéfiniment divisibles, qui est trés importante mais est plutét un
théoréme d’analyse aléatoire que d’arithmétique des lois de proba-
bilité :

Pour qu'uneloi puisse étre limite delois devariables aléatoires ;i‘,

n
ot S, est la n'*™¢ somme d’une série a termes aléatoires indépen-
dants et ), une suite de quantités certaines tendant vers l'infini

A . . .
avec ——’)f-ﬂ tendant vers un, il est nécessaire et suffisant que cette lot
n

soit indéfiniment divisible avec n(u) pour u<<oet —n(u)
pour u>> o fonction convexe de log | u|.

M. Logve (Loeve [3]) a généralisé ce résultat.

Dans le méme ordre d’idées on trouvera dans Doeblin [ 1] une étude
des éléments limites du groupe des puissances ¢ (£) (n entier positif)
d’une loi de probabilité, Ajoutons que dans P. Lévy [1] on trouve
une extension de ces résultats au cas d'une variable a plus d’une
dimension.
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CHAPITRE 1V.

Lois INDECOMPOSABLES.

Il est tres difficile de donner des théordmes généraux dans ce
domaine. (e chapitre sera essentiellement consacré a I'exposé de
différents cas particuliers concernant la divisibilité.

Tout d’abord :

Lenmme. — Si une des composantes d’une variable aléatoire est
absolument continue, cette variable est absolument continue.

En effet, sil’on a

X
Z=X+Y, avec Fx(z) =f Sx(u)du,

on a

Fa) = Fx(a—p)dFy()
=[Tano [ adu=[ds [T f(o—y)dFx ().

En particulier, si fy (%) est positif quel que soit u, il en est de
méme de f7(u).

Par conséquent pour qu’une variable ait une composante gaus-
sienne, il est nécessaire que sa loi de probabilité soit absolument
continue et ait partout une densité positive.

Ce lemme se généralise d’'une maniére vague en disant avec Cramer
(Cramer [3]) qu'une variable aléatoire a en général une loi aussi
réguliere que la plus réguliere des lois composantes. Toutefois
Raikoff a donné un exemple ol les deux lois de distribution sont
entiéres et ou la loi de la somme n’est pas réguliere a l'origine
(Raikoff [2]).

Du fait quele support de la probabilité de la somme contient la
somme vectorielle des supports de probabilités des composantes, il en
résulte qu’une variable qui prend seulement deux valeurs est indé-
composable. Pour qu'une variable aléatoire ne prenant que des
valeurs entidres en nombre fini soit indécomposable, il faut et il
suffit que le polynome qui constitue sa fonction génératrice ne puisse
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étre mis sous forme d’un produit de polynomes a coefficients tous
positifs.
On peut donner des exemples de lois de probabilité absolument
continues el qui soient indécomposables.
[!

o(t)=(1—1¢?) ¢ * étant la dérivée seconde changée de signe

n

de e *, sera la fonction caractéristique d’une variable ayant pour

ax?

probabilité élémentaire —— z2e * et pour supportla droite de —co
2T

a +co. D’apres ce que I'on vient de voir, cette fonction caractéristique
n'aura pas de diviseurs gaussiens (puisque la densité est nulle a

I'origine). Cela entraine qu’elle n’a pas de diviseurs de la
g2

forme (1—¢)e * (o2<C1). Les seuls diviseurs possibles sont
_ze 2

donc (1—t)e * ou (1+¢)e *, a cause des remarques qui

suivent le théoréme III.5 et ces deux fonctions n’étant pas hermi-

tiennes ne sont pas caractéristiques. Donc la fonction caractéris-
[l

tique (1 —¢2)e ° n’a pas de diviseurs. Dans (Cramer [3]), Cramer
posait le probléme : Donner un exemple de loi indécomposable
absolument continue et dont le support appartienne a un intervalle
borné. M. Paul Lévy a résolu la question dans une lettre qu’il m’a
adressée le 15 avril 1952 (Lévy [5]), de la fagon suivante :

Tout d’abord remarquons qu’il est facile de construire 7 lois de
probabilité ol la variable est bornée et qui soient sans diviseurs
communs. Il suffit que les fonctions caractéristiques (qui sont obliga-
toirement d’ordre un) n’aient en commun qu’un ensemble de zéros
ayant un exposant de convergence inférieur a I'unité (en parti-
culier n’aient aucun zéro en commun). Par conséquent les variables
uniformément réparties dans des intervalles de longueur 7, les I,
sin [, ¢

lnt
sont sans diviseurs communs. -Considérons maintenant la loi ayant
pour fonction caractéristique

étant incommensurables, ayant pour fonction caractéristique

9z(¢) = Po 9o (2) + p2e2 @a(f) +. ..+ pan €278 90, (t)  (Po, ...y Pan>0),

@o(t), - .., 92(¢) étant des fonctions caractéristiques sans diviseurs
communs et correspondant & des lois absolument continues ou la
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variable est contenue dans I'intervalle 0, las avec oy << 1. De plus,
P°+P2 612[+- . '+P2" el!llt

est choisie parmi les fonctions caractéristiques de lois indécompo-
sables (la variable a pour support les nombres pairs de o a 2 n).
Montrons que ¢;(¢) est indécomposable. Si Z était égal a la somme
de X et de Y indépendants on pourrait s’arranger pour que o fasse
partie du support de X et de celui de Y. Le support de X comme
celui de Y est donc contenu dans le support de Z.

En posant :

1 =z +- ¢, avec 3 : partie entiére de Z;

X =z + &, avec 2 : partie entiére de X;

Y =y -+ ), avec )y : partie éntiére de Y (x et y ne pouvant prendre
que des valeurs paires),

on a
Z=x+Yy et L=E+ 7y

(en effet si £, 7, était supérieur a 1, Z pourrait prendre des valeurs
impaires). La loi de probabilité de z a pour fonction caractéristique

Po—+ P2 €204 [+ pop €208,

Cette fonction n’ayant, par hypothese, pas de diviseur, il en résulte
que z (ou y) a comme seule valeur possible o avec la probabilité
unité. Done X =£,. La fonction caractéristique de X doit donc étre
diviseur des différentes fonctions caractéristiques des différentes
variables ¢, c’est-a-dire ¢,, 92, ..., 92n. Or ces fonctions ont été
choisies sans diviseurs communs. Z est donc indécomposable.

Cette construction est susceptible de généralisation.

Nous allons maintenant donner des exemples ou la décomposition
d’une fonction caractéristique en produit de facteurs indécompo-
sables n’est pas unique.

M. Paul Lévy (Lévy [6]) a utilisé la double égalité

t ¢ 2y 20
sin — sing [ —¢7 L
sin ¢ ot 2 3(e +1+e
% T 3
2 3

pour remarquer que la loi de probabilité uniforme comprise entre —1
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et +1 peut se décomposer d'une part en une somme de deux
variables X; + X, dont I'une estindécomposable (cpx‘(t) = cos %) et,

d’autre part, en une somme de deux variables X, et X,

.t 2
] € S41+e
et ()= "—Tr T,

o2

exi(8) = 7
3

X, n’étant composante ni de X, ni de Xj.
M. Lévy a donné I'exemple suivant :
Xi+ Xo= X} + Xb,

Xy, Xs, X}, X, étant des lois indécomposables. Il suffit de prendre
les fonctions génératrices suivantes des quatre variables :

2+ 1% Z

e @="T512, @ =15,
1+ 723 1+ Z+ 72
&2y = ’ &xi (L) = — 3

On voit aisément en vertu de la remarque suivant le lemme du
début de ce chapitre que les quatre fonctions génératrices sont sans
diviseur et puisque

1+2242 142  1+Z23 1+ 2+ 122
3 2 2 3 ?

on a bien I’égalité indiquée

D. Dugué (Dugué [B]) a indiqué que le fait suivant pouvait se
produire X + X = X, + X|,, X étant indécomposable et X, et X, dif-
férent de X. Il suffit de prendre

8x() = g5 (1 2t + P+ 12041588 = - (1— £+ 582) (1 + 3¢+ 322).

On a '

gi(t) = —;(1-4- 3¢+ 3:2)-]-;—5(1+ £+ 822 1754 288+ 4 4505+ 7586).

11 suffit de prendre

gy (t) = ;;—(1+3t+ 322)
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et

1
&xi(8) = 1—75-(I+ t+ B8 1713 4 288k + 4545 4 7518).

On voit facilement que X et X; sont indécomposables comme X.
Dans le méme ordre d’idées signalons la décomposition suivante :

4 - {
\/2(:055 +1\ oir [ y2cos— —1
— = 2

gl o}

=

2 2

e Ccost = e_ - _— e - _— b
Vo1 / V2 —1
avec
6} + o} =02
; ¢
sie [ Jacos— —1
C g I - 2 . .
Sigl> —se * \ ——=—— | est une fonction caractéris-
4log2 Va—1
¢
_ale facos 51 ;
tique, comme ¢ * et ————— Donc, sig?est supérieur & ———,
Va1 4log2
_xz _ao
e * costestsusceptible d'une autre décompositionque e * etcost

(cos¢ indécomposable ne divise aucune des fonctions caractéristiques
facteurs du second membre).

Ces faits et ceux qui précdédent s’expriment en disant que la décom-
position en produit de facteurs premiers peut ne pas étre unique.
C’est ce fait qui pour les anneaux algébriques avait donné naissance
a la théorie des idéaux. Aucune étude de ce genre n’a encore 6té
tentée pour l'arithmétique des lois de probabilité. Le dernier exemple
indiqué montre qu’un produit de facteurs non divisibles par la fonc-
tion caractéristique indécomposable cos¢ peut étre divisible par ce

dernier facteur. L’exemple suivant établit une possibilit¢ du méme
ot
ordre, cost étant remplacé par la loi normale ¢ * (Sir R. A. Fisher
et D. Dugué [1]). Sir R. A. Fisher a appelé ce probleme, probléme
de la déflation.
Soit ‘
'l
q;(t)=e-'3_°"[acoszt+ bcost — c] [(ay b, ¢)>o0].

On vérifie que cette expression est la fonction caractéristique d’une
variable ayant une densit¢ de probabilité nulle & l'origine (donc
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n’ayant pas de composante gaussienne) si

o
(e) ae 4 be ® —c=o.

La somme de deux telles aléatoires aura pour fonction caractéris-
tique
2

B s 2__ ¢
() =e “'[-i—cosdt+abco<3t+ b4

ac
———3—-0052t “+...

a? b2
+b(a——2c)cost+?+——2——+c" .

La parenthése sera fonction ‘caractéristique si b*—fac>o

a2

2

et a>a2c [si a> 2c, 'équation (e) a une racine en e ° inférieure
a1 et le probléme est possible]. Dans un trés important Mémoire
(Lévy[T]) consacré aux exponentielles de polynomes, M. Paul Lévy
a étudié¢ des faits analogues pour les lois de Poisson. En particulier,
aprés avoir donné des conditions pour qu'une expression de la
forme P soit une fonction génératrice, P(¢) étant un polynome,
M. Paul Lévy a pu constater le fait que la somme de deux variables
indécomposables convenablement choisies pouvait étre décomposée
en somme de trois lois de Poisson. C’était un des premiers exemples
de loi indéfiniment divisible (comme somme de loi de Poisson) pou-
vant étre décomposée en somme de deux lois indécomposables. Nous
renvoyons a cet important Mémoire pour cette étude particuliére de
la décomposabilité.

D’autres exemples de faits analogues ont été signalés.

Tout d’abord celui de Raikoff. On a

-+ o
log(a + B e) = Y an(en—1),

aZB, a,B>o0eta+ =1, les a, étant réels et les deux séries

~+ ®

-+ @
Zaj,(e“"— 1) et Ea’},(e”“——l)
—_—

— o

étant convergentes avec @, = @, si @, Soetosia,<<oeta,=a,
sia,<<oetosia,>o.
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On a donc

+%
2 ah(etnt—1)
a+ Jeitl= e—n

2 all (etni—1)
e

Cette égalité montre que la fonction caractéristique indéfiniment
+
Sa,’, (ewnt—1)

divisible e—= a pour facteur le facteur indécomposable x +f e

2 a" (e'nt—1)

et le facteur indéfiniment divisible e—=
Kintchine a remarqué que

w

ar

— (etnl—
2 n (e 1
1

o(8) = 1—a l]1+(ae'l) —e

T—aet 1+ a’

avec
o< a<I.

La deuxi2me égalité montre que ¢(¢) est un produit infini de fac-
teurs indécomposables et la troisieme égalité que ¢ (¢) est une fonc-
tion caractéristique de loi indéfiniment divisible.

Le dernier résultat est plus général que le précédent.

H. Cramer dans (Cramer [4]) a donné le résultat suivant qui
étudie le cas ou la loi indéfiniment divisible est plus générale qu’une
somme finie ou dénombrablement infinie de loi de Poisson (cas de
Lévy, Raikoff, Khintchine).

Sl existe deux constantes positices k et c telles que la fonc-
tion N(u) qui sert a définir la loi indéfiniment divisible (th 111, 8)
ait une dérivée presque partout supéricure a k dans au moins un
des deuzx intervalles —c, o et o, ¢ la loi a un diviseur qui n’est
pas indéfiniment divisible.

H. Cramer donne la forme du diviseur si 'intervalle est (o, ¢)

k[ @i naud
U q)a u
oty = b 1,
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avec
—a pourl—a<u<-l-+z,
a(u)= 2 2
1 ailleurs sur o, ¢

et « positif inférieur a é et assez petit.

On en déduit avec Cramer que si G est la loi initiale indéfiniment
divisible ayant ®(¢) pour fonction caractéristique, comme

O(t) = tb(t)l“b(t)% R YOO L

et que chacun des facteurs est une fonction caractéristique satisfaisant
a la condition de 'énoncé, une fonction cafactéristique indéfiniment
divisible obéissant 4 ’énoncé a une infinité de facteurs qui ne sont
pas indéfiniment divisibles (on voit d’aprés le Mémoire cité que cette
famille de facteurs dépend des parametres prenant une infinité non
dénombrables de valeurs). Toute loi stable non normale entre dans
ce type de loi. Il scrait intéressant de voir si ce procédé est suscep-
tible de généralisations.

Dans (Dugué [5]) 'auteur indique certaines conséquences du fait
qu’en général la décomposition en produit de facteurs indécompo-
sables n’est pas unique, « et 3 étant deux nombres tels que a? + 32=1,
il existe dans certains cas un nombre A? inférieur a 1 tel que

e _ B S
(1—2)e *, (1—3)e *, (—C+2FP)e *

soient des fonctions caractéristiques indécomposables. Leur produitne
Fil

divise pourtant pas la fonction caractéristique (1— 22— a232¢%) e * que
chacune d’entre elle divise.

De méme, les deux facteurs premiers (1—a%s2)e * et

A I

(1—e+a2B2t')e * divisent (1— 2+ a2p2¢8)e * qui n’est pas
égal a leur produit multiplié par une fonction caractéristique (on n’a
pas I'analogie avec I'arithmétique des entiers : un multiple de deux
nombres premiers est un multiple de leur produit).

11 serait intéressant de rechercher si ce dernier fait est une consé-

uence nécessaire du fait que la décomposition n’est pas unique.
q q p p q
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Le méme Mémoire donne des exemples des faits suivants :

1° Construction d’une fonction g(¢) non caractéristique (ici non
génératrice) dont toutes les puissances entieres le sont. Ce sera

g)=1+4 2t — 12+ 33+ 4.

Les puissances entitres sont des fonctiotis génératrices et il n'y a
que ces puissances qui le sont. En effet,

() =1+ 4t 4202+ 20+ 198+ + 61+ 3154+ 18¢74 gi*,
g (t)y=1+ 6t + 912+ Hei+ 361+ + 602> + 826
+ 8127+ 11788+ 2719+ 54210+ 81 ¢11 + o712

sont caractéristiques. L’ensemble des nombres 2p + 3¢ (p et ¢ étant
les entiers positifs ou nuls) est constitué par o et tous les entiers
supérieurs 4 1. Il en résulte qu'une puissance entidre quelcongue
de g (t) est génératrice.

D’autre part, g(¢) n’a pas de zéro sur l'axe réel positif [sans
quoi g2(¢) en aurait, ce qui est impossible, tous les coeffictents
de g2(t) étant positifs]. Donc [ g(¢)]* (2 non entier) n’ayarit comme
singularité que les zéros de g(¢) n’aura aucune singularité sur l'axe’
réel positif. Ce fait est incompatible avec la possibilité pour [ g(£)]*
d’avoir tous ses coefficients positifs a cause du théoréme de Pringsheim
(voir TircamMarsu, The theory of functions).

Ce fait a 616 utilisé par G. Darmois (G. Darmois [1]) dans ses
études sur la régression.

2° Une conséquence du fait précédent est qu’il existe des fonc-
tions /7 (¢t) telles que [A(¢)]* est caractéristique si ct seulement
sL o > otg.
En effet, prenons
h(t) = easlt) (x> o0),

h(t) va étre développable en série, tous les coefficients étant positifs
sauf peut-étre celui de 2. Ce dernier coefficient sera positif si et seu-

.d%h .. . . . . 1
lement si — est positif, ce qui est réalisé si et seulement si a > -

Appelons E I'ensemble des valeurs réelles  telles que [ ¢ (£)]* soit
caractéristique. En verlu des propriéiés élémentaires des fonctions
caractéristiques, E doit étre clos par rapport a l'addition (si a,
etoa, €E, ay+a:6€E) et fermé. C’est un probléme encore non résolu

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 137, 4
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que de savoir si ces deux conditions sont suffisantes. Les exemples
ci-dessus donnent des exemples possibles pour E comprenant tous les
entiers supérieurs 4 1 et E comprenant tous les nombres supérieurs

ou égaux a % En dehors des généralisations évidentes de ces deux

cas, on ne connail pas d’autres solutions.

Enfin I'exemple suivant da a Khintchine montre que dans certains
cas le « quotient » (au sens o nous avons parlé de diviseurs) d’une
loi par une autre peut ne pas étre déterminé.

Considérons la fonction caractéristique de Khintchine définie au
lemme A précédant le théoreme II, 1, k(t)=1—|¢t|si|t|<<1eto
sif t|>1 et la fonction périodique j(¢) coincidant avec cette der-
ni¢re dans I'intervalle — 1, + 1. Cette fonction est caractéristique en
vertu du théoréme II, 4.

On a

p(2) = k2(8) = k(2) j (2).

Le quotient de la fonction caractéristique ¢(¢) par k(t) est donc
indéterminé; il peut prendre la valeur ak(¢)+Bj(¢)(a, B>0
et « + 3 =1). L’ensemble organis¢ des fonctions caractéristiques ne
constitue donc pas un semi-groupe au sens de l'algébre, puisque
Paxiome de simplification n’est pas valable; o4 ¢a= ¢, 9, n’entraine
pas ¢2= ¢s.

Si maintenant on considére d’une maniere générale I'anneau des
fonctions transformées de Fourier des fonctions a variation bornée,
cet anneau ne constitue pas un domaine d’intégrité puisque le fait
précédent se traduit par P'existence de diviseurs de zéros.

CHAPITRE V.

COMPLEMENTS. PRODUIT DE VARIABLES ALFATOIRES.

L’étude du produit de deux variables aléatoires indépendantes
donne des théorémes sur la décomposition en somme en remplacant
la variable initiale par son logarithme.

Dans cet ordre d’idées, signalons les résultats suivants :

1° Une Note aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de
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Dugué (Dugué [6]) qui établit qu’une variable aléatoire normale
peut étre considérée comme un produit infini de variables aléatoires.
Ce résultat utilise la transformation de Mellin;

2° Dans le travail (D. Dugué et Girault[1]), les auteurs établissent
qu’une variable aléatoire obéissant & une loi de probabilité de Pélya
[c’est-a dire satisfaisant aux conditions du théoréme IL.3 et telle
que %1_12 9(¢) = o] est le produit d’une variable de Khintchine (voir

lemme A du chapitre TI) par une autre variable indépendante; ce
résultat est susceptible d’extensions;

3° Dans (Girault [1]), 'auteur établit que la fonction

®(t) = ltf o(¢)du

est caractéristique si ¢(u) ’est aussi. Il montre que la variable aléa-
toire dont ®(¢) est la fonction caractéristique est le produit de la
variable dont ¢(¢) est la fonction caractéristique pour une variable
indépendante et uniformément répartie de o a 1, ce qui I'améne a
énoncer en utilisant des résultats de Khintchine qu’une variable
ayant une loi de type unimodale est toujours le produit de deux
variables indépendantes dont I'une est uniformément répartie entre o
et 1.

Dans le méme travail on trouvera des extensions de ce résultat qui
a été prolongé par une Note de Hans Loeffel : Intégration d’un
ensemble de fonctions caractéristiques par rapport a un para-
meétre.
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