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PROBLÈMES STOCHASTIQUES 

POSÉS PAR LE PHÉNOMÈNE DE FORMATION 

D'UNE QUEUE D'ATTENTE A UN GUICHET 

ET PAR DES PHÉNOMÈNES APPARENTÉS 

Par M. Félix POLLAGZEK. 

INTRODUCTION. 

Ci-après nous étudions des questions de Calcul des Probabilités 
soulevées par le phénomène de formation d'une queue d'attente. On 
rencontre ce phénomène qui nous est familier lorsqu'il s'agit de 
l'attente à un guichet, dans différentes branches de la technique. La 
surveillance des machines automatiques (par exemple, des métiers), 
le trafic ferroviaire et routier, des phénomènes de congestion dont les 
aéroports sont le siège, le déchargement de cargos à un quai ( [6] , 
p. i84) (*), l'emmagasinage de matières dans un entrepôt de capacité 
infinie ([21 ], p. 449) e n fournissent quelques exemples. 

Un autre exemple nous est fourni par l'encombrement d'une ligne 
téléphonique unique par des demandes de communications (des 
appels) et ce sont justement les besoins de la Téléphonie qui ont 
contribué à faire avancer la théorie stochastique de ce phénomène. Il 

(*) Les chiffres contenus entre des crochets renvoient à la bibliographie placée à 
la fin de ce travail. 
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est vrai que dans cet ordre d'idées, on a surtout étudié des problèmes 
concernant un groupe de s >> i lignes interchangeables et c'est singu­
lièrement ce nombre s qu'on s'efforce de déterminer, pour un trafic 
téléphonique donné ou estimé, au moyen de raisonnements de carac­
tère stochastique* 

Cependant une étude particulière des nombreux problèmes qui se 
posent déjà pour s = i (et dont nous ne pourrons traiter qu'une 
partie dans ce travail) se justifie parce que, pour traiter à fond le cas 
difficile s > i, on est contraint d'utiliser des méthodes analytiques 
plus puissantes dont le seul exposé nécessiterait beaucoup de 
place. 

Nous utiliserons ici une terminologie adaptée à l'attente à un 
guichet et au lieu d'appels lancés sur une ligne, nous parlerons par 
conséquent de visiteurs qui se présentent à un guichet. L'instant 
d'arrivée ( i . a . ) du iième visiteur devant le guichet sera désigné 
par Xt-(j = o, i, . . .) et nous appellerons « durée d'opération » (d. o.) 
l'intervalle de temps T, pendant lequel il est traité au guichet. 

En premier lieu, nous construirons les fonctions de réparti­
tion (f. r .) pAi(i) des délais d'attente (d. a.) rn des visiteurs successifs, 
en admettant différentes hypothèses sur la répartition des variables 
aléatoires (v. a.) Tt et X; desquelles dépendent les d. a. T„, et nous 
établirons de quelle manière pn(l) tend, pour /j->oo, vers la f. r. 
d'équilibre statistique p ( 0 - En vue de certaines applications 
techniques nous établirons la théorie de deux dispositifs où l'attente 
obéit à des lois différentes de celles qui sont valables pour un guichet. 
Ensuite on traitera différents problèmes de probabilités composées 
ainsi que celui de la répartition des périodes d'occupation ininter­
rompue d'un guichet. Enfin nous nous occuperons des problèmes qui, 
se posent lorsqu'on suppose que sont refusés les visiteurs (ou les 
appels) qui ne peuvent être traités sans délai. En raison des méthodes 
analytiques que nous utilisons, tous ces problèmes peuvent servir 
en même temps d'exemples d'application et d'exercices pour les 
parties élémentaires de la théorie des fonctions d'une variable 
complexe. 

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les visiteurs sont traités 
au guichet suivant leur ordre d'arrivée. Notons qu'en supposant, 
avec M. Vaulot [25], que les visiteurs sont traités, non suivant une 
loi de priorité quelconque mais au hasard, on obtiendrait des lois de 
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répartition des d. a. toutes différentes de celles qui seront établies 
ci-dessous. 

Quant aux hypothèses à imposer aux différentes f. r. qui figurent 
dans les données de nos problèmes, on peut distinguer deux attitudes 
extrêmes, l'une conduisant à admettre toutes les f. r. dont les 
propriétés sont compatibles avec la nature des problèmes en question 
et à utiliser de préférence la théorie des» fonctions réelles, tandis que, 
l'autre tend à restreindre la généralité de ces f. r. de manière à 
faciliter l'emploi de la théorie des fonctions d'une variable 
complexe. 

Un exemple de la première tendance est fourni par un travail de 
M. D. V. Lindle> [11] qui a démontré dans les hjpothèses les plus 
larges admissibles que, dans les conditions de son théorème 
(voir p. 92), la f. r. du nkM,lc appel sur une ligne unique tend pour 
/1-^00 vers une f. r. limite. 

C'est l'autre point de vue que nous avons adopté ici. Afin de 
simplifier nos calculs et d'obtenir une théorie plus développée, nous 
avons soumis les fonctions caractéristiques (f. c.) des f. r. données à 
certaines hypothèses restrictives qui, d'ailleurs, sont satisfaites pour 
toutes les f. r. qu'on peut être amené à utiliser en pratique. Notre 
manière de procéder nous semble donc être justifiée d'autant plus que 
ce travail a été écrit en vue des applications. D'autre part, certaines 
de nos formules pourraient être établies en admettant des hypothèses 
notablement plus larges. 

Nous avons taché d'exposer notre sujet d'une manière uniforme, 
tout en utilisant une méthode analytique assez différente des traite­
ments usuels en cette matière. Aussi n'avons-nous que rarement eu 
lieu de nous rapporter à la littérature nombreuse dont l'analyse 
n'était pas dans nos intentions. Mentionnons toutefois, outre les 
travaux classiques de A. K. Erlang [A] et un travail de M. A. Khint-
chine [ 8 ] , un récent Mémoire de M. D. G. Kendall [ 6 ] . En utilisant 
la théorie des chaînes de Markoft'relatives à une infinité dénombrable 
d'états, amplifiée récemment par M. W . Feller [5 ] , M. Kendall 
établit une théorie originale et digne d'intérêt, bien qu'en raison de 
sa nature même elle laisse certaines questions sans réponse. C'est 
aussi à ce Mémoire et à un article subséquent de M. Kendall [7] que 
nous renvoyons le lecteur pour une bibliographie exhaustive concer­
nant les queues à un seul guichet et à un groupe de « guichets ». 
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LISTE DES ABRÉVIATIONS UTILISEES. 

d. a., délai d'attente. 
d. o., durée d'opération. 
e. m., E, espérance mathématique. 
6 , événement. 
f. c , fonction caractéristique, 
f. g., fonction génératrice. 
f. r., fonction de répartition. 
i. a., instant d'arrivée. 
p. o. i., période d'occupation ininterrompue. 
R, partie réelle. 
v. a., variable aléatoire. 
v. a. i., \ariables aléatoires indépendantes. 

CHAPITRE I. 

RÉPARTITION DES DÉLAIS D'ATTENTE DANS L'HYPOTHÈSE 

D'UNE RÉPARTITION POISSONNIENNE DES INSTANTS D'ARRIVÉE. 

Supposons que des visiteurs numérotés 0 , 1 , 2, . . . , et dont nous 
désignons par T0 , T4 , . . . les d. o. et et par T0, T4, . . . les d. a. se 
présentent respectivement aux instants 

( i . i ) \ „ , X „ . . . ( X o ^ X , ^ . . . ) 

à un guichet. 
Montrons d'abord que pour n ^ o, le d. a. T/t+i s'exprime en fonc­

tion des v. a. T, et X, (« = o, i, . . ., n + i ) et du d. a. initial T0, 
considéré comme donné. D'après nos hypothèses, le nième visiteur, 
arrivé à l'instant Xrt, est traité, après un d. a. égal à T„, pendant 
la d. o. Tn] il quitte donc le guichet à l'instant X / l - f -T / l +T n . Par 
conséquent, le d. a. zn+i du ( / i + i ) ième visiteur qui arrive à l'ins­
tant X^+i, est égal ou à XM-f-Tn + Tn—X„ + 1 si ce nombre est 
positif, ou à o dans le cas contraire. Au moyen de la notation 

( 1 . 2 ) <r+-= m a x ( a , o) ( a | o ) , 

nous obtenons donc la formule de récurrence 

( 1 . 3 ) T / i+1 = (X r t-f-Tw-f-T„— \„+i)r+- (/i = o, i , . . . ) 

file:///ariables
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qui permet manifestement d'exprimer T/H_I en fonction de r0 et 
des 2 n -f- 2 nombres T,- et Xf+i — X/ (* = o, . . . , n). 

En employant la notation 

(1.4) X / M - X / = Y , ( ^ o ) (« = o , i , . . . ) 

pour les intervalles de temps qui séparent deux arrivées consé­
cutives, (1 .3 ) prend la forme 

( 1 . 5 ) Ti,+i = (•**-*-T„-Y*)-*" (* = o, i , . . . ) . 

Il résulte de cette équation que zn+i est une fonction continue, et 
linéaire par morceaux, de T0 et des n -f- i variables (T,-—Y,) 
(i = o, . . ., /i), ce que nous utiliserons au chapitre VIL 

Afin d'être en mesure de traiter des problèmes de Calcul des 
Probabilités concernant les zn, il faut admettre des hypothèses sur 
les répartitions des Tn et Xn . Dorénavant nous allons considérer 
les d. o. Tn comme des variables aléatoires indépendantes (v. a. i.) 
ayant toutes la même f. r. f±(t), donc 

(1.6) P r o b ( T „ < 0 = / i ( 0 ( * > o ; n = o, i, . . . ). 

Pour le moment, nous supposons seulement que fi(t) est une fonc­
tion non décroissante telle que 

(1-7) / , ( - o ) = / t ( + o ) = o, / , ( a o ) = i f doncj*" dfx(t)= iV 

et que l'espérance mathématique (e. m.) des Tn est finie, c'est-à-dire 
que 

(1.8) E(T)= r % t f / , ( 0 < ° ° . 
«A 

En outre, fi(t) et toutes les autres f. r. que nous utiliserons seront 
considérées comme continues à gauche. 

La répartition des X„ sera supposée poissonnienne aux cha­
pitres I, II, IV, V et VI, bernoullienne au chapitre III, tandis qu'aux 
chapitres VII, VIII et IX nous allons considérer les intervalles Yn 

[équ. (1 .4 ) ] comme des v. a. i. de f. r. / 2 (y) largement arbitraire. 
En adoptant dans ce chapitre pour les instants d'arrivée X„ une 
répartition poissonnienne, nous avons 
(4-9) / . ( * ) = i - e - v , 
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Y) désignant une constante positive, c'est-à-dire que nous supposons 

(l.io) Prob(Y r t<0= Ï — e~rJ («>o; /1 = 0, i, ...)• 

Rappelons ici que la loi ( l . i o ) entraîne, pour l'e. m. du nombre 
d'arrivées pendant un intervalle de temps quelconque de longueur t, 
l'expression r\t. 

En premier lieu nous allons construire les f. r. Çn{t) des d. a. Tn, 
c'est-à-dire les fonctions 

( J . I I ) pn(t) = Prob(T7 i< / ) ( f > o ) , = o ( * < o ) (n = i, ?, . . . ). 

Pour cela, nous utiliserons la fonction, dite de Heaviside, 

( I . i > ) si.r)=i ( J 7 > 0 ) , = o ( ^ 7 < o ) , s(o) = -

qui, pour x arbitraire, peut être représentée par l'expression 

( l . i 3 ) j ( j ? i = h m — . / e*~— (ô>o). 

Pour x ^ o, *(o?) peut être représentée par l'intégrale de Dirichlet 

C désignant (de même que, plus loin, C^, Gq, . . . ) une parallèle à 
Taxe imaginaire du plan complexe, parcourue de bas en haut et lais-

— I * > — 0 

r i » H- 0 

pour désigner des intégrations faites respectivement le long 
- — / » - 1 - 0 

de Ci {fig. 1 a) et de C2 (Jig- 1 b) (ou encore faites le long de 
droites très voisines de l'axe imaginaire et situées respectivement à 
gauche et à droite de cet axe). 

L'indicateur de l'événement r/M-t < £, c'est-à-dire la fonction 
de T/i+i et t qui est égale à 1 pour T„ + 1 < £, et = o dans le cas contraire, 
est égal à s(t — ?Wi) [la valeur attribuée à s(o) étant indifférente 
puisqu'on raison de la continuité de la f. r. / 2 ( y ) , l'événe­
ment zIl+i = t est de probabilité nulle]. Comme la probabilité d'un 
événement est égale à l'e. m. de son indicateur, et que celui-ci dépend 
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ici des seules v. a. T 0 , Y 0 , . . . , T / t , Y /M il vient 

( I . I D ) P l J + i (0 = E * ( r - T l l + 1 ) = fmdfx(h) f~dMjr0)... 

S* 00 

X / dfl(tn)df2(yn)s(t — T:n+l(t<h ...,jra)) [ * > o ] ; 

dans cette formule, de même que dans toutes les formules analogues 
de ce travail, nous avons pris pour variables d'intégration les minus­
cules (t0l yoy • • • ) correspondant a u x v . a. i. ( T 0 , Y 0 . . . ) qui 

rc, 

Fig. 1a. — Plan q. 

*-c 

Fig. ib. — Plan q. 

figuraient originairement dans la fonction à intégrer. Rempla­

çons s(t — *n+i\ pour Tn+i^ét, par l'intégrale — . / e^Z'+i 1 :^ 

[équ. ( I . 1 4 ) ] ; nous verrons qu'il est permis d'intervertir les 

opérations / et 

E = r"rf/ f(f0)... r"...rf/i(r»), 
•^0 •* 0 

donc que 

(I.16) Pn+1 ( / ) = : - ! - . / ' ^ E e - ^ M ^ , ( f > o ) , 

où nous avons posé 

(L17) E r r B + , = f °° <//,(/„) f"df*(jr0)... f~e-l*»+*df,(yn). 

df*(yn)s(t — r„ + i ) ou, 
o 
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d'après (1 .5 ) , 

( 1 . 1 8 ) Tn+l = -zn-htn~yn (o^ynéÇ-zn-+-tn), = 0 (yn>*n"*-tn). 

Pour t>rn-$-tn, nous avons donc t >?n-hi (pour o ^yn<Zoo)j 
de sorte qu'il vient, au moyen de (1.9) , 

(1.19) f s(t--zn^)dMyn) 

= f -ne-^ndyn—. f C ^ - < 7 W i ^ 
J0

 ; " 2 W t q 

e^1 Ç~ ^e-'*«-Kn^d} „lf& 

la permutation de f . . . dy ; l et Tétant licite du fait que /converge 

uniformément par rapport à yn. P o u r ^ ^ T / t + £n, il faut d'abord rem-

placer/ ...dyn, dans( l . i9) ,par l im ( / • + / ~.dyny 

mais on obtient le même résultat que précédemment, à savoir 

(I.20) f s(t — ia+v)df»(yn) 

2 î î ^ t Ln — 9 -n — q J ? 

L'intégrale figurant au deuxième membre converge uniformément 
pour toutes les valeurs de ^ - + - ^ ( ^ 0 ) , de sorte que les zn-\- 1 
premières intégrations indiquées dans (1.17) peuvent être effectuées 

sous le signe / > et cela démontre la relation (I.16), avec 

( 1 . 2 1 ) E e-i^n M = E I n e-Q^n^-U) î _ e-/i(T„-MM) 1 . 
ln — q T\ — q J 

En outre, le fait que le troisième membre de ( I . 2 0 ) est continu 
en t, uniformément par rapport à toutes les valeurs de rn + t„, montre 
que prt-Hi (t) = Ee~')[Xn+in~l)'u est continue pour t> o. 

Notons que ( I . 16 ) peut être déduit du théorème suivant dû à 
M. P. Lévy (Lévy [9] , p. 166, 167 et [10], p. 38; Cramer [3 ] , p . 93)': 

Soit 

(I.22) ç(iO = Ee '""= f eilvdf{x) 
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la fonction caractéristique ( / . c.) d'une v, a. quelconque X, 
de/, r . / ( # ) • Réciproquement, on a alors 

(1.23) /(a-+-A)—/ta —A) = lim i T 5îIL*?c-i«'«(#)«#, 

pourvu quef(x) soit continue aux points x = a -f- h et x = a — h, 

En effet, si X ^ . o (comme c'est le cas pour notre v. a. zn+l), il 
vient df(x) = o pour x<Co. En désignant dans ce cas par f. c. 

de f{oc) la fonction y(z)=( ezxdf(x) qui est continue (et de 

module ^ i) p o u r R ( z ) ^ o , et analytique pour R(^)<<o, on peut 
transformer (1.23) en 

(1.24) / ( a ) = l i m — • . / e^^{-z)— ( a ^ o , 8 > o) 

[ / (#) étant supposée continue en x = a ] et au lieu de lim / 
N > » . / _ J N + C ; 

/
*»-I-8 

? pourvu que cette intégrale converge. En 

remplaçant / ( x) par pr t+1 (t) et 9 (— z) par E e-^T-+», on obtient (1.16), 

où / converge en raison d.e la forme particulière du deuxième membre 

de ( I . 2 1 ) . 

Pour n = o, nous tirons de ( 1.17 ) et ( 1.21 ) 

(1.25) E e - ^ i = f™ dfx(J0) f" df,(rQ)e-<r^ 

= fXdfi(to)( —— e-^vw.) 2— e-*)< vw0)\ 

et, de là, en désignant par 

(1.26) e(z)=f~e*tdfî(t) r d o n c e ( o ) = | " r f / i ( 0 = i ] 

laf. c. delaf . v. J\(t) [équ. (1 .6 ) ] , 

( 1.27 ) E e-T-i = i!l=X> e-7t. __ i l i z ^ e-rére. 

Cette formule a été déduite en considérant le d. a. T0 du visiteur 
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initial comme un nombre donné. Mais sir0 est aussi considéré comme 

une v. a., on obtient Ee-"771 jen calculant l'e. m. du deuxième membre 

de (1.27), en tant que fonction de T0; il vient alors 

( i .28) E e ^ = r ' £ ( ~ ^ Ee~^- ^-^Ee-V.. 
-n — q vi — q 

Dans l'hypothèse où il existe un état d'équilibre statistique où tous 

les 7n ont la même répartition p(£), donc tous les e-7"" la même 

e. m. Ee~f/:, la dernière équation fournit pour cette e. m. la relation 

V 'i — q/ i — q 
ou 

(1.29) E e - f = ^2_- ; [c = £(-ï,)Ee-^]. 
q — 4 + rM — q) 

Si la v. a. non négative 7 possède une f. r. p(£)au sens usuel [c'est-à-

dire, telle que p( 00 ) = 1 ], sa f. c. Ee~'/T est nécessairement continue 

pour R(<7)^o, et en particulier pour </->-j-o, de sorte 

que lim E e - ( 7 T = E ( i ) = 1. Pour ^-> + o, (I .29) fournit l'équa-

tion 1 = . r; :J au moyen de laquelle nous obtenons enfin 
l — f]Z (— O) J * 

(1 .30 ) Ee-'ï-=(i — r,£'( — o)) q- [R(flr)^ol. 

Pour s'(—o) nous obtenons, en \ertu des relations (1.6) à (1.8), 

(1.3i) e'(-o)= lim l(1^re^dMt)) 

= iim r i ^ ^ ( o = r x ^ / / , ( o = E ( T ) . 

Donc la quantité 

^ ( - 0 ) = 7) f tdfi(t) 

figurant daiib (1.3o) est l'e. m. du nombre d'arrivées par durée 

moyenne d'opération; or, il est clair qu'un équilibre statistique (au 

sens usuel) ne peut exister que lorsque cette quantité est < 1. 

NOUÎS verrons plus loin que le deuxième membre de (1.3o) est en 

file:///ertu
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effet la f. c. d'une f. r. lorsque l'inégalité 

(1.32) nf"tdMt)<i 
* o 

est satisfaite. 
Dans le reste de ce chapitre, ainsi qu'aux chapitres II, III et VI, 

S* 00 

nous prendrons l'e. m. de d. o. E ( T ) = / tdf±(t) pour unité de 

temps. Ensuite, nous admettrons toujours qu'il existe une constante 
arbitrairement petite à > o telle que l'intégrale de Stieltjes ( I . 2 6 ) 
converge pour z<io; il en résulte que la fonction analytique s (z) 
est holomorphe pour z = o, ce qui simplifiera nos raisonnements 
ultérieurs. Nous avons donc maintenant 

(1.33) c'(o)= f*tdft(t) = i, 

l'inégalité (1.32) et l'équation ( 1 . 3o) se transformant respectivement 
en 

(1.34) K i , 

(1.35) Ee-<n= ( l ~ r ' ^ [ R ( 2 ) ^ o l . 
q —•* + •**{—q) 

En utilisant ensuite l'équation (1 .16) , où l'on écrira p et T au lieu 
de pn+i e t T , ^ , nous obtenons 

( ( * > o ; o < r\ < i ) . 

Avant de calculer cette intégrale pour différentes classes de f. r. 
/ I ( Ê ) , nous allons étudier les e. m. Ee~?Tn+1 [équ. (1 .17) ] , en consi­
dérant le d. a. initial T0 comme une grandeur donnée. Nous verrons 
que pour /i->a>, Ee~qXn tend vers la fonction (1.35) si Y Î < I , et 
vers zéro si 0 ^ 1 . 

De manière analogue à (1.25) et ( I . 2 7 ) , nous trouvons 

(L37) C dMtn) C dMyn)e-^= ^~f} er-n— q [( ~ ̂  er-V* 

et, de là, en effectuant les in premières intégrations indiquées 
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dans (1 .17) , 

(1.38) E r ^ . + « = llkzJlEe-^n—ÎJ^lJ^Ee-^n (#1^0). 
y\-q -n — q 

Nous utiliserons cette formule de récurrence pour construire la 
fonction génératrice (f. g.) des E r î T " , définie par la série 

oc 

(1.39) <&(q, z) s V ^ E r - ^ . [ R ^ ) ^ o , \z\ < i , Ee-<fz« = e~n^\. 
n — o 

Cette série converge pour | 3 | «< 1, car pour R(q) ^ o, il vient 

| e-^n I ̂  i? donc | E é?-?^ | ^ E | e-7T« | ^ 1. 

Multipliant (1.38) par £/M_1 et sommant depuis n = o jusqu'à n = 00, 
nous obtenons pour ®(q, z) l'équation fonctionnelle 

9(q, ,)-*-**.= " " ( ~ * W S ) _^^(-1) $ ( } W 7 - ^ — q w ' ' ^ — q v » / 

OU 

où figure la grandeur inconnue ¢(/2, ^ ) , indépendante de y. 
Pour calculer 0(rj , ^ ) , utilisons le fait que la fonction 

(t-40 '~^=f ' l ' K ' ) 

qui figure au premier membre de ( I . 4 0 ) , s'annule en un point 
(unique) q = qo(z) du demi-plan R ( ^ ) > o. En effet, sur l'axe ima­
ginaire des q (q = iy, — 00 < > - < 00 ) il vient 

l«<-?) l = | f" c-v'dfiWl^ f" \e-><\dfx(t) = u 
I «A» I ^0 

donc 
zr\i(—q)\ 

n — q I 
(1 .42 ) 

z r\i( — iy)\ . , 
- 1 ^ ^ \ Z | ^ | < i , 

n — ty 

et il est évident que cette inégalité est aussi vérifiée, pour /' assez 

grand, sur la périphérie du demi-cercle q= r e % — - ^ cp ^ -> 

situé dans le demi-plan droit des q. 
D'après le théorème de Rouché ([24], p. 116), l'expression (1.41)7 
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considérée en tant que fonction de y, a par conséquent à l'intérieur 
d'un tel demi-cercle, donc à l'intérieur du demi-plan droit, autant de 
zéros que de pôles. Mais comme (1-41) a dans le demi-plan droit un 
seul pôle q = YÎ >> o, nous voyons que l'équation 

<'•*»> , -fZL^-o, (|,|<o 

possède une seule racine qo(z) telle que R(§ro) > o. 
En raison de cette dernière inégalité, nous sommes en droit de 

poser, dans (I -4°)» ? = Ço(z). 11 vient ainsi 

zs(— v\)<S>(i\, z) = n ~ q° e-?oTo, 
qo 

et en introduisant cette expression dans (1 -4°)? nous obtenons pour 
la f. g. ®(q, z) l'équation 

( ¢ ( ^ z) = 1 (<lZl^e-^- 2 ° Z ^ * T . \ 
(1.44) < q —•* + •***{ —q)\ q qo I 

{ [?o=?o(*)l 

dont le deuxième membre ne contient que des grandeurs connues. 
Nous pouvons maintenant exprimer les coefficients ~Ee~qTn de la 

série (1.3g) sous forme de résidus de <bz~~n~i en z = o, donc 

(1.45) Ee-^=-L-.(fi ¢ ( ^ ) - ^ u = 0, i , . . . ) 
•'I S | < 1 

ou 

(1.46) Ee-<i^=-L,(£ 1 . 
2îTiJr q—r{ -ht\z £(— q) 

I q — "H r̂ ?o ( ^ ) — f\ f \ dz 

V q qo(z) / zn+x 

Afin d'obtenir pour E e~gZn une expression asymptotique valable 
pour les grandes valeurs de /i, nous étendrons le chemin d'inté­
gration des dernières intégrales au-delà du cercle unité. Cela néces­
site le prolongement analytique de ®(q, -s), donc celui de la fonc­
tion qo(z) qui est holomorphe pour | z | <C i, au-delà de ce cercle, et 
pour y parvenir, nous allons étendre le domaine de validité de 
l'inégalité ( I . 4 2 ) . 
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Nous pouvons conclure de l 'équation 

(M7) ïflltlfl] =I_x 
v J} [_dx y\ — x j x = o ^ 

qu' i l existe deux nombres # ' ( Y Î ) > O et x"{ri)>o tels que o < _ x < i 

pour yj < i et — # ' < # < o, ainsi que pour ri > i et o < .r < x". De 

là résulte l ' inégalité 

"*)£(— g) * > • ( - • ( K ) 

•̂  — ^ — yr 

71 £ ( X) 
( ^ = = ^ H - i > ) 

respect ivement pour n < ï et 

e t o < R ( 2 ) < # " . 
Donc il existe <5(Y}) >> o tel que l ' inégalité 

(1 .48) \*ltzll 

f\ — X 

j ' < R ( y ) < o et pour n >> i 

*n — ? 
< i - 8 

soit satisfaite sur l 'axe imaginaire des y, déformé à l 'origine assez peu 

respect ivement vers la gauche ( d dans la figure i a) pour Y? < i , et 

vers la droite ( C 2 dans la figure i b) pour YJ > i . P o u r des y situés, 

selon la grandeur de YJ, sur Ci ou C 2 , il vient par conséquent 

* y j g ( — g ) < i — o2 < i ( pour | 3 j ^ i -+- 8 ). 

En reprenant le ra isonnement précédent , nous trouvons mainte­

nant que pour | s | ^ i H-d, l 'équation ( 1 . 4 3 ) a une racine unique 

<jr0(<s)dans le domaine situé à droite respect ivement de Ci (pourYj < i ) 

et de C 2 (pour YÎ > i) et il est clair que q§(z) est holomorphe 

pour | z | ^ i -f- ô\ 

D u fait que le premier membre de ( 1 . 4 3 ) s 'annule [voir ( I . 2 6 ) ] 

pour 5 = 1, q = o, nous concluons maintenant que 

(1-49) £0(1) = 0 ( p o u r r K i ) ; 

par contre , il vient 

(1.5o) qo(i)>o (pour ri > 1). 

P o u r le développement taylorien de qo(z) au voisinage de z = i, 

nous trouvons au moyen de ( 1 - 4 3 ) 

(1.5i) q0(z): ^0(0-(-0¾ 
: - ( 5 - 1 ) - -h a-2(z — i ) 2 - h . . . ('1<0, 
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ce qui montre que p o u r Y j < i , la fonction <&(y, >s)[équ. (1 .44) ] a. 
dans le cercle | z | ^ i -f- à pour seule singularité un pôle simple z = i, 

de résidu (±ZJÛ1_ 
q —'*[•+• T\z{—q) 

Au moyen du théorème de Cauchy, la formule (1.45) peut donc 
être transformée en 

!

E *-**»= (' — ^ g + . _ ! . ( £ <î>(q,z)z-»-idz, 

q - ^ - + - ^ ( - 2 ) 2 3 î M , | = 1 + 5 
[ T i < I , R ( £ ) ^ 0 ] . 

Afin d'obtenir une valeur approchée de la dernière intégrale pour 
les grandes valeurs de n et de \q\, décomposons ¢ ( # , -s) comme 
suit : 
(1.53) ¢(^, ^ ) = 2-Z-IU-7To_ Î2iltzJie-^o 

q qo(*) 
£ — 7 J + T n « 6 ( — ? ) \ g ? o ( * ) / 

Or, l'opération (f) . . . «s-"-"1 ab annule le premier terme de ( i . 53) 
•Jj* 1=1 + 0 

qui ne dépend pas de z, et transforme les 2e et 3e termes en des quan­

tités dont les modules sont respectivement < T — ^ r r - e t <-.—r-r-î—r—r» 
r (i -h 8)" ! £ | ( n - 8 ) " 

les constantes c4 et c3 ne dépendant ni de n ni de q. Nous obtenons 
ainsi pour E e~q'n la formule 

( E r f « = ( l ~ ' n ) f , + 0 [ ( i + 3 ) - « ] + * 0[(i-t-8)-«]. 
(1.54) j q-Tï + v*(-q) lK } J \q\ LV J 

( [ T 1 < I , R ( ? ) ^ o ] . 

Substituons cette expression dont le deuxième terme ne dépend 
pas de q, dans ( l . i 6 ) . Alors le deuxième terme n'est pas modifié, 

eql - j 
— /» + 0' ^ 

le troisième terme se transforme en une quantité dont la valeur 

absolue est << c^ * et qui sera désignée par 0*[( i + o) - "] - Il vient 

ainsi 

(1 

donc dans l'hypothèse où YJ << i, p/t(£) tend pour n-+cc exponen-
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tiellement vers la fonction p(£)[équ. 1.36)]. De là, il résulte aussi 
que la fonction p(£), en tant que limite d'une suite de f. r., est non 
décroissante, et puisque p(oo)= i (ce que nous verrons au chapitre II), 
p(f) est bien une f. r. ; par conséquent, EéT^féqu . (1.3o)et (1.35)] 
est bien la f. c. d'une f. r. au sens usuel. 

Pour Y ? > i, <ï>(<7, z) est, en raison de (1 .5o) , holomorphe pour 
\z\^\-\-o. Nous pouvons donc prendre le cercle | z | = i + ô pour 
chemin d'intégration de l'intégrale (1.46) et en décomposant $(# , z) 
comme précédemment, nous trouvons la formule asymptotique 

(1.56) P a (0 = 0«[(i -f- 8)-«] (ti > 1, t> o); 

donc pour Y J > I , p,t(*) tend pour n-^00 exponentiellement vers 
zéro. 

Pour obtenir des formules plus précises, nous admettrons une 
hypothèse supplémentaire sur la f. c. e(z). On sait qu'à moins que 

l'intégrale de Stieltjes e ( * ) = / ezt df(t) ne soit convergente pour 

tout z fini, il existe un nombre a _^ o tel que cette intégrale converge 
pour z < a, et diverge pour z > a, s(a) pouvant être ou finie ou 
infinie. Pour n < 1, une partie des raisonnements qui suivent, ainsi 
que les équations ( I .61) , (1.85) et (1.87) ne sont valables que dans 
l'hypothèse où 

(1 .57) I ime(*) = -t-ao, ( 1 ) 
z 7f a 

la lettre a devant être remplacée par +00 dans le cas où s(z) converge 
pour tout z fini. 

Nous verrons maintenant que la première singularité (autre 
que z = 1) de ®(q, z) qu'on rencontre en élargissant le cercle d'inté­
gration de (1.45) , est un point de ramification de qo(z). 

Soit d'abord Y) < 1. Alors la fonction g(q) = ^ £ ' ~ est> e n vertu 

de (1.47)5 croissante au point q = 0 de l'axe réel. En raison de (1.57), 
g(q) décroît d'autre part de +00 à 1, lorsque q croît d e — a à o. 

( ' ) Ln exemple d'une f. r. exclue par l'hypothèse (1.5;) est fourni par la fonc 

t i o n / ( / ) = / e~ax -\ I e~ax '•—5I dont la f. c. converge p o u r z ^ . a , et 
j 0 i-^-x- yjQ 1 -hx-j 

diverge pour z > a > o. 
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g(q) a donc un minimum o < g(q*) < 1 en un point — a < q* < o, 
et il vient 

(1.58) 

y ( g . ) = ^ ( - ? * ) 

#"(?*) = 
a~n »(—g*) 

-n*'(-q*) = 
t\ — q* 

2^6'(— ?*) •Qs"(-g*) 
•n — ?* 

^ ( - g * ) 

ce qui montre que ce minimum est unique. En posant 

> o , 

(1-59) ±=s(q*)" •n — q* 
(**>!) 

et observant qu'évidemment 

« ( - g ) < ' ( - g * ) pour R(q) = q\ q^q% 

nous obtenons l'inégalité 

( I . 6 0 ) , v ( - g) = | ^ ^(?) | < S* #(?*) = I [R( f ) = ï M * | < * * ] • 

De là nous concluons au moyen du théorème de Rouché que pour 
| * | <z* l'équation (1-43) possède une seule racine q(z) telle 
que R(#) > q*> q(z) est une fonction holomorphe de z et coïncide 
pour | * | < i avec <7o(s); c'est donc le prolongement analytique 
de q0 ( z ) dans le domaine 1 ^ | z | < z*. Ensuite on voit que l'intégrale 

fr^lX dloë(i-z'n^-q)) (|*| = **,**<**), 

étendue à la droite R.(q) = q\ est nulle, d'où il résulte que qo(z) 
existe et est encore holomorphe sur la périphérie \z\=z*, sauf 
en z = z*. En vertu de (1.58) et (1 .5g) , ce dernier point est pour 
qo(z) un point de ramification d'ordre 2. 

On démontre de la même manière que qo(z) est holomorphe pour 
\z | < z*(z y^z*) dans le cas où YJ > 1, sauf qu'alors o <gr*<vj , de 
sorte que l'hypothèse (1.67) n'intervient pas. 

Par conséquent, nous pouvons prolonger qo(z), donc <£(</, z), 
dans le plan z, découpé à partir du point z = z*, au-delà du cercle 
| * | = ,s*, ce qui nous permet de remplacer le chemin d'intégration 
de ( I . 45 ) par une courbe (C* dans la figure 2) dont les points, à 
l'exception de l'arc qui contourne le point z = z*, sont à une dj 
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tance > ^ * de l'origine. Pour rc->oo, seule la partie de C* qui est 
voisine de s*, contribuera alors, en raison du facteur z~'\ d'une 
manière appréciable à la valeur numérique de l'intégrale ( I . 4 6 ) . 
D'après une méthode bien connue [27] on obtient le développement 

asymptotique de cette intégrale en y posant z = z* ( 1 — - j 5 en 

développant la fonction à intégrer en série de Taylor en — , 
y/ n 

et en intégrant dans chaque terme depuis £ = — 00 jusqu'à ^ = 00. 

Fig. 2. — Plan z. 

De ce développement asymptotique on tire celui de p/»(0 en effec­
tuant terme à terme l'opération 

-ur+v. .* - î - . f en1... 

Pour YJ y£ 1, il vient ainsi à l'aide de la notation (1.2) : 

p,(^ = ( l _ r < r _ J 2 
sq — 'i-+-''iz(— q) 

(1.61) * * l C eqtdq ^ f - 4 * >\ 
Z*-" • / T r + O ^ / l '2Z*-«) 

zxiJ-^+oq-ri-t-nz'n-q) v J 

où nous avons posé 

(1.6a) c = en + g'T0(r, - g*)) e - ^ . _ L ^ / 2 ^ ( - _ y ^ . 
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PourYj = 1 (où q*= o, z*= i), le procédé qui nous a fourni (1.61), 
donne 

(1.63) p.fQ-l/gg-LV"' " ' * ^ 0 . ( ^ ) (,-i). 

En modifiant quelque peu la méthode mentionnée plus haut, nous 
obtenons dans ce dernier cas pour la f. r. pn(t\Jn), pour t fixe 
et n-^cc, 

(1.6<) 9^^)=^^7^)/ e '£' l0,^ + M"vW ( ï l = l)' 

Donc, pour yj = 1 et rc->oo, la loi de répartition du d. a. du nième 

visiteur, mesuré par une unité de temps proportionnelle à yn, tend 
vers une loi semi-normale. 

En supposant que le visiteur initial arrive à l'instant X 0 = o et que 
son d. a. T0 soit nul, nous allons déterminer maintenant la probabilité 
conditionnelle pt'(t) = Prob(T < 1| X = t!) (2) pour qu'un visiteur 
subséquent quelconque qui, par hypothèse, arrive à un instant 
donné X = t'> o, ait un d. a. T < £ . pt>(t) peut être déterminé comme 
la limite, pour £,/N\ £;, de la probabilité conditionnelle 

Prob(x < t\ t'^X <t"), 
donc 
(1 .65) p / . (0 = P r o b ( x < / | X = / ' ) = lim Prob (x < 111'^ X < f). 

r \ v 

La probabilité qui figure dans le dernier membre de (1.65) peut 
être exprimée au moyen des probabilités (f. r. à deux variables) 

(1 .66 ) pn(t, t') = Prob(Tn<t; Xa<t') ( * > o , t'>o; /1 = 1, 2, . . . ) 

p a r la f o r m u l e 

^à(?n(t, f)-?n(t, t')) 

(1.67) Prob(x <t\t'^X<?) = -4=! , 

2(pi.(»»o-p»(«,'')) 

de sorte que notre problème se ramène au calcul des f. r. p/t(£, t'). 

(2) Pour désigner des probabilités conditionnelles, nous séparons, suivant l'usage, 
l'événement en question (x < t) par un trait vertical de l'hypothèse (X = t') dans 
laquelle sa probabilité est définie, tandis que des probabilités composées [par 
exemple ( 1.66)] sont dénotées en séparant les événements simultanés par des virgules 
ou des points virgules. 
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Comme l'indicateur de l'événement : « rn < t et XM <C i » est égal 
à s(t — rn)s(t!—X,i), il vient 

(1.68) 9n(t, t') = Es{t - x„)s(*'— X„) 

et de là, en utilisant ( 1 . i4) , 

(1 .69 ) P n (r , t') = E — . Ç e^-tn)?! J L , f e,iv-xH)4£. 

Par des raisonnements analogues à ceux qui nous ont fourni (1.16), 

on démontre que l'opération E peut être permutée avec / et / ? et 

qu'en outre, pn(t, t!) peut être écrite sous forme d'une intégrale 
double, à savoir 

(1.70) « „ ( * , * ' ) - = _ ! _ f f eq^rt'Ze-^n-rXn^ï^L. K J J YnK } (27ziyJ J qr. 

Pour l'e.m. qui figure ici, nous obtenons de manière analogue à (1.17) 

I en utilisant qu'en vertu des relations (1-4) et X 0 = o, X,I = 2 J Y I I 

(1.71) Ee-VCn-rX^J* dAUo'ï-.-f* exp( - q z n - r ^ A d ^ y , ^ ) . 

En appliquant les identités [équ. (1 .9)] 

e-nid.f2(yi) = 'f\e-V\+r^idyi= n d(i — e-tr,-n-)w) (* = o, . . . , n— 1), 

nous trouvons ensuite 

(1 .72 ) E e - 7 r B - - x n = ^ _ A _ y E r + r e - v x n [ R l g ) | R ( r ) > o ] , 

l'indice de E ^ ^ , puis de ¢ ^ , signifiant que ces fonctions ont été 
construites au moyen de la « f. r. » 1 — e~{ri+''}), au lieu de 1 — e~w. 

Pour la somme de toutes les e. m. ( I . 72 ) qui, en raison de 
l'inégalité 

| E e-qXn-rXn | ^ E | e-qTn-,XH | ^ E e-X„R(,-) = f ^ R , v ) " [ R ( ? ) ^ °L 

converge pour R ( < / ) ^ o , R ( r ) > o , on obtient (dans notre hypo-
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thèse T0 = o ) au moyen de (1.3g) 

(i.73) 2 E ^ » - ' X - = 2 (;pb)" " V ^ - = Vr(?. ^ ) -»• 
/ i = l l 

Or, le raisonnement qui nous a fourni l'expression (1.44) de 
®(q, z) = 4^ (q, z) s'applique encore lorsqu'on remplace la constante 

positive Y) et la variable complexe z respectivement par n -h r et > 

r étant un paramètre tel que R ( r ) ^ . o , r^éo. Pour T 0 = O , nous 
tirons ainsi de (1-44) la formule 

( 1 . 7 4 ) $ r i + , . ( ? ! _ Z L ) = !L±£_ q — qoo(r) 
*(—q) qoo(r) 

où qoo(r) désigne la racine unique de l'équation 

(1-75) q— r\ — r -t- v\ £ ( - 9 ) = 0 

telle que R(y) > o pour R ( r ) > o. 
Pour la somme de toutes les pn{t, tf) nous obtenons au moyen des 

équations ( I . 7 0 ) , ( I . 7 3 ) , ( I . 7 4 ) et ( I . 7 5 ) , la sommation sous les 
svmboles d'intégration pouvant être justifiée, 

( y p ( , 0 = - ^ - r r c 7 ^ 9 K - ? o o ) - g o Q S ( - < ? ) « à * 
( 1 . 7 6 ) < ^ ' ( 2 î t 0 V C 7 J C p ^ - ^ - ^ - + - ^ 6 ( - ^ ) ?oo?r 

( [?oo= ?oo (/')]• 

Pour £ =00 ,—: / . . . dqse réduit au résidu de la fonction à inté-
' 2 T, l Jr * 

grer en q = o. On voit cela en amenant Gq en une droite 

R ( 2 ) = - S ' (o < 8 ' < i ) , 

f . . . dq s'annulant pour t -v 00 . Il vient donc 

(3) Cette équation peut aussi être obtenue de la manière suivante : 

P„(°°, t')=Proh(\n<t') 

est la probabilité pour que pendant l'intervalle (0, *'), au moins n visiteurs se pré-
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En portant les expressions ( I . 7 6 ) et ( I . 7 7 ) dans ( I . 6 7 ) , nous 
avons 

( I . 7 8 ) Prob(x < t \ t ' ^ X ^ f) 

g g ( ~ ?oo) — qoo g(—- q) dqdr 
( 2 ^ ' ) V C 9 J C r r(f-t') q — ri — r-hriBi—q) q0Qq 

Pour obtenir la limite de cette expression qui figure dans (1 .65) , 

nous sommes en droit de faire passer t"\ t1 sous le signe f f > car 

l'intégrale double obtenue ainsi converge uniformément par rapport 
aux d de tout intervalle fini o ^ a < i ^ b . Pour p r(*)[équ. 1.65)], 
il vient ainsi 

( p , ( Q = ' f f d'*""' qZ(- q°0) ~ q°° î(~ ^ dq ^ 
(I.79) } ^Kl)-JcqJcr q-'<\-r-+-^^-q) q00q 

( (t > o , t'> o) 
ou 
(l,.8o) p £ , (*)=-L f e^E(e-v^\X = t')^, 

ixij^ • q 
(1 .81 ) E ( * - ^ | X = / ' ) = — f c w ^ £ ( - g o o ) - ? o o g ( - y ) <fr 

2 3u«VCr ? — "n — r-+-Tie(— y) qoo(r) 

Pour déduire de la dernière formule une formule asymptotique 
pour les grandes valeurs de t', nous déplacerons C,. vers la gauche et 
dans'ce but, nous devons prolonger ^oo(r) analytiquement au-delà 
de l'axe imaginaire. On confirme sans peine qu'en raison de notre 
hypothèse initiale sur e(s) , q00(r) est encore holomorphe dans une 
certaine bande — 3 ' = ^ R ( r ) - ^ o . En procédant comme lors de 
l'étude de qo(z) pour z = o [équ. ( 1.4g) et (1 .5o) ] , on voit ensuite 
que qoo(o) = o pour ri < 1 et que 

(1 .82 ) qoo(r)= j?— H - ^ , . 8 + . . . ( - n < i , | r | < i ) , 

tandis que #00(0) > o pour 0 >> 1. 

sentent suivant une loi de Poisson. Il vient donc 
oc 

P„(<», 0 = 2 ] / > , | a v e c / ? t =
 ( - A ^ i ! e - ^ ' | 

et, de là, 

n = i i~n i = i 
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Par conséquent, la fonction à intégrer de (1.81) a, pour YJ < 1, un 
pôle du premier ordre en r = o, mais est holomorphe en ce point, 
lorsque n > 1. En amenant le chemin C,- en la droite R ( r ) = — à\ 
on trouve donc que la fonction ( I .81) ne diffère respectivement 
du résidu en r = o, et de o, que d'une quantité qui est 0(e~^'t') 
pour t!->oo. 

Afin d'obtenir une meilleure approximation, nous admettrons à 
nouveau l'hypothèse ( I . 5 7 ) . Soit d'abord rt < 1. Pour /- donné 

( — n < r / o ) , l'expression "̂~ ̂  •> considérée en tant que fonc­
tion de la variable réelle q, atteindra alors son minimum en un 
point g*(r) de l'intervalle (—a , o). Désignons par r * ( < o ) la 
valeur de /• pour laquelle ce minimum est égal à 1, et écrivons g* au 
lieu de q*{r*). Par définition, q* et r* satisfont donc aux équa­
tions (1.75) et 

(1 .83) j-(q-'r\-r-hrie(—q)) = i — TiZ
f(-q) = o, 

de sorte que la fonction ^oo(r) est ramifiée au point r = r*. Ensuite 
nous voyons que 

' n £ ( ~ y ) < i pour R(q)=q\ R ( r ) > r % 
rj 4 - /- — q 

de sorte que goo(r) n'est pas ramifiée pour R ( r ) > r*(/ '*< o). Ce 
résultat subsiste pour YJ > 1, sauf qu'alors la solution réelle g* 
de (1.83) est positive. Mais pour obtenir que qoa(r) soit encore 
holomorphe dans une bande r*—ô'^R(r)^r* (si mince soit-
elle), découpée à partir du point r*, nous devons admettre une 
deuxième hypothèse supplémentaire sur s ( s ) , à savoir : Pour 
tout x < a et ô\ > o, il existe ô\ = ô2 (#, ôi ) > o tel que 

(1.84) | s ( ^H-<r ) l ^ E ( ^ ) —5î P o u r L>'l^8i-

A l'aide de cette hypothèse [qui exclut par exemple l e s / , r. f{t) 
suivant (7 .53)] on démontre sans peine que qoo(r) est holomorphe 
dans la bande découpée. Nous pouvons donc amener le chemin 
d'intégration C,. de (1.81) (en ajoutant, pour n < 1, le résidu 
en /' = o) en une courbe G* qui, à l'exception de l'arc qui contourne 
le point de ramification r*, appartient à cette bande. En raison du 
facteur e'1', seul cet arc contribuera pour tf'-xx» de manière appré-
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ciable à l'intégrale (1.81) dont le développement asymptotique 
s'obtient par la méthode mentionnée plus haut [avant l'équa­
tion ( I . 6 1 ) ] . 

En première approximation on trouve ainsi 

(1.85) E(-*T|X = 0 = ( i -* i ) 4 

q — v-+--n*L—q) 

•+- et' * e'"*' ^ -t- o(V * e'*1') 
q — n — r - + - 7 ) 5 ( - ^ ) 

où nous avons posé 

(1.86) c = I 

q*2 yWo £"(-?*) 

De là nous obtenons en vertu de (1.80) 

(i.87) P , , ( o = ^ - ^ r+° mi 

- + - 0 , ( ^ ^ 0 ( T . ^ I ) . 

Pour YÎ = 1 et pour d e s / , c. e(s) satisfaisant à (1.84)» l e s f°r~ 
mules asymptotiques (1.63) et (1.64) subsistent à condition d'y 
remplacer n par tf. 

CHAPITRE II. 

APPLICATION DES FORMULES DU CHAPITRE I. 

Généralités. — Le mode de convergence de pn(t), respectivement 
vers p(t) (pour n < 1 ) et vers zéro (pour Y J ^ I ) , ayant été exposé 
au précédent chapitre, revenons aux équations (1 .35) et (1 .36) 
valables pour YJ < 1 en état d'équilibre statistique. 

En décomposant le dénominateur de (1 .35) comme suit : 

( 2 , ) ' = ' 1 ** ' - ^ - g l 
q — 7i-+--n£(—?) q H - ^ + v t - ? ) 
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et utilisant la formule 

I r'"*0 >dq . / eit -¾ = i 

nous tirons de (1.36) 

25 

C > o ) , 

( 2 . 2 ) p ( 0 = i - V ' 0 ( i — T Q ) ni») r e<7' - i — g( — g) ^q 
- 7 1 - + - 7 1 5 ( - ^ ) ^ 

( < > o ) . 

Ici, on peut prendre pour R ( y ) r = à n'importe quel nombre 
positif. En prenant par exemple <5;>2Y?, nous avons sur la 
droite R(g) = à 

(2.3) i - £ ( - ? ) 
q(q — ii-t-ri(*—q)) = [q\(\q\-^) 

_ \q\ là 

| g | ~ 2 7 i | q | ï - 3 - - 2 7 i |gr|» 

de sorte que l'intégrale (2 .2 ) converge comme 

28 / - ' " + 3 

6*7 1 ^ 
2 S ?/ r ° 

: erjL i 
27C 

J ' 2 H- 82 8 — 2 7J ' 

donc uniformément par rapport à tous les t appartenant à un inter­
valle fini quelconque a^lt^-b. Donc, cette intégrale est une fonc­
tion continue de t, de sorte que la f. r. p(t) est continue pour / >> o. 

Pour t=o, la valeur absolue de l'intégrale (2 .2) est, d'après ce 

qui précède, ^ ^—;—> et puisque è peut être choisi arbitrairement 

grand, cette intégrale est = o. Pour £ \ - } - o , (2 .2) donne donc 
pour la probabilité p ( + o) de non-attente 

( 2 . 4 ) p(-4-o) = i — 7j. 

Comme nous avons posé p(t) = o pour t < o, il vient en particulier 
p (—o) = o, de sorte que la f. r. p(t) définie par ( 2 . i ) et ( L u ) 
présente pour t = o le saut 

( 2 . 5 ) p ( + o ) - p ( - o ) = i - 7 i . 

En développant la fonction 

Ee~^= f e~<7tdp(t) = 
(i — f\)q 

q —-n-+-^(-q) 
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qui , en raison de notre hypothèse sur s(z), est holomorphe au 

point g = o, en série de Taylor , nous obtenons 

(2.6) 'Ee-^=^t=J^J%nMz) 

2 ( 1 - 7 1 ) ^ ^ ^ 4 ( 1 - ^ , ^ ^ 6 ( 1 - 7 , ) ^ 

/ 7 ^ ( 0 ) y e ' ( o ) a " ( o ) 7 ^ ) ( 0 ) \ t 

\ 8 ( I - T , ) » 6 ( 1 - 7 1 ) 2 24(1 — ^ ) / V" 

De là résultent les formules 

I , ( T ) = / T dfo(-)=—:—: ="(o) = espérance mathématique 
J 0 2 ( 1 - 7 1 ) 

du délai d'attente, 

( 5 .7 ) j W.Cx,-jf V ^ , ) - j ^ . ^ o ) * 3 ^ . - ( 0 ) . 

= écart mo)en quadratique du d. a. 

Considérons maintenant , dans l 'hypothèse ( l . o j ) sur s(-s), le 

compor tement de la fonction 

( 2 . 8 ) 2 - - 1 + 7 1 = ( - 2 0 ( T i < i ) 

qui existe au moins dans le demi-plan K(g)^>—«, sur le seg­

ment — a < g f̂  o de l'axe réel. Cette fonction est nulle pour g =z o, 

négative pour — « < f / < o (pu isque sa dérivée pour g = o 

est i — Y J > O ) et tend vers -f-oo pour g->— a - f - o . Elle a donc 

à l ' intér ieur de ce segment un zéro — ( 3 0 ( — a < — ( 3 0 < o ) , et 

celui-ci est unique car la dérivée i — r\i\—g) de ( 2 . 8 ) est à 

croissance monotone dans (—<z, o ] . O n voit en outre qu' i l existe 

une constante o ' > o telle que dans la b a n d e — ( 3 0 — < 5 ' ^ R ( < 7 ) ^ o 

du demi-plan gauche, la fonction ( 2 . 8 ) ne possède pas d 'autres 

zéros (complexes) . 

P a r conséquent , nous sommes en droit d 'amener le chemin 

d ' intégration de l 'intégrale qui figure dans ( 2 . 2 ) dans la 

droite R ( y ) = — (30.— o', en ajoutant les résidus en g = o et g =—(30, 



PROBLÈMES STOCHASTIQUES. 27 

seuls pôles à considérer ici ; ainsi il vient 

(2.9) P<0 = i - , ' ~ ? « ,e-?>> 

2*1 J 

Ici le module de la fonction à intégrer peut être majoré par une 

expression de la forme e~{^?J']t-^-, au moyen de laquelle nous 

obtenons la formule asymptotique 

<«.io) j ̂ -1¾^°^1^) 
( (7i < i ; (J0+Yi —rjeOo) = 0; t-+oo). 

Donc dans l'hypothèse présente sur s (s ) , p(t) estas\mptotiquement 
de la forme i — c± e~r-l(ci> o, c 2 > o ) . 

Exemples. — Nous allons construire maintenant o(t) pour diffé­
rentes f. r. fi(t) choisies de telle façon que leurs f. c. s( z) qui seules 
figurent dans (1.35) et (1.36), soient des fonctions élémentaires de z. 
Conformément à (1 .33) , dans tous ces exemples l'e. m. de d. o. 

E(T) = f\dj\(t) 

a été prise pour unité de temps. 

i° Soit d'abord 

( 2 . i i ) / i ( 0 = i - e - ' (t^o), c ( s ) = / ' e±'e-tdt=-}— [ R ( * ) < i ] . 
J0 I — Z 

Nous avons alors 

q-H-hH2(-q) = q—Ti+ - A - = - J L - ( q -+- j _ ^ ) , 

de sorte que (1.36) prend la forme 

et cette intégrale se réduit, en vertu du théorème de Gauchy, à la 
somme des résidus aux pôles g = o et g = ri — i < o d e l a fonction 
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à intégrer, donc 
( 2 . 1 2 ) p ( / ) = I — Yje—O—"»!»* ( / > O, 71 < l ) . 

2° Prenons maintenant pour fi(t) une forme linéaire de deux 
fonctions suivant (2.11 ), donc 

j / , ( 0 = «i(l — e-V)-+-«s(l —«"**') 
( —. I 0 ) 

( («î-i- «2= i ; b\, 6 2 > o; * ^ o), 

d'où l'on tire 
( 2 . i 4 ) £ ( * ) = / ( ^ ^ ¢ - ^ + ^ 6 ^ - ^ ) ^ 1 ^ = ^ - ^ - 4 - ^ - ^ . 

En résolvant les équations linéaires 

(2.i5) «i «Î 
N « l -H rto = I , -T h - T - = I j 

01 0 2 

dont la seconde résulte de (1 .33) , il vient 

, b2—i , 6i — i 
a i = b\T E " ' ao=à2j- r-> 

t>2— »1 #1 t>2 

(2.i6) { donc 
6 i ^ 2 — ^ ( ^ i H - 6 2 — 61^2) 

£ W - ^l-z)(b2-z) 

Afin que la fonction (2 . i3) puisse être une f. r., il faut et il suffit 
que l'inégalité 
( 2 . 1 7 ) / i ( 0 = «1*1 e~bi'-+- atbter-bt^o 

soit satisfaite pour £ ^ o. 
En particulier, (2.17) doit être satisfait pour £ = 0, donc 

(2.18 ) / ' , (o) = «!&!-+ a2b2 = bi-h b2— bib2^ o, 

ainsi que pour les grandes valeurs de t, donc, dans l'hypo­
thèse feo> fci, 

(2.19) lim ebtlf\(t) = albl= b\ 2~~, ^ o. 
Z>=o #2 01 

La dernière inégalité est équivalente à 

( 2 . 2 0 ) 6 2 ^ I ( & 2 > 6 l > 0 ) 

et il est clair que réciproquement, les inégalités (2 .18) et (2.20) 
entraînent la validité de (2.17) . 
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Le domaine D du plan (64 , 62) où sont satisfaites soit les 
inégalités 

( 2 . 2 1 ) bi > O, bi^ bu 0 2 ^ 1 , 01 H- 0 2 — « l » 2 ^ o, 

soit celles qui en résultent par la permutation de b± et è2, et dont les 
points (à l'exception de ceux qui sont situés sur la droite 6i = 62) 
correspondent aux fi(t) suivant (2 . i3) et (2 . i5), est représenté en 

Fig. 3. — Plan(6„ ô„). 

hachures sur la figure 3. Ce domaine est fermé, sauf le long des axes 
de coordonnées. 

En substituant e(z) [équ. (2 . 16)] dans (2 .8 ) , on trouve 

g (2.22) q —^-+-^(- q) = ; [q2 -+-^(^1-+- bt—rt) -f- 0 i0 2 ( l— ri)] (61+-9)(62 -+-ç)1 

(2 + 60(^-+-0,) ' 
où nous avons posé 
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En portant (2.23) dans le dénominateur de (1 .36) , nous avons 

(2.a4) p(o-^> f ' ^ V * ^ ' ^ ^ «>o 
2X1 J_.x+0 (g-+-pl)(y-4"P0 ? V 

et, après quelques simplifications, nous obtenons pour cette inté­
grale qui est égale à la somme des résidus aux pôles g = o, —(31} 

— (3o, la formule 

(2.25) p(0 = i - ' n ^ ~ 1 t r ^ - ^ f - ^ 1
r r I t T t

g - ^ ^ ( * > O , T I < I ) . 
pî— Pi Pi P2 

Pour obtenir les /±(t) correspondant aux points i ^L b± = 6¾^ 2 
de la droite 6i = b2 {fig- 3), substituons les expressions ( 2 . i 6 ) 
de «i et a2 dans (2 . i3) et faisons ensuite tendre 62 vers 6i = ft. Il 
vient ainsi 

/ ft(t) = i — e-*'— b(b — i)t e-**, 
(2 .26) { . . b*-hz(b*—2b) 

{ ^ = (b-zy- (^^^2) 

et cette fonction est en effet (pour i^b^.2) une f. r. La f. r. 
correspondante p(t) est donnée par (2.25), avec 

îVï ?1, S ,= 0 — J d = i / - ^ -4-7i0('0 — l). 

Pour l'e. m. du d. a. ml(z) on trouve au moyen de la première 
équation (2 . 7) et de (2.16) 
/ O \ 7J 0 , - + 0 2 — I 

(2.27) , M l l , ) = _ _ _ _ _ _ _ _ 

Le quotient ' . 2 atteint dans D son minimum ( = 7 ) pour 

64 = 6 2 = 2 et a +00 pour limite supérieure. Donc dans l'hypo­
thèse présente (2 . i3) , l'e. m. du délai d'attente peut prendre toute 

valeur ^ -
— 4 ( i - * i ) 

3° On obtient pour p(t) une formule analogue à (2.25) en 
prenant p o u r / i ( £ ) une forme linéaire de n fonctions «exponen­
tielles », donc 

// / n n \ 

(2.28) / , r t )=2 a , ( l - a ~ ' , ' ) ' (^( 6 i ) . ->R( è «)>o;2 a j = = i ; 2§ = : I )• 
i=l \ i=\ 1=1 / 
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les a,- et les 6, devant, en outre, être tels que l'inégalité 
fi(t)^o(o^t<,oo) s o ^ satisfaite. Il vient ici 

n 
atbi 

i{~q)=:2uJTbi 
/ — 1 

de sorte que (2.8) se transforme en 

Or, d'après ( I . 4 8 ) , l'inégalité 7 3 - 2 ( — g ) < 1 est remplie, 

pour n <C 1, sur la courbe Ci de la figure 1 a, et comme dans le cas 
présent cette inégalité est aussi satisfaite pour R(#) ^ o et | g | ->oo , 
nous pouvons appliquer le théorème de Rouché à la partie du plan g 
située à gauche de Gd. On trouve ainsi que dans le demi-plan 

R(gr)<o, la fonction 1 — r - j r - V ^ ^ . ( ° < ^ < 0 a autant de zéros 
1 

que de pôles, donc n zéros — $ 1 , . . . , —j3„, de sorte que nous 
pouvons écrire 

( 2 .3 0 ) tf-^+^.(-î)=ïHj^;-

Introduisant cette expression dans (1.36) et appliquant le 
théorème de Gauchy, nous trouvons, dans le cas où les (3,- sont tous 
différents, 

i P(0=.-o-,)i^n^l^' 
(2.3i) l ~ PA yP'-P* 

[ [*>o; R(PO, . . . , R ( ^ ) > o ] . 

4° Supposons maintenant que tous les visiteurs aient la même 
d. o. T = 1 ; il vient alors 

(2 .32 ) / i ( 0 = o ( 0 - ^ * ^ 1 ) , = 1 ( f > 0 ; £(2) = ^ , 

d'où 
dq 

(2.33) P C O - ^ j f ^ ri +- t\ e-'i 
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Prenons ici pour C une parallèle à l'axe imaginaire située à une 
dislance >> n à droite de cet axe, et utilisons, pour n _^ t << n H- i 
{/i = o, i, . . . ) l'identité 

V " *' y — 7l+-r,e-'/ ^(2-7)/+1 W - W • -̂  +• 7j e~f/ 

Les intégrales -—. / e4'1. . . dg, étendues aux termes de la 

n 

somme ^ se réduisent aux résidus en g = ri, car en vertu du 
1 = 0 

facteur e''('-/)(£^«), les fonctions à intégrer tendent vers zéro dans 

le demi-plan gauche au moins comme — • Il vient ainsi 

(4.35) w ^ V ^ . ^ U - 1 " " f ! 

! ( / = o, . . . , n ; t ^ w ^ i). 

L'intégrale / étendue au dernier terme du deuxième membre 
JR(q)>r\ 

de (2.34) e s t nulle, car sa fonction à intégrer [qui n'a pas de pôle 
pour R(</) >> o] s'annule dans le demi-plan droit, en vertu du 
facteur ^ / ( ' - " - ^ ( ^ / i + ij^au moins com,me q~n~". En désignant" 
par [t] le plus grand entier ^ £, nous obtenons donc 

<4.36) p(<) = (i - -o) ^ V ( < ~ 0 < ^ U ~ n C > o, *i< i ). 

La courbe p(t) est donc composée d'arcs de courbes respectivement 
analytiques pour n < t <C n + i. En t = i, p(£) a un point anguleux 
et de manière générale, p(n)(t) est la première des dérivées de p(t) 
qui soit discontinue en t = n (/i = i, 2, . . . ). 

En raisonnant comme lors de l'étude de la fonction (2 .8 ) , on 
reconnaît que dans le demi-plan R(gr) <C o l'équation 

(2.37) 2 — T! -+ '1 e~q = ° 

possède une seule racine réelle -—po<Co. Les autres racines (en 
dehors de o) de (2.37) forment des paires de nombres conjugués 
complexes —(3n et —(3„, pour lesquels on déduit sans peine la 
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formule asymptotique 

(2.38) ;i„ = log( ^ (i -+- 4*)) •+• 7 (" +• 4*) •+ O | ^ j p j (* -+-00 )• 

En amenant dans (2.33) la droite G vers l'infini du demi-plan 
gauche on obtient 

(2.39) 0̂ = 1-0-^)^1,-0-^2^(^.^1,) 
/i = t 

[*>o; R(P„)>o, /1 = 1, 2, . . . ] ; 

on utilisera cette formule surtout pour les grandes valeurs de t. 

5° La méthode employée pour déduire la formule (2.36) s'ap­
plique aussi dans le cas où fi(t) est «une fonction « en escaliers 
quelconque, donc où cette f. r. obéit à une loi de la forme 

n 

/ i ( 0 = 2 « « {tn<t^tn+ù n = o, . . . , N), 
i — \ 

I N 

(2.40) < ai, . . . , aN>o, Z^at=i 
i=l 

N 

o = * 0 < ' I < . . . < * N < * N + I = <*>, 2jaitt=i. 

A titre d'exemple, prenons N = 2 ; donc 

( / 1 ( 0 = 0 ( 0 ^ , ^ ) =a, {ti<t^h\ = av-+-a« (t>t») 

I ^o < t{ < t2j ax •+- a 2 = i? «1*1 H- a2t2 = 1). 

Il vient alors e(*) = a4 e
/ l J + a2 e

M et, pour cette f. c , (1 .36) se 
transforme en 

[H 
(2.42) P(0 = ( « - T > 2 

1 = 0 

/ i + f , = / 

Pour une f. r. suivant (2 .4o) , l'e. m. du délai d'attente s'exprime, 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N* 1 3 6 . 3 
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en vertu de la première équation (2 .7) et de (1 .96) , par la formule 

(2.43) E(x) = % ( , ) = -çl—j"fi rf/,-(0 = - J ï - ^ j « t / ? 

qui, au moyen de l'identité 

et de l'équation V aiU= 1 [ (2 .40) ] prend la forme 
1 

(2.45) ^ ) - a 7 J Z 7 j ( » + J } «tak(ti-tiA-

Cela montre que parmi toutes les f. r. en escalier telles que 

f tdfi(t) = i, la f. r. (2 .3a) qui correspond à des opérations 
*- 0 

de durée constante, produit (à égale intensité de trafic YÎ) le moindre 

d. a. moyen /W4(T) = ĵ_ • En approximant une quelconque f. r. 

suivant (1 .7) et (1.33) par une suite de courbes en escalier (2 .40) , 
on démontre que la f. r. (2 .3a) produit le moindre d.a. moyen 
parmi toutes ces f. r. 

Appliquons enfin les formules asymptotiques ( I . 6 1 ) , (1 .63) 

et ( I . 87 ) au cas où / 4 ( ^ ) = = 1 - ^ , donc ^(z) = T^rz [ ( 2 . " ) ] , 

de sorte que (1.67) et (1.84) s o n t satisfaits. En résolvant les 
équations (1.58) et ( 1.59) pour cette f. c , nous trouvons 

4-1 ' 

de sorte que dans le cas présent, l'intégrale qui figure au deuxième 
terme du deuxième membre de (1 .61) , se transforme en 
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En supposant T 0 = O , l'expression ( I . 6 2 ) devient c == -—«—-HL • 

en utilisant en outre l'équation (2 .12) , la formule ( I .61) donne 

ainsi 

1,.,,,.,0-,)(.-,.-,.-,.^(^)-^1¾ 
'«•*» 1 ^ ' ( . ^ . ^ . ( i ) ) 

Dans le cas présent, (1.63) prend la forme 

(2 .48 ) ?n(t)= - L = ( I - 4 - 0 - » - 0 « ( n " ) ( f > 0 , TJ=ei, * - * » ) 

et de (1 .87) nous tirons 

i
Çt'U) = S{ \ —V\)(l —T) C—(1—YJ)/ ) 

+ r^-o-^) a Mi-u)? y , , / Ï H . v / ^ o 7 * ) ) 
2 \'JU (1 — y7!/2 ' \* / / 

( * > 0 , ï l j é l , / ' - > « ) . 

CHAPITRE III. 

RÉPARTITION BERNOULLIENNE DES INSTANTS D'ARRIVÉE. 

A. Définition et propriétés de la répartition bemoullienne. 

Pour définir la répartition « bemoullienne » de N points sur le 

segment de droite o ^ x^. S[, nous procédons comme suit : On place 

sur ce segment successivement N points dont chacun a, par hypo­

thèse, la probabilité -=- de tomber sur un segment donné, de lon­

gueur àx et appartenant à [o, ¢,]. 
Soient, dans un cas particulier, X0» * . . , XN_, les abscisses de 

ces N points, rangées par ordre de grandeur croissante, donc 

( 3 - 1 ) o ^ X o ^ . . . £ ^ \ N - i t ^ f t . 

En désignant par #0 , . . •, #N-I des nombres quelconques satisfaisant 
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aux inégalités 

( 3 . 2 ) 0 ^ ^ o ^ . . . ^ ^ N - 1 ^ € , 

nous allons déterminer la probabilité pour que les inégalités 

(3.3) Xi^Xi^Xi-+-dxf (i = o, . . . , N — i ) 

soient remplies. A un système donné de N nombre X/, rangés 
suivant ( 3 . i ) , il correspondra en général N ! événements « placement 
successif de N points sur une droite, de telle manière que leurs 
abscisses coïncident, à l'ordre près, avec ces X,- ». Par conséquent, 
la probabilité de l'événement ( 3 . 3 ) sera égale, dans nos hypothèses, 

à N ! ^ 0 . . . ^ N - 1 d Q n c 

N ? 

(3.4) Prob(£7^ Xt^Xi-h dxt\ o ^ x*^...^ J ? N - I ^ %) = sn* dx^...dxy-\. 
t = 0 N—I C 

Nous dirons d'un système de N variables aléatoires (liées) 
X § , . . . , XN_ t suivant ( 3 . i ) , qui satisfait à la loi ( 3 . 4 ) , qu'il a une 
répartition bernoullienne. 

Soient t0, . . . ', h_x N nombres tels que 

(3.5) o ^ *o ^...-=^ * N - I ^ 8 I ; 

nous allons déterminer les probabilités conditionnelles 

( />o=Prob(X0<*0) , 
(3.6) < 

( /?„= Prob(X„< tn\ X*_i = *n_i ) ( » = i, . . . , N'— i ). 

Pour obtenirp 0 , observons que i — / ? 0 est la probabilité de l'évé­
nement : tous les X, appartiennent à l'intervalle [t0, ÎL]. Il vient 

donc i — p 0 = ( —=—^ ) et, de là, 

Ensuite, i — /; f est la probabilité de l'événement suivant : 

r\ * / l —^i\ N - f • i • 
U n reconnaît que i —/?i = ( g _ J ? et en continuant on obtient 
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la relation 

pn=. Prob(X„< tn\ Xw_, = tlt-\) 

(3-7) ^ 

l pn=. Prob(X„< tn\ Xw_, = tn-\) 

» .= Prob(X„—Xrt - jO, ,—^_, | \ ,< - , = '#«- i ;= i— ^ ¾ — j — j 

L'espérance mathématique d'une fonction donnée F„(X0 , . . ., X„) 
des w _f_ ! premières v. a. bernoulliennes suivant ( 3 . i ) et (3-4) sera 
désignée par EB(F„). Pour obtenir EB(F„), on sommera sur tous les 
parallélépipèdes élémentaires (3 .3) appartenant au simplexe (3 .2 ) 
et munis respectivement des probabilités (3-4) ; ainsi il vient 

(3.8) E B ( F # l ) = p J dxoj dxx...J En 

Ici, les N — ï — n dernières intégrations peuvent être effectuées 
immédiatement, puisque FM ne dépend que des variables x0, . . ., x,^ 
et nous obtenons ainsi 

KXK , X^dxy — i. 

^-^—*dxR 

(3 
EB<F„) = =^ / dx0 / ^- , . . - / F„(.r0, :..,xH) Œ _ n _ l ) i 

( t » = o, . . . , N — i ) . 

Dans (3-7) et (3 .9) nous allons maintenant faire tendre N vers 
Tinfini, en supposant que le quotient 

N 

( S . i o ) j = c 

ne dépend pas de N. 
Pour le dernier membre de (3-7) on trouve ainsi, pour /i, tn_x 

et ttl donnés, 
/ i _ Ctn \*~n 

( & — fn \ N ~ " _ | ^L \ _> e-r[u-i„_v ( l)0ur N ->x ), 
Vi — f/i-l/ \ . _ ctn-\ J 

V N / 
de sorte qu'en posant f„ — f / i - i = * ( ^ o ) , nous tirons de (3 .7) à 
la limite pour Xw — X„_i la loi de probabilité inconditionnelle 

j P r o b ( X „ - X „ _ , < f | X # l _ , = **-i) = 1 - « - * • ' 

* U ) \ (/i = o , i , . . . ; X - , = / - i = o ) 

dont la f. r. f(t)~i—e~cZ est indépendante de la valeur parti-
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culière tn-i imposée à la v. a. X / l_ 1 . Donc dans l'hypothèse (3* 10), X 0 

ainsi que les quantités 

( 3 . 1 2 ) Y M t t X „ + i —X„ U = o, i, . . . ) 

tendent pour N - y o o vers des v. a. indépendantes de f. r. 

<3.i3î P r o b ( o ^ Y < 0 - / ( 0 = = » — «"'S 

de sorte que la (n -f- i ) i è m e v. a. bernoullienne 

(3.14) X„=Xo-+-^Y,- (/i = o, i, . . . ) 

tend vers la somme de n -h i v. a. i., de f. r. ( 3 . i 3 ) . Autrement dit, 
à la limite, la répartition des points d'abscisses X7i est une répartition 
poissonnienne dont les lois sont bien connues. 

On démontre sans peine que pour des fonctions F„(#<b . . * , # / « ) 
qui sont continues et bornées pour 

< 3 . i5 ) o ^x0^. • -f^ # / * < ° ° , 

l imE B (F 7 l ) s'obtient en faisant tendre N vers l'infini dans la fonction à 
N > » 

intégrer F„ (;N J V - i ) ! ( """ffi de (3.9), ce qui donne 

(3.16) l i m E B ( F / i ; = / dx0 I dxx...( c'l+* e-**» ¥H(x0, . . . ,^, ,) dxn. 

Or, le deuxième membre est l'e. m. EP d'une répartition poisson­
nienne suivant ( 3 . 11 ) , ce qu'on reconnaît en y introduisant de nou­
velles variables d'intégration x0, y0=ixl — x0, . . . , yn_x=.xn — xtl_i 
qui, au moyen de la notation ( 3 . i 3 ) , transforment ( 3 . 1 6 ) en 

(3.17) Ep(F„(X0, . . . , X „ ) ) = fdfixo) f dftyo)... 

(
n — 1 

x0, . . . , x0 •+- Vjr i j df(ytL„\). 
£i J 

Nous avons donc la notation suivante : 

(3.18) l imEB(Fn) = EP(Fw). 
N > * 
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Le calcul direct des e. m. EB [équ.-(3.g)], pourN fini, serait long. 
Mais nous allons maintenant exprimer les EB, au moyen d'un artifice 
d'Analyse, par des EP suivant (3.17) où, toutefois, la constante c 
def(t) [équ. ( 3 . i3) ] sera remplacée par un paramètre complexep 
tel que R( /> )> o. 

Pour cela, utilisons la formule 

(3.19) h"Jc„ r*'" \ 0 {Xll>%) j 

( (« = o, . . . , N - i ) 

qui est encore valable pour # „ = 5t, sauf si « = N — i. Substituant 
cette intégrale dans le deuxième membre de (3 .9 ) , nous avons 

(3.20) EB(F„) = ^ : f dxt... f Fn(x0, ..., x„)~ f eP@-
** 0 *t'n_t " CP 

) dP dx 

/A + 0 

où, pour /i = N — i et a7N_t = E, on remplacera j par lim / 

Comme f . . .dp s'annule pour xn> 31, les limites supérieures• JL 
cp . . . . 

peuvent être remplacées, dans (3.20) , par 00 ; il vient ainsi 

(EB(Frt)=^ r**.... r F - ~ . J *&-*«) S~dxn ,N-wi 
( 3 . 2 1 ) ^ ^ " ^ 0 • / * _ , ^ ^ c , /> 

( (/1 = 0 , . . . , N - i ) . 

Cette intégrale converge absolument ('•), pourvu que dans le 
domaine (3.15) l'inégalité 
(3 .22) | F n | < c ' < o o 

et 

(4 ) Posant p = iy -4- S, nous avons 
n — N 

x / 0-+0=) ^ = ^ 3 3 ^ 8 / SrrTT' 
( r 2 H- 1 ) " 

U dernière intégrale convergeant pour n < N — 1. 
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soit satisfaite et que / i < N — i ; il est alors permis d'intervertir 
l'ordre des intégrations réelles et complexe. Nous supposerons doré­
navant les fonctions F„ telles que ce procédé soit aussi légitime 
pour /i = N — i . Alors la formule (3.21) peut être mise sous la 
forme 
(3.*3) E„(F„)=p J U J V ^ F , , ) - ^ (n = o, ..., N - i.., 

où nous avons posé 

(3.o.J) Ep(F„)= f tf.ro... f p»** e-px«En(xo, ...,xn)dxn, 

La dernière quantité qui, de manière analogue à (3.17), peut être 
écrite sous la forme 

(3.25) E„(F„)= f*dfp(x9)f~dfp(yo)... 
• 0 « 0 

XJ FM( jr0, . . . , a-o H- 2 ^ 1 ) dj'p(yn , ». 

avec . 
(3.26) f/t(t)=i-e-P', 

est, d'un point de vue formaliste, l'e. m. d'une répartition « poisson­
nienne » de lo i / p ( ^ ) . 

B. — Construction de différentes f. r. du délai d'attente. 

Nous reprenons maintenant l'étude des problèmes traités au 
chapitre I dans l'hypothèse d'une répartition bernoullienne de N 
instants d'arrivée X,- sur l'intervalle de temps o ^ t ^ (ft. Mention­
nons d'abord qu'en vertu des formules classiques de Bernoulli 
pelalives à des épreuves N fois répétées, l'e. m. du nombre de points X,-
qui tombent sur un segment de longueur At, appartenant à [o, 31]» 

est N =-• Donc, à un instant t € [o, 31], le nombre moyen de visiteurs 

N 
par unité de temps est égal à = = c, de sorte que c correspond à 

Fintensité de trafic poissonnien n-
D'abord nous allons à nouveau construire les f. r. p„(l)[équ. ( i . i 1)] 

http://tf.ro
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au mojen des e. m. Ee?~'/T", l'équation (i . 16) pouvant être démontrée 
comme dans l'hypothèse poissonnienne, ou encore en utilisant le 
théorème de P. Lévy [équ. (1 .23) ] . Ci-après, le symbole E se 
rapporte aux v. a. X/ et T/, respectivement de lois (3-4) et ( 1 . 6 ) ; 
nous continuerons d'écrire Ep pour des e. m. par rapport aux v. a* 
Xo, V/ et T;, respectivement de lois (3.26) et (1 .6 ) . En 
posant F / t = e~qXn dans (3.23) et (3 .25) . nous obtenons ainsi 

où nous avons posé 

(3/>8) Ef)e-^n= f dMh) f~dfp(y»)... f°dfx{fH-x) f '* dfp{yn_x)e-^% 

en tenant compte de ce que zn peut être considérée comme une fonc­
tion des seules v. a. Y, et T/. 

Tout comme au chapitre I, nous allons exprimer celte e. m. au 
moyen de la fonction 

oc 

(3.2(j) ®p(q, z) =^z«Epe-<r->.. 
« = o 

Pour évaluer le rayon de convergence de cette série, utilisons les 
/-» oo 

relations | e~qZn ^ i [pour R ( g r ) ^ o ] et / dfi(t)= i, au moyen 
"Ml 

desquelles on tire de (3 .28) 

(3.3o) l zn Ep e-^n \^\z«\ f \p\er-.u* W dy0 . . . f*\p\ c-r- iR</>) dyn-A 

_ \*p\n. 
Rn(py 

par conséquent, la série ( 3 . 29) converge pour | z | < -y^r-

On voit sans peine que pour des z satisfaisant à cette inégalité, les 
raisonnements faits au chapitre I pour construire ¢ ( ^ , z) = ^ ( y , z) 
s'appliquent aussi à ®P(g, z); donc pour cette fonction l'équa­
tion ( 1.44), où n sera remplacé par/>, reste valable. Dans (1.44) posons 

r 
en outre>s =t - et T 0 = = O et écrivons désormais <&(g, />, t) au lieu 

file:///p/er-.u*
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de $p (y, -) ; il vient ainsi 

(3.3i) .„, l«<.-»o-sg*—-,-,^.,-,,¾)0 

[RQO>o, R ( ? ) ^ o , | Î |<R( /» ) ] , 

<7OQP, Ç) désignant la racine unique de l'équation 

(3.32) p — q — Çs(— q) — o 

telle que R(<7) > o pour | £ | < R ( / 0 -
De ( 3 . 3 i ) résulte la formule 

(3.33) Epe~^= J L £ * ( f f | / , , Ç ) Ç ^ 

qui, substituée dans (3 .27) , donne 

(3.34) E ^ . - j i ^ r j r ^ * ( « , i » , ç ) ^ « « * , 

où K* désigne un cercle de rayon | Ç | < R Q D ) , ayant son centre à 
l'origine; en portant cette dernière expression dans (I.16), nous 
obtenons p«(f). 

Déterminons maintenant la probabilité p(t) = P r o b ( r < ; t) pour 
que le d. a. r d'un quelconque de nos N visiteurs soit < t. Il vient 

N - l • I\ — 1 

(3.35) P(0= i2p- (0=^X' f < s2 & ^- f {<>0>-
/1 = 0 L < 7 «=rO 

N — 1 

On ob t i e n t ^ Ee "? 7 " en remplaçant, dans le deuxième membre 
0 

P'1 

de (3 .34) , le facteur ^ - j par 

N - l 

ZA ;»+I " ÇN(/, _ Ç ) - ÇN ( / , _ Ç) ^ _ ç * 
/ l " 0 

Mais nous pouvons supprimer le terme —sj car, dans le 

cercle |Ç| < R ( / > ) , ®(q, p, Ç) ••—• est une fonction holomorphe deÇ 
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qui est annulée par l'opération / • Il vient ainsi 

N - l 

(3.36), E ^ ^ J 2 E e _ V T n 

// = 0 

( N - . ) ! _j_ r f ^ 9 l n *dP 

et, en substituant cette expression dans (3.35) et utilisant (3»3i) , 
nous obtenons enfin 

V' 27 t iJ c 

(3.37) \ r ( N - i ) ! r r r % g-g* dpd* idg 

j XL r (iKifJ^J^ q-p + U(-q)q*(p-W\q 

\ [qo = qo(p,Ç)]-

Les formules (1.65) à ( I . 7 0 ) relatives aux f. r. 

pr(t)z* P r o b ( T < * | X = 0 et p„(t, t') = P r o b ( T n < £ ; Xn<t') 

(où £>>o, o < / ' ^ 3 l ) restent valables dans l'hypothèse présente, à 
N - l 

condition de remplacer par \ j ^s sommes >^ figurant au deuxième 

membre de ( 1.67 ) 
Pour l'e. m. Ee-<7T"_/Xn qui figure dans (1.70), nous obtenons, au 

moyen de ( 3 , i4) et des équations (3 .a3) et (3.25) où l'on prendra 
la moyenne par rapport aux T,-, 

(3.38) E c-* w x . » ?L! J - , f «/'* E „ e-7 •--' *» * ' 

(3.3D) Epe-n^~>*«=* f°°dfp(x») f'dMh) f*dfp(yQ).., 
JQ JQ JQ 

x I e \ 0 / dfp{yn-y). 

En utilisant l'identité 

« ^ <*M?) = J^Tfdfp^(y) [équ. 3.26)] 

et en intégrant par rapport à la variable a?* (dont xn ne dépend pas), 
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le deuxième membre de la dernière équation se transforme en 

( T T T T V ^ 1 f'eiMo) f V/'-w-O'o)--- fXdft(tn-r) C e-n^dfp+Ayn-x). 
\P ~*~ ' I *< o JQ J(\ J» 

En vertu de (3.28) et (3 .33) , il vient 

I (« = o, . . . , N - i ) , 

et au moyen de (3.38), (3.31) et (I.70), on peut tirer de cette relation 
une formule explicite pour pn(t, t'). 

Pour trouver le deuxième membre de la formule (modifiée) (I.67), 
nous devons calculer, au moyen de (3.4o), la somme des Ne. m. (3.38); 
on obtient, de manière analogue à (3 .36) , 

V E « - 7 T . - ' X . = ^ _ L _ f fti**(q,P + r,l) * ^ 
(34i) 

[R^)> ICI1 . 

En prenant ensuite p + r, au lieu de/?, pour nouvelle variable d'inté­
gration, nous avons 

( [ R ' / > - ' • ) > ! Cil-

Effectuons ici l'opération :—: / erl'. . . — indiquée dans (1 .70 ) ; 

cette opération peut être permutée avec / / , car / / / converge 
Jcp *^R; Je r Je pJ*1 

absolument, et nous obtenons ainsi 
N — 1 

(3 .43) V — . f ert'Ee-^n-rx/I^ 
JmJ27Z l j ( r r 

"~1 **1 f f j**i« P o I"—. f e'('"Jg) ± 1 & * . 

Or dans le problème présent, on a t1^^, de sorte que la dernière 
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intégrale par rapport à r se réduit au résidu en r=p—Ç, donc 

à e(/*-û(£'-*), le deuxième membre de (3.43) prenant ainsi la 

forme 

P "S 

où <fe est donnée par (3 .3i ). 

En vertu de (I .70) , l'opération —^—. j eql. . . — transforme (3-43), 

compte tenu de (3-44)> en 

N - l 

(3 .4^2P* (M ' ) 
n=o 

= t^i i r r r^^-^'-^ y—.?o(>>o dgdpdi m 

l"(**irJClJCpJKr q-p + tti-qïqoqip-QÇ*9 

notons qu'en raison des relations pn(t, 3L) = p/i(0 et (3 .35) , cette 
formule se confond, pour *'=3L, avec (3 .37) . 

Pour t — 00 , l'intégrale par rapport à g se réduit au résidu en g = o, 
et de là résulte l'équation 

N - l 

n=0 

qui toutefois pourrait aussi être établie par un raisonnement analogue 
à celui du renvoi ( 3) . , 

Conformément à (1.65) et ( I . 67 ) , pt>{t) est donc, au facteur 
®. 

constant ^ près, la dérivée par rapport à t' de la fonction (3-45). 

Pour la même raison que pour l'équation ( I . 7 8 ) , nous sommes en 
droit de dériver la fonction (3-45) sous les signes d'intégration et 
obtenons ainsi 

M O - 5 ¾ ^ 1 

<*M7) { x _ L _ f f f c'n+\P-*)r+& <I — WP> O dX>dP d9 
(^OVc/c/kr q—p + Zs(—q) qoqV* 

V / ' •» 

Applications. — Afin de simplifier nos formules, nous prendrons 
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désormais l'e. m. de d. o. E ( T ) pour unité de temps, de sorte 
N NEfT) que E ( T ) = 8/(o) = i [équ. (1 .33] , le quotient c = = = —=r—^ 

prenant ainsi la signification de nombre de visiteurs par moyenne 
(ou par e. m.) de d. o. 

i° Dans le cas où f\(t) est égale à la f. r. (2.32), donc où 

£(z) = ez
J les dernières formules se simplifient pour C > - N ; car 

moyennant une transformation appropriée de la variable d'inté­

gration Ç, / se réduit alors à un résidu. Dans nos formules, à partir 
çp 

de (3 .33) , le cercle K* peut être remplacé par n'importe quelle 
courbe simple fermée, assez voisine de l'origine qu'elle contient dans 
son intérieur. Nous sommes donc en droit de poser 

(3-48) Z = zeP-*, 

z parcourant un cercle K3 de rayon assez petit, qui a son centre à 
l'origine. En posant s {—q) = e~q, Ç = z e^~z dans l'équation (3.3a) 
dont la racine <7Q(/>, Z) figure dans (3.31 ), on a 

(3.4i)) q —/>+" zeP-v-*=o [ R ( / > ) > \zeP-'- \ > o ] . 

Cette équation est manifestement satisfaite par 

( 3 . 5o ) ° q0 = p — z 

et comme R(/> — z) >> o pour R(/>) > o et \z j assez petit, la quan­
tité (3.5o) est bien celle des racines de (3.32) que nous avons 
désignée par gQ. 

A titre d'exemple nous allons déterminer l'e. m. de d, a. » Î I ( T ) . 

Au moyen delà transformation (3,48), l'équation (3.36) devient 

E g ^ = • ' ' ' — . / <?<*-" 
2««X 

z ) dz 
z 

( 3 - 5 0 \ ^J__ Ç c/'(t-N+i) p — q — S dp 
2 n i JCn p — q — z eP-'f-'- (p — z ) {p — z eP~z ) 

[ R ( / 0 > l * l l . 

Considérons maintenant la fonction 

(3 .52 ) -(p — z eP~z) = i — p~l eP-i«01--

file:///zeP-'


PROBLÈMES STOCHASTIQUES. 47 

pour R(/>) = i et | s \ assez petit. Pour j o = i 4- * / ( — o o < ^ < ° ° )> 
il vient 

P 
= 

eO 

1 +-*>' 
v/r 

: ^ i , donc S€P~Z 

< I , 

et la dernière inégalité est aussi satisfaite pour R ( / ? ) ^ i et \p\ assez 
grand. Par conséquent, la fonction (3.52) possède dans le demi-
plan R(/>) ^ i, en vertu du théorème de Rouché, autant de zéros que 
de pôles. Comme il n'existe qu'un seul pôle p — o, nous voyons ainsi 
que pour R(/>) ^ Ï et | z | assez petit, la fonction p — zp~~z a un seul 
zéro, à savoir p — z. 

En vertu de ce résultat, la fonction à intégrer de / » dans ( 3 . 5 i ) , 
£p 

possède à gauche de la droite Cp [qui peut être choisie telte 
que | z | < R (p) < i] un seul pôle, du deuxième ordre, p = z. 

Comme nous supposons que (fr>>N (donc c < i ) , / se réduit au 
cp résidu en p = £, et nous obtenons ainsi 

(3.53) E ^ ^ l ^ ^ ^ f d - N + Dy + j J a -

-ze~<i — zqe~<f 

\ 
i dz 

z-hz e-<r sN 
q — z -+ z e~n j q 

De là, nous tirons pour l'e. m. de d. a. % ( : ) = — - i - E r ? : 

l'expression 

/o- , . ^ <N— 1)! 1 r z&[/~ î \ 1 3 1 d% 

qui se rédu i t à un résidu en z = o. Nous trouvons ainsi pou r l 'e . m. 
de durée d 'a t tente /n t (T) dans l 'hypothèse où N visiteurs dont les 
durées d'opération sont égales à i, se présentent suivant une réparti­
tion bernoullienne pendant un intervalle de temps fë > N, 

(3 .55) 

/ x (N — i ) ! V1" / » N + 3* i \ /1W 
• 0 7 T 

( T = i , : > N ) . 

2° Développement asymptotigue pour N -> oo. — On a intérêt à 
comparer les valeurs que prennent nos probabilités pour les grandes 
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valeurs de N, respectivement dans les hypothèses bernoullienne et 
poissonnienne (avec n = c). Pour y parvenir, on établira pour 
Ee~q'c, . . . des développements asymptotiques, en considérant le 
quotient c comme une constante qui sera supposée ici < i . Mention­
nons toutefois que dans des cas particuliers ( [12] , p. 739, 745) 
d'autres hypothèses sur c(N) s'imposent. 

Revenons à (3.36) où il est permis d'intervertir Tordre des inté­
grations et où nous pouvons supposer que | Ç | = c < 1 et R(/>) > c. 
On démontre sans peine que, dans notre hypothèse sur la conver­
gence de l'intégrale (I.26) pour z << ô0, la fonction analytique go(p, Ç) 
qui figure dans O [équ. (3.31)] et dont l'existence n'a été établie 
précédemment que pour R ( / ? ) > | Ç | , peut être prolongée analyti-
quement dans le domaine 

(3.56) I Ï | ^ R ( / > ) > | C | - * ( K I ) , | C | < i , 

g {oc) désignant une fonction appropriée de x qui est positive 
pour o < # < 1 ( s ) . En particulier, on tire de (3.32) pour le déve­
loppement de q0 dans le voisinage du point/? = Ç 

(3.^7) , . « , ï) = o; qo(P, 0 = ^ - ^ ^ l ; 

+ ^ « ) ( > - ç r + . - . (ici<i). 

Traçons maintenant dans le plan complexe {fig- 4)» outre K| ; |_ r 

et C,,, la droite C'p. . .R{p) = c — o ( o < â < ^ ( c ) ) et désignons 
par P' et P" ses points d'intersection avec K,r |= c . D'après ce que 
nous venons de dire, nous sommes en droit d'amener C^[équ. (3.36)] 
dans la position C^ en ajoutant, pour les points Ç appartenant à l'arc 

de cercle P'cP", le résidu de -—. / au pôle du deuxième ordre p = Ç, 

Il vient ainsi au moyen de (3.57) 

(3.58) E ^ o W ^ Ï f - ^ - - f*** 9
r
(l7V . 

J r , ^ » * "' 1 ' 1 ^ 

( 5 ) Soit o < 6 ' < 6 0 ; on peut alors poser 

6'* {i—xf 
^ x ) - J a?>(fi') + S ' ' 
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Or pour N ~>oo, cette intégrale répétée dont l'ordre de grandeur est 
déterminé par le facteur 

( N — i ) ! «/* 
£N 

( N - i ) ! R l ^ _ ( N - i ) ! e-5>-

( N - i ) ! ^ ' - ^ 
N N 

1 - 7 . N 

V / 2 ^ N 

tend exponentiellement vers zéro. 
Le développement asymptotique du deuxième terme de (3.58)* 

( o 

Kl?l=c 

s 

P" 

C\ 

\ 

~°p 

Fig. 4. 

s'obtient par la méthode du col (le « col » étant le point Ç = c), efc 
en deuxième approximation il vient ainsi 

(3.59) E e - v ~ E B e - ^ - ( I ^ ^ - • ' ( l - C ) q 

q—c-{-c(s, — q) N q—c-hcs,(—q) 

Vl C*E"(o) C 

X h -7 M ï H 

Ll2 2(1 — C ) 2 £ — < 

-C* ( l - ^ ^ l 

-C -+- C £ (— <7) 

( e ( — g ) - i ) 2 c- e(—g) — i 
(g—c-t-c £(—?))- i —c g--c-r-c£(— q) 

-+0(N-2) [ c < i ] . 

Le premier terme du deuxième membre est égal, en vertu 
de (1.35), à EPe~^ (pour YJ = C) , de sorte que (3.5¾). permet 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 136. 
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d'évaluer la différence Efe «?-'/*— E ? e~^T à des termes d'ordre N_2près. 

En effectuant dans la dernière formule l 'opération-^-. / é r " . . . J ? , 
r 2 x i J{. q 

on obtient, à une erreur du même ordre près, une expression 
pourpB(*) — pP(£). 

CHAPITRE IV. 

L'HYPOTHÈSE DU DÉLAI SUPPLÉMENTAIRE VIRTUEL. 

Dans certains cas, le phénomène de mise en attente entraîne, pour 
des raisons techniques, des délais supplémentaires qui s'ajoutent 
aux délais causés par la formation d'une queue d'attente. C'est 
surtout le cas pour les avions en instance d'atterrissage à un 
aéroport. Tant que sa piste d'atterrissage n'est pas libre, l'avion doit 
parcourir dans l'espace aérien au-dessus de l'aéroport un circuit 
d'attente et de ce fait, il subit un retard supplémentaire plus ou 
moins aléatoire. 

Pour tenir compte de pareilles circonstances, nous supposons 
dans ce chapitre, tout en conservant les hypothèses du chapitre 1, 
sauf celle qui est exprimée par l'équation (1.33) [la f. c. de fi{t) 
équ. ( I . 26 ) étant désignée maintenant par €i(^)J, que pour n ^ 1, 
le nième visiteur subit un délai d'attente supplémentaire 0/i_i si, et 
seulement si à son instant d'arrivée X,i, le guichet est occupé. 

Nous considérons les 0rt comme des v. a. i. qui, toutes, obéissent à 
la loi 

(4.i) P r o b ( e „ < ^ / 3 ( * ) ( * > o ; * « o , i , . . . ) , Cdf%(t)^\, 

la f. r. donnée f*{t) étant par hypothèse telle que l'intégrale de 
Stieltjes 

(4.2) «»(*) = Ce*< dj\(t) 
J(\ 

converge pour z <C à, où ô;> o désigne une constante arbitrairement 
petite. 

D'après ce qui a été dit au début du chapitre l[voir ( 1 . 3 ) ] , le nièmc 

visiteur n'est obligé à attendre que lorsque Xft_i -f- r„_i -h Tn_i >X W ; 
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dans l'hypothèse présente nous obtenons donc pour le d. a. 

r „ ( / i ~ i , 2, . . . ) : 

j X „ _ I + T „ - I + T „ _ I - X ^ - h e ^ - t (pourXw-i-hia-i+Trt-i— X„>o), 
( 4 * 3 ) ~"= \ o (pOUrXn-x-hZn-l+Tn-l—Xn^o). 

Cette formule qui détermine T„ en fonction du d. a. initial T0 et 

des 3/i v . a . i . T,, «/ , Y / = X / + i — X , - ( * = = Û , . . . , « — i ) nous per­

mettra de construire l'e. m. 

(4.'4) E r ^ ' = f dfx{t0) f d/2(y0) f df*(%)... 
Jo • U * O 

X C dfx{tn) C dj2iyn) r dM*n)e^*+* 
JQ JlX J{,\ 

et de là, au moyen de ( 1 . 1 6 ) , la f. r. p « + 1 ( 0 = Prob(T l w - i< t). 
En procédant comme lors de la démonstration de l'équation (1.38) 

et en utilisant les notations (I . 9 ) , ( I . 2 6 ) et ( 4 . 2 ) , nous obtenons 

e-q(xm+ 0„4 / „ - vm)-fiym v} dyn +- / e~rs« r\ dyn 

r[ — q \ f\ — q I 

f*dfi(tn) f"df,(*n) f e-«^*dft(yn) 
Jt) «A *̂ o 

•W\i~-q)ts(—q) 
n — q ——<-* 0 £ T H ' 

et de là, en effectuant les on premières intégrations indiquées 

dans (4 .4 )> 

K ' -h — q 

- . . - , , ( ^ - . ) - •T,T. ( « « O , I , . - - ) * 

Dans l'hypothèse où n est assez petit pour qu'il existe un état 

d'équilibre statistique (au sens usuel) tel que tous les T„ aient la 

même f. r. p{t) = Prob(r < *)> nous tirons de ( 4 . 5 ) , en raisonnant 

comme au chapitre I [équ. ( I . 2 8 ) à ( 1 . 3 o ) ] , la formule (donnée 

dans [ 1 8 ] ) 

/4 <n Ee-v- i - ~ r t ( g ' L ( o W n ( o ) ) ? -*+ **>(-!> 
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Mais quand il s'agit d'établir, pour une valeur donnée du d. a. 
initial T0, le comportement de Ee - ' / T"et de pn{t) pour les grandes 
valeurs de /i, nous devons à nouveau utiliser la f. g. ¢ ( 7 , s) 
[équ. ( l .39)] . En supposant dorénavant 

( 4 . 7 ) T 0 = O , donc E r ' / " » = i , 

nous obtenons pour <$ dans le cas présent l'équation fonctionnelle 

En désignant maintenant par qo{z) la racine unique de l'équation 

( M ) i_Zri£l(-q)s.,{-q)=o 

telle que R(y) ;> o pour | z \ <C 1, on tire de (4 .8) la formule 

4>(<7, z)= ; 
q — TI-+- zr\Ei(—q)B^(—q) 

< 4 . i o ) ^ ( f\ — qo)Ei{—q) — ( ri — qjE'ii— qo) 

r\ Ei{—qo) — -r\-h ?o 

[qo=qo(z), R( < ? ) ^ o , \z\ < 1]. 

La fonction O étant construite, nous allons à nouveau étendre le 
chemin d'intégration de (1 .45) au-delà du cercle unité* Notons 
d'abord que l'équation (1 .43) , au moyen de laquelle nous avons 
défini qo(z) au chapitre 1, se transforme en (4 .9) en substituant 
£i(—q)z.i{—g) à £ t(—g) (c'est-à-dire en substituant Ee~ 7 l T + 0 ) 

à E ^ T ) . 
Les résultats établis au chapitre I pour go{z) s'appliquent donc à 

la fonction go{z) qui satisfait à (4 .9 ) , pour laquelle ils doivent être 
formulés comme suit : Selon que la dérivée 

,L x \ d rïEx(—q)e)(—q)l I 

= l--f"tdfx[t)- f\dM*) 
Ti JQ JQ 

qui correspond à ( I . 4 7 ) , ost >> o ou < o, il vient g0{i) =z o 
ou <7o(i)>°- Dans ces deux cas, go{z) est holomorphe en z = i; 
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mais lorsque l 'expression ( 4 . I I ) est nulle, go(z) se comporte au 

point z = i comme y z — i . 

Il en résulte que pour ri < - —t—i <Kr/, z) a z = i pour 
^ r e, (o) -h z\(o) w> / r 

pôle du premier ordre , de résidu -—Ee~ q z [équ. ( 4 . 6 ) ] ; par 

contre , <&{g, z) est holomorphe en z = i pour ri > -; -, Au 

moyen des ra isonnements du chapi t re I nous trouvons ensuile que 
<i . ,M . i m E e - ^ = l E e - 7 " [ 0 < ( s ; ( o ) ^ s ' , ( o , ) - . ] , 

la différence pn{t) — p{t) tendant , sauf pour ^ (E ' , ( o ) - h E', ( o ) ) = 1, 

vers zéro comme e~Tjn (où à >> o désigne une constante appropr iée) . 

Dans le cas présent , il convient de choisir l 'unité de temps de telle 

manière que 

< i . i ' i) E',<o)-+-e'n(o) = E ( T ) H - E ( 6 ) = 1, 

p{t) p renant alors [voir ( 1 . 16) et ( 4 . 6 ) ] la forme 

l ?{t)= ' " Z ' L. r+*ent y - r . H - n e K - y ) dg 
(ï.l\) ^— r^z{0) 27ZiJ_iK^Q q— r , + - rïEl{-,q)Sl( — q) q 

[ (t>o,i\<i). 

La condit ion 0 << 1 qui figure ici, signifie qu 'en état d 'équil ibre 

statistique (au sens usuel) l 'e. m. d'arrivées par durée moyenne 

de la v. a. T H- 0 (durée d 'opération + délai supplémentai re vir tuel) 

est < r. 

Pou r l 'e. m. du d. a. 

<4.i5) / / Î , ( T ) = / T</3(T) = — 4 - E e _ 7 T » 
JQ Vdg _]?=<> 

on tire de ( 4 . 6 ) et ( 4 . 1 3 ) la formule 

if a\ t \ ^ /6"(o) + ' S | (0)e',(o)H-6",(o) 4 (o) \ , ^ 

Pour 0 = o, donc eA{z) = i , ( 4 . i 3 ) , ( 4 . i 4 ) et ( 4 . 1 6 ) se confon­

dent respectivement avec ( 1 . 3 3 ) , ( 1 . 3 6 ) et avec la première équa­

tion ( 2 / 7 ) . 

Exemples. — i° Supposons que 

( 4.17) / 1 ( 0 = 1 — «"", / J ( 0 = I*—
 e '' ( a > o , 6 > o , a-4-6 = i), 



54 F. POLLACZEK. 

la relation entre a et h résultant de (4 . i3) . Il vient alors 

g i ( - - g ) = '» > *i(—q) = \-±- aq * \-4~bq 

et en. substituant ces fonctions dans (4 , t4)> nous trouvons que 
cette intégrale se réduit à la somme des résidus aux pôles simples 
g = o, -— Pi, — (32, les racines de l'équation 

( 4 . i 8 ) abq"-h q(i — abf\)-hi — v\ = o 

étant désignées par — (3t et — (32. On obtient ainsi la formule 

(4 .19 ) 

%t 

j f r w ^ 1 -£*g» ± j^y^(n-ofrîi)* — 4a6; *>o, «i< i, a-h/>«i • 

Dans l'hypothèse (4 .17) , l'expression (4,16) prend la forme 

Tt(t — a 6 ) -^6° 
(4.20) / W , ( T : ) : 

I — ^ 1 — bv\ 

a0 En supposant toutes les d. o. Tn égales à la constante a > o, et 
tous les délais supplémentaires &n égaux à 6*^0, nous avons 
[voir (2.32)] 

la dernière relation résultant de (4 . i3) . Pour ces fonctions, (4 .14) 
se transforme en 

j p ( 0 = Jz^L J_. fl^\qt
q-* + ^ dS 

( 4 - 2 2 ) / I — 6 - 0 lKiJ_tx+Q q—l-hi\e-V q 

[ (t>o, 1 < I , Q ^ & < l ) , 

et en traitant cette intégrale de la même façon que (2 .33) où figure 
le même dénominateur q — n -f- ri e~~q, nous obtenons 

f ['I '—1 \ 

(4.23) - ^ ^ - o ^ ^ i ^ + W - f * - * ! ) 

V==o; £>o, "n<i, o^6<i I. 

file:///-4~bq
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Donc dans les intervalles 

(4.24) o<t^b, b^t^iy i^t^i -+- 6, i - + - 6 ^ « ^ 2 , 

p(t) est respectivement égale à 

f J_-L[evi(«-&)— ^U-D.+_ en«-6-D(I _ ^ _-. & __ ï))j. 

Pour l'e. m. du d. a., (4 . 16) donne ici 

(4 .26 ) ^ 1 ( ^ ) = - 7 - \ 7 1—\* 
V 4 ; K y 2 (1 — 7}) 2 ( l — Ô-rç) 

CHAPITRE Y. 

DÉLAIS DATTENTE QUANTIFIÉS. 

Supposons maintenant que pour T/t + Tw>>Yw, le d .a . r r t + i , 
mesuré en une unité de temps appropriée, ait pour valeur le plus 
petit entier supérieur à rn-i-Trl—Yrl [équ. ( 4 . 3 ) ] , augmenté d'un 
délai supplémentaire virtuel 0„ ne prenant que des valeurs entières 
(en nombre fini). Nous obtenons ainsi la formule 

( 5 . i ) T n + I = -
( O ( I / î ^ T r e H - T r t > 

Comme aux chapitres précédents, nous admettons pour la répar­
tition des -v. a. i. Tn et Yn respectivement les lois (1 .6) et ( 1 . IO) 
et supposons que 

(5.2) Prob(e„=a 0 —** ( r '~°> •••» N ï 2 ^ = i; / i s o , 1, 

Notre objet principal sera le calcul des probabilités 

(5.3) pln= P r o b ( x „ = 0 (i = o, i, . . . ; /i = i, 2, . . . ) , 

et de leurs limites 

(5.4) P t = limJp/n=^Prob(t=s=0-
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Mentionnons que c'est encore le phénomène d'encombrement des 
aéroparts par des avions en instance d'atterrissage qui est à l'origine 
de ce problème ([17]) . Car aux avions qui, faute de piste d'atterris­
sage libre, doivent être mis en attente, on impose parfois des d. a. 
qui sont des multiples entiers d'un certain intervalle de temps fixe; 
c'est cet intervalle qui, dans (o . i ) , a été pris pour unité de temps. 

Dans le cas présent, 0,,.,^ signifie l'erreur d'appréciation, de la 
part de la tour de commandement de l'aéroport, lors de l'arrivée 
du nWmc avion et T„, la durée d'atterrissage de cet avion, laquelle en 
général, sera un nombre non entier. 

En vertu de la définition (5 .3) des p-Ui nous avons l'identité 

00 

(5.5) E ^ " w + 1 = 2 ^ l > + 1 ^ ' (" = o, i, . . . ; \x\ < i ) , 
/ - o 

où x est une variable complexe de module < i . D'autre paît, 
l'e. m. ExXn+i peut être représentée sous la forme 

(5.6) E J * . + I = = f'dMh) f rf/*(ro)y*6... 

N 

xj dft{tn) j ^ ( / O ^ e / ^ ' j 

ce qui permet d'établir une relation linéaire entré ExXn+l et Ex'H. 
Posons pour le moment T„-f-T„ — Ytl=t, 0 n + i = c; la for­

mule ( 5 . i ) prend alors la forme 

*/*+*= [0-*-c C>°)> = o (f-£o); 

en vue d'effectuer les dernières opérations indiquées dans ( 5 . 6 ) , 
nous allons représenter # ^ + ^ sous forme d'une intégrale de Fourier 
par rapport à t. 

Or, pour la fonction 

( 5 . 7 ) -x*it,0 [?(*, c ) = [ / ] - h c ( * > o ) , = o ( * < o ) ; | * | < i ] , 

on obtient au moyen du théorème de Fourier la représentation 

(5.8) ^ ( ^ . - 1 . / ^ ( ^ ^ ) + , ) ^ ( | , r f | < , ; ^ o , , , . . . > . 
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Cette formule se démontre immédiatement pour t << o, car alors 
le deuxième membre se réduit au résidu en Ç = o qui est égal 
à x° = i. 

Pour t >> [t] ^ o, nous utilisons dans (5 .8) l'identité 

eï — i i i — x i — ( j?e* )i'ï+< i — J ? ( jrc»)!']-*-1 

0 . 9 ) ? = 1 ^ 1 —*-s 
1 — x e* x x 1 — x e* x 1 — x e*> 

En appliquant ensuite le théorème de Cauchy pour le demi-plan 
droit des Ç, on reconnaît que les intégrales qui correspondent aux 
premier et deuxième termes du second membre, sont nulles. Par 
contre, l'intégrale correspondant au troisième terme de (5-9) est 
-égale au résidu en Ç = o, donc à 

a? I ±— = xl^=xW><-), 
X I — X 

ca qui achève la démonstration de (5 .8 ) . 

En exprimant a;Tn^i= x^n+Tn~Yn,én^] par la formule (5 .8 ) où le 
chemin d'intégration Cç sera choisi de telle sorte que |a?eS|«<i 
et R(o — Ç)> o, nous obtenons 

/ df2(yn)x
x»+* 

JQ 

= f * YJ e-^n J L f <?-(?„+u-}»)S/x**+ * e*~ \ •+• i \ ~ dyn 

, ( 5 . i o ) 

2-xijç \ i — xeZ j ( 

TjrfÇ 

[ R ( T i - ï ) > o ] . 

A l'aide des notations (1.26) et 

( 5 . U ) n ( j r )=2ac iar '+» ( = E ^ ' ) 

il vient ensuite 
N 

(5.12) Ç*dfx(tn) f dfiiy^y.*^***' 
J° J° £=0 

2X1 Jc
 V \ ' i — * « - / ( ^ — C)C 
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et en effectuant les autres opérations indiquées dans (5 .6 ) , nous 
trouvons 

(5.i3) W.+.B-L r E e ^ E ( ~ o ( ^ ) - ^ + i ) r ^ -

Dans l'hypothèse où T 0 = O , donc E(#T«) = i, nous tirons 
de (5 . i3) pour la série 

90 

(5.i4) ¥(* , * ) = 2 * » E * X * ( ï * l < i i M ^ O 
/1 = 0 

dont la convergence pour | * | < i et | x | ^ i , est- évidente, l'équation 
intégrale 

(5.i5) ^ a x f j c
 v ; v ^'\ \-xe-, / ( T ) _ Ç ) Ï 

( r R ( 7 j - Ç ) > o , | « « : | < i ] . 

En décomposant cette fonction à intégrer comipfe suit : 

- ( i - ar)V(a?, *) f %-(M'l);*[fl rf/i(o) 

+ (V-O": 7 J ^ : ( ' - ^ ^ ( ^ * ) / * ^ M f l ^ g l d / i ( 0 

on voit que les premier et troisième termes [où, en vertu de (5 .5 ) 
et (5. i4)» ^ ( e - * , z) est une série de Taylor en e^] ont le pôle Ç = YJ 
pour seule singularité dans le demi-plan droit des Ç. Puisqu'en outre 

ces termes s'annulent, pour |Ç| ->oo et R ( Ç ) > o, comme -,—j_r Y-> 

l'opération . / les transforme en leurs résidus en Ç = rj. De même 

on reconnaît que l'intégrale par rapport au deuxième terme 
de (5.16) est égale au résidu de ce terme en Ç = o. En utilisant la 
notation 

(5.17) (O = » ' - [ • ] ( 0 ^ ( 0 ^ 0 , 

( 5 . 1 , 6 ) 

file:///-xe
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l'équation (5 . i5) se transforme ainsi en 

V(-r, z) = H - * * ( J T ) L^^W(€-\ *)£(-TÉ) 

+-3 e(—ij)V(¢-^,3)-4-a ÏU(JT)V (a?, s) f a?Mrf/i(0 

ou encore en 

(5.i8) /(jr,*)V(*,*) = i+ ( ^ ^ ( ^ 7 3 ^ ) ^ ( - ^ ( ^ 1 ) ( ^ ^ ) , 

où nous avons posé 

(5.19) / ( ^ ^ ) = 1 - ^ ^ ( ^ ) / ^ ( 1 + ^ ^ ^ ^ ^ ) ^ ^ / 1 ( 0 (* 5* «-*»)• 

L'équation fonctionnelle (5.18) peut être résolue de k même 
manière que (1>4<>). Démontrons d'abord que l'équation 

( 5 . 2 0 ) /(*>*) =*° 
possède une seule racine x = x0(z) telle que | x | < 1 pour | z | < 1. 
On confirme successivement que pour | # | = i, les inégalités sui­
vantes sont satisfaites : 

| x — e-^ j ^ 1 — e~ri 

1 — x 

1 — e-** 

x — e~ *1 

x — e~**\ 
* - i j (« ) a: — e^l 

Pour |a?| = i il vient en outre, en raison de (5 .2 ) et (5 , n ) , 
|7r(#)| =^^(0 = 1, d'où on tire 

( \z7z(x) f (i-h— IL-e-rMÙxWdfiit) 
( 5 . 2 1 ) < I J0 \ oc-e-^ ) 

^ | * | < i 

( \ X \ = Î , \ Z \ < 1 ) . 

En |vertu"[du théorème de Rouché, f(x, z) [équ. (5 .19) ] a donc, 
pour | z | < 1, autant de zéros que de pôles à l'intérieur du 
cercle»! x | = 1. Or dans ce cercle le deuxième membre de (5.19) a 
visiblement un seul pôle x = e~r> < ï, de sorte que l'équation (5.20) 
y possède une seule racine x0 (z). 

En substituant x=^x0 dans (5 .18) , nous obtenons une équation 
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linéaire pour *F(e~r<, z), et de là, la formule 

(5.») ( / ^ ^ ^ ^ — ( ' ^ ( ^ ^ ( ' ^ W ^ ) " 

( [XQ— Xo( Z)] 

qui exprime la f. g. des e. m. Exx" au moyen de la fonction connue 
/ ( # , z) [équ. ( 5 . 19)] et de la racine #0 de (5.20). 

Un raisonnement analogue à celui fait au chapitre I pour ^o(^) 
nous montre que x0(z) est prolongeable au-delà du cercle unité et 
que j?0( 1 ) = 1 ou < i , selon que 

( 5 . 2 3 ) 

' • < • • • > - l ^ L . » - < -
Dans le premier cas, ^(a?, z) a z = 1 pour pôle du premier ordre, 

mais est dans l'autre cas holomorphe en ce point. Enfin, si cette 
dérivée est nulle, XQ(Z) a z = 1 pour point de ramification 

et W(x, z) s'y comporte comme Nous pouvons donc étendre 
\jz — 1 

le chemin d'intégration de 

(5 .24) E * - » = — . <£ W(x,z)z-»-ids 
27ÇlJ\z\<\ 

au-delà du cercle unité, sauf pour /^.(1,1) = 0 où ce chemin 
(C* dans la figure 2) doit contourner le point de ramification z = 1 
et la coupure. En faisant ensuite tendre n ->oo, nous obtenons 

( Ex'= lim E*-* = -[ResV(x, 5 ) ] - = I ( / i ( i , i ) > o ) , 
( 5 . 2 5 ) { «>*> 

( = 0 ( / ; .d , O^o) . 

Donc, dans le cas où l'inégalité 

(5.26) / ; ( I i 0 = j f ^ T £ ^ ^ _ [ ^ ) r f / t ( 0 _ ^ ( l ) > o 

est satisfaite, il vient [voir ( 5 . 4 ) ] pour le d. a. r en état d'équilibre 
statistique 

( x ( I + J c ( g >i -g^ / i ) lf(i,i)>o,\x\^i]. 
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Pour obtenir les probabilités P,, on développera cette fonction en 
série" de Taylor; en particulier, il vient pour la probabilité de non-
attente P0 

(5.28) P 0 =Prob(T = o ) = ^ 3 i / l ( i , i ) . 

L'équation (5.-26), où e
 g_.^—[t] (de même que la fonction à 

intégrer de ( 5 . 19)) est une fonction continue de t, peut être mise-
[voir (1 .6 ) , (0 .2) et (5.11)] sous la forme 

j / , ( 1 , O =fj ( ^ 7 - " (o ) dj\(t) - E(T + e ) 

(5 .29) ) \o<i>(t) = [t]-*-i — t<£i; 

f E(T -+6) =J"tdfx{t) - ^ ' ( O - i l • 

/ ^ ( 1 , 1) est une fonction continue décroissante de rj, et la racine-
unique Yjsulî de l'équation 

(5.30) / i ( , , , ) = o 

est la borne supérieure des constantes ri telles qu'un état d'équilibre, 

statistique soit possible. Comme la fonction cp(r) = - ^ r a r 

dans l'intervalle [0,1], <p(o).= 9(1) = -y-— pour maximum, il 

résulte de (5 . 29) et (5.3o) que 

(5.3!, E(T + e,-jr'(^^-P(0)^(0 

^ f (eriSUp— i)-ldfA{t) = (c^sup— 1)—», 

et de là nous obtenons pour nSU[) l'inégalité suivante 

05.32) ^ M p ^ i o g ( i + _ ! _ ) . 

Dans l'hypothèse où les d. o. T n ne prennent que des valeurs-
entières [de sorte que dfi(t) = o, sauf pour t entier], les dernières» 
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formules se simplifient» En particulier, (5*a^) prend alors la forme 

V. x^ -s P|JC' 

(5.33) eri — (i{o)-¥-r/(i))(eri—i) i — Xé'?t-h z{x)(er>—i) 
eri—x\i){eri—i) i — xe1-+-ï:{x)ii{\o%x){eri—i) 

où e(log^) — Ex1' est une série de Taylor en x, et dans ( o . 3 i ) 
et (5.32) le signe ^ doit être remplacé par le signe d'égalité. 

Afin de simplifier l'écriture, nous avons pris jusqu'ici pour unité 
de temps l'intervalle de temps fixe dont, par hypothèse, les d. a. r„ 
et les erreurs d'appréciation ©„ sont des multiples entiers. 

Désignons désormais cet intervalle, mesuré en une unité de temps 
quelconque, par h. Alors, la première équation ( 5 . i ) doit être 
remplacée par 

(5.34) — - [ -h ]; ?» 
h ( Y . < T R + T f l ) . 

Nos formules ultérieures restent donc valables sous condition de 
diviser par h tous les intervalles de temps qui y figurent. En outre, 
nous remplacerons r\ par Y?//, afin de conserver à YÎ la significa­
tion d'e. m. du nombre d'arrivées par unité de temps. 

Ainsi l'équation (5.33) prend la forme 

(5.35) 

K ^ - ' = y P ^ ' ( = V xl Prob (t » ih) \ 
/ = 0 \ / - 0 / 

_ ! — h-* {eT>h — i) E{T -i- &) i — x éV'-h (é*h—i)x E ^ - 1 

"" i - A - » ( ^ - O E ( e ) i _ a? cïjA-i- (e^h— \)x'E&J+W-

[ Ex^h-"= x-*x(x) = V * ' Prob(6 = ih, 
1 = 0 

Ex^~i=\xi Prob(T = ih) . 
/=o J 

L'inégalité (5 .32) prend maintenant la forme 

r i « u p / ^ l o g ( i + E ( T ^ e ) ) ; 
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il en résulte pour le nombre Y ) E ( T 4- ®) [e. m. du nombre d'arrivées 
pendant l'intervalle E ( T 4- 0 ) ] la relation 

(5.36) -ri E( T 4- e ) < ^ittp E(T •+- B) ^ F/.T.̂ T..?? log(i 4- g ( y - ^ ) * 

Donc dans l'hypothèse des d. a. quantifiés, la limite supérieure 
r , s l i pE(T- | -0) de l'intensité de trafic (ou du degré d'utilisation du 

guichet, de l'aéroport, etc.) ri E(T + 0) est < i, car x log ( i + - j < i 

(pour # > o ) . Notons que dans les hypothèses des chapitres précé­
dents, cette limite était égale à i. 

Supposons à titre d'exemple toutes les d, o. Tn (les durées d'atter­
rissage, dans le cas de l'aéroport) égales à mh (m entier) et négli­
geons les erreurs d'appréciation, donc 

( T » mh, E(T) *= mh, Ex™-1** x'»y 
( 5 . 3 7 ) ( e = o, E(6) = o, K ^ - ^ i . 

En prenant ici la d. o. constante T pour unité de temps, il vient 

mh = i, h = — j de sorte que l'équation (5.35) qui est valable dans 

le cas présent, se transforme en 

î = i) 

(5.38) j p < = = p r o b ( T ^ i . ) ( I = . O , I , . . . ) ; " 

T = I , e = o, T j < / ? i i o g ( i - 4 - ^ ) . 

Notons enfin qu'en posant, dans (5 .35) , x = e~^h et en faisant 
ensuite tendre h vers zéro, on revient à la formule (4 .6 ) de Ee~^. 

CHAPITRE VI. 

CONSTRUCTION DE FONCTIONS DE RÉPARTITION A PLUSIEURS VARIABLIS. 

Les méthodes utilisées pour construire des f. r, telles que 
p(*) = P rob (T<£) permettent aussi de résoudre différents pro-^ 
blêmes plus généraux. Considérons d'abord la suite des d. a. suc­
cessifs T0, T4, . . . , T „ , Il est clair que ces v. a. sont stochasti-
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^quement liées deux à deux, de sorte qu'une information obtenue sur 
l'une d'entre elles, T71, influera sur la répartition de chacun des d* a. 
suivants T,I4WI. 

Pour être en mesure d'étudier ces liaisons stochastiques, construi­
sons les f. r. à deux variables 

•(6.1) P«,n,(fj M = Prob(T„<f , T „ + J a i < f | ) (w,/2, = o, i, . . . ; t,tx>o). 

Le calcul de pWfWi se ramène à celui de l'e. m. Ee _ ( / W l T , , + n i par la 
formule 

dg dgx 
(6.2) P//,Wl(^ M = (j^ ff egt^iliEe^H~qiTH+^ 

qui peut être démontrée de manière analogue à (1.16) [voir 
aussi ( I .69)] . 

Observons d'abord, en vue de construire cette e. m"., qu'au moyen 
• de la formule de récurrence (1 .5 ) zn+nx peut être exprimé en fonction 
de 7,i et des /ii v. a. i. 

• ( ( 5 . 3 ) I n— 1 n, l « + i — ï / ï + i j • • • > t « + W i — 1 — *«+«!—!? 

.donc 
"«+/*! = y / i i ( * « — i « j • • • ? 1 «-(-«,—1 — i/i-vi ,—1 ï ^ i )• 

Comme cette formule est satisfaite pour tout n^o, et que toutes les 
v. a. T/—Y/ suivent la même loi, l'e. m. conditionnelle Eie-'7^4^''! \zn) 
par rapport aux v. a. (6.3) (qui sera désignée pour le moment 
par E"+"1-1 e~qtXn+ni ) s'obtient en remplaçant dans l'expression de 
E(e~qi~"i\z0)=E'Q

ll-]e~qiXH
t la lettre T0 par zn. Par conséquent nous 

•obtenons la f. g. 

•X«-4) 2 *?' E"+"'_i e~9l""+"' = *(î«» *«: T«) 

en remplaçant, dans le deuxième membre de (4-44)? ?* * et T0 res­
pectivement par y4, sf et r7l, donc 

30 

-(6.5) 2 ^ Er"1" ' e-ni<+nt 

?i — ^ + ' i * i « ( — ? i ) \ 1̂ qo(zi) / 

O r , il est évident que 

-^^.6) E (¢-7-.-^^-+-, | Tô) = EJ-1 (e-^ç« E^»" 1 ¢-7^,+^ ), 
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le symbole E'0
l~l se rapportant aux v. a. i. T0 — Y0, . - . , T , ^ — Yn_i 

dont dépend zn. En effectuant l'opération E*-1 dans les deux membres 
de ^équation (6 .5 ) , multipliés par e~f/Zn, nous trouvons donc 

00 

(6.7) V Zl* Ee-^n-q^n+n^ 

= <h—f /ÎLZJÏ E e-^^n 
^1 — ^ -+-'0^i£(— s'i) \ q\ 

__ g u ( * i ) - H E e - { q ^ K z m \ 
q o ( z x ) J 

Multipliant par zn et sommant depuis n = o jusqu'à n = 00, nous 
obtenons ensuite, au moyen de la notation (1 .3g) , 

®2(q,qi ;*,*t) 
00 

<7i — Ti-^-nz (6.8) I ..-,=. „ - , + , „ . ( - » . ) 

\ (\z\,\z,\<i). 

De la même façon, on obtient la relation 
oo 

$3(2, qu q*\ z, «, ,z2) = 2 ^ ^ ^ 1 ^ 6 ^ ^ ^ + - , - 9 ^ - + 1 1 + % 
/ï, w^/ î j rzO 

(6.cj) ] =gt-^^«(-g>)(2?* , (g 'g 'H 'g ' ;*'" ) 

- g ^ r ° **(?,?. + go(s»);*,*o) 
. ( |* | , | ^ | , [-««KO 

où l'on introduira les expressions (6 .8) et (1-44)» e t Ie niême pro­
cédé de construction s'applique aux f. g. suivantes 0 4 , <D5, 

En substituant dans (6 .8) le deuxième membre de (1 -44)? ^ vient 

( 6 . 1 0 ) <£ 2 (? , qx; z, zx) 

_J 3 
qo(z) qi—-n-hf\z\z(—q\) 

x [ (gi —ïQ(y-+-gi —yo(*)) 
L q •+• qi — "n-+- T\Z £(— q — ? i ) 

qojzi) —1\ qdq + qo(zi) — qo(z)) 1 
q*(Zi) q -i- qo(zx) — ^ -i- rxz z(— q — q0(zi)) j 

pour la f. g. des e. m.Ee~qTn~qiXH+\-
MEMORIAL DBS S C MATH. — N* 136. 
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En vue d'obtenir les limites de ces e. m. pour TI->OO, effectuons 

dans ( 6 . 8 ) l'opération - i - , (fi . . . z-"-1 dz, d'où 
2 7 C M 3 f < l 

oo 

( 6 . n ) V ^ Î ' E ^ V ? , ^ » , = - L . <£ $2(q, qt; z, *,)*-»-»</*. 

Supposons pour le moment que 
(6 .12 ) ^ < I , 

de sorte que ( 1 . 5 1 ) est valable. En utilisant cette équation, nous 
voyons que 4>2 [équ. ( 6 . i o ) ] , considérée en tant que fonction de z, 
est holomorphe sur le cercle | z \ = i , au pôle du premier ordre z = i 
près. Donc la limite, pour n-> QO, de la dernière intégrale est égale 
à — ( R e s * 9 ) * = i -

En calculant ce résidu à l'aide de ( 1 . 5 i ) , et en écrivant ensuite 
respectivement z et n au lieu de z± et /i4, nous tirons ainsi de ( 6 . 1 1 ) 
pour n -> oo la formule 

00 

"V zn E e-^-*!^ 

gi— 1"+ 1* £ (—gi) 
( 3 ) \ A ( g t - n X g + gi) 

Lg-+gi — ^-+- os (—g — q\) 
qojz) — ̂  gi(g + go(g)) "I 

qo(z) q-+-qo(z)— r\ -+- ^ £ ( - g — go(*)) J 

[R($), R ( g i ) ^ o , | * | < i ] ; 

ici T etT*"> désignent respectivement le d. a. d'un visiteur quelconque, 
et celui du rclème visiteur subséquent en état d'équilibre statistique. 

En effectuant dans ( 6 . i 3 ) l'opération T-^-T- f f eqt+q^ . d^3-
y2TZl) Jt JQ 

nous obtenons pour la f. g. des probabilités 

( 6 . i 4 ) p(n)(t, f ,) = P r o b ( x < * , T(»)<f , ) 

la formule 

ggi 

(6.i5) L(r, ïi;*)=2*»p(»)(ï, *i) 

= ' - i r r ***+*«. î — 7 — . 
(2 TU «)« Jc Jc g l— ^ - ^ ^ ^ 5 ( - g l ) 

[" (g> — - n ) ( g - + g ^ 
g •+• g l — r» •+• •»! £ ( — g — gl ) 

go(s)~ n gi(gH-gp(*)) "1 
go(«) g + go(«)-n •+• *n «(-g—'gi»W) J 

0¾ Û? l̂ 

g g i 
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Entre autres, cette formule nous permet d'étudier les f. r. 

(6.16) p(w)(^ M = — • <£ L C, '»; z)z-"-^dz 
21ZlJ\z\<i 

pour les grandes valeurs de n. En transformant cette intégrale de la 
même manière que ( 1.45 ), nous trouvons en première approximation 

(6.17) oi"î(*, *i) = p(Op('i) + 0Ml(**-~"» V (*1<^ 

la f. r. p(t) et la constante ** (> 1) étant respectivement données 
par (1.36) et ( 1 . 5g). Donc pour t et tt donnés, l'écart entre p<'ï} (*, ti) 
et la f. r. d'état d'indépendance stochastique p(t)p(U) tend vers 

zéro avec /r~l comme z*~" n '. 

Exemples. — i° Pour ft (t) = x — e'1, s(z) = j^-j-féqu. (2.11)] 

le deuxième membre de (6 . 13) se transforme en 

fi(i— n) i + - g j - + g i g •+ gi — Pi 
p2 g — Pi gi— Pi gH-gi-t-i — *n 

(6 .18) 

r. — F , /(1-+- r))9 -ns 
V 1 V • 4 ' I -h YJ 

donc en une fonction symétrique de g et g4 ; par conséquent, 
L(t, ti\ * ) [équ . (6 . i5)]es t symétrique en tel t±. Réciproquement, 
on peut démontrer que /1 (t) = 1 — e~l est la seule f. r. qui rende la 
fonction h(t, t± ; z) symétrique. 

En substituant (6 .18) dans le deuxième membre de (6.15) et en 
appliquant deux fois le théorème de Cauchy, nous obtenons 

[ J i_ / , _ ^ ^,-r,* _ ^~ fZ ,M+M. 
\ 1 — z \ p o — |JI 

(6.19) L(t,ti;z)=\ ^(i-^)(p^irg^+,A ( ^ ^ 

[ L(ti,t;z) (t^h). 

En développant le deuxième membre en série de Taylor en -s, on 
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trouve en particulier 

pdï(f, tt) = i - 1 er-a-VU—n 1 = J Î e-<*-rA» (t ^ r,), 

(6.20) <J p(2>(*, f,) = £ — 7j e-( ' -0/ i — -n i Z l ^ e-(/-^i) 

X V (1 + 1̂)2 I -H*» / ^ 0 + 1 ) 1 ^ 

20 Dans l'hypothèse où T = = i , donc £(*) = <?-[équ. 2 .32) ] , on 
déduit de (6.15 ) pour n = 1 : 

( p ( 0 ( O ^ f ^ ^ — l ) , 

(6.,21) P ( i ) ( ^ o - j P ^ ^ - C - ^ ^ - ' I K P C - H O — p ( 0 ) fe«i-i;Oo,îi>o), 

la f. r. p(£) étant donnée par (2 .36) . 
Passant à des problèmes qui, au lieu de fonctions de répartition à 

une ou à plusieurs variables, concernent le calcul d'ensembles dénoni-
brables de probabilités, nous désignons par ê m (w , i ' = o , i, . . . ) 
l'événement suivant : 

(&nl) A l'instant d'arrivée Xn+l du (n + *) lème visiteur, exac­
tement i personnes se trouvent devant le guichet, soit en attente, 
soit en cours d" opération. 

Pour que 6>ni ait lieu, il est évidemment nécessaire et suffisant que 
l'instant X,,+l soit situé entre les instants de départ des visiteurs 
( n i)Ième et nibm% donc (en ne tenant pas compte d'événements de 
probabilité zéro) que les inégalités 

<6-22> { (^ = 0 , 1 , . . . ^ = ^ = ^ = 0) 

soient vérifiées. 
On voit immédiatement qu'à l'aide de la fonction s(x) [équ. ( 1 . i3)] 

l'indicateur xm de l'événement <ê,„peut être représenté comme suit : 

(6.23) X > M = * ( X * + ' — X„- t —-«- i — T „ _ i ) * ( X „ - + - ^ - + - ^ - ^ + , ) 
« ^ X ^ - X n - i - ^ - i - T ^ - O - ^ X ^ - X n - X ^ - T n ) , 

car cette fonction est égale à 1 ou à o, selon que Xn+i satisfait, ou 
non, aux inégalités (6 .22) . 
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Comme la probabilité pm de &tu est égale à l'e. m. de xni, il vient, 
en admettant les hypothèses du chapitre IV [voir (4-4)]? 

(6.24) pM=EXm= Ç* dMh)T df.iy^f dfz{^)... 
JQ «• o JQ 

xf df^tn) f df2(yn) f df2(yn+])... 
JQ JQ JQ 

X / «(AO/l+Z-l) 

X {S{X/t+i—Xn— i — ~n—\ — £/<-r-l ) — S{xn^-i — X n 1H tn)). 

Représentons d'abord s{xn+i—xn — zn—tn) par l'intégrale de 
Dirichlet ( l . i 4 ) ; en. remplaçant en outre xn+i — xn, en vertu 

II-+-1 — A 

de ( 1 . 4 ) J P a r 2 ^A ' ^ vient 
k = n 

(6.25) s(xN+t—xll—-zn—tn) = : / exp(^(j, i-+-. . .-hy / i+/_1—Xw — tn))---• 
~K l JQ g 

Plaçons la droite G de telle manière que R(#) <*î5 alors l'opération 

J
S% 00 / | X 

f . . . â?/>(jK,i+?-i ) = / . • • n e - ^ + . - i dyn+i-\ 
0 ^ 0 

indiquée dans (6-24) peut être effectuée sous le signe / > ce qui 

transforme le facteur eq^n+l~x de exp( . . . ) en _ • Ensuite l'opé­

ration 

C *M*n) [* df2(yn)... f \ .df,(yn+t-2) 
JQ *S Q JQ 

transforme le deuxième membre de (6.25) , à l'aide de la nota­
tion (1 .26) , en 

2mJt S'\T[ — g / g 

Effectuant enfin les 3/i premières intégrations indiquées dans (6.24) 
qui transforment e~qXn en E~qXn, nous obtenons 

( 6 . 2 6 ) 

( (n^o,i^i), 
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et de là, en remplaçant n et i respectivement par n — Ï et i ~f- i, 

!

E S ( X / H - J — Xw_i — ln—\ — ln—i ) 

^ ^ ( x-n — g / g 

Le premier membre de (6 .26) est égal a o pour / = o , et celui 
de (6 . 27) est égal à 1 pour /i = o. 

En portant les dernières expressions dans le dernier membre de 

(6.28) 2 *"P'«=2^ E / - = 2 * n E { " ( x ^ - x « - ' - ^ - ' -~T a-1 } 

— s ( x n _ H i — x w — t / i •****• r«))? 

nous trouvons, en utilisant (1 .39) , 

/1 = 0 

-(A)' (6-29) ^ / n V - Irfg 
0 I — 
J g J g 

(800=1, S, 0=opour 1 > o, R ( g ) < *n, | z | < i ) . 

Ajoutons toutes les équations (6 .29) , multipliées respectivement 
par x1, x désignant, de même que z, une variable complexe de 
module << 1. Sur la droite Cq qui sera supposée très voisine de l'axe 

imaginaire, les inégalités — < i et R(TQ— rtx—q)^>o sont 

vérifiées ; il vient donc en vertu de la première de ces inégalités 

<y (œt\y = 1 ^ xl / r\ V+1 y / xt\ V = r\{z — x) 
£à{r\— g)*4-1 *n—r\x — q' JLÀ \r\ — q) AU \t\ — q] r,— r\x — q 
1 = 0 i = Q 1 = 1 

et, de là, 

(6.3o) { j^j^m
 l ^ x 27iiJL

 V ï ' ; 1V * ; n — -n*- — g g 

Comme ¢ ( # , *) e t s 4 ( — q ) sont holomorphes et bornées pour 
R(g )==o , la fonction à intégrer se comporte, pour |gr|->oo et 

R(g) ^ o , comme — -> de sorte que la dernière intégrale est égale au 

résidu au point g = n — r\x. Ainsi nous obtenons pour la f. g. des 
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pm=z I>rob{&ni) la formule 

(6.3.) { 2*"^»'=T^b + 7=î*^—*),*)«.U*-i) 
» n,i = 0 

(\Z\, \X\<1), 

De là on conclut, en utilisant les propriétés de <&(g, z) établies au 

chapitre IV, que pour Y? << i et /&->oo, la s o m m e ^ ^ f c ; tend vers 

l'opposé du résidu, en z = i, du deuxième membre, donc vers 
Ee-'iï^^Si^x — yj). 

En posant 
(6 .32) Pl=\impni (i=s=o, 1, . . . ) , 

nous obtenons ainsi, au moyen de (4 .6) et (4 . i3) , pour la f. g. des 
probabilités P* pour que, en état d'équilibre statistique, à l'instant 
d'arrivée d'un visiteur quelconque, exactement i personnes se 
trouvent au guichet, 

^ p rjQi = ! iv ' il g.('nx-^-r\) 
Xmi i _ - 7 1 E ' n ( o ) *i(flX— n ) £ 3 ( n ^ — ^ ) - « 
Z = 0 

(•n < i , | ^ | ^ i ) . 

Dans les hypothèses des chapitres I et II, c'est-à-dire pour % == o, 
donc £3(^) = 1, (6.33) se transforme en la formule, due à 
M. A. Khintchine[8] . 

(6.34) 2 ^ = ( - - 0 ) ¾ ¾ ¾ ^ ( K . , k U ^ 
* = : 0 

Dans cet ordre d'idées se pose aussi le problème de déterminer les 
probabilités pi{tr) {i = o, 1, . . . ) des événements &({tf) définis 
comme suit : 

{&i{t')) A V instant donné £ '> X 0 = o, exactement i personnes 
se trouvent ou en attente ou en cours d'opération. 

Décomposons &t(t
!) en la somme des événements, deux à deux 

incompatibles, ê>m{t!) qui sont définis comme suit : 

{&no{t')) A l'instant t', le (n — i) i emc visiteur (/* = i, a, . . . ) 
étant déjà parti, le guichet est inoccupé. 
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(&ni{tf)) A l'instant t!, seuls les visiteurs rclème à {n -+- i— i) l ème 

sont présents au guichet {n = o, i, . . . ; * " = i, 2, . . . ) . 

Il vient alors <§,(*') = ^ ^ , ( ^ ) , 6„ , (^) ayant lieu lorsque les 
n=o 

inégalités 

(6 .35 ) X„_ t +- - w _ t +- Tw_, <t'< \n-+- T„ -h T„, X „ + l _ , < / ' < \n+t 

sont vérifiées. Par conséquent, l'indicateur de &,u{t') est 

(6 .36 ) $ ^ ( ^ ) = ( ^ ^ - ^ - 1 - - ^ - ^ - , ) - 5 ( ^ - ^ - ^ - ^ ) ) 
( x(s(t'— \#l+l_,) —*^ '_ \ / l + l ) ) ' 

et les probabilités de &nl{tr) et <§,(*') sont respectivement 
30 

«WO et ^ , ( 0 = 2 ^ - 1 ^ 

En vue de calculer les e. m. E / n i , on représentera les quatre fonc­
tions s qui figurent dans (6 .36) , par des intégrales de Dirichlet 
[équ. ( 1 . i 4 ) ]e t procédera comme lors du calcul de /?,„[équ. 6 .24) ] . 
Pour la f. g. 

(6-37) 2^.(^=2^2¾^° 
1 = 0 i — O n=0 

on obtient ainsi la formule 

(6.38) 2 ^ , ( ^ ) = a ? ^ i H ) 
1 = 0 

*(I -x) dhX •'"''^C'1 -r - "*' ;nb) 
X ^ - r j - r + Y ) ^ ) — - — _ , ( * ' > o , I ^ I ^ I ) , 

la fonction $ r + r étant pour 0 = o donnée par ( I .74) et (1 .70) et 
résultant, pour 0 ^ o, des formules (4.10) et (4 .9) relatives 

( è ) Nous avons posé X 0 = o, de sorte que t' est en fait le temps passé depuis, Pi. a. 
initial X0. Par contre, si nous considérons, X 0 ^ o comme v. a. i. de loi ( I.9), il faut 
supprimer le facteur x du premier terme du deuxième membre de (6,38). et ajouter 

à la fonction à intégrer le facteur — • 
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En traitant celte intégrale de la même façon que la foncU©» 
E ( e ~ ? T | X = 7 ' ) [équ. ( 1 . 8 i ) ] , on trouve pour les />,(/') des expres­
sions asymptotiques valables pour t'-^oo. Pour ri < 1, il vient ainsi 
en première approximation 

(6.39) /Mf '^P iH-O^ '*** ' 0 ( r*<o; i = o, 1, . . . ), 

les probabilités PM indépendantes de t', étant données par leur f. g. 
(6.33) ; la constante r* a été définie au chapitre I [voir (1.75) et (1.83)]. 

Le fait que les événements &,u{n, i=o, 1, . . . ) sont stochasti-
quement liés deux à deux, donne lieu à différents problèmes qui 
peuvent être résolus au moyen de la méthode utilisée au début de ce 
chapitre et dont le plus simple concerne le calcul des probabilités 
pour que les événements &fU et &n,lf aient tous deux lieu. 

En combinant les deux catégories de problèmes traités dans ce 
chapitre, on peut aussi étudier les probabilités pour que des évé­
nements tels que &m et T V < t aient tous deux lieu. 

En revenant aux hypothèses des chapitres I et II, donc en négli­
geant désormais les 0 , nous donnons ci-après sans démonstration la 
solution de ce problème pour / i ' ^ n + i, à savoir la f. g. des proba­
bilités [voir (6 .23)] 

(6.40) PnjuiA*) = Prob(6 / I | l i; in+li+li< t) 

= E[s(t — TW+/1+ZJ)(5(XW+/1— Xn-i — 1,1-1— T„_i) 

- 5 ( X n + i - X H - i „ - T „ ) ) ] (n,ix,i2 = o,i,...\ *><>). 

On obtient, en procédant comme lors du calcul de (6 .37) , 

X 

(6.40 2 s"<iz''P"''ut.(t) 
n, i , , z s =0 

T l ( « - » t ) ru+0 rf""+0 ef' 

x [ 2_^> ^ ^ F ( r , $ „ , s ) - F { r , q, z)) 
Ly —71-+-r-HT,3,e(—¢) 

_ ? . (» . ) -* „ .(F<C-,fr,«)-F(r,gt(«t),»»l 

r *i — ZÎ 2itt J_ la! + 0 ? 
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Nous avons posé ici 

(6.42) F(r, x, * ) = -$(r + x, z)z(-r-x) [x = q, q0, go(«2)|, 

q0=q0{r) — 7', riZi) [voir (3 .32)] désignant la solution unique de 
l'équation 

( 6 . 4 3 ) f\ — r — q— rizle(—q) = o 

telle que R{q)> o pour m— R ( r ) > y ? | £ 4 | , et q0{z2) étant la solu­
tion de (1.43) introduite au chapitre I. 

De (6 .4 1 ) o n l*re> P o u r *) < i» la f- g- des probabilités d'équilibre 
statistique 
(6.44) ^ , ( 0 = 1 ^ / ^ , / , ( 0 

en remplaçant z — zt et <&(r-+-a\ z) [équ. (6 .42)] respectivement 

par 1 _ z , et par E e r t ™ * = r + ̂ S^K?{-r - *)' e t e n S U p p r i " 
1 1 /*'w + 0 

mant le terme = / eqt.. . dq. 

Exemple. — Pour n = ao, ^ = 1 , 4 = 0 0 1 1 déduit ainsi de (6 .4 « ) 
la formule 

(M5) Pli(o- 3iLẑ > _L. r+'e,<±^Lpï dq v ' w «(--n) 2«tJ_ | w + 0 q(t\-q) 

et, de là, il vient pour la probabilité de trouver, en état d'équilibre 
statistique, une seule personne au guichet, 

(6.46) Pio(^) = Pi = ( i - - n ) I ~ ^ ) ' n ) ( -n<0. 

Donc la f. r. conditionnelle du d. a. d'un visiteur qui trouve 
le guichet occupé, aucune autre personne n'étant en attente, est 
égale à 

^"•4 7 ;
 P10(OB) i - i ( - n ) a « « V _ , . + , ï ( î l - ï ) " 

x 
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CHAPITRE VII. 

RÉPARTITION NON POISSONNIENNE DES INSTANTS D'ARRIVÉE ( « GENERAL INPl'T » ) . 

Sauf au chapitre III, consacré à l'hypothèse de répartition bernoul­
lienne des instants d'arrivée, nous avons jusqu'ici supposé cette 
répartition poissonnienne, de sorte que les intervalles de temps 
Y n =X / l + . ! — X„ entre deux arrivées consécutives obéissaient à la 
loi ( 1 . 10). 

D'une manière plus générale, nous allons désormais considérer 
les Yn comme des v. a. i. ayant toutes la même f. r. fi{t), donc 

(7.1) P r o b ( Y w < 0 = > ( 0 [ ^ o ; / 2 ( - o ) = / , ( + o ) = o; n = o, i , . . . ] . 

En outre, nous supposons la f. r. f*{t) telle que sa f. c. 

e f d/2(t) 
o 

converge pour z<.à, où <5 désigne une constante positive arbitrai­
rement petite. 

Pour la répartition desd. o. T^ nous conservons l'hypothèse (1 .6 ) , 
en désignant la f. c. de fi{t)[équ. (1-^6)] par sd(^). 

La différence T n —Y„ qui figure dans la formule de récurrence 
(1 .5) sera désignée maintenant par 

(7.3) Z„=T„— Y„ (» = o,i, . . . ) ; 

en raison de nos hypothèses, Z0, Zd, . . . , Z/t, . . . sont des v. a. i. 
PoUr la f. r. commune des Z„ nous obtenons en vertu de (1 .6) 
e t ( 7 . i ) 

(7.4) F<*)= Prob(Z<*)= f My)df*(y — t) (—°c<t<<*>), 
JQ 

et pour leur f. c. nous trouvons, en utilisant ( I . 26 ) et (7 .2 ) , 

(7.5) ? (* )= f~ e*tdF(t) = Ee**=Ee**Ev-*Y = s, (z)t*i,— z). 

En raison de nos hypothèses sur e4(s) et E2{Z), 1¾ f. c. 9(3) est 
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holomorphe dans une bande 

(7.6) — o < R ( s ) < S 

autour de l'axe imaginaire du plan z. 
Au moyen de (7 .3 ) , l'équation (1 .5) prend la forme 

( 7 . 7 ) za+t = (T:n-+-!„)+= max(T„•+- Z„, o ) (n==o, I, . . ) , 

et de là on tire la formule explicite 

-0+2Z*> 2 Z / 1 2 | Z ' ' "••' Z"' ° ) 
/ = 0 4 = 1 1 = * / 

qui peut être démontrée par induction complète. Cette formule ne 
sera pas utilisée dans la suite de ce travail; mentionnons toutefois 
que dans [20] nous avons indiqué une méthode permettant de la 
prendre pour point de départ de la théorie des attentes. 

En vue de calculer dans les hypothèses présentes, le d. a. initial T0 

étant considéré comme donné, l'e. m. 

(7.9) E(c-^T-+*|xo)= f dF{z0)... f dF(zn)en**+i, 
J — -a * — ao 

nous utiliserons une représentation de la fonction e~q3r+ [voir (1.2)], 
pour R(gr) > o, sous forme d'une intégrale de Fourier. 

Au moyen du théorème de Fourier, on établit la formule 

(7.io) * - * r + = ^ / g - - r g ( / i 0 [ * « ) > o , R ( * - î ) > o ] 

dont la vérification est immédiate. En posant ici x = zn+i + Z„ 
[équ. (7.7)], et effectuant les opérations indiquées dans (7 .9 ) , nous 
obtenons successivement 

(7.,3) J a*»Jc 'S( ï -C) 
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De (7.13 ) nous tirons pour la f. g. des E e~qTn [équ. (1. 3g)] l'équa­
tion intégrale 

<7.i i ) ¢ ( ^ , ^ ) = ^ . ^ ( - , ^ ^ - : ) , ^ ^ + ^ - 7 ^ 

Celte équation intégrale qui est étudiée dans la Note placée à la 
fin de ce travail, a pour solution 

'•^«'^-^(Fh-ï)^ 
n?[-^JSr=i+ç=ï) 

xiog(i-*T(-ç))rfçlrf: 

I R ( î - Ç ) , R (C-£ ) , R(S)>o] . 

Pour T 0= o, —. / est égale au résidu, au point £ = o, de la fonc­

tion à intégrer, donc 

(,7.16) * (? , *;o) = exp _ J L . y g_g ) log(i-*y(--t))<fl; j 

=2*«E(<r^T- |o) [ R ( ^ - ï ) > o , ! - * [ < ! , TQ=O"] 

(7 .u ) 

et de là nous tirons la relation 
, * » — 0 

<7.i7) $(g,s;T0) = 4 > ( g , s ; o ) + ^ J — X — C - I T . 

La f. g. $ étant ainsi construite, passons au calcul des e. m. 

<7.i 8) E r * W f t + . , 

desquelles les f. r. prtjWl(̂ » **)> définies par ( 6 . i ) , se déduisent au 
mojen de l'équation (6.2). En nous rappelant que le symbole E£+*1-i, 
dans (6 .6) , se rapporte aux v. a. i. Zn, . . ., 7jn+n%_i1 nous obtenons 
la f. g. des e. m. conditionnelles E(^~^T"+"i | T#1) =E%hn*-i e-qiX"+*t en 
remplaçant, dans (7 . i5), q et r0 respectivement par q± et zn, donc 

(7.19) 2 ^ £ 5 ^ ^ ^ - ^ ^ - + - 1 = ¢ ( ^ , z,;-zn). 
« i = 0 
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Multiplions cette équation où O sera remplacé par le deuxième 
membre de ( 7 . i 5 ) , par zn e~qXn, effectuons l'opération Ej _ 1 relative 
aux v. a. i. Z0, . . . , Z„_4, et sommons depuis n = o jusqu'à n = ao ; il 
vient alors, en vertu de (6 .6) et (1 .39) , 

(7.20) 

n,7li=0 

[ i_ r g . - S 
e x p [ 2 K i v r ( ? i - ; > < c - £ i 

x log^i — S, ?(— Ç)) ^S 1̂ 5 

[ R ( ? i - C ) > o , R ( Ç - S ) > o : |* | . | 5 , | . i j . 

En utilisant à nouveau (7 . i5) , nous obtenons ainsi une expression 
explicite pour la f. g. ¢2 des e. m. (7 .18) . On voit aussi que la 
méthode employée pour trouver ¢2 permet de construire de môme 
les f. g. ¢3 [équ. ( 6 . 9 ) ] , etc. 

Au moyen des équations (1-45), (7 .16) et (7.17) nous pourrons 
évaluer E e~qXn pour les grandes valeurs de n. Développons d'abord 
en série de Taylor la fonction 

(7.2i) »(— C)= f ^ e-J dF(t) = 1 - ?'(o)Ç -+-... [ç'(o) = E(T) — E(\)] 

qui, en vertu de (7 .6 ) , est holomorphe à l'origine. On en conclut 
que pour ô ' > o assez petit, l'inégalité 

( 7 . 2 2 ) i cp( — Ç ) | ^ c p ( — R ( Ç ) ) < I 

sera respectivement vérifiée pour <p'(o) << o sur la droite R(Ç) = — 8', 
et pour <p'(o)]>o sur la droite R(Ç) = ô'. En désignant par z0(è

f) 

une constante telle que —,—^r > zQ > 1, nous reconnaissons mainte­

nant que l'inégalité 

(7.23) \log(i-Mi{-Z))\^log(i-z0v(±*')-'+*<*> (\z\^z0). 

sera vérifiée respectivement pour cp ' (o )<o et R ( Ç ) = — èf et 
pour cp ' (o)>o et R(Ç) = d'. Pour <p'(o);>o, nous conservons la 
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forme de l'équation (7 .16 ) ; mais pour <p'(o) < o , nous amenons le 
chemin d'intégration en une droite située à gauche de l'axe imagi­
naire, d'où, compte tenu du résidu en Ç = o, 

(7,4) J ^ ^ - 7 ^ ^ - ^ 
( [ f?'(o)<o]. 

En vertu de l'inégalité (7 .23) , le deuxième membre de ( 7 . i 6 ) , 
considéré en tant que fonction de z, s'avère pour cp'(o);>o 
holomorphe dans le cercle \z\^.z0, tandis que pour cp f (o)<o, le 
deuxième membre de (7.24) a dans ce cercle un seul pôle du pre­
mier ordre en z= i . En substituant les fonctions (7.16) et (7.24) 
dans (1-45) o u l ' o n prendra z0 pour rayon du cercle d'intégration, 
nous trouvons donc au moyen de la notation ( 1 . i3) 

(7.23) E e - ^ « = 5 ( - c p ' ( o ) ) e x p | - — . / _ i _ l o g ( i - ç ( - Ç ) ) d Ç 

H - 0 ( « ï " ) [Z0>1, Cp'(0)^0]. 

En introduisant maintenant ®{q, z; T 0 ) , au lieu de &{q, z; o), 
dans ( I . 4 5 ) , nous ne changeons rien à la formule (7 .25) , car le 
deuxième terme du deuxième membre de (7.17) est manifestement 
holomorphe pour \Z\^ZQ, 

Dans le cas où cp'(o) = o, on démontre dans l'hypothèse supplé­
mentaire où, pour tout y 0 > o, 

(7.26) 1 - | ? ( — iy)\^a(y0)>o (pour | j | ^ o ) , 

qu'au voisinage de z = 1, ®{q, z ; T0) se comporte comme , • ; de 
y I — Z 

là résulte la formule 

(7.27) E e ^ » = o / ^ [R(g) ^ 0 , ^ ^ 0 , ^ ( 0 ) = 0]. 

Il vient donc 

(7.28) JimEer-^»=o [ ç ' ( o ) ^ o , R(q) ^ o, q ^ o ] , , 

de sorte qu'un état stationnaire n'est possible que pour <p ' (o)<o. 
Pour cette raison nous nous limitons dorénavant au cas où l'inégalité 

(7.29) ?/(o) = E ( T ) - E ( Y ) = £ ' 1 (o) -e ' 2 (o)<o 
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est vérifiée. Dans ce cas, on tire de (7.25) et (7 .5) la formule 

!

lim E «-**- = Ee-n' 

[? ' (o)<o, R (g )^o ] , 

valable dans l'hypothèse où les f. c. e4(Ç) et Sa(Ç) sont holomorphes 
pour Ç = o. 

Notons que la fonction (7.3o) est continue pour q=o. Comme 
elle est la limite des f. c. des f. r. pn{t), elle est donc, d'après un 
théorème de H. Cramer ( [2 ] ; [3] , p. 96) et P. Lévy [10], la f. c. de 
la f. r. p{t) = l imp, t (£ ) , de sorte que nous sommes en droit de la 
désigner par E e~qx. 

Exemples. — Dans le cas où cp(Ç) ne possède, dans l'un ou l'autre 
des demi-plans gauche et droit, qu'un nombre fini de pôles, tout en 
s'annulant à l'infini de ce demi-plan de manière convenable, l'inté­
grale figurant dans (7.3o) se ramène à la somme des résidus en ces 
pôles. Presque tous les exemples traités dans la littérature rentrent 
dans cette catégorie, l'hypothèse la plus simple dans laquelle <p(Ç) se 
comporte ainsi, consistant à admettre que ou £i(Ç) ou £o(0 est une 
fonction rationnelle. 

Rappelons d'abord que toute f. r. de la forme 

(7.3i) f(t)=i-^Sjaa^e-^ [t > o; R(«,) > o], = 0 (*<o) 
i=\ k=o 

a pour f. c. une fonction rationnelle, à savoir 

N kt 

(7.32) £(0= C*«//(<) = 1 + 2 S^ta.-sV-"' 

Réciproquement, on démontre au moyen du théorème de 
Fourier ( [15] , p. 533) ou du théorème de P. Lévy que toute f. r. dont 
la f. c. est rationnelle et nécessairement d'un degré ^ o , est de 
la forme ( 7 . 3 i ) . Dans le cas où l'on a / ( + 0 ) = 0, et par 

N 

suite V a i 0 = 1, le degré de e(Ç) est < o . . 
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Prenons maintenant poure2(£) des fonctions rationnelles> et posons 
d'abord, s ^ i désignant un entier, 

i £ * ( 0 = ( ^ V d,°ù 

(7.33) ' \ \ ±r ^ 

j /•(*) = i - e~V (̂ 1 + ^ + - . . . + . ^zTTYi) {t ~ °' *> > 0)* 

En vertu de (7.29), £i(£) doit alors remplir la condition suivante : 

(7.34) ç ' ( o ) s e i ( o ) - i < o . 

Comme la f. c. £2(Ç) est la slcmc puissance de la fonction —377» f* c* 

de la f. r. f(t) = 1 —e~ r , / , la v. a. dont / 2 ( 0 est la f. r. peut être 
considérée comme la somme de s v. a. i. ayant toutes f{t) pour f. r. 
Par conséquent, on obtient une répartition, suivant / 2{t) , de points 
sur une droite (par exemple, d'instants d'arrivée sur l'axe des temps) 
en ne conservant que chaque siemc point d'une répartition poisson­
nienne suivant f{t). Figurons-nous, par exemple, un groupe de s 
guichets où les visiteurs se présentent suivant la loi de Poisson, les 
visiteurs «,enic, {s + i)iemc, (2 s-j-/f)leme, . . . étant dirigés de prime 
abord vers le ilGmc guichet U — o, . . . , s—1); alors la répartition 
des instants d'arrivée à chaque guichet obéira à la loi (7 .33) 
([61, §5,. 

Dans le cas présent, nous avons 

»(-Ç>-(;pzçy «•(-». 
donc 

I ? ( - * » ! = — - — ; | f i i ( - « r ) l < i ( 7 ^ 0 ) . 
K + / 2 ) 7 

Puisqu'en outre | <p( — Ç)| < 1 pour |Ç| assez grand et R ( £ ) > o, 
nous pouvons conclure, comme au chapitre I [équ. ( I . 4 8 ) ] , que la 
fonction 

(7.3J) 1 - 9 ( - 0 = fr —g)' 

possède dans le domaine situé à droite de l'axe imaginaire, déformée 
l'origine vers la gauche {fig- 1 # ) , autant de zéros que de pôles. 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N» 136. 6 
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Outre le zéro évident Ç 0 = o, cette fonction a donc exactement s— i 
zéros Çt tels que R(Ç*) > o {i= i, . . . , s— i ) . 

D'une manière plus précise, Ç4, ..., Çj_4 sont situés [d'après [12], 
p. 746, où (ri — ^-)77-1 a été désigné par zt(n)] à l'intérieur du cercle 
de centre Ç = r\ et de rayon n dont la circonférence est donnée par 

(7 .36 ) Ç = 7)-+-7) e 4 ( — T T ^ ^ ^ T T ) . 

Il vient, en effet, 

? ( - ^ - ^ e**) | = | - er**ê 1» 1 E , ( - t\ - -n *«*) I 
= I £1 (—"n(i -h cos^) — Ï7) sin^) I < 1 (—«<^<7u) 

et en raison de (7.34), l'inégalité | cp( — Ç) | < 1 est aussi satisfaite sur 
la circonférence (7.36), déformée, dans un voisinage assez restreint 
de Ç = o, vers la gauche. D'après le théorème de Rouché, la fonc­
tion (7.35) possède donc à l'intérieur de cette courbe exactement 
s zéros, dont Ç0 = o, et pour les autres zéros il vient 

(7.37) K i - T | | < r , ( * = i , . . . , s _ i ) . 

Remplaçons maintenant dans (7 .3o) la fonction 1—<p( — Ç) 

par y -, ce qui est légitime puisque 

(7.38) f ' ^ l o g S r f C ^ o [R(s r -Ç)>oJ ; 

prenons ensuite pour chemin d'intégration une droite C située à droite 
du point q, et intégrons par parties. En utilisant (7 .21) , il vient 
ainsi 

(7.39)4 [ R ( 5 ) , R « - î ) > o ] 

= iog ?>>? JL. riog'-y-^rfiog. ^ 
8 1 — <p — <?) 2 J C * . A b • C 6 2 <p( — y ) 2 J C ^ / t

 b • Ç S — g 

\ * V & I — ? ( — g ) 2 7 W J C i - ? ( - g ) 2^«JC
 6 ç - g & r 

Dans le cas présent, la fonction -~ log ^r—— a dans le demi-
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plan R ( Ç ) ^ o pour seules singularités (à savoir, pour pôles simples) 

le pôle n et les zéros Ç4, . . . , ^_A de (7 .35) et est O ( rp r ) P o u r 

|Ç|-voo, R ( Ç ) ^ o . Par conséquent, la dernière intégrale figurant 
dans (7.3g) est égale à la somme des résidus en ces s pôles, donc à 

A — 1 

s log —-*- ^ , l ° g > ^_ - • Pour le premier membre de (7 .3g) nous 
i = \ 

obtenons ainsi, en utilisant (7 .34) et (7 .35) , 

i = \ 

et en substituant cette expression dans (7.3o), nous trouvons enfin 

E e-<n= (S - ^ e ' ( o ) ^ / - f g | ~ r g / - g 
(7 .{ ï ) < ^£ , ( —g) —(n —g) f J._J î« 

( {*> ns , (o); 1^— o| < n: '/cU—Ç/> = m —&)*, « = •« —» 5 — i]-

Pour s = 1, cette formule se confond avec la formule (1.3o), obtenue 
dans l'hypothèse d'une répartition poissonnienne des instants 
d'arrivée des visiteurs. 

Soit ensuite /o( ' t) une f. r. quelconque de la forme (7 .3 i ), et telle 
q u e / 2 ( + o ) = o. Alors le degré de sa f. c. [équ. (7.32)] est < o , de 
sorte que celle-ci peut être écrite sous la forme 

(7 -h ) : , ( £ ) = ^ " l ( g ) [R(Pi), •••. R ( [ ^J>o ] , 

Gj_i désignant un polynôme de degré ^-s— 1, et les pôles (34, ..., $s 

n'étant pas nécessairement différents. 
En appliquant à cette f. c. les raisonnements que nous venons de* 

faire dans l'hypothèse (7 .33) , nous obtenons la formule 

Ee-^=(g'2(o) — E\(o))q 

rG (̂*)e,(-*)-n<p«-*> n v 
L '=1 J «=1 

[R(Ç,) t . . . , R ( C . . - , ) > o ] , 
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Çt, * . . , Çj_4 désignant les s—i racines à partie réelle positive de 

l'équation 
A' 

(7.44) G,_ 1 (^ )E 1 ( -g ) - 'Q(p , -g ) = o. 
i = i 

Les calculs deviennent encore plus simples lorsque c'est la f. c. gj (Ç) 

qui est rationnelle. Soit d'abord 

(7-4'-)) £ ' (0= ( -^rçp 

ft {t) étant alors égale à la fonction de répartition figurant dans (7.33). 
Dans l'hypothèse (7.29) qui prend ici la forme 

(7.46) -<£ '>(o ) , 

la formule (7.3o) se transforme en 

< 7 - ' ^ • = e x p 

Or dans l'hypothèse (7 .46) , l'équation 

<7.f8) (c-+-0'--cXeî(5) = 0 

possède dans le demi-plan R ( Ç ) < o exactement s racines 
Ç, [R(Çi) < o, i= 1, . . . , s] qui, toutes, sont situées à l'intérieur du 
cercle Ç = — c-\-ce^(—TT^ + ^ T T ) , de sorte que 

(7.49) | t + c | < c (' = i* ••> *)• 

On démontre cela par la méthode utilisée pour établir les propriétés 
analogues des zéros Ç,- de la fonction (7 .35) . 

Nous voyons maintenant que la deuxième fonction à intégrer qui 
figure dans (7-47) a [dans le demi-plan gauche exactement s 4- 1 
pôles Ç = — c, Ci, . . . , £,. Puisque cette fonction s'annule pour 
|Ç|->oo, R ( Ç ) ^ o ' c o m m e | Ç |—*—*, son intégrale est égale à la somme 
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des résidus en ces pôles, de sorte que nous obtenons 

(7.5o) E e - n = ( ^ i m _ £ L _ . 
i = \ 

En prenant enfin pour£4(Ç) dans le deuxième membre de (7.3o) 
une fonction rationnelle de la forme (7-4^) , donc 

y\ — * ^ ~ 1 ( ~ » ) 

i 

nous obtenons par les mêmes raisonnements 

(7.5i) E « - f * Œ J | É i + I J J ^ A - [R(Ci), . . . , R ( U < o J , 

Ci, . . ., Çs étant les s racines de partie réelle négative de l'équation 

(7.52) G,-^—g)s*(g)—JJ(6/-t-g)==o. 
i=i 

Supposons maintenant que toutes les v. a. T„ et Yn sont des 
multiples entiers d'un nombre h0>o.fi{t)etf2{t) seront alors des 
fonctions en escalier suivant (2-4o), toutes les abscisses U étant des 
multiples entiers de h0. En supposant d'abord que le nombre de 
« gradins » defi(t) est fini, nous avons ainsi 

(7.53) { l-\ 

/ , ( / ) = V a A [ih0<:t^(i-h i)h0; i = o, . . . , n], 
k = \ 
« + i 

= V a * = i [t>(n+i)h]; a l 5 . . . , a „ + i ^ o ; 
J 

i 

/ i ( * ) = 2 6 ; t « [iho<t^(i-+-i)h0; i = o, i, . . . ] ; 

(7--»4) { x . 
^ f e j t - I , ! &î, &2, . . . ^ O . 
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Il vient, par conséquent, 

ra-t-1 » 

s,^)=2a 'c '* , : ' ei(Ç)-26i«"«; 
1 1 

et 

l 9(-0 = ̂ (-0^(0 = ^ ¾ ¾ ^ 
(7.55) 1 '=• 

I / c o > o ; c , , ^ , . . . ^ 0 , ^ ^ = i, s^nU 
\ \ 1=0 / 

h désignant le plus grand multiple entier de h0 tel que <p(—£) soit 
une série de puissances de eh*. Nous supposons que s ^ i, car autre­
ment tous les d. a. seraient nuls. En posant eh^=x, nous avons 
ensuite 

(7.56) i— zy(— ; ) = i — zx—sy^ct x1 ( c 0 > o ) 
1 = 0 

et en raison de la définition de h, il vient 

v-^ctx
l < 2 c * = i (|a?| = i, x^ ï). 

0 0 

En vertu de (7.2g) et (7 .55) , nous trouvons en outre que 

^[«-*2c'*'l =-i?'(o)>o-
L 0 J r=1 

En appliquant le théorème de Rouché au cercle unité du plan x, 
déformé au voisinage du point x = i vers son intérieur, nous voyons 
que pour \z\^.\, exactement s zéros a 4 ( s ) , . . ., <*s{z) de la fonc­
tion (7.56) sont situées à l'intérieur de ce cercle, donc 
( 7 . 5 7 ) l « f ( * ) | < i ( ' • = ! , . • - , * ) • 

Nous pouvons donc représenter la fonction (7.56) comme produit des 
oo 

s XS — Z^CW 

deux facteurs #~*1T[x — <**(*)] et —; - dont le deuxième 
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ne s'annule pas dans le domaine 

\x\(=e**fà)<ïe-tà, \z\^î 

et y est borné. Nous en concluons que le deuxième terme du 
deuxième membre de l'équation 

(7.58) log(i - z ç ( _ O) = 2 to&I" - *Me-h-] + log — 2 

1 

est holomorphe et borné pour R ( £ ) ^ — ô' <; o, \z\^~ i. 

Par conséquent, l'opération . / y— -̂ . . .dÇ de (7.24) 

annule ce terme, tandis qu'elle transforme le premier terme de (7.58) 
en la différence des résidus en Ç = o et Ç = 9, à savoir, en 

>?log [ 1 — «,(*)] - 2 | l o g [ l "" a | (*> tf~**]' 
1 1 

De (7.24) et (7.58) résulte ainsi la formule 

s 

A / x l T T 1 — « i ( « ) 

1 

et de là, au moyen de (1 .45) , 

s 

(7.59) E g - ? T = I I , - ^ % [«^«KOL 
1 

En substituant dans l'équation (1.24) Ee-?T à <p(—9), nous obtenons 
enfin pour la f. r. des d. a. la formule 

ace) P(o-n<» --),}¾db/"*'.* ï i ( i -*>^-1 f 
1 1 

= I I ( i — a*)! 1 -+-*(* — A)2ai-+-*(« —2A)2 2«***-*-». ]• 
1 \ 1 i^c^ft^J J 
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Dans le cas présent, tous les d. a. sont donc des multiples entiers de h 
et il vient 

* S A 

(7.60 ProtHT = o) = 1 1 ( 1 - * ) , Prob(x = h) = J^(i - ai)^ah 

i i i 

On procédera d'une manière analogue dans le cas où les f. r. fï {() 
etf2(t) sont respectivement de la forme (7.54) et (7 .53) . 

Nous allons traiter enfin un exemple où ces deux f. r. sont de la 
forme (7.54) (où nous écrivons h au lieu de h0), la f. c. de f2{t) étant 
en outre une fonction rationnelle de eh*. 

Soit, donc / i ( t) une fonction quelconque de la forme ( 7 . 5 3 ) 
(avec n = co), d'où 

00 

«i(0=2«««"ï, 
1 

fi{t) étant définie par les équations 

(7.62) &<=c'-*(i— c) ( £ = i, 2, . . . ; o < c < i) , 

donc 

£ . ( 0 = (1 - C ) ^ 
ï — c e"* 

h Afin que la condition (7 .29) qui prend ici la forme hySjian<. 
1 

soit remplie, c doit en outre vérifier à l'inégalité 

(7.63) ô>l^(^na\-\ 

Avant d'utiliser la formule (7 .3o) , décomposons la fonction 

I - ç ( - 0 = I - £ , ( - 0 ^ ( 0 

— y 
c 

comme suit : 
t — c 

(7.64) 1 - ? ( - t ) = > - p ^ 2 e « e'nK 

i 

Or au moyen des inégalités (7 .63) et a„^o ainsi que de 
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oo 

la r e l a t i o n ^ a n = i on conclut que 
i 

oo 

^ ( i - c ) J « « » < i {R(0^o], 
1 

de sorte que , ^ a „ e"hX> convergeant par hypothèse pour R (Ç) < 5 (8 > o), 
i 

il existe i' tel que le logarithme de l'expression qui figure entre 
crochets dans (7 .64) , soit borné pour R ( Ç ) ^ —ô' . Donc l'opéra-
lion - . f'" \ . q

 r ...dÇ de (7.3o) qui annule le premier 

terme du deuxième membre de l'équation 

(7.65) log y ^ = t o g C ( l - c ^ ) 

- ^ [ < - T ^ ( ^ 
transforme le deuxième terme en la somme des résidus aux 
points Ç = o et Ç = qr- Ainsi, (7 .3o) prend ici la forme 

Notons que la f. r. définie par (7.54) et (7.62) tend, pour c=i—r)h 
et A \ o, vers la f. r. / a (*) = i — e"*1' de répartition poissonnienne 
des i. a. En posant, dans (7.66), c=\—nh,'et en y substi­
tuant à £ l (g) la f. c. d'une f. v. fY{t, h) suivant (7.53) et (1.33) et 
qui, pour h \ o, tend vers une f. r. donnée, on obtient à la limite h = o 
la formule (1.35) du régime poissonnien, l'inégalité (7 .63) se trans­
formant en r\ < i. 

Calcul de la probabilité p(-r-o) et des moments m , ( 0 . — Afin 
d'obtenir pour la probabilité de non-attente 

p(H-o) =s= l»m Eer*i~ 
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une expression simple, supposons pour le moment que l'inté-

/

/ • - 0 ^ r / ^ ' « - o 

log ( i — 9 (— Ç)) Y- converge ( c'est-à-dire que / 
converge pour u n o > o assez petit 1 • 

Dans (7.3o) on peut dans cette hypothèse faire tendre q-^--\- oo 
sous le signe d'intégration, de sorte que nous obtenons 

(7.67) P ( + o ) = exp _-i- .jf^ i o g ( i _ ç ( _ Ç ) ) - ^ J . 

En développant ensuite le logarithme du dernier membre de (7.3o) 
en série de Taylor en q, nous obtenons 

(7.68) IogEe-</*=2(-^" S = 2 ? " ^ / ' . " _ C"" _ ' , O g ( ,~< P ( _ 0 )^ ' 
n = \ n=\ —«oo — 

où nous avons désigné par x„ les cumulants de la f. r. de la v. a. z, 
donc {voir, par exemple, [3 ] , p. 186) 

(7.69) X 1 = W I 1 ( T ) , X 2 = m2(-z) — m\ (T), X3 = m 3— 3mlm2-+- 2m\, 

Inversement, les moments mi s'expriment de manière élémentaire par 
les cumulants, donc par les intégrales qui figurent dans (7 .68) . 

Nous allons utiliser ces formules pour calculer log p ( + o) et ra4 (r) 
pour des f. c. suivant (7.33) et (7 .34) , a i n s i q u e suivant (7 .45) 
et (7 .46) . 

Dans le premier cas, il vient 

(7.70) l o g P C - H o ) - - ^ ^ ^ ^ ^ ^ ) ^ ^ - ^ ^ ) * 

En vertu des propriétés de la fonction (7.35) , la partie, relative 

à —î-r ? de la dernière intégrale est égale à 

donc, sa limite pour q-> + ao est o. La formule (7.70) prend ainsi 
la forme 

(7.7.) logK-o, — — - J _ t m _ ^ — j ^ W J T 

= v i _L r'°°~V'sï(-0 dx. 
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Le nième terme de cette somme est égal à la somme des résidus aux 
pôles Ç = o et Ç = Y), respectivement d'ordres i et ns, de sorte 
qu'au moyen de la substitution Ç = TQ — nx et en utilisant la nota­
tion T ^ ^ l = [f{x) ](

0
ra\ nous obtenons 

(7.72) ^(+0) = - 2 ^ - ( ^ ^ 1 ^ ^ - ^ 0 J* 
/1 = 1 

En traitant de la même façon l'expression qui résulte de (7.68) pour 
l'e. m. du d. a. ra4 (T) = x4 (T) , nous trouvons 

= ̂ 2»L-B(*-wo))+ôirrïFL-7r^r"J. J 
n = l 

Admettons en particulier que les d. o. T; sont toutes égales à s, d'où 
[voir (2 .32)] e1(Ç) = «'î et z\(o) — s] alors l'inégalité (7.34) prend 
la forme Y) < i, tandis que (7.72) et (7.73) deviennent 

« p ns — 1 ~1 

<7.74) logp(+o)=-2̂  - ^ i f 
n = \ L * = ° -J 

e-sn 2 (TTTT!' 
« = 1 k = ns— 1 

oo p //5 — 1 ~ l 

<7.75) ml(T)=.;2ïï - ^ ( - - ^ + ^ 2 ¾ ^ - ^ 
'«=1 L i = o J 

A: = /J5 

Ces deux grandeurs peuvent aussi être interprétées comme la proba­
bilité de non-attente et Te. m. du d. a. à un groupe des guichets (ou 
lignes) où les visiteurs (les appels) se présentent suivant la loi de 
P o i s s o n / 2 ( 0 = 1 —e-V (ri < i ) , ont tous la même d. o. ( = s)ei 
sont traités dans leur ordre d'arrivée. Car cette règle de priorité 
répartit automatiquement des visiteurs dont les d. o. sont égales, 
suivant les s queues particulières décrites plus haut, les i. a. de 
chacune de ces queues ayant la fonction (7.33) pour f. r. Pour de 
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grandes valeurs de l'entier s, les deux dernières grandeurs admettent 
des formules asymptotiques, différentes selon les hypothèses faites sur 
le degré d'utilisation n ( [12] , p . 78 et 749; [13] , [14]) . 

En choisissant Si et e2 suivant (7-45) et (7.46), nous obtenons, en 
procédant de manière analogue au cas précédent, 

__ ^ I [ E'J (—C -hCX)l 1'"-« 

-~~s2L(™p.l r ^ Jo * 
n = \ 

{,7-> »«<*>-; 2 Ô5)U ( , - , , . JO • 
»=zl 

Admettons ici en particulier que les intervalles Y/ entre des i. a. 
consécutifs sont tous égaux à s (de sorte que les arrivées ont lieu à 
horaire fixe), d'où s2(Ç) = <?̂ . Alors (7.46) prend la forme c > i r 

tandis que (7.76) et (7.77) se transforment en 

ns — l-

(7.78) i o g P ( + o ) = - 2 ^ - 2 ( _rr- ( c > I ) i 

u=\ h = 0 
oc ns — l 

(7.79) m^x) = ^ 2 ( ^ e ~ n s c 2 , H Î T ? C71* ~ *> (c > 0- (7) 
* = 0 

Atténuation des hypothèses imposées aux f. r. fi(t) et f2(t). — 
Dans les seules hypothèses 

(7.80) E (T)= ftdMtXco, E(Y)= f*tdMt)<co9 

M. D. V. Lindley [11] a démontré que pour E ( T ) < E ( Y ) , ainsi 
que p o u r E ( T ) = E(Y) et Prob (T — Y = o) = 1, pn{t) tend vers 

(7) Pour obtenir, dans différentes hypollièses sur les f. r. fx(l) et f2(t), des formules 
explicites de ?(t), M. \V. L. Smith [21] a utilisé la méthode de résolution de l'équa-
tfon de Wiener Hopf donuée en 1940 par M. F. Smithies ([22], § 4). 

Tant qu'il ne s'agit que de la seule f. r. d'équilibre statistique, il n'y a pas de diffé­
rence essentielle entre cette manière de procéder et la nôtre, indiquée d'abord 
dans [20] et basée sur. [16] [équ. (1) et 0 4 ) ]. 
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une f. r. limite p(^), laquelle satisfait à l'équation intégrale de 
Wiener-Hopf 

(7.8i) p(/) = — f ?(x)dxF(t — x) [ />o , F ( 0 = P r o b ( T - ^ Y < 0 1 -
•Ai 

Réciproquement cette équation détermine pour E ( T ) < E ( Y ) la 
f* r. p(t) de manière univoque, mais pour E ( T ) ^ E ( Y ) , il 
n'existe pas, sauf dans le cas particulier mentionné plus haut, de f. r. 
qui satisfasse à (7.81 ) . 

CHAPITRE VIII. 

RÉPARTITION DES PÉRIODES D'OCCUPATION ININTERROMPUE D'UN GUICHET. 

Ce problème a été posé par Emile Borel [1] qui a établi la 
répartition des durées des périodes d'occupation ininterrompue 
(p .o . i.) en supposant que les instants d'arrivée des visiteurs sont 
répartis suivant la loi de Poisson et que leurs d. o. sont égales. 
Une remarque intéressante est due à M. D. G. Kendall ( [6 ] , p. 168 
et 169) qui a observé que dans l'hypothèse d'arrivées poissonniennes, 
les d. o. étant réparties de manière quelconque, le problème de la 
répartition des p. o. i. est identique à celui de la disparition des noms 
de famille, traité par différents auteurs anglais et Scandinaves. 

Nous établirons d'après [19] la répartition des p. o. i. en supposant 
toujours que les intégrales st(z) et e2(z) [équ. (1 .6) et ( 7 . 2 ) ] 
convergent pour R(s) < à (ô ;> o). 

Pour simplifier, nous supposons en outre qu'il existe ô 0 > o tel que 

(8.1) 6^^ ) = 0(1^1-¾) pour \y\-+*>. 

Au moyen de (1.23) on en conclut que la f. r. f2{t) est continue. 

Car en raison de la convergence de j r**~x dt{c> o) , Finie-

oTale f" s m e~ialz2{it) dt et par conséquent, le deuxième 

membre de ( 1 . 23), tendent vers zéro pour h -> o. 
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De (8 .1 ) résulte en outre la relation 

£*(*) = Oa.,( |jK|-5°log|r| ) (z = x + iy, X^XQ<O, |/ |->*>) (*), 

donc 

(8.2) £,(*) = 0 , , ( | Im(s) |-8') [ R( s ) ^ ^0 < o , ] Im(s) 1 ->ao, o < 8' < o 0 ] . 

Admettons qu'à Fi. a. X 0 = o du visiteur initial le guichet est 
inoccupé, donc que zQ= o. Nous dirons que la p. o. i. qui commence 
à cet instant est de classe n + i(n^o) si elle est composée d'exac-

n 

tement n -t- 1 d. o. T0 , . . . , T„, sa durée étant alors égale à 2jTt-. 
/ = 0 

Pour qu'une p. o. i. soit de classe n -\- 1, il faut et il suffit que : 
ï0 aucun des visiteurs icr, . . . , raienie n'arrive après le départ du 
visiteur précédent; 20 le /*Ièmo visiteur parte avant Fi. a. du (/* -f- i) l èmc 

visiteur. 
Au moyen des notations introduites au chapitre I, ces condi­

tions prennent la forme 

T 0 = O , ii-h T/-+- Xi^ XM ( / = o, . . . , / i — 1 ); x„-f- Tn-+- X„< Xn+i 

ou, en utilisant (i .4) , ( I .5) et (1 .2 ) , 

(8.3) T0 = o, - : / + , = - 1 / - 1 - ^ - Y | ^ o U' = o, . . . , / i — i ) ; :« + T r t - Y , ( < o . 

En ajoutant ces inégalités, nous obtenons 

t n 

(8.4) ^ / + , = 2 ( ^ - ¾ ^ ) ^ o (* = o, . . . , / * - i ) ; ^ÇCk-YkXo, 
k=0 k=0 

n 

V ( Y / , — T/() > o étant l'intervalle de temps entre la fin de la p. o. i. 
•A = 0 

en question et le début de la p. o. i. suivante. 

(8) Pour obtenir cette relation, on peut employer la formule 

Cette formule se démontre en utilisant le fait qu'en raison de la continuité de / 2 ( 0 
pour t = 0, l'expression ( 1.24 ) est nulle pour 9 = £, et a = 0. Au moyen de (8.1 ) on 

/ i ' » 1 . (Z)dY I 
montre que l'intégrale / g__ * est majorée par une expression de la 

J — l oe I *» Z I 

forme c(x0)\y\-^\o%\y\. 
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Ces inégalités représentent les conditions nécessaires et suffisantes 
auxquelles doivent satisfaire les v. a. i. T, et Y,-pour que notre p. o. i. 
soit de classe n + ï. D'ailleurs les cas où une ou plusieurs de ces 
relations sont satisfaites avec le signe d'égalité, peuvent être négligés. 
Car comme, en vertu de notre hypothèse (8 . i ), la f. r . / 2 ( j ) des Y,-
est continue, la probabilité pour que soit vérifiée, par exemple, 
l'équation 

i 

(8.5) 2 < T A - Y * ) = <> 
k=o 

[qui signifie que le {i + i ) ième visiteur arrive à l'instant de départ du 
visiteur précédent], est nulle. 

En négligeant par conséquent tous les événements suivant (8 .5 ) , 
nous pouvons dire que l'indicateur de l'événement 

(â>n+i) « La p. o. i. qui débute à l'instant o, est de classe n-\-i » 
est égal à 

[ n ~l H — \ i 

i -s^CT^-Y/J J J * 2 (T^-YA ) = ^ - ^ + , , 
£ = o J /=o A=o 

où nous avons posé 
n — \ i 

(8.7) *o=i, % * » = J J 5 2 ( T A " ~ Y ^ ( « « I » * » • • • ) • 
/=o k=o 

La probabilité de l'événement &n+l est évidemment égale à 
E(nn — TTn+i),E étant l'opérateur qui figure dans ( 1 . i5). De même, la 
probabilité gn+i{t) pour que notre p. o. i. soit de classe n + 1 ainsi 

n 

que d'une durée 2 T < < '> e s t é 8 a l e à 

.1—0 

l gn+l{t) = Prob ( «,+, ; 2 T ' < ' ) 

I = E (*„-*»+i)*( * - 2 T ' ) ( * > O ; I » « O , I , . . . ) . 

On en tire pour la f. r. (conditionnelle) des durées des p. o. i. de 

classe n + i l'expression 

(8.8) 
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En vertu du théorème de P . Lévy, la fonction non décroissante 
gn+i{t) (nous poserons gn+i(t) = o pour t < o) peut être exprimée 
en ses points de continuité au moyen de sa f. c. 

<8q) \^n+x^=J e~qtdgn+x(t) = E I (w„—«h+i)cxp ( — ? 2 T / ) 

( [R(y)^o; n = o, i, . . . ] . 

Ensuite 

[ / n ^ ' n "1 

(a«-Wll+I)W ^ - 2 T / ) * ( ' ' - 2 ( Y ' " T , ) ) 
est la probabilité pour qu'une p. o. i. soit de classe n -f- i, et que 
sa durée et l'intervalle de temps qui. la sépare de la p. o. i. suivante 
soient respectivement < t et < *'. C'est la f. c. de £ / t+i(£, *'), à 
savoir la fonction 

( 8 . h ) > > + , ( (^-^+1)exp( - ^ 2 ( Y / - T / ) - ^ 2 T / ) 
\ 1 = 0 1 = 0 / J 

[ R(^)^ o, R(# )^o ; n = o, i, . . . ] 

que nous allons déterminer d'abord afin de faciliter les calculs 
ultérieurs. Pour x = o, cette f. c. se confond avec (8 .9 ) , donc 

( 8 - ï ' O 71.(0 , q)=Vn(q). 

On reconnaît aussi que dans le cas d'une répartition poissonnienne 
n 

des i. a. (e2( — x) = —— )) l'intervalle 2 (Y/— T,-) est, dans 
î=0 

l'hypothèse ( 8 . 4 ) , une v.a. poissonnienne, indépendante de la 
n 

v. a. N T/ et de l'entier n, si bien qu'il vient dans ce cas 
0 

(8.i3) T„(tf,2) = T„(2)-JJ_ [Pour/2(0 = i-e-VJ. 

Au moyen des notations 

($ 1') } Jo = 1 ' J | , + , ( J 7 ' ?) = *H+t«p( - ^ 2 ( Y f ~ T / ) ~ ^ 2 l T < : ) 

(w = o, I, . . . ) 
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et en vertu des relations 

(8.i5) E\ ^ e x p / _ * 2 ( Y < - T / ) - ? 2 T ' ) 

= Ete-*Y-+(»-V)T-J„(a:i q)] 

= f" dfx(tn) f°° dMyn)e-*i»+(*-<t)<«ESn(x, q) 
«-o JQ 

= £I(X — q)z2(— x)ESn(x, q), 

l'équation (8.11 ) se transforme en 
o z^ ( >+!(*» S0 = ei(* —î)«i ( — ^)EJn(x, q) — ES H+i(x, q) 

[ (n = o, 1, . . , ) . 

De là, nous obtenons pour la f. g. des f. c. rn{x, q) 
i » » 

\ 2 * " ï « 0 * » q) = l-(i — zzi(x — q)e,(—x))\znE}n(x, q) 

( ( l*l<0-

En employant la notation 

< 8 . i 8 ) I(^, q,Z)=^Z»ESn(x,q), 

l'équation (8.17) prend la forme 
50 

i$.i<)) 2 ^ " ^ ' q) = i —(i — si(—q+ x)**(—*))H#, q, *);• 

les dernières séries convergent pour | * | < i , puisque \^n{x, q)\9 

\Jn(x, q)\ e t |EJ„ | s o n t ^ i . 
Nous établirons maintenant une relation linéaire entre 3n+i et J,*, 

d'où résultera pour l(x, q, z) une équation intégrale linéaire. 
Au moyen de la relation 

Kn+j^KnS 2 (T*—Yi) 
/ = 0 

qui résulte de (8 .7 ) , la formule (8 . i4) se transforme en 

-*£Ti *S<T'-T<* ^ 
(8.20) J«+i(J?, q) = Kne • « g *2L(T /—Y*)-

1 = 0 

yéMORIAL DBS SC. MATS. — H* 13«. 
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En vue d'obtenir EJn+1, E étant l'opérateur figurant dans ( l . i 5 ) , 
calculons d'abord l'intégrale 

a n 

/ K+idMYn) = *ne '=• / e '=• A (T,— Y/) rf/iO',,). 

Pour cela, posons a = 2 ( T * — Y 0 dans l'identité 
0 

j **« «(a) = («*« - i ) *(a)•+- «(a) = " • /" «*fl ( r ^ T ~ f ) ^ -+-.*(«> 
( 8 . 2 1 ) < 23C*%/C \ç—-* Ç/ 

( [R(?)>o,R(Ç~a?)>o] 

où / converge uniformément par rapport à a, et effectuons l'opéra-
Jc 

n 

tion izne o / . . . df2(Yn) ; il vient ainsi 

n n—1 

(8.22) j ln+,dMyn) = 7:u—.J e • » i , ( - » ( 5 1 1 7 - ë ) ^ 

- t -J t» « • ,y*"»(2Ti-SYf~-y")r f^ ( 'v* 
Le deuxième terme du deuxième membre est égal à 

*.« • /*(2T<-2Y<) 
et peut, en vertu de (1 .24) et (8.1 ), être écrit sous la forme 

n r n n—\ \ 

en substituant cette expression dans (8 .22) , nous obtenons 

/ ^ / 2 ( 7 ^ ) ^ + 1 ( ^ ^ ) 
0 

[R«), R(Ç-*)>o] . 
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En supposant provisoirement R(q — x) > o, nous pouvons amener 

C ç à gauche du point q, de sorte que R(q — Ç) > o. La der 

nière intégrale est alors majorée par l'intégrale f | e a ( — V ) v ^ — 
Jc \ ç x 

laquelle converge en vertu de (8. i ) . Par conséquent, l'intégrale (8.23) 

converge uniformément par rapport à T 0 , . . . , T„, Y0 , . . . , Y„_ 4 , de 

sorte que l'opération E relative à ces variables peut être effectuée sous 

le signe / . Ainsi nous obtenons, en procédant d'abord à l'inté­

gration / . . . dfi(tn) et en utilisant ( 8 . 1 4 ) , 

(8.24) f dM*n) f dMyn)in^{x,q) 
Jo Jo 

= ^ X J " ( 5 , ? ) £ , ( ? - ? ) £ 2 ( - ? ) F i ; 

en effectuant ensuite l'opération E relative à T 0 , . . . , Y„_4 , nous 
trouvons 

(8.25) j^-'^^-^X^-^^1'"-^*1"»^ 
( [ R ( * - 5 ) , R ( E - * ) > o ] . 

Il en résulte pour la f. g. ï(x) = \{x, q, z) [équ. ( 8 . 1 8 ) ] l'équa­
tion intégrale 

( !(*)= J L r i ( Ç ) £ l ( ? _ ^ ) £ 8 ( - ? ) ^ L H _ I 
(8.26) .1 2TZIJC * 'S—x 

( [ R ( ? - « ) , R ( Ç - * ) > o , | * | < i ] 

dont la solution [voir équ. (20) et ( 26 ) de la Note placée à la fin de 
ce travail], est 

(8.27) \ll*>*>') = ***[-£if^ 
I [ R ( Ç - * ) > o ] . 

En substituant cette expression dans (8 .19) , nous obtenons enfin 

2 «"Ynto q) = l — (t — Z 6i(— q-hx) £2(— X)) 

( 8 . 2 8 ) 
n=\ 

[ R ( Ç - * ) > o ] 
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ou, en amenant C à gauche du point x, 

\ yj^
n"tn(x,q)=l-^p\ - i - . f l o g ( l - * £ l ( Ç - ^ ) £ 2 ( - Ç ) ) - £ T 

(8.29) j ^ l27ZlJc * — *] 
( [ R ( ^ _ Ç ) > o ] . 

En admettant des hypothèses appropriées sur e4 ou £2, les dernières 
Intégrales peuvent être calculées de la même façon que l'intégrale qui 
figure dans (7 .3o) , et nous utiliserons la formule (8.28) ou (8 .29) 
selon que la fonction e4(Ç — ? ) £ 2 ( — 0 sera méromorphe dans le 
demi-plan droit ou gauche des Ç. 

Exemple. — 1 ° Soit d'abord 

/ ) ( n = I_ e-v, £2(_ï)=-JjLç. 

Il résulte du théorème de Rouché que la fonction 

(8.30) i-zzia-q)z2(-l) = i--^^zl&-q) [R(tf) > o, | z \ ^1 ] 

possède dans le domaine R(Ç) < o, outre son pôle unique —ri, un 

seul zéro Ko {g, z). Dans le demi-plan gauche des Ç, découpé entre £0 

et —Yj (fig. 5), le logarithme de la fonction (8.3o) est donc holo­

morphe, et 0 ( T^r) P ° u r K t ->°° - P ° u r c e l t e raison, la droite C, 

dans (8 .29) , peut être remplacée par un lacet C (parcouru dans le 

sens positif) qui contourne la coupure. En intégrant ensuite par 

parties et appliquant le théorème de Gauchy (résidus en —YJ et Ç0), 

il vient pour l'intégrale qui figure dans (8 . 29): 

= log(x — Ço) — log(ar -+-1\), 

et ainsi (8.29) prend la forme 

<M4 j^rt — î -Sigtil. 

Au moyen de (8 .12) , ou de ( 8 . i3) , on déduit de là : 
ao 

(8.33) ^t«~H(q)=±±Mîl±> [ /2(0 = i - e - * ] , 
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Çe(gs z) désignant la racine unique de l'équation 

(8.34) ri -+- £ — TJZ 6l(£ — ^ï == o 

telle que R ( Ç ) < o p o u r \z\^i, R{g)>o. 

f 

Sr**> 

Fig 5. — Plan C 

La dernière équation qui, au moyen des substitutions 

•n-+-£ = £, i6i(£ —?) = «(?)» 

prend la forme 

(8.35) ç_.3M(S) = o [ K ( O ) ^ O ] , 

peut être résolue par la formule d'inversion de Lagrange ([26], p. i33) 

S-~2jnll d^-i J^o' 
(8.36; 

ttt\ / Y , > ^ V '* r^- ](^(g)/ f(g))i 

/ ( £ ) désignant ici une fonction qui est holomorphe pour £ = o. 
A l'aide des dernières formules et de (1.24), on obtient pour y«(ç) 
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et pour la probabilité cherchée gn{t) les formules 

( 8 - 3 7 ) { x «/N+Ô , 
gn{t) = lim—- / *'u(q) -f (» = I, 2, . . . ) . 

Pour la probabilité pour qu'une p . o. i. de classe quelconque 
soit <.t, on tire des équations (8.33) (pour z = i) et ( I . 24 ) 
l'expression-

iN + 3 

(8.38) 2 ^ ( ' ) = l i m^-/ f ^'(-n + ïoiq , 0 ) ¾ («>»), 

pour laquelle M. Kendall ( [6] , p. 169) a esquissé une démonstration 
fondée sur des raisonnements probabilistes. 

20 Soit maintenant 

/ i ( 0 = i - « - S « i (C-?) = I H - ^ r — Ç 

Désignons par Ç4(y, -s) la racine unique de l'équation 

(8.39) I - ^ ^ - ? M - » = I - ^ - J = O 

telle que R ( £ ) > o pour \z\^i, R ( g r ) > o . Substituons ensuite la 
fonction (8.3g) dans (8 .28) , intégrons par parties et appliquons le 
théorème de Cauchy. Il vient ainsi 

2 „ f x I -+ -0 — X — Z£2(— X) 
*»Tr„(*,*) = . * I + y _ * 

(8.40) j x e xp[^X l 0 g ( ! :~" )^ l 0 g( I" * * 7 - 0 ] 
J [ R ( ; - x ) , R(i-+-f-;) , R( î i -C)>o] 
f _ i -+-^ — x — Z €2(—x) __ Ki— i — q •+-z s2(—x) 
\ ~~ £1 — J? ~~ £1 — x 

et de là, en vertu de (8 .12) , 

00 

(8.41 ) 2 , - T j , ( ? ) « 5 i z ^ i ± i [^=:,(9-,^)1. 
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En développant la dernière fonction, au moyen de (8 .36) , en série 
de Tajlor en z, nous trouvons 

(8. 

Tf.(ï) = = ^ > 

I (n = a, 3, . . . ) 

et de là en particulier, au moyen de (1.24) et (7 .2 ) , 

(8.43) «-»(0 = 1 - « - * - / * («-*-«-')<*/*(*) [ / i (0 = i - « - * ] -

Pour e2(Ç) = — 5 ~ , on obtient pour la racine Ç, de (8 .39) 
fi — s 

(8.44) î i ( y , -s) 

donc[équ. (8 .41) ] 

(8.45) 2*n»(î) = £ : î ^ P - ^ ^ + 1 + ^ - 4 ^ -
I 

Du développement taylorien, en z, de la dernière expression nous 

tirons enfin au moyen de l'opération ~-f^qf • • • y l e s formules 

, ,A ^ (^n-2)\ ( __g_(1^yW^A 
»W= (i+tf^i (n-i)ïniy € £ i\ ) 

[11 = 1,2, .. -, fi(t) = 1- e~<, Mt) = 1- e-V], 

valables pour tout n > o. 
En utilisant (8 .45) , nous trouvons que la probabilité pour qu'une 

p. o. i. soit de classe finie, est dans le cas présent égale à 

<8.46) ' g 

- J <1>«>-

Donc pour r j > i , la probabilité pour qu'une p . o . i . , une /ois 
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commencée, ne prenne jamais fin, donc qu'elle soit de classe oo, est 
égale à 

j» . = i - i > o . 

Détermination de pm pour fi{t) et f2(t) arbitraires. — La 
condition nécessaire et suffisante pour que la p. o. i. qui commence 
à l'instant X 0 = o, soit de classe oo, est constituée par les inégalités 

i —1 

T / = 2 ( T A — Y A ) ^ O ( / = I , 2 , . . . ) . Il vient donc 
k = 0 

n » / « « + * \ 

(8.48) i'.=^»EIIs(T') = ,~2E( lI s ( X i ) _n s ( T i ))-
1=1 n = 0 \i=l i = l J 

Comme l'équation (8-4) est maintenant valable pour tout T,( i> o), nous 
n 

avons, au moyen de la notation (8 .7 ) , I I S{ZJ) = 7rnpour tout « ; e a 

utilisant en outre (8 .9 ) , nous obtenons 
oo ao • oo 

(8.49) ^*=i—2E^ ,4—ff«+o="—2ï«(o)==i[~"i im 2* n T , , ( o ^ 
n=o n=\ n=\ 

Au moyen des équations (8.12) et (8.29) [où le signe de la variable 
d'intégration Ç sera inversé], cette formule prend la forme 

/« * N ) P«= Hm exP dr;- f 'osO —**( -0 )T? 
(8.5o) l z=*-o \^ZKIJ_IX> + 0 l J 

( l ? « ) = «.(C)««(-C)l-

La dernière intégrale se traite comme celle qui figure dans (7 .16) . 
Comme l'inégalité |cp( — K)\==^{—R(Ç))<! e s t vérifiée pour 
— i<<R(Ç) < o ou pour o < R ( Ç ) < < 1, selon que cp'(o) < o o u > o, 
nous amènerons dans le premier cas le chemin d'intégration dans le 
demi-plan gauche, d'où 

!

T i rix~° dy~\ 

/>„== lim ( i - ^ ) e x p —•. / log(i —*ç(—Ç))-p 

[? ' (o)<o], 

tandis que pour cp'(o);>o, nous conserverons (8 .5o) . 
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Pour cp'(o) = o, on prendra pour chemin d'intégration l'axe 
imaginaire, déformé à l'origine (suivant la figure \a ou \b) sous 
forme d'un demi-cercle de rayon r trè* polit, d'où à la limite /• •> o 

(8.52) Pm= „•„ v/7^exPr-i-. /"log ' " * «-*> ? 1 [?'(o)=o], 
* = 1 - 0 * I^IZI Jit I Zv(lt) t \ L T V / J 

En vertu de (8 . i ), les trois dernières intégrales convergent [respec­
tivement pour <p'(o) > o, < o, = o ] uniformément par rapport à z 
(pour | z | ̂  ï ), de sorte que nous pouvons faire tendre z /* i sous 
les signes d'intégration. Ainsi il vient, en utilisant l'équation (7. 29), 

( « [ E ( T ) ^ E ( \ ) ] T 

(8.53) Pr=l I" 1 T'*"4"0 d£~\ 

r X P l ^ J L +0
ioB( I""? (" ; ) )T]>O lE(T)>E(Y)], 

Mentionnons enfin que dans le premier exemple de ce chapitre, on 
obtient directement en vertu de (8.33) 

(8.54) ^ = I_2ï.(o) = -?Î^I>, 
/ I — I 

la racine Ç0(o, i) de (8.34) s'annulant ou étant < o, selon qu'on 

a £ ; ( o ) z I 0 u e ; ( o ) > - , c'est-à-dire selon que E ( T ) ^ E ( Y ) 

o u E ( T ) > E ( Y ) . 
Dans notre deuxième exemple, on tire pour e2 arbitraire des équa­

tions (8 .49) , (8-40 et (8.39) , par le passage à la limite z /* 1, 

(8.55) / ^ = 0 [E (T)^E(Y) ] , = 1 - 8 ^ ( 0 ) = 1 - ¾ ^ [ E ( T ) > E ( Y ) ] ( t ) . 

(9) Les questions étudiées dans les chapitres I, VII et VIII ont été traitée» 
récemment par M. L. Takacs [23]. Concernant deux points de détail de ce travail 
{loc. cit., p. 102 et io4) remarquons : i° La théorie des problèmes stochastiques 
lelatifs à un système de s > 1 lignes interchangeables ne se limite nullement à des 
cas où, en raison des hypothèses admises, la queue d'attente se décompose automa­
tiquement en s queues particulières. Les formules de A. K. Hrlang pour le cas où 
( dans nos notations ) / , ( / ; = 1 — e~', / 2 (t)=i — e~v, r\< s, sont l'exemple contraire 
le plus ancien. 20 C'est nous qui, en 19.30, avons établi dans [12] la formule (1.35) 
comme exemple d'une théone plus générale; en 193?, M. Khintchine [8] en a donné 
une démonstiahon directe. 



106 F. POLLACZEK. 

CHAPITRE I \ . 

PROBLÈMES STOCHASTIQUES CONCERNANT DES « GUICHETS » S \ N S POSSIBILITÉ D'ATTENTE. 

Des problèmes stochastiques d'une autre nature se posent dans 
l'hypothèse où les visiteurs qui se présentent pendant que le « guichet » 
est occupé, sont refusés. C'est l'exemple des réseaux téléphoniques 
sans dispositif d'attente, donc où sont refusés les appels qui, faute de 
lignes libres, ne peuvent être acheminés immédiatement, qui est à 
l'origine de cette hypothèse. Les problèmes de Calcul des Proba­
bilités que soulève le fonctionnement d'une seule ligne, sont résolubles 
par les méthodes utilisées dans les chapitres précédents et nous en 
traiterons ci-après plusieurs exemples. 

Nous conserverons les hypothèses ( 1 . 6 ) e t ( 7 . i ) sur les v. a. i. Tn 

et Yra^Xn+i — Xn et l'hypothèse (8 .1) sur la f. c. e2(z) de f*{t) 
qui implique la convergence absolue d'intégrales telles que 

x: dY 

62(ï)-y? [ C > 0 , O ' ^ O ] ; 

les intégrales ( I . 2 6 ) et (7.2) seront supposées convergentes 
pour z<Cà(iï > oV Par 

( 9 . i ) sn=sn(T0, Y„ T w _„ Y„_, ) (n = o, 1, . . . ) 

nous désignons l'indicateur de l'événement : « Le nlàmo visiteur 
est traité »; sn est donc égal à 1 ou à o, selon que le raième visiteur 
est accepté ou refusé. 

Nous supposons qu'à Fi. a. X0 du visiteur initial, le guichet est 
non occupé, donc que 

( 9 . 2 ) S o = I . 

Au moyen du symbole sn , l'instant de départ du nlème visiteur peut 
être écrit sous la forme X/t-f- s / tTn , et pour l'instant de départ du 
dernier (du plus attardé) des n 4- Ï premiers visiteurs nous obtenons 
ainsi 

( 9 . 3 ) max (X,--f-s,T,). 
1 = 0,...,11 
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Désignons par U n + 1 l'intervalle de temps entre les instants X n + 4 

e t ( 9 . 3 ) , donc 

( U « + i = X „ + 1 — max (Xl-hsiTi)= min (X^-M—X*—$,Tf ) 

( in = 0, 1, . . . ) . 

Dans l'hypothèse présente, le (rc- f - i ) i è m e visiteur est traité ou 

refusé selon que U^+i ^ . o o u < o . Au moyen de la notation ( 1 . 1 2 ) , 

il vient donc 

i l ) . 5 ) s,t = s(\Jn) (n = i, 2, . . . ) 

et la probabilité pour que le (n + i ) i e m e visiteur soit traité est égale à 

(9.6) pn+i = E*m-i= E*(U„+i) = i — Prob(U„-M<o) (n = o, 1, . . . ), 

E étant l'opérateur qui figure dans ( 1 . i 5 ) . De même que dans cette 

formule, la valeur attribuée dans (9 .6 ) à s{o) est sans importance, 

car en raison de la continuité de f2(y) [qui résulte de ( 8 . 1 )] et de 

l'équation ( 9 . 7 ) , l'événement U „ + 1 = o est de probabilité nulle. 

Afin de démontrer que U^+i est la différence de deux v. a. i. non 

négatives, retranchons X„ des deux termes du deuxième membre 

de ( 9 . 4 ) . H vient ainsi 

(9 . 7 ) Ul4+i = Y„— max (X|—X„H-*fTi) = Yn —V„, 
i = 0 n 

la v. a. 

( V „ = max (X i -X„-t -5 i TO = Vn(T0, . . . , 1 ^ Y0, . . . . Y ^ ) 
(9.8) "=° n 

( (n = o, 1, . . . ) 

étant indépendante de Y„, et non négative en raison de l'inégalité 

Vn^SnTn^O. 

Au moyen de ( 9 . 7 ) , nous trouvons 

(9.9) Ee^n+l^EeV^-yn)=Ee^nEe-^==^(q)Ee-^n [o^R(gr)<8], 

3 désignant l'abscisse de convergence de l'intégrale ( 7 . 2 ) . Pour 

obtenir Ee^^1 et de là, la f. r. Prob ( U „ + 1 < t), nous n'avons donc 

qu'à construire l'e. m. E e~qYn [ R ( ? ) ^ o ] . 
Établissons d'abord pour les V„ une formule de récurrence. En 
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uûVisant \a relation évidente 

(9-io) max(a0, . . . , a„+ 1) = max(a„+] , max(a0, . . . , an)), 

on tire de (9 .8 ) 

(9. u ) V„+i = max(5 / î + îTn + 1 , max (X,—Xa+i-+-s«Ti)), 
1=:0, . ., n 

donc, en ^erlu de ( 9 . 4 ) , ( 9 . 5 ) et ( 9 . 7) , 

(9.12) VM+, = max(^-+-1 Tw+1, — U„+i) = max(Tn+i*(Y„— V„), Vw— Y„), 

Il vient ainsi 

V / i + , = — U„+t (pour U l l - M <o) , =T / 1 + . t (pour U,2+1 > o), 

d'où l'on tire 

¢ - ^ 1 . + . = ^11-+. ( U „ + , < o ) , = e - ' / T n + t ( U „ + , > o ) , 

ce qui, au moyen de la notation ( 1 . 2) , peut s'éérire 

( 9 . i 3 ) 6 -^ '«+!= (i — s( 1 1 , , + 0 ) ^ - + 1 -+- s({Jn+x)e-9^n+i 

^(i-s(Vn+0)^^+i^s(Vn+,)^s(Vn^i){e-^^-i) 

= exp[— q(— Ura+1)+] 

+ , ( ^ + , ) ( ^ - ^ - + . - 1 ) (U„+ l 5 *£o) . 

En utilisant l'équation ( 9 . 7 ) et la formule 

nous avons ensuite 

(9.i4) < r ^ » - = ^ f&rYl—*L— +s(Xn- VB)(e-^T-+»-i), 

et en effectuant ici l'opération y / . . . df2(yn)dfi(tn+i)J 1 

obtenons 

(9. i5) f * f"e-qv*+idf2(yn)dfi(tn^) 
Jo *^o 

= db f ^ - £^> mr^\ +c-/»(v-))(«.(-*)-o-
2 7 c t j c ; ( y —Q) 



PROBLÈMES STOCHASTIQUES. 109 

Comme les autres intégrations indiquées dans ( l . i 5 ) peuvent 

être effectuées sous le signe / , il vient ensuite 

• + - ^ , ( - ? ) - i ) ( i - E / 2 ( V „ ; ) . 

Or, en vertu du théorème de P . Lévy et de la relation / 2 ( 0 ) = o, 
nous avons 

/ 2 ( V „ ) = / , ( V „ ) - / . ( 0 ) = J L /*'" ( e^—i)«i(—C) 
•^ I oo / 00 

dX, 

«« = - — . r ( e - v — 0«2(Ç)^ 

d'où 

(«.»..7) E / 2 ( V „ ) = - - ^ - . / " ' " ( E « - î » - _ , ) , , ( 0 ^ . 

D'autre part, il vient 

En portant les expressions (9.17) et (9 .18) dans (9 .16) , nous 
trouvons 

1 rlvr 

E r ^ « + i = : / E e - ^ » s 2 ( 0 'q-K 

( 9 . 1 9 ) • . . ( - « ( - ^ j f j ^ ^ - O M C D f j 
[ R ( ? ) > o ; /i = o, 1, . . . ] . 

En outre, nous tirons des équations- (9 .2 ) , (9 .8 ) (pour /1 = 0) 
e t ( I . 2 6 ) 
(9 .20) \ 0 = 5 0 T 0 = T o , E ¢ - ^ . = 6 , ( - 9 ) . 

Introduisons maintenant la f. g. 

30 

(9.2i) \(q, O = 2 * « E * - * V , . [R(y)^«i I ^ K 1 ! ; 
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cette série converge pour | z | < i, puisque V„;^ o, donc | E e~qYn | ^ i 
pour R(^) ^ o . 

Pour Y {g, z) on déduit de (9.19) et (9 .20) l'équation intégrale 

(9.22) Y(q, , ) - * fl\(K, * ) . , ( « - 4 L = 0 ( ^ ( - 9 ) , 

où il a été posé 

(..*) ^--^^.^/-(vcç,,)-^)^)* 

Substituons dans (9.22) la série 
X 

(9.24) \(q,z) = c(z)^iaH{q)z", 
n=o 

intégrons au premier membre terme à terme et égalons ensuite le 
coefficient de zn à zéro. Il vient ainsi 

J «o(?) = Si(-<7), an(q)= - i j j f ' . ï C O . ^ - Ç ) ^ 

( [**(?)><>> /1 = 1, a, . . . ] , 

j v(ÎJ .)-«(.)(..(-,)* -u r ^ ¾ ! i i : : :¥ i) 
I * [ | * l < i , R ( y ) > o ] . 

Au moyen de (9.25) et (8 .2) on montre que 

l « « « r ) l < c ' [—Q o<r<o o î n = o, 1, . . . ] , 

c' désignant une constante appropriée, ce qui, en vue de la conver-

gence de / | a «. ? justifie le procédé d'intégration terme à terme 

de la série (9 .24) . 
En introduisant la dernière expression dans le deuxième membre 

de (9 .23) , on obtient pour c{z) une équation linéaire dont la 
solution peut être écrite sous la forme 

, , „ , ,(,, = ̂ [,^£i^^j-' ,,.,<„ 
et pour la solution (9.26) de l'équation intégrale (9 .22) nous 

(9.25) 

donc 

(9.26) 
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obtenons ainsi l'expression explicite 

(9.,8) Vw^^^J^^f'-pi^^]' 
1 — 3 ^ ' " • ' - i , 1 - 8 ! î U ) 4 J 

De même que la série (9 .24) , ^a série de Taylor, en z, de cette 
fonction converge uniformément sur les droites R(<jr) = const. et en 
la substituant dans (9 .22) , on est en droit d'intégrer terme à terme. 
De là résulte pour les coefficients tayloriens de (9.28) une formule 
de récurrence de la forme (9. 19) qui, avec la condition initiale (9.20), 
les détermine de manière univoque. Donc, la fonction (9.28) est 
en effet celle des solutions de l'équation (9.22) dont les coefficients 
tayloriens sont les Ee~q^n. 

Puisque dans nos hypothèses, l'intégrale 

! ,<; ;= fX eJdfx(t) 

converge pour £ < à ( ô > o ) , nous pouvons prendre pour chemin 
d'intégration des intégrales de (9.28) la droite R(Ç) = — i1 (o<.dF<i). 
Comme sur cette droite une inégalité de la forme | e a ( Ç ) | ^ 1—8"<i 
est vérifiée, il existe des constantes z0> 1 telles que les intégrales 
qui figurent dans (9 .28) , considérées en tant que fonctions de z, 
soient holomorphes pour \z\^Zo- Nous sommes donc en droit 
d'étendre le chemin d'intégration de l'intégrale 

(9.-29> Ve </Nn= d r ^ V ( ? ' z ) z ~ n ' l d s -

au-delà du cercle unité, en vue d'évaluer E r * ^ pour les grandes 
valeurs de n. Pour 7i->cc, nous obtenons ainsi, en admettant, ce 
qui sera démontré plus loin, que la fonction (9.28) n'a, pour | z | ^ 1, 
qu'un seul pôle (du premier ordre) z = 1, 

(9 .30) 1 - - ^ = ; ^ 

f , . 1 /-'"-* =i(-;)«,(C) <z i 
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d'où, en vertu de (9 .9 ) , nous tirons 

(9 .3 i ) Ee** = lim Et f7« -= e i (g )Ee -? v [ o ^ R ( ? ) < S ] . 

Il nous reste encore à démontrer que la fonction 

(9.3,) / < , ) - , - H - 1 . r " ' — <-?,) : ^ 

qui figure au dénominateur de (9 . 28), ne s'annule pas pour | z \ ̂  1. 
En amenant le chemin d'intégration de (9.32) à gauche de l'origine 
ot en changeant ensuite le signe de Ç, il vient 

[ i * | ^ 0 , 

la deuxième intégrale étant nulle en vertu de (8.2). Dans la première 
intégrale du deuxième membre, nous sommes en droit de rem-

00 

placer ——-—,__ Y par la série £^znEn,{— £) et d'intégrer terme 
0 

à terme, d'où résulte la formule 

Or £"(Ç)si(—Ç) est la f. c. de la v. a. 

(9.34) E I I = Y 0 H - . . . H - Y M _ 1 - T O (/1 = 1 , 2 , . . ). 

En posant En(t) = Prob(Z / A< t) et en appliquant le théorème 
de P. Lévy, pour t = o, sous la forme (1 .24) , on voit donc que le 
coefficient de z11, dans (9 .33) , est égal à F ; i (o) , de sorte que 

(9.35) / ( * ) = n . 2 * " F«(°J; 
n = l 

nous en tirons la relation 

(9.36) (i-z)f(z) = i - K i - F 1 ( o ) ) * - f - ( F I ( o ) - . F î ( o ) ) * « H . . . . ] . 

Or il est évident qu'en vertu de (8.1), 

F f ( o ) < l et F / î + 1 (o )<F„(o ) (/1 = 1 , 2 , . . . ) . 
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Pour | z | < J , le module de la série entre crochets dont les 
coefficients sont > o et ont pour somme i, est donc < i ; de 
même, pour | s | = i et zy^\, le module de cette série est <Ci. Il 
vient donc 

(9.37) f(z)^o (\z\^i). 
C. Q. F. D. 

Calcul des probabilités pn [équ. ( 9 . 6 ) ] . — En vertu de ( 9 . 2 ) , 
il vient p0=z s0=i, et au moyen des équations (9 .6 ) , (9-7) 
et (9.17) nous obtenons successivement 

(9.38) / ? , i =E5(U„) = E 5 (Y w _ 1 -V / i _ 1 ) = E fX>df2(yn-^)s(yn-l — \n^t) 
Jo 

= E ( i - / 2 ( V / i _ I ) ) = i - E / 2 ( V « _ l ) 

= i + — . r ' * ( E e - ^ « - i - i ) 2 2 Q ^ (/1 = 1,2, . . . ) . 

En utilisant les équations (9.21), (9 .23) , (9.27) et (9 .32) , nous 
trouvons ensuite la formule 

(9.39) 2 ; " * - ï i î - ^ £ > ç ' z ) - T = T ) £ 2 ( Ç ) f 

= c(z) = [(i-z)f(z)]-K 

Au moyen de l'opération lim ^-. (fi...z-"-1 dz on en déduit 

p est la probabilité pour qu'en régime stationnaire un visiteur 
soit traité. En téléphonie, la probabilité contraire 1 — p est appelée 
probabilité de perte ou « perte de communications ». 

Construction de f. r. à plusieurs variables. — Des problèmes 
concernant des v. a. vectorielles, analogues à ceux qui ont été 
étudiés au chapitre VI et qui se traitent à peu près de la même 
manière, se posent aussi dans l'hypothèse présente. Mentionnons, 
à titre d'exemple, la f. r. 
(9.4i) Prob(U„<*, U„+B l<fi) ( —« <t, tl<ac) 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N« 136 . 
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qui correspond à la f. r. (6 .1 ) , et dont le calcul se ramène à la 
construction de la f. g. de sa f. c , à savoir de la série 

OO 

(9.42) 2 3«*«*EC*U»^IU.+-I [o^R(q),R(qi)<^;\z\,\zi\<i]. 

En vue d'obtenir cette f. g. on supposera, au lieu de (9.2), que le 
« guichet » est occupé jusqu'à l'instant X0—Uo et l'on construira 

oc 

d'abord la f. g. y^Jz
nEeql]n en fonction du paramètre ( U 0 | o ) qui 

0 

correspond au paramètre T0 des équations (1.44) e t ( 7 . i 5 ) . Cela 
nécessite la résolution d'une équation intégrale de la forme (9.22) 
qui a pour deuxième membre la fonction (c(z) — i)e±(— g) + a(q); 
on a posé ici 

(9 .43) a(q) = tl(-q)s({Jo) + eW*s(-Vo). 

En procédant de la même manière que lors de la résolution 
de (9 .22) , on obtient la solution 

V/ IM / N * r ^ <*(K)Z-l(K) di 
zniJ_iMi — -s €2 U ) q — * 

_ h _ J _ __i_ rlac+0a(ii)s,(K) dK 
(9.44) \ / ( ^ ) 2^«V_Zoe + 0 I — 2£2(Ç) ç 

[ *' 2xiJ_iao v — zz2(K) q — K\ 

[ | * | < i , | « i , ( C ) | < i , R ( ? ) > o ] . 

Pour tirer de là la f. g. (9.42), on multipliera le deuxième membre 
de cette équation où q, z, Uo seront remplacés respectivement 
par q±, Zi, Un, par £2(cji)zneqVn, sommera ensuite de n = o 
jusqu'à n = 00 et utilisera la formule (9 .28) . 

Exemple. — Pour f%{t) = 1 — e " ^ , £a(Ç) = —~--p> les équations 

(9 .3o) et (9 .3 i ) donnent respectivement 

E e~^ = ' 
(9.45) { ' + ^«1(0) 

E e'/U : 
l + ^ ' l ( 0 ) l-h 
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Il en résulte en vertu de (1.24) : 

(9.46) P r o b ( U < 0 = — . ÇentEe-n^^l 
27ZlJc q 

donc, en utilisant (1 .26) , 

(9.47) Prob(U<*) = i l-r7-\e-V (t^o), 

= — — \ , v / ( ^ - 4 - 0 ^ / î ( ^ ) ( * < ° ) i 

et, en particulier, 

(9.48) y? = Prob(U ^ 0 ) = 1 - P r o b ( U < o ) = ï-rr-^ 
1 + . ^ , ( 0 ) 

De (9.32) et (9 .3g) résulte la formule 
00 

(9.49) 2 > " " ° , - . . , ( „ - , ) [ / . ( 0 - i - ^ ' , | * l < i l . 

Prenons ici p o u r / i ( £ ) la f. r. (2 . 13), normée suivant (1 .33) , dont 
la f. c. est donnée par (2 .16) , les positions permises du point 
(61, 62) étant représentées sur la figure 3. En substituant cette f. c-
dans (9 .49) , nous obtenons 

2^»*": I z cx z 
: I + - —— : : -f-

0 
I - r - 7 } I Z I — C2Z 

r\9- ( 6 t — 1 ) ( 1 - 6 , ) c ^ i (1 + 7 1 ) 6 , ^ 

H - ' l (^1-+-^)(^2-+- * 0 ' 2 (6 , -f- ^) (62+- 'i) 

où l'on a posé 

m ( 6 , - 1 ) ( 1 - 6 2 ) ^ ^ = 

ï (6 l - t - -n) (6 2 - r -^ ) ' 

_ •n2 -K^(61 -r -62—6 t6s ) 
( 6 , + ^)(62-+-^) 

En vertu de l'inégalité (2 .18) , il vient o < c2 < 1 ; d'autre part, la 
figure 3 montre que selon le choix des paramètres &i et 62, c4 sera 
positif, nul ou négatif. 

Donc dans l'hypothèse d'une répartition poissonnienne des i. a., 

et sous la condition initiale (9 .2 ) , la probabilité/?» = j^TZ + ^ i c j ~ l 

tendra, selon le choix des paramètres de la f. r. / i (*)* e n croissant 
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ou en décroissant vers sa valeur limite j ou sera même indé-
i-+--n 

pendante de n. 

NOTE. 

RÉSOLUTION DE DEUX ÉQUATIONS INTÉGRALES SINGULIÈRES DE DEUXIÈME ESPÈCE. 

1° Pour traiter les problèmes du chapitre VII, nous avons besoin 
d'une certaine solution de l'équation intégrale 

(I) {"<*>-dbX(:^+î^)*(-Ç)"(S)*-^ 
( [R(*-Ç) , R(?-t fo)>o, |RXOI<8]-

Ici, l'intégrale de Stieltjes 

(2) ?(?) = feUdf{t) ( | R ( 6 ) | < « ) 
J— oo 

qui, par hypothèse, converge pour | R(£) | <C ô\ est la f. c. d'une f. r. 
donnée f(t)) z et Xo sont des paramètres complexes et r 0 ( ^ o ) , 
une constante. 

La résolution de cette -équation peut être ramenée à celle de 
l'équation intégrale 

<3) «^-dbXGrh + f ^ ) * -» " ^ * - 1 

qui, comme nous allons le montrer, est vérifiée par la fonction 

I (R(*-Ç), R(Ç-tfo)>o, \z\<z0 = [«Mx|9(-Ç)|-p) 

Substituons ici à log(i — z cp(— Ç)) la série 
n 

2 zn ^r\zn rx /"" sZ-rl 

i 1 ~ ~ x — a 0 

qui converge uniformément sur Gç. En raison de la convergence 



e Jc U — 
d'où 

c i - — S S — #0 
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|rfÇ|, on peut alors intégrer terme à terme, 

(6) u(x, XQ, z) = exp "V — J -J e » df(tx)...df(tn) 

S<>= 

. . . y e * df(t,)...df(tn) 

S'*<° 

Par suite de la convergence de (2), cette fonction est bornée pour 

(7) R ( a r ) ^ - 8 0 > - 8 , R(#0)^S0<8, | *-i i^*7*= f %5.l'lrf/(f). 

Par conséquent, w(#, #0 î *) satisfait à l'équation 

( «*(*)=—. Ç(-l— + _ ! — W g ) ^ 
; 2 ^ , / ^ . 1 7 - 5 ? — # 0 / (8 ) 

[ R ( * - S ) , R ( 5 - * o ) > o , |R(5)|^S0] , 

car, u(£, #0> z) étant bornée à droite de G£, la dernière intégrale est 
égale au résidu de sa fonction à intégrer en £ = x. 

En multipliant ensuite l'équation (6) par 

[-??£•£ 1 — * cp( — J?) = exp 

nous obtenons 

(9) (1 — * ? ( — « ) ) « ( * , *o, -s) 

e « df(ti)...df{tn) ]• 

=«P2 ; / / ( M . . •«?/(<»), 

et cette fonction est bornée pour R(a?) ^ ô0, R(x 0 ) ^ â 0 < 8 et | a | 
assez petit, et égale à i pour x = x0. Donc u(x, x9, z) satisfait à 
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Féquation 

; c p ( - ? ) ) M ( ? ) ^ = i 

^ - * o ) > o ] , ( f R ( j ? - 5 ) , R(E-

puisque, ( i — £ < p ( — £ ) ) H ( £ , x0, z) étant bornée à gauche de C^, 
le premier membre de (10) se réduit au résidu en ̂  = x0, lequel 
est = i. 

En ajoutant les équations (8) et (10) membre à membre, nous 
voyons que la fonction (4) satisfait à l'équation (3), 

C. Q. F. D. 

En effectuant maintenant dans les deux membres de l'équation 
(3) l'opération 

nous obtenons l'équation 

i P x e—x^ou(x, XQ , Z) , z C xe—x*x»dxQ 
*I2) . / — \ - -dXQ— rrz I r 

21ZIJ (X-XQ)XQ ( 2 ^ Î ) 2 J C {X — XQ)XQ 

L'intégrale itérée qui figure ici converge absolument, car 

|c-l«^?(—g)"(E> •*<>, z)\ 

est borné et / / \- — ;— converge. Les intégrations par 
«'» Jà \ \ ' r — w(É —XQ)XQ 

rapport à Xo et à Ç peuvent donc être interverties, ce qui montre 
que la fonction 

~, N i (* xe-*%**u(x, XQ, Z) I r xe-7»~* 
u(x, z; i0) = . / ^ - — - dx0= . I r— 

2XIJ (X — ^0)^0 2-KlJ (X-XQ)XQ 

(.3) , x 

" | R ( * - Î ) , R(Ç-*o, R(*o)>o, |R(C)|<*1 

satisfait à l'équation intégrale ( i ). 
U nous reste à démontrer que cette solution de ( i ) coïncide avec 
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se 

la fonction <fe(#, z) = ^znEe-rX» [équ. (1 .3g) et ( 7 . i 4 ) ] , dont 
o 

les coefficients de Taylor satisfont à la formule de récurrence (7. i3). 
Observons dans ce but que les coefficients de la série de Taylor 

< i 4 ) u(x, x0, z)—^jan(x,xQ)zn 

vérifient une inégalité de la forme 

| an(x, XQ)\ = : Ç) ll(x, XQ, Z)z~n—ldz < czTn, 

puisque | u(x, x0, z) | < c [pour des x, x0, z suivant (7) ] . 
Substituant la série ( i4) dans (3) , nous sommes donc en droit 

d'intégrer terme à terme, d'où résulte pour les an la formule de 
récurrence 

< l 5 } ( an+l(x, ^ o ) = ^ ^ ^ ^ ^ o ) c p ( - - g ) M S ; *o)di 

( [ R ( ^ _ Ç ) ? R ( Ç _ a 7 o ) > o ] . 

En effectuant ensuite dans les deux membres de cette formule 
l'opération (11) et en intervertissant, pour la même raison que 

dans (12), les intégrations / et / j nous obtenons pour les 

coefficients 
1 r x &—x*** 

< i O ) A r t ( j ? ) = . / 7 r—an(x,Xo)dxo 
X ' X ' 27Z ljt (X — X0)XQ 

de la série de Taylor 

{17) "(•*> *'> T o ) = 2 A n ^ ^ " ' 
0 

la formule de récurrence 

<I8) J A - ^ - ^ X . ( J ^ I - Î ) ? ( - Ï ) A " ( Ç ) ^ 
( (n = 0,1, . . . ; A0(x) = *-**•). 

Cette formule coïncide, aux notations près, avec ( 7 . i 3 ) , ce qui 
démontre l'identité des fonctions u{x, z; z0) e t # ( # , z\ T 0 ) . 
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2° En utilisant la notation 

f ...rfÇ= lim / ...tfÇ (80>o), 

considérons l'équation intégrale 

(20) J ^ ) - ^ X £ l ( ? - - ^ £ 2 ( - ? ) M ( S ) F ^ = I 

( [ R ( $ - * ) > o , R ( î - y ) < S ] 

qui est plus générale que l'équation (8. 26) du chapitre VIII et où s4 

et e2 sont les intégrales ( I .26) et (7 .2 ) , supposées convergentes 
pour 2 < ô . Cette équation est vérifiée par la fonction 

(„) { "<*'**> = 7¾«PIT^X ^ - ^ - ^ ( - 0 ) ^ ] 
( [ R ( î - a : ) > o > R ( Ç - g > < 3 ] ) 

où nous avons posé 
n 

(22) a(^) = e x p 2 ^ / ' • • • / « ^'dfi{tl)...dfl{tn)dMyi)...dMyn). 

H 

1 

La démonstration est tout analogue à celle qui a été donnée dans 
la première partie de cette Note, les équations (6), (8) et (10) étant 
respectivement remplacées par 

n 

2 i « « r r <*-?E'*-rS^ 
(23) *(*»?>*)= 7^75* " P i - ^ r J "V * * f dMe0-dA(rn), 

(24) -(^)=^/ "(«fi^H""0 [R(?-*)>°]> 

(25) - i - . r ( i — ^ ( ^ — ^ ( — ^ « ( O r ^ ™ - - ^ ^ — » ( — * > > • 

Quand l'une au moins des f. r. fi{t) etf2(t) est continue, toutes 
les intégrales qui figurent dans (22), sont nulles, de sorte qu'alors 
a(z) ==1. 
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Or, l'équation intégrale (8 .26) a été établie dans l'hypothèse (8.1 ) 
qui entraîne, outre la continuité de / a (£) [d 'où a{z)==i], la 
convergence absolue des intégrales figurant dans (20) et (22), ce qui 

nous permet d'y écrire / au lieu de f • Dans l'hypothèse (8 .1 ) , 

la solution de (20) prend donc la forme 

(26) u(x, q, *) = exp| - ^if^o%(i — ztl(l-q)z2(-K))-^^y 

En raisonnant comme dans la première partie de cette Note, on 
démontre ensuite que les coefficients de la série de Taylor de (26) 
satisfont à une formule de récurrence de la forme (8 .25) , d'où 
résulte l'identité des fonctions (26) et ï(x, q, z) [équ. 8 .18 ) ] . 

Notons que dans [16] nous avons montré comment on parvient 
à établir que la solution en question (c'est-à-dire celle dont la série 
de Taylor en z peut être intégrée terme à terme) d'une équation 
intégrale telle que (3) doit pouvoir être représentée sous la 
forme (4)-
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