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PROBLEMES STOCHASTIQUES

POSES PAR LE PHENOMENE DE FORMATION

D’UNE QUEUE D’ATTENTE A UN GUICHET
ET PAR DES PHENOMENES APPARENTES

Par M. Félix POLLACZEK.

INTRODUCTION.

Ci-aprés nous étudions des questions de Calcul des Probabilités
soulevées par le phénomeéne de formation d’une queue d’attente. On
rencontre ce phénomeéne qui nous est familier lorsqu’il s’agit de
Iattente & un guichet, dans différentes branches de la technique. La
surveillance des machines automatiques (par exemple, des métiers),
le trafic ferroviaire et routier, des phénomenes de congestion dont les
aéroports sont le si¢ge, le déchargement de cargos & un quai ([6],
p- 184) (), 'emmagasinage de mati¢res dans un entrep6t de capacité
infinie ([21], p. 449) en fournissent quelques exemples.

Un autre exemple nous est fourni par 'encombrement d’une ligne
téléphonique unique par des demandes de communications (des
appels) et ce sont justement les besoins de la Téléphonie qui ont
contribué a faire avancer la théorie stochastique de ce phénomene. 11

(*) Les chiffres contenus entre des crochets renvoient 2 la bibliographie placée a
la fin de ce travail.
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est vrai que dans cet ordre d’idées, on a surtout étudié des problémes
concernant un groupe de s > 1 lignes interchangeables et c’est singu-
lierement ce nombre s qu’on s'efforce de déterminer, pour un trafic
téléphonique donné ou estimé, au moyen de raisonnements de carac-
tere stochastique.

Cependant une étude particuliére des nombreux problémes qui se
posent déja pour s=r1 (et dont nous ne pourrons traiter qu’'une
partie dans ce travail) se justifie parce que, pour traiter a fond le cas
difficile s > 1, on est contraint d’utiliser des méthodes analytiques
plus puissantes dont le seul exposé nécessiterait beaucoup de
place.

Nous utiliserons ici une terminologie adaptée a l'attente a4 un
guichet et au lieu d’appels lancés sur une ligne, nous parlerons par
conséquent de visiteurs qui se présentent a un guichet. L’instant
d’arrivée (i.a.) du i visiteur devant le guichet sera désigné
par X;({=o,1,...) et nous appellerons « durée d’opération » (d.o.)
I'intervalle de temps T, pendant lequel il est traité au guichet.

En premier lieu, nous construirons les fonctions de réparti-
tion (f. r.) p,(¢) des délais d’attente (d. a.) 7, des visiteurs successifs,
en admettant différentes hypotheses sur la répartition des variables
aléatoires (v. a.) T, et X; desquelles dépendent les d.a. t,, et nous
établirons de quelle maniére p,(¢) tend, pour n—o, vers la f.r.
d’équilibre statistique p(¢). En vue de certaines applications
techniques nous établirons la théorie de deux dispositifs ou 'attente
obéita des lois différentes de celles qui sont valables pour un guichel.
Ensuite on traitera différents problemes de probabilités composées
ainsi que celui de la répartition des périodes d’occupation ininter-
rompue d’un guichet. Enfin nous nous occuperons des problemes qui,
se posent lorsqu’on suppose que sont refusés les visiteurs {ou les
appels) qui ne peuvent étre traités sans délai. En raison des méthodes
analyliques que nous utilisons, tous ces problémes peuvent servir
en méme temps d’exemples d’application et d’exercices pour les
parties élémentaires de la théorie des fonctions d’une variable
complexe.

Dans tout ce qui suit. nous supposons que les visiteurs sont traités
au guichet suivant leur ordre d’arrivée. Notons qu’en supposant,
avec M. Vaulot [25], que les visiteurs sont traités, non suivant une
loi de priorité quelconque mais au hasard, on obtiendrait des lois de
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répartition des d.a. toutes différentes de celles qui seront établies
ci-dessous.

Quant aux hypothéses & imposer aux différentes f. r. qui figurent
dans les données de nos problémes, on peut distinguer deuy attitudes
extrémes, 'une conduisant a admettre toutes les f.r. dont les
propriétés sont compatibles avec la nature des problemes en question
et & utiliser de préférence la théorie des fonctions réelles, tandis que,
Pautre tend a restreindre la généralité de ces f.r. de manidre a
faciliter P'emploi de la théorie des fonctions d’une variable
complexe.

Un excmple de la premicre tendance est fourni par un travail de
M. D. V. Lindley [11] qui a démontré dans les hypotheses les plus
larges admissibles que, dans les conditions de son théoreme
(woir p. 92), la f.r. du n™™ appel sur une ligne unique tend pour
n—a vers une f. r. limite.

C’est I'autre point de vue que nous avons adopté ici. Afin de
simplifier nos calculs et d’obtenir une théorie plus développée. nous
avons soumis les fonctions caractéristiques (f. ¢.) des f. r. données a
certaines hy pothéses restrictives qui, d’ailleurs, sont satisfaites pour
toutes les f.r. qu'on peut étre amené a utiliser en pratique. Notre
manicre de procéder nous semble done étre justifiée d’autant plus que
ce travail a é1¢ éerit en vue des applications. ID’autre part, certaines
de nos forinules pourraient étre établies en admettant des hy potheses
notablement plus larges.

Nous avons tiché d’exposer notro sujet d’'unc maniére uniforme,
tout en utilisant une méthode analytique assez différente des traite-
ments usuels en cette matiére. Aussi n’avons-nous que rarement eu
lieu de nous rapporter a la littérature nombreuse dont I'analyse
n’était pas dans nos intentions. Mentionnons toutefois, outre les
travaux classiques de A. K. Erlang [4] et un travail de M. A. Khint-
chine [ 8], un récent Mémoire de M. D. G. kendall [6]. En utilisant
la théorie des chaines de Markoff relatives a une infinit¢ dénombrable
d’¢états, amplifice récemment par M. W. Feller [5], M. Rendall
établit une théorie originale et digne d’intérét, bien qu’en raison de
sa nature méme elle laisse certaines questions sans réponse. C’est
aussi & ce Mémoire et 2 un article subséquent de M. Kendall [7] que
nous renvoyons le lecteur pour une bibliographie exhaustive concer-
nant les queues a un seul guichet et a un groupe de « guichets ».
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LISTE DES ABREVIATIONS UTILISEES.

délai d’attente.

durée d’opération.

espérance mathématique.
événement,

fonction caractéristique.

fonction génératrice.

fonction de répartition.

instant d'arrivée.

période d’occupation ininterrompue.
partie réelle.

variable aléatoire.

variables aléatoires indépendantes.
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CHAPITRE 1.

REPARTITION DES DELAIS D’ATTENTE DANS L'HYPOTHESE
D'UNE REPARTITION POISSONNIENNE DES INSTANTS D’ARRIVEE.

Supposons que des visiteurs numérotés 0, 1, 2, ..., et dont nous
désignons par Ty, Ty, ... les d. o. et et par 7o, 71, ... les d. a. se
présentent respectivement aux instants

(1.1) N, Xy oeee o (Ko XiZ..))
a un guichet.

Montrons d’abord que pour > o, le d. a. 7, s’exprime en fonc-
tion desv.a. T, et X,({=o0, 1, ..., n+ 1) et du d. a. initial 7,
considéré comme donné. D’aprés nos hypotheses, le n'*™® visiteur,
arrivé a 'instant X,, est traité, aprés un d. a. égal a 7,, pendant
la d. o. T,; il quitte donc le guichet & I'instant X, + 7, + Tr. Par
conséquent, le d. a. 7,44 du (- 1)"*"° visiteur qui arrive a l'ins-
tant X,.4, est égal ou a X, +7,+ Trh—Xpiy si ce non'lbre est
positif, ou a o dans le cas contraire. Au moyen de la nolation

(l.2) a+ = max (a, 0) (az0),

nous obtenons donc la formule de récurrence

(l3) ':u+1=(x\n+'¢n+Tn—'4\n+1)+ (n=o, 1, ...)
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qui permet manifestement d’exprimer 7,., en fonction de 7, et
des 2 n + 2 nombres T; et X,.,—X; (/=o, ..., n).
En employant la notation

(1,4) Ximi—Xi=Y, (éo) (i=0, I, «..)

pour les intervalles de temps qui séparent deux arrivées consé-
cutives, (1.3) prend la forme

(1.5) Thpr = (tn+Ta— Y )+  (n=o0,1,...).

Il résulte de cette équation que 7,.4 est une fonction continue, et
linéaire par morceaux, de 7, et des n+ 1 variables (T;—Y,)
(!=o, ..., n), ce que nous utiliserons au chapitre VII.

Afin d’étre en mesure de traiter des problémes de Calcul des
Probabilités concernant les 7,, il faut admettre des hypotheses sur
les répartitions des T, et X,. Dorénavant nous allons considérer
les d. 0. T, comme des variables aléatoires indépendantes (v. a. i.)
ayant toutes la méme f. r. f;(¢), donc

(1.6) Prob(T, < t) = fi(¢) (t>o0:n=o0,1,...).

Pour le moment, nous supposons seulement que f;(¢) est une fonc-
tion non décroissante telle que

(1.9) fill—0)=fi(+0)=0, fi(w)=1 (doncf”dfl<t>=:>,

et que I'espérance mathématique (e. m.) des T, est finie, c’est-a-dire
que

(1.8) E(T):fwcdf.(z)oo.
(1]

En outre, f(t) et toutes les autres f. r. que nous utiliserons seront
considérées comme continues a gauche.

La répartition des X, sera supposéc poissonnienne aux cha-
pitres I, II, IV, V et VI, bernoullienne au chapitre III, tandis qu’aux
chapitres VII, VIII et IX nous allons considérer les intervalles Y,
[équ. (1.4)] comme des v. a. i. de f. r. f2(y) largement arbitraire.
En adoptant dans ce chapitre pour les instants d’arrivée X, une
répartition poissonnienne, nous avons
(1.9) So(t)=1—e,
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71 désignant une conslante posilive, c’est-d-dire que nous supposons
(1.10) Prob(Y,<t)=1— e (t>0;n=0,1, ...)

Rappelons ici que la loi (1.10) entraine, pour I’e. m. du nombre
d’arrivées pendant un intervalle de temps quelconque de longueur ¢,
Pexpression n¢.

En premier licu nous allons construire les f. r. p, (¢) des d. a. 7,
c’est-a-dire les fonctions

(l.11)  p,(t)=Prob(r,<t) (t>o0), =o0 (<o) (n=1,2, ...

Pour cela, nous utiliserons la fonclion, dite de Heaviside,

| =

(l.12) str)=1 (xr>o0), =0 (o <o), s(0) =

o

I

qui, pour z arbitraire, peut étre représentée par I'expression

. IN+G dz
(1.13) s(ey=hm - f ers — (8> o).
Nye27b) ,n,3 <

Pour x £ o, s(x) peut étre représentée par U'intégrale de Dirichlet

d
(L.1%) s(x)=2;m. ce-u?z (& # o),
C désignant (de meéme que, plus loin, Gy, Cg4, ...) une parallele a

I'axe imaginaire du plan complexe, parcourue de bas en haut et lais-

1x—0
sant le pdle s =o0 4 sa gauche. Parfois nous écrirons aussif

—ln—0
10 +0

et pour désigner des intégrations faites respectivement le long
Y —io40

de Cy (fig. 1 a) et de Gy (fig. 1 b) (ou encore faites le long de
" droites trés voisines de 'axe imaginaire et situées respectivement &
gauche ct a droite de cet axe).

L'indicateur de l'événement 7,.;<<¢, c’est-a-dire la fonction
de 7,4 et t quiestégalea 1 pour 7,4 < ¢, et = o dans le cas contraire,
est ¢égal & s(¢—17,41) [la valeur attribuée a s(0) étant indifférente
puisqu’en raison de la continuité de la f.r. fa(y), l'événe-
ment 7,4 = ¢ est de probabilité nulle]. Comme la probabilité d’un
¢vénement est égale a 'e. m. de son indicateur, et que celui-ci dépend
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ici des seules v. a. To, Yo, ..., T\, Y,, il vient
'1. n+1 t)y=Es(t — n+1) = °‘,ti L1 de con
(1.1)  purt (£) = Es(t —Tara) f f,(.,)fo /fo (70
xf dfi(tn) dfa(¥n) s(t — Tura(to, ooy yu))  [£>0];

dans cette formule, de méme que dans toutes les formules analogues
de ce travail, nous avons pris pour variables d’intégration les minus-

cules (%, Yo, ...) correspondant aux.v. a. i. (To, Yo ...) qui
£ 0 \0

Ve

J ACI + C2
Fig. 1a. — Plan q. Fig. 16. — Plan q.

figuraient originairement dans la fonction a intégrer. Rempla-

. 1 e d
cons s(f—Tppr), pour t,.q3%¢, par lintégrale ?ﬁ‘[ e+
q9

=+l

[équ. (1.14)]; nous verrons qu’il est permis d’intervertir les

opérationsf et

Cq
E=f dfito)... [ df(r),
[ 0
donc que
* d
(1.16) gn+1(l) = 5._::—;,/(‘ ente-qr..n_qQ, (t > o),

ol nous avons posé
('isl’?) Ee—fl'n+x=f dﬁ(lo)f dfu(}’o)...f e_’l‘rn+idfp(v’l’").
) 0 0

Transformons d’abord Vintégrale f ”dfg ()n)s(t—rtnea) o,
[}
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d’apres (1.5),
(1'18) Tatt=Tn+lh—F¥n (OZLYnLTa+tn), =0 (yn>1"+t")‘

Pour ¢ > 7,4 ¢,, nous-avons donc &> T, (pour 0 Zyp,<<w),
de sorte qu’il vient, au moyen de (1.9),

(1.19) [ st — v} dfalya)
1]
= [w'q e*’ﬂ‘ndj'n L _fcqf—flfn+1i_q
<o : q

27 ¢

= —I—" eqt [f ne=Wa—1t+1d) ”] d-..-q
27 () q9

= 1 n - q . ] dq
= . | et —G (Tntln) — NTut+ta) | =L #
2mfg [n—qe T—q° q (g #m),

la permutation dc/ﬂn ... dyn etfétant licite du fait quefconverge
C C

0
uniformément par rapport & y,. Pour ¢ <7, + t,, il faut d’abord rem-

ATptlp—1t—0 »

placerfm...dy,,,dans(l.lg),parlim j -+ cedyn )
0 e>+0\"o

Tptln—t+0
mais on obtient le méme résultat que précédemment, a savoir

(.20) [ s(t—sun) dfs(ya)
0

= ew[ et — 4 e"""'-*’n)] "jl_q=e—n(r.+l.—t)+.
2xdJ, " In—g¢ n—g
L’intégrale figurant au deuxi®me membre converge uniformément
pour toutes les valeurs de 7,4+ £,(0), de sorte que les 27+ 1
premidres intégrations indiquées dans (1.17) peuvent étre effectuées

sous le signe f » et cela démontre la relation (1.16), avec
C

(1.21) Ec7%rn=E [ N e—gurta— 9 e—n(f..+r..)] .
n—g¢g n—q
En outre, le fait que le troisitme membre de (1.20) est continu
en ¢, uniformément par rapport a toutes les valeurs de 7, + ¢,, montre
que ppy1(t) = E e W+i=0 est continue pour ¢£> o.
Notons que (1.16) peut étre déduit du théoréme suivant dé a
M. P. Lévy (Lévy [9], p. 166, 167 et [10], p. 38; Cramér [3], p. 93)"

Sort
(1.22) g(it):Ee’“':f eltx df(x)
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la fonction caractéristique (f.c.) d’une v.a. quelconque X,
de f. r. f(z). Réciproquement, on a alors

N .
(1.23) f(a+h)——f(a—h)=Nle;: -S-mt-—h—te—mlq;(it)dt,
»TJ _y

pourvu que [(x) soit continue aux points x =a -+ h et x =a—rh,

En effet, si X o (comme c’est le cas pour notre v. a. Tpu4), il
vient df(z)=o0 pour z<<o. En désignant dans ce cas par f. c.
de f(«) la fonction ¢ (z)= /mew df (x) qui est continue (ct de

Y—0
module < 1) pour R (z) < o, et analytique pour R(z) <o, on peut
transformer (1.23) en
. AtN+D d
(1.24) f(a)=1}l:1”-2—;—i _tMe'“;(—z);‘ (ax0,3>0)

IN+3
[f(z) étant supposée continue en z = a] et au lieu de lim

Ny»=» o/ IN4&
l»+a

on peut écrire ici f

—lr+r;

» pourvu que cette intégrale converge. En

remplacanl f(z) par pn4 (£) et ¢ (— z) par E e=7"+, on obtient (1.16),

ot f converge en raison de la forme particuliére du deuxiéme membre
Cc

de (1.21).
Pour n = o, nous tirons de (1.17) et (1.21)

(1.25) Ee—'lfs=fwdf,(to)fzdf;(yo)e—'fﬂ
0 0

= ”d t ( 8 e—qirort) — 2 e—mfo+lo»>
j.; AU ey n—g ’

et, de la, en désignant par

(1.26) s(z)=fwe3‘df,(t) [donc e(0) = [mdfl(t)= 1]
0 “0

laf. c.delaf. r. fi(¢) [équ. (1.6)],

(1.27) Ee—771= I]_S(;—i) e—q9To — ZE_(:_T]) e—Ti%,
n—gq n—¢

Cette formule a 6té déduite en considérant le d. a. 7o du visiteur
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initial comme un nombre donné. Mais si 7, st aussi considéré comme
une v. a., on obtient Ee~7": en calculant I’e. m. du deuxiéme membre
de (1.27), en tant que fonction de 7,; il vient alors

( 1.28) Ee—71 = ne(— Q) Ee—9% — q&(— " Ee7%,
n—gq n—q

Dans 'hypothése ou il existe un état d’équilibre statistique ol tous
les =, ont la méme répartition p(¢), donc tous les e la méme
e. m. Ee~%, la dernitre équation fournit pour cette e. m. la relation

(1— fﬁ(—q\jE
i—¢q

B —]7 — Cq — = — —7%To
(1.29) Ee l_q—q+r,e(-—q) [ce =¢e(— n)E e %]

fi"o = 0.

ou

Si la v. a. non ndégative 7 possede une f. r. p(¢) au sens usuel [c’est-a-
dire, telle que p( )= 1], sa f. c. E ™" est nécessairement continue
pour R(g)>o0, et en particulier pour ¢-—>-+o, de sorte
que lim E¢c~"=E(1) = 1. Pour ¢ > + o0, (l.29) fournit I'équa-

qg>—+9
lion 1 = ——5—_, au moyen de laquelle nous obtenons enfin
I —ne'(—o)
(1.30) Ee=(1—re(—on—-o=L— " [R(g)>0].

g—n+ne(—q)

Pour ¢’ (— o) nous obtenons, en vertu des relations (1.6)a (1.8),
(1.31) &(—o)= lim —I_-<l —f e»ldf,(t)>
>—0= <o

1.mf°= df.(t)_f tdf.(t)=E(T).

Ty

Donc la quantité

7¢'(— 0) = nf”uzf,(r)

figurant dans (1.30) est 'e. m. du nombre d'arrivées par durée
moyenne d'opération; or, il est clair qu'un équilibre statistique (au
sens usuel) ne peut exister que lorsque cette quantité est < 1.

Nous verrons plus loin que le deuxiéme membre de (1.30) est en
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effet la f. c. d’une f. r. lorsque I'inégalité

(1.32) q/‘”tdf,(t)<1
<%0

est satisfaite.
Dans le reste de ce chapitre, ainsi qu’aux chapitres II, III et VI,

nous prendrons ’e. m. de d. o. E(T):V/.°° tdf,(t) pour unité de
0

temps. Ensuite, nous admettrons toujours qu’il existe une constante
arbitrairement petite d > o telle que 'intégrale de Stieltjes (1.26)
converge pour z <9; il en résulte que la fonction analytique ¢(z)
est holomorphe pour z=o0, ce qui simplifiera nos raisonnements
ultérieurs. Nous avons donc maintenant

(1.33) :'(o)=fwtdf,(t)=l,

I'inégalité (1.32) et P'équation (1.30) se transformant respectivement
en

(1.34) n<1,

(1—m)g
(1.35 Eett ————— L R > o]
(1.35) € Py p—— [R(g)>0]
En utilisant ensuite I'équation (1.16), ot 'on écrira p et 7 au lieu
de ppit €l 7,04, nOus obtenons

1740

1— 1 e?ldq
2%l 0@ — T+ NE(—q)

(t>0;0< <)

(1) =Prob(r < t) =

(1.36)

Avant de calculer cette intégrale pour différentes classes de f.r.
J1(2), nous allons étudier les e. m. E e=7"+ [équ. (1.17)], en consi-
dérant le d. a. initial 7o comme une grandeur donnée. Nous verrons
que pour n—>w, Ee¢= tend vers la fonction (1.35) si n <1, et
vers zéro si > 1.

De maniére analogue a (1.25) et (1.27), nous trouvons

“ * . . - qs(—q) —( Ty qs(_____n) —ltn
(1.37) t[ df1(t,.)~£ dfs(yn) eI+ _—-m—e YTn— pa— e—nT

et, de 1a, en effectuant les 2n premidres intégrations indiquées
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dans (1.17),

(1.38) Ee~qrn+,="_:_l(____q‘”Ee—qrn_q_;(:_;)Ee—nrn (n>0).

Nous utiliserons cette formule de récurrence pour construire la
fonction génératrice (f. g.) des Ee~7"», définie par la série

(1.39) ®(g; =) =22“Ee"”" [Reg)>o0, 3] <1, EeiTo=e7%].
n=~0
Cette série converge pour | z| <1, car pour R(g)> o, il vient
[e=q%| <1, donc |Ee 7| ZE|e—9%| L.

Multipliant (1.38) par z"*! et sommant depuis n=0 jusqu’an =0,
nous obtenons pour ®(g, z) I'équation fonctionnelle

- z3ns(—9) zg9(—n)
P(¢q, 3)—eTTo= ————2-@ z ®
(g, 3)—e n—q (g, =) pp— (m, 3)
ou

(o) (41— %%%«D(% H=eri— Losi(— )&, 2),

ou figure la grandeur inconnue ®( 1, z), indépendante de g.
Pour calculer ®(n, z), utilisons le fait que la fonction

1. _ane(—9q)
(1.41) 1 e— (lz]<r1)
qui figure au premier membre de (1.40), s’annule en un point
(unique) g = ¢o(%) du demi-plan R(g) > o. En effet, sur I'axe ima-
ginaire des ¢ (¢ =iy, —w <y <) il vient

(— = N _Utdll = ” —iy ¢ | t)=1,
| e q)| II € f()l_[ |e | dfi(t) =1
donc

zne(—1iy)

1.42 -
(1-42) n—iy

zqs(—q}{=
n—gq

|é|z|<1,

et il est évident que cette inégalité est aussi vérifiée, pour r assez
. . . ks kd
grand, sur la périphérie du demi-cercle g=re?, — - < ¢ =

situé dans le demi-plan droit des g.
D’aprés le théoreme de Rouché ([24], p. 116), 'expression (1.41),
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considérée en tant que fonction de ¢, a par conséquent a l'intérieur
d’un tel demi-cercle, donc & I'intérieur du demi-plan droit, autant de
zéros que de poéles. Mais comme (1.41) a dans le demi-plan droit un
seul péle g =7 > o, nous voyons que I’équation

(1.43) [ Ene(—9)

n—gq =0, (|z|<l)

posséde une seule racine g, (z) telle que R(go,) > o.
En raison de cette derniére inégalité, nous sommes en droit de
poser, dans (1.40), ¢ = qo(3). Il vient ainsi

ze(—mn)P(n, 3)= L;%%eﬂo’o,

et en introduisant cette expression dans (1.40), nous obtenons pour
laf. g. (g, ) I'équation

1] = 7 <9—"\ —l]Tu_u —Qoro)
{ (2, 5) =+ 1o —

(1.44) —n+mnze(—gq)

[g0= g0(3)]

dont le deuxi®me membre ne contient que des grandeurs connues.
Nous pouvons maintenant exprimer les coefficients Ee=7™ de la
série (1.39) sous forme de résidus de ® 7~ en z = o, donc

1 dz
(1.45) Ee-‘lfn=27i <I)(q,;)—z”—+l (n=o0,1,...)
lz2i<t
ou
(1.46) Ee0fn= 1. g

27 g—"n+nze(—q)

X(Q_—_“ %o 7_0_(3_)_—16—%%> dz
q q0(3)

Afin d’obtenir pour Ee~7" une expression asymptotique valable
pour les grandes valeurs de n, nous étendrons le chemin d’inté-
gration des dernitres intégrales au-dela du cercle unité. Cela néces-
site le prolongement analytique de ®(g, z), donc celui de la fonc-
tion ¢o(z) qui est holomorphe pour | z| <1, au-dela de ce cercle, et
pour y parvenir, nous allons étendre le domaine de validité de
Vinégalité (1.42).
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Nous pouvons conclure de 'équation

“d ne(—2x) _ 1
(1‘47) ld——x n—x ].r:o— n !
qu’il existe deux nombres z'(n)>o et 2’ (n)>o0 tels que 0 < —— ?\ E( x) <1

pour n <1 et — z’' <z <{ 0, ainsi que pour n > 1 eto<.z'<z'”. De
la résulte I'inégalité

na(~q) ne(—z—iy)
n—a—iy

255 =i

respectivement pour 7 <t et —z '<<R(g)<<o et pour n>1
eto<<R(g)<z'".

Donc il existe 8(n) > o tel que I'inégalité
(1.48) ll:\—(:_q—q)\«—a
soit satisfaite sur ’axe imaginaire des ¢, déformé a I'origine assez peu
respectivement vers la gauche (C, dans la figure 1@) pour v <1, et
vers la droite (C, dans la figure 1 b) pour » > 1. Pour des ¢ situés,
selon la grandeur de 7, sur Gy ou C,, il vient par conséquent

zne(—

g q>,<1 82 <1 (pour | 3| L1+ 8).

En reprenant le raisonnement précédent, nous trouvons mainte-
nant que pour | 5| <1+ 8, Péquation (1.43) a une racine unique
¢o(z) dans le domaine situé a droite respectivement de Cy (pourn <C1)
et de G, (pour xn>1) et il est clair que ¢o(z) est holomorphe
pour |z|=1+0.

Du fait que le premier membre de (1.43) s’annule [voir (1.26)]

pour s =1, g = 0, nous concluons maintenant que

(1.49) go(1)=0  (pourn <1);
par contre, il vient
(1.50) go(1)>0  (pourn>1).

Pour le développement taylorien de go(z) au voisinage de z =1,
nous trouvons au moyen de (1.43)

(1.51)  go(2) = 9o(1)+(z—1)%%‘3

5=1

=—~(Z—I)I—}ri+a2(z—l)z+... (\q<l),
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ce qui montre que pour n <1, la fonction ®(g, z)[équ. (1.44)] a.
dans le cercle | 3| < 1 + d pour seule singularité un péle simple z=1,

g (t—m)g
de résidu p T
Au moyen du théoréme de Cauchy, la formule (1.45) peut donc
étre transformée en
Ee— 9= _—____(l"‘"l)q !

4 ®(q,z)z—"1dz
(1.52) g—n+mne(—q)  27LJ 7,5 (g.5)5 !

[n <1, R(g)>0]

Afin d’obtenir une valeur approchée de la derniére intégrale pour

les grandes valeurs de n et de |g|, décomposons ® (g, z) comme
suit :

g—n _ g0(2) —
1.53) @ = 7% — T
(1.53)  ®(g, 3) 7 ° 7 (z)
n—nz(—9q) (q—ne_ﬂ.,_we-m).
g—n+aze(—g)\ ¢ 90(3)

Or, 'opération ¢ ...z=""1 dz annule le premier terme de (1.53)
|z]=1+4

qui ne dépend pas de z, et transforme les 2°et 3° termes en des quan-

tités dont les modules sont respectivement <( — B)" et < 7 l(l 5

les constantes ¢, et ¢, ne dépendant ni de » ni de g. Nous obtenons
ainsi pour E e~ la formule

— T — (I-—'I])q
(1.54) e T g—a-+ns(—9q)
[n<1, R(g)>o0]

+O[(1+8)"]+ O[(1+ 8)—"].

L
lql

Substituons cette expression dont le deuxiéme terme ne dépend
pas de ¢, dans (1.16). Alors le deuxiéme terme n’est pas modifié¢,

in+ G
tandis qu’en raison de la convergence de l'intégrale f
— w40

et (%Z- l )
le troisitme terme se transforme en une quantité dont la valeur

absolue est < c(t) ~ et qui sera désignée par O,[(1+ d)~]. Il vient

L (1+8)
ainsi

. io+0 'Ildq ] ‘
1.55 n(t)= ')f __e—____+0 (1—+6)" 71<I1,t>0);
.55) =" [ ot 0l (< e>0)

donc dans ’hypothése ot n <C1, p,(¢) tend pour n — o exponen-

MEMORIAL DES SC. MATH., — N° 136. 2
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tiellement vers la fonction p(¢)[équ.1.36)]. De la, il résulte aussi
que la fonction p(¢), en tant que limite d’une suite de f. r., est non
décroissante, et puisque p (o) =1 (ce que nous verronsau chapitre IT),
p(t) est bien une f. r.; par conséquent, E e~¢7[équ. (1.30) et (1.35)]
est bien la f. c. d’une f. r. au sens usuel.

Pour n>1, ®(q, z) est, en raison de (1.50), holomorphe pour
| 5| £ 1+ 3. Nous pouvons donc prendre le cercle |z| =1+ d pour
chemin d’intégration de l'intégrale (1.46) et en décomposant ®(g, 2)
comme précédemment, nous trouvons la formule asymptotique

(1.56) en(8) = 0 f(1+3)"] (n>1,2>0);

donc pour n>1, p,(t) tend pour n—o exponenticllement vers
zéro.

Pour obtenir des formules plus précises, nous admettrons une
hypothese supplémentaire sur la f. c. ¢ (). On sait qu'a moins que

I'intégrale de Stieltjes ¢(z) :jm e’ df(t) ne soit convergente pour
0

tout z fini, il existe un nombre a > o tel que cette intégrale converge
pour z < a, et diverge pour z>>a, ¢(a) pouvant étre ou finie ou
infinie. Pour » <C1, une partie des raisonnements qui suivent, ainsi
que les équations (1.61), (1.85) et (1.87) ne sont valables que dans
I’hypothese ot
(1.57) lime(z)=++, (1)

s Aa
la lettre @ devant éire remplacée par + oo dans le cas ol £(z) converge
pour tout z fini.

Nous verrons maintenant que la premiere singularité (autre
que z =1) de ®(g, z) qu’on rencontre en élargissant le cercle d’inté-
gration de (1.45), est un point de ramification de go(3)-

Soit d’abord n << 1. Alors la fonction g(g) = T‘—;(—_qu) est, en vertu
de (1.47), croissante au pointg=o de I'axe réel. En raison de (1.57),
g (¢) décroit d’autre part de + oo & 1, lorsque ¢ croit de —a & o.

(') Ln exemple d’une f. r. exclue par 'hypothése (1.57) est fourni par la fonc

[ » -1
tion f(¢) :f e~ dr 5 f e~ dz 5 dont la f. c. converge pour z < a, et
0 1+ Z- 0 I+

diverge pour 3> a > o.
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£(q) a donc un minimum o < g(¢") < 1 en un point —a << g¢' <o,
et il vient

ne(—¢) _ne(=9¢) _,

(n—g*)2 n—q*

2ne(—g")  2n(—¢g") A (—g) _ (=9
m—¢)p  n—g)r  a—g¢ n—gq* =0

&g =
(1.58)
&'(g") =

ce qui montre que ce minimum est unique. En posant

_ne(—=9¢")

(1.59) - - (z*>1)

et observant qu’évidemment

(=) (=9
"f-\—-q =

pour R(¢)=¢" 9+#¢",
nous obtenons l'inégalité

(1.60),

z’l;(:;)l=|zg(q)| <z g(g*) =1 [R(q)=¢q" | 2] < 5"

De la nous concluons au moyen du théoréme de Rouché que pour
| 2] < z* Déquation (1.43) posséde une seule racine g(z) telle
que R(g) > ¢". ¢(z) est une fonction holomorphe de z et coincide
pour |5| <1 avec ¢o(z); c’est donc le prolongement analytique
de go(z)dans le domaine 1 << | 2| << z*. Ensuite on voit que Pintégrale

q*+ix N
dlo«?(l—zq—s(——_—q-)-) 3| = z*, 3#3%),
f,,-_,,, g =2 (s 2,

étendue a la droite R(g) =g, est nulle, d’ou il résulte que go(z)
existe et est encore holomorphe sur la périphérie |z|=z", sauf
en z=z". En vertu de (1.58) et (1.59), ce dernier point est pour
go(5) un point de ramification d’ordre 2.

On démontre de la méme maniére que go(5) est holomorphe pour
|5| < 3"(5 % 5") dans le cas oit n>>1, sauf qu’alors o < ¢* <u, de
sorte que 'hypotheése (1.57) n’intervient pas.

Par conséquent, nous pouvons prolonger go(z), donc ®(g, ),
dans le plan z, découpé a partir du point z = z", au-dela du cercle
| | = z*, ce qui nous permet de remplacer le chemin d’intégration
de (1.45) par une courbe (C* dans la figure 2) dont les points, &
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tance > 3" de l'origine. Pour n —w, seule la partie de C* qui est
voisine de 5*, contribuera alors, en raison du facteur z, d’une
maniére appréciable a la valeur numérique de Pintégrale (1.46).
D’aprés une méthode bien connue [27] on obtient le développement

2
asymptotique de cette intégrale en y posant 5= '(l—%)a en
. . . 1
développant la fonction a intégrer en série de Taylor en 7
n

et en intégrant dans chaque terme depuis £ =-—o0 jusqu'a { =oo.

e

Fig. 2, — Plan 3.

De ce développement asymptotique on tire celui de p,(¢) en effec-
tuant terme a terme l'opération

x40
1 d
— ert... .

2a — (%40 q

Pour n 71, il vient ainsi a I'aide de la notation (1.2):

Ix+0

e7t dg
enod— N+ 0E(—q)
(1.61) . L 1 fo0 edldg

+ecn CEtr — P py—
25l g—n+n3"e(—q)

(71 # l))

O/I(t)—’(l’—ﬂ)+;?—l

+O,( %z"-")

OU Nnous avons posé

—q*7 E(— *)
(1.62) c=(n+¢g'7(n—g")) e’ F\/z-_(ZqT)
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Pourn=1 (ol ¢"=o0, z"=1), le procédé qui nous a fourni (1.61),
donne

N 40 R
(1.63) Pn(t)=\/w_lf ————cj—l—iq———l-ol(n ;) (n=1).

2zn 25i) ,  g—1+¢(—q)

En modifiant quelque peu la m¢éthode mentionnée plus haut, nous
obtenons dans ce dernier cas pour la f. r. p,,(t\/n), pour ¢ fixe
etn—> o,

2

. L
(1.64) pu(t ‘/;)__—\/1??(0—)/0‘ e_wdt+0,<#> (n="n.
Donc, pour n=1 et n—>o0, la loi de répartition du d. a. du n®™°
visiteur, mesuré par une unité de temps proportionnelle & y/n, tend
vers une loi semi-normale.

En supposant que le visiteur initial arrive a Pinstant Xo= o et que
son d. a. 7o soit nul, nous allons déterminer maintenant la probabilité
conditionnelle p, (¢) = Prob(r < ¢|X=1¢) () pour qu’un visiteur
subséquent quelconque qui, par hypothése, arrive 4 un instant
donné X = ¢'> o, aitun d. a. T <<¢. p;(¢) peut étre déterminé comme
Ia limite, pour £ ¢, de la probabilité conditionnelle

Prob(t < ¢t|t' = X < t"),
donc

(1.65) pr(t)=Prob(t<t|X=1¢)=lim Prob(t<¢t|t' <X 1)
N

La probabilité qui figure dans le dernier membre de (1.65) peut
étre exprimée au moyen des probabilités (f. r. a deux variables)
(1.66) pn(t, t')= Prob(z,<<¢; X, <) (t>0,'>0;n=1,2,...)

par la formule

N (ealt, ) —alt, 1))
(1.67) Prob(t <¢|t 2 X < #') = 2= )

E3

Dol ) = pale, 1))

n=1

de sorte que notre probléme se ramene au calcul des f. r. p,(¢, #').

(?) Pour désigner des probabilités conditionnelles, nous séparons, suivant I'usage,
I’événement en question (7 <C¢) par un trait vertical de I'hypothése (X = ¢') dans
laquelle sa probabilité est définie, tandis que des probabilités composées [par
exemple (1.66)] sont dénotées en séparant les événcments simultanés par des virgules
ou des points virgules.
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Comme I'indicateur de ’événement : « 7, << ¢ et X, < &' » est égal
as(t—r,)s(d—X,), il vient

(1.68) pa(t, t')y=Es(t —1,)s(t' — Xz)

et de 14, en utilisant (1.14),

1 dg 1 ; dr
. "y = E —— q—T,) L e —rg) .,
(1-69) ealt £) E2”£qe’ q 2ni£,e "

Par des raisonnements analogues & ceux qui nous ont fourni (1.16),

on démontre que 'opération E peut étre permutée avecf etf ) et
Cq C,

qu’en outre, p,(¢, ¢') peut étre écrite sous forme d’'une intégrale
double, a savoir

1 , dg dr
1.70 )= —— f f eql+rt' E e—qta—rXa 2L 7",
( 7 ) P"( ) (27,:[)-) Cq . qr.

Pourl’e.m. qui figure ici, nous obtenons de maniére analoguea (1.17)

n—1
[en utilisant qu’en vertu des relations (1.4) et Xo=o, X,,:ZY,]

=0

n—1
(1.91) Ee——qr,.—:-x,.:-f df,(to)...f exp<—qr,,—r2yl>dfg(_,—"_l).
0 0

=0
En appliquant les identités [ équ. (1.9)]
eidfy(yi) =ne~idy; = ?—'?:—’: d(1—e i+ (i=o0, ..., n—1),

nous trouvons ensuite

n
(1.72) Ee—'lfn“’-“n=(nir> E/rre ™ [R(g), R(r)> o],

I'indice de E, .., puis de ®,,,, signifiant que ces fonctions ont été
construites au moyen de la « f. r. » 1—e~™M+2), au lieu de 1— e~

Pour la somme de toutes les e. m. (1.72) qui, en raison de
Pinégalité

|E oo 2 B[ e 2 Ee¥atvi— ()" [R(g)>o),

converge pour R(¢)> o, R(7)> o, on obtient (dans notre hypo-
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these 7= 0) au moyen de (1.39)

NN
(1 73) ZEG_VT_’XH—Z(q+r) E-,-+,-6 ‘7n=q’n+r(97n_.?_,.>_‘"

n=1

Or, le raisonnement qui nous a fourni Iexpression (1.44) de
®(q, z) = ®,(q, z) s’applique encore lorsqu’on remplace la constante

positive n et la variable complexe z respectivement par v + r et )

+ r
r éltant un parameétre tel que R(r)> o, r£o. Pour 7o=o0, nous
tirons ainsi de (1.44) la formule

P P S S S S HE
(1.74) K q"q+r g—n—r-+mne(—q) qoo(r)

0u goo(r) désigne la racine unique de I'équation
(1.75) g—n—r+mne(—g)=o0

telle que R(¢) > o pour R(r) > o.

Pour la somme de toutes les p, (¢, ¢') nous obtenons au moyen des
équations (1.70), (1.73), (1.94) et (1.75), la sommation sous les
symboles d’'intégration pouvant étre justifiée,

X g e(— qoo) — quo e(— q) dq dr
t ql+rt
(1.76) EP"(’ )= (27:t)’ffe g—mn—r+ne(—g) qogr

[go0= qoo(7)].

Pour ¢t =0, 57; ... dg se réduit au résidu de la fonction a inté-
C

9
grer en ¢ = o. On voit cela en amenant Cq en une droite

R(g)=—3 (o <¥=<),

f ... dg s'annulant pour ¢ — . Il vient donc
R(q)=—10r

) S N ,dr .
(1.77) Dente, )= 5 [ert T =t ().

n=1 ¢

(3) Cette équation peut aussi étre obtenue de la maniére suivante :
pa( 0, ') =Prob(X,<t")

est la probabilité pour que pendant Vintervalle (o, ¢'), au moins n visiteurs se pré-
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En portant les expressions (1.76) et (.1.77) dans (1.67), nous
avons ’

(1.78) Prob(t<t|t'<=X <)

- 1 j f" g & e qe(—qu) —gui(—g) dgdr

= (2=miy ¢, Ve, r(—t) g—n—r+mne(—gq) qooq
Pour obtenir la limite de cette expression qui figure dans (1.65),

nous sommes en droit de faire passer ¢/ \( ¢ sous le signe f f ) car
L r

Vintégrale double obtenue ainsi converge uniformément par rapport
aux ¢ de tout intervalle fini 0 < a << ¢/ < b. Pour p,(¢)[ 6qu. 1.65)],
il vient ainsi

p,,(t)=__I_nffe,,,_,_,.,:qi(—'-qoo)—({ooi(—q) dg dr
(1-79) it Je, g—n—r-+ne(—q) qog

(t>o0,¢>0)
ou
(1.80) pl(t)_————fe'ﬂE(e—’lT[k t)
— — — dr
1.81) E(er7(Xm=t)m L [ orer2E(=200)- qoos( 9) .
( 1) (e [ ¢) ani Le g—n—r+mne(—q) goo(r)

Pour déduire de la derni¢re formule une formule asymptotique
pour les grandes valeurs de ¢, nous déplacerons C, vers la gauche et
dans’ ce but, nous devons prolonger goo(r) analytiquement au-dela
de 'axe imaginaire. On confirme sans peine qu'en raison de notre
hypothese initiale sur &(z), goo(r) est encore holomorphe dans une
certaine bande —d&<R(r)<o. En procédant comme lors de
Iétude de go(z) pour 2 =o[équ. (1.49) et (1.50)], on voit ensuite
que ¢goo(0) =0 pour n <1 et que

(1.82) qoo(r)=l—£r—‘+a2r?+... (n<1, [ri<i),

tandis que gqo(0) > 0 pour v > 1.

sentent suivant une loi de Poisson. Il vient donc

pa( 0, ) =Z]), [avec p= “;t' y e—“."]
i=n

et, de I3,

ZP..(‘O ‘)‘Z Zp‘ Zzph:'r,t'.

n=1 n=1 1=n =1
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Par conséquent, la fonction a intégrer de (1.81) a, pour n <1, un
pole du premier ordre en r = o, mais est holomorphe en ce point,
lorsque n > 1. En amenant le chemin C, en la droite R(r) =—4d,
on trouve donc que la fonction (1.81) ne difféere respectivement
du résidu en r =o, et de o, que d’une quantité qui est O(e?'?)
pour ¢ —o.

Afin d’obtenir une meilleure approximation, nous admettrons a
nouveau l’hypothese (1.57). Soit d’abord 7 <<1. Pour r donné

’ . ne(—gq) T4
(—mn<<rZo), I'expression P—, considérée en tant que fonc-

tion de la variable réelle ¢, atteindra alors son minimum en un
point ¢*(r) de Vintervalle (—a, o). Désignons par r*(<<o) la
valeur de r pour laquelle ce minimum est égal & 1, et écrivons ¢* au
lieu de ¢*(r*). Par définition, ¢* et r* satisfont donc aux équa-
tions (1.75) et

d ~ 7
(1.83) ga(q—n—r+ns(—q))=r—ns(—q)=o,

de sorte que la fonction goo(r) est ramifiée au point r = r*. Ensuite
nous voyons que

\M(_q‘)

2D <r powr R =g, RS,

de sorte que goo(r) n’est pas ramifiée pour R(r) > r*(r*<o). Ce
résultat subsiste pour n>>1, sauf qu’alors la solution réelle ¢*-
de (1.83) est posilive. Mais pour obtenir que goo(r) soit encore
holomorphe dans une bande r*— &' <R(r)<r" (si mince soit-
elle), découpée a partir du point r*, nous devons admettre une
deusi¢éme hypothese supplémentaire sur ¢(z), a savoir : Pour
tout z << @ et 8, > o, il existe §;=20.(z, &) > o tel que

(1.84) le(z+iy)| Le(z)—3 pour |3 | 8.

A Taide de cette hypothése [ qui exclut par exemple les f. r. f(¢)
suivant (7.53)] on démontre sans peine que goo(7) est holomorphe
dans la bande découpée. Nous pouvons donc amener le chemin
d’intégration C, de (1.81) (en ajoutant, pour n <1, le résidu
en r==0) en une courbe G qui, a 'exception de I'arc qui contourne
le point de ramification 7*, appartient a cette bande. En raison du
facteur e't’, seul cet arc contribuera pour '~ de maniére appré-
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ciable a Dintégrale (1.81) dont le développement asymptotique
s'obtient par la méthode mentionnée plus haut [avant l'équa-
tion (1.61)].

En premiére approximation on trouve ainsi
1.85) E(—|X=¢)=(1—7)—2L
(1.85)  E(—r7| )=(1—m) Py p—

. q ~3 e
e’lq~71—l"+715(—9)+0(t e")

ot s,

N
—3

-+ ct

e
ol nous avons posé

1.86 c= L. ——__I____———'
-8 7 Varnd (= ¢)

De 1a nous obtenons en vertu de (1.80)

io+0
(1.89)  pu(t)= ('___"):f __ ertdg
l=o+0q

27 —n+ne(—q)
i —+0
qt
“+ct’ -e"” ! ‘f e*dq
2nl J 0 —n—r"+ne(—q)

—+ Ol(t'—% e""’) (m #1).

Pour n =1 et pour des f. c. ¢(z) satisfaisant a (1.84), les for-
mules asymptotiques (1.63) et (1.64) subsistent a condition d’y
remplacer n par /.

CHAPITRE 11.

APPLICATION DES FORMULES DU CHAPITHE I.

Généralités. — Le mode de convergence de p,(¢), respectivement
vers p(¢) (pour n <1) et vers zéro (pour n>x1), ayant été exposé
au précédent chapitre, revenons aux équations (1.35) et (1.36)
valables pour n <1 en état d’équilibre statistique.

En décomposant le dénominateur de (1.35) comme suit :

I 1 ) 1—e(—gq)
2. - = LI S S
(2.1) g—n-+mne(—q) 7 gg—n+ae—q
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et utilisant la formule
iw+0
1 dgq
—_— t 1 —
Zﬂl‘»f_‘lw_oeq q ! (t > O),

nous tirons de (1.36)
o aa—m) [0 1—¢(—gq) dg
@ o= S o g 7

Ici, on peut prendre pour R(g) =24 n’importe quel nombre
positif. En prenant par exemple é>> 27, nous avons sur la
droite R(g) =29
(2.3) | 1—e(—q) ‘4 2
gg—n+nG—g)| = lgl(lgl—2m)

lq] 2 29 1

TR LR

TTgl—2n[gE=5—2n[qF

lwpardl

de sorte que I'intégrale (2.2) converge comme

~ in+8 N ®

=9l = e [T = 2,
0 — 0 — 2 o 0 —
6—2mJ ;. .4 06— 21 _ LY+t d—an

donc uniformément par rapport a tous les £ appartenant a un inter-
valle fini quelconque a < ¢ < b. Donc, cette intégrale est une fonc-
tion continue de ¢, de sorte que la f. r. p(¢) est continue pour ¢ > o.

Pour ¢ = o, la valeur absolue de l'intégrale (2.2) est, d’apres ce

et ‘;—Z

ui précede, < » et puisque ¢ peut étre choisi arbitrairement
qui p puisq P

&d—2m
grand, cette intégrale est = o. Pour ¢t + o0, (2.2) donne donc
pour la probabilité p(+ o) de non-attente

(2.4) p(+0)=1—m.
Comme nous avons posé p(¢) = o pour ¢ << 0, il vient en particulier

g(— o) =o, de sorte que la f. r. p(¢) définie par (2.1) et (1.11)
présente pour ¢ = o le saut

(2.5) p(+0)—p(—o0)=1—m.

En développant la fonction

Ee—1t= /we—qtdp(t) = 5':%:;—:_3??9—)
o
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qui, cn raison de notre hypothése sur &(z), est holomorphe au
point ¢ = o, en série de Taylor, nous obtenons

(2.6) ‘Ee—qr=2("n‘{’"f”rn de(=)
n=0 ’ -0

L 'QE”(O) (.,IQEI/'_)(O) 'ﬂE”’(O)) .
=T sa=m ! T \Ta=ae Tea—w/?

73 "3 (0) > <"(0):"(0) 1\5(-")(0)) 5
(8(1—~ﬂ)=‘ 6—nr  aa—m /T

De la résultent les formules

my(t) =j = de(z) = 5-(—‘—-?_—“-) ¢"(0) = espérance mathématique
0
du délai d'attente,

P —.z,.co _— 02 2 T Mo
(2.7) ¢ m.,(,~)_.j0 do(t) = ST—ipe (o) + Si—" (o).

2
\/l'lg(?)—l}l%(‘:)=\/4——(11"1)2 2(0) + 3-———-———“11 " (0)

—T)

= écart moyen quadratique du d. a.

Considérons maintenant, dans Ihypothese (1.37) sur ¢(z), le
comportement de la fonction

(2.8) g—n+ns(—gq) (n<1)

qui existe au moins dans le demi-plan R(g)>—a, sur le seg-
ment — a < ¢ £ o de I'axe réel. Cette fonction est nulle pour ¢ = o,
négative pour —a<<g<<o (puisque sa dérivée pour g=o
est 1—mn>o0) et tend vers 4w pour g >—a + o. Elle a donc
a lintérieur de ce segment un zéro —Bo (—a <<—Bo<Co0), et
celui-ci est unique car la dérivée 1—mne'(—gq) de (2.8) est a
croissance monotone dans (—a, o]. On voit en outre qu’il existe
une constante 5'>> o telle que dans la bande —Bo—d' <R (q) <o
du demi-plan gauche, la fonction (2.8) ne posséde pas d’autres
zéros (complexes).

Par conséquent, nous sommes en droit d’amener le chemin
d’intégration de lintégrale qui figure dans (2.2) dans la
droite R(q) =— Bo—¢', en ajoutant les résidus en g = o et g =— o,



PROBLEMES STOCHASTIQUES. 27
seuls poles a considérer ici; ainsi il vient

1—n

. ) =1— ————— e
(2.9) Pl =1— T ©
+"\(I—.'ﬂ) 1»——30—'3’6(” I—E(—q) d_q.
27 J a8 I FThH—9) ¢

Ici le module de la fonction & intégrer peut étre majoré par une
. >, c -
expression de la forme e—(fo+® "w—l,,, au moyen de laquelle nous
obtenons la formule asymptotique

I—

—_— L =B O(e— BNt
1—n<(G0) (emFor®i)

(2.10) pO)=1—

(M<<1; Bo+n—ne(30) =o0;t>x).

Donc dans ’hypothése présente sur ¢(z), p(¢) estasymptotiquement
de la forme 1—¢; e (¢y >0, ca> 0).

Exemples. — Nous allons construire maintenant o(¢) pour diffs-
rentes f. 1. f1(¢) choisies de telle facon que leurs f. c. ¢(5) qui seules
figurent dans (1.33) et (1.36), soient des fonctions élémentaires de z.
Conformément a (1.33), dans tous ces exemples I’e. m. de d. o.

E(T) = tdfi(e)
a été prise pour unit¢é de temps.
1° Soit d’abord
(211) filt)y=1—e~ (t>0), <(z) =D/‘we51e—l(lt=-l—_—l_—z [R(z)<1].
Nous avons alors 0 A
0

2( — = —_— ——-=—d-—-q _
g—arnsl—g)=g—n+ Tgldrr— )

de sorte que (1.36) prend la forme

ix+0
1—1 g+1_dg
)= - t> o, 1),
o) mf_,w.,q o o (t>em<y

et cette intégrale se réduit, en vertu du théoréme de Cauchy, a la
somme des résidus aux poles g =0 et g =n—1 << o de la fonction
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a intégrer, donc
(2.12) () =1—ne\1—Nlt (t>o0,n <)

2° Prenons mainlenant pour fi(¢) une forme linéaire de deux
fonctions suivant (2.11), donc

(2.13) i i) =a(1—e b))+ ar(1— e~ 5t)
- | (@44 as=1; by, by>0; t > 0),
d’outt 'on tire

(22.14:) s(z)=J (@ by e=bl+ ayby e=bt)estdt = @b + a2 b2
0

bi—z  bi—3

En résolvant les équations linéaires

2.15) a a
( ) A+ as=1, F:-f—é:l,

dont la seconde résulte de (1.33), il vient

by—1 L, bi—1
a=bp e a= g

(2.16) donc
s(z)= b1bg—z(b1+bg—b1b1).

(b1—2)(b2— 2)

Afin que la fonction (2.13) puisse étre une f. r., il faut et il suffit
que l'inégalité
(2.17) fi()=aibieb'+ abye=bix0
soit satisfaite pour ¢ > o.

En particulier, (2. 17) doit étre satisfait pour ¢ = o, done

(2.18) ‘f1(0)=a1b1+d2b2= b1+ bg—-bibgéo,

ainsi que pour les grandes valeurs de ¢, donc, dans I'hypo-
thése b > by,

(2.19) lim ebif (t) = a;6,= b} bb‘z—bl >o.
1> » 2 — 01
La derniére inégalité est équivalente a
(2-20) bgél (b2> b1>0)

et il est clair que réciproquement, les inégalités (2.18) et (2.20)
entrainent la validité de (2.17).
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Le domaine D du plan (&, b2) ou sont satisfaites soit les
inégalités
(2.2[) b1>0, bgé bl) bzél, l71+bg'—b1b-r_p_>_0,
soit celles qui en résultent par la permutation de &, et b., et dont les

points (2 'exception de ceux qui sont situés sur la droite b, = b,)
correspondent aux f;(¢) suivant (2.13) et (2.13), est représenté en

7

12
U7

1 2 5,

Fig. 3. — Plan (b,, 5,).

hachures sur la figure 3. Ce domaine est fermé, sauf le long des axes
de coordonnées.
En substituant ¢(z) [équ. (2.16)] dans (2.8), on trouve

2.22) g—n+ne(—g)= [g2+ g (b1 + by—7) + b1ba (1— )]

7
(b1=4-9) (ba+q)
_9(g+B)(g+3)
(g+b1)(g+bo)

0oU nous avons posé

’

b+ by — by +by—m)?
(".).23) ‘31(2): l+2' n:tV( l+4- n) —blbg(l—'ﬂ) (Bl>0,ﬁg>0).
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En portant (2.23) dans le dénominateur de (1.36), nous avons

le +0

1—n (g+b1)(g+bs) dg
@28) eO="FF | T Bg ) 7

(t>0),

et, aprés quelques simplifications, nous obtenons pour cette inté-
grale qui est égale a la somme des résidus aux péles g = o0, — By,
— Ba, la formule
(229) () =1— 2 T M pa G BTIT 6, s g ).
82— By 81— B2

Pour obtenir les f;(¢) correspondant aux points 1 < by = by < 2
de la droite b;= b, ( fig. 3), substituons les expressions (2.16)
de @, et a» dans (2.13) et faisons ensuite tendre b, vers b; = b. 1l
vient ainsi

Sfi(t)y=1—e0t—b(b—1)tebe,

l e(3) = ___b('"'(igfﬂz—);zb)

(2.26) (tzbz2)

et cette fonction est en effet (pour 1Zb<2) une f.r. La f. r.
correspondante p(¢) est donnée par (2.25), avec

I’jﬁ-_w): b — 2 i\/:‘;—' +'f)b(’b—l’).

Pour I’e. m. du d. a. m(7) on trouve au moyen de la premidre
équation (2.7) et de (2.16)
. b+ ba—1

2 T)=
("'27) ny( ) I—m b1b2

Le quotient L_%lﬁb,;l' atteint dans D son minimum (_—_ %) pour
by=0by=2 et a +o pour limite supérieure. Donc dans I’hypo-
these présente (2.13), 'e. m. du délai d’attente peut prendre toute
: 31
valeur ém

3° On obtient pour p(¢) une formule analogue a (2.25) en
prenant pour f,(¢) une forme linéaire de n fonctions « exponen-
tielles », donc

n

n n
228) fit)= a;(1—e=bd, (R(bo,...,B<bn>>o;2ai=z;22‘—j=:)-
i=1 =1

i=1
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les a; et les &; devant, en outre, étre tels que I'inégalité
fi(£)> oo <L t <o) soit satisfaite. 11 vient ici

n
. a,bi
E(_q) —Eq-{-b[,

1—1

de sorte que (2.8) se transforme en

hl = . n . a; b
ww ooy (- 2 3 )

1 qs(-——-q)| <1 est remplie,

[ —

Or, d'apres (1.48), Pinegalite '

pour n <1, sur la courbe C, de la figure 1 a, et comme dans le cas
présent cette inégalité est aussi satisfaite pour R(g) Zoet|g|—>o,
nous pouvons appliquer le théoréme de Rouché a la partie du plan ¢
située & gauche de C;. On trouve ainsi que dans le demi-plan

n

R(g) < o, la fonction I—-n—j_—q‘ zqa_';_b;). (0 <7 <<r1) a autant de zéros

1
que de poles, donc n zéros — 34, ..., —[,, de sorte que nous
pouvons écrire
e ne(—g) = g+
(2.30) g—m+n—n=¢ ][I
i=1
Introduisant cette expression dans (1.36) et appliquant le

théoréme de Cauchy, nous trouvons, dans le cas ou les 3; sont tous
différents,

n b‘_pk n bi_ l’;’,/_
ty=1—(1—7 e—Bre
(2.31) o) ( )g Bx g?i—ﬁx
1=4

[¢>0; R(B1), ..., R(Bn)>o0]

4* Supposons maintenant que tous les visiteurs aient la méme
d. o. T =1 il vient alors
(2.32)  filt)y=o0 (oztgy), =1 (t>1); z)=¢€%
d’ou

(2.33) e(t) = ‘—“feqt dg
c

2%l q——'q+ne—’l'
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Prenons ici pour C une parallele a 'axe imaginaire située a unc
distance > 7 a droite de cet axe, et utilisons, pour n =t <<n -1
(n=o0, 1, ...) l'identité

@ 1 "<—ne"{>f+(“-r.e-v)"+| ;

(]-—'f]+'ﬁe—'/ (q___.q)H_i q_-,] q—"f]'*‘"]e-'l
=0

Les intégrales ﬁ_—l.fe‘l‘...dq, étendues aux termes de la
BRRRAH

n

somme Z se réduisent aux résidus en ¢ =m, car en vertu du
1=0 .
facteur e7!*~) (¢ > ¢), les fonctions a intégrer tendent vers zéro dans

. . I . . .
le demi-plan gauche au moins comme ik 11 vient ainsi

j e’it— l) d w ”( I--)l
= e - ——-———-—
(2.35) 2% V R(g)=const.>n (T — '”H—l 1=
(i=o0, ..., n;t>xnX ).
L’intégrale étendue au dernier terme du deuxidme membre
o]

“Rigp>n
de (2.34) est nulle, car sa fonction a intégrer [ qui n’a pas de péle

pour R(g)>o] s’annule dans le demi-plan droit, en vertu du
facteur e?!"=7=1)(¢t < n + 1), au moins comme ¢~ ". En désignant*
par [ ¢] le plus grand entier < ¢, nous obtenons donc

(2.36) <t)=u—q)2"“ Yo (t>0,0<1).

=0

La courbe p(t) est donc composée d’arcs de courbes respectivement
analytiques pour 2 << ¢t <<n +1. En ¢ =1, p(¢) a un point anguleux
et de manidre générale, p")(¢) est la premitre des dérivées de p(¢)
qui soit discontinueen t=n(n=1, 2, ...).

En raisonnant comme lors de 'étude de la fonction (2.8), on
reconnait que dans le demi-plan R(g) << o I'équation

{2.37) g—nN—+ne1=o0

posséde une seule racine réelle —@,<C 0. Les autres racines (en
dehors de o) de (2.37) forment des paires de nombres conjugués

complexes — B, et —(,, pour lesquels on déduit sans peine la
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formule asymptotique

) ] 1
(2.38) ‘i,,=log(£~n(1+ 4n))+l§(1+4n)+0‘( ogn) (n>w).

En amenant dans (2.33) la droite G vers l'infini du demi-plan
gauche on obtient

e Bos € ﬂn
(2.39) o(t)y=1—(1— 1‘)'3"'7\ —(I—q)zzﬂ<pn+n_l)
n=1
[t>o0; R(Br)>o0,n=1,2,...];
on utilisera cette formule surtout pour les grandes valeurs de ¢.

5° La méthode employée pour déduire la formule (2.36) s’ap-
plique aussi dans le cas ot fi(¢) est-une fonction « en escalier »
quelconque, donc o cette f. r. obéit a une loi de la forme

n
fl(t)=2a¢ (th <t ZLtpp; =0, ..., N)
(2.40) @y ...y aND> 0, 2a1=1
—
0=t < l<...<IN<IN+1= 0, Za,t,=1.
i=1

A titre d’exemple, prenons N = 2; donc

@40 ((f.(t):o' (oLt Lty) =a, (H,<tLty), =a;+as (E>ts)
| O < < by @+ ar=1, @ t;~+ asty=1).

Il vient alors ¢(3) = a4 €4*+ ay e"* et, pour cette f. c., (1.36) se
transforme en
]

2.42) mt)—(n—n)z

> Z 'l |‘qi(t, t1+ lgtn—-t)l e.’“["’tti—ilt!) (t> 0)-

hig=i
iy +ig 1, <t

Pour-une f. r. suivant (2.40), I'e. m. du délai d’attente s’exprime,

MEMORIAL DES SC., MATH. — N 136. 3
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en vertu de la premiére équation (2.7) et de (4.26), par la formule

N
2.43)  E(1)= my(3)= ?(limf ©afi(t) = ?;T,{T) Eait?

qui, au moyen de I'identité

N
et de I'équation Ea; ti=1[(2.40)] prend la forme

(2.45) my(t) = —0 <.+ 2 aiu‘(ti—t‘)‘-’).

2(1—7)
( ) 1£i<iaN

Cela montre que parmi toutes les f.r. en escalier telles que
/mtdfi(t).—:l, la f. r. (2.32) qui correspond a des opérations
<o

de durée constante, produit (4 égale intensité de trafic ») le moindre

n
2(1—m) ,
suivant (1.7) et (1.33) par une suite de courbes en escalier (2.40),
on démontre que la f. r. (2.32) produit le moindre d.a. moyen
parmi foutes ces f. r.

Appliquons enfin les formules asymptotiques (1.61), (1.63)
el (1.87) au cas ou fi(t)=1—e7*, donc s(z):l—_l_—_' [(2.11)],

de sorte que (1.57) et (1.84) sont satisfaits. En résolvant les
équations (1.58) et (1.59) pour cette f. c., nous trouvons

d. a. moyen m, (7) =

- En approximant une quelconque f. r.

* Tl_l z*=(l+7‘l) y
2 4n

de sorte que dans le cas présent, I'intégrale qui figure au deuxiéme
terme du deuxiéme membre de (1.61), se transforme en

L= —+0 ;
i 1+ q)d J N
(2.46) P et —(-—-Ii_-'?q-; = d_q[(l+q)ellt] f—
—lx+0 <q+____> 9=
2
1=

=(1+112'—3t)e-'?_t (¢>0)
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w(i+7) |
Va(i—a)’

en utilisant en outre I'équation (2.12), la formule (1.61) donne
ainsi

En supposant o= o0, I'expression (1.62) devient ¢ =

‘ enlt)=s(1—1)(1— 7 e—01-M1) 4 n—%((l "“‘)2)_" n(1+1)

§m Va(i—n)
(2.47) .= N
) Z )e * (et 0i(L)
. 2 n
(t>0,M5#1, n—>w®).

Dans le cas présent, (1.63) prend la forme

(2.48) on(t)= %_ﬁ(l+t)+0;(n—%> (t>o0,=1,0->x)
\'T

et de (1.87) nous tirons

ity =501 —17) (1 — 7 e (1—1)
i

d T
2.4 I O (Y W (e T 0 — (,._,_ mt+0 (;))
(2.49) PSP AT v t(;

(>0, 051, 1'>m).

CHAPITRE III.

REPARTITION BERNOULLIENNE DES INSTANTS D’ARRIVEE.

A. Définition et propriétés de la répartition bernoullienne.

Pour définir la répartition « bernoullicnne » de N points sur le
segment de droite 0 < z < @, nous procédons comme suit : On place

sur ce segment successivement N points dont chacun a, par hypo-

these, la probabilité % de tomber sur un segment donné, de lon-

gueur Az et appartenant a [ o, @].
Soient, dans un cas perticulier, X, ..., Xy, les abscisses de
ces N points, rangées par ordre de grandeur croissante, donc

(3.1) 0=Xo Lo L X £ @

En désignant par o, ..., zy_, des nombres quelconques satisfaisant
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aux inégalités

(3.2) oL Ty L. . Lanr £,

nous allons déterminer la probabilité pour que les inégalités

(3.3) x1 <L Xi L i+ dor; (=0, ...,N—1)

soient remplies. A -un systtme donné de N nombre X;, rangés
suivant (3.1), il correspondra en général N ! événements « placement
successif de N points sur une droite, de telle manitre que leurs
abscisses coincident, a 'ordre pres, avec ces X; ». Par conséquent,

la probabilité de I'événement (3.3) sera égale, dans nos hypotheses.
a N! d.l'o. . .d.l'N_...1

R y donc

!
(3.4) Prob(mzXiZzi+dr|loLryL Loy £ Q) = % dzxy...dxy_,.
{=0,....N—1 :

Nous dirons d’'un systtme de N variables aléatoires (liées)
Xe, - - -, Xy suivant (3. 1), qui satisfait a la loi (3.4), qu’il a une
répartition bernoullienne.

Soient ¢, ..., ty_, N nombres tels que

(3.5) oLtrL. . ZUINGLTE;
nous allons déterminer les probabilités conditionnelles

(3 6) 5P0= PTOb(xO<to),
' l Pn=Prob(X, < t,| X, y=1t,-) (n=1,...,N—1)

Pour obtenir p,, observons que 1 — p, est la probabilité de 1'évé-
nement : tous les X; appartiennent a I'intervalle [, @]. Il vient

donc 1 — po= <&Et°)N et, dela,

i (B

Ensuite, 1 — p, est la probabilité de I’événement suivant :

e NLo . Z A 28 [ Xo= 1.

. — t\N . .
On reconnait que 1 — p, = (%——;) » el en continuant on obtient
—y .
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la relation
pPn= Prob(X,,< t"| Xp—1= tu——l)

- . — N—n
@G\ = Prob(Xo— Xumy < fu— fucs | Xu oy = tuy)=1— (i__'_)
l @— 1t

(n=o0,...,N—1).

L’espérance mathématique d’une fonction donnée F, (X, .. oy Xa)
des n + 1 premitres v. a. bernoulliennes suivant (3.1) et (3. 4) sera
désignée par Ey(F,). Pour obtenir Eg(F,), on sommera sur tous les
paralléleplpédcs élémentaires (3.3) appartenant au simplexe (3.2)

et munis respectivement des probabilités (3.4); ainsi il vient

Nt € ¢
(3.8) Ey(F.)= aﬁf d.t.,f c[x....f Fotcon - -, 2a) dox—.
0 Ty ".wl'N___,

Iei, les N— 1 —n dernidres inlégrations peuvent éire effectudes
immédiatement, puisque F), ne dépend que des variables zq, . . ., Zs,
et nous obtenons ainsi

. (@ — x))¥—n—1
(3'9) En(l‘n) = @Nj ([-Lu/ dr,.. f rn(al'o, : ,.l‘,,) (N - l)'d_z-

(n=o, ...,N—l).

Dans (3.7) et (3.9) nous allons maintenant faire tendre N vers
l'infini, en supposdnt que le quotient

(3.10) % =c
ue dépend pas de N.
Pour le dernier membre de (3.7) on trouve ainsi, pour 7, £u_1

et ¢, donnés,

. ct, N—n
A N—n N
(EL——TZ: ) = -——(—t:—| - e—"u—lu—1l (pour N -»=),
. ] — —
N

de sorte qu'en posant ¢, —f,—1=((> o), nous lirons de (3.7) a
la limite pour X,,—X,_; la loi de probabilité inconditionnelle
‘ PTOb(xn'— X <t Xpy=th)=1— el

3.1
@1y l (n=0,1,...; X =¢_, =0)

dont la f.r. f(£) =1 —e < est indépendante de la valeur parti-
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culitre ¢,_; imposée a la v. a. X,_;. Donc dans ’hypothése (3. 10), X,
ainsi que les quantités '

(3.12) Y= Xpp—Xn (n=o0,1y...)
tendent pour N —co vers des v. a. indépendantes de f. r.

(3.13) Prob(o =Y <t)=f(t)=1—e/,

de sorte que la (n + 1)*™° v, a. bernoulliennc
(3.14) x,,=xo+ZY,- (n=o,1,...)

tend vers la somme de n + 1 v.'a. 1., de f. r. (3.13). Autrement dit,
a la limite, la répartition des points d’abscisses X, est une répartition
poissonnienne dont les lois sont bien connues.

On démontre sans peine que pour des fonctions F,(zo, ..., Zu)
qui sont continues et bornées pour

(3.15) 0ZLZTL...Lxy< o,

limE; (F,) s’obtient en faisant tendre N vers I'infini dans la fonction a
N> =

. Nt (@_ —, ‘)N—n-—l .
intégrer ¥, w—— T @; de (3.9), ce qui donne

(3.16) lim Eg(F,) =j' d.z'of dx,... / e+t e—cxn F o (zg, ... 2,) dop.
N> o

=y Xa—y

Or, le deuxidme membre est 'e. m. E, d’une répartition poisson-
nienne suivant (3.11), ce qu’on reconnait en y introduisant de nou-
velles variables d’intégration @y, yo= &1 — Zo, -+, Yn—1=Tn— Tn_1
qui, au moyen de la notation (3.13), transforment (3.16) en

(317)  Ep(Fa(Xor oy XD = [ dftao) [ dfiyo)-.
] 0

n—1
x[ F,,<xu, ---51‘0+2]'1)df(}’u—-l)-
w0 i=0

7/
Nous avons donc la notation suivante :

(3.18) Jim Ey(Fp) = En(F,).
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Le calcul direct des e. m. Eg [équ. (3.9)], pour N fini, serait long.
Mais nous allons maintenant exprimer les Eg, au moyen d’un artifice
d’Analyse, par des E, suivant (3.17) od, toutefois, la constante ¢
de f(¢) [équ. (3.13)] sera remplacée par un paramétre complexe p
tel que R(p) > o.

Pour cela, utilisons la formule

(ﬁ__);»” P—n— P .
—‘f @y VN =a =1 (0= <)
(3.19) 2xiJg, N . )

(n=o90,...,N—1)

qui est encore valable pour z,=q, sauf si »=N-— 1. Substituant
cette intégrale dans le deuxieme membre de (3.9), nous avons

. Nt T g R d,
(3.20) Ep(Fn)= @of d.to...f F (o, oory “”"’z"n"ijc ep(t—x,)l.)T{il_ldx,,
P

Lpn—1

1A+
ou, pour n=N—1 et zy_,=E, on remplaceraf par lim f s
—1A+0C

(i A>=

Comme f ...dp s’annule pour z,> @, les limites supérieures @
Cp
peuvent étre remplacées, dans (3.20), par o« ; il vient ainsl

N! o= * 1 [ dp
Ey F,)=—f deve. [ Fuss [ en@en Lo,
(3.21) (Fn [AA R L (i pr "

(n=0,...,N—1).
Cette intégrale converge absolument ('), pourvu que dans le
domaine (3.15) I'inégalité '
(3.22) [Fpl<cd <o

(%) Posant p = iy -~ &, nous avons
n—N

3—ta) 2y gy T gy

I e(l’t_:"n)pn._u dP | Ze
et

N'lec » ® o
Eo(F,) | < g [ o f ) i,
| En | pps N[ 0 e

N—n
= it Nle N [ 4,
< [ (o +8) dy-—-meus N _._2'_&_:;,
) (:V=+ I) 2
la derniére intégrale convergeant pour 2 << N — 1.
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soit satisfaite et que n << N—"1; il est alors permis d’intervertir
Pordre des intégrations réelles et complexe. Nous supposerons doré-
navant les fonctions F, telles que ce procédé soit aussi légitime
pour n=N—1. Alors la formule (3.21) peut étre mise sous la
forme

(3.23) Eg(Fu)= vo —.

a dp -
ii‘z_n_t ‘:pel EI"F");,N——H (n=o0, ..., N—1),

ol nous avons posé

(3.29)  E,(F,) =f dev... [ pret e pn B (2, ey 2a) ditn-
] T
La derniére quantité qui, de imaniére analogue a (3.17), peut étre
écrite sous la forme )

(3.25)  E(F)=[ dj,,(x.,)f Afp(¥0)- -
o ']

n—1
Xf F.l @xg, ... 2o+ Yi d_/ (}'n 1.
A n < P 0 Z ) P '

=0
avec .

(3.26) fp(t)y=1—e"rt,

est, d'un point de vue formaliste, I'e. m. d’une répartition « poisson-
nienne » de loi fj,(¢).

B. — Construction de différentes f. r. du délai d’attente.

Nous reprenons maintenant l'étude des problémes traités au
ehapitre I dans 'hypothése d’une répartition bernoullienne de N
instants d’arrivée X; sur I'intervalle de temps o < ¢ <. Mention-
nons d’abord qu’en vertu des formules classiques de Bernoulli
relatives a des épreuves N fois répétées, I'e. m. du nombre de points X;
qui lombent sur un segment de longueur A¢, appartenant a [o, @],

At . ..
est N T Donc, 4 un instant ¢ €[o, @], le nombre moyen de visiteurs

. N .
par unité de temps est égal a = de sorte que ¢ correspond a

Fintensité de trafic poissonnien 7.
D’abord nous allons a nouveau construire les f. r. p, (¢) [équ. (1.11)]
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au moyen des e. m. Ee™™, I'équation (1. 16) pouvant étre démontrée
comme dans I’hypothese poissonnienne, ou encore en utilisant le
théoréme de P. Lévy [équ. (1.23)]. Ci-apres, le symbole E se
rapporte aux v. a. X; et T;, respectivement de lois (3.4) et (1.6);
nous continuerons d’écrire E, pour des e. m. par rapport aux v. a.
Xo, Y; et T; respectivement de lois (3.26) et (1.6). En
posant F,,= =" dans (3.23) et (3.23), nous obtenons ainsi

d

I i4
PN'T'I’

N!
2 - —Th = e p& —Tp
(3.27) Ee ™ mw.jc;e E,e

ou nous avons posé
@ty Eperinm [ dfie) [ dfy (o [ Afittam) [ dfypramiy e,
[ 0 0 0

en tenant compte de ce que 7, peut étre considérée comme une fonc-
tion des scules v. a. Y; et T;.

Tout comme au chapitre I, nous allons exprimer celte e. m. an
moyen de la fonction

(3.29) P,(q, 3) =Zzn E, e,

n==

Pour évaluer le rayon de convergence de cette série, utilisons les
relations [e™""* < 1 [pour R(g)> 0] etfwdfl(t) =1, au moyen
[
desquelles on tire de (3.28)

(3.30) | 31E, e~ £| 27| f |ple=Rwidy, ... f |ple=re Mdy,
[

0

_ lzp ",
Rz (p)’

par conséquent, la série (3.29) converge pour | z| << lTi)P[)

On voit sans peine que pour des s satisfaisant & cette inégalité, les
raisonniements faits au chapitre I pour construire ®(g, z) = ®,(q, z)
s'appliquent aussi & ®,(qg, z); donc pour cette fonction I'équa-
tion (1.44), ot n sera remplacé par p, reste valable. Dans (1.44) posons

en oulre‘z_—.% et 79— o0 et écrivons désormais ®(q, p, ¢) au licu
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.
de @, (q, ;), il vient ainsi

P = 2 E —Th = P 9“70([’, :)
(3.31) *@p 0 ZP" pe g—p+Ce(—q) qop, 2)

[R(p) >0, R(g) =0, [{]| <R(p)),
qo(p, ¢) désignant la racine unique de I'équation
(3.32) p—q—te(—g)=o
telle que R(g) > o pour || < R(p).

De (3.31) résulte la formule

(3.33) E,e 1= L ®(q, p, z;)l_z',:_d.c

T " -+1
27 L Jt) <rip)

qui, substituée dans (3.27), donne
N! g r& n
(3.35)  Beh= g (-;,{T)‘_/L jh;ﬁmq’(‘bp, C)-c],%:,didp,
P

ou K; désigne un cercle de rayon |¢| < R(p), ayant son centre a
Porigine; en portant cette derniére expression :dans (1.16), nous
obtenons p, (¢).

Déterminons maintenant la probabilité p(¢) = Prob(r <¢) pour
que le d. a.  d’un quelconque de nos N visiteurs soit << ¢. Il vient

(3.35) (t)_Nan() ,m. [ ety EE—M— (t> o).

n=0
N—1

On .obtientzEe—"’" en remplacant, dans le deuxidme membre

de (3.34), le facteur JI—:[ par

N—1

an CN pN _ 1 .
gt C“(p—C) TPt p—¢

n=o

4 . 1
Mais nous pouvons supprimer le terme —p—g @n dans le

cercle (| <R(p), ®(¢,p, 0) ;

7 est une fonction holomorphe de g



PROBLEMES STOCHASTIQUES. 43

qui est annulée par 'opération | - 1l vient ainsi
kg

N—1
(3.36), Ee—ri= 1%2 E e

n=0

W=Dl 1 Ry _dgdp
T (emiy »/c‘,,‘/x;e @ P O —1

et, en substituant cette expression dans (3.35) et utilisant (3.31),
nous obtenons enfin

5([):—1-. eq!
' aAnt C‘l
(3.37) N0 f fepa 79— dpd; |dg
@ (2mip op/Ke g—p+Le(—q) qg(p—080 | ¢q
\ {[g0 = qo(p, D)1

Les formules (1.65) a (1.70) relatives aux f. r.

ol{t)y=Prob(z<<t| X =1) et en(t, £') = Prob(t,<t: X, < t)

(ou t>o0, 0<< L @) restent valables dans I'hypothése présente, a
N—1

condition de remplacer par 2 les sommes E figurant au deuxiéme
n=0 n=1
membre de (1.67)

Pour I'e. m. Ee7"~%x qui figure dans (1.70), nous obtenons, au
moyen de (3.14) et des équations (3.23) et (3.25) oa I'on prendra
la moyenne par rapport aux T;,

N! 1 dp

(3.38) Ee 9 nXa= ﬁ ;’—t—. . e"‘E,, e—qr"—’x";)—hv_‘—_i,
F

(3.39) E e—«:r.—vxn:f”d @) [ dfttn [ dfn(ro-.
p A if 0)£ t 0£ Fp( o

n—1

S ATl v, ,>
X/ e ( < dfp ()"u—_l )-
0

En utilisant I'identité

e df () = ;{_——;df,,.._,( ¥) [équ. 3.26)]

et en intégrent par rapport a la variable 24 (dont 7, ne dépend pas),
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le deuxitme membre de la derniére équation se transforme en

n—+1 = td £ 0
(Pi r) [ dr fo Af e 3o f A (bar) f) 1% df prr( ¥ uct)-

“0

En vertu de (3.28) et (3.33), il vient

n+1
g E, e=7t—rXu= ( _L> L, re=1

p+r
(3.40) _ prd;
T ami [1+lq)(qp+”c)'"+l
(n--o, ooy N—1),

ct au moyen de (3.38), (3.31) et (1.70), on peut tirer de cette relation
une formule explicite pour p, (¢, ¢').

Pour trouver le deuxidme membre de la formule (modifiée) (1.67),
nous devons calculer, au moyen de (3.40),la somme des Ne. m. (3.38);
on obtient, de maniere analogue a (3.36),

N—1

N N! 1 /‘ C dp d¢
—qT—1 \p — — EP —+r ————
3.41) e @waiﬁfq.,{, ®ig:p "t')(p+r)([:—C)CN
n=0 4 =

[R(p)> 1L

En prenant ensuite p + r, aulieu de p, pour nouvelle variable d’inté-
gration, nous avons

N—1
. ~ N! 1 —r& N dpd:
Ee 7% Xp= _ =& g v 4
3.42) "2_0 € T onip ‘/(“I“/K‘\:e (29 239] ==
[R(p—r)>|Cl]

AT . I - dr . ..
Effectuons ici 'opération —-—f et _;r indiquée dans (1.70);

cette opération peut étre permutée avec f f car f f f converge
| $4 JC

absolument, ¢t nous obtenons ainsi

N—1

R Ny

n=0

N! O grldpd;
= F,{:/ Toig. p, 0 llefp_r_cTJ T

| %

Or dans le probléeme présent, ona ¢ <, de sorte que la derniére
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intégrale par rapporl & r se réduit au résidu en r=p—{¢, donc
a Fl_—‘—cetl’—i)("“), le deuxidme membre de (3.43) prenant ainsi la

forme

2 . R AN dp dg
3. l-i) @q (2“l)qf,jﬁ, +Hp=3e q)( y P C)P(P C)CN’

oit ® est donnée par (3.31).

En vertu de (1.70), lopérallon — f el . Iqtransforme (3.43),
compte tenu de (3.44), en

N—1
(3.45). Yoty 1)

n=~0

=w- 1 /‘f 1=+ _ g — 4o(Ps §) dqdpdf |
(2w CoVC, YKy g—pP+Le(—q) qog(p—0) TV

Q|4

notons qu’en raison des relations p, (¢, @) =pa(¢) et (3.35), cetle
formule se confond, pour /=, avec (3.37).

Pour ¢ =0, I'intégrale par rapport a ¢ se réduit au résidu en g = o,
et de la résulte l’équation

(3.46) an(w t)—

n==0

qui toutefois pourralt aussi élre établie par un raisonnement analogue
a cclui du renvoi (3). |

Conformément a (1.63) et (1.67), py(¢) est donc, au facteur
constant % pres, la dérivée par rapport a ¢ de la fonction (3.45).

Pour la méme raison que pour I’équation’ (1.78), nous sommes en

droit de dériver la fonction (3.45) sous les signes d’intégration et
obtenons ainsi

) (N—1)!
pr(t)= a1
(‘3-47) =< l' fffet/tﬂp—:)l'-n{l q — qol P, ) dCdpdq
(CXTIEN g—pP+Le(—¢9) qogt

\ (t>o0;0<t <)

Applications. — Afin de simplifier nos formules, nous prendrons
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désormais I'e. m. de d. o. E(T) pour unité de temps, de sorte
que E(T)=1¢'(o)=1 [équ. (1.33], le quotient ¢ = % = 1—“—[%1-‘-—)
prenant ainsi la signification de nombre de visiteurs par moyenne
(ou par e. m.) de d. o.

1° Dans le cas ou fy(¢) est égale a la f.r. (2.32), donc ou
e(z)=-¢e, les dernieres formules se simplifient pour @ > N; car
moyennant une transformation appropriée de la variable d’inté-

gration ¢, f se réduit alors a un résidu. Dans nos formules, a pavtir
C

P

de (3.33), le cercle K, peut étre remplacé par n’'importe quelle
courbe simple fermée, assez voisine de l'origine qu’elle contient dans
son intérieur. Nous sommes donc en droit de poser

(3.48) {=zers,

5 parcourant un cercle K, de rayon assez petit, qui a son centre a
Vorigine. En posant ¢ (— ¢) = €77, { = z ¢”~* dans I'équation (3.32)
dont la racine gq (p, ¢) figure dans (3.31), on a

(3.49) gq—p+szer—i—i=o0 [R(p)>|zer—|>o0}

Cette équation est manifestement satisfaite par

(3.50) qu=p—3
et comme R (p—2z)> o pour R(p)> o et|z]| assez petit, la quan-
tité (3.50) est bien celle des racines de (3.32) que nous avons
désignée par qo.
A titre d’exemple nous allons déterminer I'e. m. de d. a. m, (7).
Ay moyen de la transformation (3.48), I'équation (3.36) devient
(N—O)! 1 (i—2z)dz

(3.51) - SNy P—g—3 ap
rJ. —q — V=3 (p — 5)(p — ZerP3)
27 (o P—q s el ) p

[R(p)>]|2]]

Considérons maintenant la fonction

(3.52) %(p——zep—‘f')::1._.1)—13,0-—1‘61-—:.
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pour R(p) =1 et |3 assez petit. Pour p==1 + iy (—o <y <o),
il vient
3 ep—s

er— 'l

1+lyl /_.____y_aé 1, done <1,

et la derniére inégalité est aussi satisfaite pour R(p)< 1 et | p| assez
grand. Par conséquent, la fonction (3.52) posséde dans le demi-
plan R(p) < 1, en vertu du théoréme de Rouché, autant de zéros que
de poles. Comme il n’existe qu’un seul péle p = o, nous voyons ainsi

que pour R( p) Z 1 et |z assez petit, la fonction p — 27~ a un seul
z6ro, 4 savoir z.

En vertu de ce résullat, la fonction & intégrer de f dans (3.51),

posséde a gauche de la droite C, [qui peut etre choisie telle

que |z|<R(p)<<i1]un seul pole, du deuxitme ordre, p=z.

Comme nous supposons que @ >N (donc ¢ < 1), /se réduit au
Je

résidu en p = 5, et nous obtenons ainsi ’

o _ _(N——l")! 1 ' s zq
(333) Ee ”—“ﬁfﬂ—?x—iﬁe [(a_N-H)q-a-?

2(1—23)
Z—FeJ—3ged 1 ds
g—z+3e1 |g—3z+3ze7 3N
“ /
De la, nous tirons pour I'e. m. de d. a. mi(‘r):-—[ qu“IT]
q =

I'expression

PR _IN=p! 1 ST 1 1 3 dg
@:38) ()= e ane |:1<1e [(ﬁ—N*_g) ‘.»!(I—Z)'Z-._.’;(l—-—z)“]zN_‘

qui se réduit & un résidu en z =o. Nous trouvons ainsi pour I'e. m.
de durée d’attente m, (z) dans I'’hypothése ou N visiteurs dont les
durées d’opération sont égales a 1, se présentent suivant une réparti-
tion bernoullienne pendant un intervalle de temps & > N,

(N—1n)! +3¢ 1 . &
CIER Y & ,-_o< ) 0y

(T =1, @>N).

2° Développement asymptotique pour N—>wo. — On a intérét a
comparer les valeurs que prennent nos probabilités pour les grandes
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valeurs de N, respectivement dans les - hypothéses bernoullienne et
poissonnienne (avec n=rc). Pour y parvenir, on ¢établira pour
Ee, ... des développements asymptothues, en considérant le
quotient ¢ comme une constante qui sera supposée ici < 1. Mention-
nons toutefois que dans des cas particuliers ([12], p. 739, 7453)
d’autres hypotheses sur ¢(N) s’imposent.

Revenons a (3.36) ou il est permis d’intervertir I'ordre des inté-
grations ct olt nous pouvons supposer que |{|=c<1 et R(p)>c.
On démontre sans peine que, dans notre hypothése sur la conver-
gence de I'intégrale (1.26) pour z <C &, la fonction analytique g0 (p, ¢)
qui figure dans ® [équ. (3.31)] et dont l'existence n’a été établie
précédemment que pour R(p)>|¢|, peut étre prolongée analyti-
quement dans le domaine

(3.56) =R >[E—&ULD  1EI<1,

. &(z) désignant une fonction appropriée de z qui est positive
pour o0 <z <1 (*). En particulier, on tire de (3.32) pour le déve-
loppement de ¢, dans le voisinage du point p =¢

(3:57) 0% ) =05 qulp, 1) = L= — LEL) ——

+as((p—C)y+... aegr<).

"Tragons maintenant dans le plan complexe (fig. 4), outre K _.,.
et Cp, la droite C,...R(p)=c—d (0 <d<<g(c)) et désignons
par P’ et P” ses points d'intersection avec K ;_.. D’aprés ce que
nous venons de dire, nous sommes en droit d’amener C,[équ. (3.36)]
dans la position C), en ajoutant pour les points { appartenant & I'arc

de cercle P'cP’, le résidu de — f au pdle du deuxiéme ordre p =¢.

Il vient ainsi au moyen de (3 57)

- (N—D! (N—n' LY g 91 =0

(3.58) Ee—= @N (znt)ﬂf 21::_/1:, ectq-—Z;+?;£-:(——q)
§e'(o) ': 1 az.
x[a"'z(l—t:)‘2 q(l—¢)+q—c+ta(—q)] N

(%) Soit 0 < 8'< §;; on peut alors poser

8 (1—z)?

8@ =7 o+
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4o
Or pour N -, cetle intégrale répétée dont 'ordre de grandeur est
déterminé par le facteur '

(N=n e (N—nD)! g0 (N—n! =dE
[ 4 (c@N NY
(N—1)leN “&y 1 —In
N e ¢~ e ",
N y2zN
tend exponentiellement vers zéro.

Le développement asymptotique du deuxiéme terme de (3.58)

<~

g

-
N

N
|

°
!

‘\n'/

Kl?l:c

Fig. 4.

en deuxiéme approximation il vient ainsi

s'obticnt par la méthode du col (le « col » étant le point { =c), en
(3-59)

Ee1"=Ege7"=

(1—e)gq 1 (1—c)q
—c+c(e—¢q) Ng—c+ce(—q)
et
12 2(1—c¢) g—c—+cE(—q)
)= 2 =gt ¢ I
(@—crce(—q) 1—cg—crce(—g) (—o)gl

+O0(N-2) [é<1].
Le premier terme du deuxi¢éme membre est égal, en vertu

de (1.33), 4 Epe 7t (pour n=c), de sorte que (3.59) permet
MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 136.
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d’évaluer la différence Ey 47— E, 97 & des termes d’ordre N—2pras.

En effectuant dans la derniere formule 'opération ?I;E_: f e'l'...%l )
L

on obtient, a4 une erreur du méme ordre prés, une expression

pour py(2) — pp(¢).

CHAPITRE 1V.

L.’"HYPOTHESE DU DELAI SUPPLEMENTAIRE VIRTUEL.

Dans certains cas, le phénomeéne de mise en attente entraine, pour
des raisons techniques, des délais supplémentaires qui s’ajoutent
aux délais causés par la formation d’une queue d’attente. Clest
surtout le cas pour les avions en instance d’alterrissage a un
aéroport. Tant que sa piste d’atterrissage n’est pas libre, 'avion doit
parcourir dans I'espace aérien au-dessus de 'aéroport un circuit
d’attente et de ce fait, il subit un retard supplémentaire plus ou
moins aléatoire. .

Pour tenir compte de pareilles circonstances, nous supposons
dans ce chapitre, tout en conservant les hypotheses du chapitre 1,
sauf celle qui est exprimée par I'équation (1.33) [la f.c. de fi(¢)
équ. (1.26) étant désignée maintenant par &;(z) |, que pour > 1,
le n'*™¢ visiteur subit un délai d’attente supplémentaire 0, ; si, et
seulement si & son instant d’arrivée X, le guichet est occupé.

Nous considérons les @, comme des v. a. i. qui, toutes, obéissent &
la loi
(4.1) Prob(8,< t)=f3{t) (t>oj3n=0,1,...), f dfs(ty=1,

)

la f.r. donnée f;(t) étant par hypotheése telle que l'intégrale de
Stieltjes

(4.2) eg(z)c:jme-'»' dfs ()

converge pour z < 9, ol 0 > o désigne une constante arbitrairement
petite.

D’apres ce qui a 6té dit au début du chapitre I{voir (1.3)], le n'®™°
visiteur n’est obligé a attendrs que lorsque Xp_; =+ 7y + Tnoa > X5
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‘dans P'hypothése présente nous obtenons done pour le d.a.
T (n=1, 2, o

\' (n—l+‘:ll‘—|+Tll—l_xll-‘;6ﬂ—1 (pOUI‘ x11—|+':u—l+TIA—l—xn>0)7

4.3) th=
(43) == 0 (pour X,—1+Tp—1+Tr1—XpnL0).

Ceute formule qui détermine 7, en fonction du d. a. initial 7o et
des 3n v.a.i. Ti, 8;, Yi=X;,,—X;({=xo0, ..., n—1) nous per-
mettra de construire 'e. m.

(4.1_) Ee 9% mi1= [‘ dfl(’l))[‘ dfg()’o)[ dfg(ﬂo)..-
o ey <y

< [Capien [y [ dfs(on v
o a (13

et de 1a, au moyen de (1.16), la f. 1. pars (¢) = Prob (71 < 2).
En procédant comme lors de la démonstration de Péquation (1.38)
ct en utilisant les notations (1.9), (1.26) et (4.2), nous obtenons

£

- Tu+ ln
[ e~ u+1 ([f2 (rn) =f e—q(Tn+ Dut lu—Val— Ay g d}'n -|-f enndy, -
[ Tn

' +ln
7 e—0a
n—q

[ dfiten f dfu0n) [ s dfalon)
0 1] 0

_ n 5!(_ ‘7) 53(— 9‘) e—qTn — 5[(v—- "[‘) <'i 53(_ q) __1> e—"\n,
n—q n—q

T e—'l"n

€9\ Tntta) — (
n—q

— 1) e—ilTn+lu),

et de la, en effectuant les 3n premidres intégrations indiquées
dans (4.4),
(%.5) Ee/Tn+1= _______"161(—9)8.:(——11)!36_,”"
H .q_q
me—g) .
~—&(~—n)<—'_—$—-_:—;1—q—--l>l§e"f-f- . (R=0, 1.0

Dans I’hypothése ot =n est assez petit pour qu’il existe un état

d’équilibre statistique (au sens usuel) tel que tous les 7, aient la

méme f.r. p(¢) = Prob(z < ¢), nous tirons de (4.5), en raisonnant

comme au chapitre I [équ. (1.28) a (1.30)], la formule (donnée

dans [187)

(16) Eevie 1~ n(e (o) + gx(0) g—n+me(-9)
1—me;(0) g—a+mne(—¢)e(—9)
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Mais quand il s’agit d’établir, pour une valeur donnée du d. a.
initial 7, le comportement de Ee~"™ et de g,(¢) pour les grandes
valeurs de 17, nous devons a nouveau utiliser la f.g. ®(q, 3)
[équ. (1.39)]. En supposant dorénavant

4.7) =0, donc Ee—70=1,

nous obtenons pour @ dans le cas présent I'équation fonctionnelle

shs(—gire,(—q) .

(£.8) <I~ g )!IJ(q,‘.)
_ e [ GE8—q) A
=1—Z&( q)( _—_r.—q l)d’('q,..).

En désignant maintenant par g, (z) la racine unique de 'éguation
pargq q

z2ne(—q)eil—q)
(%.9) 1— T—gq =

]

telle que R(g) > o pour | 5| <1, on tire de (4.8) la formule

n

g—N+20E(—q)er(—q)

(4.10) (= go)et—g)—(n—g)e(=qu)
NE(—Go)— N+ Gy

[go=q0(3), Rig)>0, |z]|<1].

b(g,3)1=

La fonction ® étant construite, nous allons a nouveau étendre le
chemin d’intégration de (1.45) au-dela du cercle unité. Notons
d’abord que I'équation (1.43), au moyen de laquelle nous avons
défini ¢o(z) au chapitre I, se transforme cn (%4.9) en substituant
ei(—q)es(—q) & e1(—g¢q) (cest-a-dire en substituant E¢~77+®)
aEe").

Les résultats établis au chapitre I pour ¢o(z) s’appliquent donc a
la fonction g, (z) qui satisfait a (4.9), pour laquelle ils doivent ¢ire
formulés comme suit : Selon que la dérivée

‘_1'1_5'_‘:_‘1’_55_—_9’] =1 ooy —¢

(4.11) [dq pa— = gy (0) —¢e3(0)
L
]

o

qui correspond a (1.47), est >o0 ou <o, il vient g,(1)=0
ou ¢o(1) > o. Dans ces deux cas, ¢o(z) est holomorphe en 5 =1;

i

”tdj.u) —/wedfa(t))
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mais lorsque I'expression (4.11) est nulle, ¢o(3) se comporte an
poinl z =1 comme \/z —1.

1
Il en résulte que pour n<m

pole du premier ordre, de résidu —Ee [équ. (4.6)]; par

»®(q¢,5) as=1 pour

contre, ®(g, =) est holomorphe e¢n z =1 pour n > m Au
1 , -3

moyen des raisonnements du chapitre I nous trouvons ensuite que
_/7' ’ '. \N—1
(hoo) limEe—riaz | ©° La<(eilo)+eston™]
ny» = , 0o [T.é(&l(o)-"s-;(o))_'],
la différence p,(¢) —p(¢) tendant, sauf pour n(¢, (o) +¢€;(0)) =1,
vers zéro comme ¢~ (0l 8 > o désigne une constante appropriée).

Dans le cas présent, il convient de choisir 'unité de temps de telle
maniére que

RAE)) gito)+¢es(0)=E(T)+ E(8)=1,
o(¢) prenant alors [voir (1.16) et (4.6)] la forme

‘,u)=l_‘ '”oe,,, g—n+n8(—q) dy
(19 : 1—nego)2ni)_, o g—n+as(—q)e(—q) ¢
', (t>o0,n<1).

La condition 7 <t qui figure ici, signifie qu’en état d’équilibre
stalistique (au sens usuel) I'e. m. d’arrivées par durée moyenne
delav.a. T + @ (durée d’opération + délai supplémentaire virtuel)
est <.

Pour I’'e. m. du d. a.

(4.15) ”II(T)=.,(,°1(]9(:)=—[C;_;Ee_qt]qz()’
on tire de (4.6) et (4.13) la formule
_m (e (o) + 8\ (0)es(0) +5(0) (o)
(£.16) m,(r)_5< p— 1—qs’1(0)) (n<<1)

Pour @ =o0, donc e, (z)=1, (4.13), (4.14) et (4.16) se confon-
dent respectivement avec (1.33), (1.36) et avec la premiére équa-
tion (2.7).

Exemples. — 1° Supposons que

! ’
(v17)  filhy=1—e “,  fil)=r—e " (a>o0,b>0,a+b=1),
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la relation entre @ et b résultant de (4.13). 1l vient alors

I I
0=y o=y
et en substituant ces fonctions dans (4.14), nous trouvons que
cette intégrale se réduit a la somme des résidus aux poles simples
q =0, — B1, — PBa, les racines de I'équation
(4.18) abg’+q(1—abg)+1—n=o0
étant désignées par — 3, et — .. On obtient ainsi la formule
an e—Bi 3, 3
P(‘) -—f— I‘J ; p? )
(4.19) )

[?ua) v—;\/(l+abn)g--4a t>e0, 1<y, a+b==x]
Dans l’hypothése (4.17), Vexpression (4.16) prend la forme

v i1
2|

n(1—ab) nb°
1—nq  1—bn

(4.20) my(t) =

2° En supposant toutes les d. o. T, égales a la constante @ > o, et
tous les délais supplémentaires @, égaux & b> o0, nous avons
[voir (2.32)]
(4.21) @(—g)=EeMTme a9, g(—q)=Eet®=el1 (a+b=1),

la dernitre relation résultant de (4.13). Pour ces fonctions, (4.14)
se transforme en

=z —+0 _ —b
o(t)= A= L epe =N dg
(§.22) 1—bn 2ni et o g—n+mne g

(t>0,1<1,02b<1),

et en traitant cette intégrale de la méme fagon que (2.33) o figure
le méme dénominateur ¢ — n +ne~9, nous abtenons

/7 [=8 3 .
gy § M+ b —t)F
p(t)= < bq( Zen(f b "Z"”"ﬂ—""
N =0 k=0
1 i—1 ki— o
i1— .
(4.23) 4 -—Ze"l”—‘)zn——k—)—+[t]*‘[‘_’b])
=0 k=0
—1
(250;t>0,n<1,0éb<1).
o ,
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Donc dans les intervalles
(4-28) o<t<Lb, botgr, 1LtZi+b, 1+bgigLe,

p(¢) est respectivement égale &

1—m 11— 1—

(e~—b) 0(t—b) . gn(t—1)
sl—b"l, -;:T_aeﬂ y l—bn(s en “+1),
(4-25) [ —

!

l 1 b7

[entt—2) — ente—1) 4 enlt—b—1)(r — m(t — b —1))]

Pour I’e. m. du d. a., (4.16) donne ici

[
(4.26) ma(5) = 2(1111)_2(112"3).

CHAPITRE V.

DALAIS D'ATTENTE QUANTIFIES.

Supposons mainfenant que fmur Tut+Tr>Y, le d.a. Ty,
mesuré en une unité de temps appropriée, ait pour valeur le plus
petit entier supérieur & t,+ T,— Y, [équ. (4.3)], augmenté d’un
délai supplémentaire virtuel ®, ne prenant que des valeurs entiéres
(en nombre fini). Nous obtenons ainsi la formule

‘ ['C-Q-T,,-"-Yn]‘i-""en (Yn<7u+Th),

(5.1) Tn+|=~( o (Yo tntr To)e

Comme aux chapitres précédents, nous admettons pour la répar-

tition des w.a.i. T, et Y, respectivement les lois (1.6) et (1.10)
et supposons que
/

N
(5.2) Prob(8,=if)=rx; (z‘:o, eees N;Em:x; n=o,1, >
=0

Notre objet principal sera le calcul des probabilités
(5.3) Pin=Prob(t,=1) (I=0,1, ...; R=1,2, ...),

et de leurs limites

(5.4) P,= lim p;, = Prob{(t-=1).
nyx
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Mentionnons que c’est encore le phénomene d’encombrement des
aéroports par des avions en instance d’atterrissage qui est & 'origine
de ce probleme ([17]). Car aux avions qui, faute de piste d’atterris-
sage libre, doivent étre mis en attente, on impose parfois des d. a.
qui sont des multiples entiers d’un certain intervalle de temps fixe;
c’est cet intervalle qui, dans (3.1), a été pris pour unité de temps.

Dans le cas présent, ©,_, signifie 'erreur d’appréciation, de la
part de la tour de commandement de l'aéroport, lors de Parrivée
du n'™ avion et T,, la durée d'atterrissage de cet avion, laquelle en
général, sera un nombre non entier.

En vertu de la définition (5.3) des p;, nous avons l'identité

(5.5) Eatnii= B pranal  (n=0,1, ...; 2] <1),
i=0

o z est une variable complexe de module < 1. D’autre part,
I'e. m. Ez™+ peut éire représentée sous la forme

N
(5.6) E.z'Tn+|=[wdf,(to)££dfz(yo)Zw&....
6

a=0N
= [ dfice) f dfa<yn)e§°ne,xf~+n,

ce qui permet d’établir une relation linéaire entré Ex™+ et Ex™.
Posons pour le moment z,+T,—Y,=¢ 0,4+ 1=c; la for-
mule (5. 1) prend alors la forme

Tu-i-l"'—"'[t]""c (t>0); =0 (téo);

en vue d’effectuer les dernieres opérations indiquées dans (5.6),
nous allons représenter z*+" sous forme d’une intégrale de Fourier
par rapport a ¢.

Or, pour la fonction

(5.7) "w) [e(e)=[t]+ec(¢>0), =0(t<o); |z|<i]
on obtient au moyen du théoréme de Fourier la représentation

1 . [ x(es—1) d? Y
(,):.—.—. —y —_—— - - M e )n
(5.8) adlee oo C,e l( e +1) 7 (lze| <1y t20,1,...)
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Cetté formule se démontre immédiatement pour ¢ << o, car alors
le deuxiéme membre se réduit au résidu en {=o qui est égal
axdt=r1.

Pour ¢ >[¢]> o, nous utilisons dans (5.8) I'identité

el —1 1, 1= l——{.z'e:)il?+‘+l—x(xel)[llﬂ.

(5.9) ———=—
9) 1— £ es x £ 1— .z et xr 1—xes”

En appliquant ensuite le théoréeme de Cauchy pour le demi-plan
droit des g, on reconnait que les intégrales qui correspondent aux
premier et deuxiéme termes du second membre, sont nulles. Par
contre, l'intégrale correspondant au troisiéme terme de (5.9) est
égale au résidu en { = o, donc a

1—x i+

pZre— L = plllHc= .L'P(l')
£ 1—x

cc qui acheve la démonstration de (5.8).

En exprimant g™+ = ¥+ T—Y»6+) par la formule (5.8) ou le
chemin d’mteo'rauon Cy sera choisi de telle sorte que |zet| <1
et R(n —{¢)> o, nous obtenons

lfmdfi(fn)-”r"'“

= w1 [ omttartamy ol ger S0 )R
(5.10) f nen — (.e {Tat-La—) \(a: + I_‘Ee;+1) z:d.}’u
—-— —~Tno—Ind 0,1 e —1 "ldc
P A (”” " x—xec“)(n—c)c

[R(n—C) > o]

A l'aide des notations (1.26) et

N
(5.11) :t(x)=21tiw'+i (= Ea®+1)

i=0

il vient ensuite

(3.12) f df:(t,,)f dj»(y,,)zxo L1,

6,=0
c nd}
=m0 ("(‘”) R o=
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ot en effectuant les autres opérations indiguées dans (5.6), nous
trouvons

d
(5.13) Ez1n+*=-—fEe‘tT"5('—m("(x) a;eC )(nné)t

Dans Phypothése o to=—=o0, donc E(&™)=1, nous tirons
de (5.13) pour la série

(5.14) ¥z, 5)= ¥ a"Ba=  (12]<1, |24

n=0

dont la convergence pour | z| <<1 et |z | £ 1, est évidente, I'équation
intégrale

- 3 _r n(x)(ef—1) ndf
(5.15) :‘F(z-, z)_-1+—2-7—:—l.lfc"l"(e ) z)s(-—jt)( +1 )

1— e (n—0)%
[R(n—%)>o0, |ze| <1].

En décomposant cette fonction a intégrer commp® suit :

(—'-flt‘qc—)—ﬁ ea'c(x) <(I—e—-)‘lf(e—'- z)f e=itdfi(t)

—(1— z) ¥(z, 2) f e—( {8115 gpl2] dfl(t))
(5.16) . .
A cear “C) ::(x)ev(l—w\‘l"(a‘, 8)f e~t—laR 2l dfy (¥)
o Y =)

on voit que les premier et troisiéme termes [ou, en vertu de (3.5)
et (5.14), W (e, z) est une série de Taylor en e~] ont le pdle { =n
pour seule singularité dans le demi-plan droit des . Puisqu’en outre

ces termes s’annulent, pour |{| - et R({)> 0, comme

CEIe

I'opération E—::_i f les transforme en leurs résidus en ¢ == v. De méme
c

on reconnait que lintégrale par rapport au deuxiéme terme

de (5.16) est égale au résidu de ce terme en { = o. En utilisant la
notation

(5.17) ()y=t—[1] (e<(t)<y),
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'équation (B.13) se transforme ainsi en

€ (e, x)e(— )

W(x, 3) =1+ 37(x) ::1__.”

_ zn(x)(1—

&) 4n -
e N—z ¥, z)[ e~ 7l dfy(¢)

+ 3e(— ) V(e M, 3)+ 3n(2)¥ (2, z)‘/mx[‘l dfy(t)
L

ou encore ¢n

3]
(5.18) f(z, 3)¥(x,3)=1+ (1+ % (x) -:_—x;;> ze(—n)W (e, 3) (x£eM),
ol nous avons posé

(5.19) f(x,z):r—zn(x)[ao(l-i-

X — e

L fq e~nm> 2 dfi(f)  (z£e).

L'équation fonctionnelle (3.18) peut étre résolue de la méme
maniére gue (1.40). Démontrons d’abord que I’équation

(5.20) Sz, 2)=0

posséde une seule racine z = zo(2) telle que |z| <1 pour |z| <.
On confirme successivement que pour |x|=1, les inégalités sui-
vantes sont satisfaites :

1—e "

=
z—e N =0

| —eN|>1—e T ‘

—e

1
z i—e )4 ——— et | Zqu
xr—eM -

el ‘ =

1 —
1=
xr —

Pour |z|=1 il vient en outre, en raison de (5.2) et (5.11),
|m(z)| L n(1)=1, d’ou on tire

1—z ., o
Zﬂ(‘z)‘/o‘ <I+x—-e—ﬂe T(l))wl dﬁ(t)‘é|z|<1

(5.21) ‘
i (Jel=1,]3]<1).

En vertuldu théoreme de Rouch¢, f(z, 5) [équ. (5.19)] u donc,
pour |z|<1, autant de zéros que de pdles a lintérieur du
cercle:| z| =1. Or dans ce cercle le deuxiéme membre de (5.19) a
visiblement un seul pole £ = e~ <1, de sorte que 'équation (5. 20)
y posséde une seule racine zo (2)-

En substituant z = 2, dans (8.18), nous obtenons une équation
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linéaire pour W (e™, z), et de la, la formule

£ en Zy e

(5.22) %f(‘”’z)“'(“”z)=‘—(t+r<m_—_-"‘ ) (5 a0 225)

[xo':'- .Z‘u(_z)]

qui exprime la f. g. des e. m. Ex™ au moyen de la fonction connue
S(z, z) [équ. (5. 19)] et de la racine z, de (5.20).
Un raisonnement analogue a celui fait au chapitre I pour ¢o(z)
nous montre que x,(z) est prolongeable au-dela du cercle unité et
que z,(1) =1 ou <1, selon que

(5.23) v df(=, 1)
.fr(l,l)=l——d£ .,=|>O ou < o.

Dans le premier cas, W (2, ) a 2 =1 pour péle du premier ordre,
mais est dans l'autre cas holomorphe en ce point. Enfin, si cette
dérivée est nulle, x4(z) a z=1 pour point de ramification

et W(z, 5) s’y comporte comme + Nous pouvons donc élendre

Z—1
le chemin d’intégration de

~ I
(3.2%) Ern= — Y(w, 3)z—n1ds
. PY )
=<
au-deld du cercle unité, sauf pour f,(1,1)=0 ot ce chemin
(C* dans la figure 2) doit contourner le point de ramification s =1
et la coupure. En faisant ensuite tendre n >0, nous obtenons

(5.25 { Ert= |i+m Exts=—[Res¥(.r, 5)]5=1 (fx(1,1) >0,
(5:25) ) =o0 (fa(1,1) £ 0).

Donc, dans le cas ou I'inégalité

26 fon= [ (=5 1) dh — =W > o

est satisfaite, il vient [voir (5.4)] pour le d. a. 7 en état d’équilibre
statistique

® e
s E”‘=2ow=f-‘<x’ L0 e
(5.27Y l )

Ni—1
— x.ef

;<<1+1c(x) ) Lf (D >0, e £1]
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Pour obtenir les probabilités P;, on développera cette fonction en

sériec de Taylor; en particulier, il vient pour la probabilité de non-
attente P,

. =Prob(r=o0)= — "1 ¢
(5.28) Py rob( o) e’l—n’(l)(e"‘-—nf’"(l’l)’
, . . enlla— : .
L'équation (8.26), ou fn_le_: — [ ] (de méme que la fonction &

intggrer de (5.19)) est une fonction continue de ¢, peut étre mise
[voir (1.6), (5.2) et (5.11)] sous la forme

gf%<'7'>=fx(e?f[ — 0(0)) dfi(6) — E(T +8)
(5.29)

[o<v(t)=[t]+1——té1;

E(T+0)=fntdf.(t)+1v:’(1)——-1]-

JS«(1, 1) est une fonction continue décroissante de n, et la racine
unique 7,,, de 'équation

(5.30) S, =0

est la borne supérieure des constantes 7 telles qu’un état d’équilibre.

en

statistique soit possible. Comme la fonction o(¢)=

—¢ a
ehi—1 r

I
efi—1

dans lintervalle [o,1], ¢(0)=10(1)= pour maximum, il

résulte de (5.29) et (5.30) que

(5.31) E(f[‘+9)=f’( Tiaup 18 -—-v(t)) dfi ()
0

efisup— 1

éf (e"lsnp—-l)_l df1(t)=(e"isup—-l)—',
[}
et de la nous obtenons pour 7, I'inégalité suivante
1
@.32) n,upélog(l+ m)'

Dans I'hypothése on les d.o. T, ne prennent que des valeurs
enti¢res [de sorte que df(t)= o, sauf pour ¢ entier], les derniéres.
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formules se simplifient. En particulier, (5.2%) prend alors la forme

k | DIV =2P,x‘
i=o0

(5.33) ¢ =8"|-—(E'(0)+R'(l))(e"t———l) 1—pehi+ a(r)fei—1)
e — ' (1) (eh—1) 1—xei+ =(x)e(logr)(ei—1)
- 1
[ <108 (2 oereirr=s) |

ot ¢(logz) =Ez" est une série de Taylor en z, et dans (5.31)
et (3.32) le signe < doit étre remplacé par le signe d’égalité.

Afin de simplifier Pécriture, nous avons pris jusqu’ici pour unité
de temps l'intervalle de temps fixe dont, par hypothese, les d. a. 7,
et les erreurs d’appréciation @, sont des multiples entiers.

Désignons désormais cet intervalle, mesuré en une unité de temps
quelconque, par /. Alors, la premiere équation (5.1) doit étre
remplacée par

6.3 o |2ETem S (s T,
Nos formules ultérieures restent donc valables sous condition de
diviser par % tous les intervalles de temps qui y figurent. En outre,
nous remplacerons n par n/, afin de conserver & n la significa-
tion d’e. m. du nombre d’arrivées par unité de temps.
Ainsi I'équation (5.33) prend la forme

F.x""‘:ZPix‘ <=2 i Prob (t = ih ))
=0

t—0
11— k(e —1) E(T +8) 1— e+ (et —1)z ExYI—
T T 1—hN(e""—1)E(8) 1— zeM4 (enh—1)x EgT-ON—

(5.35) { ™
I:Exeh—‘= a1 1:(,1:) =Z$i Pl‘Ob(e = ih,
=0
E,L-T/t*‘=2a:‘ Prob(T = ih)].
i=0

L'inégalité (5.32) prend maintenant la forme

Bl k),
Nsup R == Og(l+ E(T+8)>’
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il en résulte pour le nombre n E(T - @) [e. m. du nombre d’arrivées
pendant I'intervalle E(T - 8) ] la relation

: h
(8.36) M E(T +8) < E(T +8) < E—g-f-i)log(”— m))'

Donc dans I'hypothése des d. a. quantifiés, la limite supérieure
7gp E(T + 0) de I'intensité de trafic (ou du degré d’utilisation du
guichet, de I'aéroport, etc.) n E(T + ) est <1, car z log (l —+ é) <1
(pour z > 0). Notons que dans les hypothéses des chapitres préce-
dents, cette limite était égale a 1.

Supposons a titre d’exemple toutes les d. o. T, (les durées d’atter-
rissage, dans le cas de I'aéroport) égales a mh (m entier) et négli-
geons les erreurs d’appréciation, donc
. { T = mbh, E(T) = mh, EzT =
.3
(8-37) t 0 =o. E(8)=o, Ea®h—t=1.

En prenant ici la d. o. constante T pour unité de temps, il vient
mh=1, h = —, de sorte que I'équation (5.35) qui est valable dans
m

le cas présent, se transforme en

. » {—a. .
ZP1x1= (1+m~— mevn ) P YT x'"-H(eTnm—‘wl)’
=0
(5.38) P,=Proh(t=7;-> (i=o,1, T
T=1, 8 =o, 'q<mlog(1+%)-

Notons enfin qu’en posant, dans (8.35), z=6"7" et en faisant
ensuite tendre % vers zéro, on revient a la formule (4.6) de Ee¢".

CHAPITRE VI.

CONSTRUCTION DE FONCTIONS DE REPARTITION A PLUSIEURS VARIABLES.

Les méthodes utilisées pour construire des f. r. telles que
p(¢) = Prob(r < ¢) permettent aussi de résoudre différents pro-
blémes plus généraux. Considérons d’abord la suite des d. a. suc-
cessifs 7o, T4, ..., Tn, .... Il est clair que ces v. a. sont stochasti-
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«quement liées deux & deux, de sorte qu'une information obtenuc sur
I'une d’entre elles, 7., influera sur la répartition de chacun des d. a.
suivants 7, .

Pour étre en mesure d’étudier ces liaisons stochastiques, construi-
sons les f. r. a deux variables

(6.1) a2 t))=Prob(t,<t, Thin, <) (ny,ny=o0,1,...;t,¢>0).

Le calcul de p, ,, se ramene a celui de I'e. m. E e=7"~7%+» par la

formule
—_ .__l__ 4q1ly —GTn—q1Tn+n w

(6.2) onn, (8 1) (2ui)2‘££eqﬂ Ee 1w, 70
qui peut étre démontrée de maniére analogue a (1.16) [voir
-aussi (1.69)].

Observons d’abord, en vue de construire cette e. m., qu’au moyen
-de la formule de récurrence (1.5) 7, ,, peutétre exprimé en fonction
de 7, et des ny v.a.l.

(6.3)  Tu—Ya,  Tori—Yar, ooy Tavn— Yoin—,
donc
Tnny = fu(Ta— Yo, oo oy Tosnt— Yoan—1; Tn)-

Comme cette formule est satisfaite pour tout > 0, et que toutes les
v.a. T;—Y;suivent la méme loi, I'e. m. conditionnelle E(e=7"+x,|7,)
par rapport aux v. a. (6.3) (qui sera désignée pour le moment
par Ei+m!e=0"n+n) s'obtient en remplacant dans I'expression de
E(e"n|70)=Ey~" e "™, la lettre 7, par 7,. Par conséquent nous
.obtenons la f. g.

(6-4) 2 P ELTT e 0nin = ®(qs, 215 Th)
ny=0
-en remplacant, dans le deuxi®me membre de (1.44), ¢, z et 7o res-
pectivement par ¢, 71 et 7,, donc
(6.5) 2 1
ng=0

- q1 <q1 —1 e—NTn — g_o.(zi_)_::ﬂ Mﬁ(zi)"'u).
gi—n+nze(—g\ @1 0(31) “

Or, il est évident que

6.6) E (e 97T, | 1o) = E§~! (e—9% ER ™! e~q1Tn+x, )
N b
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le symbole E7~* se rapportant aux v.a. i. To— Yo, ..., Toa—Ya 4
dont dépend 7. En effectuant I'opération E}~* dans les deux membres
de ¥équation (6.5), multipliés par e=7*», nous trouvons donc

(6.7) Y, s Ee1titnin,

ny=0
g1 gi—m
= E e—(9+91)Ta
91—-11+-'nz1e(—q1)( o e

_qu(z1)—m E e_.(q-H,,(z,))t,.),
qo(31)

Multipliant par s et sommant depuis n = o0 jusqu’a n =o0, nous
obtenons ensuite, au moyen de la notation (1.39),

D2(q, 915, 31)

= 2 3"zt E e e T1Tntn, = — O
(6.8) n,ny=0 g1—n+n%1e(—q1)
_ (5))—
= (-q_l-l—]—;ll d(g+q1,3)— %;_(‘z_‘)_“q)(q + qo(31), z))

(Jz], & <)

De la méme fagon, on obtient la relation
Bi(q, g1y 425 3 51y 1) = | "GP E e T Tintn, —Niuts tu,

n,ny.ng—o0

22—
(6-9) =q»-—n+zzzzs(——qa)(qq~ P 1+ 423 % 51)

B %%(2;2;)71@2(‘1’ 91+ o(32); 3, z‘))

“(Iz]; |51, lz2|<1)

ol l’6n introduira les expressions (6.8) et (1.44), et le méme pro-
cédé de construction s’applique aux f. g. suivantes @,, @5, . ...
En substituant dans (6.8) le deuxidme membre de (1.44), il vient

(6.10) dig(q, q1; 3, 31)
T qo(3) gr—n+ 131 e(—q1)
><[ (g1—m)(g + 91— 9o(3))
g+qr—+nze(—g—q1)
__go(3)—n ¢1(g + go(31) — qo(2)) ]
go(31) g+ go(31)— 1+ 13e(—g— go(21))

pour la f. g. des e. m. E g7 9:Frn,,

MEMORIAL DES SC. MATH. — N°* 1836, 5
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En vue d’obtenir les hmites de ces e. m. pour n—, effectuons

dans (6.8) Popération — ...zt dz, d'on
2T s
(6.11) Z T E e 11 Tntn, = -—I—. ®y(q, 91; 3, 1)z "1 ds.
ny=0 2me <1<

Supposons pour le moment que
(6 12) n < 1,

de sorte que (1.51) est valable. En utilisant cette équation, nous
voyons que ®, [équ. (6.10)], considérée en tant que fonction de z,
est holomorphe sur le cercle | 2| =1, au péle du premier ordre z =1
pres. Donc la limite, pour n— «, de la dernitre intégrale est égale
a — (Res®2)._i.

En calculant ce résidu a I'aide de (1.51), et en écrivant ensuite
respectivement z et » au lieu de 3, et n4, nous tirons ainsi de (6.11)
pour n — oo la formule
2 21 E e—qT—qt™
n=0

- I—n

T gi—a+aze(—q1)
(6.13) { i[ (91—('\)39""71)

g+@—n+ne(—g—q1)
_ qu(z)—m q1(g + qo(3)) ]
90(2) g+ qo(2)—a+mn(—g—qu(3))

\ [R(g), R(g1) >0, |2 <1];
ici 7 et ti») désignent respectivement le d. a. d’un visiteur quelconque,
et celui du n®*™e visiteur subséquent en état d’équilibre statistique.

En effectuant dans (6. 13) I'opération ——l——-,f [ erran 449
(2mi) Jo Je q99:
nous obtenons pour la f. g. des probabilités
(6.14) el (¢, t,) = Prob (= <¢t, (M < ty)
la formule
(6.15) L(t, t1; 3) =2znp(m(t, t)
n=0

1= r t+gity !
T (2mi)? CJ{MH gG1—n+n3e(—qy)
x[ (g1—m)(g+q1)
g+qg1—n+ne(—qg—q1)
_ go(z)—n 91(9 + 90(3)) ]dqdqt,
q0(3) g+q3)—n+ne(—g—qu(%)] 9%
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Entre autres, cette formule nous permet d’étudier les f. r.

(6.16) o (E, £) = —, L(¢, ty; 2)5—— dz
271z <

pour les grandes valeurs de n. En transformant ceite intégrale de la
méme maniére que (1.45), nous trouvons en premiére approximation

_3
(6.17) el (¢, t1)=p(t)p(t.)+0,,,,(z"—"n 'f) (q <),

la f.r.p(¢) et la constante z*(>1) étant respectivement données
par (1.36) et (1.59). Donc pour ¢ et ¢, donnés, I'écart entre o) (¢, &)
et la f. r. d’état d’indépendance stochastique p(¢)p(¢:) tend vers

7

zéro avec n—' comme z*"n

Ezemples.— 1° Pour f,(t) =1—e, e(z) = E——l_—l-[équ. (2.11)]

le deuxidme membre de (6.13) se transforme en

e g—Biqu—fig+qi+1—m

n—l \/u-t—n) s

_n—t (1+n) . L
= \/ —nz3=n" l+71

donc en une fonction symétrique de g et ¢i; par conséquent,
L(t, t1; 5) [équ. (6.15)]est syméirique en tet ¢;. Réciproquement,
on peut démontrer que fi(t) =1—e* est la seule f. r. qui rende la
fonction L(¢, ¢1; 3) symétrique.

En substituant (6.18) dans le deuxieme membre de (6.15) et en
appliquant deux fois le théoréme de Cauchy, nous obtenons

\ fa—n) I+q 1+¢1 g+q@—

(6.18)

<o

1

u.‘

L . 11 —m)s

\ — I—mne =Ty —pq—_—Til— 68 t+Bsty
(6'19) L(t7 ty; 3= ) -+ (1 _Tl)(pi':’ l) eﬂx“_‘_[‘)) (t =~ ti),
' Rty |

\ L(ty, 5 2) (t<Lty).

En développant le deuxidme membre en série de Taylor en z, on



68 F. POLLACZEK.

trouve en particulier

P, ) =1— qe N — "lme"“_”‘) (tx>1),
6.20 e, ) =1 —n el1— T 0 g—ti—mty)
( ) @ t)=1—ne l+Tl f
21 n(t—t) 1—n
“+ 2 — =t > H).
X(H-(l—e—'q)ﬁ )TV axart t=h)

2° Dans ’hypothése ou T =1, donc &(3) =e-[équ. 2.32)], on
déduit de (6.15) pour n=1:

(6.21) pl1i(e, t:)=§ p(t) (ot 2t —1),
p(t)) — e~NH=(p(t +1)—p(8)) (EXt—I13E>0,8>>0),

la f. r. p(£) étant donnée par (2.36).

Passant 4 des problémes qui, au lieu de fonctions de répartition &
. une ou a plusieurs variables, concernent le calcul d’ensembles dénom-
brables de probabilités, nous désignons par & (n, i=o0,1....)
I'événement suivant :

(6n) A Vinstant d’arrivée Xo du (n 4 0)*"° visiteur, ezac-
tement i personnes se trouvent devant le guichet, soit en atlente,
sott en cours d’opération.

Pour que &,; ait lieu, il est évidemment nécessaire et suffisant que
Pinstant X,., soit situé cntre les instants de départ des visiteurs
(n—1)¥me et p'*me, donc (en nc tenant pas compte d’événements de
probabilité zéro) que les inégalités

Xp—t+ T+ Trmy < Xpt < Xp+ 1+ T,
(6.22)

(n=o0,1, ...} X =1_4=T_1=0)

soient vérifiées.
On voit immédiatement qu’a 'aide de la fonction s(z) [ équ. (1.13)]
'indicateur y,; de I’événement &,i peut étre représenté comme suit :

(6.23) sz s(Xp4r— Xyt — Tt — Tn-1)s( Xp+ T+ Tn— \pw)
= $(Xp+:1— Xp—t—%n—1— Tn=1) — $( Xp4s— Xp— 10— Ta),

car cette fonction est égale & 1 ou 4 o, selon que Xn.; satisfait, ou
non, aux inégalités (6.22).
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Comme la probabilité p,, de &, est égale a I'e. m. de yn, il vient,
en admettant les hypotheses du chapitre IV [voir (4.4)],

(6.24) pu=Ey, = A/OMdfx(to)‘[‘df»()'o)‘/omdfa(ﬁo)...
<[~ At [ dfutra) [ Afsa
Xlw afo(d nrimr)

X (S(Lpor—Ln—1—Tn—1 — tur1) — S (Lt — Ln— Tn— tn))-

Représentons d'abord s(zp.i— xn—7a—ta) par P'intégrale de

Dirichlet (1.14); en. remplagant en outre Zp,,— Z,, en verlu
n—41—1

de (1.4), par 2 ¥, 1l vient
k=n
(6.25) s(.z',,+,—.1-”—-.,,—-t,,)=—L—.fexp(q(y,,+...+1f,,+,_1‘——t,.—t,.))ég-
ani ’ q
Plagons la droite G de telle maniere que R(g) <<n; alors 'opération

f v df (Vi) =j e e dy gy
[} [

indiquée dans (6.24) peut étre effectuée sous le signe f » ce qui
(W

7

transforme le facteur e+~ de exp(...) en 7

- Ensuite 'opé-

ration

jﬂ“dﬂ(t,,)v(' dfg(y,,).../ow. dfo (Y tics)

transforme le deuxi¢éme membre de (6.25), a I'aide de la nota-
tion (1.26), en

i d
L ettey(— q,,<_"__) a9,
2%i) \n—q/ ¢
Effectuant enfin les 3 n premieres intégrations indiquées dans (6.24)
qui transforment e~?*» en E~7"», nous obtenons
i dg

Es(Xnsi— M= 50— Ta) = 553 [ Ee-mrai(— ) (2 ) %
C

(6.26) n—q/ g

(n>o0,ix1),
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et de Ia, en remplacant n et ¢ respectivement par n—1 et £ 1,
Es(Xpas— Xnt — Tut — Ty

(6 27) =L [ Eettae(— 9)<_I‘_;)1H@ (n>1, i>o0).

| i q
Le premier membre de (6.26) est égal a o pour {=o, et celui
de (6.27) est égal & 1 pour n = o.
En portant les derniéres expressions dans le dernier membre de

£

(6.28) 2 2P =2z’1 E/m=2z" E(s(Xpat — Mt — Tt — Trr)

n=—0 n==~ n=0

—_ S(Xn+z““ Xn"‘ L TTL))7
nous trouvons, en utilisant (1.39),

iznpm=——f o(g, Ha(—o|=(72)"

n=~0
- L>, +8w]@+1
n—9q q

(8go=1,d9=o0pourz>o0,R(g)<<mn,|z|<1).

(6.29)

Ajoutons toutes les équations (6.29), multipliées respectivement
par z!, z désignant, dc méme que z, une variable complexe de
module <Z1. Sur la droite G, qui sera supposée trés voisine de I'axe

imaginaire, les inégalités x_nqi <1 et R(n—rvzx—¢g)>o0 sont

vérifiées; il vient donc en vertu de la premiére de ces inégalités

SIRCZ ( l+'_ < >_ nz—x)
=gyt e — q Ez n— q Z n—nr—q

et, de 1a,

2‘ lgn — 1 _ n(z—-—x) d‘]
(6.30) ZI””‘”Z = 1= gqu’(%zm( Di—a 7

n,1=0

[R(n—mnz—g)>o].
Comme ®(g, z) et &g(— g) sont holomorphes et bornees pour
R(¢g) >0, la fonction a intégrer se comporte, pour |q|— et
R(g)>o0, comme ;]1_2, de sorte que la dernitre intégrale est égale au

résidu au point ¢ = n—nz. Ainsi nous obtenons pour la f. g. des
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Pni=Prob(&,;) la formule

@

~ 1 —
3y | TP T F T =), Hu(nz =)

1—x
n,1=0
(fz], |z <),
De 1d on conclut, en utilisant les propriétés de @ (g, z) établies au

chapitre IV, que pour n<<1 et n >, la sommer’pm tend vers
i=0
I'opposé du résidu, en z=1, du deuxiéme membre, donc vers
Ee =17 gy (o —m).
En posant

(6.32) P,= lim p,, (i=o0,1,...),
nyw

nous obtenons ainsi, au moyen de (4.6) et (4.13), pour la f. g. des
probabilités P, pour que, en état d’équilibre statistique, a I'instant
d’arrivée d’un visiteur quelconque, exactement / personnes se
trouvent au guichet,

N g 1 fy(ne—n)—
(6.33) EOP“”" (o) sl maw—m—z (17T
1=

(n<1, |@|<1).

Dans les hypotheses des chapitres [ et II, ¢’est-a-dire pour ® = o,
donc &3(z)=1, (6.33) se transforme en la formule, due a

M. A. Khintchine [8].

e = L

=0

Dans cet ordre d’idées se pose aussi le probleme de déterminer les
probabilités p;(¢)(i=o0, 1, ...) des événements & (¢') définis
comme suit :

(& (")) A Uinstant donné ¢ > Xo= o, exactement i personnes
se trouvent ou en attente ou en cours d’opération.

Décomposons &,(#') en la somme des événements, deux & deux
incompatibles, &, (¢') qui sont définis comme suit :

(Gno(t')) A Uinstant ¢, le (n—1)*™ visiteur (n=1, 2, ...)
étant déja parti, le guichet est inoccupé.
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(64i(¥')) A Uinstant t', seuls les visiteurs n®™ g (n + { — 1)ieme
sont présents au guichet (n=o, 1, ...;i=1, 2, ...).

Il vient alors &,(¢') =Y 6,(t'), &, (¢) ayant lieu lorsque les .
, y q

inégalités
(635) Xna+ T+ T << X, + o+ T, X1 < U< N gy
sont vérifiées. Par conséquent, I'indicateur de G (') est

X.m(t') = (SU"“ Np—1— 7:1—1—'Tn—l) ‘—S(l'_ \n_‘:’l_‘T"))
X (88— Ny ) — s — Ny

(6.36) {
et les probabilités de &,,(¢') et & (¢') sont respectivement

Bya(f) et pdt) =Y By, ().

n=9

En vue de calculer les e.m. E, , on représentera les quatre fonc-
tions s qui figurent dans (6.36), par des intégrales de Dirichlet

[équ. (1.14)]et procédera comme lors du calcul de p,, [ équ. 6. 24)].
Pourlaf. g.

(6.37) ixzp.<z')=ixii Ey.(¢)
=0 (=0 n=0

on obtient ainsi la formule

(6.38) zz{p,(t') =z en'(v—1)

=0

I , '
+([—-x)mfe"‘ (l)n+r(n+r—11x, 'n-?—r)
(M
dr

XE(—I]—I'-{-’Q‘Z‘)m '<t'>0,|£|él),

Ia fonction ®,,, élant pour ® = o donnée par (1.74) et (1.75) et

résultant, pour @3£0, des formules (4.10) et (4.9) relatives
A ®,(q, 2) (°).

(%) Nous avons posé X, = o, de sorte que ' est en fait le temps passé depuis I'1. a.
initial X,. Par contre, si nous considérons X,> 0 comme v. a. i. de loi (1.9), il faut
supprimer le facteur z du premier terme du deuxiéme membre de (6.38). et ajouter

n
N+

a la fonction a intégrer le facteur
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En traitant celte intégrale de la méme fagon que la foncliom
E(e~7°|X="7)[équ. (1.81)], on trouve pour les p;(¢') des expres-
sions asymptotiques valables pour ¢'— 0. Pour n <1, il vient ainsi
en premiére approximation

(6.39) pult)y=P+ 0(8'*”'_'_;) (r*<o;i=0,1,...)

les probabilités P,, indépendantes de ¢, élant données par leur f. g.
(6.33); la constante 7" a 616 définie au chapitre I [voir (1.75) et (1.83)].

Le fait que les événements &, (n, =0, 1, ...) sont stochasti-
quement li¢és deux a deux, donne lieu a différents problémes qui
peuvent étre résolus au moyen de la méthode utilisée au début de ce
chapitre et dont le plus simple concerne le calcul des probabilités
pour que les événements &, et &y aient tous deux lieu.

En combinant les deux catégories de problémes traités dans ce
chapitre, on peut aussi éludier les probabilités pour que des évé-
nements tels que &y, et T < ¢ aient tous deux lieu.

En revenant aux hypothdses des chapitres I et II, donc en négli-
geant désormais les ©, nous donnons ci-aprés sans démonstration la
solution de ce probléme pour n'> n —+ ¢, & savoir la f. g. des proba-
bilités [voir (6.23)]

(6.40) Pn,uy,u(l) = Prob(&n,y,; Thti+, << t)
= E[s(t— Tn:-11+1,)(5(xn+t."' Xp—1— Tn—t— Tr—1)
—s(Xna,—Xn—Tn—Ta)] (781, la=0,1,...; £>0)

On obtient, en procédant comme lors du calcul de (6.37),

£

(6.41) 2 2" 21 3P, (1)

Yy, 15=0
—.n(z__z‘) l=e+0f @+ 0 et
N (2mi) et 0 —zn+oq~n+"z2‘("‘9)
g—n _
X[q—n+r+nzls(—q)(F(r’q"’z) Fir, ¢, %))
_ go(3) —m = _F ]
go(32)— N+ Tr—+121 ¢(—qo) (F(r§0,2)—F(r, q0(22),5))
dg dr 1 e _ dg
X Y e ani er![3:9(g,31)— 52 (g 2] 5

— i+ 0
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Nous avons posé ici
(6.42) F(r, @, 8)= - ®(r+az, 8)e(—r—a) [2=¢Fnq(z)},

Go=go(n—7, nz,) [voir (3.32)] désignant la solution unique de
I'équation

(6.43) a—r—q—ase(—q)=0

telle que R(g) > o pour n—R(r) >n|z|, et go(22) étant la solu-
tion de (1.43) introduite au chapitre I.

De (6.41) on tire, pour n < 1, la f. g. des probabilités d’équilibre
statistique

(6'44) Pll,l!(t) = liglp'lylbi:(t)

en remplacant z— z, et ®(r + z, 3) [équ. (6.42)] respectivement
(1—mn)(r+=)

1— 3 ar E e (r+rit—
par tetp € r+x—n~+ne(—r—x)

y et en suppri-

1=+ 0
mant le terme — —l—f e?'...dg.
21— 39 2T —lo0
Ezemple. — Pour n =, {;=1, {a= 0 on déduit ainsi de (6.41)
la formule

_n(a—mn) 1 0 e(—g)—e(—=m)
(6.45)  Pu()={—x ;;‘if_‘m“”t—wdq

et, de 13, il vient pour la probabilité de trouver, en état d’équilibre
statistique, une seule personne au guichet,

(6.46) P10(°°)=P1=(1—"I)I—:‘-(é:,_n._;\l (n <1).
Donc la f. r. conditionnelle du d. a. d’un visiteur qui trouve

le guichet occupé, aucune autre personne n’étant en attente, est
égale a

Pot) om0 d(—g)—s(=n)
(647) P10(°°) - l_.g(—-'q) 2ﬂi£la+oeqt q(ﬂ—Q) dq

= [l-—‘/‘°° e—nx df,(.z')J“l

Pl [‘fi(‘t--—())-i'-‘/.ag e—nlx—t df1(.l') —f‘ e"ﬁl'dfl(x)].
1—0 0
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CHAPITRE VII.

REPARTITION NON POISSONNIENNE DES INSTANTS D'ARRIVEE (« GENEBAL INPUT »).

Sauf au chapitre III, consacré a 'hypothése de répartition bernoul-
lienne des instants d’arrivée, nous avons jusqu'ici supposé cette
répartition poissonnienne, de sorte que les intervalles de temps
Y,=X,.1— X, entre deux arrivées consécutives obéissaient a la
loi (1.10).

D’une maniére plus générale, nous allons désormais considérer
les Y, comme des v. a.i. ayant toutes la méme f. r. f,(¢), donc

1

(1.1) Prob(Y,< t)=fo(t) [t>o0; fat—o)=fo(+0)=0;n=0,1,...]

En outre, nous supposons la f. r. f3(¢) telle que sa f. c.
7.2 €0 = - td t
(1.2) )= [ e apcr)

converge pour z << 9, oi & désigne une constante positive arbitrai-
rement petite. J
Pourla répartition desd. o. T, nous conservons I’hypotheése (1. 6),
en désignant la f. c. de fi(¢) [équ (1.26)] parei(z).
La différence T,— Y, qui figure dans la formule de récurrence
(1.5) sera désignée maintenant par

(7.3) Za=Tu—Y, (n=0,1,...);

en raison de nos hypothéses, Zoy L4y ..., Ly, ... sont des v.a.i.
Pour la f.r. commune des Z, nous obtenons en vertu de (1 6)

et (7.1)
(7-4) F(t)=Pl‘Ob(Z<‘)=f”f1(J’)df*(J’—t) (—o<<t <o),
1)

et pour leur f. c. nous trouvons, en utilisant (1.26) et (7.2),

(1.5) ¢(3) =fw extdF(t)=EeZ=EeTE e =1¢,(3)ce(— 3).

En raison de nos hypotheses sur ¢ (z) et ea(2), la f. c. 9(z) est
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holomorphe dans une bande
(1.6) —3<R(3)<3

autour de I’axe imaginaire du plan z.
Au moyen de (7.3), I'équation (1.5) prend la forme

(7.7) Tnr1 = (Th+ Zp ) r= max(t,+ Z,, 0) (n=o0,1,. .) .

et de 1a on tire la formule explicite

n n nt
(1.8) Tyt = max<:o+2Zl, Zz,, Zz,, ey L, o)
1=0 =1

=2

qui peut étre démontrée par induction complete. Cette formule ne
sera pas utilisée dans la suite de ce travail; mentionnons toutefois
que dans [20] nous avons indiqué une méthode permettant de la
prendre pour point de départ de la théorie des attentes.

En vue de calculer dans les hypotheses présentes, le d. a. initial 7,
étant considéré comme donné, I'e. m.

(7.9) E(e—'/7n+-[to)=ftdF(zo)... [ dF (zn)e=mas,

— o

nous utiliserons une représentation de la fonction e=7* [voir (1.2)],
pour R(g) > o, sous forme d’une intégrale de Fourier.
Au moyen du théoréme de Fourier, on établit la formule

—grt — 4 — _.__..._...dt
(T10) =0 | e m=

[R(¥) >0, R(g—0)>0]

dont la vérification est immédiate. En posant ici z=1y11 + Zp
[équ. (7.7)], et effectuant les opérations indiquées dans (7.9), nous
obtenons successivement

—T, .H___q__ —3Tht+ L, _ﬁ__

(7.11) e—1%n _aniﬁe ¢ z‘ﬁ(q-—t)’
® — +1 —..L “:n — —-—-id-t—-—
(7.12) [”e 9n+1dF (3,) = 27”-1:6 Ta g ( t)c(q_c)’
< _7n+|—i- —:7:: -7 -——d-—t—-— ‘

(7.13) Eemrin= 2ui,che "=V —n

[o<R() <8 R(g—C)>o0;n=0,1,...]
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De (7.13) nous tirons pour la f. g. des E e=/" [ équ. (1.39) ] I'équa-
tion intégrale

”
(7.1%) ¢(q,z)=—f€l>(~,,z) (——\,),(qd )+e-'l"o

Celte équation intégrale qui est ¢tudiée dans la Note placée a la
fin de ce travail, a pour solution

w0 f e
(7.10) : xexp[—z_{;l«‘(—q—:—z*—i{‘—f)

xlog(r—m(—c»dc]d:
[R(g—1¥), R({—%), R(E) >o].

1 . .
Pour rp=0, —— fc est égale au résidu, au point { = o, de la fonc-
T

tion a intégrer, donc

I

1®+0 q
(7.16)  ®(q, 3;0)=exp [—5’_‘_‘»[, CE9) log(:—z9(—t))dt]
+0°=

— N sE(erjo)  [R(g—0) >0, |5[<1, m=o]

n==0

et de 1a nous tirons la relation
tle—{(

(1.17) ®(q,3;7)=P(q,3; 0)+ sz qu_—e—)-e—ir.
—lo—0
! —§
e R O CRE

La f. g. @ étant ainsi construite, passons au calcul des e. m.

(7.18) E e 9%n—T1%n+n,

desquelles les f.r. p, , (¢, &), définies par (6.1), se déduisent an
moyen de 'équation (6.2). En nous rappelant que le symbole Ez+»—1,
dans (6.6), se rapporte aux v.a.i. Z,, ..., Z,,,_,, nous obtenons
la f. g. des e. m. conditionnelles E (e=7"r+n | 7,) = Ei+"—! ¢~ 1"=+x, en
remplacant, dans (7.15), g et 7o respeclivement par g, et 7, donc
(7.19) 23'1" EZ+hl e 0itntn, = @(gq); 515 Ta)-

ny=0
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Multiplions cette équation ol ® sera remplacé par le deuxiéme
membre de (7.15), par 57 ¢, effectuons I'opération E}~* relative
aux v.a.i. Zq, ..., Z,_y, et sommons depuis 7 =0 jusqu'a n =o0; il
vient alors, en vertu de (6.6) et (1.39),

| -

i (I)q(q, g1 3. 3 )= 2 gn z’l'1 E e“’l'rvl—’/l7a+::l

n,n—~0

— __I__ q' -4 . -
= mifcswl—s)q’(q*” % w)
(7.20) T g—t
> °"p[— E»‘:Tijf (¢ — =%

< log(1— 2, 9(— 1)) dC]"E

[Rigr—r >0, R(E—E)>o0: |z |51 ] 1)

En utilisant a nouveau (7.15), nous obtenons ainsi une expression
explicite pour la f.g. ®; des e.m. (7.18). On voit aussi que la
méthode employée pour trouver ®, permet de construire de méme
les f. g. ®; [équ. (6.9)], etc.

Au moyen des équations (1.45), (7.16) et (7.17) nous pourrons
évaluer E e77™ pour les grandes valeurs de n. Développons d’abord
en série de Taylor la fonction

(T.21) g(_:)=f”e—ctdF(t)=[_q='(o)c+... [¢'(0) = E(T)— E(Y)]

qui, en vertu de (7.6), est holomorphe a 'origine. On en conclut
que pour &' > o assez petit, I'inégalité

(7.22) [e (=8l <e(—RENH <1
sera respectivement vérifiée pour ¢'(o) << o sur la droite R(¢) =—¢,
et pour ¢'(0)>>o sur la droite R(Z)=20". En désignant par 3,(8')

une constante telle que > z,>> I, nous reconnaissons mainte-

1
P(x9)
nant que l'inégalité
(1.23) |log(1—s9(—1) | <log(1— 509 (=d)"+ 2 <w  (15]<30)-

sera vérifiée respectivement pour g'(o)<<o et R({)=—19" et
pour ¢'(0)>o0 et R(Z)=4". Pour ¢'(0)> o, nous conservons la
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forme de I'équation (7.16); mais pour ¢'(0) < 0, nous amenons le
chemin d’intégration en une droite située a gauche de I'axe imagi-
naire, d’ot1, compte tenu du résidu en { = o,

. _ I 1 to—0 q
(1.24) ®(g,3;50)= 7 exp [— ;C—t-f g —0) log(1—zo(— C))dt]

—lw—0

[§'(0) <ol.

En vertu de l'inégalité (7.23), le deuxiéme membre de (7.16),
considéré en tant que fonction de z, s’avére pour ¢'(o)>o
holomorphe dans le cercle | z|< 30, tandis que pour ¢'(0) <o, le
deuxieme membre de (7.24) a dans ce cercle un seul pole du pre-
mier ordre en z = 1. En substituant les fonctions (7.16) et (7.24)
dans (1.45) ou 'on prendra z, pour rayon du cercle d’intégration,
nous trouvons donc au moyen de la notation (1.13)

—1%—0

Lo —0
(1.25) Ee—T"=s(— 3'(0)) exp [_ a%tf @L_Ologn — (=) dt]
+0(5")  [50>1, 9'(0) # 0]

En introduisant maintenant ®(g, z; %), au lieu de ®(q, z; o),
dans (1.45), nous ne changeons rien a la formule (7.25), car le
deuxieme terme du deuxidme membre de (7.17) est manifestement
holomorphe pour | z| < z,.

Dans le cas ou ¢’(0) =0, on démontre dans I’hypotheése supple-
mentaire o, pour tout y,> o,

(7.26) I—|e(—iy)|>a(y)>0  (pour |y|> o),

qu’au voisinage de z =1, ®(¢, z; 7o) se comporte comme

; de’

I
Vi—z

14 résulte la formule

(1.27)  Eev= 0(—‘—) [R(g)>0, ¢ %0, ¢'(0) =o].
NG

11 vient donc

(7.28) IimEe =0 [¢'(0)>0, R(9g) 0,9 = 0],,
ny»

de sorte qu'un état stationnaire n’est possible que pour ¢'(0) <o.
Pour cette raison nous nous limitons dorénavant au cas ou l'inégalité

(7.29) ¥'(0) = E(T)— E(Y) = ¢, (0) — € (0) <o
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est vérifiée. Dans ce cas, on tire de (7.25) et (7.5) la formule

HmE e 7»= E e—77%
ny» o

to—0
(7.30) =exp ['— —2—;—"/‘ E(q—i_-a lOg (l — & (—' C)ES (t)) ({t]
—lx—0
[¢'(0) <o, R(g)>0],

valable dans ’hypothese o les f. c. e () et €a(¢) sont holomorphes
pour { =o.

Notons que la fonction (7.30) est continue pour ¢ =o. Comme
elle est la limite des f. c. des f. r. p,(t), elle est donc, d’apres un
théoréme de H. Cramér ([2]; [3], p- 96) et P. Lévy [10], la f. c. de
la f.r. p(¢)=Ilimp,(¢), de sorte que nous sommes en droit de la
désigner par E e~77.

Exemples. — Dans le cas ol ¢({) ne posstde, dans I'un ou I'autre
des demi-plans gauche et droit, qu'un nombre fini de péles, tout en
s’annulant & V'infini de ce demi-plan de maniere convenable, l'inté-
grale figurant dans (7.30) se raméne a la somme des résidus en ces
poles. Presque tous les exemples traités dans la littérature rentrent
dans cette catégorie, ’hypothese la plus simple dans laquelle ¢ (7) se
comporte ainsi, consistant & admettre que ou & () ou &2(¢) est une
fonction rationnelle.

Rappelons d’abord que toute f. r. de la forme

N A,

(7.31) f(t)=[-—2 Eamt‘e—“-‘ [¢ > o0; R(a;) > o], =0 (t<o)

i=1 k=0

a pour f. c. une fonction rationnelle, a savoir

N A
. Al
(1.32) s(t:)=f Hdf () =1+ 2““(«:—'Cc)‘+"
—n k=0

i=1 k=

Réciproquement, on démontre au moyen du théordme de
Fouricr ([18], p. 533) ou du théoréme de P. Lévy que toute f. r. dont
la f. c. est rationnelle et nécessairement d’un degré <o, est de
la forme (7.31). Dans le cas ou l'on a f(+o0)=o, et par

N
suite Zaioz 1, le degré de £(¢) est <o..

=1
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Prenons maintenant pour ¢, (%) des fonctions rationnelles, et posons
d’abord, s > 1 désignant un entier,

__n ot
(1.33) s IR
lf»(t): :——e—m(x +nf4. .+ ((S“_)_”l—;!> (t>0, 1> 0).

En vertu de (7.29), &1 (¢) doit alors remplir la condition suivante :

(7.34) 9'(0)=¢) (0) — %<o.

Comme la f. ¢. €3(2) est la s"*™ puissance de la fonction LU

n—¢

de la f.r. f(¢)=1—e"" la v. a. dont f,(¢) est la f. r. peut étre
considérée comme la somme de s v. a. i. ayant toutes f(¢) pour f. r.
Par conséquent, on obtient une répartition, suivant f5(¢), de points
sur une droite (par exemple, d’instants d’arrivée sur 'axe des temps)
en ne conservant que chaque 5™ point d’une répartition poisson-
nienne suivant f(¢). Figurons-nous, par exemple, un groupe de s
guichets ou les visiteurs se présentent suivant la loi de Poisson, les
visiteurs £'*™¢, (s 4 7)™, (25— )", ... élant dirigés de prime
abord vers le 7™ guichet ({=o0, ..., s—1); alors la répartition
des instants d’arrivée a chaque guichet obéira a la loi (7.33)
([61,§)

Dans le cas présent, nous avons

o(—0 = (2 ) a(=2),

donc
lp(—i)| = —L— (=)<t (o)
(7 +y?)

Puisqu’en outre |¢( —¢)| << 1 pour || assez grand et R({) > o,
nous pouvons conclure, comme au chapitre I [équ. (1.48)], que la
fonction

(7.30) I-—?(—t)=("_c(’;'_'_"£)‘°;'("§)

posséde dans le domaine situé a droite de I'axe imaginaire, déformé a
Vorigine vers la gauche (fig. 1 a), autant de zéros que de pdles.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 136, 6
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Outre le zéro évident £, = o, cette fonction a donc exactement s — 1
zéros §, tels que R(¢;) >o (i=1, ..., s—1).

D’une maniére plus précise, ¢, ..., ;4 sont situés [d’apres [12],
P- 746, ot (n—;)n—* a été désigné par z,(n)] a l'intérieur du cercle
de centre { =x et de rayon 1 dont la circonférence est donnée par

(7.36) {=n+mne? (—rnLy <)
11 vient, en effet,

p(—m—me¥)|=|—e¥p|a(—n—ne)]
=|e(—n(1+cosd)—insind)| <1 (—r<b<7)

et en raison de (7.34), 'inégalité | ¢ (—Z) | <1 est aussi satisfaite sur
la circonférence (7.36), déformée, dans un voisinage assez restreint
de { =o, vers la gauche. D’apres le théoréme de Rouché, la fonc-
tion (7.35) posséde donc & l'intérieur de cette courbe exactement
s zéros, dont {o = 0, et pour les autres zéros il vient

(1.37) [L—m]|<n  (E=1,...,s—1).

Remplacons maintenant dans (7.30) la fonction 1—¢(—¢)

r!—?c(—-ﬁ)

pa » ce qui est légitime puisque

tx—0
7.38 [ algletdi=o0  [R(g— ;
( ) a4 —0) ogtdt=o0 [R(g—8)>o0];

prenons ensuite pour chemin d’intégration une droite C située a droite
du point g, et intégrons par parties. En utilisant (7.21), il vient
ainsi

to—0

I—o(—

_2_::_1_ _l,_o<é+ql—t)l°gl—?c(—z;)d:
=logcp’(o)—-log:?q(;q-)_;l:_i£(%_ c_lq)logl—?r(—l)dc
(7-39)4 [R(L), R(Z—g)> o]
=l°gl—z'—f?g(-)-_q—q)—;l;l.tblogl‘_—?é_z)dlogciq
=logﬂ)—‘*—’—é—)+;7}i£1ogc£qdlog'_?é*t).

_ﬂ log 1—9(—0)

Dans le cas présent, la fonction P 7

a dans le demi-
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plan R(¢) = o pour seules singularités (a savoir, pour pdles simples)
le pole o et les zéros ¢y, ..., ¢y de (7.33) et est O (lgl) pour

[¢] =, R({) > 0. Par conséquent, la dernitre intégrale figurant
dans ( 7.39) est égale 4 la somme des résidus en ces s poles, donc a

s—1
s 100' ——Z — Pour le premier membre de (7.39) nous
=1
obtenons ainsi, en utnllsant (7.34) et (7.35),
tr —0
- _l__ q 1—g(—0) .,
(7.40) rrrd M_D"(q_c)lo 4 d3

v—1

(s—n&(0oNrly
= log —
0“1q-\'s.(——q)—(q—-q)° ZI%

G— q
et en substituant cette expression dans (7.30), nous trouvons enfin

s—1
‘ . (s—n¢g\ (0)r*—'q Li—q
ILe—9t=
, ¢ vel—g)—(a—qY I_ll %

({5> 'l311 (0):|:l_ ’l|< n: '.‘Cl(—t.t)=(f)—§[)‘, =1, ..., S—I]-

Pour s = 1, cette formule se confond avec la formule (1.30), obtenue
dans l'hypothése d’une répartition poissonnienne des instants
d’arrivée des visiteurs.

Soit ensuite f-(t) une f. r. quelconque de la forme (7.31). ettelle
que f2(+ 0) =o. Alors le degré de sa f. c. [équ. (7.32)] est <o, de
sorte que celle-ci peut étre écrite sous la forme

(1) e =—2mEL [REB), -. R(E) > o],

H(pz—m

=1
G;_, désignant un polynome de degré < s — 1, et les poles 34, ..., s
n’étant pas nécessairement différents.
En appliquant a cette f. c. les raisonnements que nous venons de.
faire dans 'hypothese (7.33), nous obtenons la formule

Ee77=(e}(0)—¢€i (0N g
—1 $—1

(7.43) ><[G*_,(q)e,(_q)_]](g‘_(“] ngq

i=1
[R(%): -« R(Gamt) > 0],
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Cis ««., Ls1 désignant les s— 1 racines a partie réelle positive de
I'équation

(7-46) 6 a(—n—[[E—a=0

Les calculs deviennent encore plus simples lorsque c’est la f. c. & (¢)
qui est rationnelle. Soit d’abord

(7.49) ()=

c’
(c—2)’

/1 (¢) étant alors égale a la fonclion de répartition figurant dans (7.33).
Dans Phypothese (7.29) qui prend ici la forme

(7.46) '—:<6’,(0),

la formule (7.30) se transforme en

L I txe—0 C‘Ez(c) t

(7-47) _ : I t= =0 t d csea( )
_CXI)[ “_!_Tt-l.fln O‘I)gc_—-—q El(&,(l—m)dc

[R(), R(T—¢) <o].

Or dans 'hypothese (7.46), 'équation

(7.48) (e+f)y—ce(f)=0

posstde dans le demi-plan R ({) <o exactement s racines
tL[R(G) <o, i=1, .. .,$] qui, toutes, sont situées i I'intérieur du
cercle { =—c +cet¥ (—n Ly <Zm), de sorte que

(7.49) [ G+c|<c (I=1, «cey 8)

On démontre cela par la méthode utilisée pour établir les propriétés
analogues des zéros Z; de la fonction (7.35).

Nous voyons maintenant que la deuxi¢me fonction & intégrer qui
figure dans (7.47) a 'dans le demi-plan gauche exactement s+ 1
poles {=—¢c, &1, ..., Lo Puisque cette fonction s’annule pour
¢, R(Y) ~ 0 comme |¢]~—*, son intégrale est égale d la somme
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des résidus en ces poles, de sorte que nous obtenons

s
- . (c+gq) 4
. E VA= .
(7.50) e el | E=

En prenant enfin pour ¢ ({) dans le dcuxi¢me membre de (7.30)
une fonction rationnelle de la forme (7.42), donc

a(—%)=

Gs—i(—3%) ,
IHe+o

nous obtenons par les mémes raisonnements

(1.51) lae—'lf=H "WI'[QC' [R(%1) -+, R(Z) <o),

=1 =1

¢y, - - ., {s étant les s racines de partie réelle négative de I'équation

(7.52) Gi(— e(q)— [ Jor+ =0

=1

Supposomns maintenant que toules les v.a. T, et Y, sont des
multiples entiers d’'un nombre ko> 0. f1(t) et f2(¢) seront alors des
fonctions en escalier suivant (2.40), toutes les abscisses ¢; étant des
multiples entiers de %o. En supposant d’abord que le nombre de
« gradins » de fi(¢) est fini, nous avons ainsi

f,(t)=2a‘ [ho< t Z(i-+1)ho;i=0, ..., n],
(7.53) A=t

n+1

=2“k=1 [t>(n+1)R]; @y eeny Apy1 205

fg(t)=26h [iho <t L(i+ 1) hes i=0,1,...];
(1.54) +

o

Zb[(=l,€ bg, bz,...éo.

1
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Il vient, par conséquent,

n+1

&(%) =2a1 et gy (%) =21,, etho
1 1
et

(=0 =& (—0) ()= e—shtzc, etht
i=o0

(7.55) ,

£
(co> 0; C4,Cey ... 0, E =1, sén),
=0

h désignant le plus grand multiple entier de %, tel que o(—¢) soit
une série de puissances de e’>. Nous supposons que s> 1, car autre-
ment tous les d. a. seraient nuls. En posant e’*=x, nous avons
ensuite

(7.56) 1—-ch(—§)=1—2.1:—~'20;.1;‘ (co>0)

=0

et en raison de la définition de 4, il vient

3

x—s E cxt

o

<201=I (lz|=1,z#1).
0

En vertu de (7.29) et (7.55), nous trouvons en outre que

»

d 1
— 2: i =— =0
dx[z s c,x] = hcp(o)>0.
=1

0

En appliquant le théoréme de Rouché au cercle unité du plan z,
déformé au voisinage du point # = 1 vers son intérieur, nous voyons
que pour | z| < 1, exactement s zéros a4(3), ..., ;(z) de la fonc-
tion (7.56) sont situées  l'intérieur de ce cercle, donc '

(7.57) la(z)| <1 (i=1,...,8)
Nous pouvons donc représenter la fonction (7.56) comme produit des

zs—23 E cVxY

deux facteurs z— ]_I[x —a(5)] et > dont le deuxie¢me

s

= | § [EEIEN!

=1
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ne s’annule pas dans le domaine
[ 2| (= eMh@) < e~h%, | 3| <1

et y est borné. Nous en concluons que le deuxiéme terme du
deuxiéme membre de I'équation

eshi — 32 cy evhi

(7.58) log(1—z9(—1)) —-2 log[1 — a,(z) e—"5) + log ———-————“—-——

[IUM—wwn
est holomorphe et borné pour R(¢) £ —d' <o, | L.
y 1
Par conséquent, 'opération — —. | OT) .dg¢ de (7.24)

annule ce terme, tandis qu’elle transforme le premier terme de (7.58)
en la différence des résidus en { =o et { = ¢, a savoir, en

lo—0

Zlog [1—a(2)] —Zlog [t —a(z)e9].
1 1

De (7.24) et (7.58) résulte ainsi la formule

s
. _ 1 1— a,(3)
(p(q’z’o)_l—zl—ll—a,(z)e—’w’
1

et de 1a, au moyen de (1.45),

(1.59) Ee—or=[[ L Sk T (o= (D),

I—a;e—hq

En substituant dans 'équation (1.24) Ee~9* a4 ¢ (— g), nous obtenons
enfin pour la f. r. des d. a. la formule

IN+0

(1.60) o(t) =H(x — ) lim —. e'l‘n(x — e—’lq)—l

N*"‘z“l —iN+0

.._l_[(x — ) (x +s(t—h)2a,+ s(t——f»h)z Za,ak—i- >

1ci<kes
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Dans le cas présent, tous les d. a. sont donc des multiples entiers de
et il vient

v

(7.61) Probit =o0)= II(I —a,), Prob(t = A) = ISI(I — a,)ia,-,
1 1

1

On procédera d’une maniére analogue dans le cas oit les f. r. £, (¢)
et fa(¢) sont respectivement de la forme (7.54) et (7.53).

Nous allons traiter enfin un exemple ou ces deux f. r. sont de la
forme (7.54) (ou'nous écrivons % au lieu de 4,), la f. c. de fa(¢) étant
en outre une fonction rationnelle de e’

Soit- donc fi (¢) une fonction quelconque de la forme (7.53)

(avec n=w), d'ou
er(L) =, aelh,
1

J2(t) étant définie par les équations
(7.62) b,=c—1(1—c) (i=1,2,...50<e<1),
donc

eh’

B()=0—c)r— 7

ell,

Afin que la condition (7.

soit remplie, ¢ doit en outre vérifier a I'inégalité

(7.63) o> 1—<2nan>”"

1
Avant d'utiliser la formule (7.30), décomposons la fonction

1—o(—8)=1—g(—08) e ()
e-ll' Za" e

o
—h
e e — g I—c
—_ —_ — —nhl .
e*’li’—c[I l—e*"i(l Zane ‘>]
1

Or au moyen des inégalités (7.63) et @, o0 ainsi que de

comme suit :

(7.65) 1—9(—=0=1—
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{a relationZdn:I on conclut que
1

w
1—c¢ .
1-——————-1 _8_,,:<1 —-2 a,e "”v)] =(1—c¢)
1

Z2(1— C)Zna,, <1 {R@Q)=ol,

£
Ea,,( I 4 e—t 4., 4+ e—(ar11AY)
1

desorte q‘ue,Ean "% convergeant parhypothése pour R (¢) <9(§>0),
1

il existe &' tel que le logarithme de I'expression’ qui figure entre
crochets dans (7.64), soit borné pour R(Z)> —d'. Donc I'opéra-

to—Q

tion — E?lc_i —u_omg:'T). ..dt de (7.30) qui annule le premier

terme du deuxi®me membre de 1'équation

. L0 _ 1—ehl
(7.63) log r —log’;(l—cehﬁ)

»
I—cC 2: v
+10g[]—l——_—e:_—lf;(l—‘ a,e H/!H)],
< ]

transforme le deuxiéme terme en la somme des résidus aux
points {=o0 et {=g. Ainsi, (7.30) prend ici la forme

(0 Bemrrm LG a L= 2] [sm =2a,, e""”]'

c—e i+ (1—c)e(—q) e

Notons que la f. r. définie par (7.54) et (7.62) tend, pourc =1—nh
el AN\, o, vers la f. r. f2 (¢) =1 —e™™ de répartition poissonnienne
des i. a. En posant, dans (7.66), ¢c=1—nk, et en y substi-
tuant a ¢ (¢) la f. c. d’une f. 1. f1(¢, k) suivant (7.53) et (1.33) et
qui, pour 2\ 0, tend vers une f. r. donnée, on obtientalalimite A =0
la formule (1.35) du régime poissonnien, 'inégalité (7.63) se trans-
formanten n << 1.

Calcul de la probabilité p(+- o) et des moments m;(1). — Afin
d’obtenir pour la probabilité de non-attente

g(+0)= lim Ee—7~ -
q>+e
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une expression simple, supposons poar le moment que linté-

iw—0 le —0
log (1 —¢(—%)) %i converge (c’est—ﬁ—dire que f '

grale f
—iw—0

converge pour un 6 >> 0 assez petit )

Dans (7.30) on peut dans cette hypothese faire tendre g — + 2
sous le signe d’intégration, de sorte que nous obtenons

(1.67)  e(woy=exp| == [ log(r—p(—in% |-
—in—0 c

ani
En développant ensuite le logarithme du dernier membre de (7.30)
en série de Taylor en ¢, nous obtenons

i id 1o —0
y N 1
(1.68) logEe—’lf=Z(-—- q)":;—'! =2ﬂ"§1?if, g—n—tlog (1— ¢ (—¥))d%,
n=1 n=1 —i=—0
o nous avons désigné par x, les cumulants de la f. r. de la v. a. 7,
donc (voir, par exemple, [3], p. 186)

(1.69) ®i=my(x), %e=ma(t)—m} (), *3=mg—3myms+2mi,

Inversement, les moments m; s’expriment de maniére élémentaire par
les cumulants, donc par les intégrales qui figurent dans (7.68).
Nous allons utiliser ces formules pour calculer log p (4 0) et my (r)
pour des f. c. suivant (7.33) et (7.34), ainsi que suivant (7.43)
et (7.46).
Dans le premier cas, il vient

I S s 1 we(—9
(.70) logp(+o0)=— lim —= _N_o(z"‘q_z;)hg('_(n—t)’>dc'

En vertu des propriétés de la fonction (7.35), la partie, relative
1

97—t
el ) e )

donc, sa limite pour ¢ >+ est o. La formule (7.70) prend ainsi
la forme

a

y de la dernitre intégrale est égale &

e (— t)) dg
(n—2¢)

7.7 loge(<+o0 =1 n—olo I

(7.71) ge(+o0) s g( 7
L1 T (=)
—gsz—ia—o (=0 T

2%l
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Le n'*™ terme de cette somme est égal a la somme des résidus aux
poles ¢ =o0 et {=nmn, respectivement d’ordres 1 et ns, de sorte

qu'au moyen de la substitution {=n—mn2 et en utilisant la nota-

tion [d':{;(f)]x:o =[f(2)]", nous obtenons

a0 vt B[ - [,
n=1

En traitant de la méme facon I'expression qui résulte de (7.68) pour
I'e. m. du d. a. m;(t) =%, (7), nous trouvons

iw_o X —_ N
o o=z [, s~ G)T
—lx—0
_i ”q_l__ - 1] 1 5’11(_7'_;_1\";) (rs—1) .
_'qnz:iin[ n(S—"\Ex(O))+(ns_l)![ ERey ]0 ]

Admetions en particulier que les d. o. T; sont toutes égales a s, d’ou
[voir (2.32)] &1 (¢) = e et €, (0) =s; alors V'inégalité (7.34) prend
la forme n << 1, tandis que (7.72) et(7.73) deviennent

® ns—1
k
(1.73) l°39("‘°)=—2:%[1—e—nsn§: (ﬂI:T!)) ]
=0

n=1 I3
=1 A=ns—1
L ns—14 "
(1.73) my(z)= l ZI;[—— ns(1— 'n)+e—"m2 gﬁ;—?)—(ns—k)]
q;z:i k=0 '
Z oS e B L) _
_sZe nnkz(k+l)!(k+l ns).
n=1 =ns

Ces deux grandeurs peuvent aussi étre interprélées comme la proba-
bilité de non-attente et 'e. m. du d. a. & un groupe des guichets (ou
lignes) ou les visiteurs (les appels) se présentent suivant la loi de
Poisson fa(t) =1 —e ™ (n<1), ont tous la méme d. o. (=s) et
sont traités dans leur ordre d’arrivée. Car cette régle de priorité
répartit automatiquement des visiteurs dont les d. o. sont égales;
suivant les s queues particulidres décrites plus haut, les i. a. de
chacune de ces queues ayant la fonction (7.33) pour f. r. Pour de
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grandes valeurs de 'entier s, les deux derniéres grandeurs admettent
des formules asymptotiques, différentes selon les hypotheses faites sur
le degré d'utilisation n ([12], p. 78 el 749; [13], [ 14]).

En choisissant ¢, et ¢ suivant (7.45) et (7.46), nous obtenons, en
procédant de manicre analogue au cas précédent,

I iw—10 C’"Ez(g) dt

~)nz'[_lw_olog<l - (C+C)“> T
o ! el (— ¢ + cx) s

__SZ(ns)![ 1 — ,]0 !
n=—1

- - _f od 1 6{'1(—6—4-0.1:) (n.»-—i)'
(7 mo= 3 3 gyt [T,
n—1

Admettons ici en particulier que les intervalles Y; entre des i. a.
consécutifs sont tous égaux a s (de sorte que les arrivées ont lieu a
horaire fixe), d’ou ¢,({) = . Alors (7.46) prend la forme ¢ > 1,
tandis que (7.76) et (7.77) se transforment en

(7.76) logp(+0)=—

ns—1.

(7.98) lo"p(-o-())—_.——z e—mz ("sc) (e>1),

n=1
ns—1

3
(7.79) mlm——Zne—nscx(”,{”,f(ns—m (e>1). ()

n=1 k=0

Atténuation des hypothéses imposées aux f. r. fi(¢) et fo(t). —
Dans les seules hypotheses

(7.80) E(T)=fnta’ft(t)<ao, E(Y)—_-f”mf,(z)oo,

M. D. V. Lindley [11] a démontré que pour E(T)<<E(Y), ainsi
que pour E(T) =E(Y) et Prob (T —Y =o0) =1, pa(¢) tend vers

(7) Pour obtenir, dans différentes hypothéses sur les f. r. f,(¢) et £,(¢), des formules
explicites de g(¢), M. W. L. Smith [21] a utilisé la méthode de résolution de I’équa-
tion de Wiener Hopf donuée en 1g4o par M. F. Smithies ([22], § 4).

Tant qu’il ne s’agit que de la seule f. r. d’équilibre statistique, il n’y a pas de diffé-
rence essentielle entre cette maniére de procéder et la ndtre, indiquée d’abord
dans [20] et basée sur. [16] [équ. (1) et (14) ]
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une f. r. limite p(¢), laquelle satisfait a I'équation intégrale de
Wiener-Hopf

(7.81) p(t):—‘/'ap(z)dl-F(t—-x) [¢>o0, F(¢) = Prob(T — Y < #)]-

Réciproquement cette équation détermine pour E (T) <E(Y)la
f. r. p(¢) de mani¢re univoque, mais pour E(T)XE(Y), il
n’existe pas, saut dans le cas particulier mentionné plus haat, de f.r.
qui satisfasse a (7.81).

CHAPITRE VIIL

REPARTITION DES PERIODES D'OCCUPATION ININTERROMPUE b'UN GUICHET.

Ce probleme a été posé par Emile ‘Borel [1] qui a établi la

répartition des durées des périodes d’occupation ininterrompue
(p-o0.1.) en supposant que les instants d’arrivée des visiteurs sont
répartis suivant la loi de Poisson et que leurs d. o. sont égales.
Une remarque intéressante est due a M. D. G. Kendall ([6], p. 168
et 169) qui a observé que dans I'hypoth&se d’arrivées poissonniennes,
les d. 0. étant réparties de maniére quelconque, le probléeme de la
répartition des p. o. i. est identique & celui de la disparition des noms
de famille, traité par différents auteurs anglais et scandinaves.

Nous établirons d’apres [19] la répartition des p. o. i. en supposant
toujours que les intégrales c((3) et ea(z) [équ. (1.6) et (7.2)]
convergent pour R(z) <<d (6> o).

Pour simplifier, nous supposons en outre qu’il existe 3o > o tel que

(8.1) &(iy)=0(|y"») pour |y|-—>w.

Au moyen de (1.23) on en conclut que la f.r. f,(¢)est continue.

Car en raison de la convergence def t=%='dt(c¢ > o), linté-

grale ) f

— %

sin hte ""sg(zt)l dt et par conséquent, le deuxiéme

membre de (1 .23), tendent vers zéro pour 2 —> o.
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De (8.1) résulte en outre la relation

©(8)=0(|yl2logly]) (s=z+i, zZ29<0, |y]|=>®) (%),
donc

(8.2) €2(3) = O | Im(3)|~¥) [R(3) L z0<0,]Im(3) | >0,0 <8 < 8.

Admettons qu'a I'i.a. Xg=o0 du visiteur initial le guichet est
inoccupé, donc que 7o= 0. Nous dirons que la p. 0. i. qui commence
a cet instant est de classe n -+ 1(2> 0) si elle est composée d’exac-

n
tement n +1d.0. Ty, ..., T, sa durée étant alors égale a ZT,-.
i=0

Pour qu’une p. 0. i. soit de classe n 41, il faul et il suffit que :
1° aucun des visiteurs 1%, ..., n'*™® n’arrive aprés le départ du
visiteur précédent; 2° le n'*™¢ visiteur parte avant I'i. a. du (n + 1)*"*
visiteur.

Au moyen des notations introduites au chapitre T, ces condi-
tions prennent la forme

To= 0, i+ T+ Xix X (=0, .oy n—1); T+ Tn+ X, << Xnis
ou, en utilisant (1.4), (1.5) et (1.2),
(8.3) to=o0, =7+ T,~Y;>o0 (i=o0,...,n—1); 1, +T,—Y,<o.

En ajoutant ces inégalités, nous obtenons

n

(8:4) w=X(TimY)>o0 (i=o, ...,n—1); Z(Tﬁ—yk)<o,

k=0 k=0

E(Y/‘-— T,) > o étant l'intervalle de temps entre la fin de la p. 0. 1.
k=0
en question et le début de la p. o. i. suivante.

(%) Pour obtenir cette relation, on peut employer la formule

= v
_ 1 e, (%) dg
“(2)= o Y 3

|R(z)<0].

Cette formule se démontre en utilisant le fait qu'en raison de la continuité de f,(¢)
pour ¢ = o, ’expression (1.24) est nulle pour ¢ = ¢, et @ = 0. Au moyen de (8.1) on

{» v\ gv
y g e, (8)d
montre que l’mtegralef &0)ds
—lx

t—% est majorée par une expression de la
forme ¢(z,) |y |=log |y |.
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Ces inégalités représentent les conditions nécessaires et suffisantes
auxquelles doivent satisfaire les v. a. i. T; et Y; pour que notre p. 0. i.
soit de classe n 4 1. D’ailleurs les cas od une ou plusieurs de ces
relations sont satisfaites avec le signe d’égalité, peuvent étre négligés.
Car comme, en vertu de notre hypothese (8.1), la f. r. fa(y) des Y;
est continue, la probabilité pour que soit vérifiée, par exemple,
I'équation

(8.5) N (Ti—Yi) =0
k=0

[ qui signifie que le (£ + 1)"*™° visiteur arrive & l'instant de départ du
visiteur précédent ], est nulle.
En négligeant par conséquent tous les événements suivant (8.5},
nous pouvons dire que I'indicateur de I'événement
(6nr1) «Lap.o.i. qui débute & Uinstant o, est de classe n + 1 »
est égal a
n—1 3

(8.6) [x—si(Tl— Y, )] I3 o= Yo) = za—mu,
k=0

i=0 k=0

oll nous avons posé

n—1 [

(8.7) Ro=1, “”=H52(T1‘—Y“ (n=1,2, ...).
i=0 A=0

La probabilité de 1’événement &p,4 est évidemment égale a
E(rn— Tni1), E étant Popérateur qui figure dans (1. 15). De méme, la
probabilité ga.1(f) pour que notre p.o.i. soit de classe n + 1 ainsi

que d’une durée 2T,~< t, est égale a

=0

'ﬁ
\ gnra(2) = Prob <6n+.; 1< r)

(8.8) K i=0

' =E|:(1:,,—::,,.H)s<t —2T1>J (t>o0;n=0,1,...).
i=0

On en tire pour la f.r. (conditionnelle) des durées des p.o. 1. de
classe n 41 Pexpression

é’n+l(t)/gn+l( ©)= 5’1:+|(1)/E(7‘n— Tp+1 )
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En vertu du théoréme de P. Lévy, la fonction non décroissanie
&n+1(t) (nous poserons g, ()= o pour ¢ <C o) peut étre exprimée
en ses points de continuité au moyen de sa f. c.

n \
(8.9) Tn+l(q)=~/‘:0 et dgn+l(t)= E[(*n"““h+l)exp <—‘q§’Tz)]

[R(g)>0;n=0,1, ...]

Ensuite’
(8.10) guii(t, t')=E I:(':,,—:t,,.._l)s' t——-ZT,) t—Z(Y,-—T,))]
\ i=0

est la probabilité pour qu’une p. o.i. soit de classe n+ 1, et que
sa durée et 'intervalle de temps qui. la sépare de la p. o. i. suivante
soient respectivement << ¢ et << ¢. Clest la f.c. de gua(¢, '), &
savoir la fonction

ke n n \
B Y1 (£, ) = E[(n,,— zr,,_..,)exp( —xE(Y,— T;)— qET, )]

\ =0 i=0 /

[R(g)>0, R(z)>0;n=0,1, ...]

que nous allons déterminer d’abord afin de faciliter les calculs
ultérieurs. Pour 2 = o, cette f. c. sc confond avec (8.9g), donc

(8.12) Tn(0y g)=1(q)-

On reconnait aussi que dans le cas d’une répartition poissonnienne
des i.a. (sg(—.z') =13z ), I'intervalle Z(Y —Ti) est, dans
I'hypothése (8.4), une v.a. pmssonmenne, indépendante de la

Y . . . . .
v.a. 2, T; et de I’entier 7, si bien qu’il vient dans ce cas
[

(8.13) 1n(Zy §) = Yn

[ pour fo(2) =1—ent].

Au moyen des notations

n n
(s-l.i) Jo= 1, Jn+l(.l') Q)=Tlu+'l eXP(*ﬁé(Y;—Ti)—qéT‘\)

N\

(n=o0,1,...)
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et en vertu des relalions

(8.13) E[z,,exp(-—xZ(Y,—T,)-—qZTl)]
[ 0
= E[e==Mn+lx—0Ta ], (2, q)]
= [ dpen) [T dp(yay e Bl(a, 9)
“o [
=e1(# — g) es(—z) Eln(2, ¢),
P’équation (8.11) se transforme en

(8.16) { va+1(®; ) =e1(z —gq) es(— z) Edu(2, ¢) — Eduri(2, q)
' } (n=o0,1,...)

De la, nous obtenons pour la f. g. des f. c. ya(z, ¢q)

‘ Zz"h(-’v, )=1—(1—3 E1(av—q)t-:z(—:':))2,5"131:.(m, )

(8.17) - ot .
( (=] <)
En employant la notation .
(8.18) (=, q,z)=Zz"E.l,,(x,q),
n=9

’équation (8.17) prend la forme
B.19)  Navu(e; @) =1—(1—a(—g+2)u(—2) (=, g, )5
n=1

les dernitres séries convergent pour |z | <1, puisque |ya{(z, ¢)i,
[Jn(x, q)] et |EJn| sont Z1.

Nous établirons maintenant une relalion linéaire entre J,1 et J,,
d’ou résultera pour I(z, ¢, 5) une équation intégrale linéaire.

Au moyen de la relation '

n

1 = :t,,:Z(T:—-Yt)

i=0
qui résulte de (8.7), la formule (8.14) se transforme en
;qir; zzl(T,—Y;\ n
(8.20) Joir(2, g)=7ne * € ° s 2‘(1‘,_ Y)).
=0

MEMORIAL DES SC. MATH. — N¢ 136.



98 F. POLLACZEK.

En vue d’obtenir EJ, ., E étant l’opéra{teur figurant dans (1.15),
calculons d’abord l'intégrale

IR e .7:2 (T;—Y))

fo'”J,,+,df2(Y,,)=1:,,e = fo e i=o i(Ti——‘n,)df(\,,)

n
Pour cela, posons a =Z (Ti—Y;) dans l'identité

ca Xa — _I__ a
(8.21) exa s(a) = (e 1)s(a)+s(a) CTh [ei (E—

+C
[R(§)> o0, R(E—2) > 0]

1 .
—_ §> dt +s(a)

o j converge uniformément par rapport a a, el effectuons 'opéra-
Cc

) —IXT e o .
tion m,e o f .o« dfa(Y,); 1l vient ainsi
0

n—1

(8.22) [”Jn+ldf2(}’")=ﬁ"'—f - mz].—&gl\ E“(“'é)(;é_‘,. :)dz

2

+T,e ‘IZT.f <ZT,_"2Y1—yn>df(),,)

Le deuxiéme terme du deuxidme membre est égal &

"‘72" (i T, "2le>

et peut, en vertu de (1.24) et (8.1), étre écrit sous la forme

e qzr—fb {(E3 >e=<—s)§;

27

en substituant cette expression dans (8.22), nous obtenons

‘/‘ﬂdfi(J’n)JnH(x: q)
(Y

8.23 (E—q)ZTs— v
(8.23) ! fr S e,(_g)e_sx

n—1

[R(§), R(§—z) > o]
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En supposant provisoirement R(g— ) > o, nous pouvons amener
C¢ a gauche du point ¢, de sorte que R(¢g—E)>o0. La der-

ni¢re intégrale est alors majorée par lintégrale f s,(—-—ﬁ)si‘sﬁ
¢

laquelle converge en vertu de (8.1). Par conséquent, l'intégrale (8.23)
converge uniformément par rapport & To, ..., Ty, Yo, ..., Y, 4, de
sorte que I'opération E relative a ces variables peut étre effectuée sous

le signe f . Ainsi nous obtenons, en procédant d’abord a I'inté-
C

gration f “ dfi(t.) et en utilisant (8.14),
0

@26 [ ) [T AR It 0

0 0

_ ! ' , di

RETTIA Jn(E, Q)GI(E-Q)Ez(—'E)E_xa
en effectuant ensuite I'opération E relative a Ty, ..., Y,_,, nous
trouvons

d
B, @) = o [BIn6 D aG— e =D
[R(g —§), R(§—=x) >o0]
Il en résulte pourlaf. g. I(z) =1(=, ¢, 2) [équ. (8.18)] '¢qua-

tion intégrale

(8.25) z

. .
o) = ;5 [10aG—na=nrZ;

[R(g—§&), R(E—=)>o0. 3] <]

dont la solution [voiréqu. (20) et (26) de la Note placée a la fin de
ce travail], est

“+1

(8.26) _{

1 . dz
(8.27) I(z, ¢, 3) = exp [— mﬁlog(:—zsa(s—q)sg(_g))C_x]
[R(E—2)> o]

En substituant cette expression dans (8.19), nous obtenons enfin

©

¥ (@ @) =1— (1 —z6(= g + @) &x(— )

x exp [— ;jrifclog(x—ze:(: —g)a(—1) c—i‘%]
[R({ —2)> 0]

(8.28)
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ou, en amenant C a gauche du point z,

® d;
8.29) Zﬂz"?n(z,9)=1—exp[;—;—;.fclog(x—zel(C—Q)Ez(—,ﬁ))x_z]

[R(x —7) > o]

En admettant des hypothdses appropriées sur ¢; ou s, les derniéres
intégrales peuvent étre calculées de la meéme fagon que I'intégrale qui
figure dans (7.30), et nous utiliserons la formule (8.28) ou (8.29)
selon que la fonction &,({—¢)¢2(—¢) sera méromorphe dans le
demi-plan droit ou gauche des ¢.

Ezxemple. — 1° Soit d’abord

(t) =1— e )= 2.
f-»(t)—l e/, €2 ( C)_'fl—“t

Il résulte du théoreme de Rouché que la fonction
(8:30) 1—za(l—a(—0=1—"HalG—9) [R@>o|z]<1]

posséde dans le domaine R({) < o, outre son pdle unique —=, un
seul zéro £o (g, z). Dans le demi-plan gauche des ¢, découpé entre Lo
et —n (fig. 5), le logarithme de la fonction (8.30) est donc holo-

morphe, et O ( ﬁ-) pour |¢|—o. Pour cette raison, la dreite C,

dans (8.29), peut étre remplacée par un lacet G’ (parcouru dans le
sens positif) qui contourne la coupure. En intégrant ensuite par
parties et appliquant le théoréme de Cauchy (résidus en —n et Lo),
il vient pour I'intégrale qui figure dans (8. 29):

1

1 ) o [ — nz —
(8.31) — | = ;ﬁ..‘/(:ylog(x —¢) dlog kl T &(% q))

=log(x —%o) — log(x + 1),

et ainsi (8.29) prend la forme

£

-~ _ x—U8 _ n+Llg, 3)
(8-32) Drinla ) =1— T =D

n=1

Au moyen de (8.12), ou de (8.13), on déduit de 1a :

@

@33) P =TT fe) =i e,

n=1
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Zo(q: =) désignant la racine unique de I'equation
(8-34) n+{—nza({—q =0

telle que R(¢) <o pour [z| <1, R(g) > o.

¢

™

-"' 0
¥
o x
i
3{g,x)

Fig 5. — Plan ¢

La derniére équation qui, au moyen des substitutions

n+{=§ aa—g)=u),
prend la forme
(8.35) E—zu(t)=o0 [u(o)Zol.

peut étre résolue par la formule d’inversion de Lagrange ([ 26], p- 133)

=X

(8.36) 2 (5
o =so+ 3 I [ L@

JS(€) désignant ici une fonction qui est holomorphe pour { = o.
A T'aide des derniéres formules et de (1.24), on obtient pour v,(q)
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et pour la probabilité cherchée g, (¢) les formules

(—n)y—t ditef( —n—gq)
Y'l(q)—‘ ﬂ' :iq"—'
(8.37) N+

I
- ¢ 29 = ).
&n(t) —Nlm,:zul \+Oe" Yn(Q) (n=1,2,...)

Pour la probabilit¢ pour qu'une p.o.i. de classe quelconque
soit <¢, on tire des équations (8.33) (pour z=1) et (1.24)
I'expression-

IN+0
. d .
(8.38) Zgnu)—hm—— S erarntg ML >0

27
pour laquelle M. Kendall ([6], p. 169) a esquissé une démonstration
fondée sur des raisonneméents probabilistes.

2° Soit maintenant

Ht)=1—et, gl —q)=

I
1+q—¢
Désignons par £, (g, z) la racine unique de I’équation

zea(—7L)
1+-qg—¢

(8.39) i—z2e({—q)ea(—f)=1— =0
telle que R(¢) >o pour |z| <1, R(g) > o. Substituons ensuite la

fonction (8.39) dans (8.28), intégrons par parties et appliquons le
théoréme de Cauchy. 11 vient ainsi

®

ZZ"Yn(x, g)=1—

n=1

oo | e[ [l 1259

[R(:—x), R(1+¢—13), RiLi— L) >o]
1+9—x—36(—x) L—1—qg+3ze8(—2x)
Li—x - Li—x

I+q—x—3¢e(—x)
I+g—2x

=] —

et de l1a, en vertu de (8.12),

(8.41) 2z"~(n(q)= E:_i_‘_‘iE_?_'*_;f Li={li(g, 5)]

n=1
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En développant la derniére fonction, au moyen de (8.36), en série
de Taylor en z, nous trouvons

_1—&(—g—1)
YI(Q)——*—————29+I »
(8.42) . ST I ant (D) Lo N e2(£) )
?.n@)—n!ln[ & ]E:—q—-l (q+l)[ 3 ]E:-—q—i}
(n=2,3,...)

et de la en particulier, au moyen de (1.24) et (7.2),

8.43) s =1—et— [ (e—e=)df(x)  [A@B)=1—e].

T

Pour & (¢) = » on obtient pour la racine ¢, de (8.39)

n—7
8.49) (g, 5)

=q—+:———3+%;/(79+1+n)2—4-qz=q+1—

0z
g+1—n

ey

donc [équ. (8.41)]

3.6 Farv@) =L ST ar— e,
1

Du développement taylorien, en z, de la derniére expression nous

. . d
tirons enfin au moyen de I'opération — f et ... = les formules
27 f q

°n—2%
_ nn—1t (2n—2)! . (1+4m)t
(8.46) gn(D) = m oy (n-—l)!n!(l—e et Y “>

=0

[n=1,2, ..., i) =1—e€", fe(t)=1—€i],

valables pour tout n > o.
En utilisant (8.45), nous trouvons que la probabilité pour qu’une
p. 0. i. soit de classe finie, est dans le cas présent égale a

@47 Yygn(=) = Rral0)= g (1+n—l1—a) =1 (1),
1 L

(n>n.

S|~

Donc pour n>>1, la probabilité pour qu'une p.o.i., une fois
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commencée, ne prenne jamais fin, donc qu’elle soit de classe «, est
égale 4

I
Por=1— '1—‘ >o0.
Détermination de p_ pour f,(t) et fa(t) arbitraires. — La

condition nécessaire et suffisantc pour que la p. 0.1. qui commence
a I'instant X,= o, soit de classe w, est constituée par les inégalités

i—1
Ti:Z(T‘_Y"') >o0(i=1,2,...). Il vient donc
hA=0
(8.48) p,.= Ii;n EH-‘(‘Q) = 1——2E<H$(ti) —Hs(t,)).
i=1 n=0 i=1 i=1

Comme I'équation (8.4) est maintenant valable pour toutz; (> 0), nous
n

avons, au moyen de la notation (8.7), I I s(i) = m, pour tout n; en
i=1
utilisant en outre (8.9), nous obtenons

(8:49)  po=1— D E(Ru— ) =1— P tal0)=1— lim P zny,(0).
n=~0 n=—1 n=1

Au moyen des équations (8.12) et (8.29) [oi le signe de la variable
d'intégration ¢ sera inversé], cette formule prend la forme

—tn+

. I iz—+0 d’;
(8.50) {Pa=z__l_l'nloexp [m[ 0Iog(l-—-z:p(----t:))_z;_]
[o(0) = e (D)ea( — 1))

La derniére intégrale se traite comme celle qui figure dans (7.16).
Comme l'inégalité |o(—¢)| <L 9 (—R (L)) <1 est vérifite pour
—1<<R(¢) < o0 ou pour o <R(¢) < 1, selon que ¢'(0) << 0 ou > o,
nous ameénerons dans le premier cas le chemin d’intégration dans le
demi-plan gauche, d’oir

. I io—0 d:
[¢'(0) < 0],

tandis que pour ¢'(0) > o, nous conserverons (8.50).
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] . ., .
Pour ¢'(0)=o0, on prendra pour chemin d’intégration 1’axe
!maginaire, déformé a l'origine (suivant la figure 1@ ou 1b) sous
forme d’un demi-cercle de rayon r trds petit, d'oa a la limite » > o

(8.52) p_= lim ‘)\/l—zexp[_{%fﬂogfﬂf_’ﬂ ”ﬁ—l [9'(0) =0].

=1 1—zo(it) ¢

En vertu de (8.1), les trois dernieres intégrales convergent | respec-
livement pour ¢'(0) >0, <0, = o] uniformément par rapport a z
(pour 5] < 1), de sorte que nous pouvons faire tendre z 7 1 sous
les signes d’intégration. Ainsi il vient, en utilisant I'équation (7. 29),

0 [E(T) < E(Y)],

(8!3) L= L= 40
5 r exp[ El—'mf log(l—\?(—t))%]>o [E(T)> E(Y)].

—i1=z+0

Mentionnons enfin que dans le premier exemple de ce chapitre, on
obtient directement en vertu de (8.33)

. fo(0.1)
8-5, =1— ' = — ——
(8.54) P.=1 Igln(o) P
la racine ¢,(0,1) de (8.34) s’annulant ou étant < o, sclon qu'on
a e;(o)é% ou ¢, (0)> %, c’est-a-dire selon que E(T)<E(Y)
ou E(T)>E(Y).
Dans notre deuxiéme exemple, on tire pour e, arbitraire des équa-

tions (8.49), (8.41) et (8.39), par le passage a la limite z 1,

E(Y)

@8.55) p.=o0 [E(T)<ZEY)]. =1—g4(0)=1— BT [E(TY > E(Y)] (-

(?) Les questions étudiées dans les chapitres I, VII et VIII onL été traitées
récemment par M. L. Takécs [23]. Concernant deux points de détail de ce travail
(loc. cit., p. ro2 et 104) remarquons : 1° La théorie des problémes stochastiques
1elatifs & un systéme de s >1 lignes interchangeables ne se himite nullement 4 des
cas oil, en raison des hypothéses admises, la queue d'attente se décompose automa-
tiquement en s queues particulitres. Les formules de A. K. Erlang pour le cas oa
(dans nos notations) f, (¢) = 1— e~t, f,(¢) =1— e, 1 <s, sout exemple contraire
le plus ancien. 20 C'est nous qui, en 1930, avons établi dans [12] la formule (1.35)
comme exemple d’une théonie plus générale; en 1932, M. Khintchine [8] en a donné
unc démonstiation directe.
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CHAPITRE IX.

PROBLEMES STOCHASTIQUES CONCERNANT DES « GUICHETS » SANS POSSIBILITE D’ATTENTE.

Des problemes stochastiques d’une autre nature se posent dans
I'hypathése ot les visiteurs qui se présentent pendant que le « guichet »
est occupé, sont réfusés. Clest 'exemple des réseaux téléphoniques
sans dispositif d’attente, donc ou sont refusés les appels qui, faute de
lignes libres, ne peuvent étre acheminés immédiatement, qui est
lorigine de cette hypothese. Les problemes de Calcul des Proba-
bilités que souleve le fonctionnement d’une seule ligne, sontrésolubles
par les méthodes utilisées dans les chapitres précédents et nous en
traiterons ci-aprés plusieurs exemples.

Nous conserverons les hypotheéses (1.6) et (7.1) surles v.a.1. T,
et Y,=X,.1— X, et 'hypothese (8.1) sur la f. c. e2(3) de fa(t)
qui implique la convergence absolue d’intégrales telles que

L~

dY
[ a®%  le>o ol
e 4

les intégrales (1.26) et (7.2) seront supposées convergentes
pour 5 < 8(3 > o). Par

(91) 5n=3n(T0, Yo. .ooi Tomy Y1) (n=o0,1,...)

nous désignons l'indicateur de 1’événement : « Le n"™° wvisiteur
est traité »; s, est donc égal 4 1 ou & o, selon que le r'*™ visiteur
est accepté ou refusé.

Nous supposons qu’a I'i.a. X, du visiteur initial, le guichet est
non occupé, donc que

(9-2) So=1.

Au moyen du symbole s, I'instant de départ du r'*™ visiteur peut
étre écrit sous la forme X, + 5, Ty, et pour instant de départ du
dernier (du plus attardé) des n -+ 1 premiers visiteurs nous obtenons
ainsi
(9.3) max (X;+ s;T;).

i=0,...,n
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Désignons par U,y Pintervalle de temps entre les instants X, 4
et (9.3), donc

‘U,,H:X,._H— max (X;+ §T;)= min (Xp41— X;— 5, Ty)
(94) l 1=0 ... n 1=0,...,0

(n=0,1, ...).

Dans I'hypothese présente, le (n —+ 1)*™° visiteur est traité ou
refusé selon que Upiy > 0 ou << 0. Au moyen de la notation (1.12),
il vient donc

(9.3) sn=1s(Up) (n=1,2,...)

et la probabilité pour que le (7 + 1)'*™® visiteur soit traité est égale &
(9.6) ppr1=Esp,r1=Es(Upty)=1—Prob(U,4+1<0) (n=o0,1, ...),

E étant 'opérateur qui figure dans (1.15). De méme que dans cette
formule, la valeur attribuée dans (9.6) a s(0) est sans importance,
car en raison de la continuité de fa(y) [qui résulte de (8.1)] et de
Péquation (9.7), Pévénement U,.1= o est de probabilité nulle.

Afin de démontrer que U,y est la différence de deux v.a.i. non
négatives, retranchons X, des deux termes du deuxidme membre
de (9.4). Il vient ainsi
9.7) Upri=Y,— n;ax (Xi—Xp+sT))=Y,—V,,

1=05...,02

“lav.a.
‘ Vn= max (Xg—- X,.-|— S,T,) = vn(To, ey Tn; Yo, ey Y,,_l)

1=0y...,00
(9-8) l (n=o0,1,...)

étant indépendante de Y, et non négative en raison de l'inégalité

Vexsp,Ta>o.

Au moyen de (9.7), nous trouvons

(9.9) EefUnri= EedVnVa=Eet»Ee-7Vr=ce(g)Ee7"»  [0<R(g)<8],

8 désignant l'abscisse de convergence de l'intégrale (7.2). Pour
obtenir E ¢+ et de 1a, la f.r. Prob (Uni1 << ¢), nous n’avons donc
qu’a construire I'e. m. Ee=""*[R(g)>o0].

Etablissons d’abord pour les V, une formule de récurrence. En
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utlisant la relation évidenie

(9-10) max(a@y, ..., Gusy) = max(@p+1, max(ao, ..., ay));
on tire de (9.8)

(9.11) Vpr1=max(sps: Tppy, n;ax (Xi— Xnr+ 5, Th)),
1=0,. ..n

donc, en vertu de (9.4), (9.5) et (9.7),
(9-12) Vo= max(sp+1Tht1, — Upar) = max (T s(Yu— Vo), Vu—Y,).
Il vient ainsi
Vier=— Uy (pour Upyy <o), = Tnyy (pour Un+i>0),
d’ott Ton tire
e ati= eM0nt1 (Upy< 0), = e~ 1Tn+1 (Up>0),
ce qui, au moyen de la notation (1.2), peut s’é¢rire

(9.13)  e~1Vrri= (1— 5(Upnsr)) e7%rit 5(Upyy) €~ Tnia
= (1— $(Up+1)) €90n+14 s{Upit) + s{Upt1) (e Tin+1—1)
= exp[— q(— Upn41)*]
+ $(Upit) (6= 9Tn+1—1) (Upsr # 0).

En utilisant I’équation (9.7) et la formule

et — 4 [ gar .
e = 2%l ce “ I(g—20) [R(g—3%)>o, R({) > o),
nous avons ensuite
(9.1/}) e—4Vnt1 = —Z— feC(Yu—Vn);di_ +$(Yn—Vn)(e“an+t—|).
27 Jg Wg—0

et en effectuant ici 'opération fmfw <o df2(yn)df1(tnsa), nous
0 o

obtenons
9.15 7 e aVeri dfalyn) dfs(tns
“)fofo" /fo(yn) dfi(tns)

= ;:rifc”“"' (%) zz-;’—-flfc—) + (= fa(Va)) (s1(—= 9) = 1)-
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Comme les autres intégrations indiquées dans (1.15) peuvent

éire effectuées sous le signe f , il vient ensuite
(

(9.16) ]e""‘!li'l_.?LL Eg— ug!( )c(q(lc

%)
+(5|(—-q)——1)(1—-hf,(v,,)).

Or, cn vertu du théoréme de P. Lévy ct de la relation f3(0) =o,
nous avons

JoVi) = fo(Vo) = f(0) = mf (1 a=0%F

=_E§I:—i_f_m(e“:"‘—l)-’(ﬁ) %,
d’ott
(9.17) BV == [ (Bt na® %

27

1

D’autre part, il vient

.
©18) — fEe—:‘"s»(Z)c—(ﬂ_lv—

1

m o [Theman L [ R e a0 F

e 4 omi

En portant les expressions (9.17) et (9.18) dans (9.16), nous

trouvons

ler d,-

1
Ee 1 at+1= —— E e—s‘
wiJ . —t

+e(—q) k“’ _-f (Ee_“""-l)‘z(C)— )

[R(g)>o0;n=0,1,...]

(9.19)

En outre, nous tirons des équations (9.2), (9.8) (pour n=o0)
et (1.26)

(9.20) Vo=sTy=Ty, EetVo=e(—¢q)

Introduisons maintenant la f. g.

(9.21) V(g, 5)=Xs"Ee™  [R(g)0, | 5] <1l;

n=~0
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cette série converge pour |z | < 1, puisque V,> o, donc |[Ee=7"» | <
pour R(g)>o.
Pour V (g, z) on déduit de (9.19) et (9.20) Péquation intégrale

149
7—73

(922) V(g )= 50 [ V(G D)a®)
ou il a été posé

023)  om)=—— + 2 [T (Va9 25 ) e

—2z  omi 1I—3z
—1lx

=c(z)a(—9),

Substituons dans (9. 22) la série

(9-24) V(g, 5) =c(z) Y an(9)s",
n=0

intégrons au premier membre terme a terme et égalons ensuite le
coefficient de z” a zéro. Il vient ainsi

l

(9.25) {ao(q)mi(_q)’ an(g)= 5 ”;g(z)s,(—c)‘—ﬁc

axt)_,

[R(g)>0,n=1,32,...],
donc

1w (=8 ds
V(g, z)=c(z)(51(—9)+ % Ii‘;(szzc) : (q—?)c >

[12] <1, R(g)> o]

(9.26)

Au moyen de (9.25) et (8.2) on montre que

lan(@y)| < [—o<y<=jn=o,1,...],
¢/ désignant une constante appropriée, ce qui, en vue de la conver-
gence def_: s’;—c_)‘g—cl
de la série (9.24).

En introduisant la derniére expression dans le deuxiéme membre
de (9.23), on obtient pour c¢(z) une équation linéaire dont la
solution peut étre écrite sous la forme

[[+—2l— Timal=d) s'(:)dCJ—‘ (lz]1<n

axi)_,, 1—za(l) 4

) justifie le procédé d’intégration terme a terme

(9.27) e(s)=

et pour la solution (9.26) de l'équation intégrale (9.22) nous
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obtenons ainsi I'expression explicite

(9.28) Vg, 3)= _r [1-4— s P —e (—3%) Ez(t)dt] !

1—3 omi ) 1—za(l)

1 2 ze(—08) ea(l)d]
< l51(—4)+ swiJ_,, ,__lzsg(cz;)) q(_)g ]
De méme que la serie (9.24), la série de Taylor, en 5, de cette
fonction converge uniformément sur les droites R(g) = const. et en
la substituant dans (9.22), on est en droit d’'intégrer terme & terme.
De la résulte pour les coefficients tayloriens de (9.28) une formule
de récurrence de la forme (9. 19) qui, avec la condition initiale (9.20),
les détermine de maniére univoque. Donc, la fonction (9.28) est
en effet celle des solutions de 'équation (9.22) dont les coefficients
tayloriens sont les Ee=7'~,
Puisque dans nos hypotheses, U'intégrale

g,(:)=f et dfi(t)
[\]

converge pour { <9 (6>>o0), nous pouvons prendre pour chemin
d’intégration des intégrales de (9.28) la droite R () =—¢' (0 << 3" <<9).
Comme sur cette droite une inégalité de la forme |ea(8)| < 1—98" <1
est vérifiée, il existe des constantes zo>> 1 telles que les intégrales
qui figurent dans (9.28), considérées en tant que fonctions de z,
soient holomorphes pour |z|< z,. Nous sommes donc en droit
d’étendre le chemin d’intégration de I'intégrale

. 1 y
(9.29) Le ¢'n= 27:795 V(g, z)s—1ds.

au-dela du cercle unité, en vue d’évaluer Ee~*» pour les grandes
valeurs de n. Pour 7 —, nous obtenons ainsi, en admettant, ce
qui sera démontré plus loin, que la fonction (9.28) n’a, pour | 3| <1,
qu’un seul pole (du premier ordre) z =1,

A= _— _r .y‘d -1
(9.30) Ee = limEe7"r= [H--—'— 1 al—3) s t]

ny»mw 27”.»_..,,-_0 I“'E?(:) C

(=D a(l) & ]
H

e T=(%) T2

1

> [sl(—q)+ E:\:—Z
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d’ou, en vertu de (9.9), nous tirons

(9.31) EefU = lim Ee’lr=1¢,(¢)Ee—7V [0 < R(g) < 3]

ny o

Il nous reste encore a démontrer que la fonction

(9.35) Fls)=14+ 2 e 1—s|(—’)~z<C)dC

rme)_ L 1—36(7) 4

qui figure au dénominateur de (9.28), ne s’annule pas pour|z]|<1.
En amenant le chemin d’integration de (9.32) a gauche de I'origine
ot en changeant ensuite le signe de ¢, 1l vient

fay =i TR de 1 T sal=d)  dL
axt) ., 1—355(—0) 3 2me) o 1—8a(—0) &
[12]<1],

s

la deuxidme integrale étant nulle en vertu de (8.2). Dans la premiere
intégrale du deuxitme membre, nous sommes en droit de rem-

@
1 L. .
placer o P la série Ez"e’,‘(—— ¢) et d’intégrer terme
— 33—
]
a terme, d’ou resulle la formule

x4+ 0

(9.33) (z)=n+2zlf—,—; R COEGES

Orej(g)e(—¢) estlaf. c. delav. a.

(9.3%) = =Yy+...+Y,,— T (n=1,2,.. )

En posant F,(¢) =Prob(Z,<¢) et en appliquant le théoréme
de P. Lévy, pour ¢ =o, sous la forme (1.24), on voit donc que le
coefficient de z”, dans (9.33), est égal a F,,(0), de sorte que

(9.35) f(z)=x+2.z"F,.(o,);
n=1
nous c¢n tirons la relation
(9.36) 1—2)f(3)=1—[(1—F(0))3 + (F;(0) —Fs(0))s2+...]
Or il est évident qu’en vertu de (8.1),

F,(0)<1 et Fpii1(0) < Fr(0) (n=1,2,...).
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Pour |z|<Ci, le module de la séric entre crochets dont les
coefficients sont >0 et ont pour somme 1, est donc <1; de

méme, pour |z|=1 et 521, le module de cette série est <<1. Il
vient donc

(9.37) Sf(z)#o (|z|L1).
C. Q. F. D.

Calcul des probabilités p, [équ. (9.6)]. — En vertu de (9.2),
il vient po=so=1, et au moyen des équations (9.6), (9.7)
et (9.17) nous obtenons sucgessivement

©9.38) pu=Es(Un)=Es(Yuei— Vae) = E [ dfs(¥n1) (¥am1—Vas)
>0

=E(1—/fa(Vaa))=1— E fo(Va-1)

1

i» ., d
=I.+.;;.i‘/_‘la(Eg—w‘n—t_l)ga(:)-Ecl (n=1,2,...)

En utilisant les équations (9.21), (9.23), (9.27) et (9.32), nous

trouvons ensuite la formule

= 1o . d;
(9.39) Zz"pn= I—_-l_—:z- + ;Z—Z—l.[la(V(C, z)— [_Iz> Ez(C)-f
n=0
=c(s) =[(1—2) f(5)]*

Au moyen de Lopération lim ;—:;; ‘¢. ...z7" 1 dz on en déduit
nyw v

190 —0 —1
— 1 1 v ' 1— & (— ) (5 d]
(9-4o) P—l‘mp”—m—[l_*-zni e 1—22(5) 4 )
p est la probabilité pour qu’en régime stationnaire un visiteur
soit traité. En téléphonie, la probabilité contraire 1 — p est appelée

probabilité de perte ou « perte de communications ».

Construction de f.r. & plusieurs variables. — Des problémes
concernant des v. a. vectorielles, analogues & ceux qui ont été
étudiés au chapitre VI et qui se traitent & peu prés de la méme
maniére, sc posent aussi dans I’hypothése présente. Mentionnons,
a titre d’exemple, la f. r.

(9.41) pl‘Ob(Un<t, Un+nl<'l) (—°° <t <o)

MEMORIAL DES 8C. MATH. — N° 136. 8
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qui correspond & la f.r. (6.1), et dont le calcul se rameéne a la
construction de la f. g. de sa f. c., a savoir de la série

©

(9.42) Y srapEesteailien [0 ZR(g), R(gi) <3 |2, |51 <1

n,n=0

En vue d’obtenir cette f. g. on supposera, au lieu de (9.2), que le
« guichet » est occupé jusqu’a I'instant X,— U, et 'on construira

d’abord la f.g. Zz"Ee"“" en fonction du parametre (UsZo) qui

correspond au parameétre 7, des équations (1.44) et (7.15). Cela

nécessite la résolution d’'une équation intégrale de la forme (9.22)
qui a pour deuxieme membre la fonction (¢(z) —1)e;(—q) + a(q);
on a posé ici

(9.43) a(g) = e1(—q) s(Uo) + €% s(— Up).

En procédant de la méme manitre que lors de la résolution
de (9.22), on obtient la solution

V(q,x;Uo)=a<q>+Lf“ a(Q) () _dy

2xi)_, 1—3(l) ¢—3
el L TTa@e) &
(9.44) f(zyemiJ | 1—ze(l) ¢
z* Ta(—=8 ) d%
x[zs:(—9)+ m[l‘——_l_zs22c) —_q—C:I
{11 <1, [262(0)| <1, R(g)>0]

Pour tirer de la la f. g. (9.42), on multipliera le deuxiéme membre
de cette équation on ¢, z, U, seront remplacés respectivement
par qi, 31, Upn, par e (qi1)z"e’’», sommera ensuite de n=o0
jusqu'a n =oco et utilisera la formule (9.28).

Exemple. — Pour fa(t)=1—e™, &(() = -1-]—-3—-2, les équations
(9.30) et (9.31) donnent respectivement

g\ 1 q—n _
Ee™ ‘n+ns'.(o>[ g oD+

Eell= A

a
(9.45) ; ?
1+'qs'(o)[ _?_ --—e.(—q)] *
1 n—gq
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Il en résulte en vertu de (1.24) :

(9.46) Prob(U <7)= ——featEe—vv

_ 1 1A dq
= e (- )

donc, en utilisant (1.26),

1
(9-47) Pl’Ob(U<t}=l— m@"ﬁt (téo),

=m] ($+t)dfl(ﬁ) (t<o),

et, en particulier,

(9.48) p=Prob(U§o)=1——Prob(U<o)=m-
1

De (9.32) et (9.39) résulte la formule

Zp,ﬁ’l: l_—T,(l'q_zT-n) [fe(t)=1—e, | 3| <)

n=0
Prenons ici pour fi(¢) laf.r. (2.13), normée suivant (1.33), dont
la f.c. est donnée par (2.16), les positions permises du point
(b4, ba) étant représentées sur la figure 3. En substituant cette f. c.
dans (9.49), nous obtenons

@
1 3 (%4
Spurteie o 5

ki
+mN1—3 " 1—Ca25

ot l'on a posé

1 (hh—1)(—by)

(1+1)b, b
1+1 (bi+n)(ba+1)

T (b ) (B )
_ 7\2+ 'ﬂ(b|+ bg-—blbg).
(b1+ 1) (b2+m)

Cy=

2

En vertu de l'inégalité (2.18), il vient 0 << ¢, <1 ; d’autre part, la
figure 3 montre que selon le choix des paramatres b, et ba, ¢4 sera
positif, nul ou négatif.

Donc dans hypotheése d’une réparlition poissonnienne desi.a.,
et sous la condition initiale (9.2), la probabilité p, = 'xﬁ; + et

tendra, selon le choix des parametres de la f.r. fi(¢), en croissant

8.
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1
I+m

ou en décroissant vers sa valeur limite y ou sera méme indé-

pendante de n.

NOTE.

RESOLUTION DE DEUX EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERES DE DEUXIEME ESPECE.

1° Pour traiter les problémes du chapitre VII, nous avons besoin
d’une certaine solution de I’équation intégrale
q 8

o Veeo—n [ s s pumdr = e
[R(z —£), R(E—20) >0, | R(§)| < 3]

Ici, Vintégrale de Stieltjes

(2) w(s>=j'”e%tdf(t) (| R(E)| < 3)

qui, par hypothese, converge pour |R(£)| <9, estlaf.c. d’une f.r.
donnée f(t); 3 et zo sont des paramétres complexes et 7o(> 0),
une constante. g

La résolution de cette -6quation peut étre ramenée a celle de
P’équation intégrale

1

(3) u(x)—;ﬁfc(;—’_—z+————><P(——E)u(E)dE=l

E—xo

qui, comme nous allons le montrer, est vérifiée par la fonction

i 1
u(x, xo, 3) = exp l— E—zf
g

(Rte =1, RG—20)>0, | 5] <z =[max|9(—0)|]™)

I I

(5 + ,__)nog@—z?(—c»dc]

5 — Lo

(4)

Substituons ici & log(1 — z 9(—7¢)) la série

® —2§?"<“‘>=—2§f f w°_;gl'df<tl>.--df<zn) (15]<30)
1 1 = -

qui converge uniformément sur C;. En raison de la convergence
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de I—C + C—-’l‘ ' |dt|, on peut alors intégrer terme a terme,
d’oﬁ
hat zn ~ ""TE"

(6) u(z, 20, 3)=exp 3|2 fj e T df(t)...df(tn)

él,éo

—xoslll
+f...fe LU df). . df () |-
}31,<0

Par suite de la convergence de (2), cette fonction est bornée pour
(7) R@)>—8>—3, R(x)=d<3, Iz—‘i327‘=f eboltl df(2).
Par conséquent, u(z, z, z) satisfait a 'équation

1 1 I
) %u(x)—m [(s+ =) w0
[R(z—£), R(E—0) >0, | R(E)| Z ]

car, u(§, Zo, 2) étant bornée a droite de C¢, la derniére intégrale est
égale au résidu de sa fonction a intégrer en § = .
En multipliant ensuite I'équation (6) par

1— 2 g(— &)= exp [_i%f"f“ e_z$l.df(t,)...df(t,,)i|,

1 —c £

nous obtenons

(9) (—z9(—2))u(z, 2, 3)

=exp$-z—:f...f <e—a.;l'—e—wgh
e

it,('}
1

)df(t,). Lo df (),

et cette fonction est bornée pour R(x) < dy, R(xe) <L do<d et ]3]
assez petit, et égale a 1 pour z=zo. Donc u(x, z, z) satisfait &



ns F. POLLACZEK.
Yéquation

A
[R(z—E&), R(E—xo) > 0],

puisque, (1—3z¢(—E)) u(E, ®o, z) élant bornée a gauche de C,
le premier membre de (10) se réduit au résidu en & =z, lequcl
est = 1.

En ajoutant les équations (8) et (10) membre & membre, nous
voyons que la fonction (4) satisfait a 'équation (3),

C. Q. F. D.

En effectuant maintenant dans les deux membres de I'équation

(3) Iopération

e T
21” (.I,‘—-.I‘o).l‘o

(11) .. dz [R(.z"— Zo) >0, R(zo) > 0, To 0],

nous obtenons I'équation

1 (frevhu(z, Lo, 3), 3 "~z e thdr,

¢12) 2% (& — xa) 2y o (2=i)? Cey (& — xa)o
T — X _at,,
><fu_.)<= (= B u(E, 2)df = e

L’intégrale itérée qui figure ici converge absolument, car

le=vohoo(—E)u(t, xo, 2)]

est borné et f f 2o df

Jo o H(F—E)(E—x0)z0

converge. Les intégrations par

rapport & zo et A { peuvent donc étre interverties, ce qui montre
que la fonction
1 &£ e—xtou (L, Loy 3) 1 Z e—o%

u(z, 3; 1) = —— dxry= —. -
i(=, o) oL (& — xo) o ° 2xiJ, (& — To)xa

(13) [ 1 s ’
Xexp[_ m‘[((w_c - C—J&‘o) tog (1 — z?(“"{))d,] dxry
|R(z =), R(&— a0, R(w0) >0, | R(L)| < 3]

satisfait & Péquation intégrale (r1).
I} nous reste 4 démontrer que cette solution de (1) coincide avec
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®

la fonction ®(z, 2) = zz"E e [équ. (1.39) et (7.14)], dont
0
les coefficients de Taylor satisfont a la formule de récurrence (7.13).

Observons dans ce but que les coefficients de la série de Taylor

(14) u(x, xo, z)=2a,,(w, Zg) 3"
[}

vérifient une inégalité de la forme

|an(z, 2o)| =

1
——.ﬁu(x, zo, 3)z—n—1dz| < c37",

27

puisque | u(z, %o, 3) | << ¢ [ pour des z, o, 5 suivant (7) ]

Substituant la série (14) dans (3), nous sommes donc en droit
d’intégrer terme a terme, d’ou résulte pour les @, la formule de
récurrence

Zo

1 X —
n = — 7 -_ ni$, di
(]5) {a+l(‘t7 .'l‘o) 27:1»/(3;(‘1"—‘5)(5—1'0)?( E)a (E .’I,‘o) E
[R(z —§), R(E—z0) > o].
En effectuant ensuite dans les deux membres de cette formule
I'opération (11) et en intervertissant, pour la méme raison que

dans (12), les intégrations f et f » nous obtenons pour les
Ce CE

coefficients

1 £ e—ToTe
2nL (£ —z0)x0
xo

{16) Ap(x)= an(z, 2o) dxy
de la série de Taylor
(7 B2, 35 ) = 3 An(2)31,

0

la formule de récurrence

1 ® 1 1
) Aner(2) = = L_{(;—;—g + 5 ) =B An(E)

(R=0,1, ...; Ao(@) = e=%),

Cette formule coincide, aux notations pres, avec (7.13), ce qui
démontre I'identité des fonctions %(z, z; 7o) et ®(x, z; o).
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2¢ En utilisant la notation

* N+ Gy
(19) f ...df= lim cdE (30> 0),
¢ N> Nt B,

considérons I'équation intégrale

* ] dE
[R(§—2) >0, R(E—¢q)<3]

qui est plus générale que I'équation (8.26) du chapitre VIII et ou &,
et e sont les intégrales (1.26) et (7.2), supposées convergentes
pour z < d. Cette équation est vérifiée par la fonction

o) =u<x, 7,9 = 2 exp [ — 5 [ logl1— =9 u(— D g2 |
[R(x—2) >0, R(t—q) <3},

Ou nous avons posé

(32) a(z)—expz‘ f v df,(t,)...c(fl(tn)dfg(y.)...dfg(y,l).

Vu —1 =0
La démonstration est tout analogue a celle qui a été donnée dans
la premidre partie de cette Note, les équations (6), (8) et (10) étant
respectivement remplacées par

(-l‘—'nvlr-l‘z.)
(23) u(zq, t o dfi(ty)..dfa(yn),
L(t.—v,m
(26)  w(z)=— (E) —u(—°°) [R(E—a)> 0],

27

(25) Wj (l—ztz(E-—q)h(—E))u(E)g —=— =1 —Cu(—e)
Quand l'une au moins des f.r. fi(¢) et fa(t) est continue, toutes
les intégrales qui figurent dans (22), sont nulles, de sorte qu’alors

a(z)=1.
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Or, Péquation intégrale (8.26) a été établie dans I’hypotheése (8.1)
qui entraine, outre la continuité de fa(¢)[d'od a(z):=1], la
convergence absolue des intégrales figurant dans (20) et (22), ce qui

nous permet d’y écrire f au lieu de f « Dans ’hypothese (8.1),
c c
la solution de (20) prend donc la forme

1

(26)  u(a q,z>=expl— i [1o6—s 0t — D e~ 52 |-
[

—2x

En raisonnant comme dans la premiére partie de cette Note, on
démontre ensuite que les coefficients de la série de Taylor de (26)
satisfont a4 une formule de récurrence de la forme (8.25), d'od
résulte l'identité des fonctions (26) et I(z, ¢, z) [ équ. 8.18)].

Notons que dans [16] nous avons montré comment on parvient
a établir que la solution en question (c’est-a-dire celle dont la série
de Taylor en z peut étre intégrée terme & terme) d’une équation

intégrale telle que (3) doit pouvoir étre représentée sous la
forme (4).
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