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MOUVEMENTS PLANS D’UN FLUIDE
EN PRESENCE D’UN PROFIL MOBILE

Par M. Gérard COUCHET,

Maitre de Conférences
a la Faculté des Sciences de I'Université de Montpellier.

PREFACE.

Le présent fascicule a pour objet I'exposé d’une parlie importante
de la Mécanique plane des fluides parfaits incompressibles : I'étude
du mouvement d’un fluide troublé par le déplacement donné d’un
profil.

Cette question semble avoir intéressé les a¢rodynamiciens deés 1924;
a cette époque le travail de Birnbaum sur l'aile battante ouvre la
longue liste des publications relatives au probleme de la vitesse
critique de 'aile dans lequel la principale difficulté concerne le calcul
des forces aérodynamiques.

En raison de I'importance pratique de ce probléme, il était néces-
saire d’obtenir assez rapidement des résultats immédiatement utili-
sables, aussi les travaux concernant un cas trés particulier (profil
réduit & un segment de droite et incidence Irds faible) ont été
trés nombreux et occupent une place ¢norme dans la littérature
du non stationnaire; mais l'orientation trop particulitre de ces
travaux rendait difficile I'utilisation des résultats obtenus en vue
de recherches moins spécialisées.

Cependant, les mathématiciens ne perdaient pas de vue le pro-
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bléme géneral et, sappuyant sur toute une série de Mémoires qui se
situent entre la théorie de I'Impulse de Lord Kelvin et les publica-
tions de M. Villat sur les tourbillons : Glauert [7], Jones [11], Rosa
Morriss [13], J. Péres [14], Wagner [20] obtenaient d’intéressants
résultats dans Pétude des forces aérodynamiques qui agissent sur un
profil en mouvement dans un fluide parfait incompressible (*).

C’est en utilisant largement ces derniers travaux et en particulier
ceux de M. J. Péres (dont j’ai conservé les notations) que j'ai pu
traiter le probléeme du profil anguleux, mettre en ¢vidence une classe
¢tendue de mouvements non stationnaires a circulation constante et
en faire Pétude.

On trouvera dans ce travail la majeure partie des questions qui
concernent le probléme général; mais en raison du caractere de la
publication, jai cru devoir reprendre certaines notions classiques,
pensant qu’une initiation de ce genre pourrait rendre des services;
pour certains problémes, au contraire, je me suis contenté d’indiquer
la méthode, renvoyant, pour la solution, aux Mémoires originaux.

L’ensemble comprend cinq chapitres : le premier est consacré aux
généralités; dans le deuxieme, qui traite des mouvements a circula-
tion nulle, on verra qu’il est possible de réduire considérablement
les expressions des efforts acrodynamiques par un choix convenable
d’axes liés au profil. Le troisieme chapitre concerne les mouvements
non stationnaires & circulation constante et se termine par une géné-
ralisation des résultats obtenus par M. J. Péres dans 'étude d'un
courant quelconque en présence d'un obstacle fixe.

Le quatriéme chapitre est relatif au mouvement d'un profil en pré-
sence de tourbillons et j'ai estim¢é nécessaire de revenir, & ce sujet,
sur la question de I'existence de ces singularités dans le fluide et de
sa compatibilité avec 'absence de force extérieure, car c’est de cette
étude que découle la condition de liberté des tourbillons. Certains
auteurs définissent P'action du courant sur un tourbillon comme la
résultante des pressions exercées par le fluide sur une circonférence
entourant la singularit¢; sans nous arréter & ceux qui font un calcul
inexact, nous remarquerons qu’il n’est pas possible de partir d’une
telle définition puisque le résultat ainsi obtenu change quand on
remplace la circonférence par une autre courbe fermée. Le lecteur

(1) Les numéros entre crochets renvoient & la bibliographie a la fin de 'Ouvrage.
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pourra voir que le résultat de ce calcul, que nous avons été conduit
a faire pour une circonférence, est différent de celui que I'on obtien-
drait, par exemple, pour une ellipse : il a donc fallu remonter aux
théorémes généraux pour éviter les contradictlions.

Le cinquitme chapitre contient une revue trés succincte des
travaux expérimentaux et des théories approchdes ; certains des résul-
tats obtenus nécessitent des approximations de caracteres différents :
celles qui concernent les mouvements infiniment voisins de mouve-
ments a circulation constante sont comparables a celles que I'on fait,
dans les traités de Mécanique rationnelle, quand on étudie les petits
mouvements; d’autres ont un caractére plus expérimental. A ce
propos je crois devoir souligner que les quatre premiers chapitres ne
contiennent aucune approximation : les théories exposces le sont
d’'une maniere rationnelle et il me parait utile de faire quelques
réflexions a ce sujet.

En Mécanique rationnelle on crée une réalité fictive en utilisant
des étres de raison qui sont soumis une fois pour toutes a des hypo-
théses ayant un caractére physique; mais on opere ensuite par déduc-
tion, absolument comme en Géométrie et c’est pourquoi cette forme
de Mécanique a bien sa place en Mathématiques. Dans ce cas I'expé-
rience permet de juger a posterior: de la valeur de la schématisation
utilisée.

Il est bien évident que I'étude de ces étres iddalisés est souvent
insuffisante pour arriver a des résultats pratiques, aussi, succéde a la
premictre, une autre forme de la Mcécanique ou l'on essaye de serrer
de plus pres la réalité en introduisant, au début de chaque question,
de nouvelles hypotheses. Il en résulte une complication inévitable de
la partie mathématique et 'on ne peut arriver & une solution qu’au
prix de nouvelles hypotheses, simplificatrices celles-ci, faites le plus
souvent en cours de calcul, et dont la justification n’est pas toujours
évidente. Quand on soumet les résultats & l'expérience, il est trés
difficile de faire la part de la schématisation et celle des simplifi-
cations mathématiques introduites; il en résulte de sérieuses diffi-
cultés quand on est obligé de rechercher des améliorations.

L'utilité de ces deux aspects de la Mécanique ne fait aucun doute
et sila premiére ne permet qu'assez rarement de traiter les questions
pratiques, elle sert toujours de base a la deuxitme dont l'utilité se
manifeste dans les applications. Cependant la part de la Mécanique
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rationnelle doit étre assez grande et I'étude des problemes idialisés
assez poussée avant de soumettre les questions & de nouvelles hypo-
theses; c’est bien ce qui se passe pour la Mécanique du solide, par
exemple, mais il n’en est pas ainsi en Mécanique des fluides ou la
partie rationnelle est un peu trop réduite. Il est certain que cela
vient, en trés grande partie, de la difficult¢ des problémes mathéma-
tiques que pose cette partie de la Mécanique; nous croyons cepen-
dant qu’il y aurait intérél & revenir sur certaines questions et a
essayer de pousser un peu plus loin leur ¢tude théorique avant
d’introduire des hypotheéses plus compliquées pour se livrer ensuite
a des simplifications plus ou moins justifiées.

I1 est bon de remarquer aussi que les études théoriques permettent
quelquefois de mettre en évidence des phénomenes qu'il serait bien
difficile de déceler autrement; deux exemples simples permettront de
bien préciser : sans la Mécanique rationnelle du solide, il aurait é1é
bien difficile de découvrir les propriétés du gyroscope qui ont donné
tant d’applications; c’est la Mécanique rationnelle des fluides qui a
permis de mettre en évidence la loi simple régissant les mouvements
non stationnaires a circulation constante d’un profil a pointe dont les
applications pratiques peuvent ne pas étre négligeables. Dans les
deux cas, la théorie mathématique a conduit a 'observation de phéno-
ménes nouveaux.

Surtout je ne voudrais pas que I'on donne & ce qui précéde un sens
exagéré, ce que I'on peut appeler la Mécanique pratique des fluides
est absolument indispensable au progrés matériel; beaucoup de
chercheurs la cultivent et obtiennent, d’ailleurs, de trés beaux résul-
tats, mais si certains problémes présentent de grosses difficuliés c’est,
peut-étre, parce que la part de la Mécanique rationnelle n'a pas
toujours été suffisante. Il est certain que les recherches, dans ce
domaine, sont plus longues, plus pénibles et quelquefois bien déce-
vantes, mais nous les croyons indispensables et si la lecture de ces
quelques lignes pouvait grossir le nombre, au demeuranl assez
restreint, des mathématiciens qui s'occupent de Mécanique ration-
nelle, je suis sar que les progrés théoriques ne tarderaient pas et
les applications pratiques qui en résulteraient suivraient assez
rapidement.

M. H. Villat a bien voulu accueillir cet exposé dans le Mémorial
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des Sciences mathématiques; qu’il veuille bien trouver ici 'expres-
sion de mes respectueux remerciments.

Les résultats que j’ai obtenus en Mécanique des fluides doivent
beaucoup a M. J. Pérés qui n’a cessé de s'intéresser a mes travaux et
de me prodiguer ses inestimables conseils; je suis heureux de lui
exprimer ici toute ma gratitude.

M. Raymond Siestrunck a bien voulu, avec son amabilité coutu-
miére, accepter de relire les épreuves; qu’il en soit bien cordialement
remercié.

Montpellier, le 10 juin 1953.

CHAPITRE I

GENERALITES.

1. — Les équations.

1. Fluide parfait. — Dans tous les traités de Mécanique rationnelle
on montre que les mouvements d’un fluide parfait sont soumis a
I'équation

I—> > >
;gradp: F—J,

ol p désigne la densité du fluide en un point M, p la pression en ce

> >
point, J I'accélération de la particule fluide qui passe en M et F la
force par unité de masse du fluide.

Dans les problémes que nous étudions dans ce fascicule, la force§
est nulle et nous supposons de plus le mouvement plan; les vitesses
des diverses particules fluides sont alors parall¢les 4 un méme plan P
" et les mouvements fluides dans deux plans paralleles a P se déduisent
P'un de I'autre par une translation perpendiculaire a ces plans. Nous
étudierons donc le mouvement dans le plan P que nous rapporterons
4 deux axes rectangulaires fixes oz, oy.

>
En désignant par J,, J, les composantes de J sur ces deux axes
nous aurons

(1)

S

=—-Jx, =—-Jy.

S

1
p

O | -
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soit, en utilisant les composantes u, ¢ de la vitesse d’une particule
fluide,

1dp _du du du du 1 dp _ 9 dv  dv
T e or T_uc—)—._t-*.v@_'-ﬁ’ pdy'—dt_ud +e d_y+d
2. Fluide incompressible. — C’est un fluide dont la densité est

constante; les composantes u, ¢ de la vitesse sont liées par certaines
relations que nous allons établir. La compatibité des deux derniéres
relations donne d’abord

(2) U +v= +{

avec

(en conservant p on obtiendrait 'équation des fluides parfaits en
mouvements plans).

Pour obtenir une deuxiéme relation, considérons la masse fluide
renfermée dans un cylindre ayant pour section droite une courbe
fermée (¢) du plan P et dont la hauteur est égale a I'unité de
longueur. La variation de la masse fluide considérée pendant le
temps Af sera

Atp[(au—o—(u)ds At. pﬂ( )dc,

o, B étant les composantes de la normale a (c) orientée vers
Pextérieur, ds I'élément d’arc de (¢), @ laire limitée par (c),
do I’élément d’aire du plan P.

Comme cette variation doit étre nulle,

dJu Jy

3) gz + oy

= 0,
nous obtenons ainsi la deuxiéme relation.

3. Fluide irrotationnel. — Le mouvement plan d’un fluide parfait
incompressible satisfait aux équations (2) et (3); parmi ces mou-

vements, les plus simples sont ceux qui correspondent a la solution
évidente de I'équation (2)
{=o.
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-‘On montre d’ailleurs que si le fluide est initialement en repos ces
mouvements sont seuls possibles ().
Ces mouvements sont dits irrotationnels et satisfont au systéme

Ju dv
dy " oxr=®
(4) du  dv
17._10+a[7_0'

Les relations précédentes montrent que w—iv est une fonction
analytique de 2 = -+ ¢y ; nous pouvons donc écrire

d
u—iv= ‘—1£
puisque toute fonction analytique admet une primitive.
Bien entendu, 'adjonction d’une fonction arbitraire du temps & f
(qui dépend en général de z et ¢) sera sans importance.
En distinguant, dans f, la partie réelle ¢ et la partie imaginaire ¢,
nous aurons les relations

df _ d(o—+il) dy ow _ 9y .do

S FREEE TR i T
qui montrent que ¢ est le potentiel réel des vitesses. f(z) sera appelé
potentiel complexe des vitesses et les équations (1) pourront s’écrire

_1‘11_’_1,"_(“=+V=)_,_‘12, —

iu+ +0
dr 20z «{( )

Jt’

>
c’est-d-dire, en désignant par V le vecteur vitesse,

1> dV
;gradp =— -gradV’— -

L’existence du potentiel ¢ des vitesses permet d’écrire

>
N _ rad 92
gt 8T
de sorte que la pression s’exprime par

p__1
B=—iv— d‘+cu)

(') Voir, par exemple, H. ViLLaT [19], p. 10.
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En utilisant le potentiel complexe, on a la relation

(5) L T SN

ol gi: est la quantité conjuguée de Z—é (*) et G(¢) une fonction arbi-
traire du temps.
11 convient de noter que I'intégrale ()

fud.z'-«-—od_y:(R.[df:qu;
c “c ¢

que l'on appelle la circulation le long de la courbe (¢) est nulle pour
toute courbe fermée qui, par déformation, peut étre réduite & un
point sans rencontrer de singularités ou sans sortir du domaine de

définition de f(z).

4. Fluide contenant des tourbillons. — On peut admettre, pour la
vitesse complexe, P'existence de singularités fixes ou mobiles; elle
conduit a des potentiels plus généraux qui permettent, dans bien des
cas, de mieux schématiser la réalité physique.

Il est indispensable de remarquer qu’en de tels points les

relations (1) ne sont plus vérifiées; nous verrons au chapitre IV le
genre de difficulté qui en résulte.

On utilise fréquemment le potentiel
i
—n log (2 — z)

qui donne la vitesse complexe
. ir 1
U—Ip = —— ——
2T 23— 3
C’est le tourbillon ponctuel d’affixe z, et d’intensité constante T
(20 est en général une fonction du temps).
Le potentiel n’est plus uniforme autour du point d’affixe z, et la
pression serait elle-méme multiforme si ' n’était pas une constante.

(') Dans tout ce qui suit, nous utilisons cette notation. '

() ® et & désignerons, par la suite, les parties "réelle et imaginaire de
Pexpression quils précédent.
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5. Fluide contenant un obstacle. — Dans tout ce qui suil, nous
désignerons par Oz, Oy deux axes rectangulaires liés au contour (¢).
de Pobstacle que nous appellerons aussi profil. O,2,, O,y seront
deux axes rectangulaire fixes. Le mouvement du profil sera caracté-
risé par les composantes I, m sur Oz, Oy de la vitesse du point O et
par la rotation instantanée w,

w=(ﬁ ﬂ=m.

dt’

Nous d¢signerons toujours par f(z, t) le potentiel des vitesses
absolues qui s’exprime en fonction de l'affixe z de la particule fluide
dans le systéme mobile et du temps ¢.

Cherchons les conditions que doit remplir ce potentiel pour que le
mouvement fluide qui en dérive soit compatible avec I'existence du
profil.

L’affixe de la vitesse absolue d’une particule fluide est

. df
u+iv=—
et la différence
. o df L
u+w—(l+im+iwz)= 2z —(l+im+iwiz)

donne la vitesse de la particule fluide relative au profil.

En exprimant que le long de (c¢) cette vitesse relalive est tangente
au profil, on obtient la condition

df T

J[a;—(l—tm—unz)] dz=o0

ou
Jdf —(l—im —iw3Z)dz]=o,

qui par intégration donne

(6) d,a=—m.z:+ly—-§(.z’+y=)

en négligeant une fonction additive du temps sans importance pra-

tique dans les calculs. En supposant le fluide en repos a l'infini, la

fonction f(z, ¢), analytique en s, sera caractérisée, & chaque instant,
par les conditions suivantes :

1° Elle est définie a 'extérieur de (¢);
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2° Sa dérivée est réguliere dans le méme domaine, y compris le
point a l'infini ou elle s’annule;

3° Sa partie imaginaire § prend sur (c) les valeurs données par la
relation (6).

On sait (*) que la fonction analytique de Z

o) 1 [(%2-5%)e®

prend sur la circonférence (G) cenlrée & 'origine des valeurs dont

y Y
Y (c)

6% 0 i <C)x7'

\

Fig. 1.

les parties imaginaires sont ®(Z) au point d’affixe {; pour se ramener
a ce cas, il suffit d’utiliser une transformation conforme

z=H(Z)

qui fait passer du profil (¢) a la circonférence (C) (fig. 1).

Avant d’aborder le calcul du potentiel, nous donnerons quelques
indications sur la transformation qui permet de passer d’une circon-
férence a un profil.

II. — La transformation d’'une circonférence en un profil.

1. La formule de transformation. — Nous utiliserons une fonc-
tion H(Z) holomorphe & Pextérieur du cercle (C) : |Z| = a, définie
sur ce cercle et admettant le point & I'infini comme pole simple.

(1) Voir J. Pirks [14], p. 162.
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La transformation
z=H(Z)

fera correspondre a la circonférence (C) un profil (c); a I'extérieur

de (C) correspondra Vextérieur de (c) et les points a l'infini des
deux plans seront homologues.

A Yextérieur de (C) et sur (G) on utilisera un développement
de Laurent de la forme

ay a

z=a_1L + ay+ 7 +"'+ZI—':+"'

que P'on pourra, grice & une similitude, réduire a

ay a
(8) z=Z+—Z—+...+Z—:+...

L'origine du plan des z, point indépendant des axes de coordon-
nées, est appelé : centre du profil.

2. Aire du profil. — On peut I'écrire

= lfxdy—ydx=15f§dz.
2 2 J,

Si H(Z) n’a que des points singuliers intérieurs & (C), elle prend
la forme :

P | e @ a a, na )
(1——EJ[~/C<Z+‘Z—1'+...+:Z_—Z-+--.)(l—z;—.--—#;+..-)JdZ,

et comme sur (G)
1.2 =a?,

_ I a a1 AN a4 nap
a_55£[7+—a7+...+an(§) +..‘.] [I Aty ...]dZ.

Les deux séries précédentes étant absolument convergentes dans
une couronne circulaire de centre O et contenant (G),

QO N Gn
o= o]

n=1
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Cette formule s’écrit plus simplement
o ¢ na,an,

A=—= (a?)"

n=-—1
si 'on admet que ap=o0eta_j=1.
3. Centre de gravité de l'aire intérieure au profil (c). — Son affixe
s’écrit
I -
C=sas [ 3Zdz

et dans les mémes conditions qu’au numéro précédent, nous aurons
_ I ﬂ ﬂ _‘_lf ﬂ - 12 n
t= 2ai£(Z+ 7 et ga +"'>[Z + gL+ a,.(z) +...]dz.

Le produit des deux séries qui figurent sous le signe f peut s’écrire

...+A,,Zn+...+A1Z+A°+-A—Z—‘+...+ Az—n"+...,
avec
A_,=(a*yXk,.
et
I A\ Tp+\
=@y L@y @20
A=—1

L’expression de ¢ devient alors

{= —% I:A_l—ina,‘ An]

n=1

ou encore
L] ] —
= T anA_,
=— = ¥ na,Ap=— — Y n—m=—".
¢ a 2 no a (az)n
n=-—1 n—=-—1

4. Profil présentant une pointe. — Dans ce cas, la dérivée de H(Z)
s’annule en un point Zy de la circonférence (C); on peut toujours,
par une rotation, amener ce point sur 'axe réel et prendre

Zp= a.
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L’axe réel du plan de (c) est appelé, dans ce cas, le premier axe
du profil et on a
dH
=7 =(Z—a)-1Hy(Z)
(k étant compris entre 1 et 2 et Hy(a) 52 0).
L’angle 4 la pointe vaut (2 — k)7 et le profil présente un rebrous-
sement pour k = 2.
Les opérations du numéro précédent restent légitimes si la série

nan

de terme général =

est absolument convergente sur le cercle (C) :

nous nous placerons toujours dans ce cas.

5. Profil Joukowsky. — C’est celui qui provient du cercle (CG)
par la transformation
z2=17+ _b’e"ﬁ ’
-1,
avec
Zo=a—bed  (betf réels).

La pointe présente un rebroussement et correspond au point

P(Z=a) (fig. 2).

Fig. 2.

On peut sans difficulté calculer les a, et A; en développant en

série
-—1
(= %)

MEMORIAL DES 8C. MATH. — N* 185. 2



14 G. COUCHET.

mais ici, comme chaque fois que H(Z) est donnée sous forme finie,
on peut opérer directement.
Par exemple,

a=15f2dz=15fﬁ(i).ﬂidz
2 ¢ 2 C

et comme, sur (C), ZZ=a?, on est ramené a l'intégration d’une
fonction analytique sur le cercle (C).

Pour obtenir un profil 4 pointe anguleuse, il suffit de modifier la
formule précédente aprés avoir remarqué qu’elle peut s’écrire

2
L Z(I — %)
= Zp—+ ‘-:—Z-o—-’
A
zp étant l'affixe de la pointe.
La transformation (*)
a\k
(- 3)
Z
3 = 3p+ ————— a<k<2)
Z,

[ — —

donnera une pointe anguleuse, et I'origine sera le centre du profil si
p 8 ) g p

2p+ Ly— ka = o.

CHAPITRE 11.

MOUVEMENT D’UN PROFIL A CIRCULATION NULLE.

1. Le potentiel. — Nous avons vu au chapitre I (§1, n° 5) que le
potentiel complexe des vitesses, pour un mouvement du profil carac-
térisé par les fonctions /, m, » du temps, est une fonction analytique
de z, réguliere a I'infini et dont la partie imaginaire vaut

q»::—mx+l_y—92(x"+]")

en tout point du profil.

(*) Voir G. CoucHET, Sur une généralisation du profil Joukowsky (Recherche
Aéronautique, 1951, n° 20).
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La transformation
z=H(Z)

fait correspondre au profil (¢) un cercle (C) et 4 ¢ une fonction ®.
Le potentiel est alors donné par la formule (7) du chapitre I.

Ce potentiel comprendra trois termes provenant des coefficients
de I, m, » dans . Ces termes se calculent facilement en remarquant
que sur (C) ot z.Z=a’ona

PR LS. ks @)y Zn
QX = I3=. Zn . ﬁ_'- 7 -+ I—I—'&'é —+.. ( ’)" —+..
. _ an as a— a’® a, a,
2y =Z—F—— gn et g+ — +(I—E’>Z—"' (ai)"Z"
N = A_ Ay
224+)"= 2Z=ucA Aplp+...+- AL+ A+ —L ek e

Ces trois formules proviennent du développement de z =H(Z)
(chap. I, §II, n° 1) et les opérations qui suivent sont valables dans
des conditions qui ont été précisées au chapitre I (§1II, n° 4).

Le coefficient de  sera

_i.f i_é -+ g.'i.g_ +a1+a)+ [.'_.a_l z
o i :_Z 2C) ...gu oo C P +..0 ]

c’est-a-dire

e

z—Z-—-%-

On trouvera de méme pour les coefficients demetw

l(o—Z+aZ)

-—i(A—Z_—' +...+%—”—"+...)~

La fonction potentiel, ainsi calculée, sera donc
. a? a? . A_ 1 A —n
n G(7)= l(z-—Z—- —)—zm(z-—Z + )——zw(—z—+ 7 +)
que I'on pourra exprimer a l'aide de Z par

ag—a a® a X a+a  a? a
G(Z)=l[ L A+ ~2+j| —zm(—‘-—-——+—+...+—"+...

Z z Zn
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ou a Jaide de z par
,1r.r,’(z)=l(a’_;a2 +> _im<a,-;a1 +...)—z‘m (—Azl1 +>

[Pour obtenir la derniére forme, on utilisera le développement

a
Z=z——’+...
2

qui se déduit de ceux qui figurent au chapitre I (§1II, n°1).] On
peut vérifier que la fonction G(Z) ainsi trouvée vérifie bien les trois
conditions mentionnées au chapitre I (§1, n° 5).

La circulation autour du profil (chap. I, § I, n° 3) est nulle,

(RfdG:o.
c

Ezemple. — En prenant
z=Z+; (b réel),

on obtient un profil elliptique dont les axes sont Oz, Oy.
Le potentiel est alors

lb"—a2 . b+ @ . ab?

Z m—7 v

Pour b = @, on obtient le segment de droite (profil de la plaque)

Y=o, —2aLzxL2a

qui correspond au potentiel

2ima’® iw at
VA VAS
Remarque. — Dans le cas ou H(Z) est donnée sous une forme

finie, on peut calculer le potentiel en utilisant les trois fonctions

22 =H(Z)+ H(Z),
2iy = H(Z)—H(Z),
zt+yr=H(Z).H(Z),

qui s’expriment sur (C) a 'aide de Z en raison de la relation

127 = ar.
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2. Les efforts. — La pression en un point du fluide est donnée par
la formule (5) du chapitre I qui utilise un potentiel en axes fixes.

Quand les axes sont liés au profil, la dérivée 3;: qui était prise en un

point fixe doit étre remplacée par

dJde

Je
-d—t—-(l—wy)%—(m+mw)@:

d9 . . . .
car - est maintenant prise en un point du plan du profil. La pression

s’écrit donc
— Pl oy o9 de _ 99
p= 2(u —+ 02) P[dt ! my)dx (m+wx)dy + G(t)
et la force élémentaire vaut
dF = ip dz.

En utilisant le potentiel, on peut écrire (1)
df g il
(u2+ v”)dE = —(Z_Z_ df— ?.l—‘rzd{l,

ce qui permet, compte tenu de la condition aux limites, de réduire
I'expression de la force élémentaire a

i/df\? . . - . d
dF = %(dl;) dz—zpdq;(l——un—th)+pzd—fd2.

Enfin en introduisant df, df, g—‘éa on obtient une formule dans

laquelle les intégrations portent sur des différentielles analytiques ou
sur des différentielles qui le deviennent en changeant 7 en — 7.

En désignant par X, Y les composantes de la [force sur les axes
liés au profil, on obtient

c v, ip d__f)z T f _ f_— .fi_
X—iYi= 2_£(dz dz —ip(l{—im) Cdf pw def—!—lp X dz
+Pa[%—i%-—iw(l—im)—i(ojf!-i—i%o—;)]-

Des calculs analogues conduisent a 'expression du moment résul-
tant des forces aérodynamiques par rapport & l'origine des axes liés

(1) Voir J. PErks [14], p. 16g.
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au profil (1) :

e H /dF\? .

E‘/: ((_ﬁ) dZ +p(1 zm)chdF
_gfc%-l;:d(u.n,)+pa(l—im)mc].

réguliére & l'intérieur du cercle (C) et, bien entendu, toujours
définie sur ce cercle.
En utilisant le potentiel (1) du présent chapitre, on trouve l'affixe
de la force
X+iY=2mio[(ai— a*)l — (a1+ a?)im — iw A_,]
+pAiw(l+im)—pAwt{
“+ 27:9[((11—— a")% — (a1 + a*)i{i—’: — z‘-%’- A_i]
dl  .dm ./

et 'on voit, en la rapportant aux axes fixes Oy 2y, Oy, que son
expression se met sous la forme d’une dérivée par rapport au temps.
L’affixe, en axes fixes, s’écrit

X+ iYi= (X +iY) 0= —ip (Al Bm+ Cu]ed,

avec .
A=ani(a;— a?)+ i@,
B=2zn(a+a*)— A,
C=92xA_,— AL

Le calcul du moment !par rapport au centre du profil se fait de la
méme maniére et donne
mo=3:pa[2a,(z— im)— 2iw(l— im)A_,

dil .d a ., dw
-+ (El? ""é;‘l) <2A._1~— _1:5) — zPEi—]-f-pam(lE-i—mn),

(') Voir G. Coucrer |3], p. 17.



MOUVEMENTS PLANS D’UN FLUIDE. 19

avec

=Et+in e P =2nA,,A_,,.

n=t

En utilisant le point fixe O, comme origine des moments, on
obtient encore I, sous forme d’une dérivée par rapport aux temps,
qui fait intervenir les coordonnées zoy, du centre du profil par
rapport aux axes fixes Oy 2y, Oy 1.

En utilisant, en effet, les relations

Mo, = My— Ri(xo— iyo)(Xs+ iY,)
et

—%(mo+ iyo)=(l+im)eld,
on obtient

Dno,=—pdit(R.[(xo—iyo)(Al+Bm +Cw)el?+ Ci(l —im) +xPow].

(On remarquera que P est réel).

3. La résultante cinétique et le moment cinétique du fluide. — Si
Pon calcule directement la résultante cinétique d’une portion du
fluide qui, a I'instant ¢, se trouve a l'intérieur d’un contour () et si
Pon veut passer a la limite pour embrasser tout le fluide, on est
conduit a des intégrales semi-convergentes. Il en est de méme pour
le moment cinétique. Ces deux notions n’ont pas de sens dans le cas
d’un fluide s’étendant a Pinfini (*).

Cependant, les formules précédentes mettent en évidence deux
quantités qui peuvent jouer le role de la résultante cinélique et du
moment cinétique du fluide total quand il s’agit de calculer les efforts
de ce fluide sur le profil par application des théorémes généraux de
la Mécanique.

Comme il n’y a pas de confusion possible avec des quantités qui
n’existent pas nous dirons que

ip(Al+Bm+ Cow)

(1) On pourra consulter, a ce sujet, un ntéressant article de M. J. J. Moreau dans
le Bulletin de la Société frangaise des Mécaniciens (1™ année, n° 2, septembre
1951).
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est la résultante cinétique du fluide rapportée aux axes liés au profil
et que

+pR[(2o—iyo)(Al+Bm + Cow)ed+ CGi(/l—im) +xPw]

est le moment cinétique du fluide par rapport au point fixe O,.

On calculera les efforts du profil sur le fluide en utilisant les théo-
rémes généraux et I'on obtiendra les actions du fluide sur le profil en
prenant les efforts opposés. .

On remarquera que, si 'on admet la formule habituelle du change-
ment d’origine pour le moment cinétique, on peut prendre
I'expression

pR[Ci(l— im)+nPuw]

comme moment cinétique du fluide par rapport a O.

4. Réduction des formes précédentes : axes principaux d'un
profil. — En mettant en évidence le module r? et Pargument 2¢
de a4, on obtient

{(Al+Bm+ Cw)=(27a"— A)({+im)—2xrt({ —im)e?¥+ iCw
ou
{(Al+Bm+Cuw)e 9= (2ra2— Q) (L +im)e®
—onr’({l—im)e?+iCeWw

et en prenant de nouveaux axes faisant un angle ¢ avec les anciens,
il vient :

(2) ;'(Al+Bm+Cw)e-i¢
=(2ra2’— QA)(A +ip)—2nr2(h —ip)+iCePuw,

ou A et p désignent les composantes de la vitesse de o sur les nouveaux
axes (). Posons

a=2n(a’—r?)— @,

B=2n(a2+1?)—AQA,

e

Kl
C1+ng=z'Ce—iiP=(27:A_1_a§)el( <?);

(') On peut remarquer que cela revient a prendre a, réel; si nous ne nous
plagons pas toujours dans de telles conditions, c’est que la condition de circulation
constante que nous rencontrerons plus loin s’exprime facilement en utilisant le pre
mier axe du profil.
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Pexpression du second membre de (2) qui s’écrit
ak + B + (C1+iCo)w
met en évidence le point S de coordonnées

c c
p=Fr 9=—7

a

et dans le systtme d’axes déduit du précédent par la transla-
—>

tion OS (fig. 3), la forme que nous étudions s’écrira

al+ifm,

1 et m désignant les composantes de la vitesse de S sur les nouveaux
axes.

Y
Axes
Drincipayx
a.l 'le a.,\e
S
\ /€ axe o
centre x "
- %’»( fayer)
Fig. 3.

La résultante cinétique du fluide devient donc
p(al+iBm).

La forme qui figure dans le moment se réduit de la méme manidre;
on a successivement aprés la rotation et la translation (*),

pR | (@0— i¥0) (— §) [ak -+ ifp + (Ci+ iCo) w] elB+)
+(Ci+iGC) (A —in)+=xPo},

eR {[wo—iyo+ (P — iq) e— 0] (— &) (2l + i3m) ell®+@)
+[i(p—iq)(Ci+iC:) +nPlw}.

3)

(1) Communication présentée au VIII® Congrés International de Mécanique théo
rique et apphiquée (Istanbul, aott, 1952) (La Recherche Aéronautique, 1953, n° 32).



22 G. COUCHET.

Comme au numéro précédent, on voit apparaitre la somme du
moment de la résultante cinétique appliquée en S et d'un terme
dépendant seulement de » que I'on peut considérer, sous les mémes
conditions, comme le moment cinétique du fluide par rapport a S.

En résumé, en utilisant les axes d’origine S que nous proposons
d’appeler les axes principaux du profil (S étant le pole de ce profil),
la résultante cinétique du fluide a pour composantes sur ces axes

pal, pBm,
tandis que le moment cinétique par rapport & S vaut

pYw,

> 2
Y=1\7P+<%+%)'

avec

5. Calcul de a, 3, 7 en axes principaux. — Si le profil est rapporté
A ses axes principaux la transformation conforme s’écrit

z=b_1Z+bo+%+...+g—:+...,

ou b, est I'affixe du centre du profil tandis que les coefficients b; sont
reliés aux a, par
br= a etV (k #o0),

¢ étant I'angle du premier axe avec le nouvel axe réel
b=—¢
On a, dans ces conditions,
a=27a?— & —r°, f=o2na?— & +r2
r étant ici le module de &, et y étant défini par

3 2
Yy==P 4+ —‘;‘-‘+ —C—i,

B

avec
Ci-‘l— iCz: l:[21! A, ety — (fl({ — bo)].

Dans le nouveau systéme, { est I'affixe du centre de gravité et
y ) gr
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les A, sont donnés par

bb
A_p,=—1bob,+ 2 Za:)-;p pour p>1,
r=—1

_ o Z)‘b)\_..‘
=2
A=1

et _
A= 2P,
Ar=
6. Les efforts rapportés aux axes prinecipaux. — On a vu au n° 4

. . . . ‘}
du présent chapitre que la résultante cinétique du fluide R a pour
expression complexe
p(al+ifm);

>
on obtiendra la résultante F des efforts sur le profil en changeant de
signe la dérivée absolue de cette expression

[ 7 zp'fi';’ —w(fm— ml)]

Le moment résultant, par rapport a S, des efforts du fluide sur le
profil peut s’écrire

> > = >
Ms= Mo,+ SO; A F,
c’est-a-dire, d’apres la formule (3) du présent chapitre,

> —> > >\ —» >
Ms=—%(OISAR+Yw)+501/\F

ou
> 4 » —» dR_ _de =%
. -
et comme
> 4k
F=—2
il reste
> '*dg dw

Le moment se calculera donc par la formule

Ms = — o [(f—a) Im + yo'].
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La formule (4) montre que le théoréme du moment cinétique pris
par rapport & un point variable est applicable quand on I'écrit sous

la forme
>

S des  dR . dS
=% an a4
Ms=Z+a \Na&
> . L >
ou og est le moment cinétique par rapport 4 S et R la résultante
cinétique.

7. La force vive du fluide. — Nous allons calculer la force vive
du fluide en appliquant les théorémes généraux; le travail élémentaire
des forces aérodynamiques qui s’exercent sur le profil peut s’écrire

> > ->
A NI as - —*) R O > dw
; Fx ——d[+w,\SM/ dt st—dt+pyw><—dt dt.

c’est-a-dire

— —;-pd(zlﬂ+ Bm2+ yw?).

On peut donc prendre comme force vive du fluide
2T = o(al’+ Bm®+ ym2) + const.;

il en résulte que les composantes de la résultante cinétique du fluide
sur les axes principaux sont

JT JT

ol’ om’

tandis que le moment cinélique du fluide par rapport 4 S a pour

mesure
JT
duw

8. Calcul direct de la force vive du fluide. — Si la résultante ciné-
tique et le moment cinétique du fluide ne peuvent se définir directe-
ment, il n’en est pas de méme de la force vive etil est nécessaire d’en
faire le calcul pour bien montrer qu’il n'y a aucune contradiction
dans notre définition.

Nous ne. donnerons pas tous les détails de ce calcul; en voici les
grandes lignes :

Partant du potentiel G(Z), on voit que la force vive d’une portion
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de fluide limitée par un contour (y) renfermant (c) sera
64Gy——ds
j z ZH,Z H’z )

do étant I'élément d’aire dans le plan du profil, le champ d’intégra-
tion étant 'aire comprise entre (y) et (¢).
En désignant par r et a le module et 'argument de Z, cette inté-

grale devient
] G, Gyrdrda

étendue a l'aire comprise entre une courbe (I') et le cercle (C). Cette
intégrale porte sur une série absolument convergente de sorte que
son calcul ne fait aucune difficulté et donne

plal2+ Bm2+ yo’].

La constante rencontrée au n°® 7 du présent chapitre est donc
nulle.

CHAPITRE IlI.

LES MOUVEMENTS A CIRCULATION CONSTANTE.

I. — Le profil n'a pas de pointe.

1. Le potentiel. — En se reportant au chapitre I (§ I, n° 5), on
peut remarquer que 1'adjonction & G(Z) du potentiel d’un mouve-
ment plan, danslequel le cercle (C) est une ligne de courant, ne change
pas les conditions aux limites pour le profil (¢).

Le potentiel

i

admet (C) comme ligne de courant et donne une vitesse nulle a
infini, il en résulte que le potentiel

T
G(Z)— ;——nlogZ,

ou I' est une constante, satisfera aux conditions 2° et 3° du chapitre I
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(§ I, n° 3). Ce potentiel n’est plus uniforme et la circulation autour
du profil est égale a T.

2. Les efforts. — Le calcul des efforts se conduit comme au
chapitre II et montre que la présence d’une circulation I' introduit
une force appliquée au centre du profil, qui vaut

ie(1 + im)

quand on utilise les axes ayant le centre du profil pour origine.

C’est la force de Joukowshy qui peut aussi se mettre sous la forme
d’une dérivée par rapport au temps en remarquant que son expression
en axes fixes s’écrit

io({+im) el = ip (-;—lt(l‘o-i- iyo)l.

La résultante cinétique (') du fluide vaut donc

(1) —ip[(Lo+yo)I — (Al +Bm+ Cw)eh].

La présence de I' ne change pas I'expression du moment par rapport
a lorigine du profil; un calcul analogue au précédent donne le
moment cinétique du fluide par rapport a O, qui s’écrit

pa[f’%’ I'— (2o— iy0) (Al +Bm + Cw) el + Ct(l——im)+nPw]

a une constante additive pres.

Remarque. — On peut, pour I'évaluation des forces, utiliser les
résullats de J. J. Morcau (7hése, Paris, 1949). Cet auteur relie
notamment la quantité de mouvement d’un milieu incompressible
emplissant le plan (fluide et systéme immergé quelconques, supposés
de méme densité), au repos a l'infini, a la structure asymptotique de
I'écoulement. Ainsi, dans le cas bidimensionnel, s’il y a un potentiel
complexe, on introduit le résidu & U'infini de ce potentiel : f(z)
admettant le développement a I'infini

(1) Voir chap. II, n°'3.



MOUVEMENTS PLANS D'UN FLUIDE. 27

la résultante des forces appliquées dans I'étendue du milieu est
donnée par
dxy

X+iY=—21‘Ep di

Quand on applique cette formule au cas d’uit obstacle, on voit que a,
dépend de I, m, », T et 'on trouve un résultat qui est bien en accord
avec la formule (1).

3. Le travail des forces aérodynamiques. — La force provenant
de la circulation ne travaille jamais puisqu’elle est toujours perpen-
diculaire au déplacement de son point d’application. Le travail élé-
mentaire de la force correspondant a la circulation nulle s'obtient en
utilisant les résultats du chapitre II (n° 9), il vaut :

%p dlal’+ m’ + yw’].

Le travail entre deux instants en résulte immédiatement.

Si le mouvement est périodique, le travail est nul pour une période;
il y a lieu de remarquer qu'il suffit que /, m, ® soient périodiques
(avec la méme période) pour qu'il en soit de méme.

Enfin il existe pour tout profil une famille de mouvements pour
lesquels les forces aérodynamiques ne travaillent jamais, ce sont les
mouvements pour lesquels

al?+ Bm?+ Yw?= const.

En particulier, si la rotation  reste constante, la relation précé-
dente exprime que la roulante du mouvement du plan du profil est la
conique

@ Y°+ BX2= const.

dont les axes sont les axes principaux du profil. (Les coordonnées XY

. . m 1
du centre instantané de rotation, sont, en effet, — o

II. — Le profil présente une pointe.

1. Le potentiel. — Soit F(Z) le potentiel exprimé dans le plan'de
la circonférence (C); la vitesse de la particule fluide dont V'image
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dans le plan de (C) a pour affixe Z est donnée par

. _df _dF 1
u—w_az—ﬂ—ma
dz

ol u et v sont les comp;)santes de la vitesse sur les axes liés au profil.
A la pointe du profil,
dH

daz =°

et pour que la vitesse de la particule fluide en ce point ne soit pas
infinie, il faut que

(2) —5 = O.

Nous avons vu que le potentiel d’'un mouvement A circulation
constante peut s’écrire

G(Z)— ;lnlogz

quand on utilise des axes qui placent I'image de la pointe du profil
au point (a, o) du cercle (C). Dans ces conditions, la condition (2)

devient
a6 _ v _
H_Z - onZ z=a— 0

'=— 2nai(§)
- dZ Z=a

c’est-a-dire

En utilisant la valeur de G trouvée au n° 1 du chapitre II, on obtient

I'=jna(m+ 0Q),
avec

®
0= X nA—n
2a ar
n=1

et 'on prouve facilement la réalité de la constante Q et, par consé-
quent, celle de IT' ().
La formule qui donne I' montre que la circulation n’est pas cons-

(1) Voir G. Coucher [3], p. 19.
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tante en général; il existe néanmoins une famille de mouvements pour
laquelle

(3) m + wQ = g = const.

Si m et w sont constants, on trouve la rotation (ou translation)
uniforme et sinon on obtient les mouvements non stationnaires &
circulation constante qui vont faire I'objet des paragraphes suivants.

Pous ces mouvements, le potentiel est toujours celui dun®1 (§1)
du présent chapitre, mais de plusla condition (3) doit étre satisfaite.

2. Conditions cinématiques. — L’interprétation cinématique de la
condition (3) est trés simple : la vitesse d’un point du plan du profil
situé sur la droite (A)

z=Q

a une projection constante sur cette droite (ou sur Oy).

Pour réaliser un tel mouvement du profil, il suffira donc de remar-
quer que la vitesse de glissement de (A) sur son enveloppe reste cons-
tante (m -+ »Q étant précisément cette vitesse de glissement).

On pourra remarquer enfin que si I'on s¢ donne le mouvement
d’un point A du profil situé sur (A), 'orientation du premier axe s’en
déduit facilement en utilisant I’hodographe (J¢) du mouvement
de A : il suffit de mener du point M de (), correspondant a A, une
tangente & un cercle de rayon constant g centré au pole P de (¢€)
pour obtenir la direction du premier axe du profil. Dans ce cas, le
probléme a deux solutions qui correspondent & des valeurs opposées
de la circulation.

Si l'on se donne le mouvement d’un point du plan du profil non
situé sur (4), la condition (3) conduit a une équation différentielle
du premier ordre qui donne 0 en fonction du temps.

3. Cas particulier de la circulation nulle. — La vitesse de glisse-
ment de la droite (A) sur son enveloppe étant nulle, (A) est la
roulante dans le mouvement du plan du profil sur le plan fixe; la
base et la loi du mouvement peuvent étre quelconques.

4. Un exemple simple (!). — Supposons que le point A du profil

(') Voir chap. V, n° 1.

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 185, 3
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soit animé d’un mouvement résultant d’une translation uniforme de

vitesse {? et d’une rotation uniforme de vitesse angulaire . L’hodo-
graphe (J€) sera une circonférence et le point M correspondant a A
s'obtiendra sans difficultés.

On peut supprimer la translation uniforme du profil et supposer
que le fluide au lieu d’étre en repos a l'infini est animé de la trans-
tion opposée; le mouvement du point A est alors unc rotation uni-
forme et la modulation d’incidence, trouvée en menant a chaque

\\\\\\

Fig. 4.

instant une tangente de M au cercle de centre P, assure une circu-
lation constante au cours du mouvement (2) ( fig. 4).

Le mouvement du profil peut étre révolutif ou oscillatoire; tout
dépend des modules des vitesses de translation et de rotation.

5. La condition de circulation constante en axes principaux. Calcul

des efforts. — En axes principaux ( fig. 5), I'équation de (A) est de
la forme

x cosY + y siny = A.
La condition de circulation constante est ainsi

—({—wy)siny+(m+wz)cosy = g,
c’est-a-dire
mcosy — [siny + wh =g,

la valeur de la circulation étant fmag et ¢ désignant I'angle du
premier axe avec Sz.

(*) Voir chap. III, § II, ne 12.
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La partie de I'action aérodynamique indépendante de la circulation
a é16 déterminée au n° 8 du chapitre II; elle est équivalente a deux
forces dont les éléments de réduction en S sont :

— Forces :
. . di. . dm
pw(fBm —ial) et — P(“:ﬁ + lp?);
— Moments par rapport a S

—e(F—a)im et —py 2

Le support de la premiére force a pour équation
w(aler+fmy)=(f—a)lm,
soit en mettant en évidence les coordonnées p et ¢ du centre instan-

yl\

S Z
0 (bo) \A‘
Fig. b5.
tané de rotation par rapport aux axes principaux
ag(z—p)=3p(r—9)

ce qui montre que cette premiére force passe parle centre instantané
de rotation.

Le support de la deuxi®me a pour équation
gm'z —al'y —yw'=o,
or la condition de circulation constante donne
m cosy —I'smy+wh=o0

et montre que le support de la deuxiéme force passe par un point fixe
du plan du profil dont les coordonnées sont

%) o=
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Comme la force de Joukowsky (orthogonale a la vitesse de son
point d’application) passe par le centre instantané de rotation, le
systéme total est donc réductible a deux forces dont I'une passe par
le centre instantané de rotation et I'autre par un point fixe du plan

du profil.

6. Les mouvements dans lesquels les forces aérodynamiques ne
travaillent jamais. — La seule force qui travaille est celle qui est
appliquée au point dont les coordonnées sont données par les for-
mules (4) du numéro précédent; son travail élémentaire vaudra donc

— o[l — wy)al + (m + v z)Em] dt,

c’est-a-dire

— —;—pd[alz+ Bm® + yw?],

expression bien conforme au résultat du n° 9 du chapitre II.
Les mouvements en question seront caractérisés par

al+4 Bm° + yw’ =4,
mcosy —Isiny +wh = g.

On peut donner une interprétation simple des relations précé-
dentes en meltant en évidence la roulante du mouvement; son équa-
tion s’obtient en éliminant w et en mettant en évidence les coor-
données p et g du centre instantané de rotation

ag’+ Bp2+ vy = g(pcosd,a+q sing —A)°.

On pourra donc choisir comme roulante 'une des coniques du
faisceau linéaire précédent, la base étant quelconque et la loi horaire
étant fixée par la condition de circulation constante. On peut
remarquer que le péle commun de (A) par rapport aux coniques
précédentes est le point fixe du plan du profil dont les coordonnées
sont données par les formules (4) du présent chapitre.

7. Le mouvement de rotation uniforme. — Dans ce cas, la force
qui agit sur le profil passe toujours par le centre de rotation et si b,
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est I'affixe du centre du profil 'expression de cette force est
eor (3m —ial)+ frapi(meosy — Ising + wh) (I + im + iwby),

en utilisant les axes principaux.
Mettant en évidence les coordonnées p, ¢ du centre de rotation
par rapport a ces axes, nous obtenons

pw’[4ra(p —N)(h—pcosy —gsind)
— Bp + 4mai(h—peosy — g sing) (g — ) — iag],

avec
bo=)\+iy.,
et finalement
(5) pw’[f1(p; 9) + if+(p, O,
ou
(6) Sf1=47m(P—7\)(’l—PCOS‘¥—9Si“‘l’)—ﬁp,

| fri=d4ma(g—p)(h—pcosy—gsing) —ag.
Sil'on pbse
Si=lhma(gh—pp)(h—pcosy—gsing)+(f—a)pg,
le support de la force a pour équation
zfo—yfr=pfH—a/i=/s

et passe bien par le centre de rotation. On peut faire & propos de ces
formules quelques remarques.

a. Centres de rotation a portance nulle. — La formule (5)
montre qu’il existe quatre centres de rotation pour lesquels la
résultante des efforts aérodynamiques est nulle : ce sont les quatre
points d’intersection des coniques

C filp; g) =0, Ce fo(p.g)=o.

L'’un de ces points est a l'infini dans la direction de la droite Aj il
correspond & la translation et dans ce cas les efforts se réduisent a
un couple; pour les trois autres points (qui sont en général a distance
finie) les efforts se réduisent & zéro.

b. Correspondance entre le centre de rotation et le support de
la force. — Cette correspondance est biunivoque; en effet, si

UL +9vy +w=0
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est I'équation du support () de la force, le centre R de rotation est
Vintersection de I'une des trois coniques

ufi+vofso=0, ufs+wr=o0, cofs—wfi=o0

et de la droite précédente; les coniques ayant un point a linfini
commun avec la droite, il résultera de I'intersection un seul point R
a distance finie.

Quand R décrit une droite (D), le support (3) enveloppe une
conique qui lui est tangente; en particulier, si (D) est la droite de
infini, () enveloppe la parabole métacentrique, c’est-a-dire I'enve-
loppe du support de la force pour un profil en translation uniforme
quand on fait varier l'incidence.

c. Construction du support de la force. — Désignons parl, J, K
les points, & distance finie, communs aux coniques (6) et soit (L) la
(L)ﬂ\

)

Fig. 6.

direction asymptotique commune. La construction d’un hexagone de
Pascal donne immédiatement une construction simple du support
connaissant le centre R (ou du centre connaissant le support), il
suffit de remarquer que JK est parallele a UV ( fig. 6).

Cette construction met en évidence les propriéiés de la correspon-
dance (!) : on voit, en particulier, que si R décrit une droite (D),

(*) Vour G. CoucrET [3], p. 21.
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(8) enveloppe une conique tangente a (D) et aux trois cotés du
triangle I, J, K et si () passe par un point fixe T, R décrit une
conique passant par les points T, I, J, K.

8. Les mouvements périodiques. — Quand les mouvements a
circulation constante sont périodiqnes, ou plus généralement
quand /, m, 0 sont des fonctions périodiques du temps avec la méme

période T, la force moyenne prend une valeur remarquable que nous
allons calculer.
Prenons l'expression

. d .
zp—(ﬂ[(xo+ iy)T —(Al+Bm+ Cw)eil]

de la force donnée au n° 1 (§1 du présent chapitre); la force moyenne
s’en déduit facilement par le calcul de l'intégrale

. (+T
e d[(zy+iye) L —(Al+Bm+ Cw)el
T,

qui se réduit a
oI’ . . .
%[(xw iyo)ut— (Zo+1yo)] = ip VT,

ou V désigne l'affixe de la vitesse moyenne du centre du profil. Cette
formule généralise celle bien connue de Joukowsky relative a la
translation rectiligne el uniforme.

III. — Profil mobile dans un courant.

Dans les paragraphes qui suivent, nous nous proposons de géné-
raliser des résultats obtenus par M. J. Péres en 1935 et publiés dans
le Livre Jubilaire de M. Marcel Brillouin; ces résultats nous per-
mettent de montrer ensuite I'existence de mouvements a circulation
constante d’un profil (2 pointe) mobile dans un courant quelconque.

1. Mouvement, & circulation constante, d’un profil mobile dans un
courant. — Nous supposons que le courant donné admet un potentiel
des vitesses et nous nous proposons de chercher le potentiel du
mouvement fluide qui résulte du courant précédent et du dépla-
cement d’un profil au sein de ce fluide.
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Nous désignons par fi (3, t) le potentiel des vitesses du courant
donné, en axes fixes; de sorte qu’en axes liés au profil on a

Sf(s, ) =f1[20+z ezO’ t],

ou zo désigne 'affixe du centre du profil par rapport aux axes fixes.
Le courant donné modifié par le mouvement du profil également
donné (I, m, w) (1) admettra un potentiel de la forme

S(3, )+ k(3, 1),

ot k(s,t) cst une fonction que nous déterminerons en utilisant

les conditions aux limites. Si nous passons par la transformation
habituelle
5=H(Z)

au plan du cercle (C), le potentiel devient
SJTH(Z), t]+ k[H(Z), t]=F(Z, t) + K(Z, ¢)
et la condition aux limites s’écrit

I[dF +dK — (I —im)dH + iwHdH]c= o,
soit
I[K(ZD) =—§ —mz+ Ly — 2 (a"+ y2),
avec
¢ =IF(L).

On obuent alors pour K(Z) une fonction uniforme a Pextérieur
de (C), réguliere a Pinfini et dont la dérivée est, par conséquent,
nulle a I'infini (2).

On pourra ajouter a ce potentiel le terme

ir
— 2—nlogZ

qui donnera une circulation I' autour du profil, de sorte que, en
utilisant la méthode indiquée au chapitre I (§I, n° B), la partie

(1) Voir chap. I, n° 5.
(?) Quoique le potentiel F(Z) ne donne pas nécessairement une vitesse nulle a
Pinfini.
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inconnue du potentiel s’écrira
-1 dg dy ) . ir
(7) K@, 1) —“'/c‘(CTZ-—EZ> [¢+mx—ly+ S @ +y )] — . logZ.

2. Cas particulier d’un profil dans un vent uniforme. — Dans ce
cas on peut écrire
S1(31, ) = Vai=V(z,+ zel),

>
ou la vitesse du vent V a pour composantes (V, o) par rapport aux
axes fixes. Le potentiel complémentaire a circulation nulle vaudra

K(Z, )= %fc(iéc—i — Z—g) [Vyo+(m+Vsin0)x

—(I—Veosb)y + w”i';’—yz]

et se calcule en remarquant que c’est le potentiel donné par la for-
mule (1) du chapitre IT ou I'on remplace / et m par

! —Vcosb et m + YV sinb,

le terme en y, étant sans importance.
On obtient ainsi

K(Z, t)=(l-—Vc050)(z—Z-—(—zZ:>

2
—i(m+Vsin0)(z—Z+;—‘>—iw(£i—1 +---+% +)
Le potentiel complet sera (avec les notations du chapitre II, n° 1,
ot I'on pose g(z) = lg) + mg”) + w g3)),
(8) Velz 4+ (I—Veosh) g+ (m + Vsinb) g2l 4 w gt

et permettra de calculer les efforts aérodynamiques du fluide sur le
profil en utilisant la méthode du chapitre II (n° 2).

On peut d’ailleurs remarquer que dans ce cas la pression est, & une
fonction du temps prés, la méme que celle qui correspond au
potentiel
(9) (I—Vecos8) glt)+ (m + V sinb) g2+ w g,

c’est-a-dire a celui du mouvement obtenu en supprimant la vitesse &
Iinfini et en ajoutant au mouvement de l'obstacle une translation
opposée a la vitesse du vent.
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On sait, en effet (chap. II, n° 2), que
=— (s vz)+p[(l—wy)u+(m+wm)01—9§ +C(¢),
c’est-a-dire
p=—"{lu—(I—wy)P+[V—(m+wz)]
+ B[ =y (m+0z)]—p 22 + C(1),

ce qui montre que la différence ne peut pas venir du premier terme,
puisque celui-ci dépend de la vitesse fluide relative au profil qui est
la méme dans les deux mouvements.

La différence provenant des deux autres termes s’écrit

g[(l—-Vcose —oy)+(m-+Vsind + wzx)?
—(l—wy)—(m+ovz)]—pR(Veldzin)
et 'on verra qu’clle se réduit & une fonction du temps.
Les efforts aérodynamiques sont donc les mémes dans les deux

mouvements, ce qui justifie I'emploi des souffleries aérodynamiques
dans I’étude des mouvements non stationnaires.

3. Les mouvements i circulation constante d’un profil 4 pointe. —
Revenons au cas d'un courant quelconque et cherchons a caractériser
les mouvements a circulation constante d’un profil dont la pointe a
pour affixe z,.

Si Z = a est dans le plan de (C), 'image de cette pointe, la vitesse
fluide y sera égale &
7, &
dz + dz z=:.,,.
Le premier terme ne fait aucune difficulté puisque, au courant

donné correspond une vitesse finie en tous les points; le second
terme calculé dans le plan de (C) s’écrit

d€ 1
diZ ﬁi Z=a

et ne donne une vitesse finie a la pointe que si

dK\
(ﬁ)z=a_ o
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Cette derniere relation va nous permettre de calculer la circulation
et de définir les mouvements a circulation constante; la formule (7)
nous donne, en effet,

v yaz| [(eZz—5)w

[ (52— z“)(’"”_’y“““’zg:yz)]l '

’Z:a

Remarquons que pour un fluide au repos (¢ = const.), on doit
retrouver la valeur de la circulation calculée au n° 1 (§II du présent
chapitre), ce qui donne

21cz(m+wQ)_|:de(c_Z 2—>(mw—ly+w$’-;-yo)]z=a

et, aprés dérivation par rapport a Z et intégration par parties, on en

déduit
dz(7) . dy (%)
~£f:7—2m’ .Et—a_a’

an L [darr rf"[*_‘“)'“(%z)]_
C c

4mi {—a 4

Cette dernitre formule permet de calculer d'une autre maniére la
quantité Q introduite au n° 1 (§ II du présent chapitre).

En faisant des transformations analogues sur la premiére intégrale
qui figure dans T, nous obtenons I'expression

a4 (8)

I'=f4ra(m+ wQ)—2ai | T—a

dans laquelle on vérifie facilement que 'intégrale

ay(%)

ct—a

est une imaginaire pure; nous remarquerons, en outre, que le
point { = a n’améne aucune difficulté puisque dans la différentielle
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du numérateur
dy aH
dy = 7z dZ dZ,

: -2 dH
on trouve un facteur (Z—a) ™ provenant de — (*).
Il est commode d’écrire l'intégrale précédente de manitre i

ramener son calcul 4 l'intégration d’une fonction analytique, elle
prend alors la forme

af
Y a
dg,
“ﬁc—a
et la circulation devient
4 4
(10) 1‘=2a01£ Z"’__C+41:a(m+w9).

Enfin, il est possible de donner de T une expression dans laquelle
ne figure plus de signe d’intégration. La fonction analytique

af
4 =W(z)
présente a lextérieur de (G) des singularités qui proviennent du
courant donné; sil’on prolonge analytiquement W a I'intérieur de (C),
on trouve des singularilés qui proviennent de la représentation
conforme z=MH(Z) et si I'on désigne par (C,) un contour qui
entoure (C) et tel que la branche considérée de W soit holomorphe
entre (C) et (Gy), on a

Yo Ya

Y :
ZﬂLW(Z)—— g Z:-Z—-‘/C“ -Z——:Z

[Z ¢tant compris entre (C) et (Cy), fig. 7]. On met ainsi en évidence
une séparation des singularités distinguées plus haut qui correspond
a la décomposition, d’ailleurs unique,

W(Z)=Wy(Z)+ Wy(Z);

et en remarquant que I’on peut, dans (10), remplacer (C) par (Cy),

(') Voir chap. I, § II, n° 4. (Ici & est Pangle solide de la pointe.)
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on a
I'=—f4maRiW,(a)+ fra(m + 0Q).

On calcule W, (a) en prenant 'image du courant initial dans le
plan de (G) et I'on supprime les singularités intérieures a (C); on
prend ensuite la dérivée de la partie restante pour Z = a.

by
oz

(N
NFYA

()

Fig. 7.

Les mouvements a circulation constante seront donc caractérisés

par

m + wQ — RiW,(a) = const:

4. Cas particulier d’un profil 4 pointe dans un vent uniforme. —
Le potentiel
F(Z)=V[z,+ e®H(Z)]

donne immédiatement
dF dH
= 6
aZ=V"aZ
et
Wi(Z)=Veib,

de sorte que la condition de circulation constante devient

m + wQ -+ V sin§ = const.

On peut d’ailleurs obtenir cette condition directement en utilisant
le potentiel (8) et 'on voit que cette circulation est la méme que
celle qui provient du potentiel (9), c’est-a-dire que pour calculer la
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circulation et les efforts aérodynamiques on peut remplacer le vent
uniforme par une translation opposée du profil.

Etudions enfin, toujours dans ce cas particulier, le travail des
forces aérodynamiques. Considérons le mouvement a circulation
constante correspondant aux paramétres de vitesse

li=1—V cosh, my=m+ Vsinl, w,

avec vitesse fluide nulle a I'infini et désignons par F la résultante des
forces aérodynamiques et d% le travail élémentaire de ces forces
dans le méme mouvement ; le travail élémentaire des forces aérodyna-
miques dans le mouvement qui nous occupe sera

> >
d% +F < Vdt.

En utilisant les formules du chapitre III (§ I, n° 3), on trouve

——%pd[al‘{ + Bm? +yw] —pR Vd[aly+ iBm,] e
ou

—gd[alz+ Bm2+ yw®— V2(a cos20 + [3 sin20)].

Le travail élémentaire est donc, comme pour un mouvement a
circulation constante dans un fluide au repos & U'infini, une différen-
tielle totale et le travail ne dépendra que de I'état initial et de I'état
final. Si le mouvement du profil est périodique ou plus généralement
si I, m, 8 sont périodiques (avec la méme période), le travail des
forces aérodynamiques est nul pour une période.

CHAPITRE 1V.

PROFIL EN MOUVEMENT DANS UN FLUIDE
CONTENANT DES SINGULARITES TOURBILLONNAIRES.

1. La présence de tourbillons dans le fluide et1’existence de forces
extérieures. — Dans les équations établies au chapitre I on a supposé
qu'il n’y avait pas de forces extérieures; ces équations conduisent’
au potentiel (1) du chapitre II. Nous avons remarqué de plus que
Pon pouvait admettre l'axistence, dans le fluide, de singularités
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tourbillonnaires; le potentiel ainsi modifié donne une vitesse qui
satisfait bien aux équations (1) du chapitre I, mais ces dernidres
sont en défaut aux sidges des singularités.

Les forces extérieures qui agissent sur une masse fluide limitée
par une courbe (C) renfermant une aire @ ont pour résultante

k1 >
(1) pﬁ'Jda—fpds
a o

et c’est en annulant cette quantité qu’on a établi les équations (1) du
chapitre I qui nous ont conduit, compte tenu de 'incompressibilité,
au potentiel (1) du chapitre II.

Effectivement, si 'on calcule I'expression (1) pour une aire (X
extérieure au profil en utilisant le potentiel dont nous venons de
parler, on trouve bien zéro; on trouve encore un résultat nul quand
on utilise le potentiel étudié au chapitre III (§ I, n° 1) qui introduit
une circulation T autour du profil, mais rien ne prouve qu’il en soit
ainsi quand on utilise un potentiel admettant des singularités tourbil-
lonnaires comme celles qui ont fait I'objet du n° 4 (§ 1) du chapitre 1.
Il est donc utile, avant de poursuivre, de calculer I'expression (1)
ci-dessus quand (X renferme un tourbillon et de voir si 'existence de
ce dernier est possible sans intervention de forces extérieures.

L’expression (1) ne change pas quand on déforme le contour (G)
sans rencontrer de singularités; on a en effet en désignant par (C')
une courbe fermée intérieure A (C) et par ' 'aire intérieure a (C')

> >
pﬁ.ldc—pfpds
a ¢
> >
=pﬁ Jdcr-—pf;ds+pﬁ Jdcr+pf;ds—pf;ds
a' ¢ a—a' ¢l )

et comme I'absence de singularité entre (C) et (C') donne

>
P Jdc—pf;ds+pf;ds=o,
a—a' o o

ﬂ]da—p] pds-pﬂ Jdo—p pds

Si expression (1) a un sens, elle est donc lndépendante de la forme
de (C); nous allons calculer les deux termes qui forment cette

il reste bien
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expression en utilisant comme courbe C une circonférence ayant
pour centre le tourbillon.

2. Calcul de la résultante des pressions. — C’est le deuxidme
terme de (1) que nous calculerons en utilisant le potentiel des
vitesses sous la forme

(2) S(s, t)=g(3, t)—g%log(z—-zo)=q>+inp,

& (=, t) étant régulitre au voisinage de z, et 5o étant une fonction du
temps.
La pression s'exprime par la formule (5) du chapitre I (§I) (%)

- 1 df gf _de
P_P[—EZI—Z dl;‘—;;g'*'c(t)]’

ce qui permet d’écrire la résultante des pressions sous la forme

it (T (e niay) i [
Zla_z(df-.-zqu;)—pz [ 5
ou
Jf(if)"dz_ipf@dwpﬂwiv)(%dxw; dy),
2J; dz c‘)t c

et finalement

e (YT iy [y [V
(3) > C(dz) dsz zplgidz+pcv.(Vxn)ds,

V 6tant la vitesse de la particule fluide et 7 la normale orientée vers
I'extérieur de (C) et la derniére intégrale étant exprimée en notation
complexe.

L'expression (1) étant indépendante de (C) nous pourrons chercher
les deux parties qui la compose en faisant tendre (G) vers la singu-
larité tourbillonnaire; la limite de I'expression (3) se calcule sans
difficultés en utilisant le potentiel (2) qui donne

ir

um =S S =)

(1) Nous conservons 1ci les axes fixes utilisés aux n°* 1, 2, 3, 4 du chapitre I (§ I).
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et 'on obtient pour chaque terme de (3) une limite, ce qui donne

X _, ip.. dz r
— 1T (8% )o=z,+ PF dto ZP (g )::z.,,

soit pour la résultante des pressions

4 (%) )

3. Larésultante dynamique. — C’est le premier terme de (1); on
peut la calculer en remarquant que l'accélération d’une particule
fluide peut s’écrire

<u+ )= (Fa) fatr T2

ce qui donne pour l’expression cherchée

Tl s i st st
e 82 2:w:(z—z0)2 8z 27 (3 — Zo) 8at 2n(Z2— Z9)2 dt :

Dans l'expression précédente figure trois intégrales semi-conver-
gentes et le calcul de la résultante dynamique n’a plus de sens (*).
il faut donc abandonner dans la formule (1) le terme

ﬂ ?dc,
a

le remplacer par une expression équivalente dans le cas ou il n’y a
pas de singularités dans QU et qui conserve un sens dans le cas
contraire.

Nous remplacerons l'intégrale précédente par la .dérivée par
rapport au temps de la quantit¢é de mouvement du fluide limité

par (G)
d m>
%ﬁc;v das.

L'intégrale ainsi introduite est convergente et la dérivee par
rapport au temps se calcule sans difficultés.

(1) On obtient un résultat nul en calculant ces intégrales sur des couronnes
circulaires concentriques; des résultats différents de zéro en utilisant des bandes
paralléles aux axes, etc.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 135. &
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4. La quantité de mouvement. — Pour pouvoir commodé-
ment utiliser 'expression précédente, nous lui ferons subir,
avec M. J. Leray, (*) quelques transformations simples. On peut
écrire la vitesse complexe

_f d9 , oY _ b .dY
=0 tor dy+ oz

u—1w=

et, par conséquent,

](u+w)dc——ﬂ (—————z-;) dxdy=£.¢ﬂz.

La dérivée de cette expression par rapport au temps s’écrit

A}moA—[fq(x,y t+ At)dsz’ —fq;(.z', ¥, t)dz]

[(¢') étant la position du contour (c) i l'instant ¢+ At et 2’ un
point de ce contour]; elle devient, aprés une intégration par parties
et, si 'on remarque que u{,—+ ¢0§) =o,

[%dz—(u—l—i«))a‘{/.

On peut calculer l'expression précédente pour le potentiel (2),
mais il est plus intéressant de calculer I'ensemble de ’expression

> d ke
[pd _E£Vda.

En notation complexe, elle devient

fipd:—pf%i’-dz—(u—o—iv)dzp
c -

qui s’écrit, avec l'expression de p donnée au n° 2 du présent

chapitre,
d
-3 (dﬁ) &~ ’Pfdfd"

d<o (Tg
—ir 2 -(),]

en remplagant f par le potentiel (2).

soit

(1) Les Cahiers d 4érodynamique, 1947, n° .
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On peut calculer aussi le moment résultant, par rapport a I'origine
des coordonnées, des forces ¢élémentaires qui agissent sur les éléments
de (G) et de &L ; on trouve

ch( >dz—p(Rf ﬂ(‘;‘%dc

Dans le cas du potentiel (2), cette expression se réduit a

. dz, [dg }
aisfor| - (%), |}

ce qui montre que I'action extérieure se réduit a la force

4= (dg
——lpl [ dt (d_z—>~:~o]

appliquée au siége de la singularité tourbillonnaire.

Remarque. — La méthode n’est pas valable pour toutes sortes de
singularités; le doublet, par exemple, introduit des intégrales diver-
gentes, mais comme, par la suite, les seules singularités introduites
seront tourbillonnaires, nous ne nous préoccuperons pas de cette
question.

8. Le tourbillon libre. — L’étude faite dans les numéros précé-
dents du présent chapitre montre que 'introduction d’un tourbillon
dans le fluide est, en général, incompatible avec I'absence de forces
extérieures. Si'on donne a priori le mouvement du tourbillon dans
le fluide, ce mouvement ne peut exister qu’avec intervention de la

force extérieure
dLo dg
- ‘PI‘[ 7 (a‘;),,zz, ;
en conséquence, si cette force extérieure n’existe pas, c’est que

dz, dé’) .
T db z:",,’

nous dirons que, dans ces conditions, le tourbillon est libre dans le
fluide et nous remarquerons que la condition de liberté peut aussi
s’écrire

(4) ]|n1<3f+g ! )z_z =o.

s — 2
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Le calcul de cette limite, quand on utilise la transformation
conforme z = H(Z) sera fait au numéro suivant.

6. Potentiel du mouvement d'un fluide en présence d’un profil
et de ~n tourbillons libres. — En utilisant la transformation
conforme 5 = H(Z) qui fait passer du cercle | Z| = a au profil, nous
avons trouvé au n° 1 du chapitre III (§ I) le potentiel

T
G(Z)-—g—;tlogz,

la fonction uniforme G(Z) ayant 'expression (1) du chapitre II.

Remarquons d’abord qu’il est possible, sans changer la condition
aux limites, d’ajouler & cette expression un potentiel dans lequel le
cercle |Z| = a est ligne de courant. Bien entendu, ce potentiel doit
étre uniforme et donner une vitesse nulle a I'infini.

Le lecteur vérifiera facilement que la fonction

. 14
~gRlos ="

ou ¢ et ¢’ sont les affixes de deux points inverses par rapportau cercle
| Z| = a satisfait a ces conditions (*).

Plus généralement, nous prendrons le potentiel

n

_ it o L=

(5) F(Z)_G(Z)—i—xlooz-—;;;rklocz—-_—_f,;,
=1

avec

Les tourbillons ne seront libres que sila condition (4) est remplie;
a l'aide du potentiel (5), elle s’écrira
dak__- ;I irk _
—a—i‘—llm[Fz—zﬁ—m]z:a‘ (k—l, 2y ey n),
avec

oy = H(%r).

On peut chercher la limite précédente en mettant en évidence,

(1) On a alors £’ = a2
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dans le potentiel, la part contributive du tourbillon g

(6) F(Z)=P(Z, t)-——%l‘klog(z——tk).

La limite (4) est alors celle de

Rl r
H; 2= Z—Ck_H(Z)—H(Z;k)]’
c’est-a-dire
PL( /c) ll‘k HZ:(C/;) .
Hz(4o) 2= [HZ(COP

Si on désigne toujours par /, m, les projections de la vitesse de
Vorigine des axes liés au profil sur ces axes, par » la rotation instan-
tanée, les conditions pour que les tourbillons soient libres seront

doy P, iy Hz _
(7) dt+l+lm+lwak_[ii+__—]z—z,, (k—l,2, .

= () .., n).

7. Efforts aérodynamiques. — Si nous nous reportons aux formules
du chapitre II (§ II), nous voyons que dans I'expression de la résul-
tante générale le coefficient de L reste le méme; les quatre intégrales
introduisent des lermes nouveaux que nous allons calculer.

Contribution de % f (%) — La dérivée jf est uniforme a

Vextérieur de (¢) de sorte que 'on peut écrire, en passant au plan

de (Q), n
[ e[ ()i =_m[ﬁ,,+ > Rk]

en désignant par R, le résidu du point a linfini et par R, le résidu
du péle double ¢; de
df\r 1
(dL) Hz

Le résidu a Vinfini est nul; pour calculer R, il est commode de
prendre la forme

Re=1lim [(Z S )? (dé) Hz]z:l:.

qui, en utilisant la forme (6) donne

iy Pz Ty Hi ]
Rk—[_T o i (i) l=t
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Cette derniére expression s’écrit, en vertu de la condition (7),

_iFk<dak

Ry = dt

+l+zm+zma‘>

et la contribution de %f(%) dz devient
c

n
_i92rk<‘%"%+1+im+imk).

k=1

Contribution des tourbillons Ty dans les trois autres intégrales. —
Le lecteur verra que

fdf(z) donne — 2"‘ T,
fzdf donne-—ZocLI‘/c-G-Z(CL—Kk)l‘k,

A=1
af v day d{;_ dty
f dz donne k‘.‘I‘L ( ar s dt)
=1

de sorte que la contribution tourbillonnaire dans la force sera

< . d ,
—eprefw—t—igm—w]
k=1
Si I'on rapporte la force aux axes fixes, I’expression précédente s’écrit
—ip g [ru—ten]

et la force totale devient (voir chap. III, § 1, n° 2)

n
z'pd%[(wo+ iyo)T +Z(Ck—t'k)1'k ¢! —(Al+Bm—+ Cw)e®d

k=1

(') Dans le cas particulier de la translation umforme, une formule équivalente,
mais beaucoup plus compliquée, a été donnée dans un Mémoire de M. W. G. Bickley
(Phil. Trans. R. Soc. London, A, t. 228, 1929, p. 225). La complexité provient
du fait que 'auteur n’utilise pas la transformation conforme. En passant dans le plan
du cercle (C), M. Roy (Mécanique des milieux continus et déformables, t. II,
P. A.46) donne, dans le cas particulier de la translation variée, une formule équiva
lente & la nétre.
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Le moment des forces aérodynamiques contiendra aussi une part
due aux tourbillons; les trois intégrales figurant dans ’expression du
moment (chap. II, n® 2) donneront, compte tenu de la relation (7),

n n
da/, . N
PR [;I‘kak i (l— lm)z’aﬂ‘k],
=1 A=1 -

— PR (I — im) ¥ [ax— (L — LT,
k=1

_ P [9F

>, o d(H.H).

Pour calculer cette derniére intégrale, introduisons la fonction (1)

K(Z)=Ao+22éi?

n=1

dont la partie réelle sur le cercle | Z| = a est 4 une constante additive
pres égale a

z2+ y2=H(Z).H(Z).
Sur le cercle (C), I'expression
ey 2=t
T om °L—T}
qui figure dans F a une partie imaginaire qui ne dépend que de ¢; la
partie de %l;: qui nous intéresse jouit donc de la méme propriété.

En remarquant que
e [9F r___Pfd_F i E/‘Ed
‘R["E Cﬁdh]_ . Cadtd(H.H)+2 Cadt IK,
on voit que l'intégrale & calculer se réduit a celle qui figure au

premier membre. On calculera cette intégrale par résidus et 'on
trouvera toutes réductions faites

n
P a
— LR Z K@),
k=1

(1) Pour la définition des A—», voir le n° 2 du chapitre I (§ II).
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de sorte que la part contributive des tourbillons sera, dans le moment
par rapport a T'origine des axes mobiles,

@ Red (21— im) Pra(tu— L) + L P 2 [H(%) B — K(@o) .
k=1 A=1

Le moment total s’obtiendra en ajoulant I'expression qui correspond
a la circulation nulle (voir chap. II), car la force de Joukowsky
n’intervient pas si I'on prend le moment par rapport au centre
du profil.

Calculé en un point O, fixe, le moment s’exprime par la dérivée
par rapport au temps

d 23+ ya

e R I'—(@o—iyo) (Al+Bm+Cw) ed—Ci(l —im) —nPw

+ (@o— iyo) e Y Ia(%a— 81) + X, e[ H(%e) H(To) — K (o)) -
h=1 k=1

En faisant les mémes conventions qu’au n® 3 du chapitre II, on
peut dire que la partie de la résultante cinétique du fluide provenant
de Iexistence des tourbillons vaut

n
ipzl‘k(CL— Ci)  (axes liés au profil),
k=1

tandis que le moment cinétique par rapport au centre du profil se
réduit a

— o ¥ e[ H (%) A(Te) — K(Lo)]-
A=1

Les efforts correspondants du fluide sur le profil s’en déduisent en
appliquant les théorémes généraux.

En résumé, il y a intérét a diviser les forces aérodynamiques en
trois groupes :

1° Forces indépendantes de la circulation (chap. II, n° 2);

2° Force de Joukowsky appliquée au centre du profil (chap. III,
n°® 2);
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3° Forces tourbillonnaires dont I'étude a fait 'objet du présent
paragraphe.

8. sillage stationnaire derriére un profil en translation. — Si le
profil est en translation, § = const. et si les tourbillons sont en
équilibre par rapport au profil,

T#(%s — ¢%) et® = const.,

ce qui donne dans la force une contribution tourbillonnaire nulle;
en particulier, si la translation est uniforme, la résistance est
toujours nulle, P'effort est toujours donné par la régle de Joukowsky
avec une valeur de la circulation qui dépend de la présence des
tourbillons.

Prenons, par exemple, un tourbillon en équilibre derriére un profil
en translation uniforme : le potentiel s’écrit
Z—%

logZ — ;—I; log %— .0= a2,

il
Z C,,

27

G(Z)—

T étant la circulation du tourbillon et Ty —T la circulation autour

du profil.
Le tourbillon sera en équilibre par rapport au profil si
————— [Py il Hp |
(9) {+ zm+zwa—-[H2+ i (——Hi)7]z=:

Nous aurons, de plus,

(10) (dG l—ro———l—t< . —L——>=o,

dZ )1—a 27ma 2z\a—( a—70

si le profil présente une pointe pour Z = a.

Les équations (g) et (10) montrent que le tourbillon doit étre situé
sur une courbe dont l'image, dans le plan du cercle, s’obtient en
¢liminant Ty et Ty entre les trois relations réelles données par ces
deux équations.

Si 'on désigne par ¢ 'affixe d’un point quelconque de cette courbe,
on en déduit Ty, Ty et, par les relations du n° 4, Pexpression des
efforts.

Pour un profil réduit au segment de droite

y=o, —2a LT L+ 2a,
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considéré comme n’ayant qu’une pointe (2a, O), on trouve les
résultats suivants :

L’image du tourbillon dans le plan du cercle doit étre située sur la
courbe d’équation polaire

1¢co5’0(r* — a?)? + m sin 0[(r* + a*) cosb — ar(r? + az')] =o0 (E=red),

tandis que les circulations sont données par

nm(12+ a?)?

To=
0 ar? cos®0

’

= nm(12— 2arcosb + a’)’ (1°+ 2arcosb + a”)
- ar®(r*— a? cos?0)

La circulation autour du profil

I'y—T=27nm [2a+

rcosh —a
m(""— 2a2r?cos20 + a")]

est toujours supérieure a celle de Joukowsky (1).
Les efforts se réduisent a la force de Joukowsky

Lo (L + im)
dont le moment par rapport au centre du profil vaut

2
4rpaim +T r— 2 ) (1cosd + msin0). *
e r

Remargque. — On peut retrouver une circulation égale a celle de
Joukowsky pour une position du tourbillon autre que

{=a,

il suffit de le prendre au point a (1 + ¢’—?_>

Enfin on remarquera qu'un mouvement de translation uniforme
peut étre & circulation nulle sans qu’il soit nécessaire que la vitesse
de translation soit paralltle au premier axe du profil. L'effort du
fluide sur ce dernier est alors différent de zéro.

(*) Pour un profil quelconque, 1l en est de méme et Pon peut déterminer la
position du tourbillon Ty en admettant la présence d’une deuxiéme pointe qui
introduit une quatriéme relation entre éléments réels.
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9. Cas d'un nombre infini de tourbillons. — Le potentiel s’écrit
alors
G(Z)— — Zl‘k log 7 2,‘ ¢ avec Lxlr= a2

et la vitesse devient
i X I 1
— = 91— — 1 ).
Mka(z_ck z_;',c>
=1

La fonction Gz ne fait pas de difficultés puisqu’elle est régulitre &
Pinfini; d’ailleurs | Z2 Gy | reste borné quand |Z| — .

La fonction de Z construite avec les tourbillons présentera un
point singulier essentiel provenant de ’accumulation de ces singula-
rités (si les ¢, s’accumulent a I'infini, les ¢ s'accumulent & V'origine);
il est indispensable, pour que le probléme ait physiquement un sens,
que l'introduction de ces points singuliers ne conduise pas a des
contradictions.

Nous sommes donc en présence d’un probléme analogue a celui
qui s’est présenté au moment de 'introduction d’un tourbillon isolé
dans le potentiel (début du présent chapitre), mais le probléme se
complique ici puisque la singularité qui résulte de 'accumulation des
tourbillons est essentielle.

Si pour mieux schématiser la réalité nous introduisons une telle
singularité, il est évident que nous ne pouvons, pour autant, aban-
donner complétement 'hypothese de vitesse nulle a Tinfini. Nous
supposerons donc que 'on peut entourer toutes les singularités de
courbes fermées et que dans le domaine limité par ces courbes et ne
contenant pas de tourbillons la vitesse tend vers zéro quand | Z | tend
vers linfini.

Pour qu’une telle condition soit remplie, il suffit que la série de

terme général
I I
n(rn - n)

soit uniformément convergente dans le domaine ainsi défini; comme

y il en sera de méme de

chacun de ses termes tend vers zéro avec IZ

sa somme.
Remarquons qu’il est possible de grouper plusieurs tourbillons et
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former une série de terme général

u—r<__‘___‘__)+ 4T ( L )
eI T I T e\ TS, T T,

Le domaine a considérer, qui ne contient aucun tourbillon, est
limité par des courbes fermées C,. n’ayant aucun point commun et
entourant chaque groupe de tourbillons. Si la série de terme
général u, est uniformément convergente dans ce domaine, la vitesse

1 .« .
tend encore vers zéro avec lz dans les mémes conditions.

Il est inutile, pour pouvoir généraliser les résultats obtenus pour
un nombre fini de tourbillons, de savoir comment la vitesse tend vers

zéro avec ‘—| nous supposerons que, comme pour 7 fini, le produit
. af
72 —~7 | reste fini dans le domaine considéré.

10. Calcul de la force et du moment. — Dans le calcul de la force
on trouve d’abord chap. I, n° 2

f(dz Hz

que I'on peut calculer de la maniére suivante :

On considérera un contour C' qui englobe (C) et les courbes C;,
Ca, ..., G, introduites au numéro précédent et qui laissent a I'exté-
rieur G4, ...; on aura alors

S () = eei B () 5

En passant a la limite, la deuxi®me intégrale tend vers zéro en
raison de ’hypothese faite sur la vitesse, de sorte que

df \"dL 5
‘/(;((—i—z—) ﬁ—i —'—ZTClkZRk.
=1

Pour calculer les intégrales

of
jc'zdf e J G
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nous remarquerons que les séries de termes généraux

( s L
; ot ot
VA v L\t %
et N\ T I,

\

ou celles qui les remplacent quand on groupe les tourbillons sont
uniformément convergentes sur (C); on peut donc intégrer ces séries
terme & terme et la contribution tourbillonnaire dans 'expression de
la force se réduit &

N d ,
lPZrkt—i—t(Ck— Ci)ed
k=1

si G, ne contient qu’un seul tourbillon.

Dans le cas o C, renferme p tourbillons, 'expression précédente
doit étre remplacée par

N 4
IPZE [(Celr— )+t I‘K+p(clu+p_ C,k+p)] etd.

A=1

Des calculs analogues montrent que la formule qui donne le
moment s’obtiendra en faisant tendre k vers l'infini dans I'expres-

sion (8) dun° 7.

CHAPITRE V.

LES TRAVAUX EXPERIMENTAU\ ET LES THEORIES APPROCHEES.

1. Etude d’une classe particuliére de mouvements non stationnaires
4 circulation constante. — Les mouvements a circulation constante
signalés au chapitre III (§ I, n° 4) ot fait Pobjet de vérifications
expérimentales au tunnel hydrodynamique de Saint-Cyr.

Les expériences qui ont été réalisées par I'Office National d'Etudes
et de Recherches Aéronautiques, étaient confiées a M. Werlé,
ingénieur de Recherches; elles ont montré :

a. que dans les mouvements étudiés la circulation reste bien
constante;

b. que cette circulation varie deés que I'on déregle la cinématique
qui assure une valeur constante a la circulation;
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c. que, par comparaison avec la translation uniforme (qui est le
plus simple des mouvements a circulation constante ), les mouvements
étudiés retardent les décollements.

La cinématique, utilisée pour la réalisation des mouvements était
basée sur la construction du premier axe a I'aide de ’hodographe du
mouvement de A (chap. III, § II, n° 2).

A décrivant une circonférence d’'un mouvement uniforme de vitesse
angulaire £, il suffisait d’engager le premier axe du profil AP dans

une glissiere P animée d'une rotation uniforme de méme vitesse
angulaire & pour obtenir les mouvements a circulation nulle. Le

TN
déphasage OA, IP était donné par sa tangente égale a

k—';(—)i (fig- 8)-

Pour obtenir un mouvement a circulation constante, il suffisait de
conserver le méme mouvement du point P et de mettre la glissiére a
une distance constante PQ du point P, 'axe de cette glissiere étant
perpendiculaire 3 PQ ( fig. 9).

Nous remarquerons enfin que dans le cas d’une circulation nulle,
AP enveloppe une conique dont les cercles lieu de A et de P sont
cercles focaux; la droite (A) menée par A perpendiculairement au
premier axe passe donc par un foyer F de la conique. Pour un mou-
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vement & circulation constante, (A) enveloppe une circonférence de
centre I et dont le rayon est proportionnel a la circulation. On
obtient ainsi un autre moyen de réaliser pratiquement les mouvements
en question.

Les mesures expérimentales ont montré que la cinématique précé-
dente conduisait bien a une circulation constante et que, de ce fait,
Ihypothese de Joukowsky (vitesse nulle a la pointe du profil)
était bien applicable 2 des mouvements non stationnaires.

-

~S———

Fig. o.

On déréglait enfin le mécanisme de circulation constante en
modifiant ¢ ou k et 'on observait alors des échappements tourbil-
lonnaires.

C’est, & notre connaissance, la seule vérification expérimentale de
I’hypothése de Joukowsky en mouvement non stationnaire; les vérifi-
cations que I'on a pu faire des formules Birnbaum (ou Kissner,
Ellenberger, etc.) concernant la vitesse critique d’un profil mince
étaient indirectes et portaient sur des théories approchées (voir

bibliographie [1], [5], [12], [13]-

9. Les mouvements a circulation constante et le vol de ’oiseau. —
Depuis bien longtemps on a cherché a imiter le vol de l'oiseau en
analysant le mouvement de ses ailes et en essayant de le reproduire.



6o G. COUCHET.

Marey (*) semble avoir poussé trés loin 'analyse photographique du
vol animal, mais ne parait pas en avoir tiré de lois simples, de sorte
que sa reproduction du vol s’est surtout limitée 4 une imitation.

Dans une étude parue dans le Bulletin de I’ Association technique
Maritime et Aéronautique de juin 1929, M. 'Ingénieur général Kahn
donne une base plus scientifique a ses travaux; il cherche les mouve-
ments périodiques d’une aile (allongement infini) dans lesquels la
résistance moyenne soit nulle. Il suppose d’abord l'incidence de
l'aile constante et, calculant les efforts aérodynamiques au moyen de
formules expérimentales, arrive a des conclusions en accord avec les
résultats de Marey.

Enfin par des considérations sur la reptation animale et la nage des
poissons, M. Kahn est conduit & proposer la construction d’un
appareil basé sur le principe suivant :

« Le principe de I'apparcil consiste & animer les surfaces d’un
mouvement périodique fermé par rapport au bati et d’orienter les
surfaces en chaque point de ce mouvement, de telle fagon qu’elles
soient paralleles & la tangente au mouvement de leur bord antérieur
par rapport au fluide, mouvement qui tient compte de I'entrainement
général de I'appareil. »

Comme exemple, M. Kahn donne une cinématique analogue a celle
de la figure 8, qui reproduirait des mouvements a circulation nulle si
la vitesse a l'infini, la vitesse de rotation et la position de la droite A
étaient celles qui se déduisent de la théorie des mouvements a circu-
lation constante exposée au chapitre ITI.

Personnellement, nous ne nous sommes jamais préoccupé du vol
animal; nous nous contenterons donc de signaler la similitude de la
loi d’incidence du vol de I'oiseau, obtenue expérimentalement par
Marey et de I'un des mouvements non stationnaires & circulation
constante qui font 'objet du paragraphe précédent.

La figure 10 (a) représente les variations d’incidence concernant
le vol d’'une buse (Marey); la figure 10(6) donne les mémes varia-
tions pour un mouvement & circulation constante convenablement
choisi (2) (trois battements par seconde dans un vent de 36 km/h).

() MaREY, Le vol des oiseaux, Paris, 18go, p. 119.

(?) Nous aurions pu choisir le mouvement a circulation constante de maniére a
obtenir une analogie presque compléte; c’est inutile puisque P’allongement de laile,
dans le cas (@), n’est pas infini.
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Comme le montrent les formules du chapitre 1II (§ II, n° 8), ces
derniers mouvements, qui sont évidemment périodiques, donnent
une résistance moyenne nulle et une portance proportionnelle a la
circulation. Signalons enfin qu'il existe une famille trés étendue de

7

Fig. 10.

mouvements & circulation constante donnant,  la fois, propulsion et
sustentation.

3. sillage de tourbillons pour des mouvements périodiques d’un
profil. — Considérons un profil animé d’'un mouvement dans lequel
l, m, 0 sont des fonclions périodiques du temps admettant la méme
période T. Supposons qu’il existe dans le fluide une suite infinie de
tourbillons, dont les images dans le plan du cercle (C) ont toujours
pour affixes £y, &2y ..., {n, ... ct dont les circulations se repro-
duisent périodiquement.

Désignons par Ty, Ty, ..., T, les intensités des tourbillons qui
naissent pendant chaque période et qui prennent la place de ceux
qui, nés pendant la période précédente, ont la méme circulation
qu’eux. A D'instant ¢, la contribution tourbillonnaire dans I'effort du
fluide sur le profil sera

N 4
lPZ Jt(U/‘ 310)7
h=1
avece

P
U =2rk+). (G —Chsn) et Cenlic 4= at.
A=1

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 135,
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L’effort moyen, pendant une période, s’écrira donc
yen, p ’

T im n+L,
L étant la partie de l'effort qui correspond a une circulation cons-
tante autour du profil et qui a été calculée au chapitre III (§ II, n° 8).

Il est & remarquer que la partie tourbillonnaire de I'effort est la
méme que celle que I'on obtiendrait en supposant la périodicité
acquise pour n trés grand et en faisant tendre ensuite n vers 'infini,
ce qui est bien en accord avec les conditions de convergence indi-
quées au n” 9 du chapitre IV.

Notons enfin que dans la limite précédente les tourbillons images

&
disparaissent puisque ¢, = g—tend vers zéro quand » augmente indé-
n

finiment. La partie tourbillonnaire de 'effort moyen se réduira
donc a

4. Cas particulier d’un sillage de tourbillons alternés derridre un
profil en translation uniforme. — Dans ce cas Uy ne comprend que
deux tourbillons d’intensités opposées et en prenant le premier axe
du profil paralléle  la vitesse de translation, on trouve pour I'effort
moyen

el ..
& Hm (Lo — %),
ny»»

Si nous admettons que la partie imaginaire de {n.41— . a une
limite 8, la résistance moyenne vaudra

(1) Plgls,

Cette limite ¢ existera, en particulier, si les traJectoxres des tour-
billons admettent des asymptotes paralléles au premier axe du profil,
car il en sera de méme, en raison des hypotheses faites sur la transfor-
mation conforme (chap. I, § II), pour les trajectoires de leurs images
dans le plan de la circonférence (C).

On voit que la formule précédente fait intervenir la forme de
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I'obstacle par l'intermédiaire de d; on peut avoir une idée de ce para-
metre en admettant que les tourbillons subissent la translation géné-
rale d&s qu'ils ont achevé leur formation.

Effectuons le calcul pour un cylindre circulaire que nous pouvons

. . . . +
supposer fixe en admettant que la vitesse a P'infini du fluide V est
opposée a la translation de l'obstacle.

\ Al N — S—
Y e ———) —_—)
A_J== '
) i
A |
! ]
H ! X
1 [}
1 1
i )
1 i
1 1
]
B i
! N — S
B‘ i  — L4
Fig. 11.

Désignons par A et B les points de l'obstacle ou se forment les
tourbillons (fig. 11) et posons
T
0), OA = ’21+e, 0X, OB =— ’Zi —.

La vitesse fluide aux points A et B est sensiblement 2V cos et
nous pouvons admettre que la formation des tourbillons est achevée
aprés un parcours de longueur / tel que

aVicosb =T,

qui améne les tourbillons en A’ ou B'.
On peut donc prendre pour 8 la longueur AA' qui vaut

r
2(acosh + Isinb)=2acosbt + -'—\-,|—tg0

et qui conduit & I'expression (*) de la résistance :

P[TF[ <2acose+—!-€—'—tg6)-

(') Dans ceite expression a désigne toujours le rayon du cercle (C) qui est ici
celui de Vobstacle envisagé et 6 dépend de la vitesse V.

5.
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5. Remarques. — a. Il est bon de noter que la formule (1) qui ne
comporte aucune approximation reste encore exacte méme si les
hypotheses faites sur la convergence des séries au n°9 du chapitre IV,
ne sont pas vérifiées. Il suffit, en effet, que

lim|zef, | =k  a> g (k, nombre fini),

quand | Z| augmente indéfiniment tout en restant dans un domaine
qui isole les tourbillons ou les groupes de tourbillons, pour que les
calculs faits dans I’évaluation de la force restent encore valables.

b. Les théories habituellement admises, pour le traitement d’'un
sillage de tourbillons alternés, introduisent des le début du calcul
un potentiel qui fait intervenir ce sillage d’une maniére approxima-
tive; toutes les transformations sont faites sur ce potentiel alors que
I'on peut trés bien, nous 'avons montré au chapitre IV, conserver
dans le calcul la position exacte des tourbillons et obtenir les efforts
sous une forme ou les singularités inconnues apparaissent sans
aucune approximation.

Il est a peine besoin de remarquer que dans les applications de ce
genre, ou le calcul rigoureux parait bien difficile, les approximations
doivent étre rejetées le plus loin possible et ne doivent surtout pas
servir de bases a de nouveaux développements théoriques (*).

Enfin ces théories ne tiennent pas assez compte de la liberté des
tourbillons; il est évident que I'introduction prématurée du sillage
approché le permet difficilement, mais cependant il faut noter que
c’est cette liberté des tourbillons qui permet d’obtenir les efforts
sans approximation et qui assure la disparition des termes en I'?
dans l'intégrale portant sur le carré de la vitesse complexe ().

(1) C’est ce qui se produt, en particulier, dans la longue théorie de Synge (Proc.
Roy. Irish Acad., t. 37, A, 1927, p. 95).

On utihise, dans cette théorie, un potentiel approché qui (en admettant méme le
sillage choist) est a peu prés valable pour les grandes valeurs de z; on y calcule

dz

utilisant toujours la méme forme approchée, c’est a dire en négligeant tous les
tourbillons 1mages destinés a tenir compte de 'obstacle; 1l n’est alors pas étonnant
que le résultat obtenu ne fasse pas intervenir la forme de cet obstacle.

(?) En particulier, an remarquera que, dans la théorie de Synge, si 'on admet le
potenticl utilisé et si 'on exprime, avec ce dernier, la liberté des tourbillons les

l’mtégra]ef(i-f) dz, qu figure dans leffort, par la méthode des résidus et en
c
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6. File tourbillonnaire continue. — Supposons d’abord que les
tourbillons soient distincts, les affixes des images de ces tourbillons
dans le plan de (C) etles intensités correspondantes étant a I'instant ¢

Ci(t), Ce(t), ey cn(t),...; Iy, Ty ..., I'yp

Si les tourbillons sont distribués sur une courbe, leur affixe est
fonction d’un parameétre w servant a la fois a fixer I'image sur la
courbe et a individualiser T'; ainsi la file tourbillonnaire image sera
caractérisée par deux fonctions

U(u), C(u,t).

Mais le nombre des tourbillons est devenu infiniment grand et la
circulation totale, autour du profil, doit rester finie : l'intensité
tourbillonnaire doit donc étre infiniment petite et nous la noterons
dTU(u), de sorte que la circulation autour du profil sera a I'instant ¢

[ldl‘(u),

si le parametre u choisi correspond a un tourbillon formé au temps
t=u (t = o marquant le début de I'échappement tourbillonnaire).
Dans ces conditions, le potentiel s’écrira

G(Z)———f log 75 0) ‘((‘; ’;))drw), tLl=a,

et la vitesse complexe vaudra

1 {dG ;i 1 I
E{d_/ ~i= lr=ws ——w t)]}‘"(“)'

En un point extérieur a la file tourbillonnaire, la vitesse précé-
dente est définie; en un point de la file, on calculera cette vitesse en
prenant l'intégrale au sens de Cauchy, ce qui reviendra a utiliser

termes en I'? disparaissent dans I'intégrale

S (&)

compte tenu du schéma tourbillonnaire admis.
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I’hypothése (7) du chapitre IV et donnera la condition pour que la
file tourbillonnaire soit libre (1).

Si le profil présente une pointe d’image Z = «, la condition de
Joukowsky donne en plus la condition

(2) (%)zza—%‘[t [a—gx(u, = a_cf(u’ t)-ldl‘(u)=o.

La partie tourbillonnaire des efforts s’écrira

(3) X+ iY, = ip%l’l[c(u, t)— ¢ (1, £)] €0 T (w),
%) M, = (Rp{(l——- im)j:t[tj(u, 1) — U (u, £)] 4T ()
+ %folx[g(u, t)]d[‘(u)}a
avec
K[t(w, )] = B[ (x, 1.0 0] —:* =

En opérant comme au n° 7 du chapitre IV, on pourra obtenir le
moment par rapport & un point fixe sous la forme d’une dérivée par
rapport au temps ot mettre en évidence la résultante cinétique et le
moment cinétique du fluide (2).

7. Les mouvements infiniment voisins de mouvements 4 circulation
constante d'un profil 4 pointe. — Les mouvements a circulation
constante I' sont caractérisés (nous I'avons vu au paragraphe II du
chapitre 1II) par
I
nTa

m—+ 0Q = = const.;

=

dans ce cas, le premier membre de I’équation (2) est identiquement
nul et il n’y a pas d’échappement tourbillonnaire.

Si l'expression m + »Q présente de petites variations avec le
temps, le mouvement comporte un sillage de tourbillons dont les
intensités restent petites ; nous désignerons ce mouvement par (M).

(1) Voir, G. CoucHET [4], chap. II1I.
(?) Voir, G. Coucher | 4], p. 15 et 18.
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Soit (Mo) un mouvement a circulation constante (parametres de
vitesse lo, mo, wo) dans lequel le profil considéré reste toujours
voisin du profil égal animé du mouvement (M).

Par des considérations que nous ne développerons pas ici (1),
nous avons été conduit & supposer que dans le cas od les paramétres
de vitesse I, m, » du mouvement (M) restent voisins de ceux de (M,)
les tourbillons suivent approximativement les particules fluides de
ce dernier mouvement pourvu que

d d d
Z— ) 7 (M — mao), 2 (@ — o)

restent aussi négligeablcs.

Nous avons appelé les mouvements (M) : infiniment voisins de
mouvements & circulation constante.

Les hypoth&ses introduites généralisent celles que Birnbaum,
Kussner, etc. avaient été conduits a faire en vue de la détermination
de la vitesse critique d’une aile mince. Les mouvements éludiés par
ces auteurs étaient infiniment voisins de la translation uniforme 3
circulation nulle.

Pour calculer les efforts aérodynamiques nous introduirons les
fonctions

l— 1=, m—nmy=yp, w—wy=a

qui restent, ainsi que leurs dérivées par rapport au temps, infini-
ment petites par rapport a l,, m,, ,.

Nous savons (chap. IV, n° 7) que la partie non tourbillonnaire de
la résultante générale des forces aérodynamiques s’écrit, en axes
fixes,

ip‘-j—lt[(xo+ £y0) I — (Al +Bm + Cw)eif]
ou encore, en axes liés au profil,

B—— +C

i . dl dm dw
i [(l+zm)[‘o—z(Al+Bm+Cw)w—(AE+ = E)]'

On peut toujours choisir (M,) pour que, a I'instant initial

A=p=a=o,

(1) G. CoucHET [3], p. 48.
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dans ces conditions
Fo= 41:a(m0+ on),

et Pexpression de la force deviendra

. . s dl, dn dw
ip [(lo+tmo)r‘o—z(Alo+Bmo+ Cwo)wo—<AT; + B -7:9+C—dt—°)]

+ip [(x-.- i)lo— i (Alo+ Bmg—+ Coxg)a
—Z(A)\+B}J.+Ca)wo——(A§il—i: +B§: + C%)]
+o[AX+ Bp + Cala.

Le premier crochet est 'expression de la résultante dans le mouve-
ment a circulation constante (M,), le deuxiéme crochet est infini-
ment petit du premier ordre, le troisitme crochet est infiniment
petit du deuxiéme ordre et sera négligé.

La partie non tourbillonnaire du moment résultant des forces
aérodynamiques par rapport au centre du profil se calculera de la
méme maniere en utilisant la formule du chapitre II (§II) et con-
duira 4 une décomposition analoguc a celle que nous venons de
trouver pour la résultante générale.

La partie tourbillonnaire des efforts proviendra des formules du
chapitre IV (n° 7) dans lesquelles ou supposera que les tourbillons
suivent les particules fluides du mouvement (M,).

Cette deuxie¢me partie des efforts nécessitera la détermination du
mouvement des particules fluides de (M,) défini par I'équation (*)

(l!‘:{(tc)=_(lo_ lmo)+l(1)oﬁ(_.c)+dGo 1 lro I

d7 B en{ W,
qui se déduit immédiatement du potentiel introduit au chapitre 111

(§1, n° 1), compte tenu du fait que d}‘li(f) est la vitesse absolue de la

particule fluide situé dans le plan du profil.
La condition de Joukowsky

permettra alors le calcul de T'(u).

(1) Go est le potentiel sans circulation construit avec lo, 720, Wo.
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8. Mouvements infiniment voisins de la translation uniforme a
circulation nulle. — Dans ce cas nous supposerons
lo=—V, m0=u)o=I'o=0,

les termes relatifs au mouvement (M,) disparaitront dans l’expresswn

de la force et nous ne conserverons que les termes du premier ordre
qui se réduisent &

. & dp  .da
z,[zAv—(Am-md ‘“‘dz)]

Soit A le point dont les coordonnées sont 2, o par rapport aux
axes liés au profil (fig. 12) et désignons par O,z I'axe fixe, parallele

S
a la translation V, et voisin du premier axe du profil; le point A

y (%
ax
%
0 :'h
\—— Ol I x,'
Fig. 1a.

aura, par rapport aux axes fixes, une ordonnée k& qui restera infini-
ment petite et nous pourrons écrirc

l=%sin0—VcosO, m=—lﬁc050+qu0-—9ﬂi,

dt dt
dh _dh b
)‘_msmﬂ .u—:l,—tcs()—Qd

Comme 0 reste petit pendant le mouvement, I'expression de la
force peut se réduire a

b Db Ay 0 07
[lAv— —B(d[2 +V(7?—Q—Jt—2>_cgﬁ]’

On obtient une expression analogue pour le moment, c’est-a-dire

dh db
linéaire par rapport & —z» = et leurs dérivées par rapport au temps.
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Comme derni¢re application des formules générales (n° 7 du
présent chapitre ), nous allons montrer comment les parties tourbil-
lonnaires des efforts, qui se prétent a la détermination de la vitesse
critique de l'aile comme celles qui figurent dans les théories de
Kiissner [12], Theodorsen [17], peuvent, comme ces derniéres,
s’exprimer i l'aide des fonctions cylindriques.

Les formules données par les auteurs précédents concernent un
profil réduit &4 un segment de droite; celles que nous allons donner,
un peu plus générales, font intervenir un coefficient d’épaisseur.

a. Définition du coefficient d’épaisseur. — Dans la transforma-
tion du chapitre I(§ II), 'argument de a, est toujours petit, ce qui
justifie le nom de « parametre d’épaisseur du profil » donné au petit
axe de l'ellipse obtenue en limitant la transformation a

O{a,

Z=Z+T’

nous désignerons ce paramétre par p et son expression sera

a+ a,
—_——

p=2——x

Si nous prenons p, comme infiniment petit principal nous aurons,
en nous limitant aux termes du premjer ordre les résultats suivants :

A~ zma’p, c't’,’N—éﬂ:a‘;p,
— 3
Q~a, P~oat(1—p), A+ A-—1=%1

a’p
JA =o, RB=2za’(2—p), RC=—S(z+1)

Nous obtiendrons une valeur approchée des efforts en utilisant les
résultats précédents dans le calcul des expressions obtenues aux
chapitres II (n° 2) et III (n°® 2) et au n° 7 du présent chapitre.

Les parties non tourbillonnaires se calculent sans difficulté (*), les

(1) On trouve, par exemple, pour la partie imaginaire de effort

Pg—21ca2(2—17)(h"+v0')+a3[41:—p(5_2"_‘ + g)]eng
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parties tourbillonnaires font intervenir le mouvement des singula-
rités, elles s’expriment a I'aide des intégrales

() io [ 5 e 0= G tw 0] ercu,
® —eV [ (8w O—V(x, H]dr(w)
Cd (H[C(u, O] H N An
& f a o e t)}‘"(“)’

qui figurent respectivement dans la force (*) et le moment par
rapport au centre du profil.

b. Les trajectoires tourbillonnaires. — Nous supposons que les
singularités tourbillonnaires suivent les particules fluides du mouve-
ment voisin (voir n° 7 du présent chapitre) qui est ici la translation
uniforme a circulation nulle. Dans ces conditions, on voit que tous
les tourbillons auront la méme trajectoire : la ligne de courant
passant par la pointe. L’image de cette trajectoire est, dans le plan
du cercle | Z| = a, I'axe réel de sorte que {(u, ¢) sera réel et

Le mouvement des tourbillons sera déterminé par I'équation
différentielle

— 2
Hy . H} dC=V(1—%> dt

que nous étudierons d’abord et qui exprime que la vitesse de la
particule fluide dérive du potentiel étudié au chapitre II.

Nous supposerons que le profil admet une pointe de rebroussement
(ce qui n’est pas une hypotheése restrictive, puisque nous ne devons

. . e e . a
retenir que son épaisseur), H) sera divisible par 1— 7 et nous

pourrons écrire
a a a’— a; a’—aa—2as
H’,,:(l—i>(1+i+ 7+ 7 +>

(1) Le terme en & qui figure dans la formule compléte disparait en raison des
approximations admises aux n° 7 et 8 du présent chapitre.
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et, par conséquent, en déduire

H'z.l—i'z=(1—-%> [1+‘2—Zl—t+%§+%‘f—-+...-|

que nous écrirons aussi
B —, _ _ g\ > E\ g -pa'l .
HZ.HZ_<1 Z) (1+Z)(1+Z+ 7T+ )

En posant {=1a, I'équation horaire du mouvement des lour-
billons s’écrira

th=a<1— )1)(1+ ;\ -+ % +...)d7‘,

N

et pourra se metire sous la forme

A\ 1 S | 1 1 v
(7) ?‘(t—u)=1+i—2+_p(———+27‘,4—5):;‘,‘()\)

X

\

en remarquant que, pour ¢ = u (époque a laquelle le tourbillon se
détache de la pointe), A =1.
Un calcul analogue nous fournira

HQ) @) = (2 —pla+ LUL) 4 P2,

et

2 3 Ay _pat  »—p
g af
n—t

de sorte que

® ﬂ@éﬂ_‘c—)_ii_—"=c—z+<r—£>a_ at

¢. La condution de Joukowsky. — Elle exprime que la vitesse
fluide & la pointe du profil est finie; elle se traduit par P’équation
intégrale (10) (chap. IV, n° 8) qui prend ici la forme

I \
U, ) +a
(9) 47:a(m+wQ)-——£ E((u:tﬁd[‘(u)=o,
cette équation s’écrit aussi

L,
fmalm + wO)—[ M

<, {(u, t)_a?(u)du='o
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‘ en pOS&Dt

ar
Zu = o(u):

Dans I'étude de la vitesse critique d’une aile, on est conduil pour %
el 0 & des expressions de la forme

h = ho ewt’ = eo ewt,

de sorte que nous chercherons des solutions de I'équation inté-
grale (9) ayant la méme forme

9(t) = goevi.

Dans ce qui suit, ko, 0y, 9o sont des constantes qui peuvent étre
imaginaires.

La solution physiquement acceptable de (g) étant la partie réelle
de o, il suffira d’écrire

4xa(zvko+V00 ?of C(u, t)_aclv(u—-t)du=07

0((% e”‘o) =o,

dra(ivhe—+ Vi)
I ! 2a

o C(u: t)— a

de sorte que

elv—t) du

‘Cette derniére expression fait intervenir une intégrale qui, trans-
formée par (7) ot { = Aa, devient

ez v f(h)

~— (=frd)

et prend la forme

® etvfia) ,
2 [ e Srdx
quand la limite L devient infinie, c’est-a-dire quand le régime est
établi.

Remplacant f(1) parsa valeur, on obtient

~y

I 1 1
R SR E ]k vk O
1

h—1
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soit, en se bornant aux termes du premier ordre en p
%i1va

2a - I I p iva_[1 I 1 I
f [i*ﬁ*ﬂ zvp<'"x_=_ﬁ+ﬁ)]d)"

Soit encore

%a{n+n+pn-%ﬂn—n—n+nﬂ
en posant
_Hy 1
° by

2va e
(10) =k e j._Tf—ﬁ=nmy

1

La valeur de ¢(¢) sera

anV2 (iho 2—k;) -+ 00) eivt

K
iik -+ e"[T1+ Tot pTy— l—{;—(Ti— To— T+ T‘)]

ou

dt
'l% -+ elk[Ti-l- T»-l—pT:;— —(T1 —Te— T3+ TL)]

21:V<—h +V0>

.

d. Les intégrales qui figurent dans la partie tourbillonnaire
des efforts. — La partie utile de la résultante génerale fait intervenir

lpf[ (u, t)— ‘:;(u, t)]cp(u)du

a pour limite V quand ¢ augmente indéfiniment; aussi, pour

o8 (u, ¢)
at
que l'intégrale garde un sens dans ce cas-la, nous I'écrirons sous la

forme

lpf [dr(u, t)_%;_vg+a] (u)du+pr

qui deviendra, en utilisant l’équation intégrale (9) et la rela-
tion {¢' — a?,

ipV[M:a(g}; +V0)—~I‘o]+ipj:(§' + L‘;—: Z—E —VE:Z)«F(u)du.

qP(u)a'u
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Le changement de variable

t—u=r,
qui, d’apr?s la relation (7), donne

n_
ot di'

permet d’écrire notre résultat sous la forme

sz[Ana(% +V0>—- I‘.;|+ ipft—lnl-a(l—i-%z-)-—v——-‘_—— %] e(t—r)d\’
L]

En utilisant le changement de variable (7), nous aurons

sz[4xa< h+V0)—I‘o]+zpf [ (1+ ) V)i—il-fx] [e—f(N)]dh,

soit, en faisant tendre L vers U'infini aprés avoir remplacé ¢ et f par
les expressions (10) et (7),

ipV[ziua(%’-: +V0)—l‘o]
© L A+-1—9+p —-‘+_{-+1
+i9el"’a<po[ [—72—-)£<1+;>]e v[ A ( hoew z)]dl

X
1

ou enfin, en se limitant au premier ordre en p et en utilisant les
relations (10)

ipV[dﬂ:d(%’—: +V6)—I‘o]

dh T1+ —(T1+T3)—_(T1_2T2+T3)
—4rmapiV (—— +Ve

=
% -+ T,+T,+pT3—- ——(Tl—— Tz—'rs-.-'r.)

L’intégrale figurant dans le moment par rapport au centre du
profil s’écrit, en utilisant (8),

dipf (C+ c=> qP(u)du—pr (C————)q(u)du

Les transformations utilisées pour réduire la partie tourbillonnaire
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de la force nous donnent successivement

p:/o‘l_t.[a’<).+ )—;)——-Va()\— %);‘;—;]y(z—ndx,
p[L [oﬂ()\ + %)—Va(l - %)g—;]?['t—f(),)]d).,

“T2 1 1 1 1 e
wam%l‘[X_P<i“ﬁﬁ‘X?+TO]e4UMd%

soit, en se limitant au premier ordre en p aprés avoir remplacé ¢,
par sa valeur,

pk
Jh 2Ty — p(Ty— Ty— T3+ T)— l—’i—(Tl—zTH- T4)
pa’ etk 21:V(—— +V0> - .
dt l_‘lz‘ +elk[T1+ To+pT3—"l";4_k(T1——T2—T3+ T;)]

e. Introduction des fonctions cylindriqgues. — On peut 'calculer
les fonctions T, (k) connaissant T, (k) et Ty (&), il suffit de remarquer
que

Trt1(k)=Tp—[(n—1)Tr— e—ik]%,
et comme
Ty(k)=—ZH3(k),

etk

k

Ta(k) = — THI(A),
les T, (k) s’expriment par des fonctions de Hankel du paramétre 4.
On remarquera, en particulier, que

27 etk

k

4Ts— ik(Ty— To— T3+ T;) = 2Ty = — = H](A).
Nous mentionnerons en terminant que, pour p = o (profil réduit
2 un segment de droite), on trouve pour les deux expressions (5), (6)
4naipv<% + V0) H—;H—;‘_’—_gé&—z’
4na29V(?—1It—l +V0> .HL'{HTE-—(z%' .
Ces résultats sont bien en accord avec ceux qu’obtiennent les

auteurs qui traitent directement le profil réduit a un segment de
droite.
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