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LES METHODES

D’APPROXIMATION VARIATIONNELLES

DANS LA THEORIE DES COLLISIONS ATOMIQUES

ET DANS LA PHYSIQUE
DES PILES NUCLEAIRES

Par MM. T.KAHAN, G. RIDEAU
et P. ROUSSOPOULOS.

CHAPITRE 1.

LE PROBLEME DES COLLISIONS EN MECANIQUE ONDULATOIRE.

1. Introduction. — Ces derniéres années ont vu apparaitre des
méthodes d’approximation variationnelles nouvelles et puissantes
pour l'étude des collisions atomiques, des réacteurs nucléaires et
de la diffraction des ondes brogliennes, électromagnétiques et
sonores. En effet, I'impossibilité ou l'on se trouve habituellement de
résoudre de manidre rigoureuse les équations différentielles attachées
a des problemes de diffusion, nucléaires ou autres, a amené divers
auteurs a proposer des méthodes de résolution approchées a I'aide de
principes variationnels, d’aspect et de structure fort différents. L’objet
du présent ouvrage est de présenter un exposé cohérent et clair de
ces diverses méthodes dont 'importance va sans cesse en augmentant.
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2. Le probléme de collision en mécanique ondulatoire. — En
mécanique classique, pour calculer la probabilit¢ de choc dans
Iintervalle de temps d¢ entre deux particules sphériques de
diamétre a, on considére un cylindre ayant pour base ma? et une
hauteur égale 4 la distance dz = ¢ dt parcourue par une particule
pendant dt. La probabilité de choc est alors égale a la probabilité
qu’a le centre de I'autre particule de se trouver dans ce volume cylin-
drique. Exprimée moyennant la densité des particules p, cette
probabilité est

(1) dP = pra2v dt.

En toute rigueur, cette formule n’est valable que pour des inter-
valles de temps dt assez brefs pour que dP soit petit. La probabilité
qu'une particule soit diffusée lorsqu’elle traverse une épaisseur
donnée de matitre dz, s’exprime d’habitude moyennant la « section
efficace de choc ». Remarquons d’abord que chaque particule
choquée offre a la particule incidente une aire de cible de ¢ = ma?.
Cette aire de cible est précisément la section droite du volume
cylindrique dans lequel le choc a lieu, vu dans la direction de
mouvement du pinceau incident.

Si I'on a affaire & un échantillon contenant de nombreuses
molécules, 'aire de cible totale sera la somme des sections des
molécules individuelles tant qu’il n’y a pas d’interférence entre
les particules incidentes et que celles-ci sont assez éloignées les
unes des autres pour que le processus de choc n’intéresse qu’une
seule molécule a la fois. Une feuille de substance assez mince
d’aire S et d’¢paisseur dz, contenant pS dz molécules, offrira donc
une aire de cible efficace égale a pSodz. La fraction de l'aire

totale S qui est « interceptée » par les molécules de la substance

est alors Pasd Y — poda.

La probabilité qu’une particule incidente subisse un choc est
précisément égale a cette fraction. Ainsi

(2) dP = oo dz = pov dt.

Ceci est égal & (1) si o =ma*. L'équation (2) fondamentale peut

ainsi s’écri‘re ap _ gy
at — P
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Elle relie la probabilit¢ de diffusion dP par unité de temps
(dt =1) a la section efficace (de choc)o.

Comment se présente le probléme de choc en Mécanique quan-
tique ? Nous allons considérer I'impact d’une particule de masse m
sur un centre diffuseur tel qu'un atome ou un noyau en supposant
ce centre assez lourd pour ne pas subir de recul, en nous bornant
aux chocs élastiques. On peut alors représenter schématiquement
le centre diffuseur par un champ de force dérivant d’un potentiel V (r)
de symétrie sphérique, r étant la distance comptée a partir du
centre. Soit donc un pinceau de particules incidentes représenté
par une onde broglienne progressive plane. Une partie de cette onde
incidente sera déviée et, a partir de l'intensité de I'onde diffusée, on
calculera la probabilité de diffusion. L’onde incidente sera décrite
par la fonction d’onde

(3) 4, = ¢, exp (il?,.?):exp(il?o.?),

si 'on suppose ,=1. Lorsque I'onde incidente pénétre dans le
champ diffuseur, il se produit une onde diffusée ¢(r), la fonction
d’onde complete sera dés lors

(%) 4 = exp (il?o.?)+v(r).

Comme le pinceau incident et le pinceau diffusé sont station-
naires, les probabilités deviennent indépendantes du temps et

I'onde compléte aura pour expression (7i = i)
27

(5) W=tdexp (— %)=[exx)(i'z-?)+‘)(r)]ew (— l%)

Si le potentiel V(r) tend vers zéro lorsque 7 — oo, E est I'énergie
cinétique du pinceau incident

E= P _ kR
T aom  a2m

L’équation de Schrédinger correspondante a pour expression
(6) an=(£—l+v>¢=m.
Comme <2£% —E) exp(il?o.?> =o,

) (& —8) o ==V [exp(ik.F) + o] == v(r 4,

2m
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soit

(8) (;ﬁ%“ E)o(r)=V§= Vexp(iko.F) + Vo).

Comme V(r)—o, r—w, les particules tendent vers un mouvement
libre (V=o0) lorsque r—o . Comme l'onde incidente est déja

> .
représentée par exp (z’ko.?), v(r) représente seulement le pinceau
émergent (c’est-a-dire divergent a partir du centre). La fonction ¢(r)
doit donc tendre asymptotiquement vers

(9) v<r>+f<e>°"‘°“"”

0 étant Pangle polaire autour de la direction incidente prise pour
axe polaire. La fonction f(0) est appelée « amplitude de diffusion ».
Pour obtenir la section efficace de choc, calculons d’abord la
densité de flux statistique incident (nombre de particules par
centimetre carré par seconde). Celle-ci a pour expression (1)

b= I pgrvp— gy = 2

n

Pour I'onde diffusée, le flux etant dirigé radialement, on a
> hk 7
AL

En intégrant la densité de flux sz sur une sphére S de rayon r,
le flux total (densité de flux >< S) de I'onde diffusée sera a travers S

T
frzsddsz:“""f |£()]2 s b @b,
s mJy

dQ = ‘f? étant I'élément d’angle solide. Le rapport du flux total
r

diffusé a la densité de flux s,= %k de I'onde plane incidente est par

(*) On peut encore dire que la densité de probabilité P,=(¢.)*=1. La densite
de flux est alors

Feko

Po=¢p=—.
m
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définition, la section efficace de l'obstacle

sqredQ
f" 4]

(10) 6= . =2z T%ol

|f(0)|2 sin 6 do,

avec |k|=|k,| dans notre hypothése du choc élastique. Pour
trouver g, il faut donc résoudre I'équation différentielle (7) pour
v(r — ). La solution a pour expression

lklr r|
(1) o(ry =57 [V ur R
"—7"
> > > 7
Pourr—»oo,[r——rl|g — T
2T Mm 1kr ,
(12) f_g.:):—%— er e—thA.i V{r')y(r')dr.

>
Or le vecteur £’ qui pointe dans la direction de 'onde émergente

est égal a kn; par conséquent

anm ekr

(13) on>— 505 = [ EEVE yrar.

Cela conduit, en vertu de (g), a

(14) F(O)=—2Z2 [k V() 4(r)dr
et, partant, &
(15) c1=]f(e)|z=<2’””> lfe—'k’”V(r)qJ(r)dr’l

L’équation (11) est une équation intégrale dont la solution
satisfait & I'équation d’onde avec les conditions aux limites correctes.

> > . .
Comme 4 = e "+ ¢(r), il vient

axm Leklr—rl

(16) v(r)=——,—ﬂ— o(r') 75— V(r)dr
F—r

2xm (" etk|7—7| N g

—1_12— 0e -—?:—’%——V(r )dr.

Quelle est la signification physique de (11)? Remarquons pour le
voir que ¢(r) peut se concevoir comme la partie de la fonction
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d’onde due au potentiel diffuseur. ¢(r), par ailleurs, est une inté-

ol >
grale renfermant E{P_[‘il’_—_Ll].

> >
r—r
Or c’est précisément une onde sphérique issue du point r', avec
une longueur d’onde A = 2% Chaque onde sphérique apparait donc

pondérée par le facteur amplitude V(') ¢ (r'). En d’autres termes,
chaque point de I'espace fournit une contribution égale au produit
du potentiel en ce point par la fonction d’onde ¢(r'), $(r') étant
I'onde totale, renfermant toutes les contributions dues aux ondes
diffusées aussi bien qu’a 'onde incidente. Cette image correspond
a la diffraction de Fresnel en Optique. De méme, la forme asympto-

X

tique (13) de 'onde montre que l'onde émergente, se propageant

T
(fig. 1) dans la direction n est la somme d'un ensemble de vague-
lettes issues des points r'. Chaque point fournit une ampli-

tude V(r') §(r') et la phase varie suivant le facteur exp [—- ik (7? r?l)]
Cette image correspond exactement a la diffraction de Frauenhofer
en Optique, c’est-a-dire a la diffraction aux grandes distances.
Rappelons a cet effet que 'on calcule le systeme de diffraction d’un
réseau en Optique en prenant une onde proportionnelle a 'amplitude
d’onde existant sur le réseau et en superposant les contributions de
chaque portion avec une phase

exp [—- zk(%r%)] = exp [— ¢kz sing],

CFa g . .
ou 7 la direction d’observation et z la coordonnée mesurée le long du
réseau.

Les équations (13) et (14) peuvent étre considérées comme
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I'expression rigoureuse du principe d’'Huyghens pour les ondes
brogliennes.

3. L’approximation de Born. — L’approximation de Born (approxi-
mations ‘successives) s’applique lorsque V est petit. Si, en effet,
V est assez petit, le terme en V(r') o(r’) figurant au second membre
de (16) est du second ordre (¢ étant déja du premier ordre),
donc négligeable. Cela revient a remplacer ¢ par l'onde inci-

dente : §,= exp[ (ko r >], ce qui est légitime lorsque I'onde diffusée
est petite comparée a 'onde incidente. Lorsqu’on porte cette approxi-
mation dans (16), on obtient

Ll -—-r'l
(17) S ALG wyede? ST ay

I'—I"

et pour r'<<r[V(r') tendant vers zéro lorsque r'— o, toutes les
contributions a cette intégrale viennent donc de valeurs bornées
de r']

(18) Sf(8)y=2— 2zznfel(lz'_1?)"zV(r')dr'
et
(19) cr(ﬂ):—z<2"m Ife"""V(r yar [

> > > » ) ..
avec K = ko—k (). ko est le vecteur de module k& qui a la direction

(1) Lorsque Fatome diffuseur a une masse M comparable & m, il suffit de

remplacer m par p. = j pour se ramener aux phénoménes “ayant lieu dans

m+ M
le référentiel barycentrique de la particule incidente (m) et de la particule
choquée (M). Si E, est l'énergie initiale de la particule incidente, M étant au
repos initialement, Pénergie associée au mouvement relatif sera

m mM

= ()2
Mxm* ’

E= m+M

v étant la vitesse relative. L’équation (8) peut donc se concevoir comme décrivant

le choc d’une particule de masse . lm_in, de vitesse initiale ¢ et d’énergie cinétique

mM

—_— 2

I
Ta2m+ M

avec un potentiel immobile V(r), r étant le vecteur distance d’une particule fictive

Mo 2t centre (origine) du potentiel diffuseur.
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>
du pinceau incident (axe polaire) et k est un vecteur du méme
module k qui a la direction de I'angle polaire 0 au point ol 'ampli-

. . . 0 .. .
tude de diffusion est mesurée : [K|=2ksinz- Sa signification

physique est que 7K est I'impulsion cédée par la particule incidente
au potentiel diffuseur durant la collision. Si I'on effectue ainsi une
analyse par intégrale de Fourier du potentiel diffuseur en ondes
sphériques harmoniques, il résulte de (18) que 'amplitude de diffu-
sion dans une direction particuliére est proportionnelle a la compo-
sante de Fourier du potentiel diffuseur correspondant & la variation
d’impulsion de la particule pendant le choc.

4. Théorie rigoureuse des déphasages. — Le pinceau incident
sera représenté comme précédemment, par une onde plane dont le

> . . .
vecteur 7 sera la distance entre le centre diffuseur M et le projectile m :

7> . . . >
exp (l/f r) = exp(tkz), 'axe z étant choisi parallele a £,

mM
m—+M

St <Y

>
k= 7.

SHE

L’onde plane est développable en fonctions sphériques harmo-
niques (!) (formule de Lord Rayleigh). Pour kr>1,

(20) exp(ikz) k—‘/fi Vol—1it+t { exp[—i(kr_ lg)]
=0

—exp[+i(kr— l;“)] }Y?(ﬂ).

Chaque composante est la superposition d'une onde sphérique
incidente et d’une onde sphérique émergente d’égale intensité
(premier et second terme de l'accolade).

Si une onde broglienne de cetie forme frappe le centre diffuseur
(atome ou noyau), cette superposition est modifiée de deux maniéres :

1° l'intensité de I'onde sphérique émergente se trouve réduite du

(') L. e Broeuk, De la Mécanique ondulatoire & la théorie des noyau, t. 111,
p. 21. Paris, Hermann, 1946.
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fait de I'absorption des particules (dans notre choc élastique, cet effet
est nul);
2° la phase de 'onde émergente est modifiée.

Les deux effets donnent lieu a4 une onde diflusée car 'onde émer-
gente n’est plus capable d’interférer avec l'onde incidente pour
redonner l'expression (20). Ainsi, aprés le choc, la fonction d’onde
réelle ¢, au lieu d’avoir la forme asymptotique (20) aura pour
expression

(21) Y>> -ic—-\/fi\/zl+xil+zi exp[ (kr—%)]
=0
_szexp[ (lcr—l?)-l}Yl 0)Y= {4, + da,

ou le nombre ¢ traduit la modification subie, du fait du choc, par
I'onde émergente de moment cinétique {. Comme pour une collision
élastique l'intensité de I'onde sphérique émergente doit égaler celle
de 'onde sphérique incidente || =1.

On pourra donc poser : ¢;== exp (2¢9;), d; étant le déphasage subi
par onde sphérique émergente du fait du choc. L'onde diffusée ¢4
est la différence entre 'onde réelle (21) et 'onde incidente

(22) Vo=, — = b— exp(ikz)

= i—f 2 V2l +1i+t[1—exp(2i8;)]

1=0
> [expt(/rr—-— I= )} Y2 (0).

La section efficace de diffusion s’obtient en divisant le flux total S4
(nombre total de particules diffusées par seconde), par la densité de
flux s des projectiles (nombre de projectiles par centimeétre carré par
seconde). Entourons, pour calculer Sy, le centre diffuseur par une
grande sphere de rayon r et égalons S, au flux de Uy & travers cette

sphere
(23) Sy= (*Pd Ha _ d dq’“’) r2 s 0 do dd,

I'intégrale étant étendue a la sphere. En vertu des conditions d’ortho-
normalité des Y], on obtient

(24) Sd=‘—)k—7;Z(zl+1)|1—exp(2i81)|*.

=0
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La valeur de la densité de flux est d’autre part (d’aprés la page 4)
Sa=v, de sorte que la section efficace de diffusion sera

@
T

(25) 6= %2(2l+1) sin2 8;.

=0

Ainsi le probleme de la collision se trouve ramené au calcul des
déphasages d; dont 'importance dans cette théorie est majeure. Ces
déphasages sont définis de la fagon suivante. Dans le champ radial
du centre diffuseur, l'onde broglienne doit satisfaire a I'équation
d’onde

(26) Lo A+ E=V( =0,
soit
(27) (A+[E—UM]y=0, avec U(r)=22Y1.

En raison de la symétrie cylindrique du phénomeéne, ¢ est dévelop-
pable de la maniére suivante :

(28) W(r, 6)=2a1P1(c050)L1(r),
l=0

P; étant un polynome de Legendre et L;(r) devra étre solution de
I'équation
d dL i

(20) %E‘(I‘Zd_rl)-i-[k?—U(r)— rjl)]Ll=07
comme on le vérifie par substitution dans (27). Le théoréme de Fuchs
montre alors que pour chaque valeur de /, il y a une seule solution L,
de (29) qui soit réguliere et finie a I'origine.

Or la solution de (29) a pour expression asymptotique

(30) Li(r)rs»—> zl; sin (kr— l; -+ al>,

.. . I g,
a condition que U(r) tende vers zéro plus rapidement que -. L'équa-

tion (30) définit §;. On est ainsi ramené a la solution d’une équation
différentielle de type (29) comportant une fonction potentielle U(r)
d’expression généralement fort compliquée et que l'on ne sait pas
résoudre de maniére rigoureuse. On concoit dés lors le role éminent
que sont appelées & jouer dans ce genre de problemes les méthodes
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d’approximation variationnelles dont il va étre question dans les
chapitres suivants.

Comment se présentent en effet les choses, dans la physique des
collisions ? Dans l'interprétation des données de diffusion nucléaires
I'on a été amené a procéder suivant le schéma.

Potentiel nucléaire
théorique V(r)

Section efficace
expérimentale
|

Dé
éphasages -
3

(31)

Les déphasages d constituaient donc bien le terrain ou se rencon-
traient théorie et expérience. L’analyse par méthodes variationnelles
procédera par contre suivant le schéma

Section efficace , Pa-rarf)etres Potentiel
Déphasages variationnels -
(32) de choc - - . théorique
expérimentale 2 (fonctions V(¢)
d’essai)

Ici donc le terrain de rencontre entre théorie et expérience n’est
plus les déphasages 0 eux-mémes, mais bien les parameétres varia-
tionnels impliqués par les déphasages. Cela simplifie le travail
numeérique, car seul un petit nombre de parameétres doit étre calculé
pour chaque choix fait pour I'énergie potentielle V(r), au lieu d’avoir
4 évaluer un grand nombre de déphasages ;.

On peut parvenir de la sorte a une intelligence qualilative de ces
parametres de fagon a prévoir la différence dans les propriétés de
diffusion de divers points de potentiel par exemple. Le schéma (32)
permet également de fournir un critére pour l'ajustement optimum
aux données : on ajuste une forme fonctionnelle bien définie aux
déphasages de maniére 4 pouvoir déterminer les parametres et les
erreurs commises par la méthode des moindres carrés,

CHAPITRE I1.

METHODES VARIATIONNELLES OU THEORIE QUANTIQUE DES COLLISIONS.
VARIATIONS SUR UN THEME FONDAMENTAL.

1. Introduction. — Le principe des méthodes variationnelles qui
font I'objet de ce chapitre remonte & un travail de Volterra de
I'année 1884 [14]. Il a été amené a cette méthode en étudiant le
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probléme de I'équilibre de T'électricité sur la calotte d'une surface
conductrice de révolution, soumise a 'induction de corps non conduc-
teur disposés symétriquement par rapport a 'axe de révolution. Ge
probléme appartient & une classe de problémes qui se raménent au
suivant : trouver une fonction ¢(z) sommable telle que

(1) f= [ o@ Kz, )ds  (o2z<a)
0

ou f(z) et K(z, ¢) sont des fonctions connues, cette derniere étant
une fonction de  sommable.

Supposons la fonction K (z, t) symétrique par rapport a z et ¢, et
JS(z) intégrable; alors.le probleme précédent se réduit a cet autre :
déterminer ¢(¢) de maniére que la variation premiére de

) el=; [ [ s@e0K, dzdi— [ f(2)9(@)dz

soit nulle; un probléme de ce genre se réduit dans bien des cas a
celui de la détermination des maxima et minima de J. En fait, en
appliquant le calcul des variations, il vient

aJ=§/0‘/o‘ 59(2) 9(2)K(a, t)di di
+§ff 89 ()9 (s)K (z, t)Sxdt—f F(8) B9 (2)dt

=foaaq>(t)[fonq>(x)1<(x, t)dx——f(t)J de,

et pour que 8J = o, il faudra avoir

(3) [ e(2)K(z, tyde —f(t)=o,
o
c. Q. F. D.

On peut étendre la méthode de Volterra de la fagon suivante.
Considérons l'expression

@ Itel=[ [k 3D dsde+ [Ta(s)pds—2 [3(5) f() s,
D

ot K (s, ¢) est une fonction symétrique continue des variables s, et ¢
dans le pavé D(a<s<b, a<t<b), f(s) est une fonction
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continue donnée de s (une onde incidente dans un probleme de
diffusion, par exemple) et ¢(s) la fonction continue recherchée
(onde diffusée), toutes les intégrales étant prises sur D, et recher-
chons la valeur extrémale de (4) (!). Posons a cet effet comme opé-
rateur intégral H correspondant au noyau K (s, ¢)

(5) H= | K(s,#)! }ds
[ y 01}
et mettons (4) sous la forme

4" I[e]l= (9, Ho)+ (9, ) —2(%, f),
d’ou
8) = 2(8p, Ho) + 2(39, 9) — 2(39, f) = 2(3%, Ho — ¢ — /).

La condition d’extremum 6J = o fournit P'équation d’Euler de
I’équation intégrale (4)

() ?(0)=/—Hy=/(1)— [K(s, t)3()ds,
soit
(6 p=(-+H)yf

I'opérateur 1 + H étant supposé posséder un inverse.
La valeur extrémale de J sera dés lors

Je=J[(1+H)1f]1=((1+H)' £, H(1+ H)"1f)
—((1+ )~ f, (1+H)t f)—2((1+ H)Lf, f).

On est alors tout naturellement conduit a une fonctionnelle ana-
logue a (4), mais ou le facteur de normalisation ne jouera pas. On y
parvient immédiatement en divisant les deux premiers termes du
second membre de (4) par le carré du troisidme terme et I’on obtient

S K, 0 )90y dsde— [To(o))rds
DD

[. [ q»(s)f(s)als]z

—_ (& He)—(e,9) (3 He—9)
(¢, /)? (9, /)

(7 Iel=—

(1) On peut aisément généraliser pour un damaine & plusieurs dimensions.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N® 134, 2
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Comme (7) est maintenant « homogéne » en ¢, normons ¢ en
imposant

(8) (9 /)=1,
11 vient dés lors, en vertu de (7) et (8),
8 =2(3, Hp—9), (39,/)=0,

d’ot I'équation d’Euler de notre probléme (7)

9 () = mo—fnms, £)9(s) ds,

soit
e =A1+ H)1f.

€9)

(A = multiplicateur de Lagrange).
La valeur extrémale de (7) sera donc

(10) Je[(1+ H=1) f]1= ((1 + H)~1f, f).

Ceci établi, on proctde, comme on le verra par la suite dans un
probleéme de collision ou de diffusion de la fagcon suivante. On com-
mence par mettre le probleéme sous la forme de solution d’une équa-
tion différentielle avec conditions aux limites pour transformer
ensuite cette formulation en une équation intégrale a l'aide d'une
fonction de Green. J. Schwinger a mis en ceuvre a ce propos une
méthode variationnelle qui raméne la solution de I'équation intégrale
a la solution d’un probléme variationnel. Or dJ = o (7) traduit pré-
cisément la méthode de Schwinger. Il suffit, en effet, pour retrouver
I'équation de cet auteur, de poser a titre de cas particulier de (4) ou
(7) : [s1 V(r) est le potentiel d'interaction dans un choix de nombre
quantique azimutal S = o]

p=Vu, k=1 \V sinkr = f,

pour que k cotgn [avec u(r) ~ sin(kr +u), r-»w] soit caractérisé
par la valeur extrémale de la fonctionnelle J[¢] de (7), avec

K(r, ) =VV(r) G, ) YV (),
G (r, r') étant la fonction de Green attachée au probléme en question.

2. Position générale d’un probleme de diffusion. — Dans le
chapitre précédent nous avons étudié¢ quel genre de problémes s’est
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jusqu’ici posé la théorie quantique des collisions et quelles ont été
les méthodes de résolution couramment employées. Nous verrons
maintenant quelles contributions les méthodes variationnelles
peuvent apporter a cette théorie et quels avantages elles peuvent
présenter.

En prenant pour fil conducteur un important Mémoire de
MM. Schwinger et Lippmann | t] sur ce sujet, nous commencerons
par poser dans loute sa généralité un probleme de collision de la
Mécanique quantique. Nous considérons donc un systéme S, suscep-
tible, dans certaines conditions, de se décomposer en deux systémes
partiels S; etS,, d’hamiltoniens particuliers H} et H; respectivement,
et constituant les deux syst®mes devant entrer en collision sous
I'action d’un hamiltonien d’interaction H. Nous supposons ainsi,
implicitement, la possibilité par H de ne pas toujours entrer en jeu,
ou, tout au moins, de pouvoir étre complétement négligé dans
certaines circonstances; on doit noter que cette possibilité est essen-
tielle a notre probléme de collision car si nous ne pouvions jamais
négliger H au cours de l'évolution temporelle de S, il n'y aurait
aucun moment de son histoire ou I'expérimentation pourrait y indi-
vidualiser deux syst®mes partiels ayant, par exemple, des énergies,
ou des quantités de mouvement, bien définies, et donc, aucun
moment ou I’on pourrait parler de collisions entre ces systémes.

Cela étant, nous poserons comme suit notre probléme :

A un instant initial, que nous supposerons étre ¢t = — o, S; et S,
sont, chacun, dans des états bien définis, représentés par des fonc-
tions d’onde vérifiant leurs équations de Schrédinger respectives. En
posant qu’alors I'interaction H est sans influence sur les évolutions
de S, et S, la fonction d’onde de S sera le produit des fonctions
de S; et S;. Mais & un certain moment de I'évolution temporelle
de S, et S,, I'interaction H entrera en jeu et déterminera la collision.
A T'instant final ¢ =+ o, nous effectuerons les mesures, la fonction
d’onde de S étant de nouveau un produit des fonctions d’ondes
de S, et S, par suite de la cessation de l'interaction de H apres la
collision.

Nous allons maintenant préciser cet énoncé par quelques remarques
supplémentaires :

1° La non-intervention de H aux temps £ =z est nécessaire
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d’aprés ce qui a été dit plus haut, car & ces instants sont précisés
deux ensembles de grandeurs attachés respectivement aux deux
systémes distincts Sy, Sa. L’action constante de H aurait pour effet
de rendre impossible une telle distinction.

2° Il peut sembler peu physique de prendre ¢—=-+ o comme
instants initial et final respectivement. Mais, en fait, les fonctions
d’onde initiales de S; et S., qui expriment la fagon particuliére
dont a été effectuée la préparation des systemes en vue de I'expérience
de collision, sont telles que cette interaction ne modifiera les évolu-
tions temporelles de S, et Sy qu’a partir d'un certain instant T. Pour
rendre ceci plus clair, nous pouvons envisager le cas d’'une expérience
de collision entre deux nucléons. On sait que, par suite du court
rayon d’action des forces nucléaires, ces deux particules doivent étre
suffisamment proches I'une de l'autre pour interagir. Aussi une
manidre de préparer le systéme sera-t-elle de localiser initialement
chacune des particules dans des trains d’onde convenablement
éloignés 'un de I'autre. Chacun de ces trains d’onde se déplacera en
bloc suivant sa vitesse moyenne et 'on congoit qu’avec un choix
favorable des directions de propagation, ces trains d’onde se rencon-
treront & un cerlain moment qui sera alors celui ou commencera
la collision.

La méme fagon de voir vaut pour le choix de l'instant final
4t = oo. En fait, les conditions aux limites imposées aux systemes S,
et S, par I'expérience de mesure entraineront la fin du processus de
collision a certain instant T, fonction de ces conditions mémes.
Ainsi, si, dans l'exemple précédent, nous mesurons les déviations
angulaires dues a la collision, nous disposerons d’une couche de
compteurs & particules tels que deux quelconques d’entre eux soient
séparés par une distance supérieure ala portée des forces nucléaires.
Nos particules sont alors assujetties a se localiser dans ces compteurs,
évidemment sous forme de trains d’onde dont les directions de propa-
gation ferait entre elles un angle suffisant pour que les interactions
nucléaires entre les particules aient cessé avant leur arrivée sur la
couche de compteurs.

3° On voit donc que la forme des fonctions d’'onde initiales
pour S, et S; ne serait pas, généralement, des fonctions propres
de Hj et Hj respectivement, mais des combinaisons linéaires de ces
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fonctions propres exprimant la préparation spéciale de S, et S,.
Quant aux fonctions d’onde finales que nous devrons envisager, ce
seront d’autres combinaisons linéaires de fonctions propres expri-
mant, maintenant, les conditions aux limites du processus de mesure.
Ce qui vient d’étre dit fait soupgonner les difficultés de calcul de
telles combinaisons lin¢aires et la quasi-impossibilité de leur défini-
tion précise. Aussi a-t-on recours a l'artifice de 'application adiaba-
tique de H. On suppose que H est une fonction du temps a variations
assez lentes et s’annulant pour ¢ = == . Comme généralement H est
par lui-méme indépendant du temps, on réalise cette application
adiabatique en introduisant en facteur de H, une fonction f(¢) que
nous appellerons fonction d’affaiblissement et dont un exemple bien
connu est exp[—e|¢|] (¢ positif), mais nous développerons les
calculs sans prendre a priori une forme quelconque pour f(¢).

3. Les formules de base. — L’hypoth&se d’application adiabatique
de H permet de prendre comme vecteurs représentatifs de S, et S,
a ¢t == o les fonctions propres de H, que nous noterons ®, et, dés
lors, les quantités qui nous intéresseront sont les probabilités de
transition |[®,, U(+ ©)]|* ou, ce qui revient au méme, les ampli-
tudes de transition [ ®,, ¢(+ =« )], quantités résultant le plus direc-
tement des équations.

L’évolution du systéme est gouvernée par I'équation de Schrodinger

rG)

= [Ho+ Hf ()] ®(¢)  (Ho=H} +H}),

®(¢) étant la fonction d’onde.

L’inconvénient de cette équation est de m¢langer les variations du
vecteur d’état ®(¢) liées a I'action de 'hamiltonien libre avec celles
liées a I'action du potentiel perturbateur. Or ce sont ces derniéres
seules qui sont importantes pour nous. D’ou I'intérét d’une repré-
sentation ou le nouveau vecteur d’état n’évoluerait que par I'entrée
en jeu de la perturbation. Cette représentation est la représentation
d’interaction. Elle s’obtient de fagon aisée en effectuant sur ®(¢) une
transformation canonique al’aide de 'opérateur unitaire exp (— ¢Ho £).
H, disparait alors, comme il était demandé, et il reste & résoudr

M) _
R {OLT0)
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équation d’évolution de la fonction d’onde Y(¢) du systéme S, + S,,
écrite en représentation d’interaction [Schwinger et Lippmann] et en

posant
H'(¢) = exp ({Ho?) f(¢) H exp (— iHot).

On peut aussi bien écrire 'équation précédente sous forme d’équa-
tion intégrale du type de Fredholm en introduisant I'échelon
unité Y (¢) de Heaviside. Il vient alors

(11) w>=¢(—w>—if”Yu—t')H'(tW(t')dt'-

—w

Nous ne préciserons pas plus pour le moment la quantité ¢ (— ),
ce dont nous verrons ultérieurement I’avantage.

Si maintenant nous notons I'+(¢, ¢') le noyau résolvant de (1),
nous aurons la solution de (1) sous la forme [ Goursat |

(12) q,(t)={1_if e, t’)dt’}qa(——oo).

D’apres le calcul méme qui définit T+ (¢, ¢'), nous pouvons poser
(¢, t')y= G+(¢, t')H'(¢)
et, ’apres les deux équations intégrales vérifiées par I'~ (¢, ¢') (cf.[2]),

on trouve pour déterminer G*+(¢, t')

GH(t, ') =Y (t—1')— szY(t_t") H (&) G+(¢", ) dF’,

(13) v
GH(t, )= Y(t—z’)——zf de'GH(t, OYH (&) Y (£— t').

Les quantités que nous voulons connaitre sont les
8= [Pp, y(+ = )] =[P, 4 (— = )] — if (@, G+ (0, #) H' () §(— )] de

en utilisant (12). Mais, d’apres (13),

o “+®
f G+(oo,t’)H'(t’)dt’=f H(¢)GH(t, —w)de
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et nous pouvons écrire

(14) Sgr=[Pg $(— =)] — i[Pg H¥+(Ep)],
avec
(15)  W+(E) =f exp [i2(E —Ho)]f () G+(f, — ) b (—w)dt,
le résultat (14) s'obtenant de fagon immédiate quand on remonte a
Pexpression de H'(¢) donnée plus haut.

La détermination des amplitudes de transition est donc mainte-
nant ramenée au calcul de W+(E) et nous allons montrer que cette
quantité est régie par une équation intégrale. En effet, introduisons les

représentationsde Fourier de /() etde exp (— iH, £) G+ (¢, — 0 ) ¢ (—<c)
sous la forme

16) fo= [ ewep(—iznds, o= [ fWexplrndt;

exp(—iHot)G+(t, —0)(— )= EIT\: "’ my‘*‘(t) exp (—itt)dt,
(17) . -
Y"'('r):] exp (— iHot) G+(t, — o ) Y(— o ) exp (it¢) dt.
En portant dans la derniére équation (17) l'équation intégrale
déduite de (13) pour G+(¢, — ) il vient

Y+r(T) =f wexpit(':— Ho)¢(—=)dt

—if+wdtf+wdt”Y(t—t”)exp(i'ct)
< exp[—iHo(t— )] f(¢)Hexp(—iHot) GH(¥, — o0 )Y(— =),

ce qui donne, apres le changement de variables t —¢'=u, ¢'=vo, et
en posant

o (z)= 2—11;] du exp (iuzx),
0

Y+(t) =2n8(v — Ho) ¢(— o ) —27id (v — Ho) HY¥+(1).

Comme avec les relations (6) et (7), ¥+(E) peut s’écrire

(18) B =5 [ eE—0)r(a)ds,
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on obtient pour W+ (E) I'équation intégrale
(19)  WH(E)=9(E—Ho)y(—=)

-—if-MqJ(E— E') 5., (E'— Ho) HE+(E)dE' (1).

Il sera utile pour P’écriture uliérieure de principes variationnels,
d’introduire le probléme inverse du précédent, savoir la déduction
de ¢ (— o) a partir de la connaissance de ¢ (—+ ). La quantité que
nous voudrons connaitre sera S;,= (®,, ¢(— o)) et par un calcul
tout analogue a celui qui vient d’étre effectué, on montrera que Sj,
est donné par

(20) Sar= (Pu W(+ ©)) + i(Pa, H¥—(Eq)),

la fonction W—(E) vérifiant ’équation intégrale

—+»
(21) IIf—(E)=q>(E—Ho)qf(+oo)+if ¢ (E—E')3, (Hy— E)HW—(E')dE".

—x

Jusqu’a présent nous n’avons soumis la fonction f () qu'a la condi-
tion d’étre nulle 3 £t =+ o et de varier suffisamment lentement.
Nous avons vu, qu’en fait, elle est une facon de représenter en
quelque sorte la moyenne a chaque instant des perturbations exté-
rieures s’exercant sur le systéme en collision et ainsi répercutées sur
la constante de couplage. On congoit que, durant la majeure partie de
Pexpérience, cette constante de couplage — charge ¢lectrique, charge
mésique, ou autre — prenne sa pleine valeur, cette derniére n’étant
sensiblement modifiée qu'au début ou a la fin de Dexpérience,
moments o, par ses mesures, ’observateur intervient de facon effec-
tive. Ici, nous avons pris d’emblée un intervalle d’expérimentation
infini, si bien que I'on peut considérer que pour toute valeur finie

(1) Remarque. — Les équations (13) permettent d’écrire
-+ o
1 ——if G+(t, t)H' () dt' = G+(t, —w)
— ]

et il résulte alors de (12) que
$(£)=G*(¢, —o)§(—w).

G+(t, — ) est donc Popérateur d’évolution du systéme, G+( 0, — o ) n’étant pas
autre chose que la matrice S de Heisenberg.
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de ¢, la fonction f(¢) est trés proche de 1'unité. Cette condition sera
au mieux réalisée en faisant dépendre fv¢) d’un parametre ¢ telle
que f(¢, ¢) tende vers I'unité pour toute valeur finie de ¢ quand ¢
tend vers zéro. Les solutions de (19) et (21) dépendront de ce para-
metre ¢ que nous ferons disparaitre en faisant finalement tendre &
vers zéro. On peut remarquer que l'emploi d’une telle méthode
revient 4 abandonner tout essai de description d’une situation
physique réelle. Mais on peut ajouter que la considération de la colli-
sion abstraite a laquelle nous sommes ainsi conduits serait justifiée
si I'on pouvait montrer la continuité uniforme du passage a la
limite ¢ — o puisque cela reviendrait a montrer que 'on peut trouver
un probléme concret aussi proche que I'on veut du probléme acadé-
mique calcule. Malheureusement, I'impossibilité de résoudre exacte-
ment (19) et (21) quelles que soient les valeurs de ¢, dans la plupart
des cas pratiques interdit une telle démonstration pour le présent et
nous devrons nous contenter de 'admettre sans autres preuves.

Ces réserves faites, nous pouvons effectuer directement sur les
équations (19) et (21) le passage & la limite ¢ — 0. D’aprés ce qui
vient d’étre dit sur f(¢), il est manifeste que ¢(7) tendra vers 274 (7)
(au sens fonctionnel des distributions de Schwarz) de sorte que (20)
et (22) deviennent

(22) W+(E)=2m3(E — Hy) $(— ) — 278, (E — Ho) HF+(E),
(23) W—(E)=273(E — Hy) ¥(+ o ) + 278, (Hy— E) H¥—(E).

Si nous exprimons ¢(— o) et Y(+ ) suivant le systéme des
fonctions propres de Hy supposé complet, nous aurons

Y(—w)= [@(E)C*—(E)dE, qa(+oo)=ftb(E)C—(E)dE,

car dans les cas pratiques le spectre de H, est un spectre continu.
En portant dans (22), 'on a a écrire :

¥+(E)=22C+(E)®(E) — 27i8, (E — Hy) HU+(E)
et si 'on pose
— W+(B) = C+(E) WL,

"t sera déterminée par

(24) ¥ =dg+2nid, (E— H,) HFL.
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De méme, on introduira U"; vérifiant
(25) W§ = &g+ 2705, (Ho— E) HUE.

et & partir de ces deux nouvelles quantités, nous introduirons les
éléments de matrice,

(26) Tie= (P, H¥Y), Tir= (P, H¥),

les quantités cherchées S, et Sy, s’écrivant des lors
q Br
Sgy=C+H(Eg){1—2niTig, Sz:=C(Ey){1+2xiTEs, }-

C’est a la détermination de ces T+ et T~ que nous aurons &
appliquer des méthodes variationnelles ().

4. Les principes variationnels utilisés. — Nous donnerons ici les
formes générales des principes variationnels que nous utiliserons
constamment par la suite. De telles formes générales ont été
proposées par les auteurs [ Kahan et Rideau] dans le cas particulier
des opérateurs symétriques. Nous donnerons ici la généralisation
qui en a été faite par M. Roussopoulos.

1° Considérons un opérateur linéaire L et ’équation
(27) L} =o,
avec sa transposée hermitique

(28) L*'® =o.

Nous allons montrer que la quantit¢ = f ®"L{/dr, nulle

quand @', ¢/ viennent coincider avec les solutions @ et ¢ de (28)
et (27) respectivement ne differe de zéro que par des termes infini-
ment petits du second ordre quand @' et {' différent de ® et ¢ par

(1) Les quantités W'+, Y-, T+. T- sont les mémes que celles introduites dans
Particle de Schwinger et Lippmann. La dérivation que nous en donnons ici nous
semble préférable, Vintroduction de trains d’onde pour ¢(—0 ) et $(—+ o) évitant
de recourir a une division par &(E — Hy), implicite dans larticle précité ou ne sont
utilisées que des ondes monochromatiques, division dont la signification et méme la
définition sont pour le moins incertaines. Signalons aussi qu'appliquées au cas parti-
culier f(¢) = exp(—e|¢]|) les équations (19) et (21) fourniraient les formes exactes
d’équations incorrectes chez Schwinger et Lippmann.
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des infiniment petits du premier ordre. Posons, en effet,

= o 4 30, V=1 + 3¢,
I1 vient alors

3 =f(aq>)*Lq,dr+f¢*Laq,dr

La premiére intégrale est nulle par (27). Quant a la seconde, elle
peut s’écrire
fQ*LBq;d-::[faVL*@d-:]':

en appliquant la définition du transposé hermitique d’un opérateur
et I’équation (28).
Le cas plus compliqué o § et @ sont solutions de
(29) Ly =/,
(30) L'd=g

se raméne au précédent en posant
V=¢—(L1)f, P=¢—(L)y
¥ et @ vérifiant maintenant des équations du type (27) et (28).

En développant les calculs et en tenant compte de la définition du
transposé hermitique, il vient

(31) jﬂiﬁit>=v. s.U"qwfdz+f¢'g'dr—f¢'*L¢dc},

la notation V. S. signifient que la quantité au premier membre est la
valeur stationnaire de la fonctionnelle du second membre.

Les formules précédentes se simplifient quand L est un opérateur
hermitique, car nous aurons a considérer comme équations

L'-Pi =f1, L".'2=f2

(31) s’écrivant dans ce cas

IFEZEN

(32) f¢fd/=vs gfq;;f;d:-,-fq; o =—f4, Lq;ldr
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Nous pouvons remarquer que le principe variationnel (31)
contient comme cas particulier le principe variationnel pour opéra-
teurs symétriques déja donné par les auteurs [Kahan et Rideau]. Ce
principe s’écrivait

19247
(33) f:’:idt>=v. S.U“dw; m+fdnp; ?2-—_[[11%1,4“},

¢, et ¢, étant des formes approchées de ¢y, §2 solution des équations
(34) Lit=91, L=y

L étant un opérateur symélirique, donc tel que

fngdt:fgLfd‘c.

Nous montrerons aisément que (33) est identique a (31) en envi-
sageant L sous forme d’un opérateur intégral

(35) Lo =fL(r, ) (v dv'.

On concoit intuitivement la possibilité d’une telle expression pour
les opérateurs habituels de la Mécanique quantique qui sont, soit
déja des opérateurs intégraux, soit des combinaisons de dérivées de
divers ordres qu’il suffit alors de remplacer par des opérateurs inté-
graux dont les noyaux sont des dérivés de divers ordres de la fonc-
tion 0 de Dirac. En fait le caractére d’opérateur intégral des opéra-
teurs de la Mécanique quantique est exprimé par sa forme de
Mécanique des matrices et la formule (35) n’est pas autre chose que
I'application de cette derniére quand les fonctions de base choisies
sont celles qui rendent diagonales les opérateurs coordonnées du
systtme. Ceci étant dit, on déduira aisément que le noyau propre au

transposé hermitique de L sera f dd{ } L'(7, 7), et que le noyau

d’un opérateur symétrique sera lui-méme une fonction symétrique
de 7 et 7. Dés lors, la deuxiéme équation (34) qui s’écrit

S L D) ar = 0x(5) = [[ L, D) ()
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pourra se meitre sous la forme
[ nuErLE = uer,

ce qui permet de conclure que, dans le cas des opérateurs symé-
triques, les deux équations

Lyo=19s, L*¢;=093

soit équivalentes (L* notant le transposé hermitique de L).
Il suffit maintenant d’écrire le principe variationnel (31) en
partant du couple d’équations

Lis=r91, L'Yi=r¢;

pour retrouver le principe variationnel (33).

2° Comme il est bien connu, I'inconvénient des principes varia-
tionnels de la forme (31) ou (32) est de fournir une approximation
dépendant de la normalisation particuliére adoptée pour les fonctions
d’essai. De plus, appliqués a la Mécanique quantique, ils fournissent
une méthode de calcul qui ne differe pas essentiellement du calcul
des perturbations dont on sait, par ailleurs, les difficultés. Aussi
donnerons-nous maintenant un principe variationnel général, exten-
sion du principe Ritz-Rayleigh (*) qui, dans son application 2 la

(1) Rappelons briévement ce qu’est le principe de Ritz-Rayleigh, renvoyant pour
les détails a Courant Hilbert, Methoden des matematischen Physik, ou a
Schwinger. Le probléme posé est celui de la détermmation de la plus petite
valeur propre de A¢ = AB¢, ou A, B sont des opérateurs hermitiques définis

1
positifs. En utilisant cette derniére hypothése, on peut poser @ = B2 ¢, de sorte
que nous sommes ramenés i

-1
F)

ro|=

B TAB Id =)@,

le probléme de valeur propre le plus simple possible. On vérifie aisément

R 1 - . -
que A'= B~ 2AB” 2 est encore un opérateur hermitique défini positif.
On peut alors démontrer que

v < (B A®)
) = v- S' W'
En effet
@A) 1 g ) (50, A'D)+ (B, A'SD)] — [(5D, D) + (B, 50)] (B, A'®)}

@, 9 (2,2

(P, A'D)

et en tenant compte de ce que A'® = AP donne A = (%, 9)

pour les solutions
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Mécanique quantique, échappe aux objections précédentes. Un cas

particulier a déja été étudié de facon détaillée par Schwinger, Blatt ’
et Jackson et utilisé pour la détermination des déphasages dans un

champ de forces centrales.

Considérons donc de nouveaun des équations de la forme
(36) Li=3;, L'®=n0,,

la quantité que nous voulons calculer étant
Cg=J ¢s b dt =j 91 &% dx,
on peut alors récrire les équations (36) sous la forme

Ly =g [ w(0)ei (N4 ds,

37) Lo
L'd = E‘] 9a(7) p3() B(%') I,

les opérateurs intégraux du second membre étant bien conjugués

hermitiques d’apreés ce qui a été dit plus haut.

Sous cette forme (37), la détermination de -é— est ramenée a la
2

résolution d’un probléme de valeurs propres généralisées auquel
peut évidemment s’appliquer le principe de Ritz-Rayleigh, tout au
moins d’un point de vue formel, car le fait que les opérateurs inter-
venant dans (37) ne sont plus obligatoirement définis positifs nous
oblige a renoncer aux développements classiques sur la convergence
de la méthode.

Nous obtiendrons donc

) LY ds
(38) ~=V.S.

e (e

exactes @, on trouve aprés utilisation de I’hermiticité, une premiére variation nulle.
On doit noter que dans cette démonstration, aucun usage n’a été fait du caractére
d’opérateur défini positif de A'. Ceci n’entre en jeu que dans la suite de démonstra-
tions permettant de conclure & la convergence du procédé vers la plus basse valeur
propre du procédé.
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qui pour le cas particulier de CLI et pour L hermitique s’écrit

VALY dr
(39) I _v.s. f

C 2
1 ‘fq"l*?idt

car dans ce cas la deuxiéme équation (36) étant L® = ¢,, on doit
prendre ®'=4¢'. C’est un principe de la forme (39) qu’ont utilisé
Schwinger, Blatt et Jackson dans le calcul des déphasages, 'opé-
rateur L étant alors un opérateur intégral symétrique réel, donc
hermitique.

3° Nous avons pu associer au méme type d’équations deux formes
de principes variationnels (31) et (38), sensiblement différents, pour
le calcul de la méme quantité. Aussi peut-on se demander si les
principes (31) et (38) sont les deux seuls que 'on peut associer a
des équations du type (29), (30) ou si, ou contraire, il serait possible
d’en trouver un plus grand nombre. C’est cette deuxidme partie de
Palternative qui se trouve réalisée.

En effet, posons

a=ftl>*fd-:, §=ffl>"an’dt, *{=fq.a’g*dt

et considérons une fonction analytique F(a, 8, y) a laquelle nous
imposons d’étre stationnaire vis-a-vis des variations de @' et ¢/ autour
des solutions exactes de (29) et (30) et de se réduire a la valeur
correcte de & quand @' et {/ coincident avec ces solutions exactes.

I1 suffit pour cela d’imposer la condition F (a, «, a) = «, quel que
soit o, mais ceci entraine

JOF (2, a,a)  OF(a, a,a) JF(a, a,a)
P

et en tenant compte de 68 =dx + dv, la condition de stationnarité
donne, les variations da, oy étant arbitraires,

JF(a, a,a) OJF(a,a,a) JF(a,a,a) 0F(a,a, a)
9 T 9B o @
d’ou résulte
oF (a, a, a) _dF(a, a,a) OJF(a,a, ) .
do - Jdp - Y -
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Mais F étant supposé analytique, il existe, au moins, une
valeur o de «, 3, 1 autour de laquelle elle est développable en série
de Taylor. En portant les développements obtenus dans les derniéres
équations écrites, on obtient des relations entre les divers coefficients
de la série telles qu’'un arbitraire illimité subsiste dans le choix de
ces coefficients.

Le résultat est tout autre si nous cherchons un principe variation-
nel F(«, 8, v) indépendant des normes particulieres des fonctions
d’essai Y/ et @', Si, en effet, la norme de @' est multiplié par A, celle
de {/ par ¥, « est changé en A, y en 'y et 8 en22'B. L’indépendance
vis-d-vis de la norme entraine que soit vérifiée quels que soient A
et} ‘

F(da, W, M'y)=F(a, B, 7).

.o . . . - I I . .
Choisissons en particnlier ¥'= -, A =, il vient

F(a, 8, v)=F (1, a—f;, x>

et F(a, 3, v) doit étre une fonction de la seule quantité % et la condi-

tion que F(«, 3, y) = « quand « = 8 = y conduit a prendre
F(a, {3’ Y)= % )

c’est-a-dire le principe (38). On voit donc que ce principe se distingue
particulierement de I’ensemble de tous les autres possibles [Rideau],
ce qui, sans doute, a fait son intérét et sa réussite.

5. Principes variationnels généraux dela théorie des collisions. —
En écrivant sous différentes formes convenablement adaptées les
équations fondamentales du paragraphe 3, nous allons pouvoir
déduire tout un ensemble de principes variationnels applicables
spécifiquement a la théorie des collisions. Ces principes ont déja
été énoncés par Schwinger, Schwinger et Lippmann, Goldberger,
mais sans aulre justification qu’une simple vérification.

Avant de passer a la déduction de ces princpes, quelques adjonc-
tions doivent étre apportées aux formules du paragraphe 3. En effet,
nous devons tenir compte de la dégénérescence habituelle des niveaux
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d’énergies qui fait que nous devrons noter une fonction propre a
'aide d’un indice supplémentaire et écrire @ au lieu de @, simple-

ment. On devra avoir

¢(+oo)=dedsC+(E, &) dre, Y(—w)= ['dEdec—(E, £) By

On introduira alors des quantités W}, Wy, vérifiant

(24") W= Wi — 27\'1'8+(E—'H0)Hw€e,
(25) Wie = Pre + 2788+ (— E + Ho) HUY,

¢+(E) s’exprimant par
o2 (E) = [ deCr(E, €)W
et une formule similaire pour ¢~ (E).
Enfin on introduira des quantités Ty, . et Tg ¢ . par
(26") Thexe= (Pwe, HPE), Trere= (Ppe, HWke)
et 'on devra écrire
St = [Dge, Y(+0)] = C+(Eye) —27i f Tiye,pe C+(Ey, €) d¥/,

avec une formule similaire pour S . ..

Bien entendu, dans ces formules, 'indice & représente en fait ’en-
semble des valeurs propres des opérateurs commutant avec H, et qu’il
est nécessaire d’introduire pour définir sans indéterminations les
fonctions propres de Hy.

1° Nous pouvons écrire (24')
(40) . LT, = g,

aprés avoir posé
Li=1-+ 273, (E— Ho) H.

Quant a I’équation (15') ou nous remplagons ¢ par ¢, elle devient
" apres introduction de ¥, = HW¥y,,,
(41) L ®ge, = H Dy,
car, de par la définition méme, 3, (H,—E) est conjugué hermitique
de 8, (E—H,), donc 1—2ni/H 3, (H°—E) est conjugué hermitique

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 134, 3
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de 1+ 273, (E—H,) H. Nos équations (40) et (41) sont maintenant
strictement analogues a (29) et (30), avec W}, pour ¢, ¥, pour @,
@, pour f, H®,,, pour g. L’application de (31)’est alors immédiate
et donne un premier principe variationnel

(4 ) { l:s, ke \— V.S. { ((I)Iel’ H‘FEES)‘ -+ (q)lll’-n HWIE,)
(T, l-.s,)'/ — (Wke,, HW:,) — 27i (WEe,, H3 (E—Ho) H¥Y:,),

c’est-a-dire le principe variationnel proposé par Schwinger et
Lippmann et dont la présente méthode de déduction est due a
M. Roussopoulos.

Un autre principe variationnel sera obtenu en partant des équa-
tions intégrales déterminant les quantités Ty pe et Tie . Ces
équations résultent de (24’) et (25') par multiplication .a gauche
par H et produit scalaire avec @y, .. Si, de plus, a la place de Ty, e
onintroduit e e= 0+ (E'—E) T(. . ., il viendra

Th e g, = (B¢ |H|Ee,>—oani(E'¢’|H|E"e"> 5. (E—E") Tiver b,
(43) @ ere,=CEe |H|Eex >3, (E'—E)
+omid (B — E)(E'e' | H|E"e">S T ke,

la répétition des lettres doublement primées indiquant une intégra-
tion sur les variables qu’elles représentent.
La premilre équation intégrale (43) a pour noyau

—o2ni{E'¢|H|E"¢">8,.(E — E)

et d’aprés ce qui a été vu au paragraphe 3, le transposé hermitique
de VPopérateur intégral correspondant a pour noyau

ami[{E'¢ | H|E'¢ S8, (E—EN =2xid E'¢' | H| E"e"> 8, (E'—E),

d’aprés I'hermiticité de H et la définition de 8., soit le noyau inté-
gral de la seconde équation (43). Nous sommes donc ramenés a des
équations du type (29) et (30) avec Tt... i, pour ¢, i ¢ e, pour @,
(E'¢|H|Ee; > pour f, (E'¢'|H|Ee; >0, (E'—E) pour g et pour
opérateur L un opérateur intégral de noyau

B(E—E')3(e'— &) +ani{ E'e’) | H|E"e">8, (E —E").

On peut alors appliquer le principe variationnel (31), qui, dans le
cas des solutions exactes donnera la valeur de

(Ees|H|E'¢ Y8, (E—F)Ti e pe,= CE'¢' | H| Ee; Y8, (E — E) Te's, xey
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Mais, d’apreés

CEe |H|EE>8,(E—E)The pe, = — 2<Es, |H|E&s >— Tie, re, (s

ani

I
f
(E¢|H|Ee >34 (E— E)Tie ke, = 2_7‘U {Ees |H|Egs > — The, ke, %,

d’ou il résulte pour finir (¢f. Goldberger [8]

, T;?e,,Ea.\= V.S {<Eey|H|Egs >+ 27i T, ke, 3+ (B — E') Tiier ke,
Teuey, 2% Teeke 8n(E—E)(E¢|H|E& )
(44) —2ni{Be |H|Ee S8, (E—E) T e,
) — 4§72 T o ke, 84+ (E— E')

< {E'e|H|E€>8.(E—E)Tifepc, s

avec la convention que la répétition d’une variable primée indique
une intégration sur cette variable.

Nous pouvons faire une estimation rapide et qualitative de la
valeur relative des principes variationnels (42) et (44) en prenant
comme fonctions d’essai la premieére approximation fournie par les
équations (24') et (25') d’un coté, les équations (43) de l'autre. On
obtient alors par (42) la seconde approximation de Born, tandis
que (44) donne en plus les termes de la troisiéme. Mais si (54) semble
fournir une méthode de calcul supérieur, il faut remarquer qu’il est
d’un maniement plus lourd que (42), de sorte qu’en I'absence de
méthodes d’itération et de toute preuve de convergence, la valeur
pratique de (42) et (44) parait équivalente.

2° Doublant les principes variationnels précédents, nous donne-
rons maintenant des principes indépendants de la norme et résultant
de (38), et, pour cela, nous aurons a mettre nos équations sous une
forme analogue a (37), ce qui se fera aisément en introduisant encore

@ = HW;.. Il viendra alors
: I+ 27ci'6+(E —_— Ho)H ; w;:s+
\ = [Tfa—,nu- ]_l f @i+ () [ HPge- (/)] Wi+ (') d7,
{1—25iH 3, (Hy— E) | Pre—
=[Tiere [ [HOue- ()] Bher (v) P ()

(45)

en notant @y, @y, les fonctions propres de H, relatives a I'éner-
gie E apparaissant dans (24') et (25'). Nous avons bien des équations
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du type (37) en prenant pour L Popérateur { 1 + 27/ d, (E—H,)H},
pour ¢ la fonction WY, ., pour @, la quantité ®,_ et en remplacant ¢,
et g2 par @y et H®,._. L’application de (38) est alors immédiate et
donne (¢f. [5])

46) — v g (Wie—, HWies) + 278 (Wiie—, H3, (B — Ho) HWer)
) Tier e+ (Pee—y HPpe+ ) (Prc—, HEY:+)

Les équations (43) se raménent aussi aisément a une forme ana-
logue a (37), la quantité jouant le role de C, devant étre ici

CEem— [ H|E'€)8,(E—E) Tiee- = s CRem | H | Eev ) — Themper -

On obtient

o _ [ oni ]
Mo = [(Ee |H [ Eery — The pes

< (E'¢ |H|Ee+>{Ee— |H|E"¢"> 8 (E—E") Tiwer ke+
—oni{E¢ |H|E"e Y8, (E—E") T e e+

@Ea,he—: [ — 270 - ]
(Ee+|H|Ee— > — Tre+ ke—
X3 (E—EYE¢|H|Ee—>{Ee+ |H|E€ > Tpver,ke—
+onid (E'—E){E¢|H|E¢)TEe g~

\
et 'on retrouve (37) avec pour L un opérateur intégral de noyau
3(E — E')8(¢'— &)+ 2mi B¢’ | H|E"e" > 8, (E — E'),
Ty ever et e e jouant les roles de ¢ et ® respectivement,

{E'¢|H|Ee+> et 6, (E—E){E'¢|H|Ee~> ceux de ¢; et ;. Dés
lors la transcription de (38) est immédiate et donne

(47) 271 -
(Eer|H|Ee~ > — TEe+ pe—
%TE'*E',LE-— 3 (E—E)Th e, ket }
=V.S +27 T ke—8+ (E— E){E'¢'|H|E"¢' Y3, (E—E")Trrenker}

{[Tif::',he+8+(E—'E')<E'5’lH|EE+>] |
< [{Ee=|H|E'¢" 58, (E— E") Tiverne+ |

On peut faire sur (46) et (47) les mémes remarques quant 3 leurs
valeurs relatives, que celles faites a la fin de 1°. Mais nous devons
ajouter que (46) et (47), outre de permettre 'emploi d’'une norme
quelconque pour les fonctions, se prétent & une méthode d’itération
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quand on les couple avec les ¢quations intégrales dont ils se dédui-
sent. Considérons, en effet, (46) et les équations (45). Si (Wi, )®
et (W) sont les premieres fonctions d’essai d’ou résultera par (46)
un (T, ,..)?, on définira une deuxiéme fonction d’essai par

(Wier)' =—omi 8y (E— Ho) H(Wier)"

+ o f Pree ([ H e ()] (Wier ()0
(Tt - Le+ )(l
et une équation analogue pour (Wi, )!. On en déduira un (T ye+ )
et en remplacant dans I'équation précédente les exposants (o) par des
exposants (1) on définira une troisi¢me fonction d’essai (W4 )2. De
méme on définira (M'g;._)?, et ainsi de suite. On a pu montrer, dans
un cas particulier (diffusion dans un état S par un potentiel radial)
qu'en choisissant couvenablement les fonctions d’essai de départ, les
valeurs successives obtenues pour la quantité cherchée (dans ce cas
ce déphasage) convergeaient vers la valeur vraie (¢f. T. Kato [9])-

6. La fonction Wy [Schwinger-Lippmann]. — A coté des fonc-
tions Wy et Wy, il est intéressant d’introduire (nous dirons tout
a P'heure pourquoi) une fonction W'} que I'on obtient a partir de
Popérateur

(48) Gi(t) =2G+(t, —» ) [1+ G+(o, — )]

Mais une autre expression est possible pour G!(¢), en utilisant
l'opérateur G—(¢, + o) qui joue dans la définition de ¥y le méme
role que G+(¢, —o ) dans celle de ¥{. Pe méme que G+(¢, —o)
nous est apparu comme permetiant de déduire la fonction d’onde &
I'instant ¢ a partir de sa valeur a l'instanl ¢t =— o, G7(¢, +o)
apparaitra comme 'opérateur faisant passer de la connaissance de la
fonction d’onde & £=-} o a sa valeur a 'instant ¢, de sorte qu'il est
immédiat de poser les relations

(49) % G (1, —) = G=(1, 4 ) G+ (-2, —<),

G—(t, +c )= G+(t, —0 )G~ (—», +x),

ce qui permet d’écrire G (¢) sous la forme

(52) Gi(t)=26-(t, +0)G+(o, —x)[1+ G+(w, —x)]i-.
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Maintenant, G—(¢, - ) vérifie I'équation intégrale
q g

1) G—(t,+ao)=1+ifmY(t’-—t)H’(t’)G-—(t’, ) dl,

eomme on le voit aisément en reprenant les calculs faits au para-
graphe 3 sur P'opérateur G+(¢, ¢') (1).

En conséquence de (48) et (50), G*(¢) va vérifier deux équations
intégrales distinctes, déduites des équations intégrales vérifiées par
G*(t, — ) et G(¢, +). Il vient

61(t) =2[1+ G+( 2, —x )1 — if T Y(i— ) H(2) G () dY,

—

-+ =
61(2) = 2G* (%0, —o0)[1+ G+ (0, —a0 |1+ if Y (¢ — &) H'(¢) GA(e) dt,

€e qui, aprés addition et division par 2, donne notre équatior de
base

. + o

(52) Gl(t)=1+£f” [Y(£—t)— Y(t— ¢ )| H'(¢) G (¢ ) dr’.

L’opérateur auquel nous nous intéressons est défini par

R P 10— _.G___"(oo,—oo)—l.
(53) K= _[GI(+m)—G( w>]—lG+(w,—w)+l

(!) Grace a (31), on peut démontrer de facon directe les relations (4g9). En effet,
par suite de

-+
G+(t,—oo)=|—i.f Y(t—t')H'(¢')GH(t', — ) dt,
nous avons, pour G+(w, — »),

“+»
G+(oo,—oo)=!—if H'(£')GH(¢'— ) dt',

de sorte qu’en ajoutant et retranchant G+( «, — %) au deuxiéme membre de ’équa
tion intégrale déterminant G+(¢, —wx ), on met cette équation sous la forme

~—+ o
GH(t, — @) = G+( o, —oo)+i/ [1—Y(¢— ) H(E')GH(t', — o) dt'.

Comme 1—Y(¢t—¢')=Y({'—¢), on obtient la méme équation intégrale que
celle que I'on déduirait de (5r) pour Popérateur G—(¢, + ) G+(+ @, —ox). D’ou la
premiére relation (49). Une démonstration similaire rendrait raison de la seconde
équation (49).
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Comme dans les paragraphes précédents, nous ferons agir K sur
une fonction d’onde, superposition de fonctions propres de H, et que
nous noterons conventionnellement ¥ (— o ). Il viendra alors

(54) (Pa, K§(—w) » = > s, HI(E),

(55) un(E)—_—f“expu(E—Ho)—f(r)Gl(r)ur(—w)dr

et un calcul entidrement analogue a celui du paragraphe 3, donne
alors, pour déterminer ¥ (E), I'équation intégrale

(56) W(E)=9(E—Hy)3(—=)

_ lEf o (E — E')[84 (E'— Ho)— 84.(Ho— E')] HW1(E') dE'

et en effectuant le passage a la limite ¢ — o, supposé justifié, ceci
devient

(57) W1(E) = 275(E — Hy) U(—o0 )+ P HY't(E)

I
E —H,
le signe P indiquant que 'on doit prendre une partie principale.
En écrivant ¢ (—o0 ) sous la forme

q,(__w)=dedeC.i(E, &) P,

on voit que (57) sera résolue si l'on peut résoudre les équations

I

1
(58) ‘Fta—‘bhs+PE_Ho

HW¢e,

car on aura alors

. %tWt(E):fdaci(E, &) Wi
et en posant
(59) Thepe=< Pwe, HE D

on mettra la quantité (54) sous la forme
(60) (@Ea;:Ktp(—w)):nfC‘(Ea, ¢ )Tk, e p, o de'.

Ce sont donc les quantités T¥. .. qu'il nous faut connaitre et au
calcul desquelles nous allons appliquer des principes variationnels.
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En effet, en introduisant ®;, — HW;., on peut écrire le couple
d’équations

1
E — H,

1

'lrl!.s,= q’l:a,+ P E—1,

H 11"}_;,, @]1-_5’ =H (I)hsl + HP @15’,

équations du type (29), (30), avec Wy, , ®;. en lieu et place de § et @
respectivement, ®,. et H®,, pour ¢, et g, et I'opérateur L étant

l-——PE—_—I—ﬁ:H. On peut donc appliquer le principe (31) qui donne

(61) Tie,re,=V.S. { ¢ Bre,, HW e >+ Be,, HWLe, D

1
E—H,

— Wiy H¥e, >+ (Wi, HP o HWL .
On notera en passant I'égalite
(62) Tl!.s, ke = Tﬁ:,,ts,,
d’od va résulter 'hermiticité de I'opérateur K. En effet, si f et g sont
deux fonctions quelconques que 1'on écrira
f=fclEde o(Ee)Bre, & =dedsy(Ee)d)m,

on obtiendra, par utilisation de (60),

(f, Kgd>= nde de de’ o*(E&) y(E€') The,per»

(g, Kf>=nr de ds ds’ v*(Eg) p(E¢')Te xers
mais par suite de (62) et en échangeant ¢ et ¢/, la dernigre relation
devient

(& Kf>= ::dedsda’ 9(Ee) v"(Ee')Tec ve =X f, Kg )",

soit la propriété caractéristique des opérateurs hermitiques. Comme
de (53) on déduit aisément

(63) G+, — w) = 12K

T+ (K’

on conclut a I'unitarité de la matrice S = G+( w0, —w»).

Clest la relation (63) qui fait P'intérét de Popérateur K. En effet,
en portant dans (63) les valeurs approchées de K que I'on peut tirer
des principes variationnels tels que (61), on obtiendra une valeur
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approchée de G+( 0, —o0 ) automatiquement unitaire, avantage que
ne possédaient pas les principes varialionnels du paragraphe
précédent.

Maintenant comme précédeminent, a c6té du principe variationnel
(61), nous en introduirons un autre déduit des équations vérifiées
par les quantités (59). En posant

1
@1-11 e’y l‘.E’ = P _E-’_—-E; Tl‘i.' g,key
nous pourrons écrire
T eke, =CE'e’|H|Ee, >+ E¢ [H|E¢) Ps E”Tl-."s S

Threre,= P (K¢ ’|H|Feo>+P <E’a|H]E"s’>ﬁ~a~,u,,

E— E’
couple d’équations du type (29), (30), tel qu'on puisse appliquer (31)
(la répétition des variables doublement primées indique une intégra-
tion sur ces variables). La quantit¢é que I'on calculera ainsi par
approximation sera

jdE’de (E& |H|E'€ )P Tho e,

qui d’apres les équations ci-dessus n’est aulre que
Troe,te,—{Eea | H|Eg ).
Donc, il viendra, pour finir,
(64) Thepre,=V. S. {< Eeo [H|Ee,>+(Ees |[H|E'¢ 5P ot The e,

+ [<1~:sl |H| Ee')PE—_I_-E—,Té's',Le,]

1 1 1
— Threre, P ~,Tl:' e ke, + Troe, e, P

! L
E—E E—FE'
= CE'E [H| B¢’ Py Thense, s

ou la répétition des variables primées indique une intégration sur
ces variables.

De méme qu’au paragraphe 5, nous pouvons doubler les principes
(61) et (64) par des principes variationnels indépendants de la
norme des fonctions d’essai, présentant pour le calcul des Ty, ,, les
mémes avantages que ceux signalés plus haut, particuliérement pour
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ce qui est des possihilités d’itération & partir des équations intégrales

V=P o HW s, + fd: Bie, () HPre, ()] P, (7)),
T I‘.E,,LE;

(65)
f v [H®e, (<)) P, (7)) Wi, (¥,

D, = HP (Dy,;, +

LE,E,

d’une part, et d’autre part (')

Tt epe, =< E'¢’|[H|E'& P E __l_ r”T’!‘""”"“i‘

1
T, o= (B TH B
(Ee |H| B¢ >Tirenre,,

(E'e|H|Eed

(66)  { *PE—w

@l‘.' &, kEg = P — E— L, < E’E, l H | E”S >ﬁh"5n k&g
l N
T E R H|EaS L ET E'<E€|H|Ee‘>
< Ee; |H|E'e > Tlvere,

les principes variationnels indépendants de la norme correspondant
4 (65) et (66) s’écrivant respectivement

, (Whe,, HWs,) — (Whe,, HP - HW)
(67) - = V. S. 9

Tre, ke, (Pie,, HWLke,)" (Phe,, HWke,)

68 . 1
( ) Tée,,he,— < Ee. l H I Ee; >

)

1
1* 1 1*
Tre,re, P o o The ke, — Ther, ke,

vs X PECECECHIEE P e T
[( Ee, |H|E'g'>P Ei—}z'm’ e u,]
< [ | H B e Pt T, |

avec intégration sur toutes les variables primées, ou doublement pri-
mées, répétées.

7. Relations diverses. — Par suite des relations entre les opéra-
teurs G+ (¢, —w), G1(¢),G~ (¢, + o), les fonctions Wy, Wy, Wg ne

(1) Dans (66), il n’y a intégration gue sur les variables doublement primées,
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sont pas indépendantes et il peut étre intéressant de connaitre ces
relations.

Considérons donc, pour commencer, la premiére relation (49). En
faisant agir les opérateurs sur une fonction quelconque écrite sous la
forme d’une superposition de fonctions propres de Ho, soit

de deC(E, ¢) ®(E, ¢),
puis ensuite, en multipliant par exp/(E—H,) ¢ et intégrant sur ¢, il
vient, en tenant compte des expressions des éléments de la matrice
en fonction de T+
fdeC(E, €) [WE’&—\I"E;—(— 2 ﬂifde'TEg,,LEWE:,] = o.
Les G(E, ¢) étant pris quelconques, on en déduit

(69) Wi — Wieroni f de’ Tier pe Wi = 0.

En multipliant (69) par H a gauche et en prenant le produit sca-
laire avec @, on la met sous la forme équivalente

(70) Tie,re= The re— 271 j de’ Tee re Te pe-

La méthode de calcul est la méme pour tous les cas et en partant
de la seconde équation (49), de (48) et de (50), on pourra écrire

Tre=T. + 21tij de' Tre1e Tiers

(71)
Trepe= The re+ 271 de"TIs',h" Trerres
Cre= Wi+ x ifde’ Tier, e Wie
(72)
Tie,ve== The e+ nl f The re Trerve de”5
Wie=Whe—ni [ de' Tie.r e
(73)

+ 1 : ! +
Tie re=There— nzde'Tl-,a' re The pe-

Ces formules présentent 'avantage de permettre des itérations dans
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le cas des principes variationnels de la forme (42) ou (44), ou 'emploi
simultané de principes portant sur Wy, Iy et W,

L'itération de (42), par exemple, repose sur les équations (69) et
(71). Partons, en cffet, de fonctions d’essai pour Wy, et Wy, qui
donnent, par (42) une valeur approchée de Ty, ,. et de Ty ... On
obtiendra une nouvelle fonction d’essai pour Wy, en remplacant dans
(69), T} e par la valeur obtenue et U7, par la premiére fonction
d’cssai. De facon analogue, (71) donnera une nouvelle fonction
d’essai pour U'T.. On pourra alors répéter le procédé a partir de ces
nouvelles fonctions.

Les ¢quations (72) et (73) peuvenl élre utilisées en inéme temps
que les principes variationnels portant sur @}, W7, d’'une part, Wy,
d’autre part. En effet, partons de fonctions d’essai pour Wy, W, et
les valeurs de T} ., Tie ;. qu'on en déduit, soit par (42), soit par
(46), et portons ces quantités dans (72) ou (73). On a alors des
équations intégrales pour calculer ¥'\.. La fonction qu’on obtient
ainsi sera prise comme fonction d'essai pour W}, dans les principes
(64) ou (67). La valeur de T} .. qu'ils permettent de calculer peut
éire portée dans la deuxitme colonne des équations (72) et (73); on
peut alors en lirer, comme solutions d'¢quations intégrales deux
autres valeurs approchées pour T, .., Ti. .. On congoit qu'avec
un choix convenable des fonctions d’essai, les valeurs approchces
ainsi obtenues sont suffisamment correctes pour qu’il n’y ait pas lieu
de poursuivre les calculs.

8. Amplitudes de diffusion. Déphasages. — Dans ce paragraphe
nons allons montrer comment, a partir des résultats généraux qui
précedent, il est possible de retrouver les résultats classiques de la
théorie des collisions tels qu’ils sont exposés par exemple dans Mout
et Massey : Theory of Atomic Collisions, et de déduire les méthodes
variationnelles de calcul applicables dans ce cas.

Dans les unités adoptées (% = ¢ =1), opérateur H, est le lapla-
cien changé de signe, H une quantité scalaire fonction du rayon

> .. T
vecteur 77, en nous limitant au cas le plus courant de la diffusion

d’une particule par un champ scalaire donné. Les fonclions propres

o>
de H, sont alors des ondes planes que nous noterons expik;.r,
I'indice ¢ rappelant qu'il s’agit, en quelque sorte, d’'une forme initiale
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de fonction d’onde. L’équation (24') s’écrit alors

( )—exptlc, r—alf du expiu(k®— Ho)]H( )‘I’I (->)
(k=%1).

En utilisant la transformation de Fourier, nous pouvons écrire
. +=»
WO = i f () exp (= .9),
;,: ) f d’l H(’)‘I"k (_))expll-r

(74)

(75)

et mettre (74 ) sous la forme

& W) = expil F— [K(E B () wE (P ¥,

v }')—- (—)—5‘/‘ du‘f_:»d‘“?expiu(l.’—l")exp(—- L?E)
(R=F—%).

(x>
Reste a calculer le noyau h(;', r'). Pour cela, nous effectuerons

(77)

>
d’abord l'intégration dans I'espace du vecteur /, en prenant, dans cel

>
espace, des coordonnées polaires dont I'axe est porté par R. 1l vient
alors, apres utilisation de la valeur des intégrales de Fresnel

— » . 2
(‘> —)’>— 1= f d—?ex])i<uk2+?&>.

§(27)t u®

Apres les changements de variables v = El'é u, 'intégrale du second

membre devient Zl‘f T expz-I—{lc ¢+ 1), soit encore, en posant
R 2 v

v=¢,
w dlt — + o
ke . R2 %
Jex uls"+——)— 2 f IRkeh
.[ u? pl( fju et e d@
—2\/_f em‘chech d)

En posant w = chg et en utilisant ch6 =2 ch2 5 b la derniére
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intégrale écrite devient

+

” ] d
f eikRehd o © ) — o o—ikR f ealRkwr B AW
0 2 f Vo'—I

* dz
= e—1kR f e iRiz
1 VE—1
et pour finir

. f eiRKcthh df = e!Rk fw "mk.z'd
0 0 \/-Z‘

@
= 9 e+iRk f e2iRky? d},
0

D’apres les valeurs connues des intégrales de Fresnel, nous avons

donc
® ikR
[ d—‘expz<ulﬂ+———)=ze_—_(l+¢)‘/
L) )

u

> >
de sorte que K(r, r') a pour valeur.

expikl?—;ﬂ
I e E—

> > 1
K(r,r')=4—7: |,-_?’|

I'équation (76) est 'équation habituelle de la théorie des collisions
de Born [10].

A
(78) ‘I’%,(r*)r—expfzt-?—f,,fﬂg"f%;‘—'-l—ﬂ e (R ar.
>

r

A partir de ce résultat, on trouve aisément

() Wi () = expibir— L [ F Gy ey (7)o,

F—7
de sorte que ‘IEI,G") est imaginaire conjuguée de ‘I",,i('f) dans le cas
ou H(})) est une quantité réelle et de méme

(80) W’%,(?):expz'zl.?—i&fwslﬁ%fl ( )lpi'(;?,)d_,-;_

Avec ces équations (78), (79), (80), la signification des T= et T
est immédiate. Il suffit, en effet, de se reporter a la théorie des colli-
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. +,

sions de Born pour constater que T.} .}, par exemple, est, & un
. . 3 . . *

facteur pres, 'amplitude de diffusion dans la direction + 4k, d’une

onde plane incidente suivant la direction Zi. On sait que cette
quantité est directement liée & la valeur de la section efficace et donc
aux déphasages (pour les détails, cf. [10] et les chapitres précédents
du présent Ouvrage). Les principes variationnels des paragraphes
précédents vont donc nous offrir des moyens variés de calculer ces
dez\'niéres‘quantités.

. . >
Nous donnerons ces principes dans le cas ou le potentiel H (r) est
une quantité réelle. Dans ce cas on a la relation déja signalée :

(81) v, (F) = [ (P
De plus,

> >
T:Z,,n’/c, =— 4"f(/f1, -+ /fz)’

> > . . . . >
en notant f (ki, ——k;) lamplitude de diffusion suivant + k. de

I'onde plane incidente suivant l?, (*). La transcription de (42)
donne alors

82) —4rf (b, —k)=v.s.f  [aFepidi Fu(F)wi(¥)
+ [ expibu FH(F)VE(F) 0¥
— [ P R(F)w,
— %fd!?fdﬂ?'wi(?)H(?)

. M_—Ll H(R)E (),

|7

avec, sous entendu, I ki ’ = I ks , =k.
La transcription de (44) va nous donner un principe mdépen—

(*) Nous rappelons que 'amphtude de diffusion apparait dans la forme asympto-
tique de 'F-}:i pour (?) trés grand. On écrit, en effet,

T+ <->> RS exp zk. r +f —I:, _7() &P lk] l

BEE
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dant de la norme des fonctions d’essai, sous la forme

®) — —
4:=f(/q,—ka)

f\l!'; H(F) ¥ a7 + -—fd’rfd'*""ri (FuF)

w2k P F| g xywt
=V.S. |r—-—r 1

[fexpiz,.?u(?)llfi(?)dsf
><[ [expike FR(F)WE(F) &F)
En posant de fagon générale

f(zu 7‘2> =— 4—{; fexp (:‘ izz: ;> H() ‘FJZ:('%) d'7,

quelles que soient les largeurs respectives de /?1 et de I?,, on trans-
crirait les principes variationnels (44) et (47). Ce sont les principes
variationnels qu’on obtiendrait en posant le probléme de collision
dans l'espace des moments. Mais on doit prendre garde au fait que
la quantité d(A2— £'?) qui s’introduit alors est susceptible de plu-
sieurs significations. Aussi cette ambiguité possible nous parait-elle
limiter l'intérét pratique de principes variationnels obtenus par
transcription de (44) et (47), que nous laisserons aux soins du
lecteurs.

Nous pouvons particulariser encore plus le probléme en considé-

. > . .
rant des potentiels H(r) dépendant uniquement de la quantité |l)‘.|
Dans ce cas, les valeurs exactes de ‘b et ‘l" se mettent sous la
forme
‘D‘i:Z(zn +1)"Pp(cosO)L,(r),
0
(84) \

- ¥
'D'i::Z(zn +1)P, (COSICg, ;">) L.(r),
0

la direction k, ayant été prise comme axe des z; 0, ¢, r étant les

coordonnées polaires de 7, tandis que O et o désigneront celles de la

direction Ze_.. Les quantités P,(cos0) sont les habituels polynomes
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de Legendre, et les L,(r) les solutions de I'équation différentielle
radiale relative a la valeur » du moment angulaire [ Mott et Massey].

Nous introduirons alors dans les principes variationnels (82)
et (83), des fonctions d’essai pour W et W3 ayant une forme ana-
logue & (84 ), avec, simplement, le remplacement de L,(r) par une
" valeur approchée A,(7). Nous définissons ainssi une variation des
solutions exactes, qui n’est pas la variation la plus générale, mais
c’est la seule importante ici puisque, grice a la symétrie sphérique
du probléme, nous connaissons exactement la dépendance angu-
laire des solutions. L, (r) ayant comme forme asymptotique
elln
kr
valeur approchée An(n) devra avoir une forme asymptotique ana-
logue, la constante n, y étant remplacée par une valeur appro-
chée n,. Maintenant, en utilisant les relations

sin (kr— nZ + n,,> y ot les constantes 7, sont les déphasages, la

1 expilll?—;ﬂ

+
i |F—F
n(krs) Gn(k *
e LR Glh) Tk p LcosER),
(85) g

k) =/ Ky yh,

Calhr) = ""’%tJ (=TGR,
2 2 /

N\
(86) P,,(cos?r:) P, (cos8) P, (cos0’)

§ (n—m).

(n+m)!

+2 P2 (cos ) P7(cosb’) cosm (p —9')

et grace aux relations d’orthogonalité entre polynomes de Legendre,
le second membre de (82) s’écrit

(87) 47:2(2n+1)(—)"P,,(cosO)

[ \/”"’ § (kR TR()HE) dr—f”[l‘,l(r)]il-l(r)dr

- -,;fr,,(r) H(r) G (krs) En (krg) H(#) Tu () dr d,-']

MEMORIAL DES SC. MATH. — N® 134, L}
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la notation r. indiquant que I'on doit prendre le plus petit des
nombres r et 7/, la notation r, ayant alors la signification opposée,
et I',(r) étant rA,(r). Quand I',(r) prend sa valeur exacte, le

crochet du second membre a pour valeur la quantité — 3&222—21:'—1-
Et si, finalement, on tient compte de nouveau des relations d’ortho-
gonalités entre polynomes de Legendre, on déduit de (82)

_ i %
(88) L%:"’ =V.S. { \/" r . ;(kr)I‘n(r)H(r)dr
- f [Ta(r)EH(r) dr
o
~f Pn<r>H(r-)cn<kr>)en<kr-<>H(ﬂ)mr')drdr'}
permettant le calcul approché des déphasages n,, en meéme temps
que I'on en tire comme ¢quation intégrale vérifiée par I'exacte solu-
tion G,(r)
k ©
(89)  Ga(r)= \/ EEI = [ k) Bk B Ga () dr.
+3 kJy

Une équation plus simple sera obtenue en introduisant G, (r') par

e—ifn
cosmp

Gn(r)y=kGn(r)

Le calcul, fait & I'aide des définitions (85) de £.(r) et g (r),
donne pour déterminer G, (r) I'équation intégrale

ﬂkl —_— « xkr
(90) %(r)—\/ 1 =52 ‘/$Jn+,(kr<>
3 0 3

< \/1\: /;r> J_n—;(kB) H("')'gan(r’) ar

et pour sa forme asymptotique

sin (kr — '%) -+ cos (Icr — %1:) tgNp.

A pa;-tir de (go), on tire une méthode de calcul approché de n,
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analogue & (88) et qui s’écrit

(91) - tg'qn=V.S.%2fn‘/#J" LMY H(r) Gl (r) dr
[ +3

— [T1gunrH ar

~ & [fgumue \/“"2"<J”+§(kr-<>

><‘ / 7:/;1-> J WErSYH@YG, (F) dir dr ;

la fonction d’essai G'(r) ayant comme forme asymptotique

. nw nw
sin (kr—- -2—) -+ const. (Ar— T)

Cette derniére condition sur la forme asymptotique des fonctions
d’essai étant plus simple que celle nécessaire dans (88) tend a rendre
préférable 'emploi du principe sous la forme (gt).

La déduction des principes variationnels pour n, a partir de (83)
est un peu plus délicate, mais il suffit d’écrire (83) comme une équa-

tion déterminant f (Zi, — /:) et de poser pour cette derniére quantité
un développement analogue a (84). On obtient alors une forme bili-
néaire suivant les polynomes de Legendre, et en tenant compte de
nouveau des relations d’orthogonalité entre ces polynomes, on obtient
le principe indépendant de la norme correspondant a (88), sous la
forme

exp2in,—1
2¢

(92)

[fw‘/zfrj 1(k")H(")Fn(")d"]2

= V.S. @
[ mopE)

T f L (Y H (P G () En (k1) H(#) T (') drr e’

mais ici on peut prendre comme forme asymptotique de la fonction
. o . e . n
d’essai Tn(r) une quelconque combinaison linéaire de sin (/cr—— Tﬂ )
nw
et cos (kr-—- 7) .
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De méme, un principe indépendant de la norme peut étre écrit en
correspondance avec (91), ce qui donne alors

[fm\/n—grhd'ff)H(r)%(r)drf]
©3) —tgn.=V.8. T :

S [gorna+ X fg.omm/ T

0

<

( X‘/nl;l'>J l(l"‘>)H(")£‘}’,l(r")d1 dir’

c’est-a-dire le principe variationnel donné par Schwinger et étudié
en détail par Blatt et Jackson.

Jusqu'ici aucun compte n’a été tenu de la statisticue particuliére
a_laquelle obéissent les particules du systéme. Mais on sait que la
section efficace pour des particules obéissant aux statistiques de Bose-
Einstein et de Fermi-Dirac est liée aux combinaisons d'amplitude

> > > > > > > >
[ f(/cl, —A~2>+ f(/u, + kg)] et [ Flhy, — hey)— f(/n, + A-ﬂ)] respec-
tivement. Il est alors aisé de montrer qu’'on obtient un prin-
cipe variationnel conduisantl directement a ces quantités si, dans les
formules (82) et (83), on introduit des fonctions d’essai symétriques
(statistique de Bose) ou antisymétriques (statistique de Fermi-
Dirac) tandis qu’on symélirise ou antisymétrise les ondes planes

. o> T >
incidenles exp ik, .7 et exp thko.7.

9. Généralisation. — Dans ce qui précede, les principes varia-
tionnels généraux du paragraphe 4 ont é1é appliqués au cas ow, dans
le probléeme physique considéré, n'intervenait qu’une seule fonction
inconnue dérivée au plus une fois par rapport au temps. Nous
montrerons maintenant briévement comment étendre nos énoncés a
des cas plus généraux grice a une réécriture des équations les rame-
nant formellement a prendre I'aspect d'une équation de Schrodinger
(¢f. Schwartz).

Soient donc U, (¢) les fonctions inconnues décrivant un systeme
physique. Nous supposerons que leur évolution est régie par des
équations aux dérivées partielles du type suivant :

dh '\ J
(9) ZZ U+ DAz U6 =Bi(e)  (i=1,2,...,N),
A=11<ly
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ou A, (¢) est un certain opérateur, qui peut, par exemple,
prendre la forme d’un polynome de dérivation, agissant sur les
variables définissant le systéme étudié. B;(¢) est un second membre
qui, souvent, sera nul et 'on remarquera que le systeme (94) est tel
que les dérivées temporelles de U, (¢) sont, partoutailleurs que dans
la k'*™ équation, d'un ordre inférieur a /;.

Cette circonslance va nous permettre de nous ramener & un sys-
teme o tous les /; sont égaux a 1. Il suffit pour ccla de considérer le

systeme d’équations déduit de (94) par P'introduction de I’ensemble
inconnues 7 Uy(A=o0, 1,2, ..., li—1; k=1, 2, ..., N). On

obtient alors un systéme de la forme

A=N
)
(93) ;;-t U,(t)+ZA,,/.(t)UA(t)= B.(¢),

k=1

ou A, ; (¢) est un opérateur ayant la méme signification que plus haut.

Des lors, si nous désignons I’ensemble des U, (¢) par ¢ (¢), matrice
colonne & N lignes ct si A(¢) est une matrice dont I'élément (ik)
sera l'opérateur A, ;(t), nous condenserons le systéme (95) en
I'unique équation

(96) 2400+ A0 = B(1),

B(¢) étant la matrice colonne a N lignes formée avec les B,(¢). On
voit bien que, sous sa forme intégrale, 'équation (96) est du type de
I'équation (1). Nous pourrons, en conséquence, lui appliquer
directement tous les développements et résultats du paragraphe 5.

CHAPITRE I

LE (HOC MULTIPLE ET LES METHODES \ARIATIONNELLES.
L’APPROXIMATION DE PERCLSSION.

Par « choc multiple » nous entendons le choc d'une particule (o)
contre un syst¢éme complexe (S), constitué de N particules formant
un systéme quantique stable (molécule, atome, noyau). Ce systéme
peut avoir un certain nombre d’états quantifiés distincts et nous
devons considérer la possibilité d’un réarrangement interne (transi-
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tion dans un état excité, par exemple) au cours du choc. Dans le cas
ou la configuration interne de (S) reste la méme dans 'état final
(choc élastique), nous pouvons montrer que le probléme se raméne
au probléme de diffusion de la particule incidente par un potentiel

0(';,,), en général complexe, fonction de la seule variable de position

de la particule incidente (les variables de position sont toujours

rapportées dans ce qui suit, au centre de gravité du systéme total).
En effet, soit Ho P'opérateur d’énergie du systéme particule

(0) +(S), sans tenir compte du couplage (o) —(S) (hamiltonien

libre). Nous aurons

(1) Hy= Ko+ Ks—+ Us,

K, étant 'opérateur d’énergie cinétique de la particule incidente, K
I'opérateur d’énergie cinétique totale des N particules du systeme (S),
Us lopérateur qui correspond a I'énergie interne du systeéme (S).
Nous désignerons par o la variable de position (variable vectorielle)
de la particule incidente; par 1, 2, ..., N les variables de position
des N particules du systeme (S).

Soit @4 (o, 1, ..., N), E, les fonctions et valeurs propres de Hy;
9a(1, 2, ..., N), W, et yu(0), em les fonctions et valeurs propres
de K5+ Ug et K,. Nous pouvons écrire

(2) q)‘X(c’y I oevy N)=X"!(°)<PA<I7 2, ..., N) (a=m, A),
3) Eg= Wi+ ep.

La probabilité¢ de la transition « —f par unité de temps (avec
E. = Eg) sera proportionnelle a | Rg, |? avec

(4) Rgo= (P, Hi¥3) (B=A, m').

W vérifie 'équation intégrale (voir la Note en fin du chapitre)

(5) Pi= &y + (Eq— Ho+ fe)-1H ¥,
avec
H,=V,(o, 1)+ V2 (0, 2) +...+ Vn(o, N),

V; (o, j) étant le potentiel d’interaction de la j*™° particule de (S)
avec la particule diffusée (o).

Le cas du choc élastique correspond au fait que nous considérons
seulement le cas ou B = A, m' (A'=A).

Soit R Yespace de variables o, 1, ..., N; f, £, ... des fonctions
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de carré sommable sur R. Nous pouvons écrire

(6) S =Z1noa(Xn 945 f);
avec

f, &) =ff‘gdodl...dN.

A partir de f et g, nous définirons une fonction {f, g de la
variable o par 'équation

(7) </ &> =ff‘gd1...dN.

Enfin nous définirons un opérateur P,, opérant dans I'espace des
J) & ---, par I'équation
®) Paf = ealons >

En tenant compte de (6) et (8), nous pouvons vérifier les relations
opératorielles presque évidentes

PaA(Wa—Ks—Us)=(Wr—Ks—Us)Pr=o, PArKo= Ko Pa.
Il en résulte que

(9)  Po(Eq— Ho+ ig) = (em— Ko+ ie)Py  (Ba= Wi+ £m).

En multipliant I'équation (9) a gauche par (en—K,+ie)™ et a
droite par (E,—H, -+ i¢)~*, nous avons

(10) Pa(Eqg—Ho+ig)! = (em— Ko+ 1)1 Pa.

L’équation (10) va nous permettre de ramener le probléme du choc

élastique multiple au probléeme de la diffusion par un potentiel conve-
" nable. En effet, I'amplitude de probabilité de la transition
A, m— A, m'est

Samam = (L 94, ¥E) = (X 94, PATE).
La derniere égalité vient du fait que

(2m P4y PAWE) = (o 04, P4 < o1, % >) =fx:n' < A, IF;> do:(}(_m’ PA, ‘F'&').

Mais, I’équation (5) donne en tenant compte de (10)

(II) PAW&'= [.mCPA'F(Em—'KO"’ is)—iPAH,‘IP;.
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Il en résulte que, en posant

(12) ‘”+=<‘PA7 s,

(13) v(0) = ¢a, HiW3> o, a1
d’une part

(14) Sam am =fx,’;,,(o)w+(o)do

et, d’autre part,
(15) o+ = Ym—+ (Em— Ko+ fe)~10(0)m+.

D’aprés (4), nous aurons
(13q) R3a=f;(_,',‘, v(o)w+do B=A, m';a= A, m).

Nous avons donc ramené le probléme du choc élastique multiple
[éq. (5), (4)] au probléme de la diffusion de la particule incidente
(o) par un potentiel ¢(0) [éq. (15) et (15a)]. Toutefois nous pou-
vons avoir seulement une expression approchée de ce potentiel. En
premiere approximation (¥3 & xm®,), nous avons

(16) v(o)=fq>;H,(o, 1, ..., N)gad;...dN.

Clest le potentiel moyen déja utilisé par divers auteurs, mais sans
justification analytique.

Revenons maintenant au cas général du choc inélastique
(B=A', m', a=A, m). Supposons que, au cours du choc, la par-
ticule incidente (0) interagit seulement avec la ;'™ particule du
systtme (S). C’est ce que nous appellerons « choc simple 1ié ». La
probabilité de la transition a — 3(E, = Eg) par unité de temps sera
proportionnelle & | R{; |2, avec

(17) R, = (P, V,¥3,),
(18) Y5, =P+ (Exy— Hy+ie)1 V, V% ,.
De (5), nous tirons (Hy=V +... + Vy)

Hnlrg=2 {V, @4+ V,(Eq+ Hy+ie) V, W)
7

+2L2VI(E“— Ho+ ie)1 V, U,
7%
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Comme, d’autre part,

V, ¥, =V, @+ V,(Ex— H,+ i)t V, W4

@,

il en résulte que
(19) li.w;=2v,qr;,,+2v,(lza—ﬂo+ i)V, (¥ — VL)
] ]

Al .
+2k2v,(1za—no+ze)—iv,.w;.
JZ

Si les forces de liaison de (S) ont un rayon d’action beaucoup plus
grand que celui qui correspond aux forces d’interaction (o) —(j),
la double somme du second membre de la derniére équation est
négligeable vis-a-vis de deux autres termes. Dans ce cas

HiWsm 2V, Wi, + OV, (Ba— Hoie)=t V, (W5 — W)
] i
NZV,II’;’,
J

(en effet W7 — W} est de I'ordre de V; en premiere approximation

«~ ¥, ;). 1l en résulte que

(20) Rga= Rgy+...+ R,

Notre hypothése revient donc a hypothése des chocs simples (liés)
successifs dans le temps de Chew et Wick qui leur permet d’écrire
(20).

Cette hypotheése, nous permet, en définitive, de ramener le choc
multiple au choc simple li¢ (calcul de RY}). En faisant une seconde
hypothése, d’ailleurs compatible avec la premiére, nous raménerons
avec Chew et Wick le choc simple li¢ au choc entre deux particules.

En effet, reprenons les équations qui décrivent le choc simple lié
[particule n° 1 en interaction avec la particule (0)]

(21) Wiy=®,+ (Eq— Ho+ie)' Vi W2,
(22) Rie = (Pg, Va¥5, ) = (Pg, R P,).

En I’absence des forces de liaison de la particule 1 avec le reste du
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systéme (S), le choc serait décrit par les équations

(23) ey =Xlon+(w1(;l— Ky — Ks+ ig)t v1m,h
(24) "(nlt}z=(xgu le}?,l):(lgn "(”Xroz)r
avec

(Ko+ Ks)yn=wixn-

Faisons maintenant une seconde hypothése : Pinteraction V, de
la particule incidente (o) avec la particule n° 1 du systeme (S) est
tres forte vis-a-vis des forces de liaison décrites par Ug. Dans ce cas,
ces dernitres joueront un rodle faible au cours du choc et nous
pourrons écrire

(25) RW A rl0),

L’équation (25) nous permet alors de calculer une fonction d’essai
pour ¥ ,. Nous pourrons ensuite, avec cette fonction approchée,
calculer R§; avec une meilleure approximation en utilisant les prin-
cipes variationnels. C’est la le principe de Il'approximation de
percussion. )

Voici la marche du calcul : (25) et (22) nous donnent

(26) RE2 = (Dg, ri@,),
soit

(27) ViWsy= rit @,
Or,

Py = ¥ x8(x%, Pa) = 3, rOAA(28 Ba)
n n

= Vi X (X% o).

Donc
(28) Wa1=2y% 1 (15, Po) = QBy;
Q étant défini par
(29) Cmn= (finy Qfn) = Xhs i)

En introduisant la fonction ¥3,, définie par 'équation
(30) @5, = Pg=(Eg— Ho+ ie)~' V, W5, (E,=Ep),

le principe variationfel de Lippmann et Schwinger donne alors pour
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valeur approchée de Rj,
(31) Réa= (‘I’B’ VW4 + ([qf"“ Vi®g+ (Eg— Ho+ie)t V, W5, — ‘H,x]).

En utilisant pour W3, la fonction approchée donnée par (28), nous
trouvons

(32) Réz= (@, V10P,) + (‘F-B-,u Vi ¥, 1):
avec
(33) Fap= By + (Ey— Hy+ ie)~1 V; 0Dy — QP,.

Mais nous pouvons écrire aussi

0®a = Y (4%, Pa) = Pa+ X, (w8 — Ko— Ks +26)71 Vi xi,s (R Ba):
n n

D’autre part,
(Eq— Ho+ i)~ V,0®, =E(Ea— Ho+ e)~! Viyia (Xns Pa)-
n

I1 en résulte que
‘I"&,1=2(Xm Do) { (Eq— Ho+ Zg)~t— (wh— Ko— Ks+2e)~1 } Vi g7 4

. =Z(xn, @) (Eq —Ho—+ ie)—t (w) — Eq+ Us) (wh — Ko—Ks +26)~1 Vi x4
[nous avons utilisé I'identité opératorielleA—* —B~1=A~*(B—A) B—1].
En définitive :

Wiy = (Eq— Ho+ i)t (w8 —Eq+ Us) (%, — «3) (X8 ®a):

En tenant compte du fait que
(Ex— w3) (#n, o) = (%2, UsPa),
la derniere égalité nous donne
(34) @y = (Eq— Ho+ 2€)"1[Us, Q]Pq.
De (32) et (34) nous tirons alors

R ‘a)= (q)ﬁ, Vj Q(p“) -+ (llf'é,“ Vi(EaT— H0+ iE)_‘ [US, Q](Dd)‘
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Or, a la limite de nos approximations,

Vi~ ritg,
Par conséquent,
Ré“= (Qﬁy Rt ‘I’a),
avec

(35) Ri=rt+ r) V,(Ey — Hy+ i)' [Us, Q].

La dernitre équation permet de ramener le calcul de R}, au calcul
de la matrice r!) qui correspond au choc libre.

Note. — Nous pouvons prendre

amidy (Ho— Ey) = if exp[iA(Eq— Ho+ ie)] dr
0

I
= avec €&->o0.
Ey—Hy+ ie

CHAPITRE IV.

APPLICATIONS DES METHODES VARIATIONNELLES EN THEORIE DE DIFFUSION DES ONDES
ET EN THEORIE DES COLLISIONS.

N

Diffraction d’'une onde électromagnétique a travers un écran plan troué.

1. Soit une onde électromagnétique harmonique variant suivant
exp ({wt) qui vient frapper un écran plan occupant le plan z=o.
Cet écran, infiniment mince comporte un trou (¢); il est par ailleurs
suppos¢ parfaitement conducteur. La partie pleine sera désignéc
comme obstacle (7). On utilisera des coordonnées cylindriques, u, ¢, 5
(u=x.v=y). ou bien u =r, v = ¢ (coordonnées polaires).

Une condition nécessaire pour que les équations de Maxwell que
nous écrirons sous la forme

> >

rotH(u, v, 2)= B¢ E(u, v, 3),
> >

rot E(u, v, 3) =— ifoH(u, v, 3),

(1)

. + . +
divH (4, v, 3) = o, divE(u, v, 3) = o,

w ©
=2 ‘=\/;
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soient vérifides est que soit satisfaite 'équation d’Helmholiz vectorielle

5E(u, 0y Z)

* (A+Bz)(§(u z)
LU, v,

Dans P’étude suivante (Miles, etc.), il sera commode de s’occuper
. > 2> .
seulement des champs transverses El, et H, (par rapport 4 Oz) qui

> >
peuvent se séparer de E et de H en posant

> > >
(3) E(u, v, 2) = Ey(u, v, 3) + A Es(u, v, 3),

> > >
(%) H(w, ¢, 2) = Hy(u, 0, 3) + Ak H;(u, v, z),

>
k étant un vecteur unitaire pointant dans la direction des z positifs.

>
Comme k est fixe en direction, E; et H. satisfont 'un et 'autre a
I'équation d’Helmholtz, et en portant (3) et (4) dans (2) on obtient

> N
E,.
(5) \A+ﬁg) ->l (u7 vyz) -0
) Hie(u, v, )

On peut se borner a étudier les champs transverses, car les champs
axiaux E; et H; se déduisent directement des équations de Maxwell.

a. Conditions aux limites. — Il s’agit de trouver des solutions
de (1) qui satisfassent aux conditions aux limites suivantes :

>
(6) . lim Ey(u, v, =3)=o0 (u, v) sur T,
G0
> >
(7) lim Ei (2, 0, — 8) — Eye (4, v, +8) =0 (u, v) sur g,
530

> >
(8) l_im[H"(u, v, —8) — Hie(u, v, +8)] =o0 (u, v) sur o.
S0

L’équation (6) exprime que le champ clectrique tangentiel s’annule
sur Pobstacle (7); (7) et (8) expriment que les champs ¢lectrique
et magnétique doivent étre continus a travers le trou (g), bien
qu'il soit parfois nécessaire de garder 6, quantité constante petite
mais positive, finie pendant les étapes intermédiaires des calculs. Le
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champ magnétique ﬁ,, sera en général discontinu & travers I'obstacle
en raison du courant qui y circule. En outre, a la frontiére entre o
et 7 on ne peut pas postuler que les champs soient finis ou continus
puisqu’on a supposé¢ que I'écran est infiniment mince, idéalisation
qu’il convient de traiter avec circonspection.

Nous allons maintenant partager les solutions des équations de
Maxwell en deux classes (¢f. T. Kahan). Ces classes seront désignées
comme transverses magnétiques (TM ou indice supérieur 1) et
transverses électriques (TE ou indice supérieur 2) correspondant &
I'absence des composantes z du champ magnétique ou du champ
électrique. Les fonctions propres associées au champ électrique

S5
transverse seront désignées par ®,(u, ¢), A étant la valeur propre,

(Auw+ 1) B (u, 0) = o,
(9) > > >
¢ =k A (I)&”,

A doit étre considéré comme réel et distribué sur un spectre a deux
dimensions.
Superposons maintenant les solutions élémentaires a I'aide des

>
transformées vectorielles sur le spectre de A. Ainsi si f(u, ¢) estle
champ électrique dans le trou ¢ etsi F' (1) représente sa distribution
sur le spectre A, les relations de transformation peuvent s’écrire

> >
(10) 7, v)=T;F(k);=[dS(l)F().)%(u, o)

an  FM=T-17 6 mi= [ a5 mF e nEE ),

ou T représente 'opérateur de transformation vectorielle. L’intégra-
tion par rapport aux coordonnées d’espace (§,n) ne s’étend que sur ¢
- en vertu de la condition aux limites (6), bien que, généralement,
I'opérateur de transformation entraine une intégration sur le domaine
entier de la fonction transformée. L'intégration par rapport a A est
effectuée a la fois sur le spectre TM et TE.

Ceci étant, une solution de (1) pour le champ transverse des deux

> >
c6tés de I'écran 5 = o, da a 'onde incidente (Etr 1 Hm) dans z < o,
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est donnée par

>
12) E.(u,v,z):{ﬂo(ua":z)}

0

-f-TgF()\)exp[j:i(p%—)ﬂ)%z]} (250),

(13) E,,(u, v, 2) =

P

>
Ho(u, o, z>}

o

:c21‘{Y(MF(x)exp[i—imﬂ—m%z]} (s50),

ot le signe supérieur et inférieur se rapportent respectivement aux z
négatifs et positifs et oit

== ()T

(15) Y (0) = [1_(@’]%.

Les points de ramification A = =+ (8 doivent &tre contournés de
fagon a satisfaire & la condition de rayonnement de Sommerfeld, a
savoir

(16) 1) = i[(%)’-,]'-% (IX]>B),

0|

(17) Y(‘-’)(x>=—i[(§)2—x]% (1> 8);

> > .
(Eo, Ho> représente le champ correspondant 4 une réflexion totale de

> > ..
(E“,, H, ,) dans z << 0. Comme Eo(u, ¢, 0) s’annule par définition,
> .
E,(u, v, z) donné par (12) se réduit au champ dans le trou f(u, ¢)
en z=o.

En imposant les conditions aux limites (6). (8) aux équations (12)

et (13), on obtient

(18) T{F(AM);=o0 (u,v) sur T,
(19)  EAT{YA)FQ) = (28 Ho(u, ¢, 0) =t~ Hy (2, ¢, 0),

(u, ¢) sur s.

Les équations (18), (19) sont des équations intégrales « duales »
pour la détermination de F(}).
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En pratique, il peut étre commode d’exiger la continuité de

+ .
H, (u, v, ) a travers une feuille mince limitée par z =-9, en vue
de garder un facteur dominant exp (— 3|2 |) dans le noyau.

>
En multipliant vectoriellement & gauche par & les deux membres
de (19) et en prenant la transformée inverse de (19) et de (20), on
obtient ‘

(20) _?(u, v)=o, (u, ¢) sur 7,
(20 So{Go(u, 0 & M 1)1 =h(u,0)  (w, v)sura (1),
>, ) > >
(22) Galu, vit, 1) =THYO)Bi(E M) = [ dSA)YO) Bala, 0) &G, ),

> > >
(23) h(u,9)=5"1Hy;(u,v,0) Nk=T{H(N)},

ol f désigne l'intégration sur (£, ) dans o.
G

G ; est un noyau dyadique pour ’équation intégrale vectorielle (21).
Remarquons que la transformation de (19) en (21) est une générali-
sation du théoréme de composition pour les transformées de Fourier
scalaire ().

En raison des conditions aux limites sur le bord du trou, f(u, ¢)
passera de ¢ & v de manidre, en général, discontinue, et il sera néces-
saire de prendre des valeurs principales de Cauchy dans les intégrales
prises sur g. .

La puissance complexe transmise par le trou est donnée par

(26) We= [T Ea(u, 0, 0) A Hiaue v, )5
g

soit

(25) We=t[{F (o). o) -

Or, en vertu d’une généralisation du théoréme de Parseval relatif aux

(') Dans la notation tensorielle usuelle (avec sommation sur indices muets), les
vecteurs champs deviennent des tenseurs d’une a trois composantes, et les fonctions
de Green dyadiques, des tenseurs d’ordre deux, symétriques & neuf composantes. Ainsi

(21) peut s’écrire
deg.,f,= b
g

(%) TircuMARcH, Fourier Integrals, p. 1-51.
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transformées de Fourier

(26) l};@ﬂﬁ@ﬂﬁﬁ@mUWHNL

par conséquent (25) peut aussi s'écrire

(27) W= F(MDH* (M) .
,9£{<>(n

. 3 +
Si T'on tire 4 de (21) pour le porter dans (25), et qu’on divise le
résultat par le carré de (25), on obtient

ot [, ) Galu 03 8 M )

(28) Wit = T — -
f 1S (e, ) ¥ (e, 0) I
De méme,
= YR
(29) Wit = -

Kwomwwr

Les équations (28) et (29) sont variationnelles' en ce sens que
leurs parties réelles et imaginaires sont stationnaires par rapport aux
variations des parties a la fois réelles et imaginaires de f(u, v) ou
de F(}) autour des solutions exactes des équations intégrales (18),
(19) et (20) a (23). Cela résulte de notre méthode variationnelle
(chap. II). Comme les parties reelles de Y(1)(2) et de Y2 () sont
positives, la partie reclle de W;' (c’est-d-dire G,) est une forme
définie positive et, par conséquent, un minimum absolu.

2. Considérons maintenant la diffraction d’une onde scalaire inci-
dente arbitraire wo(z, ¥, ) a travers un trou T pratiqué dans un
ecran plan infini E d’épaisseur infime. Le plan T + S étant supposé
situé dans le plan z=o0, soit uo le champ primaire, solution de
'équation d’onde, supposé se propager dans le scns de gauche a
droite (z << 0).

Bornons-nous au probléme ou la fonction d’onde s’annule sur E
supposé dénué de toute rigidité. Dans ce cas on a pour le champ total

uo(z, ¥, z) — uo(z, y, — 2) + D1 (2, ¥, — 3) (8 <Lo),
®(z, y, 2) (2> 0),

MEMORIAL DES SC, MATH. — Ne¢ 134, [

ﬁquLﬂ={
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olt ® n’est défini que pour z>> 0 et jouit des propriétés suivantes :

1° ® est une solution de l'équation d’onde A® + k2® =0
pour z > o0;

2° ® =o sur E;

3° @ vérifie la condition de rayonnement de Sommerfeld a
Pinfini;

0P duo
o YF __ d% .
4 = s dans T;
5° @ est borné partout;

6° A® est de carré sommable dans une région d’espace a trois
dimensions, y compris les bords du trou T.

Fig. 2. — Trou T dans un écran plan infini E.

Comme I'éeran ne contribue pas a 'intégrale, si F est une surface
fermée, toute solution de u régulitre s’exprime moyennant les
valeurs aux limites sur F de u,

I d eikr
(31) “=“§;f“a;(-,-—)d“"’
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® est aussi solution de 'équation intégrale

’ kr
(32) =L [¢2 (ii-—)dF,

27 Jp dn r

I'intégration étant prise sur le plan z = o et r étant la distance entre
le point de champ (z, y, z) et le point de source (2/, y', 3');

din signifie dérivation par rapport a 2’ en faisant dans la dérivée z'=o.
En appliquant la propriété 4°, on obtient une équation intégrale
pour les valeurs inconnues sur T, ce qui raméne notre probléme a un
probléme a deux dimensions.
On obtient alors I’équation intégro-différentielle

P
(33) [—-‘»————+k2]f (@, y: 2, ) ®(2, ¥, 0) da’ dy’
dz2 ' dy? Tg ’ 7

= ﬂdu
=2 9z o(z, ¥, 0),

avec u(z, y, 0)eT.
Une forme équivalente de (33) s’écrit

(33') szcbfde—fV@.ngF:zn%,

ou les deux V doivent étre pris par rapport aux coordonnées du point
de source.

Si I'onde incidente est plane,

uo=expliu(az + oy + Y103}, Yo= yrL—a}— [,
I'on a

(36 fT (@, 73 ' ¥) B(, ¥, 0) da’ dy’ = TT= explik(zom+ )] + k(@2)

x (2, y) élant une solution de I’équation & deux dimensions dans T.
Une autre solution est de la forme

_ 1 0P duy) eitr
(35) u_uo-—;c- L(a;'—;—’;-)-—r—'dl?

11 suffit donc de connaitre des lors les valeurs de (ﬁ el

dn~ on
Iécran E; soit &(z, y) cette valeur. Comme u, doit s’annuler sur E,

sur
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il vient

(36) _/’:9(%}’; z, Y)Y (& y)da' di' =2z ue(2, ¥, 0)  [(2,, 0)€E].

On peut aussi représenter le champ diffusé sous forme d’un spectre
angulaire d’ondes planes. Développons la fonction de Green de
I'espace libre o un systéme d’ondes planes se propage dans toutes les
directions, y compris des directions complexes

etkr o
@) Zo =T e iklale— )+ bo—p)+1(s— 2] do,

[« = sinf cosg, B = sin0 sing, Yy = cos8 (cosinus directeurs )]

et dQ =sin0db do est I'élément de surface d’une spheére complexe
unité Q : les limites d’intégration pour ¢ sont o et am et pour 0 :

oet g —im.
On trouve en portant (37) dans (32)

(38) @ = ?l%fQA(a, B) exp[ik(az + By + y2)] dQ

et
G9)  @=1 [ [ A, pexpluk(an + By + 12)) da dify,
ol

[3

(80) Al B)=— 3L [expl—ik(aa'+ By O, ', 0) ' dy .

2

Pour des distances R grandes au trou T, I'onde diffractée devient

kR

sensiblement sphérique. Le coefficient de eT dans ’expression

asymptotique de ® est "amplitude A (e, 3) qui définit le diagramme
polaire comme fonction des cosinus directeurs « et 3. En développant
la fonction exponenticlle dans (32) et en remarquant que
re~R—(az'+ By'),

on trouve que I'amplitude est identique 4 (40). En comparant (39)
pour z =0 & (40), on voit que la distribution, sur T, ®(z, y, o) et
I'amplitude (modifiée) (%) A (z, B) sontdes transformées de Fourier
associées.

Remarquons que y=1/1— a?— 32 pour les composantes d’ondes
planes homogenes et que y = ¢y/a?+ (32—1 pour les ondes planes
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non homogenes, celles-ci correspondant aux ondes de surface ou
ondes évanescentes.

Pour obtenir I'énergie transmise a travers le trou T, intégrons le
carré du module de A sur toutes les directions réelles dans le demi-
espace &, 3> 0. On a

q _ 1 90" k- 2
(41) ikld)dndF_j‘;lA|dQ.

La partic réelle de (41) est la section efficace de transmission ¢ du
trou T : c’est le rapport de la puissance totale transmise a la puis-
sance incidente sur T par unité de surface normale a la direction de
Ponde incidente

(42) 5(ao, Bo) =— 2 Il Ao, Bo)]

(I m & = partie imaginaire de z), ou 'onde incidente est
uo = expfik(aox -+ oy + Yo3)]

Levine et Schwinger ont indiqué une méthode pour calculer
la diffraction scalaire pour des trous pratiqués dans un écran plan,
qui permet d’évaluer de maniére approchée Iamplitude de P'onde
diffractée ainsi que la section efficace de transmission dans une large
bande de fréquences.

Soit A, (_ﬁ, Z’) I'amplitude de I'onde diffractée @, par un trou
circulaire frappé par une onde incidente normale, pour des grandes
distances au trou T, 7 et 7' étant les vecteurs unités dans la direction
d’observation et dans la direction de propagation del’onde incidente.
Soient, en outre, 0 et 8 les angles que font l'axe des z positifs
et 7 et »'. 11 résulte de (40)

(43) A(?z, Z’) = ('__ g;) cos Oj;tb;l,(?’) exp(—— z’k%.?’) dF,

ou @;(?’) est la valeur de @, dans le trou avec, en vertu de (33'),
(44) 2=mikcost’ exp(z’lc%.?)
o (a8 G R v — 5,7 § (5B

ol ;est dans le trou et
i~ _ exp(ekle—p'l),
G(p ¢ =71
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En multipliant (44) par @ (;), ®> (;) étant une solution pour

nt nn

S .
une onde plane dans la direction n”, et en intégrant sur le trou,
il vient

(45) 27rikcose’ffl);" exp(ik?z.?)dF
=i [ 0. () g G %) @5, (F) aF aF
- f vor (5).v & (3).6 (5, %) dF dF".

Comme le second membre de (45) est symétrique en 7' et 7', il en
est de méme du premier. Si donc on divise (45) par ce premier

Zlat Wl
membre et par un terme analogue dans lequel 2 et »" sont permutés
et si 'on utilise ensuite (43), il vient

46) AR, 7)) = A (=%, —7")
cosﬂ'cosﬂ”f@; (?)exp(—zk?z".?) de@_z.(z)exp(sz’.;)dF

Slen®e_, G)—rrvas(BDve_; 3)]g (G ¥) ar aF

En vertu des théorémes du chapitre II, le second membre de (46) est
stationnaire par rapport a des petites variations indépendantes
de @;, et ® > autour de leurs valeurs correctes. Seules sont admis-
sibles les variations qui sont compatibles avec la condition ®,=o
sur le bord du trou.

Le caractere stationnaire de (46) se préte a des calculs approchés.
Un choix judicieux des distributions sur le trou dans (46) peut
conduire en effet & une valeur raisonnablement correcte pour A, sans
avoir a résoudre I’équation intégro-différentielle originale.

Comme (46) est homogeéne de degré zéro, les facteurs de normali-
sation ne jouent pas de role. Les mémes remarques s'appliquent a la
section efficace de transmission qui résulte de (42)

fd);(?) exp (— zk%.?) dF

xh/‘)d)(_)p)expﬂkz.;) dF
47 c(%):—-glgcos*edm - .

Jo:@e )

| (—[#2vey, (ve_;(7)]9(5 7)arar ) _




LES METHODES D’APPROXIMATION VARIATIONNELLES. 67

Dans le cas statique, le terme principal de (47) est

L [foar]
(48) 0’(”)%—3—#00520 T = -

=
qui est l'illustration de la loi de Rayleigh en 2~* pour des trous de
faibles dimensions.

On peut étendre (¢f. n° 1) la technique variationnelle relative a des
ondes scalaires a des problémes mettant en jeu la diffraction électro-
magnétique par un trou dans un ecran parfaitement conducteur.
L’analyse est totalement analogue a I'analyse précédente relative au
probleme scalaire.

Pour conclure, signalons la grande utilité des méthodes varia-
tionnelles dans les problemes de diffraction de diverses espéces.
Ainsi, de trés nombreux problémes fort importants dans la technique
des guides d’ondes et des antennes ont trouvé des solutions satisfai-
santes grace a I’emploi judicieux de cette technique.

(k>0)

3. En dernier lieu, prenons le cas d’un probléme de collision
(nucléaire) quantique : calcul de la section efficace de diffusion de
deux particules en interaction de Yukawa. Ce probleme corres-
pondrait a I'interaction 'S neutron-proton (vocr aussi [ | pour plus
de détails, et discussion de l'approximation obtenue suivant les
méthodes différentes que nous pouvons employer).

> ) .
Si r est le vecteur qui correspond aux coordonnées relatives et p. la
masse réduite, le potentiel V(r) aura la forme

(49) V(=g2 .

[~

>
e . . . > r . .
En utilisant la variable sans dimensions z — - les équations inté-

grales de diffusion s’écriront, avec les notations de Lippman-
Schwinger :

(50) #.(3) = ey ;+fd?a’G(I, ?,;')u(;r)ﬁ‘(;l),
o ()= [l (5 B) R E),
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avec
Kol '|
(52) (% %)=L
4 w_‘zll
., 2pE 2 x > >
(53) K6= ;;2 a’, u(x)=——7%:a3V(ax)=uo—x—, IKjl:lel:Ko.

E est I'énergie cinétique du syst®me par rapport au centre de gravité.
>
Soit K, la direction d'incidence. Pour calculer 'amplitude de la pro-

+ .
babilité de diffusion dans la direction K,, nous utiliserons le prin-
cipe variationnel associé aux deux équations (50) et (51).

A.B
V. S. { (eli, ;ltq,i‘)} — (54a) m:
(540) A+B——(Cl—-Cg),

avec

(55) A = (b Tuyg?),
(56) B=(q» ueldi ¥),
(57) = (4 wdg)),
(58) Co= (q;%s)uLud/k‘));

L est 'opérateur intégrale défini par
Lf= [ d&6(E, 3)s().

Nous désignons par Y5, ¢’ les fonctions d’essai que nous prendrons
a la place de fonctions exactes y§, Y5 .

Nous admettrons pour J5”, y§’ les expressions

>
K
(59) W=eh®  p=gp
0
) K
—. > >
(60) ‘P%, = e T, ;‘= K—:p.

Pour p =K,, il s’agit de I'approximation « zéro » ct alors la for-
mule (54;) donnerait directement la seconde approximation de
Born. Nous discuterons a la fin de ce chapitre le choix p £ K, pour
le cas de I'interaction Yukawa,

Pour le calcul de quantités A, B, G4, G, utilisons les transformés
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. 1. . . > >
de Fourier tridimensionnelles des fonctions u(z) et G(af:, x’)

\ y k2
61 -
(61) ( )= znlde1+K”
> '>: -)etli(;—;') ; .
(62) ( m (Ko+l\o+ LE).

Nous avons pour A, par exemple

A =fd; e—ks ‘:u(g) e F
27t’f T fdx e (K—'EH-PA)

=4nuode:—K-=8(K-—K,+p1)
_ 4dmuy
=
1+<K2—;i>
En posant donc

<
Ko, 0p) = ! (e—-i ﬁ)
1(p> Ko, Bo T 1+ p*+ K3 —2pK, cosby 0T el

nous aurons
(63) A = 4nx(p, Ko, 80) o
D’une fagon analogue, nous obtiendrons
(64) B= 47:)(.([)7 KO: eo)uo;
(65) Ci= iny(p; P, Bo)uo;
¢’ est le calcul de Ca qui présente des difficultés a cause de la pré-

sence du noyau G(;, ;’) En tenant compte de (61) et (62), nous
avons

= fdxd e 3 u(3)6(5, ¥ )u(F) i =
= —Eu%del- o — 1

i+ G k) e — k[ GG k) |

En coordonnées sphériques telles que

o, p sinfl, > K sin0 coso,
o, K={ Ksin6sing,
P; p cosby; K cosb

v
o
by

|
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et aprés intégration par rapport a 0 et ¢, nous trouvons

u T KdK 1 ( s @—B)
; = K3 5K L8 O gy

2 ine -
P> 2

Cg=-—-

avec

S(a+ Fcosby) + 2852 sin 650 —a(a+f) sin%o
J(K)= )

S(o— B costy) + 282 sin 02—° — a(a—f) sin %’

S’=a’—ﬁicos‘4%, S =+ /8¢,

o =1+ p?+ K2, f=2pK.

Il est facile de voir que les seules singularités de la fonction sous

—+ o
le signef dans le demi-plan Im (k) > o sont le pole K =K, + Z¢,

les deux points de ramification o, et o3, racines de I'équation S?=o,
et les deux poinis de ramification de la fonction Log qui corres-
pondent aux racines p; et p, des équations a +=o0 et a —f3 =o.

B —l)
p1=-p+i, P=p+1
Fig. 3.

Y

Il en résulte que dans le demi-plan supérieur du plan complexe,
privé de.domaines Dy, D,, limités par les contours L, L, entourant

+
les racines oy, o1 €t py, po, la fonction sous le signe f est méro-

—x

morphe. Un calcul simple montre que I'intégrale sur L est identique-

ment nulle. L'intégrale sur L{ se trouve égale s‘t—zm’f —[ﬁK—g s
s KT—K3 S(K)

B ¢tant le chemin d’intégration indiqué figure 3.
Le théoréme des résidus donne alors

___ _u in c a—B7 i KdK 1 .
— stk o0 i ] 2o ek s

o

(AN

Dans la fonction Log, « et 3 sont pris pour K = K,.
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K dK I

Il ne nous reste donc que le calcul de | o —Ki (K’ - Nous pou-
vons la calculer par les méthodes élémenlalres
KdK 1 1 . (S3(Ke) - S(Ky)S(K)-+B(K2—K}) }
—K3 S(K)——S(Ko)larb; Ki— E=p
avec

[i]
B=1+p’+K?,——2p’cos7;°
En définitive, 'on a donc

(66) Co= wul ( ( S2(Ko) + S(Ko)S(p»)+ B(p3 — K%)}
PS(Ko) rsino—zo p3 — K3

— fLog[ sk S5 )

a-+ g
I'argument étant compris entre — 1;- et + %" pa=p+ .
Nous rappelons que dans cette formule
SHK)=at— freost ™, S =t VY,
a =1+ p2+ K2, B=12pK,

J(K) étant donné par la formule de la page oo.
En posant
C2= 47!“%(1)([{0, P, 00),

nous avons, compte tenu de (544) et (54s),

47w, Xz(pa Ko, 00)
X.(P: Py 0) — uo® (Ko, p, 8o)

V.S. (e, gy ) =

ou
4m {27(p, Ko, 80) — x.(p, Py B0) + uo® (Ko, p, 60) } uo.

Remarque. — Les résultats numériques dépendent évidemment
du choix que l'on fait de la valeur de p. Nous choisirons avec
E. Gerjuoy et D. S. Saxon,

(67) p*=Ki=pi,
(68) Pr=K3+ S uy=pl;
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(67) correspond a la particule libre; (68) est défini par la condition

fd;u(x) e—lz‘;[vzq_ K3 + u(z)] 617:1: o.

Elle exprime le fait que les fonctions d’essai ne vérifient I’équation
de Schrodinger que dans un espace limité par les propriétés du
potentiel de Yukawa.

Avec a=1,35.107"cm, u,=12365 (interaction 'S neutron-
proton), Gerjuoy et D. S. Saxon trouvent :

Section efficace différentielle de diffusion.

Méthode
variationnelle
(54a)
Energie Approx.

K, (MeV) Angle. Pie §28 Born. Exact.
o 8,61 3,73 5,60 3,99

0,6630 20..... g 1,51 1,36 1,58 2,28
0,4¥ 0,25 0,74 2,27

so 6,81 4,38 5,60 4,58

1,048 50..... g- 0,345 0,372 0,546 0,752
n 0,091 0,064 0,192 0,531

so 6,27 4,74 5,60 5,07

1,406 90..... ;j:- 0,121 0,137 0,227 0,309
= 0,023 0,024 0,071 0,151

so 6,10 4,90 5,60 5,25

1,624 120..... g 0,072 0,081 0,142 0,190
w 0,013 0,014 0,028 0,048

) 6,00 5,01 5,60 5,31

1,816 150..... —Z- 0,048 0,054 0,097 0,127
b 0,009 0,010 0,028 0,048

La colonne « Exact » a été obtenue par intégration numérique de
I'équation de Schrodinger.

La courbe ci-contre (fig. 4) donne I'allure de la variation de la
section efficace différeritielle de diffusion en fonction de Iangle 6 de
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diffusion pour une énergie de 150MeV. Nous remarquons que
I'accord entre les différentes méthodes est trés bon pour les grandes
énergies.

.o
i

N w @

20 40 60 80 100 120 10 160 180°

Fig. 4. — La courbe (A) correspond au résultat « exact »;
les points correspondent a Papproximation de Born.

CHAPITRE V.

METHODE VARIATIONNELLE DANS LA PHYSIQUE DES PILES ATOMIQUES (REACTEURS ).

Il s'agit ici de méthodes utiles pour le calcul de la taille critique
des réacteurs (piles atomiques) dite de puissance nulle. Comme tous
les réacteurs 4 énergie nulle ont un petit volume, les dimensions du
cceur étant de ordre de quelques parcours libres moyens neutro-
nique, le dimensionnement précis des caractéristiques d'un tel
réacteur impose parfois I'emploi de méthodes autres que la théorie
de la diffusion simple.

Nous donnerons dans ce qui suit, la méthode basée sur I'équation
de transport exacte de Boltzmann, fonction de I'énergie, ainsi que sa
solution par des méthodes variationnelles.

Nous allons commencer par décrire la théorie mathématique qui
nous permettra de prévoir la densité du flux de neutrons dans un
réacteur i neutrons rapides (c’est un réacteur ou il se produit peu
de ralentissement et ou la fission s’induit en premier lieu par les
neutrons rapides qui ont perdu relativement peu de l'énergie avec
laquelle ils ont été libérés) en fonction de I'espace et de I'énergie.
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L’équation exacte de la théorie de transport peut se mettre sous la
forme d’une équation intégro-différentielle (Boltzmann) ou sous la
forme d’une équation intégrale.

Pour les problemes basés sur le concept d’un seul groupe de
vitesses neutroniques et de la diffusion isotrope, on obtient une
équation intégrale pour le flux neutronique.

. > . . F
Si ¢ est la vitesse d’un neutron d’énergie E, Q un vecteur défi-

. . . . > ..
nissant sa direction et si 7 (x,y, z) est le vecteur position au
point (z, ¥, z), Ndv dQ sera le nombre de neutrons par centimetre

N , . .
cube au point 7 a linstant ¢ doués d’une vitesse comprise dans

>
(v, v+ dv) et situé dans le cone élémentaire dQ autour de Q.
La grandeur

) o(¥) =ijdodg

.
sera le flux au point 7.
Le courant de neutrons a travers une surface dont la normale est

. e >
définie Par un vecteur unitaire u sera
> > >
(2) Ju(r)= v Q.uN dv dQ.

C’est le nombre de neulrons net qui passent par seconde & travers
1 cm? perpendiculaire a 7.

Lorsqu’un neutron subit un choc, il peut interagir avec un noyau
de plusieurs facons. Il peut étre diffusé élastiquement ou inélastique-
ment, il peut induire une fission ou peut étre capturé.

Soit a¢, oin, o €t o, les sections efficaces relatives & ces processus.

Soit, en outre, / le libre parcours moyen neutronique et a« son
inverse; ¢ le nombre de sccondaires par choc, et 8 le nombre de

secondaires par unité de parcours. S'il y a n noyaux par centimétre
cube, on aura

(3) a= - = n(Ge+ Op+ 0+ 0¢),

o~ -

) B=ca= %:n(ce+ Gin—+Vas),

ou v est le nombre de neutrons créés par fission.

Soit ¢f (v’, 5’—»0, 5) dvdQ, le nombre probable de neutrons
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produits dans I'intervalle de vitesse dv et dans le cone élémentaire dQ
lorsqu’un neutron de vitesse ¢’ el de direction ' subit un choc.
Pour les divers processus indiqués dans ce qui précéde, la fonction f
prend les formes suivantes.
Au cours de la fission, les neutrons sont émis de maniére isotrope
F(v)
4

> >
() Jr ("I: >0, Q) = ’
ou F(¢) désigne le spectre des neutrons de fission.

Nous admetlrons, en outre, qu'aprés le choc inélastique, le neutron
est émis également de maniére isotrope, c’est-a-dire

(6) fi’l("'7 3”‘*"7 3) = ﬂa’;)—‘))’

&(v'—v) élant la probabilité de voir un neutron diffusé dans la
bande de vitesse dy.

Au cours d’une collision élastique, le neutron peut étre diffusé de
maniére anisotrope. Soit alors f.(p) la distribution angulaire de

neutrons diffusés, ou p est le cosinus de I'angle que font 3 ot .
Nous ne nous préoccuperons pas, dans ce qui suit, de la distribution
angulaire détaillée f.(p.). Nous supposerons la diffusion isotrope et
nous remplagerons la section efficace o, par o, ot

(7) °"e=°'e[l“' ch(H)dH]'

—1

Définissons encore la section efficace de transport ;. de la maniére
suivante :

(8) Oir== G+ Gin.

> > )
L’expression de ¢f (v’, Q—>y, 9) en fonction de fr, fin et fe sera
dés lors la suivante :

> >
(9) cf (v’, Q'—v0, Q) = VP rfr=+ Pinfin—+ Pefe;

ol ps, pin €t p. sont les probabilités de voir un choc se transformer
respectivement en fission, en diffusion inélastique ou en diffusion
élastique.

Si l'on se propose de calculer, dans un élément de volume dV,
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. > .
repéré au point 7 la fuite des neutrons, le nombre de¢ neutrons
subissant des chocs et le nombre de neutrons diffusés dans une

. . . . . +
bande de vitesse particuliere do dans la direction 2, 'on est

+
amené a4 démontrer que NG, 0, 9) obéit a I'équation suivante de
Boltzmann :

-+ 03—6 N(r, v, 3) +va N(r, v, 3) ~+ (Sources)
- ﬁ' 8o N(F, o, @) f(v, @' >0, &) dv' dbr.

Le premier terme du premier membre représente la variation du
nombre des neutrons par unité de temps; le second terme, la fuite
des neutrons hors du volume élémentaire; le troisiéme terme repré-
sente le nombre de neutrons subissant des chocs et le quatriéme
terme (Sources), le nombre de neutrons issus d’une source présente.
Le second membre représente tous les processus par lesquels un
neutron peut étre créé dans la bande de vitesse dv et dans le cone
élémentaire dQ, a savoir par fission, par diffusion élastique ou par
diffusion inélastique.

>
(10) dN(;';,th>

. . . oN
Dans le cas stationnaire (régime permanent), i est nul.

La plupart des calculs ont été effectués pour des sysiemes de
symétrie sphérique et pour la diffusion isotrope. Des lors, notre
fonction N devient une fonction d'une seule coordonnée d’espace, la
distance r du poinl observé au centre du systtme et d’une coor-
donnée angulaire p. qui est le cosinus de I'angle entre le rayon

>
vecteur 7 et la direction Q. L'équation de Boltzmann (10) se trouvera

donc ramendée, dans le cas de diffusion isotrope, & la forme suivante :

N 1—u2 oN
(11) o+ vx+vaN(r,v,p)

= —;-ﬂﬁv’N(r, o, W) F(0 ) de’ dy.

Dans un probleme plan, c’est-a-dire lorsque N dépend seulement de
la coordonée z, le terme de fuites sera donné par “%'

Dans les problémes envisagés dans la théorie 4 un groupe, on
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admet que les sections efficaces sont constantes; on peut dés lors
intégrer (11) par rapport a ¢ pour obtenir

o0 1—p2 0P +1 oy
(12) p.—d_"—l——ri E_—-I—ad’(r,p.):gf <I>(r,p.)dp.,
-1

avec
@(r, )= [oN(r, 0, 1) de.

Cette équation peut étre résolue par la méthode des fonctions
sphériques, en développant la distribution angulaire du flux neutro-
nique ® en une série de fonctions sphériques :

(13) B(ry 1) = 5 D\(32-+1) Pa(p) Ba(r)-

En multipliant (12) par P,(@) et en intégrant sur tous les ., on
obtient la relation de réccurrence suivante entre les ®,(r)

(14) (n+1)T1®pis(r) +nTo@pi(r)+a(2n+1)Pn(r) = B8on®(r),

r
d n—1
(3§ -25)

Dans une approximation P,y ;, on arréte la série pour ®(r, p) au
terme Papia ().

Les équations (14) pour n=0, 2, ..., N + 1, nous fournissent le
nombre nécessaire pour déterminer @, (r) d’équation, si 'on néglige
le terme @,,.2(7) dans la derniére équation.

Les solutions pour les fonctions @, peuvent s'exprimer a l'aide des
fonctions de Bessel

ou T, est 'opérateur (d% + 2 2) et

N
¢0=2[A,Ho(v,ar) — B, Ho(— v,ar)],
=0

ol

H,— (viar)= ——\/ 2 Kota(viar).

TV, ar

Ayant ainsi esquissé dans ses grandes lignes le principe d’une
solution directe de 'équation de Boltzmann, venons-en & I'étude du

MEMORIAL DES SC MATH, — N° 184, 6
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probléme relatif aux réacteurs rapides a I'aide d’'une équation inté-
grale relative aux flux neutronique. Cette équation s’obtient par
I'intégration de I'équation de transport de Boltzmann, mais on peut
aussi y parvenir par une méthode directe.

Considérons a cet effet un milieu réacteur uniforme et supposons
que les sections efficaces nucléaires soient indépendantes de 1'énergie
de sorte que la théorie a un groupe soit applicable. Soit tb(?) le flux

. > .
de neutrons en un point quelconque 7 et soient a et 3 les parametres
nucléaires tels qu’ils ont été définis dans ce qui précede.

Le nombre de neutrons subissant des chocs par seconde dans

. >
I'élément de volume dV, au point 7 sera a® (1) dV,. Chacun de ces
. . . >
neutrons peut-étre considéré comme ayant atteint directement 7
. > . . .
venant de quelque point 7 ou il aura été émis au cours d’une fission

. >
.ou diffusé vers r.
Or, le nombre de neutrons total émis par seconde, par fission et

o s - . > ,
par diffusion par élément de volumé &V’ au point 7 est P (r’) av,.
En admettant une émission isotrope, on peut montrer directement
que la probabilité de voir ces neutrons subir leur choc suivant

. >
dans 4V, situé au point r est

dVr

o exp(— aR) =R’

. > > . T .
ot R= ‘ r— r'| est la distance entre les points 7 et 7'. En combinant
ces résultats et en ajoutant toutes les contributions dues a tous les

C > . .
points 77 du milieu, le nombre total de chocs ayant lieu par seconde

. >
dans dV, au point 7 sera

—xR
(15) N, = af dv,'ﬂcp(?r :xnz av'.
S

En égalant cette grandeur a ad)(})') dV,, on parvient 4 I’équation

intégrale cherchée pour un flux de neutron (Il(_r)') en régime per-
manent

(16) o(F) =g [[fe(F) (¥, Fav,,
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N > > .
ot le noyau K(r, r’) est défini par

—aR
(1) k(5 F) = o

L'intégrale dans (16) doit étre étendue sur la région occupée par
le milieu réacteur. L’¢équation (16) est une équation aux valeurs
propres; seule, toutefois, la solution Q(?) correspondant a la plus
petite valeur propre positive 3 présente de l'intérét car on peut
montrer que toutes les autres solutions deviennent négatives quelque
part dans le milieu réacteur et doivent par conséquent étre rejetées
pour des raisons physiques.

Dans le cas d'une diffusion non isotrope, on se contente, a titre
d’approximation, de faire appel 4 une équation intégrale de la
forme (16) qui n’est strictement parlant valable que pour la diffusion
isotrope, en remplacant la section efficace de diffusion par la section
efficace de transport définie précédemment.

Il est difficile d’obtenir des solutions exactes de 1'équation inté-
grale (16) et nous nous contenterons de décrire, dans ce qui suit,
une méthode d’approximation basée sur la méthode variationnelle.

La méthode variationnelle permet de déterminer une solution
approximative pour la valeur propre positive minimum de I’équation
intégrale (16) : elle est basée sur le fait que la fonctionnelle F[¢ ('r))]
définie par

(%) av,
(18) Fle(3)]= J ,
[ e@E av. [[xG B e(F)av
ol q;(;*) est une fonction arbitraire, est stationnaire ct passe par
une valeur mininum égale & 3 lorsque q»(?) est 6gal a la distri-

bution (D(-r)) du flux neutronique. Les intégrales dans (18) doivent
étre étendues & tout le milieu réacteur.

En d’autres termes,
ﬂ"‘l"g(?) dv,
B=V.S. .
[ @ av. [[[x( 7)a(F) av.

Les méthodes exposées dans le Chapitre II permettent de justifier
ce résultat.

(19)
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En pratique, nous I’avons vu pour d’autres problemes, on introduit
. e c
une fonction d’essai ‘I)’(r) convenablement choisie pour la fonc-
. > . . .
tion qa(r), et 'on calcule ensuite F[®'(r)] a I'aide de (18).

Le résultat de ces calculs sera une valeur approchée B* de la
valeur propre cherchée f3.

Nous avons vu que si I'erreur commise pour @ (?), c’est-a-
dire Q(?) — @ (?) est de I'ordre d’une petite quantité ¢, il résulte de
la nature extrémale de F[q; (7)] que Verreur sur 3 sera de I'ordre de
AB = — @'~ ¢, quantité de I'ordre de 2. Ainsi, une approximation
grossiére sur q;(?) pour la distribution du flux peut fournir une
valeur tout a fait correcte pour 3. On remarquera que puisque F l_ P (?) ]

est in extrémum minimum pour q,(?) = (D(-;), on aura
Flo*(F)]aF[o(7)],  cest-a-dire que F'x

En d’autres termes, notre méthode variationnelle fournit une
estimation par excés de la valeur propre 3.
M. H. L. Pryce a utilisé¢ la fonction d’essai de la forme

(20) S (ry=1—gqr?

pour ®(r) dans les problémes relatifs aux conditions critiques pour
une pile sphérique sans réflecteur, ou r désigne la distance radiale
mesurée A partir du centre de la spheére et g est un parameétre. On

> . . . .
calcule F[(l)’ (7)] a partir de (18), et 'on détermine ensuite ¢ de
fagon a rendre minimum I'expression résultante. Cette valeur

extrémale (minimum) de F[®'(r)] est 'approximation recherchée
pour . On peut représenter les résultats numériques obtenus

par Pryce dans I'intervalle 1,5 < g < o par la formule empirique

(21) BRc= L8 +o,16\/1— z — 0,697,
P B
Vg

ou R est le rayon critique de la sphére. )

On peut utiliser la méthode variationnelle pour déterminer de la
méme fagon la taille critique d’un réacteur cubique, cylindrique,
dépourvu de réflecteur, en fonction de a et 3.
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La méthode esquissée dans ce qui préctde, relative & un réacteur
démuni de réflecteur peu étre geénéralisée au probleme d’un cceur
sphérique noyé¢ dans un réflecteur. On suppose, ce faisant, d’une
part que le matériau réflecteur diffuse sans capturer les neutrons et,
d’autre part, que le libre parcours moyen total est constant dans
tout le réacteur.

On choisit la fonction d’essai pour @ (r) de manigre a avoir dans
le cceur la forme parabolique (20), et, dans le réflecteur, la solution
déduite de la théorie de la diffusion
(22) @’(?):A—e—%,
A et B étant deux constantes dont on peut disposer.

On impose la condition que ®'(r) soit continue a la surface de
séparation coeur-réflecteur r = R..

Les résultats des calculs relatifs a ce cas, lorsque le réflecteur est
infini, se représentent sous la formule empirique suivante :

4 E=—————°’.;q?_7__ ) —z)
(23) BR \/I-§+0370(1 [,>

Cette formule donne une valeur pour le rayon critique R, qui est

en accord avec la théorie de la diffusion lorsque g —>1I.

Dans le cas d’une multiplication trés grande (g—> oo); donc

lorsque le réflecteur aura un effet négligeable, le résultat s’accorde
avec celui relatif a une sphere dépourvue de réflecteur, c’est-
a-dire R¢f —1,277.

Il y a lieu de faire remarquer que la méthode variationnelle telle
qu'elle vient d’étre exposée n’a qu’une valadité restreinte pour le
probléme relatif aux réacteurs & neutrons rapides, car clle est malaisée
a appliquer lorsque les libres parcours moyens sont différents dans le
cceur et dans le réflecteur. Par ailleurs, les intégralions mises en jeu
sont, en général, fort laborieuses. La méthode variationnelle fournit
néanmoins dans de nombreux cas des approximations fort utiles, en
particulier dans le calcul des piles & structure réticulaire.
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