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INTEGRATION

DES

BQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
'PAR LA METHODE DE DRACH

Par Georges HEILBRONN.

INTRODUCTION.

Nous présentons aujourd’hui au public mathématique 'application
de la théorie d’ « intégration logique » de Drach aux équations diffé-
rentielles. C’est le travail que nous annoncions lors de la parution du
fascicule consacré aux ¢quations aux dérivées partielles et nous tenons
a exprimer loute nolre reconnaissance a M. Villat, qui rendant
hommage au génie de Drach, a bien voulu, une fois encore, nous
encourager a rédiger notre modeste Ouvrage et lui réserver une place
dans la présente Collection.

Nous pensons donuer ici une vue plus juste de la profondeur de la
pensce de Drach, cn montrant la puissance d’unc méthode appliquée
a des problémes d’une grande variété, qui, tous, avaient arrété les
plus éminents analystes. C'est la raison pour laquelle nous avons
insisté surtout sur les applications, de facon que le lecteur se rende
compte qu'il ne s’agit pas ici de théories stériles, si harmonieuses en
elles-meémes, si séduisantes a 'esprit qu’elles puissent paraitre.

Dans ce sens, nous tenons & souligner la finesse de l'analyse de
I'équation des géodésiques, quil’a conduit a la solution d’un probléme
(ue tanl de géometres avaient en vain tenté de résoudre; V'¢légance
de la méthode qui lui a permis de déterminer les intégrales algébriques
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de l'equauon de Riccati, epuisant ainsi totalement la question Le
lecteur y trouvera, outre des resultals orgmaux, une synthése des
travaux d’unc pluade d’illustres analystes

Enfin, nous tenons a rappeler les propres termes de Diach, qui
montrent clanement le but qu'il vismit  « Tendance a la genéralisation
et a la simphficauon de la Science », « en reprenant tout a pied-
d’ceuvre, les eléments étudics (tant caracténises dés le debut par un
petit nombre de proprietés, chosies en raison méme des applications
possibles »

CHAPITRE 1

L’INTLGRATION I OGIQUE

[ — Lintégration logique [1]

1 Le probleme de I'intégration logique consiste a déterminer la
nature de la transcendante définie par une équation différentielle ou
un systéme complctement integrable Ce probleme s’oppose, dans sa
nature intime, au probleme de Cauchy et a tout probleme d'integration
avec conditions aux himites

La premiere question ui se pose, est la smvante étant donne un
domaine de rauenalité [A], reconnaitre s1 I'équation (ou le systeme)
admet des solutions rationnelles dans ce domaine et les déterminer,
st elles existent Ce probleme préhiminaire devra étre résolu dans
chaque cas paruculier Ayantiesolu ce probléme et, eventuellement,
¢écarté ces solutions, nous obtenons une equation (ou un systéme)
irréductible S, définissant une fonction z

2 Considerons maintenant une transcendante ¢ definic par un
systeme 2 Deux cas sont possibles

1° Le systeme S + X, aux inconnues z, § est z77eductible, c’est-a-
dire que loutes les relations rationnelles entre z, ¢ et leuts derivées
sont des conséquences nécessaires des équations du systeme S + X
Dans ce cas, les transcendantes s et { sont étrangéres I'une a 'autre
L’adjonction de £ et du systéme = est inutile

Deés maintenant, 1l est nécessaire d'introduire la distinction entre
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dérivées principales et paramétriques. Les premidres se calculent a
'aide des secondes dans les équations S +- 2.
Soit un systeme (@) de relations

9,(z, {)=0 (i=1,...,n)

les ¢; ¢tant rationnelles et ne portant que sur les dérivées para-
mdétriques et les variables z et ¢ elles-mémes, que nous adjoignons au
systtme S+ X. 1l conviendra de former alors les conditions
d’intégrabilité du systeme S + X + @, qui seront les conditions que
doivent vérifier les o, et de s'assurer s’il y a des solutions rationnelles.
Si ce probléme n’a pas de solution, le systéme est irré¢ductible et les
transcendantes z el { sont étrangeres.

2° Dans le cas contraire, le systeme S + X est réductible ; nous
dirons que le systtme S est imprimitif (1). Le systtme S + X doit
¢tre remplacé par S + 2 + @.

La méthode que nous venons d’exposer, peut étre appliquée &
nouveau par adjonction d’une nouvelle transcendante gy définie par
un systitme ;. Le nombre des dérivées principales, qui est fini,
augmente par chaque adjonction aux dépens des dérivées para-
métriques. Le nombre d’adjonctions utiles est donc fini.

Il est bien ‘entendu que, pour que la méthode présente un intérét,
il faut que les transcendantes ¢, %y, ... soient connues. Il convient
donc d’éludier au préalable des transcendantes dont les propriéiés
soient simples. C’est en I'adjonction successive de ces transcendantes
que consisle I’ « intégration logique ». Il est clair que ce probléme est
en général inabordable. On devra se contenter de solutions aussi

¢tendues que possible, dépendant de constantes ou de fonclions
arbitraires.

II. — Le groupe de rationalité.

Ll
3. Pour plus de clarté, nous supposcrons que le systéme se réduit
a une scule équation aux dérivées partielles et que, de plus, cette

(') Cette expression, empruntée a la théorie des groupes, sera justifiée par la
considération du groupe de rationalité du systcme.
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équation est linéaire (2) :

. 3 J3 dz
(I) X(<)="d;+A1()—Il+...+And—x;—0

el soit 4, %2, ..., &, un sysitme fondamental de solutions. Toute
transformation & n variables sur les 5, conduit & un nouveau systéme
de solutions, également fondamental :

(2) =S (21, T2y ooy Ta) (i=1,2, ..., n).

Considérons maintenant les déterminants fonctionnels

D(z1, ..., 3n) D(z, 22, «vvy 3u)
D= ————2 2777 D= ——22 =7 "1 THZ ces
3 D(z, ..., z2) "= D(xz, L1, ..., Za) !
D — D(z, 51, ...y Sum1)
"T D(x, xry ey o)
et la relation évidente
D(z, 21, ...y 30) —o

(4)

D(x, 2, ..., Za)
En développant celle-ci par rapport a la premiére ligne, il vient

(5) D dJ3 a3 Js

— +D— +...4+Dp—=0
Jr rrs " oz, ’

(5) doit étreidentique a (1); donc
(6) D_ D, D,

1A, T A,
ou D est essentiellement différent de zéro.

. D . . . .
Les expressions ]5’, +++» 35 sont donc des invariants différentiels

de la transformation opérée surles z,. Cetle transformation n’est autre

qu’une transformation du groupe ponctuel général a n variables T,

dont nous venons de construire les n invariants différentiels indé-

pendants. Il est facile de voir qu’il n’y en a pas d’autre. Soit en effet,
@(z-., a3, Jd3 . & . d:,,>

Sy 3T 3o ) )
T 9 dry dx dx,

un‘nouvel invariant. Le systéme

Jz, dz, dz, .
-()_.L'-+j\l;)_'.t;+.'-+l\"d.t"_0 (i=1,2, ..., n)

(2) On sait que toute équation différentielle ordinaire peut se ramener a cette
forme.
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permet de calculer les d a Paide des A; et des - ® devient
/
'\ 9A 03
(1 I —-? ) Z—Z'-Z )

¥ est évidemment indépendant des z,, car il est invariant pour une
transformation des z, en 7, + @,. Soit maintenant une transformation
arbitraire (2). On doit avoir

w(2) = w

d.t/. d.l‘/.)

(ou les indices Z et A prenneat toutes les valeurs de 1 a z), quelles
que soient les /.

Supposons que les z, dépendent d’un paramétre ¢. Y élant invariant,
on doit avoir
av
7{ = 0.
Or,
A
dllf _\ o dry dxy
‘J ()L d.l,( di
0
Jdry,

= 0.

Cette égalite devant éure identiquement vérifiée, il en résulte que
v’ .
_d_Zl=O (i=1, ..,n; k=1, ..., n).
duxy

4. Siléquation (1) est genérale, le systeme (6) est irréductible et
ce systéme cst invariant pour loule transformation du groupe ponctuel
général T,,.

Si 'équation (1) est spéciale, on peut adjoindre au systéme (6) des
relations rationnelles compatibles qui n’en sont pas des conséquences
nécessaires. Le systéme (6) est alors réductible. En lui adjoignant
des relations convenablement choisies, nous forinerons un nouveau
systéme que nous rendrons irréductible.

Ce nouveau systeme sera le plus simple possible, si nous choisissons
le plus grand nombre possible de relations d’ordre zéro (entre les z,
mémes ), puis le plus grand nomnbre possible de relations du premier
ordre et ainsi de suite. Ces operations ne se continuent d’ailleurs pas
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indéfiniment, car on sait qu’a partic d'un cerlain ordre, toules lcs
équations sont des conséquences d’équations d’ordre inférieur. Nous
verrons plus loin (chap. IV, § 3) comment on peut donner & ces
systémes irréductibles réguliers une forme normale.
Ces systémes ¢lant mis sous forme canonique :
52,(;1, cevy Sny :)L;%, cen 5)-;—:1’ ey d—;_'lf, cee 3—;’:7> = 2,(Ziy 11y Zn)
(6=1,2, ..., k)

mettent en  ¢vidence les invariants  différentiels du  nouveau
systéme ().

A ces systémes, on peut atlacher un groupe T, dont les trans-
formations sont définies par

Jz 0z L JL
Q'(‘:“ e ‘-'"7:)—‘:71’ e a‘;—’;) =QI<Z17 sy Zp, 5.2,‘—;, LR ;.Z'—:>

(i=1,2, ..., k).

Ce groupe I' cst le groupe de rationalité attaché a I'équation
spéciale (1). Les transcendantes z4, . . ., z, sont des fonctions des n +1
variables z, z,, ..., 2, auachées dans le domaine [A] au groupe I'.

I est clair que le groupe T n'est défini que par son Zype. Soit I
une transformation de T, la transform¢e F’' de I' par une trans-
formation @ :

F =®dFd—

fait partie d’un groupe I', de méme type que I'. La d¢éfinition de T est
donc établie a la transformation arbitraire ® prés, assujettie sculement
a conserver la rationalité des équations de () qui sont rationnelles.

Nous sommes ainsi amenés a étudier la suile de composition du
groupe T, qui nous fournira les différents types possibles de
groupes I'; mais nous n’aborderons cette étude, qui est d’ailleurs un
pur probléme de théorie des groupes, qu'aprés avoir étudié les appli-
cations de la préscnte théoric au cas d’une équation unique du
premier ou du second ordre.

Avant de laisser de coté ces généralités, nous tenons a souligner
que l'idée directrice qui semble avoir guidé Drach, cst Panalogic avec
la théorie de Galois pour les équations algébriques, le groupe de
rationalité possédant les deux mémes propriéiés fondamentales que
le groupe attaché a une équation algébrique, a savoir :
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1° Tout invariant du groupe est une fonction des variables z,
Z1, ..+, &, rationnelle dans [A].

2° Toute fonction rationnelle de =4, ..., 5, et de leurs dérivées
est une fonction rationnelle des invariants.

~ CHAPITRE II.

KQUATIONS DU PREMIER ORDRE.

I. — Généralités | 2].
5. Soit I'équation

d,
(1) G =A@ ),

dont l'intégrale géndérale est
z(x, ») = const.
z vérific 'équation
dz

(2) X(z)=g§+A—

d)’ = 0.

Cette équation (2) permet de calculer par dérivation successive loutes
., 0z . .
les dérivées ———=7, telles que {+k=n, i>1, au moyen des
L., 0drs ) . . P
dérivées T (p=1, ..., n)etde variables  ct y. Les dérivées par
rapport a y seul sont donc seules paramétriques.
11 est facile de classer les équations (1) d’apres les diflérents types
de sous-groupes du groupe ponctuel général i une variable, qui sont:
1° Transformation identique : F = f.

2° Groupe linéaire homogtne ou groupe des translations : ¥ = af
ouF=/f+a.

3° Groupe lindaire spécial : F =¢f + a(e"=1).

4° Groupe lin¢aire général : I' = af + b.
af+ 0

5° Groupe projeclif : F = o

Nous savons que, si le groupe est le groupe ponctucl général lui-
méme, aucune réduction n’est possible. Sinon, conformément a la
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théorie générale, il existe une relation

, o5 07, 95,22
(3) ‘D(‘x,), SR E'—_y d}"-, -' =0

compaltible avec (2), sans en étre une conséquence nécessaire.

1° L’équation admet une solution rationnelle en z et y :

s= Pz 1),
T Q(z, »)

On la choisira de facon que le polynome P — zQ ne soit pas décom-
posable, quel que soit z. La relation (3) est ici d’ordre zéro.

2° [équation de définition du groupe est ici

L
9 T
L’invariant est ‘
Jz
;‘-}', - L(\.Z‘, J ) ’
il vérifie la relation
T JL 9 _
(4) \(L)—o-l,x—o ou ,)_x+¢7_;-(AL)—O'

En effet, de la définition de L et de (2) on déduit

Jz
gz = \1L.
puis
Jz J . J*s  JdL
—_— = - (.\L t —_—=
dx dy' ) (AL) € dy? ady

D’od l'on déduit immédiatement 'équation (4), qui constitue la
résolvante pour L. La relation de définition de L est ici la relation (3)
du premier ordre. D’autre part I'équalion (4) exprime que L est un
multiplicateur ou facteur intégrant de (1) : celle-ci admet donc un
multiplicateur rationnel. Dans ce cas, 5 est oblenu par une quadrature

;=f|,(d; — A dx).

3° 16équation de définition du groupe est
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et I'invariant caractéristique :
dz\"
K=(=—=) -
(tb')
Cette relation de définition de K, rationnel en z et y est la forme,
dans le présent cas, de la relation (3). K vérifie 'équation

(5) X(K)+,IK3_‘} =o,

on obtient par un calcul & peu prés identique au précédent cette
résolvante pour K. z cst encore donné par une quadrature

:.=f'\'/K(dy— \ dz).

4° L'équation de définition du groupe est du second ordre :

0:F

7=

la relation de définition de I'invariant s’écrit

9z
Iy

W, )=

'S.'lb!l

C’est donc ici la dérivée logarithmique d'un multiplicateur qui est
rationnelle. Cherchons la résolvante pour J.
De la relation de définition de J et de (2), on déduit

(6) —..d:!z -+ (E -+ @_ i.: =0
Az dy " dy dy
'z < A d*s 2 3
- dz 0z INds  PAds

A TR T TR T

Multiplions (6) par —J et additionnons a (7); il vient, aprés simpli-
fication par g—;" :

- JdN J2A

Clest la résolvante cherchée. Elle s’écrit aussi

, A J JA\
(8) d£+d;(_AJ+Q1’>_O'

/
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. as .
On obtient Log 5, Par une premiére quadrature

ds JA
Log 57 =fJ((;-- (AJ + W)dx,
Ia valeur de 2 Log 22 étant donnée par I'équation (8') intégrée par
« or Oo‘d‘;t n (llncpd qu(l D(’ p(
rapport a y.
z est donné maintenant par une deuxiéme quadrature

ERZA) J Loi\ e
:=fef <\ "') (dy — A dr).

5° L’équation de définition du groupe est du troisitme ordre. On
prendra comme forme type de la relation (3) U'invariant de Cayley-
Schwarz :

diz 023\ 2
A% 3 2
[=1{z ] ot {3 yi=—=— —=| =
(IR} 1B (B} § z 9 0z
l))' \d)"/

Pour déterminer la résolvante pour I, nous adjoindrons aux équa-
tions (6) et (7), 'équation obtenue en dérivant une fois de plus par
rapport & ) :

) LR IR LR L W)
9 o dy? ayt ay dyi y: dy? W4 dz
On additionne (9), (7) multiplice par —3J, (6) multipliée

par — %‘:— -+ 2J2; on obtient alors

X(l)+2%(\:—;}, — %Je) ‘g—_‘} =o,
mais I vérific I'équation
(10) [= Sj% — 1y
La résolvante s'éerit done
(11) X(l)+glf%+%j§=

Remarquons que P'équation de Riccati est en général de ce type,
puisque, pour unc telle équation, la dérivée troisieme de A est nulle et
I = o est solution de I'équation (11).
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z ne se détermine plus ici par quadratures mais sa détermination
nécessite 'intégration de deux ¢quations de Riccati, J étant délerminé
par les ¢équations (8) et (10), ce qui revient & un systtme de deux
équations de Riccati. J étant ainsi déterminé, z est délerminé par
les deux quadratures indiquées au 4°.

Remarquons encore que larclation (3) devant étre d’ordre minimum,
ne peut étre d’ordre supéricur a trois, sinon les relations déduites
de (2) par dérivation permetiraient d’en abaisser le degré. C’est une
confirmation, par une voie analylique dirccle, du résultat obtenu par
la théoric des groupes et relatif a la formation des divers sous-
groupes du groupe ponctuel général.

G° Il n’est pas nécessaire de supposer A(z, y) rationnel. On peut
le supposer algébrique, en adjoignant une relation algébrique entiére

Sz, 0, p)=o0

a l'équation proposce. C'est la méthode que nous emploierons pour

. . . . d
étudier les equat:ons/(z‘, ¥, TL) = 0, que nous remplacerons par le

. dy
systeme % =p:

S(x, 3, p)=o.

A peut méme étre transcendant. Il suffira d’adjoindre des relations
différcntielles, définissant la transcendante, a I'équation proposée,
aprés s’étre assuré¢ de la compalibilité du systeme (voir chap. I).

De la méme maniére, une ¢quation de Riccati, dont on connait une
solution particulicre X (z) donne pour la résolvante J une solution

. —2 ; . .
rationnelle : J = —x" 11 y a donc une réduction dans le domaine de

rationalité, obtenue cn lui adjoignant X (x).

Nous nous contenterons de noter, en terminant ces généralilés
qu’unc nouvelle classification des points singuliers, cssentiellement
logique, est possible en utilisant la théorie précédente. 1l conviendrait
de revoir a la lumiére de ces principes, les résultats classiques de
Picard, Poincaré, etc., 'étude de 1’équation au voisinage du point
singulier sc faisant en utilisanl la méthode ci-dessus.
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I, — Applications [3].
A. — LIGNES DE LONGUEUR NULLE DES QUADRIQUES.

7. Cette intégration est classique. Nous montrerons sur cet
exemple élémentaire, comment on peut appliquer les méthodes
d’intégration logique.

Soit donc

(1) ds?= (1+ p?)dr2+ 2pq dx dy + (1+ ¢*) d)?

le ds* d’'une quadrique et
(2) dy = mdzx

une des deux familles de lignes de longueur nulle. 11 s’agit d’intégrer
(2), ot m est racine de

(3) (1 +q2)ym2+2pgm + (1+ p2)=o0
ou
(3") I+ m+ (p+gm)=o.

dJd oy .
Calculons ;}:—L Pour cela, différentions totalement (3), en y rem-

placant dy, vpar mdzx :

m ('—)ﬂ -+ m 2’—"—) +(p+ m)[r +2sm <+ tm?+ (dm Im
ox d) 7 q ? q9 % +m 35;)

0.7
, am am*
(4) <d—r -+ 7)17)?)[1%1 +(1+g2)ym] + (p +qgm)(r+ 2sm + tm?) = o.

Dérivons (3) par rapport a y :

m@+(1+ m)(s+ta omy _
gy T (s y) = o

(5) (s—zg[pq—l—(l—t—q?)m]+(p+qm)(s+tm)=o.

De (4) et (3) on déduit

@z r)l‘n —m om
(6) Iy ox Iy

S+tm  r—+a2sm—+tm®

Soit, d’autre part, Q(z,y,s)==0 l'équation de la quadrique.
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Différentions tolalement trois fois cette équation ; il vient

JQ a0 9Q
a—id.v—i— I"’dj -+ E(pdx-f—qd))_o,
9Q Q (?) 20 920
(d:dx+¢§}d"> +2(d__.cdzd d 97 d;)(pdx+qdy)
220
i 2 4 o 2 . 2) =
dz,(})dx+qd)) +dz (rde:+2sdedy +tdy?)=o,
oQ ( )
(I) dx +~—d;)
iQ a0
2 g L S B I
+3(d Tz dr +2dzdydzd‘vd*' +dy’dzd"’ >(pdx+qdy)
JQ 2'Q ' Q
- )2 — Y
+3((M‘)zzdx+()ydzzd‘y>(pdx+qdv) + dz‘(pda:+qd))
92 Q d2Q J2Q
— — — g 2 » -9
- 3[6103 dz+«)} 7= o= (pdx+q¢{;)](rdx +osdzdy+tdy?)
+3£_2(zdx‘+ 33dz?dy +3yded)?+3dys)=o;
ou
_1)'3 _ 'z _ 'z 8_()5:
1—5;_’ ﬁ—()’__—.tztb, Y—-—_—().I‘d)g’ _d—}—'.

En remplacant dans cette différentielle totale troisiéme dy par m dz.
il vient, compte tenu de ce que toutes les dérivées troisitmes de Q
sont nulles :

)
(_) ’ZE(1+331)1+3‘ m2—+4om
‘' ds ; !

N 020 020 2o\, .
T S AP T +Ill(d e +953 (r~+2sm—+tm?)=o.

. -
H : LI —-5/0Q 2 N
D’autre part., si Pon écrit la condition pour que o, ’( —) .ol ona
2 \dz

posé ca=r -+ 25m —+ tm?, soit un facteur intégrant pour dy — m dz,
on obtient

24 38m 4 3ym24+3mi+ 2(s + Lm) Jmn +m‘£’—l)
dm : ! dx dy
- +
) Go
o2 029+m( s + ﬂ)
y 0z P TGy Tl 9m)
JaQ -
Jz

ce qui est identique a (7), compte tenu de (6).
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D’ou il résulte que le carré d’un multiplicateur est rationnel : le
groupe de rationalité attachdé a I’équation (2) est donc

F=2 f+a,

ol l'on a adjoint au domaine de rationalil 7y/ 1 + p* -+ ¢*, nécessilé
pour le calcul de m dans I'équation (3).
Enfin, les lignes cherchées sont données par la quadrature

f(l; —mdr -
a0 - '
V(%)

On retrouve ici bien entendu, une quadrature elliptique, comme par

Py

la méthode classique, ot la surface est rapporiée a ses lignes de
courbure.

B. — LIGNES ASYMPTO1IQUES DES SURFACES DU TROISIEME DEGRE.

8. Il convient au préalable, par une transformation projective, de
mettre I'équation de la surface sous la forme
(1) Q(z, 0, 2) = dos+ 21(x, ¥) 3 +9:(x, ) =0
de maniére 4 annuler les dérivées

. d'Q J2'Q J9'Q a9'Q 1Q 7'Q
b

drdz?’ d) dz* ds' Jdrids’ dy*dzs’ d ds

En différentiant totalement trois fois £, compte tenu des calculs du
numéro précédent et de Pannulation des dérivées indiquée ci-dessus,
il vient

00 00\(}) 90 920 20 90
(— ) -+ [I)Tt)—" +’”D}’—1)—' +—J:(p+q/n)]cg= o,

ol on a posé
o=+ 3pm+3ym2+ &m .
D’aatre part, I'équation d’une famille de lignes asymptotiques
s’éerit
(2) d)y —mdz=o.

ot m esl racine de

(3) Go=I'~+ 28M —+ tm2= o.
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En différentiant tolalement une quatriéme fois, compte tenu de (3)
20 o0\ (' . .
ctde (7: + m—-—>< ) = 0, on obtient simplement

dy
a9Q 02 Q 02Q 20
4 9z o [Ird‘ R v -l A 7'”)]
ou
s—dsz+4m 9tz -+ 6n Is “+ 4m’ g3 +m‘dt5
Y= Ox oz dy R 3())’ dm o PG

Comme au numéro précédent, nous allons différentier (3) totale-
ment :
am

K am . '
(J) G+ 2 5;-'-1}13 0‘2—0 ou c._,=s+mt,

puis dériver cette méme équation par rapporta y : .

am .
(6) °3=2°’2W=0, ou dy= [+ 2ym—+ dme.

De (5) et de (6) ont déduit

7) Im _ % (9m om
z d T g \odz dy
U
3 —_— . .
D’autre part, si l'on éerit que (3—?) o," est un multiplicateur

pour dy — m dz. on oblient ) '

4 [0 20 o0

90 (dwoz T " ayas T am P

Js

391 ( Jm n am 3 dm
+; 9z Ty )T ar T

qui, compte tenu de (7), se réduit a (4).

On peut donc conclure que le cube d’un multiplicateur est rationnel :
le groupe de rationalité attaché & I'équation (2) est done

F=jf+a, ou ji=u.

Il convient d’adjoindre au domaine de rationalité \/s*—rt nécessaire
au calcul de m.

Remarquons encore que les surfaces réglées sont exclues du présent
calcul, mais la solution du probleéme est alors ¢lémentaire.

MFMORIAL DES SC. M\ATI. — Ne 133, 2
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Si le groupe se réduit, 'équation

Ju -+ m du =0
dr dy
admet une solution rationnelle dans le domaine de rationalité envisagé,

donc algébrique et toutes les asymptotiques sont alors algébriques.

C. — LIGNES DE (OURBLRE Dk LA SURFACE DES O\DES.

9. La méthode consiste a généraliser le résultat classique [11], qui
avait permis I'intégration dans le cas ou la fonction qui intervient
dans I'équation est du second degré.

Soit donc

(du

\2 , du ur o, ul
(1) fb(.lz)——¢ui—;+u‘b+?¢+q¢“=o,

%

I'équation différentielle de ces lignes de courbure, ou
d(a)y=alz—a)(z—b)(a—c)=af(2).

1° Cas particulier : f(a) est du second degré.

Nous poserons

du

(2) e =
et nous prendrons comme variable indépendante « + i',-l, an licu de «
dans @. L’équation (1) prend alors la forme

: W — ) = o} l_‘\
(3) uw(1—mw) n¢<a+m)
comme on le voil en appliquant la formule de Taylor a la fonction ®.
Suivant la méthode générale pour les équations de degré supérieur au
premier, nous remplacerons I'équation (1) par le systeme (2), (3).
Soit maintenant I'équation aux dérivées partielles correspondant &
I'équation (2) :
_9E L GO
Ja du
/ 3 .
La résolvante en K = (g%) s’écrit

4) —_ D e —_ =
(4) x ™ + 3K - =0
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et elle admet la solution rationnelle

I 1

N wi—w) N w‘®<a+ -lf\)-

’

La transcendante z est alors définie aux transformations prés du
groupe linéaire spéceial

L=js+a (j3=1)

ct est donnée par la quadrature

z=fi/(;—)(% +(11>-

Nous retrouvons le résultat classique : —— est un multiplicateur

By D

<

pour du 4w da.

10. 2° Cas général : f(a) est du troisieme degré. — Clest ce cas,
qui, jusqu’a Drach, avait défié les efforts des géometres. Le calcul, tel
que nous I'avons présenté, se généralise sans trop de peines. On sait

. . . . P
que P'équation (1) sc conserve par la transformation z = —, comme

. . dIv
on le vérifie facilement en remarquant que —- =1.
4

. d
En résolvant I'équation (1) en d_::’ on trouve

du wu® + o

() i
avec
(6) 0=—4Pu + u2(P2—20d") — jd2u,
ol ® n’est autre que le discriminant de I'équation (1), du second
degré en du
da

L’équation aux dérivées partielles correspondante s’écrit

0__3 ud' + v (?_Z =0
dat % gu—

.

et la résolvante en K = (;)—z) s’écrit

JIK ud’ + o JK 0 [ ud +w
(7 )=0-

F R TP PR A GPY
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Elle admet la solution rationnelle

(1

l\ = —m—m——
w(ho— 0Ky )
avec

Ro= 0[P (w2+ D)+ ud®(20 + )], Ky=w2—®.

Le groupe de rationalité est le méme que dans le cas particulier
précedent. Il convient de remarquer que K n’est rationnel que dans
le domaine de rationalité, complété par I'adjonction de w, » et @
¢lant lices par la relation (6), du ncuvieme degré entre les trois
variables w, =, u.

[11. — Equation de la balistique extérieure [4].

11. Le probléme consiste a étudier les cas de réduction de
I'équation
) dr _ P,

dzr Pi(y)

ou P, et P,, fonctions quelconques de x, sont des polynomes en y
de degre égal a Uindice. Le but visé étant de Lrouver les cas ou I'inté-
gration de I'équation (1) se rameéne aux quadratures, nous nous con-
tenterons de quelques indications sur le cas ou I est rationnel, puis-
(que ce cas se ramdne a un systdme de deux équations de Riccat
irréductibles.

Soit donc I'équation

d(Veosa) ¢cVIEF(V)
= )

da 2

ou V est la vilesse du projectile et « U'angle de Ia tangente a la trajec-
toire avcc 'horizon.

Nous poserons
cF (V)

&

sina =g, V = Logu, =z(u);

Péquation prendra la forme
de  1— 2

) _— =
(») du f -+ 2

C’est unc des formes canoniques de I'équation (1), dans le cas ou
on connait trois ~olutions particuli¢res o, (x), ¢a(x), ¢,(2z), qu'unec
transformation projective a transformées en ¢ =1, v =—1, v =o.
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12. 1. Solution rationnelle. — Soit z la solution rationnelle en ¢
de I’équation aux dcrivées partielle correspondante :
dz  1—2 9z
(3) Ju -+ 'v—_';—P gv = 0.
Nous poscrons z = C((b)), ou les facteurs de f et g sont simples el en
-]
nombre égal :
] l (v — @)
o=t
I=
[T
=1
que nous éerirons
(4) =1 +\

A-Jv—b

(=1
En substituant cette valeur (4) dans I'équation (3), il vient

'

, B I— g B I"—-l)12
¢ = o, E(B,—l—li)_o, n—z-—l Ty b'=l)l_+p

et équation (3) prend la forme

A /
Jd: 95 1=} N o= 1—e? ]
() 0~ ik 95, B+ 5 “‘..mB,[ (B, o)

=1 =1
Jz

D’autre part, on sail quc K:Tv est un multiplicateur de

do— 2= du. En dérivant (4), on trouve
[E
: B
: —h=N 2.
(6) h - (¢ — 0,)?

=1

K est donc une fraction rationnelle dont le numérateur est de degré
2h—2 et admet la racine ¢v=-—p (correspondant a la solu-
tionK=w).Soient ¢, (j =1, 2, ..., 2k—3)les aulres racines. Les
valeurs correspondantes de = sont 24 — 3 inlégrales distincles, si les
racines de K sont distinctes. Soient

A
(7) C/=v B (J=I) 2, . 72]f_3)
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ces intégrales. Les racines ¢ =1 et ¢ =—1 donnent deux autres
intégrales
x Loy
B, —_— .
) C“-ﬂ—z —b, b”“_21+b,

Enfin Péquation (5) admet I'intégrale

A
9) C;L=e”ZBL

=1

obtenue en intégrant I’expression

A

Z(Bl—l- B) = o.

=1
Les intégrales (7), (8), (9) donnent 24k relations qui définissent
les 2k fonctions b, et B, en fonction des 2 A constantes arbitraires C;.
Cs, ..., Gy Les b, et les B, élant ainsi délerminées. z est donc
connu.

Enfin, pour déterminer l’équation, il faut calculer p. Ony parvient:

en déterminant une fonction symétrique des racines de Ik, donné par
la relation (6). Sil'on utilise la somme, on trouve

BB (b by i b by)

\ /
(10) —¢+ 2 C =2 3
~
=1 S B,

Dans le cas ot toutes les racines ne sont pas distinctes, il est facile
d’obtenir par dérivation de nouvelles intégrales de facon que leur
nombre total soit précisément encore 2/4.

il

13. II. Un multiplicateur N est rationnel. — Pour abréger, nous
n’étudierons que le cas ot K ne posséde que des poles simples, parmi
lesquels nous avons vu que doivent figurer +1 et — 1 :

, _ P Q A,
_(_n) l\—1—1+¢+1+2«—a,+["

On sait que K vérifie I'équation résolvaunte

(12) oh L rmerdh izt =
' dJu = v+p de Gaer 71 =9
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ou l'on a écrit

"

]

-

T—2
0+

I1—v
v+

+z—0.

0o

©

En substituant la valeur (11) dans I'équation (12), il vient

3 Y4 ~ ! ’
(c+;)2[—l—-——+ Q +N A + a‘r\" +L’]
0 —1 P et — (1, (v — ;)2
Q \ \, ]

—(I—2) (¢ +p) [(9—1)2 -+ T +‘H“'_“’)2

, P Q \ Ay
[ — 22 y 5 )2
[r—: +“+‘)]((~—|+v+1+./-lv——u,

-+ L>= 0.

1 . . . , .
Les termes en oy Sont (¢ + o)A [aq, (‘:_*_ p)— (1—¢)] qui
ysla, = '__'_ L, c’est-a-dire s1 a, est

0 —a, a,+p

une solution particuliére de I'équation (2).

se réduiront avec ceux en

Aprés réduction avec le terme en » on obtientle lerme entier:

¢ —a,
~ o\
(1—0?) N
' —
1
¢ —1

et Q(1+ p). D'ou les équations

De méme, les termes en

1 .
el — donnent les quotients P (1 —p)

(13) P=0Q'=A=...= A =o0; L'=L;
,  1—a} _
"= (i=1,2. ..., L),
) . ‘ \ A,
P(l—p)+Q(1—-p)+;-L—L+(1—9-)H(—'T_T5=o.

Cette derniere condition, comple tenu de L' = L, s’écrit

P+Q
2+1

(15)

-
!
L/
2
+
v

(13) exprime simplement que ¢ =— p est une racine de K =o.

Les intégrales P> = const., Q = const., A,=const. ({=1, ..., k)
expriment que les périodes de K relatives aux poles simples — 1, +1,
«, sont indépendantes de w.

Il s’agit maintenant de déterminer = :

z =‘/'I\dv+([)(u)

=PLogie—1)+ QLng(;-+1)+2 A,Log(v —a,)+ Lv + ®(u).
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J . .
On peut calculer d—z en dérivant Péquation précédente ct, d’autre
part, en utilisant I'équation (3) :

1— 2
v—+p

<I>'(u)+[ [—M+L’]dv=-l_vg( P, 2 . v X +L)-

v—a;? O—1 041 edv—a;

9z _ [ (u)=—K )
du

Ju
"l)

En tenant compte de (13) :

(I"(u)-——-Z—A_ii--i—L'v:—I_uz( P -+ Q +2__A—I_+L>

v — a; P4+p \v—1 ¢+ v —a;

En tenant compte de (14), les termes en A; s’éerivent

I+ai(v+p) o 1—¢
(ai+¢)v+p) Al[!+(at+.ﬂ)("+9)

et I'équation précédente devient

, L1 o v—1 Ll
L —p ol
@' (u)+ v +p »'+.°+Q“+P+2Ai[l+(at+9)("+r")

Si ¢ augmente indéfiniment, on obtient

O (u)+L'p= P+Q+ZA,

et @, donc z, sera donné par quadratures, lorsqu’on aura choisi les
conslantes P, Q, Ay, ..., A; et la fonction L = Ly ev.

Enfin, les ¢;, racines de K = o, sont d’aprs le théoreme d’Euler,
des intégrales particulieres de (2). Elles sont en nombre m 1,
puisque I'une d’entre elles est — p.

En intégrant (11), il vient

z="PLog(v —1)+ QLog(v +1)+2 A;Log(v — a;) + Lo + @ (u).
Eny faisant ¢ = ¢; ({ =1, ..., m+ 1), il vient

z;= PLog(c;—1)+ QLog(c;+1) +ZA,-L0g(c,— i)+ Le,+ fD('u)
" .
et les m différences z,— =, sont des intégrales de (3).
Une autre intégrale nous est fournice par I'intégration de L'=1L,
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que nous écrirons : G = u— LogL. C’est la seule intégrale qui con-
tienne .

Dans le cas exceptionnel ot L =0, K n’a que m + 1 racines et il
n'y a plus que m — 1 intégrales, qui, jointes a

h(—¢)=o

définissent les a, et p en fonction de 'un des a; : a. Celui-ci est
donn¢ par

1— 2

a -+ 35

da
du

Vi IIL. Lapuissance p'é™e d’un multiplicateur est rationnelle. —
Soit {/K le multiplicateur. Nous poserons

*
K=o(v+ p)/'(s'—1)7(v+1)9-"(v—- ).

=1
Les calculs sont a peu prés identiques & ceux du numéro précédent.

Les périodes de l'intégrale f VK dv sont des intégrales (3). On les

obtient par la méthode classique en considérant des chemins fermés I',
formant des doubles contours autour de deux des points critiques +- 1,
— I, A4y ...y Q4.

Une dernitre intégrale est fournie par

!

a9

=Za,+}.+p+0.p=s

ou, cn intégrant :

1
C= u — - Logs.
s

Dans le cas particulier ot s =0, o = const.

18. IV. La dérivée logarithmique d’un multiplicateur est
rationnelle. — Nous supposerons essentiellement qu'il n’y a qu’une
solution rationnelle, sinon on scrail ramené au cas II ou IlI. Soit J
cette dérivée logarithmique. Son équation résolvante s’écrit

I— p?

dJ 1— 2 dd [ 1— p? _
( (p+v)

—_———— — — | —— J
(16) du+v+p dv p+v)=+l] +2
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Nous pouvons poser
I
¢+

J =

+Jy,

ou J; n’admet plus le pole — ¢ et nous nous bornerons icl encore,
pour abréger I'exposé, au cas ou tous les poles de J, sont simples.
J vérifie I'équation

(17) (v +a)2——"—— +(1—2)(¢ +o)—~J.(|+v‘2+9v9, =947,
J; admettant les poles + 1 ¢t — 1, nous poscrons encore

IS L
+ ),

ct I'équation (17) devient

’

) e dJ)
(v+e) (t—l F 0 +¢)u
(1—2)(e+9 e +d"2
+ =) ) )'-'_‘u-—q-n-‘ 9
——( “+J )(1+42+bw)=2 “+ 3
0 —1 © -+

Le coefficient de v_'_[ est[(v+o)(¢—41)— (14 ¢*4 2¢p]2 qui se

réduit & (1—p) (¢ —1). Donc le facteur ¢ —1 s’élimine. Il en

résulte que A’ est nécessairement nul. De méme, p'=o0. J, vérifie
simplement I’équation

(18) (»+p)2 A +(1—L?)u+0))dj&'

—(1+2+2¢2)Jo=(A+p+2)p+c' +u—71
Soit enfin,

Jo= —— + L.
© — u,
On démontre, comme au n° 13, que «, est une solution pariiculicre
de (2). Comme plus haut, le coefficient de A; esL divisible par ¢ —a,;
il en résulte que A; = o et les A, sont des constantes. Enfin, L'=L.

1 dh —3J

Comme Koo =%

h= (I).(u)(u+ @) (r—1) (s'+1)'.*1 l('r— ajyrieln,
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ot K satisfait a I'équation (12). En substituant la valeur précédente
de K dans cette équation, on lrouve ’
[/}

& =)~+11+?+2A,—9L

qui donne @ par une quadrature, si p et L sont connues.
Enfin,
't

1= ’ hde +W(u),

iy

— 2
U(u)=— [I‘)+vp l\] )
=1y

ol

comme on le voit en substituant cette valeur de z dans (3), compie
tenu de (12), qui s’écrit

()K_'_I)_ l—v?K —o
du v |v+gp -

Les diverses déterminations de z s'obtiendront a partir des

périqdes dequ de ou

["(v+ 9)(9-—1)1(v+1)bhl"i[(v— a,)Aelr dy.

LAETA

=1

On obtierz:ira m + 2 périodes distinctes en utilisant les contlours
<loubles définis plus haut. Une nouvelle intégrale est

C=u—LogL.

Une derniére intégrale est obtenue en utilisant un contour passant
par ¢ = o, d’ott la condition.

| e |~ o pour ¢ infini.

16. V. Formes de d’Alembert. — Avant d’aborder I'¢tude du
cas ol Pinvariant I de Cayley-Schwarz est rationnel et qui ne con-
duit, on le sait, a aucun cas d’intégrabilité, nous allons indiquer
rapidement comment l'étude précédente permet de retrouver les
formes de la fonction g découvertes par d’Alembert, pour lesquelles
I'équation est intégrable.
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a. Supposons que K cst de la forme

K=o(v+o)(¢r—1)(¢+1),

ol nous supposerons 1 et p. quclconques. Alors, J est rationnel

1 A
J = + + .
V4o v—I  ¢+1
On a vu que g, p, 4, p, sont liés par
’

%=k+.u+2; g+p(h+p+2)+p—h=0
D’ou, les deux cas :

1° b puF—a:

o= Cel+p+au p= _k*"_+c‘e—(}\+p+z)u
At +2

et z est donné par la quadrature

L

.__fo. el‘Lo;(sv——l)+uLog(|'+l)[(p+ ?)d"—(l‘— vi)du]_

Clest la premiere forme de d’Alembert.
2° A p=—2:
g = C;

=(A—p)u+ Gy;
5= Cj'e) Losr—1}=02 +3L 0+ 0 [ (¢ + o) dv — (1— ¢2) dec].

, I—a?
a =

a—+p e P=

b. wK=qa(v+p)(v—1)(v+1)*(¢v—a)™2 On sait que

—F
——()\+p.+2)p+)\-—p.—2l £

a-+op
En divisant membre 4 membre :

1— a?

do _[A—w)—(Q+p+2)pllat+p)—a(1—¢),
du

C’est une équation de Riccati. Mais d’Alembert, au lieu d’intégrer
celte équation (), a envisagé la relation

1— a?
= =\ -+ —1).
s =Ma+n+u(a—1)

(®) On pourrait appliquer la méthode générale en cherchant les périodes des inté-
grales dans le plan complexe.
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D’ou

a= A e+ -)‘_T_P-_
A4
et 'on en déduit la forme de p : p= :"_;.r__ﬁ‘_’_, X et p restant arbi-

traires. On peut aussi dire que p est de la forme

p=Aet4+ Benuy G,

ou A, B, C sont liés par la relation

C2

L =
(n—+1)

AB
-, — =
n? n—+1
obtenue en éliminant 2 et .

2° Si dans la relation précédente, on suppose A+ p = o0, on en

déduit

a'=2d; a=2\u+c,
puis
1—a2—2ak R c?—1
p=— _—2)\zc-—2(c+k)u—<c+ t >
On peul aussi écrire
e=Au+Bu+C,
ou A, B, C sont liés par la relation
B2= A2+ 4AC <+ 4.
L’équation proposée, résolue en 2 st une équation de Riccati qui
q proposee, s q qu

admet une solution linéaire en ¢.

Nous espérons avoir montré sur ces exemples classiques, comment
on peut construire des équations intégrables du type étudié.

17. VI. Linvariant de Cayley-Schwarz est rationnel. — On
sait que, dans ce cas, 'équation n’est plus intégrable mais dépend de
la résolution d’un systtme de deux équations de Riccati.

Pour débarrasser I du péle v =—p, nous poserons

3 A

I_——_—2(9-1-9)1"_ v+

+I|,
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I, vérifie I'équation

(19) (e er (o) () O
—o(i+2vp+02) ;= A(v+ ¢ +3p)— A'(v +p),

ou I'on a posé :

Nous savons aussi que I admet le péle + 1. Nous poserons

Py Ay
It—-(—v-:—l—)-z-ﬂ-;-:-—i-lg

et I, vérifie 'équation

l

(20) (v+p) [(0 )2+Vl—ll+(3_[li]
_(v-t-p)(vz_l)[ — 22 M dh]

(v—l)‘—_(v—l)z—'—x

e 2 A 2k
(v +2up+1)[(v l)2+_v———l+212

=v(A'—A)+ Ap'— A'p+ 3Ap.
Le terme en(——;l——)—zdonne XM=o0; % est une constante. Puis le

donne

terme en -
Mv+p)r2—2(p—1)? 4+ M(94+p)(v+1)—2X(v2+ 20p +1).

Ce terme doit étre divisible par ¢ — 1 ; d’ott la condition
P ’

, —1
(21) l,(9+1)—2)1=2)g+1-

De méme, nous poserons

‘2=——H-—.,+ b
(v +1)? ¢+

On trouve encore que p est une constante et que w,; doit vérifier la
condition

’ —+1
(22) m(p—l)+2w=w§

et I, vérifie I'équation

(23) (v+ P)"'(;—l; —(v+ P)(V’-"I)Z{: — 224 20p+1)I;= B¢ +C,
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\

ou
B=A—A"+N+pi—h—py,
C=A— Ao+ 3Ap+p[2(M 1)) =30+ )]+ N—p;

les fonctions A; et p; vérifiant les conditions (21) et (22) et X el p
étant des constantes.

Ces équations permettent de construire divers types d’équations
répondant a la question : par exemple, en supposant I, = o, les fonc-
tions p, Ay, u, doivent vérifier le systéme formé des conditions (21),
(22) et des équations B—=10, C =o.

Si I, est fonction de u seul, on voit qu’il est de la forme K e*%, ou
K est une constante; les autres équations ne sont pas modifiées,
sauf G =o, & laquelle il convient d’ajouter 2K e2«(p2—1).

Supposons enfin que I; admette le pole a :

I o o

=
(v—u)  v—a '

On trouve, par un calcul analogue au précédent :

1° a est une solution particulitre de I'équation (2) :

, 1— a?
a—+g

2° o' = 0, donc « est une constante.
3° a4 vérifie 'équation
pr—1

1 2 2 —
di(a+eP—a(a@+2a+1)=92a
1( ?) i( ) a+p

4° Tl convient d’ajouter au second membre I'expression

ap—+¥

(¢ +a)(a,—oay)+ (22, — 32 ) + oy P

ion 2 A& Y)
1v. — Equat-lon —IL‘ = m [5].

18. On peut étudier bien d’autres formes réduites de I'équation
‘i{_ . P‘('l'a } ) '
dzr = Pi(=, y)
telles que :
dy _V( —1)(e—X)

dr~ s(x—1)(y —1)
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ou la fonction 7 (z) joue le role de la fonction » du paragraphe précé-
dent. On traitera de la méme maniere Péquation d’Appell :

dy
I = e@)

Nous allons examiner le cas ot I'équation plus générale

dy _A(x,1)
der ~ B(z, »)

oi A et B sont des polynomes de degré m en z et y, admet une inté-
grale algébrique

P(z,3)+3Q(z,y)=0
non décomposable quel que soit z. Or, z vérifie 'équation aux déri-

vées partielles correspondant a I’équation proposée

d—z+Ag—'_—o
z

X(2)=B3 o

ou, en remplacant z par sa valeur :
s pia¢ P

0Q . oP 9Q 0P\

On pose alors :

0Q 0P _
() P — oz =LA
Q 0P

En multipliant ces deux égalités respectivement par B et A puis en
additionnant, il vient

QX(P)=PX(Q).
Nous poserons donc
3) X(P)= MP,
(4) X(Q)=MQ.
En multipliant (1) par — 3—? et (2) par g—g, il vient

p(% s’g_'ﬁ""?)uxw)w
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ou

(5) 9P dQ_dPIQ_,y

Enfin, en dérivant (1) par rapport 4 y et (2) par rapport a z puis en
retranchant, on obtient

. JA JB
(6) X(L)=L (zM—-l;}—-%)-

Les polynomes P et Q étant supposés de degré p, les égalités (1)
et (2) montrent que L est de degré 2p — (m +1). Nous allons voir
que L n’est autre que le facteur de Darboux [12]. D’autre part, si
pour z =¢, P +¢Q admet le facteur multiple ® a I'ordre de mul-
tiplicité @, L 'admet & 'ordre ¢ —1.

Supposons qu’il n’y ait que deuz valeurs exceptionnelles, que
nous supposerons étre zéro et 'infini, ot P et Q admettent des fac-

teurs multiples :
A k
P =H oo, Q =]_—[uf,b-.
- =1

=1
Le polynome Q = PQ n’admet que des facteurs simples :
poly =1 q pies :
Q= q)j q)z.- .(I)],‘Fi‘lrg- . .]F/;

etil est de degré m +~1=2p—[2p— (m +1)]. Enfin

2 X(0)= l—;X(P)+ éX(Q)— L X(L)

= M + M —a2M+ 9A -+ (1'—3’
dy = dx
ce qui exprime que s—; est un multiplicateur de B dy — A dz, comme

on le vérifie facilement. D’ou la méthode :
1° Recherche du polynome &, de degré m + 1.

2° Décomposition de & en facteurs : @,...0,¥,.. . ¥,
3° L’identité

N dq)g day,
(de Ade)=Y Gl Eb,-%-

détermine les a; et bj, puisque z = — P est Pintégrale générale.

Q
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La méthode s’applique encore sans modifications importantes dans
le cas ou il y a trois valeurs exceptionnelles; mais s’il y en a quatre,
seulement si les facteurs sont doubles.

V. — Réduction de I'équation de Riccati.

19. La méthode d'intégration logique [6] a permis ici de systéma-
user les résultats de Jordan, Gordan, Schwarz, Fuchs, Halphen et
Klein et d’en donner en quelque sorte, une vue synthétique. Il nous
a semblé intéressant d’en donner ici un exposé plus détaillé, quoique
A. Buhl y ait consacré un chapitre de son Cours d’Analyse.

L’introduction d’une transformation qui laisse invariante la forme
de I'équation, permet de ramencr celle-ci, dans le cas oi toutes ses
solutions sont algébriques, a des formes canoniques trés simples, la
recherche de l'intégrale générale se faisant & I'aide de proccdés
réguliers, indiqués par Drach dés 1g12[2].

20. 1. Généralités. — Nous rappellerons d’abord les résuliats
classiques, qui seront utilisés dans la suite.
Soit 'équation
V'+py+q) =o,

si l'on pose
P
y=e 'z
I’équation prend la forme réduite
"+ gz =o.

C’est cette forme que nous adopicrons comme forme canonique de
I’équation linéaire homogéne du second ordre. Nous I'écrirons, en
revenant aux notations primitives :

(B) Y'=qy.

Posant u=); » nous obtenons la forme réduite de I'équation de
Riccati : i
(A) du +ut=qg(x).

dz

Si y1 et ya sont deux solutions particuliéres de (B), linéairement
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indépendantes, n = '? satisfait a I’équation

J2
(C) [, -”]=—277

ou [n, x], est Pinvariant de Cayley-Schwarz.
En effet, en dérivant logarithmiquement #, il vient

n_or_re,
n 1 Ye
puis
L Yy
—_— = e s,
n n? y: o i
Donc
W __ VY,
n n Y Y

En dérivant cette derniére égalité, on obtient le résultat annoncé.
D’autre part, les égalités précédentes, résolues en y, et y,, donnent

Y1

LI S
n

" 1
" Y2 2

313

I
2

En les intégrant, on obtient y; et y, en fonction de u. Nous
n’ajouterons pas de constantes d’intégration, car il s’agit de solutions
particulieres :

Y1

= L
i

D’autfe part, I'intégrale générale de I’équation (B) s’écrit

y=y1—Cpy

ou G est la constante d’intégration. Nous en déduirons l'intégrale
générale de 'équation (A) :

Yy Gy
wY =G _yive 9y,
y  ry1—Cya 1 G

Y X1

En utilisant les valeurs précédentes de yi, y.» et de leurs dérivée
logarithmiques, on obtient I'intégrale générale de 'équation (A) :

MEMORIAL DES SC. MATH, — Ne¢ 133. 3
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Notons enfin pour terminer ces généralités, que l'équation (A)
garde sa forme par la transformation S,  :

w 1
t=0(z), v=6'+;ﬁ'
qui transforme I’équation (A') :
dv
o er= Q1)

en I'équation (A), & condition de poser
g()=Q(8)2— = [0, z].

Il est clair que, si 6 appartient & un domaine de ratlonahté [A],
g appartient & ce méme domaine.

La transformation projective (T), portant sur la seule fonction,
conserve aussi la forme de I'équation (A), mais elle n’aura pas la
méme importance dans la suite.

Soit & w2 — R(«) Iéquation.
Si I'on pose

y v
ou U=p— o5

w=A—
u—p

La condition d’invariance est
M+ X2—R(z)=v.

D’ou 'on tire A 4+ p=— 5 ; enfin g est donné par

g = +pr—w

Si I'on prend i arbitraire dans [A], les formules précédentes
donnent v puis .
Si l'on pose A —p=a, comme A+ A2=p'+ p?, il en résulte

o'

o v .
que — = —~ou, en mtégrant :

Ca=cyy,  puis N p'+ Aok pi=oa2g 42y
et enfin, '
v 5 v
—_ = - —— 2 e
4qg = S+ i “+{c2— 4)v.

Il faut donc que ¢ puisse se mettre sous la forme précédente.
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2t. H. Réduction. — a. Si Véquation (A) n’a pas de solutien algé-
brique dans [ A], elle est générale dans [A].

b. Si elle admet une solution algébrique R, unique dans [A],
R est rationnelle dans [A] et ¢ vérifie Péquation évidente

g =R+ R

L’intégration se fait par quadrature & partir de

s

-
R=— - la
2N
la solution générale étant, on I'a vu,
— w
U= T

¢. Si elle admet deuz solutions algébriques dans [A] et deux
seulement, elles s’écrivent g

Il(=oc+\/§, u,:a—;/g.

En reprenant les expressions de u, et de u» cn tonction de 1 et de
ses dérivées, on obtient deux équations entre lesquelles on peut
éliminer 7, d’ott on déduit une relation entre « et 9 :

A= ¥
==
On peut alors calculer [n, ] et donc ¢ en fonction de 4. On trouve
5 e
q =— ZTa -+ E 5 -+ o
Il faut domc s’assurer quo ¢ puisse s'éerive de celte manidre.
L’intégration de Péquation (A) est alors donnée par la quadrature
Ve
n=Ce 2 x
et v est unc transcendante.

Si 0 est un carré parfait, 'équation admet deux solutions ration-

u—u .
nelles et =5 u’ est rationnelle. Dans ce cas, en posant & — (32,
— 1

q s’écrit

1

w

™

q=——2%+§ + {2

]
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d. Si clle admet plus de deux solutions algébriques, la solution

générale est aussi algébrique, puisque le birapport de quatre solutions
est constant.

Dans le cas ou il y a trois solutions rationnelles, on a

) — U _ '!‘,—-C:; Cl—-Cg
w—u; n—GC G—Cs

Il en résulte que 7 est rationnel et ¢ est donné par
2q =—[n, z].
Reprenons le cas ot les solutions sont algébriques et soit

n
®(u)=u"+ 1 a =t .4 ap=0

I'équation de degré minimum, dont les coefficients apparticnnent
a [A], vérifiée par une solution « de (A). Soit encore

_u L U 2y =
XN = g5+ ulea—w)=o0
’équation aux dérivées partielles correspondant a I'équation (A). @ est
invariante pour I'opérateur X (f). On sait d’ailleurs que (voir [12] et
chap. IT, §4)
X(®) =+ M®;
n duy , .
192 W=t .+ [nut 14 n(n — a2t +...] (g — u?) = M(u" +...+ an).

En procédant par identification, on voit que M est linéaire en u et
a pour valeur
M = n(a,— u).
En poursuivant I'identification, on obtient un systeme différentiel
pour déterminer les a;, o figure g.
Sil'on dérive 'équation X (®) = M@ par rapport a u, on obtient,
en indiquant les dérivées par rapport a u par des accents :
X(@') =[na;—(n—2)u]® —nd,
X(9") = [na;— (n— {)u]®"—2(n—1)P".

Si H = n®® — (n—1)®" est le hessien de ®, on trouve

X(H)=n®X(®") + n®'X(®) —2(n—1)P'X(P")
=a2{na;— (n—12)u]H
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et cette relation n’est pas identiquement vérifiée, car si H—=o0, on en
déduit
D= (u+a).
Remarquons encore que H est de degré 2(n—2), les termes de
plus haut degré s’éliminant. On calculera de méme :

X(H') = 2[nu;— (n—3)u]H' —2(n —2)H.
Soit encore Q le jacobien des formes @ et H; il est de degré 3 (n—2)
et a pour expression (*) :
Q=ndH —2(n—2)HY
X(Q) = n®X(H') + nH'X(®)— 2(n — 2)@ X(H) + HX(¥')
= 3[na;— (n — 2)ulQ.
Celte relation n’est pas non plus, identiquement véritiée, car de 2 =o,
on déduit
P2(n—2) = [\(w)un'
Si 2 > 2(n—2), H divise ®, qui est irréductible.
Sin << 2(n—2), ® divise H, donc @', ce qui cst exclu.

Si n = 4, ® et H sont identiques a K (z) prés, mais ® est alors un
carrdé.

Dautre part, on sait que, si f et g sont deux fonctions telles que
X()=Mf, X(g)=Ms,

(*) Montrons comment on peut calculer H; le calcul d¢ @ et @, se fera d’une
maniére en lous points analogue.
En coordonnées homogenes, suivant un procédé indiqué par Hilbert [17], @ s'écrit
@ =ul® (1‘—‘)
u:

Nous désignerons les dérivées par rapport a u, par des accents; calculons les déri-
vées par rapport 3 u, en utilisant Pidentité d’Kuler :

' g [ " N
nd)_u‘l’—f-d—u; (n—l)tb_.utl’—&—dulouzy
nn—1)® =wd"+2u re g

oudu,  Jdu3 ’
D’autre part,

En remplagant les deux dérivées rapport & w, par les valeurs précédentes, aprés
division par n —1, on trouve la valeur de H.
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avec le méme coefficient M, 'gr est une intégrale de I'équation diffé-

rentielle correspondant a opérateur linéaire X. En outre, si f vérific
la relation X{(f) = Mf, f# vérifiera

) M
X(fP)y= —f.
(fP) pf
Des deux relations vérifiées par H et , on conclut donc que H*
. )
et &2 correspondent au méme coefficient M et, par suite, % =T,

ou I' est une constante, est une expression de l'intégrale générale
de (A). Remarquons que ce résultat n’est qu’un cas particulier du
théoréme : le quotient de deux multiplicateurs est une forme de
'intégrale générale de I'équation.

Formons enfin le jacobien &, de ® et de Q. Cette fonction de
degré 4(n—2), s'écrit

Q= nd®Q — 3(n—2)QP, X(Q) = 4[rnay—(n—2)u]Q,.

Q N
Comme plus haut, on en conclut que i; = 6a (o @ est une cons-

lante arbitraire) est aussi une forme de I'intégrale générale.

Ces deux formes de l'intégrale générale n’étant pas identiques,
® doit vérifier une condition. Nous obtiendrons celle-ci, en déter-
minant a. En effet, si Pon écrit

0 —6aH2=o,
on trouve, en remplagant , et H par leur valeur en fonction de @,

et en remarquant que @ est premier avec ® (® n'a pas de racine
multiple, puisqu’il est de degré minimum) :

_(n—2)
T n—1

(22

L’équation Q;-— 6« H*= o, ou a a la valeur précédente, donne la
condition que doit vérifier @. Elle s’écrit, aprés suppression du
facteur @2 :

E2(P)=n(n—1)PP"— 4(n—1)(n—3)P'P"+3(n—2)(n—3)P2=".

2Z(®) est un covariant; ¢’est, d’aprés les notations des algébristes

allemands, le quatriéme « rejet » (Uberschiebung) de la forme ®
avec elle-méme. Gordan le désigne par (®, ®),.
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L’identité 2(®) = o donne entre les coefficients de ® des relations
quadratiques, constituant un systéme invariant, qui s’ajoute aux n
equations différenticlles déduites de

X(®)=n(a,— u)o.

22. A laide du facteur de Darboux, nous allons pouvoir déter-
miner une nouvelle forme de I'intégrale générale, qui nous permettra
de déterminer les valeurs acceptables de 7.

2

ﬁ—; élant une intégrale de X (f)=o, le facteur de Darboux est
défini par
L=— 2 (2 Ho— H2(20'H — 30H') = 0 H20
=~ aul\m)N'= )= aHze.

Calculons © :
8P =2 H®PQ' — 3 PQH'.

Or,
OH = _[0+2(n—2)HP].

Donc

- ’-;eq)=— %-"H(bg'-.- Q2+ 2(n—2)HP'] =0 — %Hgl.

Or, ;= aH?, ol a a la valeur précédemment trouvée.
Donc

n R n—2)>
—§O<I>=Q-—uH", avec a=-{,(—n—__—l)..

Remarquons que pour cette valeur particuliere a de la constante T',

Q*—TH? admet le facteur ®3.
Dérivons I’équation précédente par rapport a u :

— i;(ed>'+ ®0') =200 — JaH2 H'.

Or,
,__8+30H
¥=—7
D’ou, enfin,

e’ = (5—-'_2)94»'.

n



4o G. HEILBRONN.

Puisque ® et O font partie du méme domaine de rationalité [A],

5 — 3,72 est un entier k—1 et ® = @~ const.

L’égalité — % 0d — Q2— o H3 s’écrit maintenant

(n 0r=aH!+ 50,
ou B esl une constante. C'est une Zdentité entre les trois fonctions @,
H, Q.
\ 1. . 12 . . .
D’aprés I'égalité 6 — - =k, n, qui est supérieur & 2, ne peut
prendre que les valeurs : 3, 4, 6 ou 12.
Q2 . . . .
Pour » =3 ou 4, gz = I'n’est pas Pintégrale irréductible. D’apres
I'identité (I), c’est 3 =y qui est cette intégrale.

Quel que soit k, I'identité (I) nous permet de donner a I'intégrale
géndérale une troisidme forme remarquable : il suffit de remplacer
dans (I) Q2 par I'H3; pour obtenir cette forme :

Pt I'—a

=T
De ceute forme de l'intégrale générale et des deux équations
donnant X (®) et X(H), on déduit I'égalité

kn(as—u)=6[nay—(n—2)u]
et comme & 32 6, nous en concluons que a, est nul.

23. 1Il. Formes canoniques. — ® peut donc étre de degré 3, 4,
6 ou 12 et doit vérifier les deux équations

X(®)=—nud®  (puisque a;=o0)
et
Z(®)=o.

Cherchons I'équation que doit vérifier ¢, en éliminant @ entre ces
deux équations. Nous poserons

D =ur+ ayun—2+ asurP+...+ an.

Par identification, la premiére relation donne les valeurs des a, en
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fonction de ¢ :

ng ng' nqg" _ n(n— '))q!,

(y=— —= ag = — ——) a, =
24 8

2 6

En portant ces valeurs dans la deuxi¢me relation, le coefficient du
terme de degré an — 8 conduit a I'équation

q'=6ag®

ct I'on verifie que pour les valeurs de n considérées, cette condition
est suffisante.

On parvient plus élégamment au résultat précédent en utilisant la
théorie des formes. Rappelons-en les résultats nécessaires pour la
suite du calcul. Un covariant d’une forme @ s’écrit

.l(f):n‘b%+2(n—-—1)®’%+...=0.
Silon remplace ® par ao, ®' par nay, ® par n(n—1)a,, ..., on

obtient le coefficient du terme de degré le plus élevé en u du
covariant. Ce premier terme Ao (source de Michael Roberts) permet
de former tous les autres par application de 'opérateur :

ls(f);.—na.(%+(n——-1)c7(2d—da‘,il-!—(n—z)a,dﬁ'ai1 +....

Le covariant s’écrira
JI() = Aour + %; Ajur—t+4 ——-—p(z,—l)Azu”‘gﬂ'---,
A=K(Ao), A:=K(Ay)=Ky(Ay),
lei, les a, vérifient le systéme

da,

=9 +(n—1)as— nat =o,
f,ag
%+2qa,+(n—2)a;—nalaz=o,
da"+n a naja,=o

az g Cn—1 18n = 0.

Déterminons maintenant 2 (®). Pour cela nous déterminerons
d’abord les coefficients de H et de Q.
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H a pour source : naon(n—1)as— (n—1)n2a’, par application
de la relation de définition de H. D’ou
H=nr(n—rx)

X [(@oas — a3) un—++ (n — 2) (@p @z — @, az) U= +...+ tpAn_r—uj_,].
Q se détermine par un calcul analogue. On trouve enfin,

S(®)=nr2(n—1)*(n—2)(n—3)[(avai— fusus+ 3a3) u?—+ (n— §)
X (agas— 3asa,+ 2 asas) ur—"1+...].
D’ou les identités
@Gay—fasaz+3a; =o,
apas— 3 a, a,+ 2a,a;= 0,
Etudions maintenant les cas n =23, 4, 6, 12, avec la condition
supplémentaire, démontrée précédemment : @, = o.

1 Cas n=3. — Il convient de faire une étude directe, car H est
du second degré et @ n’est pas de degré minimum :

O=w+3au+a;, H=18(awu2+ ayu~— aj);

Q=54(—azud+2a3u+3asazu + a3+ 2a}).

L’identité Z(®) = o disparait. Le systdme différentiel s’écrit
’ 2a5+ q =o,
ay + a3y =o,
l a3y +3asq =o.

Il se résoud : as=— -;-q, a,= %q’, avec la condition ¢'=3¢2.

L’identité (I) est une intégrale premidre de cette derniere équa-
tion : ¢'*—2¢*=2.
o

L’intégrale générale est ici z = const.

B

2° Cas n=14. — H et ® sont tous deux du quatrieme degré.
% = const. sera la forme la plus simple de I'intégrale générale. Le
systeme différentiel s’écrit
3a; + q =o,
a,+2a; =o,
as+ a, +3asg=o,
a,+ bfazq =o.
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D’ou

' I
» am=gq, a=—gg'+g: avec ¢"=16gq"
2(®) =o donne

a+3ai=o0 ou q"=8q2.

L’identité (I) donne encore une intégrale premitre de cette
derniére équation, qui, ici aussi, est une conditivn suffisante.

3° Casn=6 et n=12. — Le systéme différentiel permet encore
de calculer les a; en fonction de ¢. On trouve

’

q9 q9

3= ——— e

n—1’ T h—=nn—2)

I’identité (I) donne
aj+4ai=3
ou
(n—2)?
n—1

91— = (n—1)(n—2)3

qui est une intégrale premicre de

g'=56 n—i

En poursuivant le calcul des @;, on vérifie que cette dernidre
condition est suffisante.

24. L'équation
(n—2)

q"'=6aq?, ol a= —

s'intégre 4 'aide de la fonction p(z) de Weierstrass, sous la forme
1 .
g=,p(2), ou g=o;

&3 est une constante d’intégration.

En multipliant z par une conslante A, g est divisé par A* ce qui
permet de donner a g, une valeur arbitraire, par exemple : g, = 4.
Nous obtiendrons la forme canonique de 1'équation en lui appliquant
la transformation S ¢ avec § = p(x).
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I.’équation
devient
avec

g=a et r=q(-{7$)z—%[w,51.

ailleurs

dt dzx 1
%_2‘/5‘—1 et (—@:—-—--—-—

qui permet de calculer les dérivées successives de x par rapport a ¢.

On obtient alors
E GoB3— 4Gy 1

= . =4
7 -—-lTi' _-(_-E-‘—-:T)T’ avec Co—a—‘g, C|=5+6,

. X —
Unc nouvelle transformation Sg, ou §'= - y Lransforme

— 21
I'équation
) j—;w’ =r(&)
en °
dw
at +w?r=Q(¢),
ou
1[1—a2 1—v2 K— p24-vi—g
t)= - —_
e =3[ F + = et
avee
s ! n 1
= 3’ B= )) —m = %.

Cetic équation n’est autre que celle que Schwarz a déduite de
I'équation de Gauss et correspondant aux polyédres réguliers :

n =3 : trizdre équifacial a face de =
n =4 : tétragdre;

n=~6 : cube ou octagdre;

n =12 : dodécagdre ou icosa¢dre.
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La fonction w(¢) est la fonction polyédrique, qui demeure inva-
riante par les 2N substitutions linéaires du groupe, correspondant
au groupe de rotation dn polyedre. Les valeurs de N se déduisant
facilement de celles de 7.

La transformation directe S; . permet de construire les formes ® a
partir de Q(¢). On déduit en effet par cette transformation, ¢ de Q,
puis @ de ¢, comme il a été indiqué au numéro précédent.

25. On oblient une nouvelle forme canonique de P'équation (A),
en prenant comme variable » au lieu de x ct en appliquant a I’équa-

tion (A) la transformation S, ,. D’aprés I'équation (C), le second
membre de 'équation transforméc est nul :

dw+w2 [ ou w= !
dn =" “hi—C

On retrouve pour u la forme connue
o

2m

u= W"I' - 7°
Nous sommes donc amené ici a considérer ¥ comme une fonction
de C. puis a effectuer une transformation homographique sur 7 :
(-
n=a+ .._E._..
—1’

a laquelle correspond la méme transformation sur C :

C,=a+ ET'_J—'
Enfin,
_ (C—G)
D(u) _]](u w)=M —— a=Cy
et nous poserons

20y =] Je—eo.

D’oti la conclusion : les opérations qui ont conduit 2 H et  a partir
de @ menent a partir de ¢(c), dont les coefficients sont constants
a h(c) et w(c), les trois polynomes étant toujours liés par I'iden-
tité (1) :

w2=ah’+ Bk,
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Les expressions élant les mémes pour » que pour C et u, l'inva-

riant w(n) est donc rationnel dans [A] et v est défini par

ki (m)
w(n) _
Ri(ny — o)
ou R est une expression rationnelle quelconque dans [A].
Nous prendrons donc la variable canontque : ¢ = f{—f—% au lieu

dq
de z. Calculons g

Pour cela, différentions 1'égalité précédente :

adt= %(2(»'/1, —3wh')dn.
Or,

20’ h—3wh =8, avec f = Bogk—t,

Nous obtenons donc

Or ¢ = 2% et, d'apres Pidentité (1) :

dn _ (2N 4,3
@=(5) mee
Nous tirerons maintenant £ de la deuxiéme :

dn _r_r_1 —2 4
3Q 6, = 3 ¢

— = [4 t—1 Q .

at B =) e

2

D'ailleurs 1 — ’b‘ —2,
n

el

dn\® L 41 in
— BEA2h ., 12
?—(dt>°‘§t(l I)

qui donne la solution compldte du probleme pour les valeurs de n
considérées.
dq

Si T'on calcule [, £] 4 partir de la valeur précédente de —» on

retrouve [, t] =—2Q(¢), Q étant le méme que plus haut.
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Enfin, une transformation S, ;, ou ¢ = R(z), R étant une expres-
sion rationnelle quelconque dans [A], donne toutes les solutions du
probléme & partir des valeurs de ® déduites de celles de o.

VI. — Equation 3’ = ¢ A (.2, ¥), les caractéristiques d’Ampére [7].

26. 1l est facile de montrer que I’équation % =¢A + B, ou ¢ est

un paramétre et A et B des fonctions de z et 3, se ramene a la forme

ar _
dr

y=u+de.1:.

Nous obtiendrons les différents cas de réduction, lorsque 'un des
éléments

(1)

a condition de poser

?A,

, az\» Jd dz
z,k::((—,;) ’ J=5}—,Logd7, I=[3 5],

ou z est solution de I'équation

dz dz
(2) oz -+ ?Ad——y =.0,
est rationnel en ¢.
[. z est un polynome en . — Nous poserons

z2=Bop”+...4+ 8m-
En substituant cette valeur dans (2), il vient

(%) Koo, 9 g%

o O
ay oz dy

oz

=0; R
(Vest par l'utilisation des caractéristiques d’Ampeére du systéme
que Drach a pu intégrer (X). Nous verrons, sur le présent exemple,
qui est Pillustration la plus schématique de la-méthode, comment
celle-ci doit étre utilisée.
La premiere etla derniére équation de (2) permettent deposer 3o =2

et Bn=y; puis A%i—‘ =-—1, qui détermine A,
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Considérons le multiplicateur z—j de D'équation (1) : c’est un

polynome de degré m —1, parce que o= z; son premier terme
I . . . .
est — 5 9™ L Siwg. ..., wn_y sont ses racines, il s’écrira

m—1

a
@ 4 | )

=1

et
J
dz = é(dy——?Add;‘): dpo?m+...+ dpm-

Nous allons établir la propriéié suivante, qui est fondamentale :
les expressions w; = const. sont les intégrales générales de

dy — w;A dx = o.

Autrement dit, les w; sont les variables caractéristiques d’Ampere
de (2). En prenant comme inconnue 3,,_, =12, on peut remplacer le
systtme (2) par unc équation unique (E) aux dérivées partielles
a deux variables z et y d’ordre m —-1, ol les w; sont les combinaisons
intégrables des caractéristiques de Cauchy de cette équation (E).

Pour établir la propriété énoncée, il suffit d’écrire la résolvante
en K :

JK JK JA
€] Tz A Gy ek =0
ou K a P’expression (3).

. . . JK JK . R
Si dans I'équation (4) on fait ¢ = w;, o ¢t 7 ¢ réduisent a

K _ do, 77’ JK _ do, Y’ ‘
%_d_xl;l (w;— wz), W—-—d}-[k] (w— wi);

ou le symbole Il indique que I'on donne a 4 toutes les valeurs

de 1 & m — 1 sauf la valeur /.
L’équation (4) prend donc pour cette valeur de ¢ la forme

()wi ()u)‘ _
(5) d_w +Aw,W =0

et la propriété est démontrée,



INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. 49

D’autre part z(w;) est aussi I'intégrale de cette méme équation :
dy — Aw;dz =o0. Donc z(w;) est une fonction arbitraire de ;. Les
w; vérifient donc le systéme

(S1) zof+ o+ +Bup0i+y=fi(w) (i=1,...,m—1),

ou les fi sont arbitraires.

Enfin, les w; sont racines de (3); donc, puisque
Jz dz , . H _ 9z Jz
%dx—v—-;‘y—d} +2[‘d—w—idwg—-—0 et %_—Aw,d}_,

Js . .
on en conclut S = O Les w; vérifient aussi le systeme
i

(Sy)y mzw! ' 4. 4+ B =f(w) (E=1....,m—1).

Les systemes (S;) et (S,) comprennent donc 2 m — 2 équations aux
2 m — 2 inconnues w;, B;, dont les expressions dépendent de m —1
fonctions arbitraires des m — 1 variables caractéristiques ;.
Dans le cas ou une racine w; est double, on adjoint au systédme (S,)
I'équation
J*z

)
Jop = k(w0
qui remplace I’équation en w;_i.
27. 1II. z est rationnel en 9. — Nous supposerons que tous les

poles sont simples :

n
2(9) = A.,-»-l_z1 —

Le multiplicateur K posséde ici 27 — 1 racines w;, qui sont encore les
variables d’Ampere, w;= const. étant 'intégrale de dy -—w;A dz=o.
Une transformation ponctuelle permet de poser

Ay==z, z(o)=x-—-—2%—: =)

Les systemes (S,) et (S,) s’écrivent

(Sy) x.;.z ﬁI = fi(w) (i=1,...,20—1),
k=1

(S) _i___;"‘__ =fiw) (i=1, ..., 2n—1).
k=1(w,—ak)2 ' , ,

MEMORIAL DES SC. MATH, — Ne 183. A
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Ils comprennent a7 —1 fonctions arbitraires des 27 —1 variables
caractéristiques. A est donné comme précédemment par

—I—AZ()Ak

28. III. Le multiplicateur K est rationnel en ¢. — Supposons
encore les poles simples :

K = B0+29——b1.

i=1

Si Von substitue cette valeur dans la résolvante en K :

JK JK JA

et qu’on identifie & zéro I'expression en ¢ obtenue, on trouve

0b; db; _ . B,
gz FUAGE =0
() (i=1, ..., n);

J(ABY _ o,
dy_’ ox

dB, d(b:A)

+ b, AT o

-+ By

+%[A(B,+...+ Bn)]=

Un changement de variable permet de poser AB, = 1. D’autre part,
. K
sig=o0,— =o0. Nous poserons donc
n

Bo-—zgf =8()

i=1

De la premitre équation (Z), il résulte que b; est une solution
de (2), ot ¢ = b;. D’aprés le raisonnement du n° 26, on en conclut
que b;= const. est l'intégrale générale de dy — b;A dz=o et que
les b; sont des variables d’Ampére. La deuxidme équation (2) montre
que B; est un multiplicateur de cette méme équation :

dy — b;A dz = 0.
On peut donc poser

= fi(b:) ‘j,b'

ou f; est une fonction arbitraire de I'argument indiqué.
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On peut alors obtenir 5 par des intégrales dans le plan complexe,
ou les points b, sont supposés fixés.
En effet,

dh,
5
oy == Z“:;Tb—

—1

13
dz Jz 9 {* fl(bl)ﬁ
— =—0A— =—— L —_—
dx dy v Bo eudd o — b,

=1
Mais [ 1™ équation (2)] :
1 Jdb, 1 db,

B, dy b, ox
Donc

f,(b,)
Jz dz
oz _’“”“*’Zb (o —06n

Enfin, pour 9 =0, on a posé K(0) = g(y). Donc

f(b)d
=*—Yx+fg(}’)d.}’+=?f b((wll,:)

Par un raisonnement analogue a celui du n® 26, on conclut que,
si w; est une racine de K=o (k=1. ..., n), wi= const. est
'intégrale de dy — w, A dx = o. Les w; sont donc aussi des variables
caractéristiques. En écrivant que z(wx) est une fonction arbitraire
de w,, on obtient le systeéme

b,
(8y) ——xw;c—l—fg(y)dy—r—mkz z‘{i—t)ib—)-_—_l?k(wk) (k=1,...n).

ou les ¥y sont arbitraires.

Pui . (12 .
uls, en écrivant que 5= =0, aprés avoir remarqué que

FOU BRI “ f(b) ]
“”‘vj 5(wr—0) :z.:lf Tdb+f or—5% |

on obtient le systeme

(89 —x—zf - IC N U




-
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Ces 2n relations définissent les 2n variables caractéristiques
’Ampere w,(k=1,..., n) etb;(i=1, ..., n) au moyen de z et y.
11 reste & déterminer A (2, ) pour déterminer'équation

- ! — o B;
A—-ﬁ—o et Bo—g(_))+2bi-
Or,
db
B, = fi(6) 'd__y['
Donc

n
1 Ji(b1) 9b;
i -—é’(}’)'*'z—‘bl Pk
=1

Comme précédemment, dans le cas des racines multiples d’ordre «,
le systeéme (S,) est formé des dérivées jusqu’a 'ordre « de la racine
multiple considérée, ce qui diminue d’autant d’unités le nombre

des wy distincts, mais l¢ systeéme (S,) comprend toujours le méme
nombre 2 de relations.

29. 1IV. La dérivée logarithmique du multiplicateur est
rationnelle. — Nous poserons

n

=2 n
J_ [ +Z?——b1

1=1

et nous nous bornerons d’abord au cas ou les m; sont constants.
Dans ces conditions, K sera algébrique ct nous pourrons encore
" utiliser la résolvante de K et non celle de J.

K et z seront définis par

K=o [ (o~ b0,
i=1

Jdz Jz
dz = ﬂda;—i— ;}—’dj = K(dy — 9A dz),

d’apreés I'équation (2).
En formant la résolvante en K et en y substituant la valeur précé-
dente de K, P'identification de Pexpression en ¢ obtenue donne le
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sysiéme
n
1 do ()b,_ dJd . —_—-
\E—z~A2nlld—)’ dTLo,,(Aa)—-o,
(%) / 1=1
)
) :)—.l;i+Ab,(())—I:f=o (e=1, .. ,n)

Les b, sont donc ici encore des variables caractéristiques. Nous
poserons ensuite Ao =1.

Enfin, la premidre équation (2) devient, complc tenu de la
troisitme :

n
s b
s di 0, or —
=1

Donc Log (aﬂb:"') est une fonction de ) seul, que nous pouvons
supposer égale & 1. Alors dz devient

dz = []-([ej[_b'f " <d; — po"“(lx)

11 s’agit de déterminer les b, en fonction de x et y, de fagon
que dz soit une différentielle exacte, quel que soit o.

Pour y parvenir, Drach pose a prior: :

dz ._[I(? —b )m‘+12 ;“:”;‘l .
1

=1

En écrivant les conditions d’intégrabilité de cette forme, on trouve :

dJ0

1° )"=Jb_, (i=1, ..., n);

2° la fonction unique 0 des » variables b, doit satisfaire au systéme
J20 ] J9
(T) (bs b)db 95 b,((m‘+l)+5b—,(m‘+l)=°'

Ce systeme de -'i(l———) équations est la généralisation de 1'équation

d’Euler et Poisson renconlrée par Darboux [13]. Voici comment on
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le résoud. On obtient des solutions particulidres en posant

II('-T—bz)'-'-"- £ 2

ol ¢ est un parametre. Les racines gy, 02, ..., o, sont les solutions
particuli¢res cherchées.
La solution générale est alors

9=i/°th(?)d?,

les intégrales étant prises entre des limites constantes ou le long de
contours fermés el les F; étant arbitraires.

Enfin, il faut identifier les deux formes de dz, ce qui donne
I'identité en ¢

$ s |

Ly —b, " |} EECED) ‘

De la théorie élémentaire de la décomposition des fractions
rationnelles, on en déduit le systéme

dy — bk[—[ bmdx o

TIe T et Y

Il résulte de ce qui précede que le systéme (S) est complétement
intégrable. On obtient 7 intégrales, qui donnent n— 2 relations
entre les b, el deux équations définissant z et y en fonction des b;.

(S) Adbr=

(k=1, ..., n).

Exemple. — 1° n= 2. Le systéme (S) s’écrit
9 dy — b b dy
b, bl (b — bs)

9y b — b dx
0b; T Tbmbrh(by— by)

db1 =

0 vérifie 'équation

J26 a9 /L]
(T) (bl—bz)_——db1db=—(m2+l)£; +(mi+l)3&—!——0.
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Les combinaisons intégrables du systeme (S) sont
dz =—db, .

dy = — g (S A0 B2,

\9b; by " 0b: By

2° n =3 : On obtient sans peine les combinaisons intégrables :
db = o,
dr = v (G e i )
dx=——S(b2+b s db,,

S désignant le signe de sommation de Lamé.
0, bien entendu, vérifie le systeme (T).

30. V. L’invariant J est rationnel. — Nous poserons
P

n
J Loge m;
dy ek g—b;

=1

J =

mais, maintenant, les m; ne sont plus des constantes. En formant
la résolvante en J : :
9J aJ JA a2A

;);—F?Ad.—;_'_?‘,b._}_’_‘_?’)—.}’{:o’

cn y substituant la valeur précédente de J et en identifiant a zéro
I’expression en ¢ obtenue, on trouve le systéme

. 0*Logo d(m;A)
) dx dy +2 dy
a Lo°a> 92A
— =)+

) o

dy( =
(3) %+Ad—-(bimi)+m,b—-é_o (i=1, ..., n);

ldy
b 9b; .
(4) fdxt +Ab;— Iy =o0 (i=1,...,n)

(%)

De (4), nous déduisons que les &; sont encore des variables
d’Ampere; d’aprés (3), m; est aussi un multiplicateur de

dy —b;Adz =o.
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Nous poserons donc
db
m(—f‘(b, = (=¥ .., n)

ou les f, sont arbitraires.
D’autre part, cn intégrant (1), nous obtenons

dLogz _
P + AZm,_— )

en faisant une transformation ponctuelle, de fagon a annuler la fonc-
tion arbitraire.
En remplagant m, par la valeur précédente :

N
+ DAL (b G =

qui, en utilisant (4 ), devienl

dlogs

()Lova Zf,(b 1) 96,
oz

=0,

que 'on peut intégrer, en posant

Si(8)) = b, F, (b,).
D’ou

Logo = &(3)+ X, Fu(bo)-

Enfin A est donné par ’équation (2), qui s’intégre une premiére

fois :
A(s +XR )+ 5 =1 (@)

Si f(2) n’est pas nulle, on ne peut intégrer cette équation linéaire
sans conserver des signes de quadrature :

= [@ + ) [oar]
K est donné par ,
LogK =f.l dy,

puis z par
dz = K(dy — 2A dz).
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Dans le cas ou I est rationnel en ¢, les intégrales ne permettent
plus de représenter la solution, le systéme (2) n’étant pas intégrable.

Nous tenons a souligner le caractére profondément original de
la méthode d’intégration du systéme (Z) ou de I’équation unique aux
dérivées partielles d’ordre » ou 21n et & deux variables = et y. Nous
pensons que c’est ici que se trouve en puissance, la méthode d’inté-
gration des équations aux dérivées partielles du second ordre, dont
Pexposé est I'objet du fascicule n° 129, que nous avons consacré
a celte question.

VII. — Equation y' = f(z, ¥, 9)-

31. Pour ne pas nous entrainer a des redites, nous n’étudierons
que le cas ou les équations de la forme indiquée admettent pour
intégrale un polynome en ¢. Nous supposerons l'équation réduite
de maniére & admettre la solution

y=const. pour @ =o0 et x = const. pour ©=o.

Soit donc P’équation

]-I(?“‘ct)

d_}’ =1 Q
8 L N

| § EE 2

=1

.

L’équation aux dérivées partielles correspondante est

23

(2) PaTr—'-c?Q =0

Jdz
o
et nous cherchons les conditions, pour qu’elle admette la solution

(3) 3=Bo+ ¢Bi+...+ p"B,.

Par identification dans (2) du polynome en ¢ obtenu, il vient

9B, 9B,
dy

= 0,

ce qui permet de poser
Be= Y, Bn =x.
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Puis
JB B, a8 JB,—
%) P(dxl_'—" = +<p"—1)+cQ( ?'d_yi +"'+?H_l—d—;'—l>=
Cette identité n’est possible que si
9By + i1 = QR; dB, ng9Bum1 PR
% = QR; 1—+—r_:-(—)}—+...+T Fr 3

D’ou il résulte que n —1>m et Restde degré r—=n—r1—m.

Nous poserons
,
R =| I(? — ajp).
i=1
Un raisonnement trés simple va nous montrer que les a; sont

les variables d’Ampeére. En effet, elles annulent a la fois 9% ot %% donc

dz " dy
rendent z constant. D’autre part, @, = const. est I'intégrale de
(5) P(a))dy —sa;Q(ay)dz = o.

On démontre cette proposition comme au paragraphe précédent,
en formant la résolvante en K :

o +¢:::1>9 d—K+cK1'(cg>=o,

oz P dy T ay P
ou
h = _z_ =1+5(&+”_+3n—1?_3’.';‘. =_EE.
¥ Ty ' dy ¢
Si, dans cette équation on fait ¢ = a;, K s’annule et Z—K se réduit
da; oK day
a multlphé par — H (@i— ax). De méme o se réduit A Fre mul

7
tipli¢ par le méme facteur. Aprés suppression de ce facteur, il reste
donc

da, Q _
oz ¢ m‘;—"

qui démontre la propriété énoncée.

Les a; sont les variables d’Ampére du systéme aux inconnues By,
ai, bj, ¢;. Comme plus haut, on forme les deux systémes

(81) z(a)=y+aBi+...+ a z=fi(a) (E=1, ..., 1),
(S) #F(ad=  Bi+..+naw=fl(a) (=1 ..., 1)

ou les /i sont arbitraires.



INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. 59

En exprimant que les b; sont racines de j—f/ —oetlesc;de g% = o,
on obtient le systéme ’

d_&+cifﬁg +. o+t =0 (i=1,...,m)
(T) dx ox
B, Y . ‘
1+bid—y +"'+bi W—-O (L—l....,ﬂ?)

qui détermine les b; et les ¢;, les B; ayant été délerminés par les
systemes (S;) et (S;). Enfin, dans I'équation (4), les termes de
degré m + n—1 donnent o :

0By
F —

—+1=0.
dy

Discussion. — 1° n=m-+1, r=o : il n’y a pas de variables
d’Ampere; le systeéme (T) subsiste seul. Les B; sont arbitraires.

2° m+1<<n<<2m-1:les2rrelations (S;) et (S;) déterminent
2(n— m —1) des B; au moyen des autres, qui demeurent arbitraires
et des n — m —1 variables d’Ampére.

3° n>a2m-+1 : Tous les B; sont déterminés; il restec r—m
relations permettant d’exprimer 7 — m des @; au moyen des m autres,
qui demeurent arbitraires.

p—ec
p—b

-

.4y
32. Ezemple : o~ = o9
1° Soit I'intégrale
z=y+ 9B+ x32
On a aussit6t
= ui c—l} = b=0o=
=— puis V——-I, =0 = —

dJx

Il n’y a pas de variable d’Ampére. B est arbitraire. G’est le cas 1° de
la discussion précédente.

2° Soit P'intégrale
z=y+ ¢Bi+ ¢2Bo+ z .
Il y a une variable d’Ampere a. Les équations (S,) el (S,) :

(84) 3 +aBj+ a2 By+ zad=f (a),
(S.) B+ 2aB=+3xa’=f’(a)

définissent B, et B, au moyen de a et de la fonction arbitraire f(a).
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Puis b, ¢ et o sont donnés par le systéme (T) :

JB JB
- tPgm =) (¢ —a)
B, OB\
°<I+?g ¥ /)——(f—b)(?—a)-
D’ou
_ 1 _ ()Bg. _ dBl
G——-ﬁ, c+a_—7;, b a.—c—d}—_

La solution admet donc, en définitive, comme arbitraires a et f(a).

3° Quand l'ordre du polynome z augmente d’unc unité, les B;
et les @; augmentent d’unc unité ct le nombre des équations de
deux unités. Il y a donc toujours un seul a; arbitraire.

CHAPITRE I1I.

EQUATIONS DU SECOND ORDRE.

I. — Généralités.

33. Soit I'équation
(1) .)”=f(‘”a.}:.?’)>

ou f est rationnelle par rapport a tous ses arguments.
L’intégrale générale sera définie par

2w, 3,0 =0G,, 22(2, 0,0 ") =Gy
ou ¢; ct ¢, forment un systtme fondamental de ’équation linéairc
aux dérivées partielles :

Jp 9% i, 9% o
(2) —')'+'d?;f—-0.

oz dy°

Les cas de réduction sont obtenus par I'étude des sous-groupes du
groupe ponctuel & deux variables T,. Le nombre de ces groupes est
considérable mais le nombre des groupes primitifs n’est que de six.
Les groupes finis sont linéaires ou projectifs et n’auront pas a notre
point de vue de conséquences intéressantes.
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Les deux groupes primitifs infinis sont :

1° Le groupe défini par

|57

Les dérivées logarithmiques d’un multiplicateur sont rationnelles.

2° Le groupe défini par
D(F,, Fy) )
DL

Un multiplicateur et un seul est rationnel.

Parmi les groupes imprimitifs et infinis, nous citerons :

° Fy=®(f1), ou ® est arbitraire, avec

4 ”nF,

_ a7
Fo= S\ /o oF )

af o1

ou on pourra déterminer successivement fy et fa,

2° Fy=®(f,), ou ® est arbitrairc avec

Fo= o (a+ [Fi, /1]
e,

ou [Fy, f1] est Vinvariant de Cayley-Schwarz.

Dans les deux cas, f sera une solution de

d
3) ,,—fc+A<x,.,y>——n,
ou A vérifie

() S+t ) == (L +a

comme on le voit en formant le crochet des équations (2) et (3),
compte tenu de

. de do _
O —A)T}' +fg =
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Jfa sera alors déterminé a partir des résolvantes en J ou I, qui
devront admettre des solutions rationnelles, avec

i fy
9 PIE) af1\*
J =f23.§ - —d;T et [=f2(j§:'> —1fu 5]
ar

D’une fagon générale, si A(x, ), )')= consl. est une intégrale
premiere de (1), il conviendra pour cette nouvelle équation, d’étudier
tous les cas de réduction rencontrés au premier ordre.

Réservant pour un dernier chapitre I'étude des équations linéaires,
ou la théorie classsique de Picard est éclairée d’un jour nouveau,
nous allons aborder aussitét 'équation y"= f(z, y) dont l'étude
s’est montrée particulidrement féconde.

II* — Equation "= F (#, ) admettant une intégrale
premiére rationnelle en ' [8].

34. Soit
(1) V=F(z, )
I'équation a étudier, et
Fy = i’. df ! df N =
(2) X(.))._’)'r+d.—l;y+WF(w,.y)_o

I’équation aux dérivées partielles correspondante.
Cette équation doit étre identique &

D(f, 9, ¥)
) Bz, 7, 7)

=o,

ou ¢ et Y sont deux intégrales premiéres.
D’ou il résulte

D (o, 4‘) =M D(o, q’) _ ’ D(e, ¢)=MF
DG, 7) 0 D) M Dlay) ’

M est le multiplicateur de Jacobi. 1l vérifie I'équation

oM I(My J(MF
(4) 3;_'— (rh;y)_'- (dr’):O

qui n’est autre que X (M) = o et admet la solution évidente M =1.
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Il est clair que, dans ces conditions, ﬁ dz dy est un invariant

intégral de I’équation (2). Donc, si ¢ et ¢ sont deux solutions fonda-
mentales de (2) : X(¢)=o0, X(¢)=o, elles doivent vérifier
en outre :

D(3, ¢
W,y

~—

=1

—
~

el ces solutions fondamentales sont définies aux transformations prés
du groupe défini par

D(D, W)

Die, ¢) -

Si¢(#, y, ') = C est une intégrale premiére, une deuxiéme est
donnée par

tdy —yde d.c
v= j '1?

ou y' est remplacée par sa valeur en 2z, y, G. Démontrons que -dl?

a’
est un multiplicateur de dy — y'dz. Pour cela, résolvons cp

en y' : y=y(, y, G) et montrons que , qui est Pinverse de 2 3}7
est un multiplicateur de dy — y'dz.
Dérivons »/, il vient
+ 9%
dy “
puis dérivons par rapport a G :

i SN 9% 9
= 9Coz * 9oy - 3C oy’

ce qui démontre la propriété énoncée.

35. Nous n’étudierons ici que le cas od ¢ est un polynome en y/,
de degré n. La méthode apparaitra clairement sur ce cas simple.
Soit

. s n
(5) qp=aoy"+7_a,y"l—-‘+...+a,,.

En ¢crivant que X(¢) = o est une identit¢ en y', on obtient le
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systeme
dao _ duO dai _ dLM n—1 daz .
- d—).—.o, pr n-d7—o, H_'_Td) +aF=o0, ..
. dan— da 02n
n d’.;,‘l -+ d; +n(n-—1)an_2F—o, 'd—+an—-1F—0

On peut remplacer ce sysiéme de n équations par une équation
unique (E) d’ordre n —1, a une seule inconnue a@,_i, fonction des
deux variables 2 et y. On obtient cette équation (E), en ¢liminant
successivement les autres @; dans les équations ().

Une transformation ponctuelle sur z : X =a(z), el linéaire
sury : Y =0(x)y + y(z), permet de poser

ap=1, ag= o.

Pour intégrer (2), nous allons le remplacer par un systéme (S),
ou figureront les variables caractéristiques d’Ampere du systéme (2)
ou de I'équation (E) équivalente.

Soit

n—1

(6) = —nl—[(w — )

et posons ¢, = ¢(w;). L'équation X (9;) = o se réduit a
(%) A (i

== 4+ = w,= 0

dz " dy =1,..., n—1).

Le systéme (S) exprime, conformément a la théorie générale, que
¢i= const. est 'intégrale générale de dy —w;dz =o. Les ¢; sont
donc les variables caractéristiques d’Ampere de ’équation (E) ou du
systtme (Z). L’intégration de (E) ou de (2) est donc bien équiva-
lente a celle de (S).

36. Intégration du systéme (S). —— L’idée directrice consiste a
prendre les ¢, comme variables indépendantes. Voici comment nous
procéderons : nous décomposerons dy en éléments simples, ¢ étant
Pintégrale premidre déduite de ¢ par le procédé, d’ailleurs classique,
du n° 34. Soit donc

n—1

dy=2= 7d”_ZA
oy

‘V'—‘wz
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La méthode ¢lémentaire de décomposition des fractions ration-
nelles permet de calculer les A; :
A= ! .

n—1

T (o on)

k=1

Posons encore

? =]_—_[(J"—|”~i)
j=1

et nous désignerons par ¢, les valeurs de ¢ pour y'= p.;.
Les §; vérifient le systeme

n—1
, N\ _GLL_ i
(Sy) dy; ié_l‘A‘-”'i“‘“’i (j=1,...,n)

Ce systeme aux différentielles totales sera intégrable, si nous déter-
minons les A; de facon que les scconds membres soient des différen-
ticlles exactes. Dans ces conditions, le systeme

‘iﬁ:————-L———— (i=1,...,n—1)

A A,]]I(w[_ )

est compatible.

Pour faire le changement des n variables p.jaux n variables ¢; et ®,
ot 'on a posé

il est commode de remarquer que les n coordonnées :
n
9; = const. (i=1,...,n—1) et !I)—Z;.L/=const.
j=1

forment un systtme orthogonal a » variables. En effet, ®@ est ortho-
gonal & chacun des o; :

9P I _
- d‘J.,' dI'J.i -
7/

MEMORIAL DES 8C. MATH. — N°* 133, 5
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puisque

90 1§99 _ )
fu.l_l et CP—IZdIU.,— 2’0)1—-‘[.1./ o,
7

cette dernitre égalité résultant de
1 do I
¢ dw —Z 0—pu, ©
]

d’apres la définition méme des .
De méme, ¢, et ¢; sont orthogonales :

> do, do; 1
e L AP
7 du, dyy Pt Z(“’Z"‘f"-l)(wk—l‘/)

PP 2< I _ 1
w/,— w, w,—u, 04— Yy
]

et chacune des deux sommes est séparément nulle.
D’apres les résultals classiques [14] :

n
LS do, \? .
ﬁ?—2<di> (t=1,..., n—1),
k=1
o i(.@f)? n
HZ — duk)

Donc
n n—1
N 1
Zd,ugzz H} do} + — dd~.
Jj=1 =1
D’autre part,
de, 1 du,
= — = —L
X’ H Ly H, de.
sont les coefficients d’une substitution orthogonale.

Or,

do 11 92,

o, P Wy ok
Donc

% _ p2 a1

d_v—,—Hl ?'}A,—-—un et 00 &

Calculons enfin,

)
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Or,

109 _ N _F_ 9(e) - = d_?]
2 9. du; - ; W— WU T P ’ ob  ¢'(w)= 90 Jo=u,
J

Dérivons cette égalité par rapport & ; :

2 1 - ¢'(wr) | 92(w)
(wi— )2 i o7

‘On sait que
9 (o =0
Qi
el
I 1 9" (wy) I
= —3 = ——— ou H? = —

Z(m,—w)2 o7 H Pt . L 9" (o)

«<t, enfin,
d;-l.,’ —1 1

9. §(wi) p— o

En faisant ® = o, c'est-a-dire @, = 0, avec les notations primi-
tives, hypothése que nous avons éié amené A faire, on obtient un
systtme de détermination des A;.

37. Nous pouvons aussi déterminer les A; par un calcul direct.
En effel, les conditions d’intégrabilité du systéme (S;) s’écrivent

0 Ar N 9/ Ak )
s, O (A \_ 2 (_Dk
(52) 0?1«(&*,—%) 99: \prj— wz )’

ot 7 prend toutes les valeurs de 1 & n, alors que ¢ et & forment toutes
les combinaisons deux & deux des z—1 expressions .
Pour expliciter les équations qui forment le systeme (S.), ik est
3—”—" et 92 La premiére expression a été cal-
P I9k
culée au numéro précédent par application de la méthode des substi-
tutions orthogonales. Nous allons refaire ce calcul directement. De

do 1
%= 2e=w
]

on tire, en dérivant par rapport & o :

nécessaire de calculer

Bl

10%¢ _Ef)_cp_ 2 2 1
G owi \pdw/ et (0—piy)t
7
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don¢
., 2 I
—_ w,) = — ——
a¥ 0 (01— )
D’autre part, si 'on dérive logarithmiquement par rapport a o, :

P =II( W — W),
j

o 92

Z w,’)i)‘p —Z m,d—?’u,

ou Je premier terme est nil, parce que

on abtient

wWy—

En reportant cette valeur de ; dans I'expression précédente :
[3

o d;

G e

ce qui donne la valeur de

du; 1 I

99 (o) wi—p;

résultat identique a celui qui avait été précédemment trouve.

Calculons de méme 3—:’;: On dérive par rapport a 9 l'égalité
=o0:
un—p.i
du)l d[J.i
d:p,{ dw -
> (wi— ;)

ﬂemplagons par sa valeur

duwy I _ 1 1 .
99k 21-' (wi—p)* 9" (wg) ]2(0’1— B (or— )
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Décomposons cette dernicre fraction en éléments simples :
1 \

1 1 1
(w,— 2, )2 (g — ;) T (w,— 0 )2 (w/_——p, T e — Jl)
I
- N b
(o, — o) (w,—w,)?

dw, 1 1 O I I
5&2(10,—;;,)-’ - 9"(wg) (w,— wy)? (ZL')/L—-—;J., - (-),—p.,])
! ]

1 1
— ?”(m‘)(w‘—m/,)2(0)‘_:,./)2'
J

duw, 1

dor  g(wr)(w.—wi)

4)(-) o, ()u

En remplagant dans le sysi¢me (S.) I'P/{ par les valeurs pré-

cédentes, on trouve sans difficullé, le systeme

d [ d Jd / 0
(T) al (o 4)141) 72 (o 3&)'
ou I'on a posé
0
A=
11 ()?,

Les A, sont donc les dérivées partielles d’'une méme fonetion 0,

celle-ci devant ¢re une solution du systeme (T) a (_'_‘:)ﬂ_—_'_’_}

¢quations. Le systéme (T) est la géncéralisation due a Darboux de
I'cquation d’Euler et Poisson. Clest le méme que celui que nous
avons rencontre au chapitee Il (§ 6, n® 29). Nous l'integrerons ici
aussi en considerant I'équation

l](a—:m=?,
/

ot @ est un paramdire.
On a vu comment on déduit la solution générale de ces solutions
particulitres.

38. Calcul des ¢, en fonction de z et y. — ll reste & identifier les
deux formes de d'y :

d) =1v'dr N _
e L e LN ] | (EIE
l))f =\
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En chassant le dénominateur :
dy —y' dx =2 A,II ()" — wi) dop.
I3 k

Cette égalité est une identité en y': le terme de degré n—1 donne

(1) EA’ do;j=o.

Cherchons le terme de degré n— 2. Solent Sy, Sa, ..., Sp-y les
fonctions syméiriques élémentaires des w;. On trouve

EAE(S,—w;)dq),-=0
i
ou, compte tenu de (1) :
(2) EAzwi dy,=o.
3
Terme de degré n —3 :
ZA,-(S2— w;S;+ w?)doi= o

ou, comple tenu de (1) et (2):

3) ZA,w;z dy,= o.

Ce procédé est évidemment un procédé de récurrence et conduit
au sysléme

EAiw{‘d:p,::-o (k=o,1,2,...,n—4§),
13
(2) ZA“”?"“ dyi=—d.r,
13
E‘Alym;’—2 do;=dy.
3
Ce systeme () détermine les ¢; en z et y. Il est complétement
intégrable, puisque les A; vérifient le systeme (T').

Nous allons former les combinaisons intégrables de (). La'pre-
midre équation (L) est évidemment intégrable :

2 Ai doy= db:
i
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La deuxitme P'est é6galement, ses conditions d’intégrabilité élant (T) :

}:Alu)l de;= dby.
)

Les suivantes sont obtenues en ajoutant & la A'*™°, affectée du coeffi-

cient + 1, les équations correspondant a des valeurs de I’exposant

inférieur a k, dont les multiplicateurs sont des combinaisons iso-

bariques des a; (le poids d'un @; étant égal a son indice) et de

poids &, multipliées éventuellement par des coefficients numériques.

Pour établir cette propriété, il faut calculer %‘;—" On y parvient en
i

utilisant les sommes de puissances semblables des racines de ¢ = o.

Nous avons posé
ney =Z up=o,
puis

n(n—1u I ~ 2 N
) (S-S
1 e
= o= 2t
das 2 V' duag _  —o2 ~ W
dp ~ n(w—1) =™ 9o, T Rl —1) et 7 (00) (i — 1)
3 k

. — 9 <pu — w; 0; ) _ —2 .
n(n—1)e"(w,) ?‘ pr—o;  pr—wy)  (n—1)9"(w;)
On ¢tablit ainsi la troisitme combinaison intégrable :

Z.Ai((u} + 2=t a.z\)d;i: db,.
TR .

2

De méme,

()ﬂ:; —6 w;

2 S — .
= n(n—-—l)(n——z)%‘ul ot de  (n—1)(n—2) ¥ (w)

D’ou la quatriéme combinaison

ZA' [w}‘+(n— 1)@+ g-n——l)a(‘,n—:ﬁ-zds] dy;= di;
i

et ainsi de suite, les combinaisons 6, _, et 0,_, donnant x et y :

0 =const., 0;=const., ..., Op_3=—z+const.,, 0,_,=) =+ const.
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Les ¢, sont ainsi connus en z cL y, ce qui permet de déterminer ¢
cn fonction de & et y également. On connait donc deux intégrales
premitres ct le probléme est résolu.

39. Exemples. — 1° Si ¢ cst du sccond degré en y', on voit
immddiatement qu'il n’y a pas de variable d’Ampere. Si 'on pose
9 =p"2— s,
ou «, esl fonction de y scul. Alors

v d dyv ,
oy =g —de, ol y'= Vi@

dy =

et Vintégration estimmeédiate, puisque @s ne dépend que de y. Enfin,
F est donné par

—— +F =o.
dy 0

2¢ ¢ est du troisi¢me degré en y' :

@ =}"‘— 3(12)’-‘- as,
J2
'

B =) '2-—(7-1, wy = V/(;g, Wy = — “E;};
d0  do, N des

A oy _aer |

v dp1 ' — v, - 92 ¥ — @y

Cof

ou 0 vérific 'équation

J d0 dJd d)
S aa(:m"")—m(aaw')'

Il s’agit maintenant de prendre ¢4 ¢l 9o comme variables indépen-
dantes. 1ls sont définis par '

pr=—2a24 a;=—20} +a
3
Qs =+ 2a§+ as=— 20} + a;.
On en déduit
ay = 92
2




INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. 73

L’équation (T) s’écrit alors

M8 (0,
99:1d9:  3(e1—92)\de1  des/

dont I'intégrale générale s’écrit [15] :

! 1 3
V= (o)t [ flon+(gamp)e]t” * (1= ) el
0

t

8
1 —t 3
+fg[9a+(?=—?1)t](' )dt,
v

ou f ¢l g sont des fonctions arbitraires de I'argument indiqué.
La fonction 0 étant ainsi choisie, 0 = C; est une premidre inté-
grale du syst¢me, les deux autres donnant x et ) :

(—;% o dy + g;): ws dpy=—dur
el

Jo N _ )

;;9';‘”1 do+ d_z_ang dos= dy.

1l reste a calculer ¢ par

_ a0 ()91 J d?z
dq‘—EJ‘J_“)J-F()?i y’_w'l,

o )’ est exprimée en fonction de ¢, ¢; et g2 et ot © esl un para-
metre :

a

- - -:‘ ]
.1"‘——3<—-¢P' 7 9-) _1"+-——?':?' —o=o.

Enfin,
1 das

Flo,y)=— - 52"

HII. — Intégration de I'équation des lignes géodésiques,
dans le cas oi elle admet une intégrale premiére rationnelle en ¢’ [9].

40. Le ds® ¢lant exprimé en fonction des paramétres des lignes de
longueur nulle :
ds?= 4). dudv,

il s’agit de déterminer ce ds?, c’est-d-dire la fonction A(u, ¢), de
o] ’ ?
fagon que I'équation des lignes géodésiques admette une intégrale

premiére rationnelle en ¢'.
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En variables u, ¢, 'équation différentielle des géodésiques s'écrit

(1) o=t i g1 ()—)‘
) du ) de

2

Nous ferons le changement de variables, w =12¢':

w ="+ 0 i + o o'
- du " do’ )’

Donc

o w0 I - 728 o
B »\du =~ dv )

Portant cette valeur de ¢" dans (1) :

\

u

~o
<
A

<L

(2) w = X

w=F(u, ¢, w).

A celte équation différentielle, correspond 1'équation aux dérivées
partielles :

af of , Of o
(3) aTt-Fa;V-I’(')K)F—-O,
que nous écrirons
49 af a df _
A(_/)_).(—)T‘ +wos oW o =0.

A une intégrale premiere ¢(u, v, w) = G, on peut en faire corres-
pondre une deuxiéme par la quadrature
_dv—o'du _hdv—wdu

cy=de +9%
14 \/ﬂ/‘% 19 (—;V

dy

En effet [16] si 'on cherche un muliiplicateur de Ady — w du de
fagon que l'intégrale z = const. vérifie 'équation
dz dz

=, 7e
du

%) F =pg—X=o, o p= 7=3,0

on trouve pour ce multiplicateur : w~
La fonction z, donnée par la quadrature précédente, our w est
remplacé par sa valeur, tirée de ¢(u, ¢, w) = G contiendra la cons-

W=
.

dz

. ? 3
5c 1 on 'obtient donc en

tante C. La fonction { ne sera autre que
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dérivant z sous le signe d’intégration :

- " dv — wdu dw
v —j N ToN
w=
Mais
dw dp
oG ow

et Pon obtient la valeur de ¢ annoncée.

D’aprés les résultats classiques, on sait que l'intégration de (1) ou
de (4) sont des problemes équivalents.

Le probléme a été traité, dans le cas ou l'on connait une inté-
grale ¢( p, ¢) = const. de

_dF d9 dF dy OJF d¢  JF o7
) (F>9) dudp dp du  Jdv Jdg  dg dv

dans les cas olt ¢ est : @. homogene; b. linéaire; c¢. quadratique;
d. fractionnaire et du premier degré en p et g.
Enfin, puisque p et g vérifient la relation évidente :

pdu—+qgdv=o,
on en déduit

ou encore

41. Intégrales entiéres d’ordre impair. — ¢ est ici un polynome
dordre m—=2n+1enpetq:

P=pT+...+~anq™.

Nous obtiendrons une forme type a I'aide d'unc transformation
ponctuelle sur les u et v, en posant

Ao= a; =1.

En utilisant la variable «, on écrira

Zl _"Z m
p=w 4. . 0w T=w (WMo, 4+ 2Am)
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que nous ccrirons, en mettant cn évidence les racines vy, ..

.
e m o
m m

? =w 2—-ll(w——y,).

t 1
D’ou

MU= — Yy Y2 oo Yy

avee le signe —, puisque m est impair.
De méme,

d? m — m —1

3
- = w4,
4d 2 ( X

que nous ¢crirons

m

9 m =y
()—z) =Sw ° l—_[((v—tl).

/=1

Nous remarquons que les v, et les g correspondent aux 1, et w, du
paragraphe précédent, la scule différence provenant de ce que le
nombre des v, et des g, est le méme.

Le systtme (X) est obtenu en identifiant a zéro le polynome
en v : A(¢) = o0, ol les inconnues sont les coefficients @y ..., @u_,
du polynome ¢. On peut ici remplacer le systeme (L) par une équa-
tion unique (E) d’ordre m, & une inconnue @y, ct i deux variables «
ct ¢. Nous allons remplacer le systeme () par le systeme (8) :

A(z)=o0 (t=1,..., m), ou o,= o(%).

v

. . . )0
L’¢quation A (y,) = o se simplifie, parce que (5% ) = o etle sys-

ow [y =
. N ‘ =
téme (S) se réduit &
. Jv J .
() 765-{—2;,%:0 (t=1,..., m).

L6équation précédente exprime que ¢, = const. cst l'intégrale
générale de 2 de — ¢ du=o.

Les ¢, sont donc les variables caractéristiques d’Ampere de I'équa-
tion (E) ou du systeme (2).

Pour intégrer le systeme (S), on peut employer encore la méthode
des substitutions orthogonales, qui permet de remplacer les variables vy,
par les ¢,.
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Le systeme des ¢; est orthogonal, ainsi que cclui des z;, & condition
de poser yi=z}.

A cetle modification pres, le calcul est en tous points analogue &
celui du paragraphe précédent.

Nous allons reprendre en détail le calcul direct, pour metire en
évidence les quelques modifications dues a la nouvelle forme de o.

o Calcul de ()_c‘pé — On part de
1
109 RS
9 dw Y A-IW——'Yk

qui, dérivé par rapport & «, donne
1 dp \? m N I
(? 0‘*’) TS ~2A‘(W-—Tk)2.

Faisons w = {¢; dans I'égalité précédente :

? (Yi)_— 277 2( L— e

2

<

-8

9

G| =
<

(44

Mais

m N I

Done

o, - 1_\ 1 ~ 1
5 0= Ci dd Ty — 7 —i(,.-——n)?

D’autre part, dérivons

s=2 0 | =0

logarithmiquement par rapport a g; :

1 m 1 % a3 AN 1
- =l = + T "
M ( 234 Z-_r——'{k)dw 0 e 31— Y

En portant cetie valeur de ; dans P'égalité précédente et en égalant
. .

. I . .
les coefficients de dans les deux membres, il vient
=
Ly

=i
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— Yk

.D,Ofl
Nk _
dzy Cig” (Cz)(ti—"/{)

— On dérive par rapport a ¢; égalivé

2° Calcul de d"‘
m I
TG +Z Ci—7j =
I N

193 N\
A(Q—Yl) d?i

1
d‘{al

m oW\ !
2%% Hi(lﬁ—‘.’/) 0I5
()-..k

] ‘°(C1)2‘(t1~'¥/)(tk—(,)

Ay _ N

[t.k z k= AI-J (Cae—5)2

/

Décomposons en éléments simples la fraction du second membre

1 _ I [ LR ]_ !
CE—ur Ly u—vl G @e—

02 [
Apres multiplication par y; et sommation par rapport a Pindice j
m
DY .

Ci— ;) (Ch—
chacun des termes entre crochets a pour somme — —. Ce terme

entre crochets est donc nul. Il ne reste que
AN K —! N
Tk (Ci— 2 dve L9" (L) (% —C/.)—/_-l(CA——Y,)2
1/
D’ou
e U
d9:  Lie"(Ci)(Li— k)

42. Intégration du systéme (S). — Nous allons remplacer le

m
(J=1,92, ..., m).

systéme (S) par le systéme (S;)
N A/, Anden

d“P/— — c,

/l—l

(S1)
Ce systeme devra étre complétement intégrable ; nous remplacerons

N\
vi— Sk

donc le systeme (S;) par le systéme
J ( Ay >

. J Ay
S, 2
(S) d?k(*{/—llx) Y
—’ et diﬁ ayant les valeurs calculées au
dop € Ogr Y

En eflfectuant les calculs,
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numéra précédent, on obtient

d?/dw ?°(Ck) dor  9"(Cn) ok

oi 'on a posé
‘ L)

Ah ()?lz °

m{m —1) équations, peut s’écrire

d (1 d6 ) J 1 d6
™ a1 (6 5e1) = 73 (5 351)
Le systtme (T) s’intégre encore par la méthode qu'Appell a su

appliquer aux systtmes de la forme précédente, qui constituent, on
I'a vu, une généralisation de I'équation d’Euler et Poisson.

? =II(W—Y1'),
j

oli ¢ est un parametre et si 'on désigne les racines de celte équation
eI (v par (v, Va, ..., Wy, 'intégrale générale s’écrit

b =Zf'wFt(?)d?,
i

ou les F; sont arbitraires.

Ce systeme de

Si l'on pose

43. Calcul des ¢; en u ot v. — Calculons au préalable ;;%A Pour
ViY2 e o Ym

m Jxr SR AT
n de 5 Y& 99 Ct«"(t)ztl-—u

cela, nous dériverons la relation Am =

Or,

SW 1 m 1 dx I
D7 == et P Pliand
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Or

9 -3 .

;)-:‘%’ =w = ]._I(W—“)'

i
Donc
Ordp — u}:du)wn=2A,]_’I (w— L&) der,
t k
— = L \

onn=""Tet 11 signifie que k prend toutes les valeurs de 1 & m.

sauf la valeur ¢.

Soient Sy, Si, ..., Su, les fonctions symétriques élémentaires
des Zx; Uexpression précédente s’éerit

v
(A dv — w du) wn =2Ai[«v?" —(S)— L) wrn—t 4 (Sy— Sy + ) w2n—24-...
i
-+ (S‘:n_ GSap— ...+ E}“’) I dy;.

L’identification des termes de degré 27 donne immédiatement :

Le terme de degré 22 —1, comple tenu de I'égalité précédente,
donne

A lidy; = o.
. Z 14 Q1
D’une facon générale, nous en déduisons

’2;\,2}' dgi=o0 (k=o0,1, .., n—2),
) .
' ZA&g’*'dy,:——du.

i

Au lieu de poursuivre U'identification, pour obtenir les n +1 rela-
tions restantes, ce qui nous donnerait

ZA,Q;' do;= ). dv,

i
O s vk

. ZA,C_}d:p,-=o (A=n-+1,...,2n).
']
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nous remarquerons quc dy est invariant, si 'on remplace u par ¢
— X
ct ‘/CV par ‘/~_
w

Les n <+ 1 derniéres relations s’écrivent alors

S ZAf<'t_l,)k dg=0 (k=1, ..., n),
l nen ZAI(:.\)”’H do;= dv.
\ %l

Ce systeme (U), (V) de 22 + 1= m relations entre les m variables ¢;
et les deux variables w et ¢, est complétement intégrable. I1 possede
m combinaisons intégrables, formées comme au paragraphe pré-
cédent, par des combinaisons isobariques et de poids & des A premiéres
relations (U), le coefficient de ¢+ étant de poids 4 :

n

¢ = (W4 @ W= ).

V)

De chaque combinaison intégrable déduite du systeme (U), on
déduit une combinaison relative au systtme (V), en utilisant la
transformation, qui a permis d’obtenir le systeme (V).

Pour former ces combinaisons intégrables, il faut calculer les

déri d@ - Nous allons calculer les deux premidres :
{

da, _Sw AT S el (]
d9; Tl dei 9" (&) A-J G—w

. . m
Nous savons (n°® 41) que cette dernitre somme a pour valeur — —-

Donc
da, m

dei 207 (L)

Calculons de méme das

d,
1 ) 2 U | BN 1 X
“==; [(Z”) D] =—jat+; Xt
9an __ ‘)"' Ny
9% 't a9,

—_—m
=2tm(cz)2“ Zc, ,)<cl~w.

- ?c';'("c )2'“ CO”(C)[ZY“’"‘ i _rl-]

ou 'on 3 remplacé — y; par §/ — Yi— &

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ao 133, 6
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D’on, enfin,
day _ myu+(m—2)ay
dor 289" (%)

On obtient ainsi les premiéres combinaisons intégrables :

d0

Ed?l:‘dea
N ™ doy= at
Hd?[ 1 ;‘ i vi— 1y
db m—6 m.
E(ﬂ:—— T (li'-f—‘lajti-’- E—Cll)d?l=dﬂg,

...............................................

Ce procédé nous donne n combinaisons intégrables relatives au

systtme (U). On obtient les autres en changeant u en ¢ et {/w
PN . W2k ay,
en ——. Dans ces conditions, a; est transformé en ——"=%.
vw . ap
La premitre combinaison intégrable est une conséquence du sys-

teme (T) lui-méme :

La deuxiéme s’écrit

Ny 00 /N2a,— m A2\ 1
—_——+ — 5 | dyo;=db .
Zd(?l( A, 2 Cf)t.I A

La n'*m¢ intégrale du systeme (U) donne u en fonction des ¢; et
la (24 1)™e du systtme (V) donne ¢. 0 est une solution du sys-
ttme (T). Enfin, A donc le ds?, est donné par la relation

A= — Tieo e YTm= Gi.. Lm-
L’équation des géodésiques est donnée enfin par la quadrature

de dy.

" 44. Ezemple : m=3,n=1:

3
0= w I(w—T ) (Ww—T2)(w—73) = (34 @024 agw + L3),
Jdy 3 -z a . ay N3 -3 ,
G =" ‘<w"+—§—w2——§w—)\">_5w (w =8 (w—0)(w— %),
) 3, -2 )
(G = -G *(&L— L) (L—&);

b
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ot  prend les valeurs 1, 2, 3, A et k prenant les deux autres valeurs
parmi ces trois nombres.

Le systeme (T) s’écrit
. o 2 ) G 9
T — = AT LA R
¢ ). opider 34— Lr)® <Z.z—¢;h 994 -t % &

ou / et A sont deux des nombres 1, 2, 3, & étant le troisieme.
Les combinaisons intégrables sont

0+ u = uy; f_y=C; 0 — b6y = vy.

Il ne semble pas possible de pousser les caleuls plus loin sans
particulariser Ies données, les relations entre les o; et les ¢ :

=t ] Ja—w0  G=123)
k=1
ne permetlant pas le calcul explicite des uns en fonction des aultres,
méme ici oti la relation n’est que du troisitme degré.

43. Intégrales entiéres d’ordre pair : m — 2n. — Nous écrirons,
comme dans le cas ot m =2n 41 :

m in
= w 2 (M e o= ) = (W a2y = w—nll (w—~i)
=i

Les variables caractéristiques sont les 27 expressions

9= (%)

. . de
o les ¢ sont les racines de Jow =0

On peul cncore opérer directement ou en utilisant les pro-

. . . e, vy
priétés des substitutions orthogonales, les valeurs des dérivées r)_.ol;

P '
et Kk restant valables.

f)?i

Considérons

[

rdv — wdu () do—w du)wn

dyp

3
z 2T
Y dw I I (w—7%1)

dl =

2
T n

C’est ce facteur \/w qui modific les équations.
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Nous obtenons maintenant le systéme

2n

S’ ST A“”‘" G=1,2,...p27)

l

i—._l
et ses n(2n —1) conditions d’intégrabilité; qui s’écrivent, aprés avoir

posé A;= —;,

220 1 r)J 1 90
2L—Ly 991 0%% =G+ [Ck?"(tk) ()?z YD) d?x] =

ue 'on peut écrire aussi :
q

d /h 9>
(T S A
) dor \ % ‘)?i) d?t(tk d?k)

Ce systeme (T') remplace le systeme (T).
. Si T'on considére encore I'équation

]—_[(w—.l'l')r‘ P
i

dont les racines sont wy, wa, ..., Way, V@,- est une solution parti-
culitre de (T"). Donc la solution générale s’éerira
2n
0 =Z] VwiFi(e) ds,
=t
ou les F; sont arbilraires.
L’identification des deux formes de¢ d{ se fait sans modifications :
2
J— 1—1
b — (% zlv, w du)w! \w I Aidse A; (l.., .
! " H w—

[[(W"‘:t) 1=i

i=1

D’oti les deux systemes

EA,C{‘ doi=o0 (k=o0,1,...,n—2),
i

(U)
VAI:{'" dzi=—du;
"\ {
VA N 1\%
"—A—‘A,JA[<C—1> dy;=o0 (k=1,2.'..,4—-|),
Q)] l

R l:A[ (g—l>" d?,: do.
i
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Mais les combinaisons intégrables sont différentes, car le sys-
weme (') est différent du systtme (T). La formation des combi-

. . . . , . dag
naisons intégrables se fait suivant la méme méthode, les dérivies '—}—?5
Ji

ayant les meémes expressions. On oblient ainsi pour les ysteme (U) :

N -
R ’)?i(l:p,_ oy,

a7 a
Ea?(ll:,—'- ;l>dipl= ({0].

Puis, pour le systeme (V) :

~ ) )

E C; (I?,"—- dv_ 1y
) A2 22 @yp—y
> do [?:;-’ + 3 _)_nam] dyr = di_s,

Nous rappelons que le passage des combinaisons intégrables rela-
tives an systéme (V) se déduisent de celles qui sont relatives au

. . a2
systeme (U) par le changement de « en —, a; devant éire

i 22K ot N o s 0 .
remplacé par —u—'—'——" ol @y, =2*". Enfin 5= dg; doit ¢tre remplace
2n Si
ar-2 F gy \
1 ‘ l)?i t_,‘ i

16. Exemples. — 1° n=1u:

9 = W (W2 4 @y w — A¥),
7 (

dp _wr32  (w—T11)(w—1Ls)
dv w2 - 2

Donc

L= 1), Lo==— i)

1=y + 20, o=y — 201

On peut calculer ¢y, g2 et @, en fonction de 94 et o,.
L’équation (T) se réduit &

Donc
0= q)j—l— ([)2,
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oir @, est unc fonction de ¢4 et ®,, une fonction de ;. D’on
‘D[+¢2= Ug— U, i(‘bl—(bg = ¢ — ¢p.

Ces résultats ne different que par la forme des résultats classiques
du ds* de Liouville.

2° n—=2:
a; A
9= Wt aw+ayt L —
3 as 20k 2 "
ge PP AT L =“§(“’—t1)-.-(ﬁ‘—,g),

-(l

)2 do 3 I 1
dwl dw( w+w—’[+"'+W—Cs>,
9 (Cz)— (CI—'Kh)(sl—C/-)(CI—"CZ)-

Le systeme (T) comprendra CG; = 6 équations :

’ 4 020
45— C) J9:0%%

. 4 b 4 M _
—(sl+§k)[(ct__:h)(:k_tl)E_(ﬁi—ﬁlz)(ﬁi—h)m]—07

en désignant par ¢, k, &, I une des permutations circulaires des.
nombres 1, 2, 3, 4

Les combinaisons intégrables sont

2:9 dei= db = o, ;);‘ 3 dyp;=dbi_;= o,
S ('))Tfl (izt_,-+ ;> dpi=dhy=—du’y, j«?, ( “C .) dyy= db_s = db.
On détermine enfin § par quadratures.
n
47. Intégrales de la forme ¢ — aw”"*[[ (w—v;)™. — Nous

i=1
supposerons que les m; sont des constantes. En variables p, ¢,

@ s’écrit
n
o= cp‘_'ma+gm;l—[ (P _ H'q) f

i=1
ct nous SllppOSGl‘OllS que

IT= 2

En revenant a la variable w, on retrouve la forme indiquée.



ANTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. 87

Sil'on caleule : %2 :
. aw

D3 my - AN, (m0+Emi>H(“’_C1)
= )

T
o ) d S s
v o W - a’l—](“’_'(k)

équation de degré m, dont les racines sont les ¢;.

u el ¢ ne sont pas caraeléristiques, si cetle équation n’a pas
de racine nulle (auquel cas ¢ serait caractéristique), ni infinie
(auquel cas w serait caracléristique), c’est-a-dire : si 1° mo3% 0;

[
2¢ Zm,-—y— my Z o.
Si P'on pose encore ;= ¢(¢;), o;= const. cst intégrale générale

de Adv —¢idu = o et les o; sont les caractéristiques d’Ampere.
Avant de poursuivre I'iniégration du systeme (S) :

, dv; 0c; . .
(S) —£+C,~d—'v'=o (F=1,2,...,n0),
. . )~ a7 .
remarquons que le calcul antérieur des dérivées ik ot 22k reste entie-
t)’._':] f):pg

rement valable, Ia présence des coefficients m; ne changeant rien au
calcul. On trouve donc

Mh_ = R .
dor e (L (Ti— k) dor Lo (L) (Li— k)
La différentielle d sera modifice du fait que g‘% n’étant pas
rationnel, ¢ devra ¢tre remplacé par Loge dont la dérivée est
rationnelle et dy se trouvera remplacé par ¢ dy :

(Wdv —wdu) (hdv — Wdu)].—l(w—.{k)

(v—:j;:—i wél]‘(w—-ck)

1

el nous décomposerons en ¢léments simples w “¢ d{ :

edy=

L A o Ado;
w Tody= — +B+Z—_W—C1
On trouve, en faisant w = o,

Yi1(2--n
= ANdy ————
A thCz---Cn
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. d . .
Or, si I'on compare les deux valeurs de %d—;%’ en identifiant les

termes conslants, il vient

MoY1Y2ee e Yu= (mo +2 mz> il un

Donc.
ny —I—Zm,
A=)dy ——m .
ny
Puis on trouve immédiatement : B = — du,
Y
my +2‘m, —
Ade - VivA, do
W= — = - R AMLRM: 48
P my Vw Voo du +2 w—1
En posant

niy -+ E m, '

0= he —u+ w,

my

, 90 .
A; est encore égal a 3—? et w vérifie le méme systeme (T') que ) dans

le cas des intégrales d’ordre pair (voir n° 43) :

A dw

) (3 50)= (5 5)

Jdei \Z1 de,

et I'on formera les combinaisons intégrables en considérant le
polynome

I I((p_.-«_z,)=wl’+alcvﬂ—‘+...+(l,;-

CHAPITRE 1V.

Equitions LINEAtReS [10].

I. — Le groupe ponctuel et ses sous-groupes.

48. Nous nous contenterons de rappeler les résultats classiques
de Lie et ses successeurs, auxquels E. Carlan a su donner une forme
définitive, les sous-groupes du groupe ponctucl général sont :
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1° Groupes infinis a n variables :
a. ‘Groupe V, des transformations, qui conservent les volumes,

c’est-a-dire l’intégrale] .. J dxydz, . .. dz,. L'équalion du groupe
esl

D(Xy, Xs, -0, Xa) _

I.
D(xy, 2, ..., 2z)

b. Groupe W, des transformations de contact, qui conservent
I'équation

dz —zp,d.rt= o,

c’est-a-dire

m m

dsz —Z P,d\, = ( dz _EP' dz; |e

1 \ =1
dans le cas ou le nombre des variables n = 2m -1 est impair.

¢. Groupe qui conserve 'intégrale de surface :

m

J S

=1
dans le cas ou le nombre des variables n = 2m est paur.
2° GROUPES FINIS :

a. Groupe projectif a (n-+1)>—1=n(n-2) paramétres.
Nous le désignerons par G (n+2)- Une transformation du groupe s’écrit

,_
.I:‘— .
2 &y X+ aftl -

On sait d’ailleurs que ce groupe est primitif.

b. Groupe linéaire : Sil'on écrit les équations précédentes :

L Xa
xk= F’

on obtient le groupe linéaire général I, (1) dansle casou D =1.
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¢. Groupe linéaire spécial : Sil'on suppose en ouire que |a; |{=1
(cette notation représentant le déterminant des a;) le groupe lineaire
est alors spécial T n(niy)_1.

Si des deux groupes précédents on écarte les translations, on
obtient :

d. Groupe linéaire et homogeéne : T ..
e. Groupe linéaire et homogéne spécial : T,,_,.

f- Groupe linéaire et homogéne qui conservent la qua-
n

damd

=1

. 3 .
drique ¥ z'=o0 que nous désignerons par Guu—n.
2

&+ Si n est pair, il éxiste encore le groupe qui laisse invariante la

m

forme Zz,dy,—y,d.z',, OU on a posé n = aum.

=1

Remarquons enfin que, pour les petites valeurs de n, 11 se présente
des singularités sur lesquelles nous n'insisterons pas.

II. — Le groupe de Picard.

49. Soit I'équation linéaire

(1) f(u)=au+a,j—‘t;+...+a,,§;%:=o
Cherchons les relations
(2) o(x, u, u', ..., uln—1) = const.,
ou
u' = Z—.:) ey ue—t = (61[,;;:“-

qui soient compatibles avec (1).
En dérivant (2) par rapport a z, il vient

do _do , din—tlg
(3) r)z+(—)—du +.. .+ Wu“”:o,

ou u (") doit étre remplacé par sa valeur (1).
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S1 94, 93, ..., ¢, Teprésentent un systeme fondamental de solutions
de (2):
el @, uy w'y L. w1y = o (20, Wy, Wy - .., uPV) (i=1,2,...,n)

représentent la solution générale de (1), puisqu’elles dépendent de n
constantes arbitraires.

Nous définirons un systtme fondamental de (2) a laide de
Péquation adjointe de Lagrange. Soit donc ¢ une fonction de #, telle

que ¢ f(u) soit une dérivée exacte. La formule d’intégration par
parties généralisée donne aussitodt :

d
v/f(u)= Zl;[u(n—na”‘, — ult=2(a, oY 4. ..+ (— 1) tu(a,v)n—1)

d
+ 7z [ur=2 @, 0 — ult=3(@p_s ¢) ...+ (— 1) 2u(an_y v )n—2)]

B e .

d
+ d—x(ua,o)+ug(v),

gw)y=(—n" ay

b

di(anv) d(a,v)
don “+... ) -+

que nous écrirons

o fu) —ug(e)= 5.

I1 suffit de prendre pour ¢ une solution particuliére de
(4) g(v)=o

pour obtenir une solution ®(«, ¢) = const. de (2).

La détermination des ¢, est ramenée a celle des ¢, c’est-a-dire
celle de » solutions particulieres de (4).

Cette équation (4) est 'adjointe de Lagrange de (1).

Les équations

d® .
v,f(u)=—d—$’ (i=1,2,. ., n)
montrent que le groupe de rationalité de (2) est identique au groupe
de Picard de (3). Ce groupe est toujours linéaire.

Nous allons démontrer cette proposition : Soitdonc uy, #a, ..., %,
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un systéme fondamental :

[ Uz .« u,

u('ll—l) u(}n—! ) .. u(nll -1

Nous remplacerons I"’equation (1) par le systéme
Yy
F(u)=apu /" +...+ cu=o0 (i=1,2,...,n)

qui, résolu par rapport aux «, s’écrit

(2) —_—Im e TS, TS ee——

Toute autre solution s’écrira

n

U, =2a," Uk,
A 1

ou ¢ prend les valeurs de 1 & n. Les DY) sont multipliés par | a* |.
Les transformations sont donc bien celles du groupe linéaire
homogéne général L,. et les quotients

D’ D)
[ A N Ty

en sonl les invariants différentiels.
Le systeéme (2) peut étre réductible ou irréductible :

1° () est irréductible : Les transcendantes u sont attachées dans
le domaine [A] des coefficients au groupe I',.. Nous pouvons ramener
ce groupe au groupe spécial I',, ;. En effet
dD (TP}
oL,
dx an
Donc

ity —1

D=Ce_de"

L’adjonction de cette transcendante réduit I'); a T

ng—1°
2° (X) est réductible : 1l existe des relations

D ( &y Uy ooy Uy Uy ey Uy ooy w170 g, -1y =

(®) { (j=172)“'7k)
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compatibles avec (X). Le systeme (2) (®) est irréductible. Nous
définirons le sysiéme irréductible régulier de la maniere suivante :
on prendra, parmi les systemes, ceux qui renferment le plus grand
nombre d’¢quations d’ordre zéro en u,, puis, parmi ceux-ci, ceu qui

renferment le plus grand nombre d’équations du premier ordre et
ainsi de suite.

1. — Systémes irréductibles réguliers.

50. Chacune des relations ®, est un polynome. Considérons le
nouveau polynome

A
P(z, u) =Y w(z)®(z,U)=o0,

=1

ott les p; sont des fonctions arbitraires de z et ot on a écrit P(z, ©)

pour p(.ﬁl}, Uty «ooy Upy oo,y u(‘n—l) . (n—-i))
Considérons la dérivée de P :
adP Ior
Pi=Tr=X(P)=7 +Edu O LA uu P Ui=o

a, U4+ . +alU,
- .
En répétant cetic opération, on voit que le systtme P =o.
Py=o, ..., P;_y= o est équivalent au sysitme (®).

ot I'on remplace U par -—

Si l'on fait sur les U, une transformation linéaire (T) d’ailleurs

arbitraire :
U, =Za{ uj,

les u, sont alors arbitraires et P s’¢erit

p
P(z, 1) = P h(@)k(=, u),

=1

our les {; sont des polynomes en o et ot p est le plus pelit possible,
c’est-a-dire que les /, sont linéairement indépendants, ainsi que
les &,.
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Les dérivées de P s’écriront

e
Pi(z, U) =¥ 4(=) X(k) =0,

=1

e
Pici(z, u) = D, (@) Xas () = o,

=1

P; étant une conséquence des relations précédentes.
Les I, sont les coordonnées du polynome P. En effet, si I'on fait

une deuxi¢me transformation : U, :2@{ 0,

P =Y h(@)k(, u) = Y L(H)a(=, o).

D’autre part,

u; 32"{!1\ vy
B= b 1)

W =M (0 U(x),  avee [W]o.

Donc

et

De méme,

D l(@)E(@, w) = P i(@)E (2, ¢)

et, en identifiant :

G(@, w) =Y Mk (a, 0).

Ainsi, les [, ct les & ne sont déterminés qu’a une transformation
linéaire et homogene pres.

Ezemples. — 1° D n’a qu'une coordonnée : |a; |.

2° Un polynome AU + ...+ A,y U"=1) a n coordonnées.

51. Tutoreme. — Le nombre de coordonnées de P est égal au
nombre de relations de (®) augmenté d’une unité.
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En effet, 1° si p < £, le déterminant

& . Sk
ees oo “ee = 0’
Ximt(3) oo Mam(Be)
ce qui est impossible, les £, élant linéairement indépendants.

2° Si p=A-+m, avec m>1, en résolvant (®) par rapport
a ll7 ey lk H

L=1010 (2, u)+. . 4+LrmQ m(x, 1) (i=1,2,. ., k)
En appliquant a ces relations Popérateur X, il vient

0= l/L+1 X(Q,J)—i—. . .+lk+mx(91,m)0.
Donc
N(Q)=0, .., X(Q,n)=o.

Or, on a choisi les &,,; algébriquement distincts. On obtient donc
les mk équations :

Q  (x, u)=1,,(x0, 4o)-

Si ces mk relations se réduisent a & seulement, c’est qu’il y a des
relations entre elles, donc entre les &, ce qui est impossible. Il ne
reste donc plus qu'une hypotheése : m =1. .

Nous écrirons alors le systeme (@) sous la forme canonique
l(2)

(®) (%)

=Q,/(x, u) (i=1,2, ..., k)

le systéme (®) comprenant A& + 1 inconnues homogtnes, on peut le

résoudre par rapport aux quotients de k d’enire elles par la derniere.
Considérons la transformation idenlique o =¢yz, ol ex=o,

pour £k et g, =1: l(a) se réduit & un nombre L, et U est

déterminé par

L,

(‘Do) L'O

= 0,(z, U), Lo# o (i=1,2,...,k).

Les u sont solutions du méme systeéme. Donc les {; vérifient le

systéme
4 l(a) - L,

(r) W(z) Ly

chacune des équations étant invariante, le systtme (T) constitue le
systéme d'invariants d’un groupe : le groupe de rationalité I
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52. Invariants différentiels du groupe de rationalité. — Si nous

supposons maintenant les u constants, nous déterminons les o
a l'aide des U.
Soit u* V= ¢, on obtient alors
a = Ui—1,
t t
Le systeme (@) s’écrit
(V)
'lo—(—U—j = Q,(x, E[k)— (!),(l,).

Nous désignerons ce sysieme par (®,), ou les w, sont les invariants
différenticls du groupe I', dans lequel les U sont fonctions de .

Equations résolvantes. — Soit la transformation

v N 5
HOES CITALY
et ou
ﬁ{‘: onf—o— sX(a/‘) = a}—(—sf)f.

Mais af=U%"". donc 0= a}*', si k=< n—1; pour k=n, on

remplace U™ par sa valeur tirée de I'équation (1).
L’¢galite precedente devient

L) = (@) + e X[h(@)] = L) ¢ 21 ()

puisque
li=1+4c¢ et M o=e.
Donc

X[l(] = XM (1) 4 (a).

Cest le systeme résolvant pour les /,.

Pour les invariants absolus : A, = ;;’
oil on suppose lp=D = |} |. On peut écrire immédiatement :
X(A) = 3(1—0"2 - %X(l.,).
Mais
X(l) =— “(';:‘ lo
Donc

. Ay—y - R \EVY
an A:+z\('\z)—z7\,(‘f)l\1-
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Clest le systme résolvant des invariants absolus. Cest aussi cclui
des w;, puisque d’aprés (@) : Aj= wj,

Ap— . N
— —-;7;'—w1+ X(m,):ZA{(Y)w/.

Pourles ;, il suffit d’éliminer les /;entre P =0, Py =o. ..., Piu= 0,
auxquelles on adjoint P4y=o0. On obtient

£ Skt
.o .o e = 0.
Xe(Er) oo Xa(Ertr)

Comme les #; sont indépendants, ils vérifient une méme relation
Xi (&) = RiXq (&) +...+Rig,

ou les R, sonl rationnels, puisqu’ils sont invariants par une transfor-
mation linéaire sur les u.

Enfin, les &; sont linéairement indépendants mais non fonction-
nellement distincts. Ils sont liés par des relations,

=
K
N Coug, . oo Uk =0

qui ne sont autres que les syzygies de Sylvester.

IV. — Applications.

53. 1° La méthode précédente n'ajoute rien de nouveau, & la
théorie de Picard; on retrouve également les résultats de Fuchs et
de Darboux sur les intégrales algébriques. Nous nous contenterons
d’indiquer la liaison entre la théorie précédente et celle de Picard.

Si T'on pose
n
VA =2'ql U,

=1

ou les n¢ sont des fonctions rationnelles de z et que l'on fasse la

transformation
U, =2 “,k 7%}

7 =22'qial" us.

z k

Z devient

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 138.
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Elle prend n? valeurs et n’est autre que la fonction sensible
de Schlesing.

Elle vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre n? dont les
coefficients sont fonctions des a; et de leurs dérivées.

.Mais on peut aussi résoudre en u; :

ar—117

U= Almz ..+ Agnia 71;"7:"

En remplagant dans le systéme, les u; par ces valeurs, on obtient
un systéme en Z, qui n’est autre que le systéme résolvant de Picard.

84. 2° Soit & former I'é6quation la plus générale correspondant au
groupe infini V, qui conserve les volumes : I'équation de définition
est

D(Xy, ..., Xn) _

D(.Z'], ceen x,,) -
etsoit X (/) 'équation cherchée, otiles z; sont fonctions de ¢,u;, ..., u,:

X(/) = %+2A,% —o.

L'invariant différentiel unique est

D(xy, ..., x,) =
D(ul, ...,un) '

En calculant ses dérivées en ¢ et u;, on voit que tous les termes se

. dA,;

détruisent, sauf X(D) et — D 2 I
La résolvante en D est donc

n
X(D)+ DZ% =o.
i=1

Nous résoudrons cette équation, qui n’est autre que celle du mul-
tiplicateur de Jacobi, en posant

dw, ,
D.A;=—;;! (i=1,...,n),

dw:
D-+i§:§;;==o,

avec
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oit les w; sont des fonctions arbitraires des arguments w4, ..., &n
et ¢, dans le domaine de rationalité [A].

En remplacant A; et D par les valeurs précédentes daus I'équation
proposée, celle-ci s’écrit

D(wh f)
"<f>—2 DG, w)

Ainsi, dans le cas simple de deux variables, toute équation

admettant le groupe de rationalité V., qui conscrve les aires,

.. D . .. .
s'écrira DE;”’I{ )) = 0, ol w est une fonction arbitraire et f, la fonction
)

inconnue. Il s’ensuit que f est une fonction arbitraire de w.

85. 3° Equations aux dérivées partielles du premier ordre. —
On sait qu‘une intégrale complete de I'équation [18] :

. 2z
(1) Z(3,Z1y «ovy Tny P1y --+1 Pn) = a, ou pi= oz
est définie par
(2) Xi(%, Z1y <2ey Eny P1y +oy Pa)=ar  (i=1, ...,n)

les Z et les X; satisfaisant &
(3) dz —2 Pidx = p(ds -Zp,dz,).

Les Z, X;, P; vérifient le systéme

[Z, X;]1=[Xi, Xg) =[Py, Pe]=[Py, Xi)=o0;
[Py, Xi]=p; [Pi Z]=pPy;
9L 2. P
[Zpl=e3 —f  [Xuel=p s [Pnel=p5h

ou 'on a posé
I IC R (G

Les X; et les P; sont, d’aprés (3), définis & une transformation de
contact prés, qui conserve Z. Toute transformation de contact,
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admettant parmi les équations directrices, Z =z répondra a la
question.

Soit le cas simple :
F(e,y, 5, p,9)=0,
Péquation proposée, que nous pourrons supposer résolue en ¢ :
q=f(z, 5,3 p)
La méthode de Lagrange consiste a déterminer ¢(z, y, =, p) telle
que
dz = pdx + fdy,
ou p est donn¢ par
(2, 0,25, p)=a
soit intégrable.
p est donc solution de [g— f, 9] = o, c’est-a-dire

_ 9% 9% U\ (o 9\ ds _
A(:P)—dy ()pd.z‘_'_(f—-Pd_)Ez-'_(d_x_'_ r)z)aﬁ—o'

Soit (2, y, 5, p) = b une solution de cette équation. Pour qu’elle
soit compatible avec ¢(z, y, 5, p) = «, il est nécessaire que

o2 0z 0

Jx Jdz __ dJp
Y a .W.
gz "Paz

D’ot l'on déduit
e
) . ap
ds—pdx— fdy =)(dy —wdd), ou vw=—r,

Ip
les trois éléments w, ¢, ¢ ¢tant définis & une transformation de
contlact pres.

II conviendrait d’étudier tous les cas de réduction. On voit, par
exemple, que, si 5 disparait de I'équation proposée :

q=f(z, ¥, p)
on cherche
‘P(xa Y P) = Q.



INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH.
Le crochel [g —f, o] se simplifie :

Jaf do - Jdf d»  Jy

T dxdp dpdx dy

1ot

et admmet le multiplicateur 1. Le groupe de rationalité est alors défini
par

D(®, W) _

D (e, ¢) ’
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