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INTÉGRATION 

DES 

ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES 

PAR LA MÉTHODE DE DRACH 

Par Georges HEILBRONN. 

INTRODUCTION. 

Nous présentons aujourd'hui au public mathématique l'application 
de la théorie d' « intégration logique » de Drach aux équations diffé­
rentielles. C'est le travail que nous annoncions lors de la parution du 
fascicule consacré aux équations aux dérivées partielles et nous tenons 
à exprimer toute notre reconnaissance à M. Viîlat, qui rendant 
hommage au génie de Drach, a bien voulu, une fois encore, nous 
encourager à rédiger notre modeste Ouvrage et lui réserver une place 
dans la présente Collection. 

Nous pensons donner ici une vue plus juste de la profondeur de la 
pensée de Drach, en montrant la puissance d'une méthode appliquée 
à des problèmes d'une grande variété, cjui, tous, avaient arrêté les 
plus éminents analystes. C'est la raison pour laquelle nous avons 
insisté surtout sur les applications, de façon que le lecteur se rende 
compte qu'il ne s'agit pas ici de théories stériles, si harmonieuses en 
elles-mêmes, si séduisantes à l'esprit qu'elles puissent paraître. 

Dans ce sens, nous tenons à souligner la finesse de l'analyse de 
l'équation des géodésiques, qui Fa conduit à la solution d'un problème 
([ue tant de géomètres avaient en vain tenté de résoudre ; l'élégance 
de la méthode qui lui a permis de déterminer les intégrales algébriques 
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de l'équation de Riccati, épuisant ainsi totalement la question Le 
lecteur y trouvera, outre des résultats originaux, une synthèse des 
travaux d'une pléiade d'illustres analystes 

Enfin, nous tenons a rappeler les propres termes de Diach, qui 
montrent clanement le but qu'il visait « Tendance a la généralisation 
et a la simplification de la Science », « en repicnant tout a pied-
d'œuvre, les éléments étudies ctant caiacténses dès le début par un 
petit nombre de propriétés, choisies en raison même des applications 
possibles » 

CHAPITRE I 

L'lNTLGRAT10\ J OGIQUE 

[ — L intégration logique [ 1J 

1 Le problème de l'intégration logique consiste a déterminei la 
nature de la transcendante définie pai une équation différentielle ou 
un système complètement integrable Ce problème s'oppose, dans sa 
nature intime, au problème de Cauchy et a tout problème d'intégration 
avec conditions aux limites 

La première question qui se pose, est la suivante étant donne un 
domaine de rationalité [A], reconnaître si l'équation (ou le système) 
admet des solutions rationnelles dans ce domaine et les déterminer, 
si elles existent Ce problème préliminaire devra être résolu dans 
chaque cas paiticuher Ayant îesolu ce problème et, éventuellement, 
écarté ces solutions, nous obtenons une équation (ou un système) 
irréductible S, définissant une fonction z 

2 Consideions maintenant une transcendante Ç définie par un 
système 2 Deux cas sont possibles 

i° Le système S -f- i , aux inconnues z, Ç est u leducttble, c'est-a-
dire que toutes les relations rationnelles entre z, Ç et leuis dérivées 
sont des conséquences nécessaires des équations du système S -+-2 
Dans ce cas, les transcendantes z et Ç sont étrangères l'une a l'autre 
L'adjonction de Ç et du système 2 est inutile 

Dès maintenant, il est nécessaire d'introduire la distinction entre 
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dérivées principales et paramétriques. Les premières se calculent à 
l'aide des secondes dans les équations S -h 2 . 

Soit un système (<î>) de relations 

les cp,- étant rationnelles et ne portant que sur les dérivées para­
métriques et les variables z et Ç elles-mêmes, que nous adjoignons au 
système S + 2. 11 conviendra de former alors les conditions 
d'intégrabilité du système S + 2 -+• ¢ , qui seront les conditions que 
doivent vérifier les y, et de s'assurer s'il y a des solutions rationnelles. 
Si ce problème n'a pas de solution, le système est irréductible et les 
transcendantes z et Ç sont étrangères. 

2° Dans le cas contraire, le système S + 2 est réductible; nous 
dirons que le système S est imprimitif ( l ) . Le système S H-2 doit 
être remplacé par S + 1 -f- 4>. 

La méthode que nous venons d'exposer, peut être appliquée à 
nouveau par adjonction d'une nouvelle transcendante £t définie par 
un système 2^. Le nombre des dérivées principales, qui est fini, 
augmente par chaque adjonction aux dépens des dérivées para­
métriques. Le nombre d'adjonctions utiles est donc fini. 

Il est bien entendu que, pour que la méthode présente un intérêt, 
il faut que les transcendantes £, Ci, . . . soient connues. Il convient 
donc d'étudier au préalable des transcendantes dont les propriétés 
soient simples. C'est en l'adjonction successive de ces transcendantes 
que consiste 1' « intégration logique ». Il est clair que ce problème est 
en général inabordable. On devra se contenter de solutions aussi 
étendues que possible, dépendant de constantes ou de fonctions 
arbitraires. 

II. — Le groupe de rationalité. 

3. Pour plus de clarté, nous supposerons que le système se réduit 
à une seule équation aux dérivées partielles et que, de plus, cette 

(1) Cette expression, empruntée à la théorie des groupes, sera justifiée par la 
considération du groupe de rationalité du s) sterne. 
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équation est linéaire (2) : 

<,) x ( ; ) = _ + A t — + . . . + A „ — = o 

et soit Zi, z», . . ., zn un système fondamental de solutions. Toute 
transformation à n variables sur les zt conduit à un nouveau système 
de solutions, également fondamental : 

(2 ) Z , = / , ( Z 1 ? Z., - . . , Z„) (« = I, 2, . . . , H). 

Considérons maintenant les déterminants fonctionnels 

D ( a i , . . . , ^ ) D ( c , c2, . . . , ; „ ) 
u = _ ,_, i), = _ . , • • • ? 

D(a?,, . . . , J?„) D(.r, .r,, . . . , .r„) 
rj _ D ( r ? *i? • • •? ^ / / - i ) 

D O , x\, . . ., d?,!-!) 

et la relation évidente 
/ , \ D(^, zu . . . , zn ) _ ^ 

D ( j ? , a?i, . . . , J?„) 

En développant celle-ci par rapport à la première ligne, il vienl 

/ c \ rx^z r\ àz ÔZ 
( 5 ) D ^ + D i ^ + - - - + D " ^ = 0-
(5) doit être identique à ( i ) ; donc 

où D est essentiellement différent de zéro. 

Les expressions ^ ' •••> -=^ sont donc des invariants différentiels 

de la transformation opérée sur les z(. Cette transformation n'est autre 
qu'une transformation du groupe ponctuel général k n variables r „ , 
dont nous venons de construire les n invariants différentiels indé­
pendants. Il est facile de voir qu'il n'y en a pas d'autre. Soit en effet, 

/ ÔZ\ <)zx f)z„ Oz„ 
\ • ôx àv\ dx ôx 

un nouvel invariant. Le système 

ôzt àzt . ôzt . 

(2) On sait que toute équation différentielle ordinaire peut se ramener à cette 
forme. 
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permet de calculer les -7^ à l'aide des A* et des -^-- & devient 

\W\ àAt - àz>\ 

M A < ^ ' ^wky 
W est évidemment indépendant des *,, car il est invariant pour une 
transformation des zt en r, 4- at. Soit maintenant une transformation 
arbitraire (2). On doit avoir 

\ÔXk) W A / 

(où les indices i et k prennent toutes les valeurs de 1 à /i), quelles 
que soient l e s / , . 

Supposons que les xt dépendent d'un paramètre t. W étant invariant, 
on doit avoir 

dW 

Or, 
dt = °' 

dW _ Y V à*r àxk dxk _ 
~dt ~~ju2d <)'/>L ôxk ~dF ~~°' 

1 k ô-— 
ôxi 

Cette égalité devant être identiquement vérifiée, il en résulte que 

ÔV 

.dit 
àxk 

= 0 ( i = 1, . . . , n ; k = 1, . . . , / « ) . 

4. Si l'équation ( 1 ) est générale, le système (6) est irréductible et 
ce système est invariant pour toute transformation du groupe ponctuel 
général Tn. 

Si l'équation ( 1 ) est spéciale, on pcul adjoindre au système {<J) des 
relations rationnelles compatibles qui n'en sont pas des conséquences 
nécessaires. Le système (6) est alors réductible. En lui adjoignant 
des relations convenablement choisies, nous formerons un nouveau 
système que nous rendrons irréductible. 

Ce nouveau système sera le plus simple possible, si nous choisissons 
le plus grand nombre possible de relations d'ordre zéro (entre les z( 

mêmes), puis le plus grand nombre possible de relations du premier 
ordre et ainsi de suite. Ces opérations ne se continuent d'ailleurs pas 



6 G. HEILBRONN. 

indéfiniment, car on sait qu'à partir d'un certain ordre, toutes les 
équations sont des conséquences d'équations d'ordre inférieur. Nous 
verrons plus loin (chap. IV, § 3) comment on peut donner à ces 
systèmes irréductibles réguliers une forme normale. 

Ces systèmes étant mis sous forme canonique : 

„ / ^-i àz\ ôzn àzH\ / N 
Q<(*> • • • ' 3 - ' ^ ' •••' 3 s r ••- ôx~r "•' ^ ) = ^ ("" "-Xn) 

(« = I, 2, . . . , k) 

mettent en évidence les invariants différentiels du nouveau 
système (2 ) . 

A ces systèmes, on peut attacher un groupe T, dont les trans­
formations sont définies par 

0 / _ ôzi ôzn\ ( àZi àZH\ 

( i = i , 2, . . . , k). 

Ce groupe T est le groupe de rationalité attaché à l'équation 
spéciale ( i ) . Les transcendantes zi: . . ., zn sont des fonctions des n -f-1 
variables x, Xi, . . ., xn attachées dans le domaine [A] au groupe 1\ 

Il est clair que le groupe T n'est défini que par son type. Soit F 
une transformation de F, la transformée F' de F par une trans­
formation <ï> : 

F'=<pF4>-i 

fait partie d'un groupe T', de même type que T. La définition de T est 
donc établie à la transformation arbitraire <& près, assujettie seulement 
à conserver la rationalité des équations de (2) qui sont rationnelles. 

Nous sommes ainsi amenés à étudier la suite de composition du 
groupe Tn, qui nous fournira les différents types possibles de 
groupes T; mais nous n'aborderons cette étude, qui est d'ailleurs un 
pur problème de théorie des groupes, qu'après avoir étudié les appli­
cations de la présente théorie au cas d'une équation unique du 
premier ou du second ordre. 

Avant de laisser de côté ces généralités, nous tenons à souligner 
que l'idée directrice qui semble avoir guidé Drach, est l'analogie avec 
la théorie de Galois pour les équations algébriques, le groupe de 
rationalité possédant les deux mêmes propriétés fondamentales que 
le groupe attaché à une équation algébrique, à savoir : 
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i° Tout invariant du groupe est une fonction des variables a?, 
#1, . . , , xn rationnelle dans [A]. 

2° Toute fonction rationnelle de ^ i , . . . , zn et de leurs dérivées 
est une fonction rationnelle des invariants. 

CHAPITRE II. 

ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 

5. Soit l'équation 

I. — Généralités 12]. 

dv 
( 0 ~ = A(.r, ,-), 

dont l'intégrale générale est 

z(x, y) = const. 

z vérifie l'équation 
/ N v / \ àz àz 
(*) X ( 3 ) = 5 - + A ^ = o . 

Cette équation (2) permet de calculer par dérivation successive toutes 

les dérivées 7-7-7-7' telles que i-j-k = n, « ^ 1 , au moyen des 

dérivées y ^ (p = 1, . . . , / * ) et de variables x ci y. Les dérivées par 

rapport à y seul sont donc seules paramétriques. 

Il est facile de classer les équations ( 1 ) d'après les diflerents types 
de sous-groupes du groupe ponctuel général à une variable, qui sont : 

i° Transformation identique : V=f. 

20 Groupe linéaire homogène ou groupe des translations : F = af 
ou F = / - r - a. 

3° Groupe linéaire spécial : F = e / + a(e" = 1 ). 

4° Groupe linéaire général : F = af-\- b. 

5° Groupe projeclif : F = -—-7» 

Nous savons que, si le groupe est le groupe ponctuel général lui-
même, aucune réduction n'est possible. Sinon, conformément à la 
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théorie générale, il existe une relation 

/ D \ .K / ÔZ ÔZ Ô^Z \ 

compatible avec (2), sans en être une conséquence nécessaire. 

i° L'équation admet une solution rationnelle en x et y : 

, = P(*,.v) 
" Q ( * i . » - ) ' 

On la choisira de façon que le polynôme P — zQ ne soit pas décom-
posable, quel que soit z. La relation (3) est ici d'ordre zéro. 

20 L'équalion de définition du groupe est ici • 

^F _ 
àf-1' 

L'invariant est 

— =*L(x,y); 

il vérifie la relation 

/ / x .- , . N T <JA ôL ô , . T N 

(4) M L , + L _ = o ou _ + _ ( A L ) = o. 

En effet, de la définition de L et de (2) on déduit 

«AT 

puis 
Ô1 Z Ô . . . , 6̂ 2 « 6^L 

- • = - , ; ( A L . > e t ôx ôy ô\ ô) - ôy 

D'où l'on déduit immédiatement l'équation (4), qui constitue la 
résolvante pour L. La relation de définition de L est ici la relation (3) 
du premier ordre. D'autre part l'équation (4) exprime que L est un 
multiplicateur ou facteur intégrant de ( 1 ) : celle-ci admet donc un 
multiplicateur rationnel. Dans ce cas, z est obtenu par une quadrature 

z= fL(d\ — \dx). 

3° L'équation de définition du groupe est 
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et l'invariant caractéristique : 

Cette relation de définition de K, rationnel en x et y est la forme, 
dans le présent cas, de la relation (3). K vérifie l'équation 

( 5 ) X ( K ) + / i K ^ = o , 

on obtient par un calcul à peu près identique au précédent cette 
résolvante pour K. z est encore donné par une quadrature 

z=f'{/K(dy- idx). 

4° L'équation de définition du groupe est du second ordre : 

^ F 

la relation de définition de l'invariant s'écrit 

J(J7 , ) ) • • 

ô2± 
ôz 
àr 

C'est donc ici la dérivée logarithmique d'un multiplicateur qui est 
rationnelle. Cherchons la résolvante pour J. 

De la relation de définition de J et de (2), on déduit 

d*z . d*z ÔA ôz 
' ôx ôy ôy- ôy ôy 

, , Ô'Z , ô z ô \ ô*z Ô*PL. ÔZ 
v ' ' ôx ôy1 a\ • ô) ôy- ôy1 ô} 

Multiplions (6) par — J et additionnons à (7) ; il vient, après simpli­

fication par — : 

• ^ > v - f T ^A ô1 À 

(8 ; x ( J ) + J - + _ = o . 

C'est la résolvante cherchée. Elle s'écrit aussi 

/ Ô , N ô] d ( kï ô\\ 
( 8 ) ôx + ôA^+ôr-l^0' 
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On obtient Log -^- par une première quadrature 

Log% =J sdy~ (AJ + ^è)dx* 
la valeur de y- Log ~ étant donnée par l'équation (8') intégrée par 

rapport à y . 

z est donné maintenant par une deuxième quadrature 

z= e
J •• °'J (dy-Adx 

5° L'équation de définition du groupe est du troisième ordre. On 
prendra comme forme type de la relation (3) l'invariant de Cayley-
Schvvarz : 

ô'z 

I = ! s, y], ou | z,y\ = - ~ - -

Pour déterminer la résolvante pour I, nous adjoindrons aux équa­
tions (6) et (7), l'équation obtenue en dérivant une fois de plus par 
rapport à y : 

, N ô'z . ô'z 0ÔA ô*z Q ^ A ô'z à1 A ôy 

On additionne (9), (7) multipliée par — 3 J , (6) multipliée 

par ;—f-' 2 J2 ; on obtient alors 

V / . N ÔA/ÔS 1 . \ <TA 
\ ( I ) - + - 2 - r - -r J* ) -t- - j - r = O, 

(,o) I = £ - I j * . 
V ' ÔY 2 

mais I vérifie l'équation 

( 1 0 ) 

La résolvante s'écrit donc 

Remarquons que l'équation de Riccati est en général de ce type, 
puisque, pour une telle équation, la dérivée troisième de A est nulle et 
I = o est solution de l'équation ( n ) . 
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z ne se détermine plus ici par quadratures mais sa détermination 
nécessite l'intégration de deux équations de Riccati, J étant déterminé 
par les équations (8) et (10), ce qui revient à un système de deux 
équations de Riccati. J étant ainsi déterminé, z est déterminé par 
les deux quadratures indiquées au 4°-

Remarquons encore que la relation (3) élevant être d'ordre minimum, 
ne peut être d'ordre supérieur à trois, sinon les relations déduites 
de (2) par dérivation permettraient d'en abaisser le degré. C'est une 
confirmation, par une voie analytique directe, du résultat obtenu par 
la théorie des groupes et relatif à la formation des divers sous-
groupes du groupe ponctuel général. 

6° Il n'est pas nécessaire de supposer A(x , y) rationnel. On peut 
le supposer algébrique, en adjoignant une relation algébrique entière 

f(*>r,r) = ° 

à l'équation proposée. C'est la méthode que nous emploierons pour 

étudier les équations f(x, y, -j- ) = o, que nous remplacerons par le 

dv système ~- =p : 

A peut même être transcendant. Il suffira d'adjoindre des relalions 
différentielles, définissant la transcendante, à l'équation proposée, 
après s'être assuré de la compatibilité du système (voir chap. I) . 

De la même manière, une équation de Riccati, dont on connaît une 
solution particulière X ( # ) donne pour la résolvante J une solution 

rationnelle : J = rr- 11 y a donc une réduction dans le domaine de 
y — X J 

rationalité, obtenue en lui adjoignant X.(x). 
Nous nous contenterons de noter, en terminant ces généralités 

qu'une nouvelle classification des points singuliers, essentiellement 
logique, est possible en utilisant la théorie précédente. Il conviendrait 
de revoir à la lumière de ces principes, les résultats classiques de 
Picard, Poincaré, etc., l'étude de l'équation au voisinage du point 
singulier se faisant en utilisant la méthode ci-dessus. 
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Ff. — Applications [3]. 

A . — JOIGNES DE LONGUEUR NULLE DES QUADRIQUES. 

7. Cette intégration est classique. Nous montrerons sur cet 
exemple élémentaire, comment on peut appliquer les méthodes 
d'intégration logique. 

Soit donc 

( i ) ds- = ( i -+- p* ) dx- -+- ipq dx dy -+- ( i -h <72 ) dy-

le ds2 d'une quadrique et 
( 2 ) dy = m dx 

une des deux familles de lignes de longueur nulle. 11 s'agit d'intégrer 
(2), où m est racine de 

( 3 ) ( 1 -+- q1 ) m'2 -+- ipqm -4- ( 1 -t- p- ) = o 

OU 

(3 ' ) 1 + m 2 -h (p -+• qmy-=o. 

Calculons -— Pour cela, différentions totalement (3), en y rem­

plaçant dy, par mdx : 

/ôm ôm\ Y /dm àm\~\ 

(4 ) ( ^ -+- >» -jj:)iP? •+• ( 1 -+" ?2)"> ]-+-(/> + ?»>)<> -+- 2*/w -+- */**) = o. 

Dérivons (3) par rapport k y : 

ôm s / ôm\ 
m -

ôy • (P +" qm ) [s -+- tm -+- q ~ \ = o, 

( 5 ) ^ [/>? -+- (1 -h ^ 2 ) w ] -+- (/> -+- çrW i)(* H- */>i) = o. 

De (4) et (5) on déduit 

ôm ôm ôm 
( 6 ) o|r _ ôx ôy 

s -+- 7/M ~ /* -+- ism -+- £/w2 " 

Soit, d'autre part, S2(x, y, z) = 0 l'équation de la quadrique. 
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Différentions totalement trois fois celte équation ; il vient 

ÔQ , ÔQ , àQ, , . , 

-r— dx H—— dy -+- -T- ( p dx -h g d y) = o, 
ôx ôy * ôz^1 * * ' 

/ÔQ, ÔQ , \ ( 2 ) /<>2Q , ^ Q \ 
r- dJ; -+- — d \ y '-f- 2{ -—r-rtj? -+- -—T" d y )(p dx -+- q dy) x ÔA ôy * / \ôxôz ôyôz r / w * . / 

-h -p£ (/» </.£ -+- q dy y-h -r- ( r ata2 -+- 2 5 aLc dy -+- £ dj ' 2 ) = o, 

ÔM . 
- r - a J? • 
ôx 

• 3 , 9 » «^2 •+• 2 7—Î—p dxdy -h , . , rf r2 ( /? «te -+- # «V ) 
\ôx2ôz ôxàyôz " ôy*ôz * / v / 2 ^ / 

0 r<; 2 i> . Ô2Q _, à*Q, , , J , , . 

- i -r—p r/x -+- - — p a> -h — - (pdx-+-q dy) (r dx- -+-isdx dy -+-1 dy*) 

-'~(arfjî'-f- 3 [j <Y#2 a(r-+- 3Yûterf>*H-Srf> *)= ° î 

</3 
OU 

En remplaçant dans cette différentielle totale troisième dy par m dx. 
il vient, compte tenu de ce que toutes les dérivées troisièmes de Q 
sont nulles : 

<)Q 
( 7 ) — ( a -+- 3 [5 m -+~ 3 7 m 2 -+- 8 m ) 

A ô2Q p*Q / Ô2Q à*Q\~\, 

D'autre part, si l'on écrit la condition pour que <r , 2 ( — ) «. où on a 

posé o\j = r -f- ism -\- tm-, soit un facteur intégrant pour dy — m dx, 
on obtient 

a -+- 3 ii m -+- 3 7 m2 -+- o/>?J -h 2 ( s -+- £m ) — h m -r— ) 
ôm ' ' / \ôx ô\ J 2 
ô) <T2 

Ô2Q ô2Q / ô2Q ô'2Q\ Ô2Q / ô2Q ô'2Q\ 

-+-3 ^ - = o , 

ôz 

ce qui est identique à ^7), compte tenu de (6) . 
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D'où il résulte que le carré d 'un mult ipl icateur est rat ionnel : le 

groupe de rationalité attaché à l 'équation ( 2 ) est donc 

F ==1-/-+- a, 

où l 'on a adjoint au domaine de rationali té iyi -+-/>- + q1, nécessité 

pour le calcul de m dans l 'équation ( 3 ) . 

Enfin, les lignes cherchées sont données par la quadra ture 

/ 
d y — m dx 

»/-(£)' 
= c. 

On retrouve ici bien en tendu , une quadra ture ell iptique, comme par 

la méthode classique, où la surface est rapportée à ses lignes de 

courbure . 

B . — LIGNES ASYMPTOIIQUES DES SURFACES DU TROISIÈME DEGRÉ. 

8. Il convient au préalable, par une transformation projeclive, de 

mettre l 'équation de la surface sous la forme 

(1) Q(x, 1 , z) = tf0s
2-+- ?i(#, r)z - + - ? T O , y) = o 

de manière à annuler les dérivées 

. ô]Q ô]Q ô'Q ô*Q ô*Q ô'Q 

ôxôz'2 ô) ôz'2 ôz' ôx*-ôz ôy'2ôz ai ôz 

En différentiant totalement trois fois &, compte tenu des calculs du 

numéro précédent et de l 'annulat ion des dérivées indiquée ci-dessus, 

il vient 

/ÔQ ÔQ\(>) ÔQ Df Ô2Q Ô2Q Ô2Q , /\ 
7 — h m T~ ) H- -p ^ + 3 I T — ; — h rni—r •+- -7-7(p -+-qni) J2== o. \ôx ô\ ) ôz lôxôz ôy ôz ôz2 7 * ;\ 3 

où on a posé 
CTT = a H- 3 [i m -+- 3 7 m2 -h oui \ 

D'aut re par i , l 'équation d 'une famille de lignes asymptoiiques 

s'écrit 

(2 ) d\ — m dx = o. 

où m est racine de 

(3 ) <T2= /• -+- ism -+- tm-~ o. 
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En différentiant totalement une quatrième fois, compte tenu de (3 ) 

et de ( ~ { W T : ) ' ' — o, on obtient simplement 

(4) ^ 
. r à*Q à'Q PU . ,1 

1 + 4 7 1 [dZT= + "là7Tz + JT*{? + i"l)\ = °' dz ~* ' 4 " ' l'An^Â- "• "" ^ ^ 7 J ^ ^ T)^¥ W ^ *"* / I — »̂ 

OÙ 

Ô'*Z f Ô'Z _ , ^ 3 , . < > - , ^ S 

Comme au numéro précédent, nous allons différentiel* ( 3 ) totale­
ment : 

(5) 
/ôm ôm\ , , 

<r3 -j- 21 — h m — ) <J2 = o, ou a._, = * -+- ml, 

puis dériver cette même équation par rapport à y : , 

(6) cr'3 = 2u'.2 -p: = o, où cr3 = [3 -+- 2 7m -+- om*. 

oy 

De ( 5 ) et de (6 ) ont déduit 
. N ôm v\ /ôm ôm\ 

/ÔQ\ 3 —— 

D'autre part, si l'on écrit que ( 7 7 ) &i" est un multiplicateur 

pour dy — m dx. on obtient 
4 r ô2Q Ô2Q ô*Q, /1 

r>i> [ôxôz ôyôz ôz- L J 

3 — ( — h m - — -+- 3 - 7 - = o 

_4 
ôl 
ôz 

T'T / ^ / ? I ôm\ _ r̂ />i 
- — ( ~ï i - « p + 3 T 

<7T (j-5 \ÔX ÔY J Ô\ 

qui, compte tenu de ( 7 ) , se réduit à ( 4 ) . 

On peut donc conclure que le cube d'un multiplicateur est rationnel: 
le groupe de rationalité attaché à l'équation ( 2 ) est donc 

F = y / - h « , où Ji=i. 

Il convient d'adjoindre au domaine de rationalité y s2— rt nécessaire 

au calcul de m. 

Remarquons encore que les surfaces réglées sont exclues du présent 

calcul, mais la solution du problème est alors élémentaire. 

MKMOR1VL DES SC. \ 1 \TII . — N» 133 . 2 

file:///1/TII


l 6 G. HE1LBR0NN. 

Si le groupe se réduit, l'équation 

ou ou 
— - + - / / / - — = o 
ôx ôy 

admet une solution rationnelle dans le domaine de rationalité envisagé, 
donc algébrique et toutes les asymptotiques sont alors algébriques. 

G. — LIGNES DE < oiiRBiRt DE LA SURFACE DES ONDES. 

9. F̂a méthode consiste à généraliser le résultat classique [ H ] , qui 
avait permis l'intégration dans le cas où la fonction qui intervient 
dans l'équation est du second degré. 

Soit donc 
, x r/du\2 , , du . u- __ u] , , . 

V / « / dx 2 >4 

l'équation différentielle de ces lignes de courbure, où 

3>0) = a('a — fl)(a — 6) (a — c) = a/(a). 

i° Cas particulier - ' / ( a ) £s£ rfw second degré. — Nous poserons 

. v du 

et nous prendrons comme variable indépendante a - j — au lieu de a 

dans ¢ . L'équation ( i ) prend alors la forme 

( 3 ) M ' ( I - m) = «,»*(.-*-£) 

comme on le voit en appliquant la formule de Taylor à la fonction <D. 
Suivant la méthode générale pour les équations de degré supérieur au 
premier, nous remplacerons l'équation ( i ) par le système (2), (3) . 

Soit maintenant l'équation aux dérivées partielles correspondant à 
l'équation (2) : 

ôz ôz _ 
ÔOL ou 

La résolvante en K = ( -y^) s'écrit 

àK ÔK ___<te 

<4 ' -li^màu-^^Tu-^ 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PAR LA MÉTHODE DE DRACH. 17 

et elle admet la solution rationnelle 

1 1 

uz(\ — m) , , / u\ 
K = 

La t ranscendante z est alors définie aux transformations près du 

groupe linéaire spécial 

Z=jz + a ( y » = i ) 

et est donnée par la quadra ture 

Nous retrouvons le résultat classique : 3 / _ est un multipl icateur 

pour du -f-Gjrfa. 

10. 20 Cas général : f( a ) est du troisième degré. — C'est ce cas, 

qui , jusqu 'à Drach , avait défié les efforts des géomètres. Le calcul, tel 

que nous l 'avons présenté , se généralise sans t rop de peines . O n sait 

que l 'équation ( i ) se conserve par la transformation u = --•> comme 
<|>IV 

on le vérifie facilement en remarquan t que —- = i . 

E n résolvant l 'équation ( i ) en -^-? on trouve 

du u 4>' -+- o) 
(5) -p = ? 
v ' dz 9 
avec 
( 6 ) i.>2 = — 4 $ M ' - + - M2(<&'*— 2&<V) — 44>2?/, 

où 03 n 'est autre que le discr iminant de l 'équation ( i ) , du second 
T , du 

degré en ^ . 

L 'équat ion aux dérivées partielles correspondante s'écrit 

ôz w $ ' + w ôz 

ÔX 2 $ OU 

et la résolvante C I I K = ( T - M s'écrit 
\ôu j 

, x ÔK B ^ + U dK __ , ô /M<fr'-r-a>\ /&&. 
w / ete 2 * €^« ôu\ 2 $ / 
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Elle admet la solution rationnelle 

K = _ _ * — , 
u(\\Q— W K , ) ' 

avec 
K0 = u [lj>'(lf-+<ï) -r- W$(20t -+-/")] , Kt = U9-— <P. 

Le groupe de rationalité est le même que dans le cas part iculier 

précèdent . Il convient de remarquer que K n'est rat ionnel que dans 

le domaine de rationalité, complété par l 'adjonction de w, co et <£ 

étant liées par la relation (G), du neuvième degré entre les trois 

variables OJ, a, u. 

fit. -— Équation de la balistique extérieure [4]. 

1 1 . Le problème consiste à étudier les cas de réduct ion de 
l 'équation 
m dy_P2(j) 
K } dx P .OO' 

où P i et P , , fonctions quelconques de x, sont des polynômes en y 

de degré égal à l ' indice. Le but visé étant de trouver les cas où l ' inté­

gration de l 'équation ( i ) se ramène aux quadra tures , nous nous con­

tenterons de quelques indications sur le cas où I est rat ionnel , puis­

que ce cas se ramène à un système de deux équations de Riccati 

i r réduct ibles . 

Soit donc l 'équation 

rf(Vcosa) _ c V F ( V ) 

d* ~ S 

où V est la vitesse du projectile et a l 'angle de la tangente à la trajec­

toire a"\cc l 'horizon. 

Nous poserons 

s i n a = t>, V=LogM, :—- = 5 I K ) Î 
S 

l 'équation prendra la forme 

dv i — « 2 
(o) -— = 

(tu i -h o 

C'est une des formes canoniques de l 'équation ( i ) , dans le cas où 

on connaît trois solutions part iculières Q{(X), o 2 (a : ) , cps(^c), qu 'une 

transformation projeclive a transformées en v = i , t; — — i, v = oo . 



INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. 19 

12. I. Solution rationnelle. — Soit z la solution rationnelle en P 
de l'équation aux dérivées partielle correspondante : 

, , * dz 1 — «* ôz 
( 3 ) - r - H r- = O. 

OU V -+- p </P' 

Nous poserons r = A - r * où les facteurs d e / cl g sont simples et en 

nombre égal : 
K 

/ = 1 

— 7 ' 

que nous écrirons 

(4) ; = ,+V_A_ I 

p — b. 
i — \ 

En substituant celte valeur (4) dans l'équation (3), il vient 
k 

cl l'équation (3) prend la forme 
k i 

1 ; ou -uôbt 6,-+-p - J ^ B , L (6,-+- p)2J 
7 = 1 / = : 1 

D'autre part, on sait que R = ~ est un multiplicateur de 

dv du. En dérivant (4), on trou\e 

K. est donc une fraction rationnelle1 dont le numérateur est de degré 
2 À — 2 et admet la racine v =— p (correspondant a la solu­
tion K = oo). Soient Cj (j — r, 2, . . ., ik — 3) les autres racines. Les 
\aleurs correspondantes de z sont ik — 3 intégrales distinctes, si les 
racines de K sont distinctes. Soient 

k 

(7) c ' = 2 ^ 7 = ¾ ^ = 1 ^ • > 2 *- 3 ) 
* = 1 

file:///aleurs
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ces intégrales. Les racines r = i et c = — i donnent deux autre* 
intégrales 

k k 

(8) C U - ^ ^ Ï ^ S ; ' C ^ - I = 2 T ^ T ; 
i = l * = 1 

Enfin l'équation (5) admet l'intégrale 
x 

(9) C2A = ^ 2 B I 

obtenue en intégrant l'expression 
k 

>?(B<-f-B;) = o. 
/ = l 

Les intégrales (7) , (8), (g) donnent 2A' relations qui définissent 
les 2A' fonctions b, et R, en fonction des 2A constantes arbitraires Ci. 
C2, . . ., C2A- Les 6, et les R, étant ainsi déterminées, z est donc 
connu. 

Enfin, pour déterminer l'équation, il faut calculer p. On y parvient-
en déterminant une fonction symétrique des racines de K, donné par 
la relation (6). Si l'on utilise la somme, on trouve 

SX.—3 
^ ( 6 1 + . . . + 6, , + 6,+, + . . . + 6/,) 

(IO) — p + ^ C | = 2 
i = \ S>, 

Dans le cas où toutes les racines ne sont pas distinctes, il est facile 
d'obtenir par dérivation de nouvelles intégrales de façon que leur 
nombre total soit précisément encore 2A. 

13. IL Un multiplicateur K est rationnel. —Pour abréger, nous 
n'étudierons que le cas où R ne possède que des pôles simples, parmi 
lesquels nous avons vu que doivent figurer + 1 et — 1 : 

< — 1 ( + 1 J^ ( — at 

On sait que K vérifie l'équation résolvante 

Oh i — v^-ÔK [ I _ p2 l 
(12) — H K + - + 1 = 0 , 

Ou v + p ôi L(< + p)* J 
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où l'on a écrit 

= *— + G — (\ 
P + p P + p 

En substituant la valeur ( 11 ) dans l'équation ( 12 ), il vient 

L f — i t> + i ^ P — aL Àmàiy — «t )2 J 

- ^ - ^ + , - , , + ,,)2] f_L_ + _Q_ + y _ j i i _ + j \ = 0 . 
1 ' J V c — r i' + i ^Uv — at ) 

Les termes e n — — - sont ( c + p ) A , [ a , (r + p)— ( i — r-)] qui 

se réduiront avec ceux en j si «' = - ? c'est-à-dire si at est 
l» — ftt Œi + p 

une solution particulière de l'équation (2). 

Après réduction avec le terme en ? on obtientle terme entier : 

1 7 _ d ut + p 

De même, les termes e n - et donnent les quotients P( i —p) 

et Q( 1 + p ). D'où les équations 

03) P '=Q ' = A\=...= \ i = o ; L '=L ; 
1 — af 

( / = 1 , 9 . . . . , A ) , 

P ( , _ ?) + Q( 1 _ ? ) + p2L' — L + ( 1 — p2) V _ * i 

Cette dernière condition, compte tenu de \J = L, s'écrit 

( 15) 1 = h L + > ~ = o, 
p -h 1 p — 1 —à a{-+- p 

( i 5 ) exprime simplement que r = .— p est une racine de R = o. 
Les intégrales l> = const., Q = const., A , = const. (i = 1, . . ., A") 

expriment que les périodes de R relatives aux pôles simples — 1, -f- 1, 
n, sont indépendantes de u. 

Il s'agit maintenant de déterminer z : 

z = f W dv + <b ( u ) 

= P Logt v — 1 ) + QLo«;(t' + 1 ) + > À zLog(r — « , ) + Li> + $ ( " ) • 
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On peut calculer-r- en dérivant l'équation précédente et, d'autre 

part, en utilisant l'équation (3) : 

ôz rl'OK, _ , . . „ i — t>2 

—- = / — dv-*-$'(u) = — K j 
Ou J Ou " p + p 

' 'o 

• ',, L(p — aù J t> + p \i> — i v -hi £U v — ai J 

En tenant compte de ( i3) : 

, , , , v 1 Atn't . , i—1>2 / P Q v 1 A* i \ 
$ 'U) — > — — + L' i> = ( 1 ^ h > î h L ). 

En tenant compte de ( i4) , les termes en A/ s'écrivent 

, + ^ ( , + ^ + ^ r , - p » 1 
( « / + p)(^ + p) L («?•+-P)(^-+-P)J 

et l'équation précédente devient 

$ ' ( M ) + L ' - Î - = P h Q h > A/ i + - --I • 

i' + p V + p ^ 1' + p Jm* L ("/-+- ?)(<> •+"?) I 

Si ^ augmente indéfiniment, on obtient 

a>'(u)-+-F/p= P + Q + V A/ 

et ¢ , donc z, sera donné par quadratures, lorsqu'on aura choisi les 
constantes P, Q, A4, . . . , A/, cl la fonction L = L0e

u. 

Enfin, les c,-, racines de R = o, sont d'après le théorème d'Euler, 
des intégrales particulières de (2). Elles sont en nombre /n + i, 
puisque l'une d'entre elles est — p . 

En intégrant (11), il vient 

z = PLog(f — 1) + QLog(p + 1) + \\\,-Log(t< — ai) + Lv + <I>(w). 

En y faisant v = c-, ( i = 1, . . ., m + 1 ), il vient 

s/= PLog(c,-—i) + QLog(c / +i )+^A / Log(c ,—^- ) + Lc,+ <ï>(«) 

el les m différences zt—z-i sont des intégrales de (3). 

Une autre intégrale nous est fournie par l'intégration de L'r=: L, 
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que nous écrirons : C = u — LogL. C'est la seule intégrale qui con­
tienne u. 

Dans le cas exceptionnel où L = o, R n'a que m + i racines et il 
n'y a plus que m — i intégrales, qui, jointes à 

K(—p) = o 

définissent les at et p en fonction de l'un des ai : a. Celui-ci est 
donné par 

da __ i — a2 

(tu (t + p 

I 4. III. La puissance ptèmc d'un multiplicateur est rationnelle. — 

Soit \ /R le multiplicateur. Nous poserons 
Je 

K = a(<,< + p)/>(r_i)>((, + i)! irT( t : — az)
a«. 

i = i 

Les calculs sont à peu près identiques à ceux du numéro précédent. 

Les périodes de l'intégrale / y R dv sont des intégrales (3). On les 

obtient par la méthode classique en considérant des chemins fermés P, 
formant des doubles contours autour de deux des points critiques -f- i, 
— i, a4, . . ., a/,. 

Une dernière intégrale est fournie par 

ou, en intégrant : 

% 0Ll + >. + \X + r>.p = S 

C = U Lo£<7. 
S 

Dans le cas particulier où s = o, cr = const. 

15. IV. La dérivée logarithmique d^un multiplicateur est 
rationnelle. — Nous supposerons essentiellement qu'il n'y a qu'une 
solution rationnelle, sinon on serait ramené au cas II ou III. Soit J 
cette dérivée logarithmique. Son équation résolvante s'écrit 

, *x 03 i — r2 6/J r i — P2 i f i — P 2 

( l 6 ) — H r T i-rr + 1 J + 2 - + - = O. 
v J Ou v-*-? Ov L(p-+-«02 J (p-+-") ' 
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Nous pouvons poser 

J = - L 

où J4 n'admet plus le pôle —p et nous nous bornerons ici encorer 

pour abréger l'exposé, au cas où tous les pôles de Ji sont simples-
Jt vérifie l'équation 

(17) O + p)'2—- + ( 1 — V2)(r + p) —^ — J,( 1 + r 2 + 2t'p) = op + p' v ' ' Ou ôv 

Ji admettant les pôles -f- i et — 1, nous poserons encore 

J = 1 ^ h J > 

et l'équation (17) devient 

v r / \ t ' —1 r + r Ou ] 

+ ( 1 — v '2 M v + p ) - — -—: ; + — 

__ / \ , \t h j d \ ( j + r2 + •> ^ ? ) = 2 ? + V 
\ r — 1 (' + 1 "/ 

Le coefficient de t _ est [(p + 0) (i* - j - 1 ) — ( 1 + i--H- 2cp]>. qui se 

réduit à (1 — p) (v — 1). Donc le facteur v—1 s'élimine. 11 en 
résulte que )/ est nécessairement nul. De même, {JL'=O. J2 vérifie 
simplement l'équation 

( l8) (^ + p ) 2 ^ + ( I _ r 2 j ( t ; + p)<—" 

— ( I + V- + 2 (•' p ) J2 = ( A + |JL + 2 ) p + p' + ;JL — À. 

Soit enfin, 

On démontre, comme au n° 13, que a, est une solution particulière 
de (2). Comme plus haut, le coefficient de A,-est divisible par v—at\ 
il en résulte que A) = o et les A, sont des constantes. Enfin, L' = L. 

^ 1 Oh g Comme . — = J, 
K ôv 

h = * ( > ) ( > + p ) ( r — i ) ' (r + i j^ l I (v — at)
x'eli', 
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où R satisfait à l'équation ( 12). En substituant la valeur précédente 
de R dans cette équation, on trouve 

(1>' v 1 

¢- = A + jl + 9 + ^ A , — p ] 

qui donne <I> par une quadrature, si p et L sont connues. 
Enfin, 

où 

z= I Kdv + W(u), 

L ^ - + - P Ji'=.'. 

comme on le voit en substituant cette valeur de z dans (3), compte 
tenu de (12), qui s'écrit 

Oh 

Ou Ov L v + p J 

Les diverses déterminations de z s'obtiendront à partir des 

périodes de / R dv ou 

ni 

I ( » "+- ? ) ( v — ï )X(v•+• ï ) " 1 T ( v — a i ) k l eU' ds?' 
l'° 1 = 1 

On obtiendra m H- 2 périodes distinctes en utilisant les contours 
«doubles définis plus haut. Une nouvelle intégrale est 

G = u — Log L. 

Une dernière intégrale est obtenue en utilisant un contour passant 
par r = 00 , d'où la condition. 

| eLi' | + o pour v infini. 

16. V. Formes de d^Alembert. — Avant d'aborder l'élude du 
cas où l'invariant I de Cayley-Schwarz est rationnel et qui ne con­
duit, on le sait, à aucun cas d'intégrabilité, nous allons, indiquer 
rapidement comment l'étude précédente permet de retrouver les 
formes de la fonction p découvertes par d'Alembert, pour lesquelles 
l'équation est intégrable. 
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a. Supposons que R est de la forme 

K = <J( v + p ) ( v — i )' ( v + i )^, 

où nous supposerons X et \x quelconques. Alors, J esl rationnel : 

Y + p P — I Y + 1 

On a vu que o-, p, 1, p, sont liés par 

— = X + u. + 2 ; p' + p(X + JJL + 2) + [JL —- X = o. 

D'où, les deux cas : 

i« ). + f J L ^ _ a : 

<j = G c^ +!*+«)", p = s — h C i r N P * ) " 
X + p. + 2 

et z est donné par la quadrature 

Z = I Œ^LoÇ(,.-i) + y.LoS(..+ i)[(ç, + p)</p — ( i — i>î)rfM]. 

C'est la première forme de d'Alembert. 

2° X + ^ J L = — 2 : 

a = G; p = (X — p.)u + Gt; 

j = G / V to^i.- i;-{>+s;i ,<•• + *>[(? + p)r f i /_ (r — r-n)r/«]. 

6. i° K = o-(e-f-p) (p — 1 ^ ( ^ + 0^ (^ — a)~"2- On sait que 

a = et p = — (X + a + 2)p + X — a — 2 — . 

a + p " rt+p 

En divisant membre à membre : 

rf? = [(X~ [JL)-(X + ^ + 2)p]U + p ) - 2 ( l - p 2 ) 

du i — a'2 

C'est une équation de Riccati. Mais d'Alembert, au lieu d'intégrer 
celte équation ( 5), a envisagé la relation 

, i — a2 

a + p 
= X(« + i ; + jx(a—-1). 

(3) On pourrait appliquer la méthode générale en cherchant les périodes des inté­
grales dans le plan complexe. 
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D'OÙ 

a = A eft+n)" + • X |JL 

et l'on en déduit la forme de p : p = ;—
:—> A et p restant arbi­

traires. On peut aussi dire que p est de la forme 

p = A e""+ B e-«"+ G, 

où A, B, C sont liés par la relation 

1 AP» G2 

n- n-+-i (/1 + 1 ) 2 

obtenue en éliminant X et p. 

20 Si dans la relation précédente, on suppose X-f-f* = o, on en 
déduit 

« ' = 2 X 5 a = 2X?z + c, 

puis 

= — 2X11- — 2 ( c + X ) w — / e n — ) • 
1 — a- — 2 a X 

P = 2X 

On peut aussi écrire 
p= Aw2+ B/̂  + C, 

où A, B, C sont liés par la relation 

B2 = A2+4AG + 4. 

L'équation proposée, résolue en -r- est une équation de Riccati qui 

admet une solution linéaire en p. 
Nous espérons avoir montré sur ces exemples classiques, comment 

on peut construire des équations intégrables du type étudié. 

17. VI. Vinvariant de Cayley-Schwarz est rationnel. — On 
sait que, dans ce cas, l'équation n'est plus mtégrable mais dépend de 
la résolution d'un système de deux équations de Riccati. 

Pour débarrasser I du pôle P = — p, nous poserons 

3 A 
1 = 7 rr H h I i , 

2(P + p)2 t' + p 



28 G. HEILBRONN. 

Ii vérifie l 'équation 

1 + ! 
l 

2 ( i + 2pp + P 2 ) l i = A ( v + p ' + 3 p ) — A'(v + p), 

(19) (^ + P ) 2 ^ + ( i - ^ ) ( ' + P ) ^ 

où l'on a posé 

A " I - p i 

Nous savons aussi que I admet le pôle -h 1. Nous poserons 

T X X, 
Il = 77 H h I2 

{Y — I ) 2 Y — l 

et L vérifie l 'équation 

(20) ( , + p)2 [ T - ^ - T Ï + - ^ L - + ? î ] 
X ' L ( P — I ) Y — l OU] 

/ \ / , J - 2 X Xt ^ I 2 " | 

_(^p)(pi_0l_____HH_J 
/ o \ r 2 X 2Xi 1 

— ( p 2 + 2 t > p + l ) 7 - H I -2 I2 
L ( v —-l ) ^ — 1 J 

= t>(A' — A ) + Ap'— A'p + 3Ap. 

Le terme e n - - d o n n e X ' — o : X est une constante. Puis le 
( i — i ) ' 

terme en donne 
Y — I 

X'| ( Y + p )2 —• 2 ( p —• I ) > + Xi ( Y -+- p ) ( Y + I ) — 2 X! ( Y'2 + 2 Y p + I ). 

Ce terme doit être divisible par p — i ; d'où la condit ion 

(21) X'1(p + l ) - 2 ) 1 = 2 > ^ = i . 

De même, nous poserons 

i 2 = _ e _ + j i L . + i . 
{Y + I )2 Y + I 

On trouve encore que \J est une conslante et que /JLA doit vérifier la 

condit ion 

( 2 2 ) M P — l ) + 2 f i l = 2 f X — — 
P * 

et I3 vérifie l 'équation 

(23) (^ + p ) 2 g _ ( p + p ) ( ^ - - l ) ^ - - 2 ( , 2 + 2 P p + l ) I , = B p + C , 
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OÙ 

B = A — A ' + X', + |JL', — X t— (JLI, 

c = A p'— A'p + 3 A p + p[2(x; + [*; ) — 3(x t + [xt )] + x; — ̂ \ ; 

les fonctions Xi et [xt vérifiant les condit ions (21) et ( 22 ) et X et p. 

é tant des constantes. 

Ces équations permet tent de construire divers types d 'équat ions 

répondant à la question : par exemple, en supposant 1{ = o, les fonc­

tions p, X4, p i doivent vérifier le système formé des conditions ( 2 1 ) , 

(22) et des équations B = o, C = o. 

Si I . est fonction de u seul, on voit qu' i l est de la forme K e ï u , où 

R est une constante ; les autres équations ne sont pas modifiées, 

sauf G = 0, à laquelle il convient d'ajouter a K e 2 u ( p 2 — 1 ) . 

Supposons enfin que I3 admette le pôle a : 

a ai 
I , = , - H 1- I , . 

( Y — a)- Y — a 
O n trouve, par un calcul analogue au précédent : 

i° a est une solution part iculière de l 'équation (2 ) : 

1 — a 2 

a = a + p 

2° &'= o, donc a est une constante . 

3° «i vérifie l 'équation 
P 2 — 1 

a'i ( <? -+- p)2 — «i ( « 2 H- 2 a + 1 ) = o a - • 
v ' v a + p 

4° Il convient d'ajouter au second membre l 'expression 

i^Y -h a)(al — a , ) + ( , 2a, — 3 a t ) + a! — . 
a + p 

IV. - Équation & = t ^ ^ l [»]• ^ ou? B (x, y) L J 

18. O n peut étudier bien d 'autres formes réduites de l 'équation 

d^ = P,(JT, > ) ' 

dx Pi(x,yy 

telles que : 
dj_ = ,.>Q — i)(-g — X)_ 
dx x(x — 0 0 ' — X ) 
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où la fonction > (x) joue le rôle de la fonction p du paragraphe précé­
dent. On traitera de la môme manière l'équation d'Appell : 

as = .»•+*(*>• 

Nous allons examiner le cas où l'équation plus générale 

dy _ A(x, ,\ ) 
dx !*(#, r ) 

où A et B sont des polynômes de degré m en x et y , admet une inté­
grale algébrique 

PO, J ) + S Q ( # , ; 0 = Û 

non décomposable quel que soit z. Or, z vérifie l'équation aux déri­
vées partielles correspondant à l'équation proposée 

X(*) = B T - + A - r - = o 
v ' ete Oy 

ou, en remplaçant * par sa valeur : 

On pose alors : 

En multipliant ces deux égalités respectivement par B et A puis en 

QX(P) = PX(Q). 

additionnant, il vient 

Nous poserons donc 
(3) X(P) = MP, 
(4) X(Q) = MQ. 

OP OP 
En multipliant ( i ) par — — et (a) par -r-> il vient 

' (SS-çS)*»<'>-
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OU 

Ox Oy Oy Ox 

Enfin, en dérivant ( i ) par rapport à y et (2) par rapport à x puis en 
retranchant, on obtient 

(6) X(L)=L^2M- OA _ ^B\ 
Oy Ox / 

Les polynômes P et Q étant supposés de degré /?, les égalités ( 1 ) 
et (2) montrent que L est de degré ip — (m + 1 ). Nous allons voir 
que L n'est autre que le facteur de Darboux [12] . D'autre part, si 
pour z = Ç, P -i- ÇQ admet le facteur multiple O à l'ordre de mul­
tiplicité a, L l'admet à l'ordre a — 1. 

Supposons qu'il n'y ait que deux valeurs exceptionnelles, que 
nous supposerons être zéro et l'infini, où P et Q admettent des fac­
teurs multiples : 

h k 

P=Q<I>?', Q=J]V?.. 
IZ=\ 1=1 

PO Le polynôme & = -=-̂  n'admet que des facteurs simples : 

et il est de degré m +-1 = ip — [2/? — (m -f-1 ) ] . Enfin 

^ X ( û ) = p X ( P ) + ^ X ( Q ) - ^ X ( L ) 

= M + M — 2 M + -T h - r - j 
Oy Ox 

ce qui exprime que - est un multiplicateur de B dy — Adx, comme 

on le vérifie facilement. D'où la méthode : 

i° Recherche du polynôme &, de degré m -f-1. 
20 Décomposition de Q en facteurs : 0 4 . . . ¾ ¾ . . . ¾ . 
3° L'identité 

P 
détermine les a,- et bj, puisque z = — 0 e s 1 l'intégrale générale. 
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La méthode s'applique encore sans modifications importantes dan» 
le cas où il y a trois valeurs exceptionnelles; mais s'il y en a quatre, 
seulement si les facteurs sont doubles. 

V. — Réduction de l'équation de Riccati. 

19. La méthode d'intégration logique [6] a permis ici de systéma­
tiser les résultats de Jordan, Gordan, Schwarz, Fuchs, Halphen et 
Klein et d'en donner en quelque sorte, une vue synthétique. Il nous 
a semblé intéressant d'en donner ici un exposé plus détaillé, quoique 
A. Buhl y ait consacré un chapitre de son Cours d'Analyse. 

L'introduction d'une transformation qui laisse invariante la forme 
de l'équation, permet de ramener celle-ci, dans le cas où toutes ses 
solutions sont algébriques, à des formes canoniques très simples, la 
recherche de l'intégrale générale se faisant à l'aide de procédés 
réguliers, indiqués par Drach dès 1912 [2] . 

20. I. Généralités. — Nous rappellerons d'abord les résultats 
classiques, qui seront utilisés dans la suite. 

Soit l'équation 
/+py-*-<i) =°> 

si l'on pose 

y - = e %z 

l'équation prend la forme réduite 

rff+ qz = o. 

C'est cette forme que nous adopterons comme forme canonique de 
l'équation linéaire homogène du second ordre. Nous l'écrirons, en 
revenant aux notations primitives : 

(B) f = qy-

y' 

Riccati 

Posant 11 = ^ > nous obtenons la forme réduite de l'équation de 

(A) g ? + «•=*<*). 

S i^ i e t y a sont deux solutions particulières de (B), linéairement 
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indépendantes, n= — satisfait à l'équation 

(G) h , # ] = —2?, 

où [YJ, X], est Pinvariant de Cayley-Schwarz. 
En effet, en dérivant logarithmiquement YÎ, il vient 

3.' = z± — ti, 
•n y\ y* 

*i *i _ y\* y Y 
puis 

•n ~~ ^• y*" rF 
Donc 

V __ ^ =_y± __&. 
V v y\ y* 

En dérivant cette dernière égalité, on obtient le résultat annoncé. 
D'autre part, les égalités précédentes, résolues en y± et y 2 , donnent 

y\ = 5.' _ i V /2 = _ 1 V . 
n -o 2 Ï) ' 72 2 T)' ' 

En les intégrant, on obtient y 4 et y3 en fonction de YJ. Nous 
n'ajouterons pas de constantes d'intégration, car il s'agit de solutions 
particulières : 

D'autfe part, l'intégrale générale de l'équation (B) s'écrit 

y=yi—Cy2, 

où G est la constante d'intégration. Nous en déduirons l'intégrale 
générale de l'équation (A) : 

/ 1 C / , 

u==y== y'* — c>'i = riZL—ZîZï. 
r ri—c.r« j ĉ  

En utilisant les valeurs précédentes de j ^ , j 2 et de leurs dérivée 
logarithmiques, on obtient l'intégrale générale de l'équation (A) : 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N* 133. 3 
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Notons enfin pour terminer ces généralités, que l'équation (A) 
garde sa forme par la transformation St,x • 

t = Hx), ^ = 5 , + 5 ^ . 

qui transforme l'équation ( A ) : 

S + p-Q<0 

en l'équation (A), à condition de poser 

<7(tf) = Q ( 6 ) e ' 2 - i [ 6 , a ; ] . 

Il est clair que, si 6 appartient à un domaine de rationalité [A], 
q appartient à ce même domaine. 

La transformation projective (T) , portant sur la seule fonction, 
conserve aussi la forme de l'équation (A), mais elle n'aura pas la 
même importance dans la suite. 

Soit -j—hw2- R(#) l'équation. 

Si l'on pose 
•v V V 

VY = A O U U = JX ç- ' 
u — [x r w — X 

La condition d'invariance est 

X ' + X 2 — R(a?) = v. 

D'où l'on tire X -+-*fx = ; enfin q est donné par 

0 = p ' + {JL* — V. 

Si l'on prend X arbitraire dans [A], les formules précédentes 
donnent v puis JJL 

Si l'on pose X — tx = a, comme X'-f- X2 = yJ + jx2, il en résulte 

que — = — ou, en intégrant : 

a = c \/v, puis X' + fx'+ X 2 + fx2= iq + 2v 

et enfin, 
v" 5 v'2 

4 § r = = _ _ _ + - _ + ( c 2 _ _ 4 ) v , 

Il faut donc que q puisse se mettre sous la forme précédente. 
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21 . IL Réduction. — a. Si l'équation (A) n'a pas de solution algé­
brique dans [A], elle est générale dans [A]. 

b. Si elle admet une solution algébrique R, unique dans [A], 
R est rationnelle dans [A] et q vérifie l'équation évidente 

q= R' + W-. 

L'intégration se fait par quadrature à partir de 

2 *1 

la solution générale étant, on l'a vu, 

c. Si elle admet deux solutions algébriques dans [A] et deux 
seulement, elles s'écrivent 

ui = a + y/S, w2 = a — /̂8. 

En reprenant les expressions de Ui et de u* en fonction de o et de 
ses dérivées, on obtient deux équations entre lesquelles on peut 
éliminer YJ, d'où on déduit une relation entre a et # : 

8' 

On peut alors calculer [YJ, X] et donc q en fonction de à. On trouve 

ô" 5 8'2 „ 
^ = - 7^ + - ^ - ^ - + 0 . ± 4° 16 « 

Il faut donc s'assurer que q puisse s'écrire de cette manière. 
L'intégration de l'équation (A) est alors donnée par la quadrature 

„ f* V̂ô dx 
i\= Ce- 7 

et Y) est une transcendante. 

Si d est un carré parfait, l'équation admet deux solutions ration­

nelles e l c r = - est rationnelle. Dans ce cas, en posant â = ( 3 2 , 
q s'écrit 
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d. Si elle admet plus de deux solutions algébriques, la solution 

générale est aussi algébrique, puisque le birapport de quatre solutions 

est constant. 
Dans le cas où il y a trois solutions rationnelles, on a 

u{ — u-2 __ rk — d Ci — Go 

U l — "3 f\ — C; Ci — C-Î 

Il en résulte que Y? est rationnel et q est donné par 

2? = — h , oc]. 

Reprenons le cas où les solutions sont algébriques et soit 

<£(M) = ulî + - «r, w"-l + . . . + a „ = o 

l'équation de degré minimum, dont les coefficients appartiennent 

à [ A ] , vérifiée par une solution u de ( A ) . Soit encore 

l'équation aux dérivées partielles correspondant à l'équation (A). <b est 

invariante pour l'opérateur X ( / ) . On sait d'ailleurs que (voir [ 1 2 ] et 

chap. H, § 4 ) 

X($) = +M<ï>; 

« ^ l « " - i + . . . + [/*««-!+/*(/* — i ) a r a " - s + . . . ] (y —»»)= M(«"+ . . .+ a„). 

En procédant par identification, on voit que M est linéaire en u et 

a pour valeur 
M = n(ai— u). 

En poursuivant l'identification, on obtient un système différentiel 

pour déterminer les a,-, où figure q. 

Si l'on dérive l'équation X(<&) = M<& par rapport à t t , o n obtient, 
en indiquant les dérivées par rapport à u par des accents : 

X(4>') = [««, — (« — 2)«]$'— /i4>, 
X(<ï>") = [lia, — (« - 4)"]$"— 2(/1 - 1 )<ï>'. 

Si H = n&&"— (n — 1 )$ ' 2 est le hessien de ¢ , on trouve 

X(H) = /i$X($") + / i $ " X ( $ ) - 2 ( « - i ) $ ' X ( $ ' ) 

= i[nai— (n — 2)u]H 
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et cette relation n'est pas identiquement vérifiée, car si H = o, on en 

déduit 
$ = (u + <3,)". 

Remarquons encore que H est de degré 2(71 — 2), les termes de 
plus haut degré s'éliminant. On calculera de même : 

X(H') = 2[/"'i — ( ' * — *)"]H'— 2 ( / 1 - 2)H. 

Soit encore Q le jacobien des formes 0> et H; il est de degré 3 (n—2) 
et a pour expression ( * ) : 

ii = / i$H'-?(/ i -2)H$' 

X(û) = /i^X(H') + /iH'X(<î») - 2(/1 - 2)$'X(H) + HX(*') 

= 3 [nai—(n — 2)u]Q. 

Celle relation n'est pas non plus, identiquement vérifiée, car de £ = o, 
on déduit 

¢2(,1-2) = KO)II". 

Si n > 2(M — 2), H divise ¢ , qui est irréductible. 
Si n < 2(11 — 2), <D divise H, donc <1>'2, ce qui est exclu. 
Si n — 4, ® et H sont identiques à K ( J ? ) près, mais <D est alors un 

carré. 

D'autre part, on sait que, si / et g sont deux fonctions telles que 

X ( / ) = M / , X(*) = M*, 

(4) Montrons comment on peut calculer H; le calcul de Q et Q, se fera d'une 
manière en tous points analogue. 

Kn coordonnées homogènes, suivant un procédé indique pnrHilbert [17], 4> s'écrit 

* = «5*(ï> 
Nous désignerons les dérivées par rapport à w, par des accents; calculons les déri­

vées par rapport à 1/, en utilisant l'identité d'Euler : 
rcM> 0* * 

/ i * = M < I > ' + — > ( n — 1 ) 4 » ' = w * " + <?w2 du^àu* 

7l(7l —l)<ï> = M24» + 2 M *- -r—y 
v ' ôiiydu* au] 

D'autre part, 

En remplaçant les deux dérivées rapport à i*2 par les valeurs précédentes, après 
division par n —1 , on trouve la valeur de H. 
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avec le même coefficient M, ^ est une intégrale de l'équation diffé­

rentielle correspondant à l'opérateur linéaire X. En outre, si / vérifie 

la relation X ( / ) = M/ , f? vérifiera 

Des deux relations vérifiées par H et &, on conclut donc que H5 

p2 
et &2 correspondent au même coefficient M et, par suite, ^ = T, 

où T est une constante, est une expression de l'intégrale générale 
de (A). Remarquons que ce résultat n'est qu'un cas particulier du 
théorème : le quotient de deux multiplicateurs est une forme de 
l'intégrale générale de l'équation. 

Formons enfin le jacobien &4 de # et de Œ. Cette fonction de 
degré 4 ( ^ — 9)^ s'écrit 

Qi == / i$i2'— 3(/i — 2)12$', \ ( û j ) = 4 [ / ia i— (/* — 2 )a ]Qj . 

Comme plus haut, on en conclut que =~ — 6a (où a est une cons­

tante arbitraire) est aussi une forme de l'intégrale générale. 
Ces deux formes de l'intégrale générale n'étant pas identiques, 

O doit vérifier une condition. Nous obtiendrons celle-ci, en déter­
minant a. En effet, si l'on écrit 

Q4 — 6 a H 2 = o , 

on trouve, en remplaçant Œ4 et H par leur valeur en fonction de O, 
et en remarquant que V est premier avec <& (<& n'a pas de racine 
multiple, puisqu'il est de degré minimum) : 

(n-2)2 

L'équation £2j — 6a H2 = o, où a a la valeur précédente, donne la 
condition que doit vérifier ¢ . Elle s'écrit, après suppression du 
facteur <&2 : 

2(<b) = n(n — i)<J>Q>—4(/i — I ) ( / Ï —3)<î>'<F'+3(rc — 2)(/1 — 3)$"2 = 'o. 

2 ( $ ) est un covariant; c'est, d'après les notations des algébristes 
allemands, le quatrième « rejet » (Uberschiebung) de la forme # 
avec elle-même. Gordan le désigne par (<&, <fe)4. 
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L'identité 2 ( 0 ) = o donne entre les coefficients de $ des relations 
quadratiques, constituant un système invariant, qui s'ajoute aux n 
équations différentielles déduites de 

X ( $ ) = n(ai— u)*b. 

22. A l'aide du facteur de Darboux, nous allons pouvoir déter­
miner une nouvelle forme de l'intégrale générale, qui nous permettra 
de déterminer les valeurs acceptables de n. 

jj^ étant une intégrale de X ( / ) = o, le facteur de Darboux est 

défini par 

L = - ^ ^ W f i = H 2 ( 2 Q ' H - 3 û H ' ) = fiH20. 

Calculons 0 : 
e $ = 2 H $ Q ' — 3<ï>QH'. 

Or, 

<Ï>H' = i [ Q + 2(/ l — 2 ) H f c ' ] . 

Donc 

- ? e $ = - y H $ û ' + û [ û + 2 ( / i - 2 ) H $ ' ] = Q 2 - | H Q l -

Or, iii = aH 2 , où a a la valeur précédemment trouvée. 
Donc 

— ^6<ï> = Q2— «H', avec a = — 4 il!—2JL . 
3 n — i 

Remarquons que pour cette valeur particulière a de la constante I \ 
^ 2 — T H 3 admet le facteur O3. 

Dérivons l'équation précédente par rapport à u : 

— ^ ( 6 $ ' + $8') = 2ûû'— 3aH2 H'. 

Or, 
^, 6 + 3QH' 
12 = — • 

2 H 

D'où, enfin, 

<&6' = /5 —— \e4>'. 
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Puisque O et 0 font partie du même domaine de rationalité [A], 

5 — — est un entier k — i et 0 = O'""1.const. 
n 

L'égalité — - 0 0 = Qa— a H3 s'écrit maintenant 
k 

(I) Q3=aH'+f:i$ft 

où (3 est une constante. C'est une identité entre les trois fonctions ¢ , 
H, Q. 

D'après l'égalité 6 = /r, /i, qui est supérieur à 2, ne peut 

prendre que les valeurs : 3, 4> 6 ou 12. 
Q 2 

Pour /i = 3 ou 4, m " ^ n'est pas l'intégrale irréductible. D'après 

l'identité (I) , c'est „ = y qui est cette intégrale. 

Quel que soit /:, l'identité (I) nous permet de donner à l'intégrale 
générale une troisième forme remarquable : il suffit de remplacer 
dans (I) &2 par Tri 3 ; pour obtenir cette forme : 

<I>* _ r —« 

De celte forme de l'intégrale générale et des deux équations 
donnant X ( 0 ) et X ( H ) , on déduit l'égalité 

kn(ai— u) = 6[/ia4 — (/1 — 2)u] 

et comme k ^ 6, nous en concluons que a4 est nul. 

23. III. Formes canoniques. — O peut donc être de degré 3, 4» 
6 ou 12 et doit vérifier les deux équalions 

X(<t>)= — nu$ (puisque « i = o) 

et 
S($) = o. 

Cherchons l'équation que doit vérifier q, en éliminant O entre ces 
deux équations. Nous poserons 

$ = uH + a2 u
n—2 + a$ un—3 + . . . + an. 

Par identification, la première relation donne les valeurs des al en 
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fonction de q : 

nq nq' nq" n(n — *>)<72 

2 6 24 o 

En portant ces valeurs dans la deuxième relation, le coefficient du 
terme de degré 2« — 8 conduit à l'équation 

q,,= &aq'2 

el Ion vérifie que pour les valeurs de n considérées, cette condition 
est suffisante. 

On parvient plus élégamment au résultat précédent en utilisant la 
théorie des formes. Rappelons-en les résultats nécessaires pour la 
suite du calcul. Un covariant d'une forme O s'écrit 

J(/) = »*5J£ + >(«-0*'g£+... = o. 

Si l'on remplace <D par a0, O' par rca4, <I>" par n(n — 1) a?, . . ., on 
obtient le coefficient du terme de degré le plus élevé en u du 
covariant. Ce premier terme A0 (source de Michael Roberls) permet 
de former tous les autres par application de l'opérateur : 

h(f) = nai -J- + ( / i — i)tf2 -f- -J-(n — 1) a, -J- + 
w ' Oa0

 K J Oay J ôa2 

Le covariant s'écrira 

J ( / ) = A 0 « ^ + S. AtuP-i-f- P(P
2~

l)AtuP^-+-..., 

où 
A1=K(Ao), A2 = K(A1) = K2(A0), 

Ici, les at vérifient le système 

da\ . x „ 
— h q + ( / 1 — 1) a2—n<*\ = 0 , 

da2 , , 
— 1- 2qal-+-(n — 2)a 3 — naLa2= o, 

dan 

— h nq an—i — nat an = o. 

Déterminons maintenant 2(<ï>). Pour cela nous déterminerons 
d'abord les coefficients de H et de &. 
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H a pour source : na*ti{n — i ) a 2 — ( n — i)ra2#2, par application 
de la relation de définition de H. D'où 

H = n 2 ( n — i ) 

X [ ( « O « Î — a 2)« 2"~* + (n — 2 ) (a 0 a 3 — aYat) uin~b-h...-*- anan-i—a'jt_ , ] . 

il se détermine par un calcul analogue. On trouve enfin, 

2 ( $ ) = w2(/i — i)2(rc — 2 ) ( / i — 3 ; [ ( a 0 « v — 4 " i « 3 + 3 a | ) ? ^ ' i - ^ + (/i — 4 ) 
X (tfotfr,— 3flj ff4 + 2r/.2«.j) w s n - 7 + . . . ] . 

D'où les identités 
^ o ^ i — 4 ^ i « 3 + 3 a | = o , 

tfo «s — 3 ai a t + 2 a2 a3 = o, 

Étudions maintenant les cas n — 3, 4? °\ I2> a v e c ^a condition 
supplémentaire, démontrée précédemment : ^ : = 0 . 

i° Cas /i = 3. — Il convient de faire une étude directe, car H est 
du second degré et O n'est pas de degré minimum : 

4> == u* + 3 a2 u + a3, H = 18 ( a 2 u- + a3 u -*- a2, ) ; 

12 == 54(— a 3 M i + 2<7!Î M 2 + 3 a 2 a 3 w + «§ + 2ai | ) . 

L'identité 2(4>) = o disparait. Le système différentiel s'écrit 

( 2 a2 + q = o, 

v a'2 + a3 = o, 

( a'Tt + 3a2gr = o. 

Il se résoud : a2 = y, a^=:-qf, avec la condition </' = 3q2 . 

L'identité (I) est une intégrale première de cette dernière équa­
tion : q'2—2q* = à. 

L'intégrale générale est ici ^ = const. 

2° Cas n = 4- — H et O sont tous deux du quatrième degré. 
H 

-=- = const. sera la forme la plus simple de l'intégrale générale. Le 
système différentiel s'écrit 

3 a2 + q = o, 
a'2 + 2as = o , 

a 3 + a4 + 3 a%q = o, 

a'4 + 4«3g' = o. 
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D'où 

a2 = — | , a 3 = g ? f , ^4 = - ^ / - + - / , a v e c ? ' " = i 6 ? ? ' : 

2 ( # ) = o donne 
a 4 + 3 a l = o ou aff = 8a2 . 

L'identité (I) donne encore une intégrale première de cette 
dernière équation, qui, ici aussi, est une condition suffisante. 

3° Casn = 6 et n —i2. — Le système différentiel permet encore 
de calculer les a,- en fonction de q. On trouve 

q / 
~— — s a 3 = I n — i (/i — i )^/ i— 2) 

L'identité (I) donne 
â  + 4«2 = ô 

OU 

/ « - 4 ^ ^ * » = ( n - i ) ' ( » - 2 ) « 8 

qui est une intégrale première de 

3 n — i 2 

En poursuivant le calcul des «,-, on vérifie que cette dernière 
condition est suffisante. 

24. L'équation 

a * = 6 a a 2 , où a = \n~~2' 
* * n — i 

s'intègre à l'aide de la fonclion p ( # ) de Weierstrass, sous la forme 

q = ^P{x), où ^ 2 = 0 ; 

g-3 est une constante d'intégration. 
En multipliant x par une conslanle X, £-:, est divisé par X3 ce qui 

permet de donnera gA une valeur arbitraire, par exemple : ^, = 4. 
Nous obtiendrons la forme canonique de l'équation en lui appliquant 
la transformation SX)^ avec £== p(x). 
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L'équation 

devient 

avec 

D'ailleurs 

du „ . . 

s + ^ = ^ ) 

dv 
3ç - " ' = '« ) , 

= a et r = q((-£)2-±[x, Ç]. 

dx 
= 2v /ç j —i et 

? v / ? { - i 

qui permet de calculer les dérivées successives de x par rapport à £. 
On obtient alors 

/ = i6 ( g ' - i ) 2 ' a v e c G o = â - 3 ' C , = â + 6-

Une nouvelle transformation S» t où £«*=: — — , transforme 
% I — 2t 

l'équation 
dv , / M 

en 

ou 

§ + «*=Q(0, 

Q( 
1 [" 1—À 2 1 — V2 À 2 — p,2+yg— n 

}"4L <2 + ( i - 0 2 «(i-o J: 

avec 
•i l l 

3 7 r 27 tt(/i-2)""~* 

Cette équation n'est autre que celle que Schwarz a déduite de 
l'équation de Gauss et correspondant aux polyèdres réguliers : 

n — 3 : trièdre équifacial à face de ^ ; 

n = 4 : tétraèdre ; 

n — 6 : cube ou octaèdre ; 

n = 12 : dodécaèdre ou icosaèdre. 
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La fonction w(t) est la fonction polyédrique, qui demeure inva­
riante par les 2N substitutions linéaires du groupe, correspondant 
au groupe de rotation dn polyèdre. Les valeurs de N se déduisant 
facilement de celles de n. 

La transformation directe S^t permet de construire les formes $ à 
partir de Q(t). On déduit en effet par cette transformation, q de Q, 
puib <D de q, comme il a été indiqué au numéro précédent. 

25. On obtient une nouvelle forme canonique de l'équation (A), 
en prenant comme variable 77 au lieu de x et en appliquant à l'équa­
tion (A) la transformation S^>v D'après l'équation (C), le second 
membre de l'équation transformée est nul : 

dw , 1 
— h w2 = o, ou w = dt\ ' r, — C 

On retrouve pour u la forme connue 

2T)' 

Nous sommes donc amené ici à considérer u comme une fonction 
de C puis à effectuer une transformation homographique sur n ." 

à laquelle correspond la même transformation sur C : 

G,: H 
G - v 

Enfin, 
(G-G, ) 

"*• v ** ) ~ • • v ** — tvi ) —- 1TJ 

et nous poserons 
*<«o-n<"- M '>= M iT^ 

?(c)=JQ[(c — a). 

D'où la conclusion : les opérations qui ont conduit à H et il à partir 
de O mènent à partir de <p(c), dont les coefficients sont constants 
à h(c) et w(c), les trois polynômes étant toujours liés par l'iden­
tité (I) : 

o) 2= oc/i '+ bc*. 
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Les expressions étant les mêmes pour yj que pour C et M, l'iiava-

riant ^ x : est donc rationnel dans [Al et YJ est défini par 
A3(T|) L J * 

où R est une expression rationnelle quelconque dans [A]. 

Nous prendrons donc la variable canonique : t = " L^V\ »u lieu 

de x. Calculons -r • 

Pour cela, différencions l'égalité précédente : 

<xdt = TT(2(O7/ . — 3 o) h' ) dr\. 

Or, 
oo)f k — à M h' = 0, avec 0 = P«p*—*. 

Nous obtenons donc 
dr\ __ a /inp1-* 

Or £.^ - ^ et, d'après l'identité (I) : 

Nous tirerons d'abord w de la première : 

dj\ _ / a V 
t 2 h2 © i - * . 

Nous tirerons maintenant /* de la deuxième : 
, _ 1 _ J _ 1 •> _ A 

^ = a " 5 8 " î r î ( / - i ) " ï
< D 1 " 7 . 

a? 

D'ailleurs i — - = - . 
b /2 

=p=($y«w«-^ 
qui donne la solution complète du problème pour les valeurs de n 
considérées. 

Si l'on calcule [YJ, t] k partir de la valeur précédente de -3-3 on 

retrouve [YÎ, Ê] = — 2 Q ( 0 , Q étant le même que plus haut. 
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l^nfin, une transformation Sl)X, où t~ R(#) , R étant une expres­
sion rationnelle quelconque dans [A], donne toutes les solutions du 
problème à partir des valeurs de <& déduites de celles de cp. 

Vf. — Équation y' = cp A (x, y), les caractéristiques d'Ampère [7]. 

dy 16. Il est facile de montrer que l'équalion ~- = cp A -h B, où cp est 

un paramètre et A et B des fonctions de x et y, se ramène à la forme 

(O 

à condition de poser 
<•> £='A> 

> • = « + / • Bdx. 

Nous obtiendrons les différents cas de réduction, lorsque l'un des 
éléments 

u (Oz\n 0 , Oz T 

où z est solution de l'équation 

Oz k0z 

est rationnel en cp. 

I. z est un polynôme en cp. — Nous poserons 

Z=r p0<p/» + . . . + $m. 

En substituant cette valeur dans (2), il vient 

0%_ ^ + A ^ l - o - • ^ = 0 

(/est par l'utilisation des caractéristiques d'Ampère du système 
que Drach a pu intégrer (2 ) . Nous verrons, sur le présent exemple, 
qui est l'illustration la plus schématique de la •méthode, comment 
celle-ci doit être utilisée. 

La première et la dernière équation de (2) permettent de poser (30 = x 

et $m = y ; puis A —̂  = — 1, qui détermine A. 
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ôz 

Considérons le multiplicateur -r- de l'équation (i) : c'est un 

polynôme de degré m—i, parce que ( 3 0 = # ; son premier terme 

est — ^ (p™-1. Si w4. . . ., com_i sont ses racines, il s'écrira 

<•> s—in<«—•> 
1=1 

et 
Oz 

dz = -jz(dy— ? A cte) = ^Po«Pw-+-- • •-+- <̂ Pm. 

Nous allons établir la propriété suivante, qui est fondamentale : 
les expressions &>,•= const. sont les intégrales générales de 

dy — lût A. dx = o. 

Autrement dit, les wt- sont les variables caractéristiques d'Ampère 
de (2 ) . En prenant comme inconnue fim_i = A, on peut remplacer le 
système (2) par une équation unique (E) aux dérivées partielles 
à deux variables x et y d'ordre m — i, où les co/ sont les combinaisons 
intégrables des caractéristiques de Cauchy de cette équation (E) . 

Pour établir la propriété énoncée, il suffit d'écrire la résolvante 
e n R : 

Oh .Oh _, OA 
(41) - + ^ ^ + ^ ^ = 0 , 

où K a l'expression (3) . 
ôK. ôK. 

Si dans l'équation (4) on fait cp==cO|, -r- et — se réduisent à 

k k 

où le symbole j l indique que l'on donne à k toutes les valeurs 

de i km— i sauf la valeur /. 

L'équation (4) prend donc pour celte valeur de <p la forme 

/ c . Oiûi Oo)t 

(5) ^ - > - A < o , _ = o 

et la propriété est démontrée. 
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D'autre part s(w/) est aussi l'intégrale de cette même équation : 
dy — Auidx = o. Donc *(&>/) est une fonction arbitraire de co/. Les 
o), vérifient donc le système 

( S O x<*?1 + £ , 1 0 / ^ + . . . + Pm-iWi + .y = /1 (10 / ) (¢ = 1, . . . , m — i) , 

où l e s / / sont arbitraires. 
Enfin, les w/ sont racines de (3 ) ; donc, puisque 

Oz , Oz . VT1 àz , ote . f/s 
- 7 - 0 ^ + - 0 ^ + 7 -r— awf = 0 et -7- = — A OJ/ -— j 
cto? #> ^ 0&i Ox Oy 

on en conclut -r^- = o. Les w/ vérifient aussi le système 

(S2) mx^T~l -+-• • • + Pm-i = / / ( w , ) ( l = I , . . . , m — 1). 

Les systèmes ( Si ) et ( S2 ) comprennent donc 2 m — 2 équations aux 
2 m — 2 inconnues w/, (3/, dont les expressions dépendent de m—1 
fonctions arbitraires des m — 1 variables caractéristiques co/. 

Dans le cas ou une racine WA est double, on adjoint au système (S2) 
l'équation 

qui remplace l'équation en com_4. 

27. IL z est rationnel en 9. — Nous supposerons que tous les 
pôles sont simples : 

n 
Ai »(9) = Ao+2—i 

1 = 1 

Le multiplicateur K possède ici 211 — 1 racines «/, qui sont encore les 
variables d'Ampère, w,-= const. étant l'intégrale de rfy — &)/Ad# = o. 
Une transformation ponctuelle permet de poser 

A0=x, *(°) = ^~~2"o^ "J'" 

Les systèmes (Si) et (S2) s'écrivent 
n 

(S,) * + 2 ^^^7 = /i(«0 (*=i, . . . , an- i ) , 

n 
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Ils comprennent 2n — i fonctions arbitraires des 2/1 — i variables 
caractéristiques. A est donné comme précédemment par 

'-»2$-
28. III. Le multiplicateur K est rationnel en cp. — Supposons 

encore les pôles simples : 
n 

jUy-bi' 
K = B0 

i = \ 

Si l'on substitue cette valeur dans la résolvante en R : 

Oh . OK „0A 

Ox T ôy ' Oy 

et qu'on identifie à zéro l'expression en cp obtenue, on trouve 

Obi , . Obi 0Bt , . ôBt _ O(biA) 
- h btA-r- = o; h bt A -5 h Bf- - ^ — i - = o 

ôx ' Oy Ox Oy ôy 

(S) l (i = h .••, n); 

Ô(AK0) ÔSo à Tk,u 

" V ^ = 0 ; - ^ + ^[A(B 1 +. . .+ B„)] = o. 
Un changement de variable permet de poser A B 0 = 1. D'autre part, 

si cp = o, -7- = o. Nous poserons donc 

B»-2S=^>-
/ = 1 

De la première équation (2), il résulte que bi est une solution 
de (2), où cp = 6/. D'après le raisonnement du n° 26, on en conclut 
que bi= const. est l'intégrale générale de dy — biAdx = o et que 
les bi sont des variables d'Ampère. La deuxième équation (2) montre 
que B/ est un multiplicateur de cette même équation : 

dy — bi A dx = o. 

On peut donc poser 

où fi est une fonction arbitraire de l'argument indiqué. 
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O n peut alors obtenir z par des intégrales dans le plan complexe, 

où les points bt sont supposés fixés. 

En effet, 

n / / h \ âbl 

ôz K0z 9 V ^ 7 

Ox Oy ' B 0 Jarf © — bt 

t=\ 

Mais [ i r e équation ( 2 ) ] : 

-L ^h 
B0 <*r 6* <fo? 

Donc 

5 — * + ? 

» f(b)~l 

^Mb° Ox 

Enfin, pour cp = o, on a posé K ( o ) = g (y)» Donc 

z = — ^# + 

P a r un ra isonnement analogue à celui du n° 26 , on conclut que , 

si a>A est une racine de K = o (À = i , . . . , n), (*)/,= const. est 

l ' intégrale de dy -— (ù/.Adx = o. Les co/f sont donc aussi des variables 

caractérist iques. E n écrivant que ^(w^) est une fonction arbi t raire 

de G)/, on obt ient le système 

(S,) — ̂ w i + j ff(y)dy-+'Oik^dj 
r — ± 

où les F* sont arbi t ra i res . 

f(b)db 
b{iûk—b) 

=F*(wA) ( * = i , . . , ») . 

<?s 
Puis , en écrivant que -z— = o, après avoir remarqué que 

t*>k 2/ 
b, f{b)db 

b(<*A—b) -i\f /(à) db •r f(b) 
(M&— b 

db 

on obt ient le système 

(S*) -2/ 
K f(b)db 

=.Fi («*) ( * = i , . . . , n). 
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Ces 211 relations définissent les 2/i variables caractéristiques 
d'Ampère <ùk(k = i, . . . , n) et bi(i= i, . . . , /i) au moyen de x et 'y. 

Il resle à déterminer A (5?, y) pour déterminer l'équation 

. 1 
A = w et 

Bo >wo->-2|. 
Or, 

Donc 

».-/«(»df-

/ K * * ) «»*/ i-Kr^S^Î 
/ = 1 

Comme précédemment, dans le cas des racines multiples d'ordre a, 
le système (S2) est formé des dérivées jusqu'à l'ordre a de la racine 
multiple considérée, ce qui diminue d'autant d'unités le nombre 
des co/t distincts, mais le système (S2) comprend toujours le même 
nombre n de relations. 

29. IV. La dérivée logarithmique du multiplicateur est 
rationnelle. — Nous poserons 

a Jmd © — bi 
t=\ ' 

et nous nous bornerons d'abord au cas où les /n,- sont constants. 
Dans ces conditions, R sera algébrique et nous pourrons encore 
utiliser la résolvante de R et non celle de J. 

R et z seront définis par 

K = <rJJ(<p — bi)" 
i=i 

dz = -^- dx + — dy = K(dy — ©A dx), 

d'après l'équation* (2) . 

En formant la résolvante en R et en y substituant la valeur précé­
dente de R, l'identification de l'expression en cp obtenue donne le 
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système 

i n 

i 0<J ^ i Ob, 0 
— r - = A > mt — : -r- Log( A i ) = o ; 
a Ox £d 0) ' r>> oV ' 

(S ) 

Les 6f sont donc ici encore des variables caractéristiques. Nous 
poserons ensuite Acr = i. 

Enfin, la première équation (2) devient, compte tenu de la 
troisième : 

2 ml 0bl _ i Oa ^ mt ôbt 

Œ ôx 

Donc Log(<7rT6jWtJ est une fonction de y seul, que nous pouvons 

supposer égale à i. Alors dz devient 

fi**-*'>"'/ n \ 
dz = — ( d\ - o I I b'f'dx ). 

11 s'agit de déterminer les bL en fonction de # et y, de façon 
que dz soit une différentielle exacte, quel que soit cp. 

Pour y parvenir, Drach pose a priori : 

dz =JQ(?-^)//i'+i 2 "ktdbi 

9~bt 

En écrivant les conditions d'intégrabilité de cette forme, on trouve : 

^ = ^ (, = i , . . . , / 0 ; 

2° la fonction unique ô des n variables bt doit satisfaire au système 

( T ) ^ - ^ ) 3 5 ^ ^ - ^ ( ^ + 1 ) - + - ^ ^ + 1 ) = 0. 

Ce système de *~ équations est la généralisation de l'équation 

d'Euler et Poisson rencontrée par Darboux [13]. Voici comment on 
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le résoud. On obtient des solutions particulières en posant 

f J ( * - M = ?i 

où cp est un paramètre. Les racines ari, <T2, . . ., <T» sont les solutions 
particulières cherchées. 

La solution générale e s t alors 

, 5 = a 2 / a | F | ( ? ) ^ ' 
les intégrales étant prises entre des limites constantes ou le long de 
contours fermés el les F,- étant arbitraires. 

Enfin, il faut identifier les deux formes de dz, ce qui donne 
l'identité en cp 

V }^aOt 
Zay — bt II*r"(¥-*«> 

De la théorie élémentaire de la décomposition des fractions 
rationnelles, on en déduit le système 

dy-b^b'^dœ ^ 
( S ) \kdbk= —- — - ; , où ^ . = -7=- ( # = i, . . . , / i ) . 

n ^ - n <**-»•> ** 
i 

Il résulte de ce qui précède que le système (S) est complètement 
inlégrable. On obtient n intégrales, qui donnent n — 2 relations 
entre les bu et deux équations définissant x et y en fonction des 6*. 

Exemple. — i° n = 2. Le système (S) s'écrit 

_̂ 6_ dy — b?*+lbpdœ 
àh ài~~ b'ftbpibi — bt) ' 

— db - dj —b™tb?^d3C. 
dbi '""" b>nib™*(bi—bt) ' 

0 vérifie l'équation 

( T ) ^-^ôb^bl - ^«^Ogg; + ( ^ . + 1)¾ =0. 
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Les combinaisons intégrables du système (S) sont 

dx= — dti, , 
d r - / / ^ - + - 1 / ^ 1 / ^ 6 *b% o>6 db,\ dj—bx b, ( _ _ + _ _ J . 

20 n =3 : On obtient sans peine les combinaisons intégrables : 

0*0 = o, 

^ v _ hmt+liimi+lhm^\ ( ^ db{ Ob db* Ob dbz\ 

dy—bt b, bz ^ _ _ + _ _ + _ _ J , 
dx = —Q(b.>-hbz)-^dbh 

V désignant le signe de sommation de Lamé, 

ô, bien entendu, vérifie le système (T) . 

30. V. L'invariant J est rationnel. — Nous poserons 

n 

1=1 

mais, maintenant, les rm ne sont plus des constantes. En formant 
la résolvante en J : 

OS . OS . 0A ^ A 
- h ? A - h ?J -r h 3 -r-— = O, Ox r Oy T Oy ' Oy* ' 

en y substituant la valeur précédente de J et en identifiant à zéro 
l'expression en cp obtenue, on trouve le système 

q-'Logj t y^O(mjA) 
W Oxôy Zi Oy ' 

, , 0 / . ^Log<j\ 0»-A 

(3) — + A — (&,m,) + ,71,-6,- = 0 (1 = 1, . . . , n ) ; 

( 4 ) ^ + A 6 ' d y = 0 ( l = I ' • • • ' " > • 

De (4), nous déduisons que les 6,- sont encore des variables 
d'Ampère; d'après (3) , m, est aussi un multiplicateur de 

dy — bt A dx = o. 
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Nous poserons donc 

™< = / * ( M ^ (i = i, . . , n), 

où l e s / , sont arbitraires. 

D'autre part, en intégrant ( i ) , nous obtenons 

0 Loger A ^ i 

-*r- + A2"'<=° 
en faisant une transformation ponctuelle, de façon à annuler la fonc­
tion arbitraire. 

En remplaçant ml par la valeur précédente : 

0 Loger ^ 0bt 

qui, en utilisant (4)> devient 

-2¾ ^ Log g v / , ( & f ) ^ 
Ox AU bt Ox 

que l'on peut intégrer, en posant 

/ , ( 6 , ) = 6 ^ ( 6 , ) . 

D'où 

Log<r = ^ ( 7 ) + ^ , ( 6 , ) . 

Enfin A est donné par l'équation ( 2 ) , qui s'intègre une première 
fois : 

^-2-:50-^-/0 
Si f(x) n'est pas nulle, on ne peut intégrer cette équation linéaire 

sans conserver des signes de quadrature : 

A=[f1(x)+f(x)fodyy-. 

R est donné par 

LogK= / Jo>, 

puis z par 
dz = K ( dy — oAdx). 
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Dans le cas où I est rationnel en cp, les intégrales ne permettent 
plus de représenter la solution, le système (2) n'étant pas inlégrable. 

Nous tenons à souligner le caractère profondément original de 
la méthode d'intégration du système (2) ou de l'équation unique aux 
dérivées partielles d'ordre n ou 2 n et à deux variables x et y. Nous 
pensons que c'est ici que se trouve en puissance, la méthode d'inté­
gration des équations aux dérivées partielles du second ordre, dont 
l'exposé est l'objet du fascicule n° 129, que nous avons consacré 
à cette question. 

VIL — Équationy'=f(#, r, 9). 

31. Pour ne pas nous entraîner à des redites, nous n'étudierons 
que le cas où les équations de la forme indiquée admettent pour 
intégrale un polynôme en cp. Nous supposerons l'équation réduite 
de manière à admettre la solution 

y =z const. pour 9 = 0 et x = const. pour 0=00 . 

Soit donc l'équation 
tu 

n(?-c<) 
, , dy T = T Q 

1 = ] 

L'équation aux dérivées partielles correspondante est 

/ \ r» àz ~ ÔZ 

et nous cherchons les conditions, pour qu'elle admette la solution 

(3) s = B0+?B1 + . . . + 9"Bw. 

Par identification dans (2) du polynôme en cp obtenu, il vient 

<*B0 0Bn 

ce qui permet de poser 
B0 = j , hn=x. 
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Puis 

<-»"(S-'S--'"-')-^(-'f---'-^)-
Cette identité n'est possible que si 

OB, H , _D 0BV 0Bn^ PB 
-r h - . . . + s"- 1 = QR; 1 + 3 — ^ + . . . + z*-* ; = 
Ox ' Oy Oy <r 

D'où il résulte que n — i ̂  m et R est de degré r = n — i — m. 
Nous poserons 

*-n< cp — a/h 
* = 1 

Un raisonnement très simple va nous montrer que les a/ sont 

les variables d'Ampère. En effet, elles annulent à la fois -7- et -7- donc 

rendent z constant. D'autre part, at = const. est l'intégrale de 

(5 ) P(at)dy — s a / Q ( a f ) d # = o. 

On démontre cette proposition comme au paragraphe précédent, 
en formant la résolvante en R : 

' « * ( •?) -
OK Q OK 

+ g 3) _i 
Ox ' P Oy 

où 
f. z 0Bt tOB„-i PR 

Si, dans cette équation, on fait cp = a,, R s'annule et -7- se réduit 

à - p multiplié par - Ï T (a,-—a*). De même -7- se réduit à - ~ mul­

tiplié par le même facteur. Après suppression de ce facteur, il reste 
donc 

0a< Q Oaj 
-7-i + sa* ^ -r-î = o 
Ox P Oy 

qui démontre la propriété énoncée. 
Les ai sont les variables d'Ampère du système aux inconnues B/, 

«ô bj, eu-. Comme plus haut, on forme les deux systèmes 

( S i ) z ( a , - ) = ^ + a i B 1 + . . . + a? x=ft{ai) (1 = 1, . . . , r) , 

( S 2 ) z'(ai)= ' B f + . . . + / i a * - I a r = / î (a*) (j = i , . . . , r ) ; 

où l e s / , sont arbitraires. 
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i -— = o et les ci de -r-Oy Ox En exprimant que les 6/ sont racines de j - = o et les a de -r- = o, 

on obtient le système 

!

OBy 0Bt x . 

-ôx-^Ci-ôx- -* - • •+*? = ° (' = *> - - " O * 
, OB* , u__.0Bn—\ . . 

i + 6 , ~ + . . . + 6;f ] = o r« = i , . . . , / w ) 
qui détermine les 6/ et les c/, les B,- ayant été déterminés par les 
systèmes ( S 4 ) et ( S 2 ) . Enfin, dans l'équation ( 4 ) , les termes de 
degré m + n — i donnent <r : 

OBn-i 
a ; + 1 = 0. 

Oy 
Discussion. — i° /i = m + i , r = o : il n'y a pas de variables 

d'Ampère; le système ( T ) subsiste seul. Les B/ sont arbitraires. 
2° m -\- i <Z n<i 2m -\- i : les 2r relations ( S4 ) et ( S2 ) déterminent 

2(n — m — i ) des B/ au moyen des autres, qui demeurent arbitraires 
et des n — m — i variables d'Ampère. 

3° « > 2 / n + i : Tous les B/ sont déterminés; il reste r—m 
relations permettant d'exprimer r — m des a/ au moyen des m autres, 
qui demeurent arbitraires. 

32 . Exemple : -£- = g<pi? _ t -

i ° Soit l'intégrale 

On a aussitôt 
z = y + 9B + # 9 2 . 

r. àB OB _ 1 
C = —, puis a— = — 1 , 6 = c r = — . 

ôx l Oy OB 

<U 
Il nry a pas de variable d'Ampère. B est arbitraire. C'est le cas i° de 
la discussion précédente. 

20 Soit l'intégrale 
z = y + çpB4+ 9 2 B 2 + # 9 5 . 

Il y a une variable d'Ampère a. Les équations ( S 4 ) et ( S a ) : 

(Si) j + a B ! + a 2 B 2 + a ? a 3 = / ( a ) , 
(Sa) B 1 +2aB î +3a?a2 = / ' ( a ) 

définissent B4 et B3 au moyen de a et de la fonction a r b i t r a i r e / ( a ) . 
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Puis b, c et <r sont donnés par le système (T) : 

^ + 9 ^ - + 9 ^ ( 9 - 0 ( 9 - ^ ) , 

/ aBt ,^B 2 \ . ... N 

D'où 
i ÔB2 , 0BX 

a = = TE"-; c + a= r - : 6 + a = j - 7 - . 
0B2 ' Ox ' ôy 
~ày 

La solution admet donc, en définitive, comme arbitraires a elf(a). 

3° Quand l'ordre du polynôme z augmente d'une unité, les B,-
et les ai augmentent d'une unité et le nombre des équations de 
deux unités. Il y a donc toujours un seul a, arbitraire. 

CHAPITRE III. 

ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE. 

L — Généralités. 

33. Soit l'équation 

(o y=/(*,i,y), 

o ù / e s t rationnelle par rapport à tous ses arguments. 
L'intégrale générale sera définie par 

?i(^3 r> / ) = Gi> ?i(*, . ) , / ) = G, ; 

où 91 et cp2 forment un système fondamental de l'équation linéaire 
aux dérivées partielles : 

/ s ^9 ^9 / ^9 £ 
(2 ) -r1 + — y ' + - 7 - 4 / = 0 . 
v y Ox Oy Oy J 

Les cas de réduction sont obtenus par l'étude des sous-groupes du 
groupe ponctuel à deux variables T2. Le nombre de ces groupes est 
considérable mais le nombre des groupes primitifs n'est que de six. 
Les groupes finis sont linéaires ou projectifs et n'auront pas à notre 
point de vue de conséquences intéressantes. 
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Les deux groupes primitifs infinis sont : 

i° Le groupe défini par 

LD(/„ / 2 ) I °-

Les dérivées logarithmiques d'un multiplicateur sont rationnelles. 

2° Le groupe défini par 
D(F„FQ 
D ( / i , / 0 " 

Un multiplicateur et un seul est rationnel. 

Parmi les groupes imprimitifs et infinis, nous citerons : 

i° Fi = ¢ ( / 1 ) , où O est arbitraire, avec 

/ 'lïli 
F - T / f + ^ 

tti \ '>/• 

où on pourra déterminer successivement /1 e t / 2 , 

20 Ft = ¢ ( / 1 ) , où # est arbitraire avec 

W / I / 

où [F l f / i ] est l'invariant de Cayley-Schwarz. 

Dans les deux cas, / t sera une solution de 

(3) g + A (* , , ,y ) |=o , 

où A vérifie 

comme on le voit en formant le crochet des équations (2) et (3), 
compte tenu de 
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/ 2 sera alors déterminé à partir des résolvantes en S ou I, qui 
devront admettre des solutions rationnelles, avec 

tll 
J=a / ,^-^r et ^n^)-'^^-

D'une façon générale, s»i A^#, j", y') = consl. ê t une intégrale 
première de (1), il conviendra pour cette nouvelle équation, d'étudier 
tous les cas de réduction rencontrés au premier ordre. 

Réservant pour un dernier chapitre l'étude des équations linéaires, 
où la théorie classsique de Picard est éclairée d'un jour nouveau, 
nous allons aborder aussitôt l'équation y!f = f(x, y) dont l'étude 
s'est montrée particulièrement féconde. 

II- — Équation y" = F (x, y) admettant une intégrale 
première rationnelle! en y' [8]. 

34. Soit 
(0 y = F ( t f , . o 

l'équation à étudier, et 

(*) x , / ) - g + ^y+^ï(.>r)-o 

l'équation aux dérivées partielles correspondante. 
Cette équation doit être identique à 

( i} D ( x , ^ , y ) "' 

où cp et ^ sont deux intégrales premières. 
D'où il résulte 

^ ( 7 , / ) ' V(y',x)-m'y > T>(*>y)- ' 

M est le multiplicateur de Jacobi. 11 vérifie l'équation 

OM O(My') 0(MF) 
(4) T - + . -+• \, , =° 
v^y Ox Ov dy 
qui n'est autre que X(M) = o et admet la solution évidente M = 1. 
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U est clair que, dans ces conditions, // dx dy est un invariant 

intégral de l'équation (2). Donc, si cp et ^ sont deux solutions fonda­
mentales de (2) : X(cp) = o, X(<^) = o, elles doivent vérifier 
en outre : 

U(?,40 = I 
\>(xyy) 

et ces solutions fondamentales sont définies aux transformations près 
du groupe défini par 

D(4>, V) __ 
•HT, 40 ~ K 

Si 9(5?, y, y!) = C est une intégrale première, une deuxième est 
donnée par 

Oy' 

où y est remplacée par sa valeur en x, y, G. Démontrons que -r— 

oy 
est un multiplicateur de dy—y'dx. Pour cela, résolvons cp 

en y1 : y = x(oc, y, C) et montrons que -Ai qui est l'inverse de -7̂ 7 

est un multiplicateur de dy — y'dx. 

Dérivons y', il vient 

F = ^ + tL v 
èx Oy * ' 

puis dérivons par rapport à C : 

_ <J'X . ^X . .. ,°_1^L 
~~ OCOx OGOyL OC Oy' 

ce qui démontre la propriété énoncée. 

35. Nous n'étudierons ici que le cas où cp est un polynôme en y1, 
de degré n. La méthode apparaîtra clairement sur ce cas simple. 
Soit 

(o) 9 = a0y
n-h- axy

 n~~l + . . , + a„. 

En écrivant que X(cp) = o est une identité en y', on obtient le 
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système 

0aQ 0a{) 0a± Oa^ n — i Oa* „ 
Oy Ox Oy Ox 2 Oy 

Oan—x Oan / N T - ^ « r? 
n-dT + JÏ + » ( » - 0 " - * F = o, ^ + «,,-tF = o. 

On peut remplacer ce système de n équations par une équation 
unique (E) d'ordre n — 1, à une seule inconnue an_i, fonction des 
deux variables x et y. On obtient cette équation (E) , en éliminant 
successivement les autres a,- dans les équations (2 ) . 

Une transformation ponctuelle sur x : X = a ( # ) , el linéaire 
sur y : Y = fi(x)y -f- y (#) , permet de poser 

a 0 = i , # i = o . 

Pour intégrer (2 ) , nous allons le remplacer par un système (S) , 
où figureront les variables caractéristiques d'Ampère du système (2) 
ou de l'équation (E) équivalente. 

Soit 

(6) 5 7 = ^ ^ - ^ 

et posons <p,= <p(w/). L'équation X(cp,-) == o se réduit à 

Le système (S) exprime, conformément à la théorie générale, que 
cp/= const. est l'intégrale générale de dy — <ùidx = o. Les cp/ sont 
donc les variables caractéristiques d'Ampère de l'équation (E) ou du 
système (2 ) . L'intégration de (E) ou de (2 ) est donc bien équiva­
lente à celle de (S) . 

36. Intégration du système (S) . — L'idée directrice consiste à 
prendre les cp, comme variables indépendantes. Voici comment nous 
procéderons : nous décomposerons dty en éléments simples, i|/ étant 
l'intégrale première déduite de cp par le procédé, d'ailleurs classique, 
du n° 34. Soit donc 

«—1 

T Oy J*a y — tût 
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La méthode élémentaire de décomposit ion des fractions ra t ion­

nelles permet de calculer les A/ : 

A/ = n-\ 

<*p< 

k = \ 

Posons encore 

55II c—) 

tliy-v) ? = 

et nous désignerons par vpy les valeurs de ty pour yJ =• \LJ. 

Les tyj vérifient le système 

n — l 

,S , ) rf4,.= > T A , . _ ^ ( y = i , . . . , « ) . 
i - l 

Ce système aux différentielles totales sera intégrable , si nous déter ­

minons les A/ de façon que les seconds membres soient des différen­

tielles exactes. Dans ces condit ions, le système 

£?= - = - ^ (/ = !,.. . , * - ! ) 

est compatible . 

Pour faire le changement des n variables \J.J aux n variables cp/ et <D, 

où l'on a posé 

n 

i=\ 

il est commode de remarquer que les n coordonnées : 
n 

9i= const. (i = i , . . . , / i — i) et $ — % u y = const. 
y = i 

forment un système orthogonal à n variables. En effet, <D est o r tho ­

gonal à chacun des cp/ : 

0<b 0<?i 

J 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N« 1 3 3 . 

^ d<P O^i __ 
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puisque 

3— = 1 et _ > _ Ï L = — > = 0 , 

! I 

cette dernière égalité résultant de 

i Oy _ ^ i __ 
9 Ô^i ^^ O) JJLy 

J 

d'après la définition même des w. 
De même, cp, et cp/f sont orthogonales : 

v ^ ^ = 'V î 
JmJOu.j 0\±j ~~ ^l^kZa{iàl— y.j)(<ùk— pj) 

J I 

ta A — Wi ^ \ <»i — P/ WA — \**j I 
) 

et chacune des deux sommes est séparément nulle. 
D'après les résultais classiques [14] : 

i, . . . , n — i), 

k=\ 
Donc 

k = \ 

k = \ 

n n — \ 

2^=2^^--^-
/ = 1 1=1 

D'autre part, 

\i - H ^£i - -1 ^LL 

sont les coefficients d'une substitution orthogonale. 
Or, 

Oyt _ — i i 0$ 
Op., ~" 9, Wj— ^ ^ i * 

Donc 

^9/ r/— w* " * '* 

Calculons enfin, 
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Or, 

Dérivons cette égalité par rapport à w,- : 

_ _ _ yy(a>i') ^ <p'*(a>Q 

Ky)2 ?i 9 / y L 
On sait que 

•et 

-2j(w.—i 

9/ 

?'(m) ou H/ 9̂  = -

.et, enfin, 

0yé 9 f f (w0 ^ / - w* 

En faisant ¢ = 0, c'est-à-dire « 1 = 0 , avec les notations primi­
tives, hypothèse que nous avons été amené à faire, on obtient un 
système de détermination des A/. 

37. Nous pouvons aussi déterminer les A/ par un calcul direct. 
En effet, les conditions d'intégrabilité du système (Si) s'écrivent 

«où / prend toutes les valeurs de 1 à n, alors que i et k forment toutes 
les combinaisons deux à deux des n — 1 expressions co. 

Pour expliciter les équations qui forment le système (S 2) , il est 

nécessaire de calculer ^ et - ^ - La première expression a été calr 
Oyk Oyk r l 

•culée au numéro précédent par application de la méthode des substi­
tutions orthogonales. Nous allons refaire ce calcul directement. De 

1 Oy 

9 OiO ^mU CO — \ïj -S; 
on tire, en dérivant par rapport à 

I £12 
o Ow% *~U«*o) 2(«-i»/)»' 
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donc 

D'autre part, si l'on dérive logarithmiquement par rapport à vp, : 

?«=J"J(w i —."/>, 
/' 

on obtient 
Od>i OJ.J 

JL = ^ <% _ y ^?i 
9f ^ J <D, — |-l; ^ (O/ — JX, ' 

/ / 

où te premier terme est nul, parce que 

y_i-=o. 

En reportant cette valeur de - dans l'expression précède*1*6 : 

in 

j 

c e qui donne la valeur de 

2 S ^ ^ ( W I ) = ~ 2 C ^ - ^ J V 

<Jç, 9"(w/) ui—p; 

résultat identique à celui qui avait été précédemment trouvé. 

Calculons de même -~L' On dérive par rapport à 9/. l'égalité 

2 j w ; - | o : 

0(ài 0\J.j 
1 e>9* ^9/ V <*9* "9* 

-£(o>/-H,)* 

Remplaçons j ^ par sa valeur 

^W/ ^ i __ i ^ri i 
Ôyk^À (co,—Jly)" ~" / ( 1 0 ^ ) ^ ( 0 ) / - ^ ) ^ ( ( 0 ^ - ^ ) 
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Décomposons celle dernière fraction en éléments simples : 

1 = ! (-2 Î_ N ) 
( w* — \xi ) 2 ( WA —;-«•/) ( WJ — l'U )2 V w/t — \J.; W| — •»/ / 

( d ) , — 0 ^ ) ( ( 0 , - j i , )* 

îfy ; = Î /y 1 ! Î , f 1\ 
k ^ J ( l O , — 'J.,)* 9 ( 0 ^ ) ( 0 ) , - LO/t)

2\^màlon—[X/ W | _ j ^ J I 

Ï y 1 
9ff( OJA ) ( a)f — to* ) À * ( (of — a , )* 

D'où 
fj(*)i 

<*?* 9"(w0(w^— w 0 

En remplaçant dans le système (Sa) »— ol y-^ par les ^aleurs pré­

cédentes, on trouve sans difficulté, le système 

( T ) - w, -— = —- 10/ — - ) • 
Oyk\ OytJ (ht\ ôyk) 

où l'on a posé 

Les A/ sont donc les dérivées partielles d'une même fonction 0, 

celle-ci dc\ant être une solution du système (T) à — — 

équations. Le système (T) est la généralisation due a Darboux de 
l'équation d'Euler et Poisson. C'est le même que celui que nous 
avons rencontre1 au chapitre II (§ (>, n° 29). Nous l'intégrerons ici 
aussi en considérant l'équation 

l J ( a ~ {Xj)=1 ?' 
/ 

où cp est un paramètre. 
On a vu comment on déduit la solution générale de ces solutions 

particulières. 

38. Calcul des cp, en fonction de x et y. — 11 reste à identifier les 
deux formes de dty : 

*-s^p-2½^. - £-n«''-*>• 
Oy' ' ' 
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En chassant le dénominateur : 

dy— r ' û ^ = ^ A / J J (y'— t*k)dyt. 
i k 

Cette égalité est une identité en y' : le terme de degré n — i donne 

( i ) ^ A / ^ 9 / = 0 . 

Cherchons le terme de degré n — 2. Soient S4, S2, . . . , S„-i les 
fonctions symétriques élémentaires des w/. On trouve 

ZJ A ' (
 S l ~" w ' ) ^9/ = ° 

i 

ou, compte tenu de (1) : 

(2 ) ZJAJOÏJ dyt=o. 

1 

Terme de degré n — 3 : 

y ^ A i ( S 2 — co/Si + vùf)dyi= o 

ou, compte tenu de (1) et (2) : 

( 3 ) ZjAjWf dyt= o. 

Ce procédé est évidemment un procédé de récurrence el conduit 
au système 

l 2 A/ w* d^1 = ° (* = 0 > T> 2' • • • > n — i)> 

( Q ) / 2 A ' t °r : i r f ?'=— r f j r > 

2Ajcof-«rfÇl=rf^-. 

Ce système (SI) détermine les cp/ en x et j . Il est complètement 
intégrable, puisque les A/ vérifient le système ( T ) . 

Nous allons former les combinaisons intégrables de (Q)- La'pre­
mière équation (SI) est évidemment intégrable : 

ZjAtdyt = dfr. 
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La deuxième l'est également, ses conditions d'intégrabilité étant (T) : 

/• A/o)/ dyi= rfOi. 

Les suivantes sont obtenues en ajoutant à la Aièmc, affectée du coeffi­
cient 4 - i , les équations correspondant à des valeurs de l'exposant 
inférieur à /r, dont les multiplicateurs sont des combinaisons iso-
bariques des a,- (le poids d'un a/ étant égal à son indice) et de 
poids A", multipliées éventuellement par des coefficients numériques. 

Pour établir cette propriété, il faut calculer - ^ - On y parvient en 

utilisant les sommes de puissances semblables des racines de 9 = o. 
Nous avons posé 

puis 

ïss=a *—i[(s«)'-Srt], 
1 V7 » 

n(n — 1) JLÀ' A ' 

àa* 2 ^ri , 0\±k — 2 y? \xk 
Oyi n(n — \)jimJx ôot / 1 ( / 1 - 1 ) ^ ^ 9 ^ ( 1 0 / ) ( ^ - - 1 0 / ) 

k k 

/ i ( / i —i)9"(o->/) ^ \\J-k — 0)1 JJL/-— <0// ( « — l ) 9 * ( W | ) 
A: 

On établit ainsi la troisième combinaison intégrable : 

2 A/ ( w? + ^ y ! «a j rfç/ = rfOj. 
Z 

De même, 
2 v 1 - ^ " — 6 (O/ 

a3=»(,t-,)(»-2)2^ et /*(/*— i ) ( / i — 2 ) ^ J ' A ^9/ (n — 1) (/i — 2) 9'(o)*") 

Droù la quatrième combinaison 

^ j A / (0/' + (/i — i)a2wi-+- p -a?, dyt= rf03 

et ainsi de suite, les combinaisons 0„_:î et 8„__2 donnant # et y : 

0 = const., Oj= const., . . . , 0^-- = — .r + const., 0w_-2 = j - + const. 

file:////J-k
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Les 9, sont ainsi connus en x el y, ce qui permet de déterminer ty 
en fonction de x et y également. On connaît donc deux intégrales 
premières et le problème est résolu. 

39. Exemples. — i° Si cp est du second degré en y\ on voit 
immédiatement qu'il n'y a pas de variable d'Ampère. Si l'on pose 

9 = / 2 — «2, 

où a2 est fonction de y seul. Alors 

dy — y dx dy 
dit = — -, = -=-r — dx, où y' = Jy -+- a2 

y y " 
et l'intégration est immédiate, puisque a* ne dépend que de y. Enfin, 
F est donné par 

dan „ 
- 7 - + P = o. 

dy 

2° 9 est du troisième degré en y' : 
9 = y'5 — 3 a*j ' + rt3, 

1 Oy ,n / - /— 
- jp =J 2 — < 7 , , c o t = V '<ÏS , OJ2 = — v/^2; 

^0 dyi OQ dy, 
d<b = -7— -r—ï h -7 7—^— ; 

^ 9 J y — w i ^ 9 - Î y — w 2 

où 0 vérifie l'équation 

11 s'agit maintenant de prendre 91 cl 90 comme variables indépen­
dantes. Ils sont définis par 

91 = — 2 aj + a?, = — 20)} + a3, 

On en déduit 
9-2 = -+-2 a'2 + <?•. = — 2 w j + «n. 

O j + 9 - 2 
«3 = y 

— ( * = * ) * . , 
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L'équation (T) s'écrit alors 

^ 0 8 / OQ j ^ _ \ 
Oy\ôy* 3 ( 9 ! — 9 * ) \ ^ 9 i Oy«)~~ ' 

dont l'intégrale générale s'écrit [15] : 

0 = ( 9 , - 9 , ) - 1 f /[91-+- (9-i- 9i) ' ] '~ J"L 'O- 'Tdt 

•+- / ^ [ 9 1 - + - ( 9 2 - 9 1 ) ^ ( ^ 7 ^ ) dt, 

o ù / c l g' sont des fonctions arbitraires de l'argument indiqué. 
La fonction ô étant ainsi choisie, 0 = C4 est une première inté­

grale du système, les deux autres donnant x et y : 

-7— w t do 1 + -7— to2 dy.> = — dx 
Oyi * Oy» 

el 
OQ OQ , , , 

- — 0 ) 7 « © ! + - — 0 ) 0 ^ 0 2 = a i ' . 
¢791 ' Oy» " ' 

Il reste à calculer 4» par 

, , <̂ 0 0y\ OQ dy* 

0y\ y — W J ^9-2 y — w3 

où r ' est exprimée en fonction de 9, 91 et 9? et où 9 est un para­
mètre : 

y._ 3 (£ i=I î )V+!i±i ï_ ç = o. 
Enfin, 

III. — Intégration de l'équation des lignes géodésiques, 
dans le cas où elle admet une intégrale première rationnelle en t>' [9]. 

40. Le ds- étant exprimé en fonction des paramètres des lignes de 
longueur nulle : 

ds'2= 4). dudv, 

il s'agit de déterminer ce ds2, c'est-à-dire la fonction À(w, v), de 
façon que l'équation des lignes géodésiques admette une intégrale 
première rationnelle en v'. 
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En variables u, p, l'équation différentielle des géodésiques s'écrit 

( i ) i>" = - —v'— —v'2. 
A GW A Ov 

JNous ferons le changement de variables, w = lv' : 

, . „ jo\ o\ A 
W = Aç"-{- V h — V ' ) . 

Donc 
„ W V / (7A </A , V 

f = - - - ( - 7 - + r v )% 

A A XC'M 0\> J 

Portant celle valeur de v" dans (i) : 

( 2 ) W = ; — IV = F(M, c, w). 

A celle équation différentielle, correspond l'équation aux dérivées 
partielles : 

( J ) - 1 — r - P + - r — r = o , 

que nous écrirons 

Jz/, ôv Ou Ow 

A une intégrale première y(u, v, (v) = C, on peut en faire corres­
pondre une deuxième par la quadrature 

. , dv — v' du À dv — iv du 
dty = j — = - 3 

, i— Oy 4 < / Ï 
^ V tv -r1- tr2 —-

En effet [16] si l'on cherche un multiplicateur de "kà*v — wdu de 
façon que l'intégrale z = const. vérifie l'équation 

/ ,x i-i i Oz Oz 
( 4 ) F=pq-\ = o, ou P=^ 9 = JÏ> 

on trouve pour ce multiplicateur : w ~. 

La fonction z, donnée par la quadrature précédente, où w est 

remplacé par sa valeur, tirée de 9(M, V, W) = C contiendra la cons­

tante C. La fonction <\> ne sera autre que ~ : on l'obtient donc en 
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dérivant z sous le signe d'intégration : 

C dv — w du Ow 

Mais 

% OC 
w-

ôw Oy 

OÇ Ow 

et l'on obtient la valeur de ty annoncée . 

D'après les résultats classiques, on sait que l ' intégration de ( i ) ou 
de ( 4 ) sont des problèmes équivalents. 

Le problème a été t rai té , dans le cas où l 'on connaît u n e in té­

grale 9(/>, q) = const . de 

, „ x OF Oy OF ôy OV ôy OF àz> 
( 5 ) (F> 9) = T - X - — T - 3 1 -̂ - - r - r — 7 - : r = ° 
v / \ J T/ ou ôp Op Ou Ov ôq Oq Ov 

dans les cas où 9 est : a. homogène ; b. l inéa i re ; c. quadratique; 
d. fractionnaire et du p remier degré en p et q. 

Enfin, puisque/? et q vérifient la relation évidente : 

p du -h q dv = o, 

on en déduit 

ou encore 
1 _ i 

p = (p2 , q = \w - . 

4 1 . Intégrales entières d'ordre impair. — 9 est ici un polynôme 
d'ordre /rc = 2 « -f- 1 en p et q : 

y = a9p
m-h.. . + amqm. 

Nous obtiendrons une forme type à l 'aide d 'une t ransformat ion 
ponctuelle sur les u et v, en posant 

a0= am= 1. 

En utilisant la variable w, on écrira 

m m m 
y = W- + . . . + A™(V ~=w ^ ^ 4 - . . . + ^ , . ) 
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que nous écrirons, en mettant en évidence les racines yf, 

i 

rl|(»--7,). 
/ - 1 

D'où 

avec le signe —, puisque m est impair. 
De môme, 

i m . 

Oy ni — ; — » . . v 

-t=—w - (w'"+. ._>.'")< 
0\V 2 N 

que nous écrirons 

Oy _ m 
Ow ~" 2 

2 Ïl(*-Zi)-

Nous remarquons que les y, et les Ç* correspondent aux p7 et w, du 
paragraphe précédent, la seule différence provenant de ce que le 
nombre des y, et des Ç/, est le même. 

Le système (5) est obtenu en identifiant a zéro le polynôme 
<en «v : A(9) = o, où les inconnues sont les coefficients at . . ., «/?/_i 
du polynôme 9. On peut ici remplacer le système (1) par une équa­
tion unique (E) d'ordre m, à une inconnue am_i, et à deux variables a 
cl v. Nous allons remplacer le système (2) par le système (S) : 

A(ç f) = o (« = i , . . . , m), où 9,= 9(2:,). 

L'équation A(o, ) = o se simplifie, parce que (-f-f) v = o et le sys­

tème (S) se réduit à 

<s) >-S^<S=° (.•-.,...,«). 

L'équation précédente exprime que 9/== const. est l'intégrale 
générale de A dv — Ç, <:/?/, == o. 

Les 9, son! donc les variables caractéristiques d'Ampère de l'équa­
tion (E) ou du système (1). 

Pour intégrer le système (S), on peut employer encore la méthode 
des substitutions orthogonales, qui permet de remplacer les variables y, 
par les 9,. 
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Le système des 9/ est orthogonal, ainsi que celui des xi, à condition 
de poser y/ = x]. 

A cetle modification près, le calcul est en tous points analogue à 
celui du paragraphe précédent. 

Nous allons reprendre en détail le calcul direct, pour mettre en 
évidence les quelques modifications dues à la nouvelle forme de 9. 

i° Calcul de -i~ - — On part de 0yt r 
m 

1 ^9 _ m \^ 1 
9 Ow ~~ iw jLiw— y* 

k=\ 

qui, dérivé par rapport à <v, donne 

1 ô'2 y ( * Oy \ - _ m ^çi 1 

9 Ow- \ y Ow / ~~ 2 K>2 ZmÀ ( w — y* )'2 

Faisons w = Ç/ dans l'égalité précédente : 

Mais 

Donc 

m _ ^ 1 

• y ( w ) = - > > • 9/ * ^ " ~ Ç/ ^ î / - TA- ^ ( ï i - TO2 

D'autre part, dérivons 
m ' 

logarilhmiqucment par rapport à 9/ : 

±_(_J!i V* ' \ fKi 0\'k \^ i_ 
Ô/ - 1 , 2¾ " ^ Ï J - T J <>?/ ^?i ^ ; i - T* 

En portant celle valeur de dans l'égalité précédente et en égalant 

les coefficients de = dans les deux membres, il vient 
w/ — Vit 

c?9/ Ç/ Ç/ — YA-
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D'où 

ôzi Ç/9*(C/)(Ç/-7i t) 

0yk 
2° Calcul de -~- — On dérive par rapport à 9, l'égalité 

m -2^-°' 

[ I Y ' _ v ' 1 <̂ * _ ' Y ïi 

Décomposons en éléments simples la fraction du second membre : 

! = ' C_! L _ l ! 

Après multiplication par yy et sommation par rapport à l'indice j , 

chacun des termes entre crochets a pour somme — — - C e terme 

entre crochets est donc nul. Il ne reste que 

' v v/ <Ki —1 .y u 
/ 

D'où 

U^(U--:,f- 0y{ Ç / ? ' ( C / ) ( Ç / - C O ^ ( Î : A - T / ) S 

/ /• 

OKk U 

Oyi W(ïi)(Zi-ïk) 

42. Intégration du système ( S ) . — Nous allons remplacer le 
système ( S ) par le système ( S t ) : 

/n 

(S,) 4 / = ^ ^ ( / = 1 , 3 , . . . , m). 

Ce système devra être complètement intégrable ; nous remplacerons 
donc le système ( S i ) par le système 

OykV!/—£/i/ OyhV:/~ S*/ 

En effectuant les calculs, —^ et - ^ ayant les valeurs calculées au 
Oyk 0yk

 J 
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numéro précédent, on obtient 

•k W " ôynôyk y\U) 0yh T ' (Ç A ) 0yk " ° ' 

où l'on a posé 

A
 à* 

A / , = -r 
Oyn 

^ . , m(m — 1) , . , , . 

L.e système de équations, peut s écrire 

(T) — (-- —)= — (- — V 
àyk\ïhày,J OyhXÇkOyk)' 

Le système (T) s'intègre encore par la méthode qu'Appell a su 
appliquer aux systèmes de la forme précédente, qui constituent, on 
l'a vu, une généralisation de l'équation d'Euler et Poisson. 

Si l'on pose 

? = I T ( W ' " T / ) ' 
/ • 

où 9 est un paramètre et si l'on désigne les racines de cette équation 
en iv par <vt, iv2, . . ., ivm, l'intégrale générale s'écrit 

Q=yÀfwiFi{y)dy, 
i 

où les F/ sont arbitraires. 

43. Calcul des 9/ en u et v. — Calculons au préalable -7 -̂- Pour 

cela, nous dériverons la relation lm = — yiy2 . . . ym : 

m 0\ __\? 1 0yk __ —1 V 1 l 

y ôïi "ZàTk Wi ~~ ijy^ij)^x^Tk' 
k k 

Or, 

Sdr-^- et m 1 OX _ 1 

s/ — VA- _ 2~ïi e A ^ " * 2Qy*(Ki)' 

Nous devons identifier les deux valeurs obtenues pour dty 
m 

/t _ X dv — w du _ _ ^ Aidyi 

Ow 
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Or 

Donc 

( A dv — w du ) w11 = N A/1 I ( w — ÇÀ ) ^9/, 

où ra = et 1 1 signifie que k prend toutes les valeurs de i à m. 

sauf la valeur i. 
Soient Si, S2, . . . , Sa/l les fonctions symétriques élémentaires 

des £*; l'expression précédente s'écrit 
* 

(X dv — w du) w" = V A/[«*« — (S, — £/) «*«-« + (S.,— Ç,St + Ç?) »*"-* + ... 

-+- (Ss„ - & Ss//_i + . . . + lfn) | ^9/-

L'identification des termes de degré 211 donne immédiatement : 
/// 
^ A / flfot-=o. 
J = I 

Le terme de degré 2/ i— 1, compte tenu de l'égalité précédente, 
donne 

. 2^Aitidyi= o. 

D'une façon générale, nous en déduisons 

I 2 A / ^ rf?'=° (* = °i !> —ï n — *h 

Au lieu de poursuivre l'identification, pour obtenir les n + 1 rela­
tions restantes, ce qui nous donnerait 

^Ai^dyi=ldv} 

i 

. > A / Ç f d y i — o (Â = /i + i, . . . , 2 / 1 ) . 
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nous remarquerons que dty est invariant, si l'on remplace u par r 

el i/iv par —— 
sjw 

Les n + i dernières relations s'écrivent alors 

i 2 A / ( t ) ^ = ° (k=l> 
( V ) j /H-1 

j yM^Ai(^)'^idyi=dv. 
Ce système (U), (V) de 2 w + i = m relations entre les m variables 9/ 

el les deux variables u el v, est complètement intégrable . Il possède 

m combinaisons intégrables, formées comme au paragraphe p ré ­

cédent, par des combinaisons isobariqucs et de poids k des k premières 

relations ( U ) , le coefficient de wm~h étant de poids k : 
ni 

y = w- (w"1 + r*!<*>"'-' + . . . + am). 

De chaque combinaison intégrable déduite du système ( U ) , on 

déduit une combinaison relative au système ( V ) , en utilisant la 

transformation, qui a permis d 'obtenir le système ( V ) . 

Pour former ces combinaisons intégrables, il faut calculer les 

dérivées f-^ • Nous allons calculer les deux premières : 
Oyi r 

Oy, sLàôyi Ç,?'(Ç,) < Ĵ &—y* ' 

Nous savons (n° 41) que cette dernière somme a pour valeur 

Donc 
Oci\ ni 

Oyi 2Ç/r"(&) 

Calculons de même -~-
ôyL 

*~: [ (2" ) ' -2+- ;" + ÏZ* 
0a2 0a{ v ' v ^ 
0yt Oy,- Jmmà Oyi 

__ — m v^ ^ — YÊ 
= iwfâ2Jk*2dW(ï)M-ik) 

= , ^ 2 ^ ^ ^ 
où l'on 3 remplacé — y | par Ç: — y | — £ ; . 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N° 1 3 3 . 
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D'où, enfin, 
0a2 _ m^i-h (m — 2) 04 
~ôy~i ~~ 2 &?"(&) 

On obtient ainsi les premières combinaisons intégrables 

25*-*• 

Ce procédé nous donne n combinaisons intégrables relatives au 

système (U). On obtient les autres en changeant u en r el \Uv 

en —— • Dans ces conditions, a/k est transformé en Jiï^î. 

La première combinaison intégrable est une conséquence du sys­
tème (T) lui-même : 

La deuxième s'écrit 

^ 0yL \ am 2 Ç,2 / Ç/ 

La n,èmo intégrale du système (U) donne u en fonction des 9/ et 
la ( « - f i) iènie du système (V) donne v. 0 est une solution du sys­
tème (T) . Enfin, X donc le ds2, est donné par la relation 

L'équation des géodésiques est donnée enfin par la quadrature 
de dty. 

' 44. Exemple : m = 3, n = i : 

3 

w -(w — Vi) ( ( V — 1i)(w — Y*) = w ï ( w 3 + aiw--+- a2w + X3), 
r>9 

= ! w î(„,»_,_:!!„*_ £ ^ - ^ ) = 2 , , , '-- (w - Ç,) (<v - fc) (.v - Ç.), 
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où i prend les valeurs i , 2, 3 , h et k p renant les deux autres valeurs 
parmi ces trois nombres . 

Le système ( T ) s'écrit 

(T) • ^ ^ - ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ X - ^ ^ o , 
àyiOyk Mti-lkY \^-Ch 0yk Ç * - Ç A <*?*, 

où / et À* sont deux des nombres 1, 2, 3 , h étant le troisième. 

Les combinaisons intégrables sont 

Q + tt = Wo; fi_1=G; v — 0 _ . 2 = i v 

Il ne semble pas possible de pousser les calculs plus loin sans 

part iculariser les données , les relations ent re les 9/ et les Ç* ' 
.i 

? i = & ~ * J | ( C i - 7 * ) («' = 1,3,3) 
k=\ 

ne permet tant pas le calcul explicite des uns en fonction des autres , 

même ici où la relation n'est que du troisième degré. 

4 5 . Intégrales entières d'ordre pair : m = 2n. — Nous écr i rons , 

comme dans le cas où m = 2n -f-1 : 

y = w ~ ( Wm + . . . + X,„ ) = M—« (IV2" + . . . + X2" ) = w-'11 I ( w — v/ )• 
i = i 

Les variables caractérist iques sont les 211 expressions 

9«= ?( ï i ) 

où les ti sont les racines de y- = 0 . 
^ Ow 

On peut encore opérer di rectement ou en utilisant les p ro­

priétés des substi tutions orthogonales, les valeurs des dérivées -j— 
et -r^ restant valables. 

Oyt 
Considérons 

1 
n — -

X dv — w du 2 ( X dv — w du ) w -

^ = TdT~ ~ * " 
"" ̂  TI ( W ~ W 

/ = / 

Jmmd W Ç 1 
/ = 1 

C'est ce facteur yAv qui modifie les équal ions. 
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Nous obtenons maintenant le système 
In 

(so" «% = v / ^ - y ^ i 1 (7=1,2, ...,2«) 

et ses n(2ii—i) conditions d ' intégrabi l i té ; qui s 'écrivent, après avoir 

pose A / - - , 

2(ÏA-— Ï / ) 2 " Î — ^ (£ / + £*) T 57=-;• -j h >. „ / r N T - = °> 
Oyiôyk U * ? (?*) Oyi Ç,ep (Ç*) </V?x J 

que l'on peut écrire aussi : 

Oyk\liOyi/ 0yi\Lk0yk/ 

Ce système ( T ' ) remplace le système ( T ) . 

, Si l'on considère encore l 'équation 

J~J(w —y/) = 9> 

dont les racines sont iv4, tv2, . . . , tV2«, s/wi est une solution part i ­

culière de ( T ' ) . Donc la solution générale s'écrira 
i n 

0 = 2 . j V^F|(?)<*?, 
i=i 

où les F/ sont arbi t ra i res . 

L'identification des deux formes de dty se fait sans modifications : 

/— '-" 
,, (X dv — w du)w"-' Vw / - V? A/ dz,t d'il = '- — = Jw y v- • 

•m > témàw — ; t 

n -̂w 
/ = l 

D'où les deux systèmes 

i ^ A / Ç f dyt=o (A = o, i , . . . . /i — 2), 

V A , Ï - ' dyi = — du; 

\ i 

X 2 / V - V V A / ^ - j ^ 9 / = 0 (A- = i , a . . . , i - i ) , 

(v> <! • ' , \ 
««-»^A/( - j dyt=dv. 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PAR LA METHODE DE DRACH. 85 

Mais les combinaisons intégrables sont différentes, car le sys­

tème (T') est différent du système (T) . La formation des combi­

naisons intégrables se fait suivant la même méthode, les dérivées ' - ^ 
Oyi 

ayant les mêmes expressions. On obtient ainsi pour les ystème (U) : 

OW i 

v ̂ ,,,,,,,,, 
m,i"^ïh- d<h 

Puis, pour le système (V) : 

'M X , 
dx)-

/ j T - M x.,7 -+- y «9» = « 0 _ 2 , 
jimdôyi l^f Ij 2na,n\ 

Nous rappelons que le passage des combinaisons intégrables rela­
tives au système (V) se déduisent de celles qui sont relatives au 

X2 

système (U) par le changement de «v en —, ak devant être 

remplacé par - 1 ^ , où «->„ = /-". Enfin '— d®; doit être remplacé 
1 • «su " 0yt

 T L 

ffi_ X 
l ) n r ,7^ r".d?'" 

46. Exemples. — i° n = i : 

y = w—1 ( w- + <7j w — X 2) , 

^9 _ n>2 + X2 _ (w — ^ )(w — Ç2) 

ôû> ~~ w* "~ W2 

Donc 

C I = « ' A , £, = —«X; 

?, = «r/, + 2 « X , 9 0 = ¢/, — 2 # / . . 

On peut calculer Çt, Ç2 et aL en fonction de 91 et ©2. 

L'équation (T) se réduit à 

OyiOy-i ~~ 

Donc 
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où €>i est une fonction de 91 et 4>2, une fonction de 92. D'où 

3»! + 4».2 = u0 — M, i ( ¢ 1 — ¢ 2 ) = v — *V 

Ces résultats ne diffèrent que par la forme des résultats classiques 
du ds2 de Liouville. 

2" n = 2 
« s X4 

CD = IV2 + (7¾ W + tf •> -I > 
(V W2 . 

^ 9 «rn 2X4" 2 . y v , y v 

-p - = 2iv + a , - H = — («v — î i ) . . . ( i v — ; v ) , 

< ^ 9 _ ^ 9 / _ 3 1 1 \ 

Ow- Ow \ w w — £ t ' ' ' w — Çj, / 

*'(&) = A(ç.-ç*)(îi-ç*)(Ç/-i:/)-
s/ 

Le système (T) comprendra C ; = 6 équations : 

#0 4 ( Ç * - S , ) ' 1 

en désignant par i, k, h, l une des permutations circulaires des 
nombres i, 2, 3, 4-

Les combinaisons intégrables sont 

Z 5^irf?' = M = °' 2 i * , £ rf*' =«*»-' = °» 

On détermine enfin i|/ par quadratures. 
n 

47. Intégrales de la forme 9 = o-(vMI°¥T (cv— y/)"1'. — Nous 

supposerons que les m/ sont des constantes. En variables p, q,. 
9 s'écrit 

i=\ 

et nous supposerons que 

En revenant à la variable w, on retrouve la forme indiquée. 
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Si l'on calcule - -~ 
9 Ow 

I !ll _ i!h V* nii — 
y Ow w *^ w — -'/~~ «>Y\(w — y*) 

équation de degré m, dont les racines sont les £,-. 
u el v ne sont pas caractéristiques, si cette équation n'a pas 

<le racine nulle (auquel cas v serait caractéristique), ni infinie 
(auquel cas u serait caractéristique), c'est-à-dire : si i° m 0 ^ £ o ; 

20 ^m/ - f - m 0 ^ o. 

Si l'on pose encore 9 / = 9(Ç/), 9 / = const. est intégrale générale 
de X dv — "Ci du = o e t les 9, sont les caractéristiques d'Ampère. 

\vant de poursuivre l'inlégralion du système (S) : 

<S) - L + ^ - L - ^ O ( i = i , * , . . . , n ) , 

remarquons que le calcul antérieur des dérivées — et ~ reste entiè-
1 1 ôy,- Oyi 

rement valable, la présence des coefficients mj ne changeant rien au 
calcul. On trouve donc 

Ojk — Y* 0£k Xk 
Oyi - WiltHli-*:*)* Oyt ~ Wttôttt- U)' 

La différentielle di\ sera modifiée du fait que -~ n'étant pas 

rationnel, 9 devra être remplacé par Log9 dont la dérivée est 
rationnelle et dty se trouvera remplacé par 9 dty : 

y dty = -
Idv-wdu) 0^dv-wdu)JJ(w-'(k) 

,ÏOy W J J(w"~^) 
et nous décomposerons en éléments simples w "9 dty 

- i /r A _, i*^_V k^dyi 

On trouve, en faisant w = o 

dî t . . .?» 
A = XrfpXlT*iiiJf-. 

file:///vant
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I Oo 
Or, si l'on compare les deux valeurs de - -T^I on identifiant les 

termes constants, il vient 

WoYiY2-..Y«= [nio-h^mA ^ ^ . . .£„. 

Donc. 

/«o+ 2jmt 
A = Xrfp 

niQ 

Puis on trouve immédiatement : B = — du, 

WO + 2 / M , 
7I " <£J ' X */i> /- , v 1 \fwAtdy, 

ydb = — — sjw du + > î - ~ . 
™0 ^ t V jLÀ W — lt 

En posant 

wo-+"2 /M| 

X v — u + w, 

A/ est encore égal à y - et w vérifie le même système (T') que 0 dans 

le cas des intégrales d'ordre pair (voir n° 45) : 

(Q) 0 /X 0to\_ 0 / X Ot» \ 
0yk \ S/ Oy, I ~~ Oyi \ Ç/. 0yk / 

et l'on formera les combinaisons intégrables en considérant le 
polynôme 

I I ({V — VO = *»**•*- ci^wP-i + . . . + #,,. 

CHAPITRE IV. 

ÉQUVTIONS LINÉAIRES f-10]. 

f. — Le groupe ponctuel et ses sous-groupes. 

48. Nous nous contenterons de rappeler les résultats classiques 
de Lie et ses successeurs, auxquels E. Cartan a su donner une forme 
définitive, les sous-groupes du groupe ponctuel général sont : 
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i° Groupes infinis à n variables : 

a. Groupe Vn des transformations, qui conservent les volumes, 

c'est-à-dire l ' intégrale f•>• f dxx dx2. . . dxn. L 'équation du groupe 

est 

D(X1 ?X2 , . . . , X , ) _ i 

D{xu x>, . . . , xn) 

b. Croupe W „ des transformations de contact, qui conservent 
l 'équation 

dz —2,ptdxi= o, 

c'est-à-dire 

dz —y p^x,=i dz — Y 
> 1 \ I— A 

ptdxt )p 

dans le cas où le nombre des variables n = 2m-\~\ est impair, 

c. Groupe qui conserve l ' intégrale de surface : 

/ / ^dx.dy, 

dans le cas où le nombre des variables n= 2m est pair. 

2° GROUPES FINIS : 

a. Groupe projectif à (n-i-1)2—i=: n(n-\- 2) paramètres. 
Nous le désignerons par Gn(n+V. Une transformation du groupe s'écrit 

2>< i - « i - « ï + i 

A an+ 1 xi "+~ an%\ ' 

On sait d'ailleurs que ce groupe est primitif. 

b. Groupe linéaire : Si l 'on écrit les équations précédentes 

*L= D"' 

on obt ient le groupe linéaire général r „ ( / J + 1 ) dans le cas où D = 1. 
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c. Groupe linéaire spécial : Si l'on suppose en outre que \a[ j = i 
(cette notation représentant le déterminant des al

k) le groupe linéaire 
est alors spécial Tn(n+i)_i. 

Si des deux groupes précédents on écarte les translations, on 
obtient : 

d. Groupe linéaire et homogène : Tni. 

e. Groupe linéaire et homogène spécial : I\/S_t. 

/ . Groupe linéaire et homogène qui conservent la qua-
n 

drique ^,^1=1 o que nous désignerons par G,^_n. 
• = i 1 

g. Si n est pair, il existe encore le groupe qui laisse invariante la 
ni 

forme £^x,dyt—yidxt, où on a posé n = 2m. 
1 = 1 

Remarquons enfin que, pour les petites valeurs de /i, îl se présente* 
des singularités sur lesquelles nous n'insisterons pas. 

II. — Le groupe de Picard. 

49. Soit l'équation linéaire 

. . ., . du d"u 
(1) f(u) = au + a, ^ - + . . . + an ^ = o. 

Cherchons les relations 

(2) y(x, u, u', . . . , «("-D) = const., 

où 
du . f. d"-lu 
dx dx"—* 

qui soient compatibles avec ( 1 ). 

En dérivant (2) par rapport à x, il vient 

(3) * + £„ '+ . . . + £rni„<..=0, 
N ' Ox Ou Otân~v » 

où u^n) doit être remplacé par sa valeur ( 1 )-



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PAR LA MÉTHODE DE DRACH. 91 

Si 9*, 92, . . ., 9« représentent un système fondamental de solutions 
de ( 2 ) : 

yt(x, u, u', . . . , «("-D) = ?l(a?0, u», K'0, . . . , u$-") (1 = 1,0, . . . , n) 

représentent la solution générale de ( i ), puisqu'elles dépendent de n 
constantes arbitraires. 

Nous définirons un système fondamental de (2) à l'aide de 
l'équation adjointe de Lagrange. Soit donc v une fonction de x, telle 
que vf(u) soit une dérivée exacte. La formule d'intégration par 
parties généralisée donne aussitôt : 

VJ(U) = -^zWyn-^cinv — M(«-^(a„v)' + . . . + (—i)»-ia(a„«;)l«-i)l dx1 

d_ 
dx l + - j - [ M("-2)aw_, v — u(»-V(an-i !>)'+...+ (—i)n-*u(an-ii>yn-V] 

•ou 

^ f B f l l O + t t ^ P ) , 

N d"(anv) d(aiv) 

que nous écrirons 

Il suffit de prendre pour P une solution particulière de 

(4) *(«0 = ° 

pour obtenir une solution <&(u, v) = const. de (2) . 
La détermination des 9, est ramenée à celle des e,, c'est-à-dire à 

celle de n solutions particulières de (4). 
Cette équation (4) est l'adjointe de Lagrange de (1). 

Les équations 

*, V d&i , • N 
"'/(") = S£ («= I, 2, . -, ») 

montrent que le groupe de rationalité de (2) est identique au groupe 
de Picard de (3). Ce groupe est toujours linéaire. 

Nous allons démontrer cette proposition : Soit donc wt, u2, ...,un 
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un système fondamental : 

D = 
"i Un 

9*0. 

Nous remplacerons l"equation (i) par le système 

F(ut) = anutl
,l] + . . . + « M, = o (¾ = i, 9, 

qui, résolu par rapport aux au, s'écrit 

(*) 

Toute autre solution s'écrira 

1̂  = 2«*, 

n) 

EH") 

«A, 

où i prend les valeurs de i à //. Les D(-/> sont multipliés par | a\\. 
Les transformations sont donc bien celles du groupe linéaire 

homogène général r„2 et les quotients 

D 

en sont les invariants différentiels. 
Le système (2) peut être réductible ou irréductible : 

i° (1) est irréductible : Les transcendantes u sont attachées dans 
le domaine [A] des coefficients au groupe Tni. Nous pouvons ramener 
ce groupe au groupe spécial r„s ,. En effel 

dD 
dx a„ D. 

Donc 

( ¢ ) 

^adjonction de celte transcendante réduit r„, à 1^,^. 

2° (1) est réductible : Il existe des relations 

$ , ( # , UU . . . , Uu, U\, . . . , Un, . . . , W| («-»', . . . M„(*-U) = o 

( / = 1,2, . . . , * ) 
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compatibles avec (2). Le système (2) (<J>) est irréductible. Nous 
définirons le système irréductible régulier de la manière suivante : 
on prendra, parmi les systèmes, ceux qui renferment le plus grand 
nombre d'équations d'ordre zéro en u,, puis, parmi ceux-ci, ceux qui 
renferment Je plus grand nombre d'équations du premier ordre el 
ainsi de suite. 

III. — Systèmes irréductibles réguliers. 

50. Chacune des relations Oy est un polynôme. Considérons le 
nouveau polynôme 

A 

P ( * , ^ = ^ ^ ) ^ ( ^ ) = 0, 

i=l 

où les pi sont des fonctions arbitraires de x et où l'on a écrit P(#, u) 

p o u r P ( # , Ui, . . . , un, . . . , < - ' \ . . . , u\'ri]). 

Considérons la dérivée de P : 

P d ? v / O N ÔV V â P XV W ')P T T f . l 

où l'on remplace U(/° par — flfl_lu!fl-"4....+ ûU1 

En répétant celte opération, on voit que le système P = o. 
P t = o, . . ., P/^i = o est équivalent au système (<£). 

Si l'on fait sur les U, une transformation linéaire (T) d'ailleurs 
arbitraire : 

les Uj sont alors arbitraires et P s'écrit 

P 

P ( T , w)=]£/<(a)$i(*, u), 

où les U sont des polynômes en a* et où p est le plus petit possible, 
c'est-à-dire que les l( sont linéairement indépendants, ainsi que 
les Ç,. 



9J G. HEILBKONN. 

Les dérivées de P s'écriront 

p 

P 1 ( ^ U ) = y / , ( a ) X ( Ç i ) = o , 

PA-I (* , «)=V/ /( a)XA_1(Ç i) = o, 

P* étant une conséquence des relations précédentes. 

Les lt sont les coordonnées du polynôme P. En effet, si l'on fait 

une deuxième transformation : U, = ^ ( 3 ' P y , 

p=2«*)&<*, «)=2 / i ( ? ) & (*' v ) m 

D'autre part, 

Donc 

et 

' I ( P ) = 2 ^ ( T ) / * ( B ) '
 avec l*M*°-

De même, 

2 *«(«)&(*, ^)=2x" (T) / / t (a)Ç/(a?' i , ) 

et, en identifiant : 

(-,(*, w)=^X*Ç*(#, v). 

Ainsi, les /, et les £, ne sont déterminés qu'à une transformation 
linéaire et homogène près. 

Exemples. — i° D n'a qu'une coordonnée : | «f |. 

2° Un polynôme A0U -f-. . . 4- Atl^il]
{n~i) a n coordonnées. 

51. THÉORÈME. — Le nombre de coordonnées de P est égal au 
nombre de relations de (<&) augmenté d'une unité. 
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En eflet, i° si p ̂  A, le déterminant 

Ei . . . ?* 

Xk-i(*x) . . . X * - , ( f c ) 

ce qui est impossible, les £t étant linéairement indépendants. 

20 Si p = A -f- m, avec m>\, en résolvant ( ¢ ) par rapport 
à 11, . . ., 4 : 

/ * = /A+1Q, I ( # , M ) + . . + //t+,?lQ, / » ( # , " ) (* = l , 2 , . . , k ) . 

En appliquant à ces relations l'opérateur X, il vient 

o = lk+t X ( û l f l ) + . . . + lk+m X ( Q l } l n ) o. 

Donc 
X ( L > M ) = o, . . , X(12 l f W I) = o. 

Or, on a choisi les SlltJ algébriquement distincts. On obtient donc 
les mk équations : 

O-i ,(x, U) = iit,,(xQ, «o)-

Si ces mk relations se réduisent à k seulement, c'est qu'il y a des 
relations entre elles, donc entre les £, ce qui est impossible. Il ne 
reste donc plus qu'une hypothèse : m = i. 

Nous écrirons alors le système (4>) sous la forme canonique 

( ¢ ) !/Q=Qt(x,u) (1 = 1, a, . . . , * ) 

le système ( ¢ ) comprenant A-j- i inconnues homogènes, on peut le 
résoudre par rapport aux quotients de A d'entre elles par la dernière. 

Considérons la transformation identique a* — slk, où elk=o, 
pour iy£k et £ „ = 1 ; II(OL) se réduit à un nombre L4 et U est 
déterminé par 

(<t>0) \^ = Qt(x,V), L o ^ o ( « = 1, 2 , . . . , * ) . 
Lo 

Les u sont solutions du même système. Donc les // vérifient le 
système 

( r ) 4(«) L,' 

chacune des équations étant invariante, le système (T) constitue le 
système d'invariants d'un groupe : le groupe de rationalité T. 
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52. Invariants différentiels dn groupe de rationalité. — Si nous 
supposons maintenant les u constants, nous déterminons les oc 
a l'aide des U. 

Soit Ujk n= s,A, on obtient alors 

a =U0- 1 ' . 
i i 

Le système ( ¢ ) s'écrit 

'«(U) 
/o(U) 

= Qt(x, £ / * ) = w , ( x ) . 

Nous désignerons ce système par (¢1), ou les wè sont les invariants 
différentiels du groupe T, dans lequel les U sont fonctions de x. 

Equations résolvantes. — Soit la transformation 

'««*)=2/i(ï)//«) 
et où 

(3* = af- + eX(a*) = a* + eO*. 

Mais ak=U\k~l\ donc 0 l
A=a*+ l , si k^n — 1; pour A = n, on 

remplace UJ/i} par sa valeur tirée de l'équation (1). 
L'égalité précédente devient 

/i(f») = /,(«) + ïX[/I(«)] = / , («)+ 1 2 ^ ^ ) / / . ) 

puisque 

>; = i - t - s et X ^ E . 

Donc 

x[/,(a)]=Vx((v)/,(«). 

C'est le système résolvant pour les lL. 

Pour les imariants absolus : A, = / ? 
«0 

où on suppose / 0 = D = | af |. On peut écrire immédiatement : 

X(A,)=^-4x(M-Mais 

Donc 

X ( / o ) = ~ ^ ^ , / o 

an-i J^Al+X(\l)=y^(T)Ay. 
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C'est le système résolvant des invarianls absolus. C'est aussi celui 
des w/, puisque d'après (<ï>i ) : A/== w/, 

_ f « z l C l ) | + X ( a i l ) = y x { ( ï ) « o / . 

Pour les \i, il suffit d'éliminer les /, entre P = o, Pi = o , . . . , P/,_i== o, 
auxquelles on adjoint P * = o. On obtient 

S*-M 

x*(E,)_ . . . x * ( f r + i ) 

Comme les g,- sont indépendants, ils vérifient une môme relation 

X A ( Ç Z ) = R I X A - I ( Ï Z ) -+- . . . -+- R A Ï I , 

où les R, sont rationnels, puisqu'ils sont invarianls par une transfor­

mation linéaire sur les u. 
Enfin, les £,- sont linéairement indépendants mais non fonclion-

nellement distincts. Ils sont liés par des relations, 

>>„0 , , ^ . - - ^ = ° 

qui ne sont autres que les syzygies de Sylvester. 

IV. - Applications. 

53. i° La méthode précédente n'ajoute rien de nouveau, à la 
théorie de Picard; on retrouve également les résultats de Fuchs et 
de Darboux sur les intégrales algébriques. Nous nous contenterons 
d'indiquer la liaison entre la théorie précédente el celle de Picard. 

Si l'on pose 

Z =2^, , 
i=\ 

où les Y)1" sont des fonctions rationnelles de x et que l'on fasse la 

transformation 

u,=2 a f «*» 
Z devient 

* k 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N« 133 . 
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Elle prend n2 valeurs et n'est autre que la fonction sensible 
de Schlesing. 

Elle vérifie une équation différentielle linéaire d'ordre n2 dont les 
coefficients sont fonctions des at- el de leurs dérivées. 

.Mais on peut aussi résoudre en uk : 

d**—* Z 
w * = A * ? 1 Z + . . ^ A A - , * . - , - ^ — . 

En remplaçant dans le système, les uk par ces valeurs, on obtient 
un système en Z, qui n'est autre que le système résolvant de Picard. 

54. 2° Soit à former l'équation la plus générale correspondant au 
groupe infini Vn qui conserve les volumes : l'équation de définition 
est 

D(X 1 ? . . . , X w ) _ i 

D(xi, . . . , xn) 

et so i tX( / ) l'équation cherchée, où les xi sont fonctions de t, u±,..., un : 

L'invariant différentiel unique est 

D(a^, . . . , xn) = s D 

D(Ui, . . . , Un) 

En calculant ses dérivées en t et ui, on voit que tous les termes se 
OAt 
Oui 

détruisent, saufX(D) e t — D ^ ^ j - ' 

La résolvante en D est donc 

* = i 

Nous résoudrons cette équation, qui n'est autre que celle du mul­
tiplicateur de Jacobi, en posant 

Ot 

avec 

D - A | a B S V (» = » . • • • . » ) > 

\ Otût 
—io, 
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où les Û)£ sont des fonctions îirbitraircs des arguments w4, . . . , un 

et t, dans le domaine de rationalité [A]. 
En remplaçant A, et D par les valeurs précédentes daus l'équation 

proposée, celle-ci s'écrit 

*</>-2ïg Ui) 

Ainsi, dans le cas simple de deux variables, toute équation 
admettant le groupe de rationalité V2, qui conserve les aires, 

s'écrira ^. ' • / = o, où co est une fonction arbitraire et /*, la fonction 
D(£, u) J J ' 

inconnue. Il s'ensuit q u e / e s t une fonction arbitraire de GJ. 

55. 3° Équations aux dérivées partielles du premier ordre. — 
On sait qu'une intégrale complète de l'équation [18] : 

Oz 
( i ) 1 Z ( S , XU . . . , Xn, Pu - . - 1 Pn) = « , OÙ / ? , = — , 

est définie par 

( 2 ) X / ( 3 , XU . , . , Xn,Pu •••> Pn)~ &i («' = I, . . • > » ) » 

les Z et les Xi satisfaisant à 

(3) dz —^Ptdxt = p(dz -^Pidxt). 

Les Z, Xt-, P» vérifient le système 

[Z, X,] = [ X,, X* , = [P/, P*] = [P,, X*] = o; 

[Pi,X|] = p; [Pi, Z] = pP,; 

où l'on a posé 

wi-i [£(£** 2) -£G£**2)]-
Les Xe- et les P,- sont, d'après (3), définis à une transformation de 

contact près, qui conserve Z. Toute transformation de contact, 
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admettant parmi les équations directrices, Z = £ répondra à la 
question. 

Soit le cas simple : 

F(x, y, z, p, q) = o, 

l'équation proposée, que nous pourrons supposer résolue en q : 

q=f(x>y> *> p)-

La méthode de Lagrange consiste à déterminer cp(#, y, «s, p) telle 
que 

dz = pdx + / dy, 

où p est donné par 

? ( # , / , *»/>) = « 

soit intégrable. 

p est donc solution de [q—/, cp] = o, c'est-à-dire 

. . . Oy ôf ôy / , <J/"W? (Of Of\Oy 
A(*> = 5? - $ i + ( ' - ' dp )Û^\Tx^Ptz)ôLp= °' 

Soit ^ ( # , y-i zi p) = ^ u n e solution de cette équation. Pour qu'elle 
soit compatible avec cp(#, y, z, p) = a, il est nécessaire que 

<?? 0z> ôy 
6/# J </.s _ ôp 

ôl diï ~~ ."5dT " 
_L _|_ p __L __! 

D'où l'on déduit 
ôy 

dz — p dx — f dy -=.X{dy — co dty ), o ù to = -jr- 5 

les trois éléments w, cp, ^ étant définis à une transformation de 
contact près. 

Il conviendrait d'étudier tous les cas de réduction. On voit, par 
exemple, que, si z disparaît de l'équation proposée : 

q=f(x,y,p) 
on cherche 

9(^7,/0 = -̂
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Le crochet [q—/, cp] se simplifie : 

ôf 0z> ôf Oy ôy __ 
Ox Op Op Ox Oy ~~ 

et admet le multiplicateur i. Le groupe de rationalité est alors défini 
par 

"(*, *n_ _ 
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