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SUR UNE GENERALISATION
DES POLYNOMES DE JACOBI

Par Félix POLLACZEK.

Introduction. — D’aprés un théoréme bien connu (voir par
exemple G. Szegd [14], p. 41) (1), trois éléments conséculifs d’une
suite de polynomes orthogonaux P, (z) satisfont a une relation de la
forme

P,(zs)=(Aprz+ B,)Pp_y(3)— CpPy—(3) (ApZo;n=1,2,...).

D’autre part, a toule formule de récurrence de cette forme, a

Cll
An——l An
fonction bornée ¢(z), a croissance monotone et telle que

coefficients réels et tels que > o, il correspond au moins une

[ Pu(a)Pu()dY(s)=0  (mEn;m n=0,1, . ...

De maniére toute naturelle se pose alors le probléme d’étudier des
suites de polynomes dont la formule de récurrence a des fonctions
données de n pour coefficients, la catégorie qui se préte le plus

(1) Les chiffres contenus entre des crochets renvoient a la bibliographie placée 2
la fin de ce travail.
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aisément a des calculs étant celle ot A,, B,, C, sont des fonctions
rationnelles de n. C’est aussi A celle calégorie qu’apparticnnent
woutes les familles de polynomes orthogonaux classiques (les poly-
nomes de Jacobi et leurs différents cas particuliers, ainsi que ceux
d’Hermite et ceux de Laguerre).

Nous avons jadis traité les polynomes dont les A, B,, C, sont des
fonctions homographiques; de méme dénominateur, de n ([6] a [9]:
cf. aussi [16], p. 218-221) et dans cet ordre d’idées, M. Szego [15]
3 §tabli la généralisation la plus simple des polynomes hypersphé-

riques. Les fonctions génératrices g (z, z) :—.Zx" P, (z) et les poids
0
d’orthogonalit¢ J(z) de ces suites de polynomes s’expriment au

moyen de fonctions classiques de I'Analyse, ce qui en facilite I'étude.

Parmi les suites de polynomes dont les A,, B,, C, sont des
fonction. rationnelles de n, nous paraissent dignes d’un certain
intérét celles ol ces coefficients sont des quotients de polynomes
en n, du méme degré effectif (arbitraire) m > 1, sauf que le degré
du numérateur de B, est == m. Ce sont ces suites que nous étudions
dans ce qui suit, en supposant les cocfficients des polynomes en n
complexes et arbitraires dans les premiers paragraphes, réels et

n

assujettis a I'inégalit¢ T >0 dans le reste de ce travail.
n—1 n

Pour m = 3, ces polynomes contiennent comme cas particulier les
polynomes de Jacobi, avec lesquels ils ont plusieurs propriétés
caractéristiques en commun. Tout comme c’est le cas pour les
polynomes de Jacobi, leur spectre (les points limites des zéros de
nos polynomes) est un ensemble borné; de meéme, leurs développe-
ments asymploliques sont grosso modo analogues.

En raison de nos hypotheses, la fonction g(z, z) satisfait & une
équation différentielle linéaire d’ordre m, L(g(z, z)) = consl., dont
le premier membre est du type de Fuchs, sauf pour deux valeurs du
paramétre z que nous faisons coincider avec =+ 1.

Nous disposons ainsi d’un moyen pour prolonger g (., z) analyti-
quement au-deld du cercle de convergence de sa série de définition,
et connaissant la position et la nature des singularités de cette
fonction, nous sommes en mesure d’établir, sauf pour z =+1, le
comportement asymptotique des P,(z) et de fonctions apparentées

ur n —>
k] *
o

\
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Dans la plupart de nos formules figurent les intégrales d’Hadamard
Ao
r,,(z):j tnat, z2)di [a(z)=z—Vz@—1;n=0,1, o)
e

oit n(z, 5) désigne, a un facteur prés qui dépend de 3, la solution
unique de Péquation différentielle du type de Fuchs £(n)=o,
adjointe 2 L(y)= o, qui est canonique pour le point « régulier »
= a, sans y étre holomorphe. Les r,(z) sont holomorphes
partout, sauf aux points 5 =1, — 1, % o, en général, chaque
branche est ramifiée logarithmiquement. Multipliées par des
conslantes appropriées cn.4, les fonctions r,.4(z) satisfont a la
formule de récurrence des P,(z) et d’autre part P,(z) peut étre
représenté linéairement par les valeurs prises par la branche princi-
pale de 7,.,(2) (qui est holomorphe en z = o) sur les deux bords
d’une coupure allant de s =—1 a 5=1. Lorsque z contourne un
des points 1, —1, ®, r,(2) subit des transformations linéaires dont
les coeficients s’expriment au moyen des coefficients des transfor-
mations de passage entrc les différents systtmes de solutions
canoniques de 'équation £(n) = o.

Nous ne supposons pas connue la théorie de la fraction continue

)= R D S R T

| Aiz+ B, | Asz+ B> | Az + B,

el utilisons d’ailleurs d’une maniére essentielle une fonc-
tion [u (z, y, 3)] étrangére a cette théorie. Les « moments » des
polynomes P(z) de 'anneau C[z], engendrés par la suite des Pr(z),
ont donc été définis comme les restes numériques { P(z) | des P(z)
par rapport au module qui a tous les produits Pr(2)Pni4(z) et
P, (2)Pnpia (5) pour éléments de base. Dans le cas présent ot y(z)
est holomorphe a linfini des 5, les Py(s) forment sur les cercles
| 2| =r, de rayon assez grand, un systéme de fonctions orthogonales
avec la densité y(z), et I'on obtient la relation

(P(3)) =55 § P()u(ards
|z]|=r

que nous utilisons fréquemment
L’emploi de Pintégrale impropre introduite par Hadamard [3]
simplifie la démonstration et Pécriture de nos formules. Dans une
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Note finale, développant le contenu de [11] et consacrée a la démons-
tration d’une formule ou figure cette intégrale, nous en avons rappelé
la définition et les propriétés.

1. Généralités sur les suites de polynomes définis par une formule
de récurrence de la forme (1). — Soient Py, P, (3), ... une suite de
polynomes en z, définis par la formule de récurrence
(1) { Pu(2) = (Anz+ Bu)Pay(3) — CoPucs(3)

! (n=1,2, ...; Po=1, P_,=0),
ol A, 540, B,, G, désignent des constantes réelles ou complexes.

On démontre par induction compléte que :

1° Les puissances 1, z, ..., 5% s’expriment linéairemcnt, au
moyen de coefficients a,, b,,, ¢,, qui dépendent des A,, B, C,, par
Po(=1) et les produits

Py(2)Pyri(3) (\‘,___0’ . [n—z—]]>
(2) et

) Py(2) Pysa(3) (v:o,..., 'ﬂ-:),),

\

donc
n—1
[+] He
N\
3) sz=a,+ b,y PyPyiy+ Z cayPyPyre (n=o0,1, ...).
V=0 v=0

2° Les produits P, (z)P, (3)(m £ n) s'expriment linéairement
par les seules quantités (2), donc

[m«-n——!] |:n¢_+£]_l
B s
%) s Pm(z)Pu( 3)= 2 b;n+n,v PyPypy+ 2 C;n+n,‘i P,P,.,

v=0 v=0

(mZn;m,n=o0,1, ...).
Dans Panncau des polynomes P(z), on peut alors définir une
poly P

opération linéairc { |} par les conditions

(5 a) {1)=1,
(5b) {PyPyiq | = o, {PyPyra} =0 (v=o0,1,...);
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en effet on tire de (3), au moyen de (5a) et (3 b),

B, Cy n-+2
(6) :z'l;=a"=a"<x:’m;v=l’""[ > ]>,

de sorte que pour tout polynome P(z), { P(z)} est bien détermine.
En vertu de (4) et (55), on a en outre

(5¢) ‘{PnPrji=o0 (m#zn,myn=o,1,...)

de sorte que les polynomes suivant (1) sont orthogonaux par rapport
a Popération { |. Réciproquement, on reconnait que les ¢léments
d’une suite P, (z) dodvent obéir a une loi de la forme (1), afin qu'un
opérateur linéaire suivant (5a) et (5¢), et tel que

{P2l+#o0 (n=1,2,...)
puisse étre défini.
Supposons maintenant que

(7) lim Y[ =r<w.

Pour | | > r, la série
R Szn 1
(8) %(2) "'2 zn+‘|

sera alors convergente de sorte que, C désignant un cercle de
rayon > r, ayant l'origine pour centre, on a

(9a) — [(Fds=(a]  (r=o,1,..);

pour un polynome P (z) quelconque, on tire de la :

(96) szp(z)x(z)dz {P(z)}

et en particulier on a, en vertu de (5¢),

(10) gz [ Pm()Pa(3) k() Az =bma (PR} (m,n=0,1, ...
Donc dans Phypothase (7), les polynomes P, (z) définis par (1)

sont orthogonaux, avec la densité (8), sur les cercles C de
rayon > r.
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Calculons maintenant {P;}. En vertu de (1) et (5a), il vient
d’abord
(rm (Pil={1}=1;

en effectuant ensuite dans I'équation (1), multipliée respectivement
par P, et P, _s, Popération { }, ona

‘Prl=An{zP Py} (n=1,2,...)

et
An{zPnoPri}'= Cr{Pi_,} (n=2,3,...)
done
A,C
(12) {sz;='—1’;—n:—:—1‘{P2_1} (n=1,2, ...).

En multipliant les » premiéres équations (12), on a enfin, compte
tenu de (11),

n+1

A
(13) {P?‘}=A,,_1,_,HC" (n=1,2,...)

V=2

Les polynomes P,(z) suivant (1) sont les dénominateurs des n'®™e
réduites

Ph(z)
(14) ()
de la fraction continue
N . _ A1 l C-) I C'{ l
(1) N =B, A sB  [AisB

il

(?) Rappelons que les numérateurs A, et les dénominateurs B, des réduites A,

Bll
: : a, | a, | a, | :
de la fraction continue —*~ + —2~ - —32 ... satisfont aux formules
| 6, | b, | b
An= bnAn—l -+ an An—ﬂ’ Bn = ann-—l+ aan—z;
(* A, A, (—=n"'a,...a,
E— Bn—\ - ‘Bn an (n_l, 2’ )

Les formules plus générales )
( ‘.') An+v = Ba, Av+ Any Av—l, Bu.+v = BawByv+ Any Bv-—l,

ou A, et B, sont le numérateur et le dénominateur de la fraction

Anv Ay | CQniv I
Nk A = e e ———
(, ) an ] bH-v i bn+v ’

seront utilisées au paragraphe 6.
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En effet, les P,(z) et les P,(z) satisfont aux formules de
récurrence ()

(16a) Pr(z)=(Anz+Ba)P,_(5)—CuP_(3)

(165) . Pu(2)=(Ans + Bn)Puos(2)— CuPps(z) § =122 )

ou I'on a posé
(17 @) i =— =y Pj=o,
(17 0) 1= 0, Po=1:
or, c’est par les relations (164) et (17b) que les P,(z) ont été
définis plus haut.
Comme les P}, de degré n—1, obéissent a la méme formule de

récurrence que les P,, avec les valeurs initiales P;=o0 et P{=Ay,
ces polynomes, désignés de maniere plus détaillée par

(18) Pn(z; Ay, By, ..., Ay, By, Cp) et Pp(z; Ay, By ... A, Ba, Cn),
satisfont a la relation
(19) PA(=; Ay, By woo An, By Cn) = Ay Py y(2; Ae, Bos ooy Ap, By, Ca)

qui sera utilisée au paragraphe 4.

Supposons maintenant que pour | z | r, la fraction continue (15)
est uniformément convergente, donc que pour lout entier 2> 0, la
série

i Pi(z) . (Pa  Pi Pis) N A1GiCr
X = t ntl ____n L. o= s o A v
(20) s (=) Pll'\z‘+(Pll+l Pn) P.(3) +' Py(2)Pyri(2)
v=—n
l (|z]=>r)

converge uniformément, de sorte que X (z) est holomorphe a l'infini;
notre hypothése implique évidemment que les modules des racines
de tous les P, (z) sont <7

L’intégrale

L [P,,,(z)P,.(z)X(z)dz (o2 m<Zn),
[}

are /.

ou C désigne un cercle de rayon > r, ayant l'origine pour centre,
s'annule, sauf pour m = n, ce qu’on reconnait en y substituant pour
X le dernier membre de (20). Car il vient évidemment

[ Pn(3)Pi(z)ds=o,
4%
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el nous avons |

PP
=L Ldi=o0o (o£Lm<n;v=n,n-+1,...).
e PVP‘I+I

puisque la fonction a intégrer, holomorphe a Pextéricur de C,
s’annule a infini comme z7+#—2v—1_ donc au moins comme 5—". Mais
pour m==n, le premier terme de la série qui figure au dernicr
membre de (20), donne I'intégrale

1 P.(3
A.1C7...Cn+1 .2Ti 5 l;n—-:%(—;—)-d: = A1C1...C"+1 A;-LI Z 0.

En utilisant (13), on obtient ainsi la relation d’orthogonalit¢

1 ~ a N

(21) ;;L.fP,,l(:)P,,(:.)X(z)dz =0mn { P} } (m,n=0,1,...)
- c

et de la résulte, en vertu de (3) et (6), la formule

1 -
L (ax(s)de= a:if)&(:)d:=a,,={z"};
N (

27T L 2

donc les {z"} sont les coctficients du développement taylorien
de X(5) a I'infini.

La convergence uniforme, pour | 5| > r, de X(5) implique donc
la convergence (pour | z| > r) de la série (8) ainsi que I'identité

2) 2(3) = X(z) = lim P.(2)

4
n>x Pn(2) (4

(3) Usuellement on défimit la série (8) [la « série associée a la fraction conu-
nue (15) »] comme une série formelle de puissances de z-! dont les »n premiers
termes coincident avec les 2n premiers termes du développement taylorien,
P,(2)
série ainsi définte représente le développement taylorien de (15) quand cette
fraction continue converge uniformément a Vinfini; car alors, les développements
tayloriens des différents termes de la somme infinie (7o) peuvent é&tre ajoutés
formellement, et cela donne I’équation (22).

Comme ic1 les coefficients de (8) ont été définis d’'une maniére différente, nous

‘n—1

concluons inversement des équations (20) et (22) que Z {z/)5-' est la

suivant s 1, de + A. Pringsheim [12] (voir aussi [5], p. 342) a démontré que la

vy=0
* -
(2n)¥* somme partielle du développement taylorien, suivant z !, de !:,L((-:—'—)) Cet
énoncé, équivalent & des identités ol figare un nombre fini de constantes A, B,, C,,
est évidemment valable, que la fraction (15) soit convergente ou non.
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Les fractions continues (15) relatives aux suiles de polynomes
considérés plus loin convergent uniformément a l'infini, ce qu'on
voit en appliquant des criteéres de convergence assez Glémentaires
(voir par exemple [3], p. 261, théoréme 29). De plus, les formules
asymptotiques que nous établirons au paragraphe 4, pour P,(z) et
P,(z), pour n — o, nous permettront de tirer de (22) immédiatement
la fonction y(z). Cependant, nous exposerons au paragfaphe 5 une
méthode directe pour obtenir x(z) sans utiliser les réduites de la
. fraction continue (15). S

2. Suites de polynomes P,(z) dont la formule de récurrence
dépend rationnellement de Vindice 1. — Posons, dans (1),

(23) Ap,= ;:102:;1 B,= );;EZ;’ Cn= %:—%%;' (n=1,2,...)

en désignant par

Pi(B) =g bm a4 2y, 5=t ap,
(=0, ..., 3, mX1; ao=1, %01 Z 0, %35 0)

(24) !

des polynomes a coefficients réels ou complexes, sans diviseur
commun et tels que

(25 a) Po(n) # o0

(25 b) J (n=1,2,...)

Au moyen de (23), I'équation (1) prend la forme

(26) {Po(n)Pn(Z)—(-"Pa(n)+1)«("))Pn—:(3)+Ps('l)P_n—°(~')=0
(n=1,2,...; Po=1, P_y=0).

Or, les polynomes ﬁn(E'):. xz, " P,(z), ot nous avons posé

T 0oy 3 —+ %ge

,
Y2 \ags

satisfont a une formule de récurrence de la forme (26) dont les p; (£)
correspondants ont respectivement pour coefficient du terme de plus
haut degré :

(27) ago =1, %) = 2, %92 = O, A3 =1;

sans restreindre la généralité de nos hypothéses, nous pouvons donc
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admettre de prime abord pour les coefficients o des polynomnies (24)
les valeurs (27) ().

Nous verrons plus loin que pour les P,(z) définis pal'- (26), la
condition (7) est satisfaite et que la fraction continue (15) qui leur
est associée, est convergente.

En raison de nos hypotheéses (23), (24) et (27), la séric de
Taylor

(28) | gz, 3) =D @ Pu(3)

n=0

est certainement convergente pour |z|<C (2|5 |~+1)"'. En ajoutant

toutes les équations (26), multipliées respectivement par z" et
utilisant les formules

nx=.x a n n’arh = x_f.i_ ’z-n . (n)aoeh= d) "oy
=2 - al =z s e pln)rt=p x|

‘ (i=0. ceny 3),
on obtient la relation

Po(l‘ ;—;) zx"Pn(:)—<ZP1 (‘7" %)"‘P"(\-"%)) ‘”2""" P.(3)

n=1 n=0

+p; 2.’1‘"?,,( )=o:

(*) L'hypothése en apparence plas générale d’aprés laquelle les ,degrés m, des
polynomes

P,(E)—%.H(E 0) (=0, .., 3)

v=1

. . m
satisfont aux relations Z2¢ T — m,>m,, se raméne pour les polynomes P,(z)

définis par la formule
my—m,

Fue)=P,(s) [] rn+1—p,0  (pourmy>m,),
V=1

niy— By
s

=P,(3) rl P(rn+2—p,5) (pour m;>m,)
v=1
aux hypothéses (23) et (24), avec

~ om0,

~ ~ ~
my=m;=m, >m
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en y joignant en owtre I'identité p, <$3%)Po = po(0), nous trouvons

our g{zx, 3) Péquation différentielle linéaire du m'*™® ordre
pour & q

w0 [nleh) (e )l
-+ p3 <x %)w‘-‘]g(x,} z) = po(0).

Avec les notations

(3oa) LY =p0( ) p( >$+Pq( %)xi, L p,( ;i):t,

(30b) Ly.=L%— 3Lk,

cette équation prend la forme symbolique
@3n) Ly,s8(2, 2) = po(0)-

En effectuant, a ’aide des identités
A d n S
(32) o) we=ac(E o e (n=o, 1, ...; c arbitraire),

\
les différentiations indiquées dans les opérateurs qui figurent
dans (29) et (30 @), on obtient des expressions de la forme
|

m
Cod dm—y
! v=0
d dm—
(33a) Pie) ( Az ).L‘ = ZP1(2) (‘z'— -+ I) Zav ‘(2)‘Em+i—v dzm—’

m
d d g dm—
Ps3 (a: %)r’ = z°p; (’L‘ o + 2) =2avsz"l+“—v Toms
v=0

dont les coefficients a,; se déduisent des a,; [équ. (24)] au moyen
des identités

1

po(5) = Jyavtn—v= P avt(E—1).(E—m+v+1), oy
(33b) ‘V;O v=0

PoE) =Xy @t —2). o .(E—m +v—1);

v=0
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en particulier, il vient ainsi :

(B4 a) ap=ap=1, agy = 29y = 2, Qgs = dgy = 0, apy=ap =1,
m’—m N
A= %yo+ > ) ajp=oay+m -+ m,
(348) :
m’—+3m
Ayo = Ayo, a3 = a3+ —————=

2

Substituant dans (29) les expressions (33 «), avec les valours
(34 @) des ao;, nous obtenons

. (llng
(35) axm(z"— 252 +1) T

m
dm—
+2xm—"(aw— (@y15 + Ay )x + a3 2?) m—_‘% = po (0).
v=1
Réciproquement, chaque équation différentielle de cette forme, et
telle que '

m

(25 a) p.,(n):Zavon(n-—1)...(n—m+v+1)¢o (pn=1,2,...),

v=0

posséde une solution unique de la forme (28), et les coefficients P,(z)
de cette solution satisfont aux relations (26), (33 b) et (34 a).
A Taide des notations

qo(x, 3) = 2™ (2°— 222 +1);

gv(Z,3) = MV (ayo— (Ay1 5 + Ayo )T + Ay32°) (v=1, ..., m),
(35) prend la forme
(37) 90, 2)8\+ g1(@, 2)gMV+ ...+ (@, 3)§ = Pa(0)-

@) |

Pour construire la solution particuliére g(z, z) de celte équation
qui est holomorphe pour =0, nous avons besoin de certaines
solutions de I’équation homogéne correspondante

m

(38) Y (@, s)pin=o

V=0
ou [voir (30a)et 305)]
(39) Lzsy (2, 3) = o0;

en outre, nous utiliserons certaines solutions de 'équation différen-
tielle adjointe a (39).
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3. Etude de I’équation différentielle (39) et de son adjointe. — Les
singularités des solutions de (38), ou (39), sont situées en x = et
aux zéros de ¢o(z) [équat. (36)], donc en z =0 et aux racines de
Péquation z*—2zx +1=0.

Ces racines que nous désignons par

(40) x=z——\/z’—-l et B=s+ yz'—1,

.ainsi que d’autres fongtions non uniformes de z utilisées dans la suite,
seront souvent étudiées dans le plan z fermé a Yinfini et découpé
le long du segment

(41) ' —1LzL1.

‘Nous désignons ce domaine, y compris les deux bords de la
coupure (41) sauf les points z =1, par D et y définissons le signe

de y/z2—1 de telle maniére que

(42) Vai—ias 5 (pour z —>w);
ona alors
(43) la(z)| <L, |B(3)|>1  (pour z€D),

le signe d’égalité n’étant valable que pour —1 <<z <{1.
On voit que pour tout z fini, sauf pour z =1, les quatre points
singuliers

(44) ‘=0, a(z), B(z), o=

sont distincts et « réguliers » au sens de la théorie des équations
différentielles linéaires. Donc, sauf pour les valeurs z—=-1 que
nous excluons désormais, (39) est une équation du type de Fuchs;
toutefois nous n’aurons pas a utiliser dans la suite le fait que le
point £ — o est « régulier ».

Comme équation caractéristique des solutions de (39) canoniques
pour z = o, nous obtenons [voir (30a), (30b) et (335)] :

) poe)=Nane(p—D---(p—m+i+1=0 (an=1);
=0

en vertu de notre hypothése (25 a), les racines de cette équation
satisfont aux inégalités
(46) PrFEL, 2, ... (i=1, ..., m).

MEMORIAL DBS 8C. MATH. — N¢, 131. a
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Supposons en outre pour le moment qu’'aucune des différences
pi—pj (£ 7% j) n’est un entier (ce qui exclut en particulier la présence
de racines multiples); alors les m solutions de (39) canoniques
pour z = o sont de la forme

(47) yule, H=Ney@as (ea=1,i=1, .., m; | 2| <[a(2)|<1).
i=0

Passant aux singularités + = a et x = §, nous désignons par S la
substitution

(48) S=(yz—1>— 3 —1)

et posons [voir (36)]

(x—a)gi(x) A (z—B)g:i(z) _ .
(49 a) [ go(Z) ]r—_—x—A’(h)’ [——__qo(-l‘) ]x:ﬂ—B(Z)’

il vient alors

\ @y, — da (Ayg— A4+ Q14 )3 — a
(498) A(z)= 11 o (ap 11 1) 12

2 2 \22—1

Avec la notation (49 a) I'équation caractéristique des développe-
ments canoniques pour # = « prend la forme

B(z) = AS(3).

(50) e(p—1)...(p—m+2)(p—m+1+A)=o0.

Pour trouver d’abord les solutions qui sont holomorphes en z =«,
substituons dans (38) la série

(51a) L @) =Yeu(s—ap;
®w=0

en annulant les coefficients de la série de Taylor ainsi formée, on
obtient les équations

w—1
(518) am(a — Bpu(p—1)..(p—m-+2) (L — m+1+A)cp_=§°bp,vc.,
(p=m—1,m, ...),

ol nous avons désigné par b,, des polynomes en ai;j[ équ. (36)],

zetyzt—I1.
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En supposant que

(52 a) A(z)#0, —1, —2,
on déduit de (51 b) pour les coefficients ¢,_;, ¢m, ... des formes
linéaires en co, ..., ¢m_o et la théorie des développements cano-

niques montre que la série (51 @) construite de cette maniére a un
rayoh « de convergence >>o. Dans I'hypothese (52 a), l'6qua-
tion (39) posséde par conséquent m —1 solutions holomorphes
en z =a, dont les termes de plus petit degré sont respectivement

(x—a) (i=o0, ..., m—2).

Pour étre sar que la m™*™° solution canonique ait la forme
(x—a)yr—t=A(14c'(z—a)+c"(r—a)+...),
nous allons supposer en outre [voir (50)] que m—1—A n’est pas un
entier << m — 2, donc que
(526) A(z)#1, 2,
Pour les m solutions d’un systéme fondamental, nous pouvons
alors admettre les développements suivants :

(x — a)—t

(53 a) yu (z, 3) =" G + E cij(x——a)l (E=1, ..., m—1).
/=

o

, . , I'(r—A
(53b)  1mir, Z)=20m1(df —a ) Fm—i—A I:cllll)= l‘(;m:—A)s].
]=0

Pour obtenir ensuite, dans 'hypothése B(z) £ o0, 1, ..., les
développements des solutions correspondantes

(54) Yis(®, 3), ooy Vma(a, 7)

_canoniques pour z =3, on apphquera dans les deuxiémes membres
de (53 @) et (53 b) Popération S qui transforme les grandeurs «, A,

c“(z, Vs ——x) respectivement en {3, B, c,/(‘-, —z—1).

Désignons le wronskien des n fonctions oy (), ..., 9. (&) par
(55) I 2s(2),- .o en(2) [ = [l i (@) flavzs. n -

On sait que le wronskien d’un systéme fondamental de solutions



16 F. POLLACZEK.

de (38) est proportionnel [voir (36) et (4g9a)]a

(56) exp[-—- a %%d#: o=l — )Nz — 3)-B,
donc
5y (12908 2, s (5= G2 — ) — ) ¥

(k=o, 1, 2).

Pour calculer G (z), portons les expressions (53 a) et (53 b) dans
le premier membre de (57) (k=1), ce qui donne
Hoa(@) ooy yma (2, 3) || = (2 —2) A+ (2 —a) + ez — ) +...)5
multipliant ensuite par (2 —a)* et posant z = «, nous obtenons

(58 a) " Ci(2) = ame(a — )
et de la, au moyen de (48),
(58 b) Ci(3) = fao (B — a)t,

De la méme maniére on trouve, en utilisant (47),

(59) =[] —en(—ar—gm
m>1>j>1
Soit enfin
(60) ya(@, 3) =P ypale, 3)  (i=1, ..., m)
j=1

la substitution' de passage qui exprime les y.o par les 3y ; on obticnt
pour le déterminant des 7%,;, au moyen de (57) (k= o,1),

(61) | Ay || = Co(2)Ci* (2).

Passons maintenant 4 I'équation différentielle adjointe a (38), a

savoir
m

(62) Z(__ 1= gy(z)n(x) " = o,

V=0

dont certaines solutions vont figurer dans nos formules, et construi-
sons d’abord l'opérateur différentiel adjoint & L., [équ. (30a)
et (30b)].
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’ . du d(zv) d(xuv) . d
L’identité¢ ox 75 = W g & — - monlre qud z - est

. . d N
adjoint 'opérateur — prd et I'on conclut de la que pourn =1, 2, ...,

I'opérateur (~—1)"<d—~‘ix)" est adjoint a (x%)'l- Au moyen de

Pidentité (32), nous obtenons ensuite
R d u__ , I d\" _ , 1 d n— d n'
(—1) (d_.ix) —(—1)'~x-<.v%> x-(——l)'.r;(.tﬁ+1> _(—x;i..;—l> H

. d . .
donc, aux opérateurs p, (x%>x"(zzo, ... 3; =0, 1, 2) qui

figurent dans (30 @) et (30 b) sont adjoints les opérateurs

d d .
xfp.(—wa;—x):p,(—x% +c—})x'.

Par conséquent, 'opérateur adjoint a L, . est

. d d N d
(63) Laxz= Po(_l%~l>_(Zpi(nxdx}-kl)'(_‘EH))x
-+ —x -—‘il- -+ x>x’
P3 dr ’
de sorte que I'équation (62) peut étre écrite sous la forme
(64) Lyan(z, ) =o.

D’une maniere générale, une équation différentielle et son adjointe
ont les mémes points « réguliers »; donc, (64) est aussi du type
de Fuchs et a les points (44 ) pour points réguliers.

Soient

(85) Yi(2), .o m(®)

un systéme fondamental de solutions de (39); on sait (*) qu’alors les
fonctions '

_ (_l)m-—-l ) ]
(66) ni(z) = 70(2) ]l_)’l(z).. vy ¥ i=1(®)y Y a1 (), oy I ml(®) ||
X“yi('z'), cony Ym(z) || (i=1,...,m)

forment un syst¢me fondamental .de solutions de (64) [« solutions
adjointes a (65) » . '

(*) Voir par exemple A, R. Forsyth ([1] p. 251 253).
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Pour les fonctions 7,y (, 3) adjointes ainsi aux y; (z, z) résultent,
a l'aide des formules (53 @) et (53b), des développements de la
forme

i
—_] ) —tg—m — m—i—1
na(e, 3) = eI N (e —a)

(67a) (B—a)A+i—m) (m—i—1)!

j=m -1
I=1,...,m—1),

(676) iz, 2) =Zc’;:1i(x —a )it (clllno =2 ) ’

o — e
pret B
et hous voyons immédiatement que ce sont les solutions de (64 ) cano-
niques pour x = «. Notons que

m2—m

2

I o amll=(—=0n o) D1y ooy Fml

et que la matrice des coefficients de la subslitution « de passage »

n

(68) e (L, Z)=2|.1,,(z)n,,(.z, 3) ((=1,..., m)

j=1

. est linverse de la transposée de la matrice des coefficients i,
de (60), donc (p,,)) = (m,~)'.

4. Construction de la fonction génératrice g (, z); développement
asymptotique de P,(z). — Le fait que g(z, z) satisfait a ’équation
différentielle (37) va nous permettre d’établir le comportement de
cette fonction au voisinage de son point singulier de plus petit
module lequel, en général, est r = a.

Si po(0) = o, de sorte que (37) se confond, avec (38), nous pou-
vons identifier g(z, z) avec la solution yio (2, z) de (38), en admet-
tant [voir (48)] que py=o. Les équations (60)(i=1), (53 a)
et (53 b) montrent alors que dans le voisinage de r = a,

8z, 2)=131(=, 3)

se , comporte, grosso modo, comme (zr—a)"~'"* [pourva que
m;,,,( Z) # O].

Admettons maintenant que

(69) Po(0) F#o.



SUR UNE GENERALISATION DES POLYNOMES DE JACOBI. 19

Lorsqu’une équation différentielle homogene de la forme (38) a
'origine pour point régulier, sans toutefois posséder de solutions qui
y soient holomorphes [ ce qui, dans notre cas, est exclu par les inéga-
lités (a5 a) et (69)], 'équation non homogen e

(70a) D av(@)gm—(2) = f(=)

v=0
posséde une solution unique qui soit holomorphe a I'origine, pourvu
que ; (( )) Y ait tout au plus un poéle d’ordre m. Dans une Note placée

a la fin de ce travail, nous avons démontré que cette solution peut
étre représentée par la formule [ équ. (12) de la Note]

nm

(708) s@) =Dy [ e &,
=1 lo—

ot y,(z) et n,(x) ont la méme signification qu’au paragraphe 3;
f désigne l'intégrale d’Hadamard dont les principales propriétés
0

sont mentionnées dans cette Note.

Appliquons cette formule & I'équation différentielle (37), en'y
posant respectivement

(70¢)  f(#)=po(0), yi(z)=yu(z, 2), wn(z)=mnu(z, 2)

Au moyen des développements (53 @), (53 b), (67a) et (67b) on
vérifie ensuite que les fonctions

yu(z, z)anu(s,z)ds=y“<w,z)(fum,<e,z)de+f nes (5, z)ds>

(i=1, ..., m—1)

ainsi que le deuxiéme terme du deuxi®me membre de
x -;l x

(@, 2) fL s 8, 2) = m (2, ) fL sy )+ s, 2) [ a3
[ 0 I;l,

sont holomorphes en z = «.
Nous trouvons ainsi que dans un voisinage de z = a,

(71a) g(=,3) ==p.,(o)f Nm1(E, %) dE ¥ mi(x, 2)+ fonction holomorphe de z,
L
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et de la méme fagon nous voyons que dans un voisinage de z = f3,

3
(71 6) g(z,3)=po(0) ‘ Nme (§, 8) dE ¥ ma (2, 3) -+ fonction holomorphe de x.
1o

Grice a ces relations nous pourrons calculer la valeur asympto-

tique, pour n — o, de I'intégrale [voir (28)]

(720) Pu(s) = s P 8o ) o (%D

2%

Fig. 1. — Déformation du chemn de (72a) (plan z).

Comme g(z, 5) ne peut avoir de singularités qu’aux points (44),
nous pouvons remplacer le chemin d’mtégrauon de (72 a) par deux
arcs de cercle reliés par des lacets C, et Cg qui contournent les cou-

_pures G, et Gg, tracées respectivement de « et de 3 vers Pinfini (fig.1).

Pour n —> o, nous avons alors

P = 5 [, 8 g+ 50 [ £ 92 06 ©>1BD

et de 1a nous tirons, en vertu de (71 @) et (71 b),

al
(72 b) P,,(Z)NPO(O)‘/'; T‘”H(E: z)dEzﬂl y""(a zn+l

3l
+ po(0) fL nma(§, 3) dE =1 f Fms(@, 3)
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Afin de rendre univalentes les expressions (z — a)"~'™*, etc., qui
figurent dans (53 b) et dans les formules suivantes, définissons main-
tenant dans le plan = (fig. 1), découpé respectivement le long de C,
et de Cg, les fonctions continues

(73 @) arg(zr — a) et arg(z — §3)
de telle sorte que pour z = o, elles coincident respectivement avec
(738) —on<arga—=n<Lo et oLargl+rx<2n (argB=-—arga);
dans (58 @) et (58 b), il vient ainsi :
arg(a——B):li;r; arg(z — f3) et arg(8 —a)=arg(a—f)— =.
La définition des fonctions ymi, nmi, €tc. élant ainsi complétée,

on obtient par des méthodes bien connues les formules, valables
pour n —>c,

(76 a) mfym(w,z)w,,ﬂ

I‘r((r:z_ é\)) 27uf(x e '\ dr [I+O<t_]z)] .

IA)["'_O<'IL>]’

1
(7[' b) 21‘”]‘},"‘2(‘1- z)_z-ll-i- — nB mp—n—1+m—lie—‘m.lr B

= pA—mg-—n-1+m-A gTA

[+

Posons maintenant

(79) r,,(z)=po(!l)d'"'Ae“'Ar(lA).[B- E"nmi (8, 2) s
3
(76)  sn(5) = po(n)pm—s e s | )

(n=o,1,...)

en intégrant, en général, le 1dng d'une ligne droite (*).
En portant les expressions (74 @) et (74 b) dans (72 b), nous obte-
nons, a I'aide des derniéres notations, la formule asymptotique

() P,(3) = nA—ma—n—1r,(z) [1 +O0 (%)] ~+ nb-mB-n—1g,(z) [ 1+~0 (—":) ]
(z#=*rx)

(°*) Pour a et B réels, le chemin d’intégration de (76) doit contourner le point
" singulier £ =a de m,,(§ ) dans l'un ou dans Pautre sens. Les deux branches
de s,(z), définies ainsi respectivement pour R(z)>o0 et pour R(3)<o, qui ne
sont pas connexes sur 'axe réel, constituent le prolongement analytique de r,(3)
au deld des bords de la coupure (41).
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dont le deuxidme terme peut évidemment étre négligé [voir (43)],
sauf pour — 1 <<z <1 et pour les zéros de ro(z) situés dans D.

Afin de tirer de cette formule la valeur asymptotique de P, (z)
[équ. (16 @)], utilisons la velation (19) qui, pour des A,, B,, G, sui-
vant (23), prend la forme

wf . Py pi(n) pit) P1(2) ..
P"(z’po(l)’ ’po(n)) =2\ Gy Po )/

Donc les P},(z) sont définis, au facteur constant £ 'E ; prés, par la

formule (26) ol I'on substituera po(€ + 1), etc. & po(%) etc. En dési-
gnant cette substitution par

(78) T = (p(§) >pi(E+1);i=0, ..., 3),

nous pouvons ainsi mettre la derniére équation sous la forme symbo-
lique

(79) P;(3) _P‘(”Pﬁ_i(z)
En utilisant (32) on reconnait que T transforme 1'opérateur Ly,
[équ. 30a) et (30b)] en
(80) L:!v,z=[70(-tc—§l; +I> <2P1<-’17i +I)
a d
+P7<x% +I)).’L‘+P;<w% +1)$2=$_1Lx,;w;

de la méme maniére, nous tirons de (63) £ =z £, 2, et de ces
deux formules nous concluons

x
(81) ‘ AT=A, BT= B, ’1};“:';"\:7:1)

| F2o) = atrma(a) s(8) = o)

Comme les transformées, par T, des inégalités (25 a) et (69) sont
satisfaites a fortiori, nous sommes en droit d’effectuer T dans (77)
ce qui donne, au moyen de (79) et (81),

Po(1)
ﬁ‘g ;nﬂ—"' {:—n-—is,(z)[1+ 0 (;)] (s#=%1).

(83) Pi(s) =LY pamgnit,,(3) [H_ 0 (%)]
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Substituant les expressions (77) et (82) dans (22), nous obtenons,
sauf aux zéros de ro(z) et aux points du segment (41),

) . pa(x) ri(z)
33 = P10 .
(83) £(2) =T ol
5. Introduction de la fonction u(x, y, 5). — Nous allons exposer

maintenant une méthode basée sur ’emploi de la fonction

©

(8%) u(z, )y, 3)= Z xmyng—I—1 3P, (2)P,(2)} (),

lL,m,n=0

(qui, sans utiliser les relations entre les P, (3z) et la fraction conti-
nue (13), permet d’obtenir, outre I’équation (83), certaines formules
que la méthode précédente ne réussit pas a établir.

En vue de démontrer que la série (84) ou les P,(3) sont définis
par (26), converge pour | z|< 1, |y|<1 et pour |z| assez grand,
¢valuons d’abord les « normes » { P, } pour n — .

En portant les expressions (23) dans (13), nous avons

n

(8 yp2y — ) pilv+1)
\ 3) ny [)1(”""1) 11 PO(V)

En décomposant ensuite po(%) el p;(£) en facteurs linéaires, on
obtient, compte tenu de (24), (34a) et (34 b),

(86a) pO=[JE—e  me=]]E—-,

. N\ m2— i m’+ 3m
(86 0) Epi=~a|o= > — a0, O =—A= ———— —day;.

=1 =1

Au moyen de (86 @) et de la formule

—'—‘-‘*-—EE:I?; =nC’—C"[1+O<—:;)] (n->w),

(7) Nous avons utilisé ’précédemment la fonction u(z, y, ) pour traiter des
problémes particuliers ([6] 4 [9]) Sa présente définition a été donnée dans [10],
ol une partie des formules des paragraphes 1, 5 et 6 ont été résumées.



24 F. POLLACZEK.

ou ¢’ et ¢’ sont des constantes arbitraires, il vient

n m
(87) pi(v+1) — I'i—¢) M(n+2—0)
Po(v) .l Tio—g,) I'(n+1—0¢)

o m I'(2—g) "“_,,“_m[ (l)]
= e ] l‘(2—c,)n 1+ 0 m

et en vertu de la relation p,(n +1)= le’"[l -+ O(-:;)] » nous lrou-
vons

(88) |1 P, < Cnlas—te—2ml  (n=1,2,...),

ot C est une conslante appropriée.
Admettons maintenant que I'inégalité

(89) | {2/ Pu(2)Pu(3)}| < Cel(p+n)lommwtul (g, n=0,1,..)

[qui, en vertu de (3¢) et (88), est remplie pour { = o] soit dgja
démontrée pour un indice /> o. Afin de démontrer (89) pour [+,

effectuons dans la formule (26), multipliée par %fli)), I'opé-
1
ration { |}, ce qui donne
(o sp P = B e B e
+%{51Pupn_»} (b, R—1=0,1...).

En raison de nos hypotheses (24) et (25 b), la quantité

’ P’("’)

(91) ¢'= up P (i=0,2,3;n=1,2,...)

est finic, si bien qu’on tire de (go) et (89) I'inégalité
| {a+ PP, } ]| <3¢ Cel(p+n)l o am®ml  (p, n—1=0,1,.,..);

sous condition de prendre ¢ 2> 3¢/, (89) reste donc valable pour {1,
de sorte que cette inégalité est démontrée pour tout /, p, n> o.

Par conséquent, la série (84) converge pour |z| <1, [y|<1,
|3]>c et en particulier, la série (8) qui définit x(z) est conver-
gente pour |z|>> ¢, de sorte qu'en raison de (9b), nous pouvons
écrire

(92) (2/Pp(2)Pa(z)} = ﬁfwm(mn(z;)x(c)dc,
C
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C désignant un cercle de rayon > ¢, ayant l'origine pour centre.
Substituant (92) dans le deuxiéme membre de (84) et nous rap-
pelant que la série (28) converge pour || <<|«(z)]|, nous obtenons

ate,y, =5z f Zw'wm(t)}]am(c> Z( ) vt

n=0

I
[|§ <3 lel y <30 ]
et de la il.vient au' moyen de (28):

{ w(@y ), )= /‘g—(%g—él'—c),((t)c‘it

(93)

TR

Lal>18heh iy [<|e®l]

Effectuons ici Popération L, ; {équ. (30a) et (30 b)]; comme.
P’expression

Lesg(®, 0)=Lig(2, {)— sLig(x, {) =Lozg(e, §) — (s —8)Lig(x, §)

est ééale [voir (29)]a po(0)—(5—%) L, g (x, {), nous oblenons alors

(00 Lenu(a, ¥, 8)=po(o) sy [ED gt a

27
2%

—L‘——fé(x,ﬂ)g(),»)/( )ds.

Le premier terme du deuxieme membre se réduit, en vertu de (93),
a po(o)u(o, y, z) et pour le deuxiéme terme du deuxiéme membre
nous obtenons au moyen des formules (28), (10), (30 a) et (83) :

L “;:‘-fé’(f, 2)g(y> B)A(5) d3

=LL z wm}n._—‘/ P.w(3)Pa(2)f (2)dz = L3 2('”.7)" {Pr}

nm,n=~0 n=0
_23 ne 3 | LRI
=z N p(n+1){Ph}(2)) —wpmzz [1 55
n==0 n= =

Avee la notation

@ Sen=nn3 [[P}E‘(T)‘)(xw (lay | <),

n=0 V=1
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(94 ) prend donc la forme
96) Lo ulw, 3, 2)=potojulo, y. 2) —zfo(zy);

réciproquement, on voil sans pcine que dans 'hypothese (25 6), la
série (84) est la seule solution de la derniére équation qui soit holo-
morphe pour x| <<rtet|z|>1.

I’équation (g6)est delaforme (70 ), avec ¢o (£) =z" (2*—225 1)
et avec un deuxieéme membre holomorphe a l'origine; donc sa solu-
tion particulidre u qui est holomorphe pour .r = o, est donnée par la
formule (70 &) ot nous poserons

Jie)=po(0)u(o, y., 3) — zfo(xy).

En appliquant ensuite a cette formule les raisonnements qui, au para-
graphe %, nous ont conduit a la relation (71 @) pour g(z, z), nous
voyons que dans un voisinage de .r = z,

3
(97) (2,5, 2)=ym(@ 3) [ [poo)u(o, 3. )= EfelEp)] ama(E, 3z
'In

-+ fonction holumorphe de .

Mais «(r, y, z) est holomorphe pour |3|=-1 et |x|<C1, donc
I, T,
holomorphe pour |z |‘,>1 et r=ax —[équ. (4o) et 43)]; comme
o
¥mi(x, z) [équ. (53 b)] est ramifice en x = a, l'intégrale qui

12
figure dans (97) doit donc étre nulle.

Ceci nous permet d’obtenir la fonction jusque-la inconnue % (0,y,3).
a savoir :

| 2 -1
o 1 ) e .
(98)  w(o,3, ”_Po(o)l/u Efo(Ex)Mma(E; 3)dE <‘/| N1 (& z)dE)

o .
et en raison de l'identité
(99) u(o, 0, 3) = x(3)

[voir (84) et (8)] et de la notation (75), nous en urons & nou-
veau, pour ¥ = o,

_ pa(0) m(3)
(83) /(z)—Po(l) ro(z)
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6. Représentation des P,(z) au moyen d’intégrales d’Hadamard.
— Désignons par z~ et z+ des points de méme affixe z, situés respec-
tivement sur les bords inférieur et supérieur d’une coupure qui relie
les points —1 et 1 et par

— 1 . B

(100) [e(a)]s= sle(z) —2(s7)]
la différence, divisée par 2mi, des valeurs prises par une fonction
analytique quelconque ¢(z) en z~ et 5™

Faisons ensuite croitre le rayon du cercle C, dans (93), de
maniére qu’il contienne le point z dans son intérieur, et prenons | x|

. ) . . - . N

et |y | assez petits pour que on ait sur la périphérie de G :

Lzl Jyl-<le@)<falz):
alors, (93) se transforme en

gir. .\ 4 "
u(z, y, 5= g, g D(a) — o [(EEDEEE @y

aniJ, {—

(z]<iZi):

(101)

Pour des z satisfaisant aux derniéres inégalités, g (r, 5) et'g (3, )
sont représentées par la série (28) ct sont, par conséquent, des fonc-
tions uniformes de z; il en va évidemment de méme pour I'intégrale
qui figure dans (101). Pour la différence [« (x, 3, 5)]; nous obtenons
donc

(102) [u(x, J5 z]: = g(x, 3)8\V> Z)[X(Z)];,

et en posant ici z=o. donc g(o, 3) =1, nous avons, en vertu

de (98),
ol o -1
N 2 "“'—I—" 0 m1 mi\S,
(103) [x@]z809)= po(o)[ fL Eu(Ey) (&z)d&( fmn G z-)ds> ]

En développant en séries de Taylor les deux membres de cette
équation au moyen de (28) et (95) et en égalant les coefficients
de ", on obtient, a 'aide de (75), la représentation suivante de Pn(z) :

() P20 [ra()]
(rod) [X(Z)Lpn(z)_Po(”"")g Po(v) ["o(z) ]+ (n=0,1, .).

+

Dans cette équation qui permet, aussi bien que (72 a), de déter-
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miner la valeur ‘asymptotique de P,(z) pour #-— 0} nous allons
identifier désormais z~ avec z; ony posera donc [voir le renvoi (¢)]:
(105) ra(87)=ra(3);  ra(zt)=3,(3) (n=o0,T1,...).
Pour les valeurs asymptotiques de ru.,(z) [voir (67 b) et ( /o)]
et s,.1(2) nous trouvons au moyen de procédsés classiques :

a—A eTir

2y/z2—1T(A)
d

< [ B A e (F ) )
Lo

(106 @)  rppa(z)=— po(n—+r1)

n"l"\a"""[ o l)
N 24y/32—1 T (n ],

(106 &) ‘s,,+1(z)=7 ’:":/:'Bsiil[x-»-O(;—ll)] (n—>w),

et en introduisant ces expressions ainsi que le troisitme membre .
de (87) [od, en vertu de (49b), ai;—aio=A + B] dans (104),

nous avons
m

()P (a) = (D) T(>—g)
(107) [/.(3)]+ ( ) 47!ipo(l)\/?-:z 11 I‘(‘Z—O'[)

x{n“""‘a"'+‘l‘6‘(5)[l+0(-:;)]
—m 4n —1(z T ).
-+ nA ‘$+ls°l(‘)[l+0<n)]j

En comparant les formules (77) et (107) de P,(z) qui doivent
donner le méme résultat, nous obtenons I'identité

: SENONE © SVCErS) S
(ro8) [x¢(=)]z 47 Epo(1) 1:11"(2—':,) ro(2)s0(2) Vo —1

Au moyen de (86 a), (105) et (108), Péquation (104) se transforme en
- T'(n+2—4q)
- I'(r+2—p)

(z#=*1),

et de la, il vient pour n = o, donc Py =1,

V3’ —1(rne1(2)50(2) — r(2)8n11(3))

(109) P,,(z)=2l

m

(110) r1(3)50(8) = ro(2)s1 () = - \/z’l":f' ?8:;;




SUR UNE GENERALISATION DES POLYNOMES DE JACOBI. 29

Effectuant dans les deux membres de (109) la substitution T
[équ. (78)], et utilisant les relations (81) et

pr=p—1, o=g—1 (i=1,...,m),

nous obtenons pour P; (z) [équ. (79)] I'expression
pa(1) k I'(n+2—a)
o)A X T(n+2—p)
(3 #=*1).

En introduisant les deuxiémes membres de (83), (109) et (111)
dans l'expression x(z)P,— P}, nous obtenons, a I'aide de (110), la
formule

P;(Z):?

(111) V22—1(rn+1(3)$1(2) —r1(2))sn+1(3))

N priay o PA(D) . T(2—p1) - T(n+2—06) rpsi(2)
(11za) ¥ (3)Pa(2) P,;(Z)—po(l)‘l;lr(z—az) L1 (nra—p) To(8)

qui montre que les fonctions

m
I'(n+2—g)

M(n—+2—p;)

=1

(113)

rp+1(3) (n=o0,1,...)
satisfont a la formule de récurrence (26) des polynomes P,(z) et P}, (3).
L’équation (112 a), divisée par P, (z) et simplifiée, fournit I'expres-

sion suivante pour la différence entre la fraction continue (20) et sa
n'*™° réduite :

(n=o0,1,...)

. Pi(z) _ pi() TR L) Fasa(2)
SRR O ool | xokeine

Dans (84) et (96), faisons maintenant | 3| <<|a (z)|; alors. fo(zy) ’
[équ. (95)] sera holomorphe pour |z | < ||, de sorte que u (=, y, 2),
considérée en tant que fonction de z, aura sa singularité la plus
proche de l'origine en 2 = 3.

Pour le comportement de u(z, ), z) au voisinage de z =3, nous
avons la formule, analogue a (97) :

(114a)" u(z,y, 5)=ym-(x, 2)e(y, )+ fonction holomorphe de z,
ot I'on a posé, pour | z| assez grand et |y | <|a(z)],
8
(114 8) (¥, 2) =f [(po(0) u(o, y, 5) —Efo (Ey)nm (E, z) dE. .
Lo

MEMORIAL DES $C. MATH. — N° 131, 3
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Au moyen de (114 @), nous obtenons pour le coefficient du n'*™°
terme de u(z, y, z)[équ. (93)], considérée comme série de Taylor
en z, la formule asymptotique, analogue a (72 &),

z 271 .z"l"'l

(115) 'leift‘Mx(t)dﬁ~@(y, z)-——_/ Yms (2 3)

Substituant dans (114 b) le deuxiéme membre de (g8) et utilisant
les équations (76), (103) et (108), on obtient

. @B—m oTu pi(D) ml‘(z—p,) 1~
(114 e) oy, z)=fme nr(B)Po(I)I]‘;Il.(2_m)m(z)\//22 8(> 2)

et en vertu de cette équation et de (74 b), la formule (115) donne

(116 @) —I—:fpn(c)i(y’c))((t)d:

27 c F1

— nB—m B—n— pa(1) I'(2—p)
T pm L T =)

ng(y,z)[l+o,( )] Hyl<la(z)|l:

de méme, nous trouvons

1 [ PUOPYE). e PAO YT — 20
(116 ) ;1_;./(‘“-—— (§) &L= nB—mp ’P:(I)[!r(z_cz)

x m Pv(z)[l + ov’(.,f;)].

Dans la derniére formule, on peut prendre pour chemin d’inté-
gration G une courbe simple fermée quelconque du domaine D,
parcourue dans le sens positif et contenant tous les zéros ( € D) de
ro(z) dans son 1ntér1eur, tandis que z est un point arbitraire
extérieur a C.

Donnons maintenant aux 3v — 1 premidres constantes qui figurent
effectivement dans (1), des valeurs arbitraires

(117) Ay(£0), By; Anx(#0), Bn, Cn (m=2,...,v; v 2),

et conservons pour les autres constantes les valeurs (23).
Alors, les numérateurs et dénominateurs des v premiéres réduites

Bi(a)Pri(z), .., Pia)Bi'(a)
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de la fraction continue correspondante (15) qui sera désighée
par %(z), s'expriment de maniére connue en fonction des gran-
deurs (117) etde z. En vue d’exprimer les réduites suivantes

rv(3)Palu(z)  (n=1,2,...)

au moyen des fonctions (75) et (76), posons dans les formules du
renvoi (?)
A, =P}, B,=P, (n=1,2,...)

et prenons pour A,,BJ la 2*™° réduite de la fraction continue

,(118 a) C\H—i l CV+" l — _gv_ﬂ x’[v(z)’

- l Ayi17 + By - | Avi2% + By T

de sorte que [voir (79) et (23)]

. Capr _ pa(v+1) press — pT
(I!Sb) Anv——--A—v-H'Pn —-—';’mpn—i, an"Pn-

La formule (™) du renvoi (?) donne alors :

* v —+1 V195
§n+v(z) = P;z v _IPL’%%:"'—_I% PEE_‘Z ﬁV—h

~ v ~+1I v+1
Priv(3) = P;z Py— 1’7):—8':"%?11;:1‘ ﬁv—i-

(119)

Substituant pour PT'(z) et P1*!(z) les transformées v'*™° et (v+-1)"*™®
du deuxiéme membre de (109), nous trouvons

m

N I'(n=+v+2—a)

(120) ﬁn_w(z)——Z Vat—1 F(n+v—+2—p)
=1

< [Fv(zxrnwﬂ(z)sv(z) — Pl )Smawrs (5))

_mi+Dg
po(v+1)

v=1{2)(Trav+1(3)Sy+1(8) — "v+1(z)$n+v+1(z)i_l ’

et en remplacant ici P,_,(z) et P,(z) respectivement par B;_ (3)
et P%(z), on obtient I'expression correspondante de P..(3).
Au moyen de ces expressions et des formules (106 a) et (106b)

nous obtenons enfin pour ¥(z) = }Llfi %% [équ. (22)]:

_ po(v+ 0B (E) — ps (0 + 1P (3) v (3)
(121) (=)= Po(v+ l)?v(z)rv(z) -—y—p;(v+ l)pv.l(z)rv.,,l(z)



32 F. POLLACZEK,

1. Levée des restrictions (52a) et (52b); passage 4 la limite
Po(0)—>0; propriétés des fonctions r,(z). — Pour les valeurs de z
précédemment exclues, qui ne remplissent pas 'une ou I'autre des
conditions (52 @) ou (52 b), les solutions canoniques (53 a) et (53 b)
de (39), et (67 a) et (67 b) de (64) subissent certaines modifications
qui seront indiquées ci-dessous.

Dans le cas ol 5 satisfait (identiquement ou non)  une équation
de la forme

(122) A(z)=—n (ne=o0,1,...),

o_(z-‘]f

Fig. 2. — (:‘.hemin d’intégration de U'intégrale (125).

on trouve pour les m —1 premiéres solutions canoniques y; de (39)
des expressions de la forme suivante :

(123) yu(z, 2) = ‘”(—;——_o‘-l)—;_!1 + Z cji(x — a) + dyymi(z, z)log(z— a)

j=m—1

(i=1, .... m—1),

Péquation (53 b) restant valable pour yn:. Au voisinage de z = a,
'équation différentielle adjointe (64) a m — 1 solutions canoniques
Nigy « « s Nm—s,1 de la forme (67 a), sa m*™° solution étant de la forme

© m—1
s s (2, 2) = 3, (@ — 2y At — B dima(z, 2)log(e — )
([24) - j=0 i=1

( (eho==5)-
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Utilisant & nouveau (705) et (70c¢) et raisonnant comme lors de
I'établissement de (71 @), nous trouvons maintenant que
pour z X «

(125)  g(z, z) = po(0)

27

1
| mls B (s, 3)log(a —a)
YL

-+ fonction holomorphe de z;

0(’

ici f f est une intégrale d’Hadamard, et C/ (fig. 2) une courbe
’ u)
qui, contournant le point de ramification § =« dans le sens positif,

relie les « points » | O(t) et 02| de la surface de Riemann de np (§, 2).

Pour obtenir de la, au moyen de lintégrale (72 a), la valeur
asymptotique de P,(z), on utilisera maintenant, au lieu de (74 @),
la formule

dz
(126) f I, 5)log 21— %

ami

I‘(I—A) A dz
I‘(m A) 2nzf(x_“)m Hng—a Zn+

=TI(1— A)nA—ma—"“Hm—A[l + 0 (-’l;)]

et nous voyons qu’en définissant 7, (z) par 'équation

(127) rn(z)—po(n)a’"“‘l‘(l—A)——f E"nma(§, ) dE,

27

.(77) et toutes les formules subséquentes du paragraphe 4 restent
valables. De méme, celles de nos formules qui contiennent la fonc-
‘tion u restent valables, sous condition d’ajouter dans le deuxiéme
membre de (97) le facteur log(z —a), et de remplacer, dans (97),

. o
(98) et (103), lé symbole fu par .= fl_
Supposons maintenant que 5 satisfasse (identiquement ou non) a
une équation de la forme

(128) A(3)=mn, (Ro=1,2, ...).
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Pour yi1, ..., ¥m—1,1 les équations (53 a) restent alors valables,
tandis que )y a I'une ou I'autre des formes suivantes :

® m—1

ymi(@, 5)= Y, em(z—a)+ | diyu(a, 5)log(z —a)
(129 @) j=m—1 1=m—A
_ . (_I)A——l
[A-—-I, ey M —1;dpea= A=D! ]
m—1
ym(z, 3) —Z Cpy(z — a)l+m‘-1—A+2 diyn(z, 3)log(x — )
(129 &) I=e =1

=1

m—1
[A =m, M1, ... Ce =H(i— A)—i].

Les m —1 premidres solutions correspondantes de (64) sont de la
forme

nu(z, 3) =Z c(x—a)y —dmm(z, z)log(x —a)
J=m—i1—1
[di=...=dm-r1=o0(pour1 L ALm—2);¢; py_ 170, i=‘:---:m“‘1]:,

(130)

et pour nn, 'équation (67 b) reste valable.

Pour ces expressions des y; et n,, (70 d) nous fournit & nouveau
les relations (71a), (716) et (97); en outre, les valeurs asympto-
liques des quantités (74 a) et (74 b) restent inchangées. Donc, pour
des z satisfaisant a (128), la formule (77) ainsi que toutes nos for-
mules ultérieures restent valables, & condition d'y définir r,(z)
et s,(z) par (75) et (76).

Désormais, nous pouvons donc renoncer aux hypothéses (52 @)
et (525).

Aux points z qui satisfont a (128), la fonction r,(z) déﬁme
par (75) est évidemment holomorphe. Pour démontrer qu'il en est de
méme aux points z = z, satisfaisant (non identiquemen't) a (122),

F(A) I‘(I_A)(e!‘ﬂiA )
et du fait que les nu(i=1, ..., m—r1) [vozr (67.a)] sont holo-
morphes en = «, 'expression (75) peut étre écrite sous la forme

remarquons qu’en raison de l'identité ———

m—1

(131)  ra(s) = po(m)am—AT(1— A) — f & [ &, z)+2cl(z)m,(e, &,

avec des coefficients ¢;(z) quelconques.
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Or, comme les coefficients de (62) sont continus en z, il existe
des c;(z) tels que pour z — zy, la solution

m—1

Nmi(E, 3) + 2 ¢ (z)na(E, 3)

=1

de £ .(n) = o tende, umformément par rapport a tous les points £
du chemin d’intégration C/, vers la solution 0y (, 30) [équ. (124)]

de £, (n)=o. [Dans le cas ot A'(z0)#0, on peut poser

d
Ci(Z) = m] .

Par conséquent, l'intégrale figurant dans (131) tend pour z — z,
vers celle qui figure dans (127); donc, la fonction r, (z), définie
pour z £ zo par (67 6) et (75), et pour z = z, par (124) et (127), est
holomorphe au point z,. Il est clair que de méme, s,(5) est holo-
morphe aux points z satisfaisant 4 une des équations B(z)=o, =-1,.

Les formules des paragraphes 4 a 7 ont été établles dans l’hypothése

(69); cependant, toutes nos fonctions, sauf f Nimy dE et f Nma d,
0

considérées en tant que fonctions du paramélre e arbitraire %m0 = Po (0)
qui figure dans (24), sont continues au point ame =0 [pourvu qu’en
ce point, les inégalités (25a) et (25b) soient remplies]. Pour
obtenir la valeur limite de ro(z) pour p,(0)—>o [ou le deuxieme
membre de (75) devient inutilisable ], formons, a 'aide de (60) (i =1),
(71 @) et (75), les différences [...]; des valeurs prises respecti-
vement par y10(, ) et par g(x, z) sur les deux bords de la cou-
pure C, (fig. 1 a). Il vient ainsi :

[}’10(-2‘, Z)]: = Mum (z)[,)’mi(xy z)].::

(132) [g(-’l': z)]:= ro(z)aA—me e_ﬂlAr(A)[}’mi(wi z)]:-;

en raison de ce qui a 6té convenu au début du paragraphe 4, nous
avons en outre

lim g(z, 2) = yw(z, ),
Pol0)>0

de sorte que nous obtenons

am—A gTA

(1'33) lim ro(z) =

m .
Polt] >0 r(a) ()
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Au moyen de cette relation, (83) et (108) prennent pour po(0) =0
les formes suivantes : .

P1(1) aA—m e—TAT(A) pi(1)

(134 @) x(z)=}’o(1) Foim(3) ri(2) = Toim (3) n Enmi(E, 3) dE,

, _ pi(l)\ m I'(Z'—'Pl) aAﬁBe"“lB'”r(A)I‘(B).
(134 b) [X(z)]-q- §xipe(1) Ll T(z—=o;) m?n} (z)'ﬁr,",,,(z)\/zr——l

Dans le cas ot A’ ou B sont des entiers < o, les formules (132)
a (134 b) subissent certaines modifications faciles a établir.

> 1
N

a+
Fig. 3a. Fig. 3b.

Chemins d’intégration de r,(z+)% et de #,(z+)t—
sur la surface de Riemann de 0, (z, 3).

—~

En remplagant z par az dans (64) et (67 b), et £ par af dans (76),
on voit aisément que la fonction r,(z) est holomorphe a l'infini de D
[ou elle a au moins un zéro (7 + 1)-uple]; elle est donc holomorphe
partout dans D. Manifestement, r,(z) peut étre prolongée au dela de
la coupure (41) le long de tout chemin évitant les points +1 et .
Lorsqu’on prolonge r,(z) sur un chemin contournant un de ces
points, le chemin d’intégration de (75) qui doit éviter tous les points

d’affixes (44), sauf |o et ;\, s'incurve sur la surface de Riemann

de nmi1 (%, 2). En :dépEgant ce chemin de maniére appropriée, nous
obtenons des relations linéaires entre les différentes branches
de ra(3).

Soient 7, et t_4 les transformations subies par une branche de r,(z)
sur des chemins contournant respectivement z =1 dans le sens
positif, et z—=—1 dans le sens négatif. Comme chemins d’inté-
gration de r,(z+)"etde r,(s+)™ peuvent respectivement étre prises
les courbes C; et C_, des figures 3a et 3 b (ou les coupures sont
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indiquées par des traits forts), et en exprimant nm (%, 5) dans le

voisinage du point { = 3 par la formule

Ami(% 2) = D i 2) e (5 2)
=1

(135 a)
nous trouvons
} e N .aim—ABB e!TA=unB , .
(135 b) rn(z V= r,,(z ==X 1 F(A)F(I—B) l"'mm(z)'n(z )
ra(s=) =1=ry,(z+).
ol x*)=R(z)!
Cco

=
-

~——
SRS

(2)
o (X) ol((l:):)
x(x*)=p(x)

Fig. 4b. — [R(3) <o].

’

Fig. fa. — [R(3)>o0].
Chemins d’intégration de r,(2*)%= sur la surface de Riemann de 1,,,(z, 3).

Soit ensuite 7, la transformation subie en contournant I'infini du

plan z dans le sens négatif, et désignons par z* un point daffixe 3,
situé dans I'un ou l'autre des deux demi-plans qui s’ajoutenta D le

long des bords de (41), de sorte que
rn(3%) = sn(3), a(z*) = B(3).

Le chemin d’intégration G, de r,(z")*= est représenté sur la figure 4a

pour R(2) > o, et sur la figure 4 & pour R(z) << o; tenant compte

de ce que
Nma(Ey 3)°= = e Byps(E, 3).
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et utilisant les formules

(136 ) Mma(§ 5) = DS m(E 2)  (F=1,2)

pour représenter le prolongement analytique de ns (8, 2) aux voisi-
nages des points { = «(*) et = a(?) (fig. 4a et 4b), nous trouvons
pour R(z)Z o la formule
,.n(zw):,.____emm [rn(z*)_2 X w (v(i) (z)+y(’) (z)) rn (z)] .
(1360) - T(B)T(1— &) Cmm(Z)+Ymn
(z€D).

Les derniéres équations raménent les transformations subies
par r,(z), quand z parcourt un chemin dont la projection sur le
plan ordinaire est fermée, aux transformations correspondantes des
coefficients des différentes substitutions telles que (68); ce dernier
probléme ne sera toutefois pas abordé ici.

8. Spectres. Polynomes i coefficients réels. Orthogonalité dans le
domaine réel. — Désignons par spectre discontinu (Sp,) de la suite
de polynomes P,(z) suivant (26) les zéros, situés dans D, de la
fonction r¢(z), et par spectre continu (Sp,) de ces polynomes, les
points du segment —1 <z.<1. Comme ro(z) est holomorphe
dans D, Sp, est ou vide ou un ensemble de points borné qui ne peut
posséder d’autres points limites que 1 et — 1.

La formule (77) montre que les racines des P,(z) n’ont pas de
points limites en dehors de Sp, et Sp.. Soit d’autre part z’ un zéro
a”®(a>1) de ro(z); on démontre alors au moyen du théor2me de
Rouché que pour n assez grand, un voisinage donné de 3/, si petit
soit-il, contient exactement a racines de P,(z), et de méme il est
tlair que chaque point de Sp, est limite de racines des P,,.

Dans certains cas, nous possédons des formules explicites de x(z),
qui nous permettent de transformer le premier membre de 1'équa-
tion (10), au moyen du théoréme de Cauchy, en une somme de
résidus aux points de Sp, et une intégrale étendue a Sp,. L'équation
transformée peuit alors étre interprétée comme une relation d’ortho-
gonalité dont le poids ¢(z) a les points de Sp, et Spy pour seuls
points de variation. Mais pour justifier ce procédé dans le cas général
ol nous ne connaissons pas le comportement de ro(z) et ry(z) aux
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voisinages des points critiques 3 =1, il faut recourir a d’autres
moyens.

Nous restreindrons donc dorénavant nos hypotheses relatives aux
polynomes p,(£) [équ. (24)], pour pouvoir utiliser un théoréme di a
J. Grommer [2], qu'on emploie dans la théorie des « problémes des .
moments » de Stieltjes et de Hamburger (voir, par exemple,
O. Perron [3], p. 3g0-3g1).

Grommer démontre :

1° que les racines z,';,(i= 1,...,n) des polynomes ﬁ,,(z) définis
par les formules

(1374) { ?n(z)=(z+l”)P”“i(z)-knPn-—v(z)

(n=1,2,...; Pp=1, Py =0),
N

ol
(1378) thzo (n=1,2...); kn>o0 (n=2,3,...),
sont réelles et simples ;
2° que les résidus, aux péles zi,, des réduites E—i de la fraction

continue

ll _ k-i _ k‘;[ .
|2+l |z+8 |z+16 7

(138)
qui est associée aux I’,,(z) suivant (137a), sont positifs, donc

P " . n
(139) ‘?;3—2:)) =1_,£ﬂa’ >0 (i=1,...,n); Zam= 1.

La derniére formule montire que chaque paire de racines voisines
de f’n est séparée par une racine de T);.

P.(3)

11

Les polynomes P,(z)= satisfont a des relations de la

forme (137a), avec

_ Bn _ pe(n) _ _ G pi(n—1)pa(n),
(140) ln— A_n. _Pl(n), kn—' An—l A" —"Pl(n“l)]’l(n),

nous fious placerons donc dans les conditions du théoréme de
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Grommer en supposant que les coefficients des p, () sont réels et que

(141) Po(n—1) ps(n)

g% (=230

Dans ces hypotheses, aucun point du spectre ponctuel, sauf éven-
tuellement z =-1, n apparuent au spectre continu; car en un tel
point ro(27) et ro(z+) qui, pour —1 <z < 1, sont conjuguées
complexes, devraient s’annuler toutes les deux, ce qui est impossible
en raison de (103) et (110).

Dans le cas présent, toutes les racines z,(€D) de ry(z) sont
réelles (puisque limites de grandeurs réelles), et un segment de
longueur assez réduite, décrit sur I'axe réel autour d’une racine
zy7 +1 ne contiendra, pour n assez grand, qu'une seule racine
de P (z); car autrement, les zéros des numérateurs P}, (z) auraient,
eux aussi, z, pour point limite et en vertu de (82), ri(z,) devraitaussi
étre uulle, ce qui serait encore incompatible avec (110).

Les racines z, de ro(z) sont donc simples (d’apres le deuxiéme
alinéa de ce paragraphe) et les résidus de x(z) aux péles z, sont
positifs, puisque 5 o et limites de grandeurs positives a.,[équ. (139)];
par conséquent, chaque paire de racines voisines de 7 () est séparée
par une (seule) racine de r;(z). En raisonnant de la méme maniere

pour ¥ (z) = %:E%t—:—))- r:.:ziz;) [équ. (118a), (81), (83)], on voit que

pour n =1, 2, ..., chaque paire de racines voisines de r,(z) est
séparée par une seule racine de 7, ().

Nous savons que la fraction continue (15), et par conséquent la
série (8) [la série associée a (15)] relatives & nos P,(z), convergent
pour | z| assez grand et représentent la méme fonction analytique.
Dans ces circonstances, en utilisant un autre théoréme de J. Grommer
(Grommer [2]; Perron [8], p. 395), on pourrait conclure a existence
d’une fonction bornée, a croissance monotone, Y (z), n’ayant que les
points limites (€ Sp,+Sp,) des zéros des P,(z) pour points de
variation, et telle que

(142) x(z)= f ) (= ¢ Spi—+ Spy),

Spi+8Spy g

Au moyen du théoréme, dit du choix, de E. Helly (Helly[4];
Perron [B], p. 394) relatif & des familles de fonctions uniformément
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bornées a croissance monotone, Grommer démontre que de tout

ensemble infini de réduites g"gz; de la fraction (15), on peut extraire
n

une suite qui converge vers une fonction ayant la forme du deuxiéme

membre de (142) ; de la résulte (142) puisque pour nos polynomes

[voir (22)] lim E;‘Eﬁg existe. Comme I'ensemble Sp, -+ Sp, est borné,
ny» 0

il résulte immédiatement de (142) et (8) que ¢ (z) est une solution
du probléme des moments relatif aux grandeurs { 7}. D’autre part,
un probléme de moments qui possé¢de une solution a spectre borné,
n’admet pas d’autre solution (Shohat et Tamarkine [13], chap. I,
corollaire 1.1), de sorte que la fonction de poids §(z) des P,(z) est
déterminée de maniére univoque.

Cependant nous allons établir ci-aprés (142), avec les précisions
sur $ (z) que notre probléme permet de donner, sans recourir a ces
deux théorémes et en n’utilisant que 1'équation (139g).

Pour cela, décomposons comme suit la fraction (139), pour

2¢Spi+ Spa :

o FEH-[ X+ X+ 3

ZpL—1—E —1—-CZ;pl—1+E —1+ELEpL1—E

Y a
. 3+ 3
Z—23in

1—E 3 <1+E BgmD1+E
-3+ 3+ T+ T+,
1 H 3 4 5

¢ > o étant un nombre arbitrairement petit et tel que ni —1—¢
ni 1+ ¢ n’appartiennent au spectre discontinu.
En évaluant au moyen des formules (77) et (82) U'intégrale

1 a(8) _dg
(144) ;‘,?zfc P,(%) 2 —¢

ou C désigne d’abord une courbe simple fermée (parcourue dans le
sens posilif) qui contient seuls les pdles zipZ—1—¢ (ou > 14¢)
dans son intérieur, mais exclut z, on démontre que pour n -, les
sommes premiere et cinquidme de (143) tendent respectivement vers

ay ay _ , .
2 7 et 2 = [ay=Res ¥ (3)|5=z,; 2ve Spi].
Zyl—1—¢ Zy>1+8€
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Afin de représenter E, par I'intégrale (144), prenons pour Cle rec-
tangle ayant pour sommets cos (t,,.——— f;' ) =+=1id etcos < tirn—+ 2—’:;) +id,

oi 8>0 est un nombre arbitrairement petit, z;,=cost, et
Zirn== €08 ty, désignant respectivement le plus petit et lc plus grand
zéro de P,(z) situé¢ dans [— 1 4-¢, 1—¢]. On montre ensuitec au
moyen de (77) et (82) que pour n->w, la contribution des cotés
horizontaux de C dans (144) tend vers

1 1—e—13 1 —1+a+zapi(l> ()
2 27i),_o,,5  Po(D) ":(§ —f [X(C)]+"—'+0(5)

2mi)_ . _,5 27
[voir (83) et (100)], tandis que sur les cotés verticaux, de lon-
*

148

P . .
gueurs 2d, 5" reste borné. En faisant tendre ¢ -> 0, on voit que
n
1—

nl;n:o s=f,+[ (t)]*’z

Les deuxiéme et quatridme sommes de (143) peuvent étre trans-
formées de la maniére suivante :

1 1 N (ZipEI1)an
= Ain 4+ —— PI i At
sz = . an

= 1 amdegs) Bl damdyy) B — Zin

-

= a n,3s
Z1 22“) i+ €923 (€, 1, 3),

| 92| et | ¢4 | restant visiblement bornées pour ¢ — 0, n— .
Soit maintenant n = ny, n,, . .. une suite d’entiers telle que

lim a,,, = a_;(¢€) et lim a,,. = w4(€)
k> A>»

existent, ces limites étant nécessairement > oet <1 en raison de
(139).

En faisant parcourir a 7, dans (143), la suite des 74, on a & la
limite, d’apres ce qui précede :

X(Z)=Z zivzv Z Z— 2y +f [’{'(:)L’z-——t

5,K—1—E€ 2,1+ €

L’(s) —<=—) + 0(&).

xa+l
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Faisant ensuite tendre ¢ vers zéro et comptant 1, ou —1, parmi les
points de Sp; si @;(0), ou @_y(0), est > o, on obtient enfin

(145) xo= % 72+ koL

2y & Spy

ou nous avons posé

im [0S = f Ok

enea> 0y g 22—
la fonction [x(c)]:_(> o pour — 1 < { < 1) étant donnée par (108).

En définissant la fonction a croissance monotone §(z) par la
formule

¢(z)=2av (z£—1), = 2 av+fz[x(§)]:dt (—1<3L1),
—1

(146) v ’ v
=Y o+ [ QLR (530,
WS -1

on peut exprimer (143) sous la forme
*d
win o= [T,

—w < 5 Z—1et 122" <o désignant les deux valeurs extrémes de
Sp| —+ sz.

Egalons, au moyen de (8), les coefficients des développements
tayloriens, en z =1, des deux membres de cette équation ; il vient
ainsi

(148) [ eam=t (=orn,
et en particulier pour n = o, en vertu de (5u) et (146),

(149 S e [ k=t

2y € 8py

Des équations (148) et (5 ¢) on tire enfin la formule

(50) [ PmPAQ O =0nn (PR} (myn=o,1,...

4
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qui exprime le fait que les P,(z) forment une suite orthogonale, de
poids ¢(z). \

Le spectre discontinu des polynomes P,(z) traités a la fin du
paragraphe 6 [équ. (117) et suiv.] est constitué par les zéros, situés
dans D, du dénominateur de la fonction (121), le spectre continu
étant toujours formé par le segment —1.<2z1.

Supposons maintenant, conformément & (137a) et (137b), que

Bnos o Cn 3 .
(151) Apr 2% m>0 (=2, ...,v);

—!ﬁ&l::il_ . lﬁiﬁ;:l)iﬁiﬁ) B |
AvPi(V+I)>o’ Pl(n"‘l)Pl(n)>0 (n=v+2,v+3,...);

alors, les zéros (€D) du numérateur et du dénominateur de (121)
sont réels et simples et se séparent mutuellement et les formules (146)
a (150) restent valables.

9. Exemples. — Nous terminons par quelques exemples, en nous
limitant toutefois aux seules propriétés d’orthogonalité des polynomes
considérés dans ce paragraphe.

1° Les polynomes de Legendre généralisés P,(z; @, b) sont définis
par la formule de récurrence

{ nPr—((2n—1+a)z+b)Ppy+(n—1)Pprs=0

(152) 1

(Pp=1,P1=0;n=1,2,...),
ol a et b sont des constantes ; on a ici
(153) m=1; po(n)=n, pi(R)=2n—I1+a, p:(R)=>b, pi(n)=n—I.

De (152) nous tirons pour g(z, z) [équ. (28)] I'équation différen-
tielle

(154) z(2t—22z5+1)g' +2(x—(a+1)z—b)g=0;

pour les constantes aio, etc. qui figurent dans (35), on obtient ainsi :
(155 a) QA10=0, ay=a+1, ays= b, ay3=1,

et de la [équ> (49b)] :

1 az+ b 1 az + b
15506) A(3)= - 4+ ———— B(3)= - — ——==1—A(3).
(58) A(D)=g+mmmy Bla)=g— e (=)
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La solution de (154) est

. —a -3
(156) g(w,z):(:——%) (x—-—%) o
=e-m,\([j_1)—naA@n(x_a)—A(l_ g_:) .

Puisque po(0) = o, nous avons ici g(z, 3) = y10(2, 5), de sorte
que (156) prend, en utilisant (535), la forme

(157) Y10(2, 3) = e~ T1Rar (B (B —a) By (2, 2);
en vertu de (60), nous avons donc
(158) Fus(2) = e TiAGABB(S — o).

Au moyen des équations (36), (66) et (157), nous obtenons
ensuite :

(159) nu(z, z)=qo'(z)y7i(=, 3) = ﬁmx—i(l_ .%)A—l ( — %)3_1,

et de 14, il vient, en utilisant (134 @), (134 b), (153) et (158),

(160) x(3)= (1+a)f (1——) (1-—%)3_161{;

"V+l -
_(1+a)ZA+' (s€D, 5¢Sp;—+ Sps),

I+a
briyzE—1

=(1+ a)

a6 [x(a)= I‘(A)F(B)“““ﬁ"’({i—“)“(a—@)A

ai—'AeTn\
2isinw A

Au moyen des substitutions

z=z=cost, (YaI—1) =— isint, —0.—‘{:-9— =)
(162 @) 2iy/z° —1

(oLt L),

la derniére fonction prend la forme

(162 b) [x(Hi=0+a)—7=

el2t—m)T
achnt

Soit ¢ une quantité réelle ; on vérifie que lim ey (14 ic)=o,
E>0

de sorte que ni 1 ni — 1 n’appartiennent 'au spectre discontinu des

MEMORIAL DES SC. MATH, — N¢ 131, 4
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P.(z; a, b). Par conséquent, ce specire est constitué par les poles
éventuels, situés dans D, de la fonction (160), donc par les zéros
(€D} des équations A(z) +v=o0 ou

az+b

Va2—1

En vertu de (153), les inégalités (141), nécessaires et suffisantes
pour qu’une suite de polynomes P,(s) & coefficients réels posséde
un poids $(z) a croissance monotone, prennent la forme

(163)

=—02v—I (v=o0,1,...)

(n—1y
(2n—3 + a)(2n—1 + a)

>o0 (n=2,3,...);

elles sont donc équivalentes a I'inégalité @ >— 1 et nous suppose-
rons dorénavant que

(164) a>—1, bzo.

On voit alors qu’avec la définition (42) du signe de /z2—1, celles
parmi les racines des équations (163) qui sont situées dans D, ont 1,
ou —1, ou 1 et — 1 pour points limites, selon que, outre (164),
Vinégalité @ <<— b, ou @ << b, ou a@ << == b est satisfaite ; par contre,
il n’existe pas de spectre discontinu si &>+ b (*). Les relations
d’orthogonalité qui, dans ces quatre cas, résultent de (147) et (150),
peuvent étre établies aisément; pour a>-+4b, elles prennent,
au moyen de (83), (153), (162a) et (162b), la forme

=
o e(’t——’ﬂ:)f I
P,.(cost; a, b)P,(cost; a, b sintdt = 9,,, —————
(165) /; m(costs @, 6) Pu( » )zchm ' o 1+a
(ax|bi;myn=0,1,...).

Pour @ = b = o, ces polynomes se confondent avec les polynomes de
Legendre.

2° Définissons maintenant une suite de polynomes P, (5; my, ms)
pour n > 2 par la formule de récurrence des polynomes de Legendre,
mais prenons pour P, (z) une fonction linéaire quelconque de z,
donc

(166a) Po=1, Pi(z)=(mi+1)3s+ m.,
(166 8) nP,—(2n—1)zP, +(n—1)Pro=0 (n=2,3,...).

(¢) Pour une démonstration du théoréme d'orthogonalité pour a > | b|voir [6].
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Ici, nous pouvons utiliser les formules établies a la fin du para-
graphe 6,avecv=1,A;=m;+1,B, = mq,doncls';:o,ls;zmpi— I.
Pour (%) [équ. (121)] on trouve ainsi, en calculant ry(z) et ra(s)
au moyen de (75), (158) et (159) (ov @ =b=0):

=+ I

1]

(my+1)log

-

X(2) =
(167) (myz + ms)log

LAY

-+ I
—1I

-+ 9

[}

241 2
log ~ =pour ->w;z€D |

s—I

Il résulte immédiatement de (166a) et (166 b) que

~

(168) Pu(5; my, me)=(my3z+ my)P(3)+ Pp(3) (n=o0,1,...)

P,(s) désignantle 7™ polynome de Legendre, et P}, (z), la solution
particuliere de la formule de récurrence (166b), dont les valeurs

initiales sont P} = o, P} = 1. Pour la fonction génératrice des P, on
obtient
(169) za‘"ﬁn(z,mi, ms)

n=o0

1 x
= | I+ (I)h <+ Iﬂ-») |0g
Ve' —2xz +1

—z+\/m"—2xz+1)

1I—3

Comme condition pour I'existence d’un poids ¢(5) a croissance
monotone, (151) donne ici :

(170) my>—1, m,%o.
. 2
Dans cette hypothese, 'équation my 5 + my =— ;(;;—m posséde
I —1

tout au plus une racine réelle, pole unique de % (z) dans D, de sorte
que le spectre discontinu contient tout au plus un point.

. Pour la densité ¢/(z) = %, on déduit de (167) I'expression

V(2)=[§(3)]; =2(mi+1)

(171) x [(miz-e-mz)z(togz :t; ~+ %)+ 4 (m4 5+ mo)log :iﬁ - ]-—1
(—1<3L).

!
MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 131, 4.
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Il est clair qu’en raison du caractére élémentaire de la fonction  (z),

la loi d’orthogonalité (réelle) des P, pourrait étre ¢établie au moyen
de ’équation (10), sans utiliser les raisonnements du paragraphe 8.

3° Les polynomes de Jacobi P *'(z) peuvent étre définis, a des
facteurs constants prés, par leur propriété d’étre orthogenaux, avec la
densité '

(172) C1—3z)4(1+ )b (a> —1, b>—1),

dans 'intervalle (—1, 1). En choisissant ces facteurs de maniére appro-
priée, on obtient pour les P *'(z) la formule de récurrence (vorr
par exemple, G. Szego [14], p- 70).
an(n+a-+b)(en+a—+b+2)P,(3)—@2n+a+b—1)
s x((e2n+a+b)2n+a+b—2)s+a — )P, (5)
+o(n+a—1)(n+b—D(n+a--b)P,»(z)=0
l _(n=l,2,...;}’o=l,r’_|=0).

(173)

Démontrons réciproquement que les polynomes définis par cette
formule sont orthogonaux dans (—1, 1), avec une densité de la
forme (172).

Pour y parvenir, nous n’avons pas besoin d’établir 1'équation
différentielle, d’ordre m = 3, satisfaite par g(z, z). Car au moyen
des formules explicites que I'on peut déduire de (173) pour les
P % on trouve (Szegd [14], p. 68) la formule

> a+b
([74) g(waz)':Z-l'"P(,{"b(Z):\/-z———__—_—— (l—x+\/x2—2xz+l)_"
22— 2x3+1

n=90

< (1+z+\yzi—ozzs+1) "

De cette expression, il résulte que dans le voisinage de z = «,

2a+b 1

—a)a a)—b
\/a—ﬁ(l ye(ie) \/x—a
+ Jz—aZy(z—a)+ D (x —a),

& (@, 2) = y10(x, 2)=

&, et ¢, désignant des séries de Taylor; par conséquent, on a, en

utilisant (53 @), (53 b) et (60) :
(175 a) m-—l—A(z)=—-;—, donc A(z)=B(z)=-i

)

. a+b—
. (195b) Mia(3)=3 2+_2_(_I—a)"“(l+:x)"‘ll.

Vb
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Introduisons ces expressions dans I'équation (1345), valable ici

puisque po(0) = o, et ou, en vertu de (86a) et (173), il vient

JAOY & F(2—p)  T(a+b+2) .
Po(Y) ot T(2—5) T(a+Dl(b+1)

! nous obtenons ainsi pour la densité dans I'intervalle (— 1, 1) Pex-
pression

r b+ 2)
(176) [u(o= et g BTt MGt s (—1<a<),

qui est bien de la forme (172), et de la :
1
S (@ds =
—1
Comparant cette équation avec (149) ol lous les lermes éventuels a,

doivent étre positifs, on reconnait que dans le cas présent, il n’existe
pas de spectre discontinu, si bien que tout est démontré.
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NOTE.

REPRESENTATION D'UNE CERTAINE SOLUTION PARTICULIERE
D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE NON HOMOGENE PAR UNE INTEGRALE h’HADAMARD.

1° Définition de l'intégrale (simple) d’ Hadamard. — Le premier
membre de la formule

z - I {w I getvrt
(1) [ 10%‘52%5"""'(15 =ch;—,f Eervde —‘_‘Cvov pyrarvra
V=0 V=0

[R(P)>_‘I; l—O, 1" ]7

@

ol chx" est une série de Taylor, ne peut étre défini, en général,
v=0

que pour R(p)>—1, tandis que le dernier membre existe pour

tout p #—1, —2, .... Pour R(p) <— 1, ce dernier membre qui

peut étre cong¢u comme prolongement analytique de linté-

grale [‘ ... dg, considérée en tant que fonction de p, dans le demi-
0
plan R(p)< — 1, est désigné, d’aprés Hadamard [3], p. 184-217,
ar . LoldE.
par | :

Supposons de maniére plus générale qu'une fonction analytique
¢ () admette dans un voisinage (ramifi¢) du pointz = « le dévelop-
pement suivant :

(2) 'L(w)_-z Zloww—a)Za‘”(a'——-a)"» PV (O ey ONFE—T,—2,...).

=1 j=0

a0 —
L’intégrale j ¢ (£)dg, prise le long d’un chemin ab appartenant,
L2

a 'exception du point ¢, au domaine d’holomorphie de ¢, sera alors
définie comme suit :

@) fé@(é)d& =fb¢<s)ds+f“dz(5)de

—f J(<E>d5+2 Z i 5‘3:;, G,

1=1 ;=0 v=0
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xo désignant un point arbitraire de ab qui appartient au domaine de
b
validité de (2) ; lorsque ¢/() est holomorphe en z = a, f coincide

a
» K

manifestement avec f .

a

: l :
L’mtégralef est définie par la formule
b

~al

b
(44) J, 4»<s>de=—jl () dE;

de méme nous définissons

(46) fll:aqad5=_/lzlqadg+[';;lq;ds=_/":'q,d5_/:q,dg,

@y et uy étant deux points ou (z) admet des développements de la
forme (2), et 2/, un point arbitraire assez voisin de a». De @3), (4a)
et (4b) résulte la régle

1

7 0 .
(5) | jL ¢ds=jl_: 'J.ade+ij o o,

4 () pouvant en particulier éire holomorphe en un ou plusieurs des
points a, b, c.

2° Démonstration de la formule (12). — Demandons-nous
maintenant, dans quelles conditions I'équation différentielle linéaire
non homogene
m
L(s(0) =, 4:(2) g l(z) = f(=),
(6) = - -

go(z)=1, qx)= x*'qumV (C=1,0,m);,  flz)= x—"LZf.,x"

v=0 V=0

admet une et une seule solution de la forme

(2) s@)= Y e\
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Afin qu’il y ait unicité, il faut que I'équation différentielle homo-
géne
(8) L(y)=o
qui, en vertu de (6),a x = o pour point « régulier », ne posséde pas
de solution holomorphe en z = o. Donc, I'équation caractéristique

des solutions de (8) canoniques pour x = o, a savoir

nm

(@ 2@ =Dele—0) ... (e—m+i+Dgu=0 (gu=1)

=0

ne doit pas avoir de solutions entiéres non négatives. Nous obtenons

ainsi pour les racines pi, ..., pm de (9) la condition nécessaire
suivante :
(10) p#O0, I, ... (i=1,..., m).

En introduisant, d’autre part, la série (7) dans (6), on obtient,
en utilisant la notation (9), les équations linéaires
j—1 m

(11)  ¢,9()) +2cv2v(v—1)...(v-—m+i+1)q,,,..‘,=f/ J=o0,1,...)

V=0 =0
Or, en utilisant les inégalités (10) sous la forme
()#o0 (J=o,1,...)

nous voyons que les derniéres équations permettent de calculer tous
les coefficients ¢;. On vérifie sans peine que la série (77) obtenue de
cette maniere converge a l'intérieur du plus grand cercle de conver-
gence commune des séries ¢i(z),..., gn(z) et f(z); donc, la
condition (10) est aussi suffisante pour I’existence de g(z).

En supposant désormais que les inégalités (10) sont satisfaites,
nous allons démontrer maintenant la formule
y1(€) oo pH(E) ya(®)

x

(12) g(z)=

YER(E) ym(x)

1 ym(E) ...
yi() oo yUE
scleeroe v ‘ S(E)dE
ym(E) .o YEEU(E)

=2y,(x>f|:n.(z)f<s)de,
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o0 y1(2)y « . ., ¥m(z) désignent un sysieme fondamental quelconque
de solutions de (8), les n,(z) étant définis par les équations

] M= A ko e L
(i=1,...,m).

Afin de faire ressortir que les fonctions a intégrer qui figurent
dans (12), sont de la forme (2), utilisons un syst¢me fondamental
formé de solutions de (8), canoniques pour x =o, lequel peut étre
¢erit sous la forme (?)

m, »

. N\ . .
(14) .‘:(x)=210g/x2‘c;‘3x‘“‘?, (F=1.....om)

J=0 v—u

oil cerlains p, pourront coincider ou ¢tre congruents mod. 1.

En désignant par €(z), Z,(z), Z,(x), ... des séries de la
forme (7), on obtient pour les déterminants qui figurent dans (13):

PO i = xp [ q1(8) dE = 27w exp (),

(15) m m—e
. Ep,_pl— 2 v N
”-ysl‘)”l':‘z,Lzo,....m—ﬂ=x ' ' Z‘xll(x)l()g]x*
]=0
m
e e de 1 lati m’—m .
et de 1a, il vient au moyen de la re auonzp.,: —— — 10 qui

1

résulte de (9),

N,
n(z)f(z)= x—P-—izé‘:i,(x)logix (GE=1,..., m).
j=o0

En raison des inégalités (10), ou — p;—1£—1, —2, ... (i=1,...,m),
cette fonction est de la forme (2) ; en l'intégrant, nous avons

N,
fL (B () df = 2= Y logi z T (),

1=0

(°) Voir par exemple A. R. Forsyth [1], § 38.



54 F. POLLACZEK.

de sorte qu’en conséquence de (14), 'équation (12) prend la forme

N
(@) =22, (2)log/z.

]=0

L’existence des intégrales qui figurent dans (12) élant ainsi
établie, on vérifie au moyen de calculs élémentaires que le deuxiéme
membre de (12) satisfait & I'équation différentielle (6); par consé-
quent, g(x) doit étre de la forme

m m

&{x) =§ch$"+2 diy(x).

v=0 =1

Mais ces deux expressions de g(x) ne peuvent coincider que lorsgue

di—=...=dn=N=o0. Car autrement, I'équation différentielle
N

homegene L(y) = o aurail une solution de la l'ormezglj(a‘)log/.r
=0
ou @N(m) = 0. Donc la série de Taylor ‘3?1“@) serait, elle aussi, unc
solution, ce qui est exclu par notre hypothése sur les racines de
I'équation caractéristique (9).
Nous trouvons donc que la fonction (12), solution de (6), est
holomorphe en z = o. C. Q. F. D.
Notre résultat peut étre généralis¢ de différentes manieéres. Par
exemple, on voit que dans '’hypothése nécessaire et suffisante

(16) T opAa, a+1, a+2, ... (i=1,..., m),

(@ désignant une constante réelle ou complexe), I'équation diffé-
rentielle

(17) L(»)=/(2) [f(w) = xa-me»x-]

=0

posséde une solution unique de la forme g(z) =2 c av+e, laquelle

v=0

est donnée par (12).



BIBLIOGRAPHIE:

[1] A. R. Forsyrn, Theory of differential equations, part 3, vcl. 4, Cambridge,
1902.
[2] J. GrommER, Ganze transzendente Funktionen mit lauter reellen Nullstellen
(Journ. f. d. reine u. angew. Math., t. 144, 1914, p. 114-166).
[8] J. Hapamarp, Le probléme de Gauchy et les équations aux dérivées partielles
linéaires hyperboliques, Paris, 1932.
[4] E. Herry, Uber lineare Funktionaloperationen (Ber. math.-nat. Kl. Ak.
Wien, Abt. 2a, t. 121, 1912, p. 265-297).
[5] O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, 2¢ éd., Leipzig, 1929.
[6] F. Porraczek, Sur une généralisation des polynomes de Legendre (C. R.
Acad. Sc., t. 228, 1949, p. 1363).
[7] F. Porraczex, Familles de polynomes orthogonauz (C. R. Acad. Sc., t. 230,
1950, p. 36).
[8] F. Porraczek, Sur une famille de polynomes orthogonaux qui contient les
polynomes &'Hermite et de Laguerre comme cas limites (C. R. Acad. Sc.,
t. 230, 1950, p. 1563).
[9] F. Povrraczek, Sur une famille de polynomes orthogonaux & quatre para-
métres (C. R. Acad. Sc., t. 230, 1950, p. 2254).
[10] F. Porraczex, Familles de polynomes orthogonaux avec poids complexe
(C. R. Acad. Sc., t. 232, 1951, p. 29).
[11] F. Porraczex, Sur une application de Uintégrale &’ Hadamard & la théorie
des équations différentielles linéaires (C. R. Acad. Sc., t. 235, 1952, p. 681.)
[12] A. Princsmemm, Uber Konvergenz und funktionentheoretischen Charakter
gewisser limitdrperiodischer Kettenbriiche (C. R. Acad. Sc. Munich, t. 40,
1910).
[18] J. A. Smorar et J. D. Tamarking, The problem of moments (Publications
de ’Amer. Math. Soc., 2° éd.,1950).
[14] G. Szecd, Orthogonal polynomials (Amer. Math. Soc. Colloguium Publi-
. cations, 2° é&d., 1948).
[15] G. Szeco, On certain special sets of orthogonal polynomials (Proc. Amer.
Math. Soc., t. 1, 1950, p. 731-737).
[16] H. Bareman, A. Erptvvi, Higher Trancendental Functions, t. 2, New
York, 1953.



