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ELASTICITE

Par M. H. PAILLOUX.

Préambule.

Le but de toute théorie physique est de coordonner un ensemble
de faits physiques, d’en détailler le mécanisme, et de prévoir des
faits d’observation moins courante ou plus difficile. Or, exprimée en
langage mathématique, toute théorie n’est valable qu’a la condition
que les variables mathématiques caractérisant l'ensemble de faits
considérés ne sortent pas d’'un domaine dont D'étendue n’est pas
toujours précisée. (On espere généralement que le champ d’appli-
cation pourra s’agrandir sans retouches sérieuses de la théorie.)
Limitée a ce point de vue de 'ezplication d'un domaine restreint de
P'univers, toute théorie doit étre considérée comme sqlisfaisante si
I'écart entre les conséquences effectives, et les conséquences prévues
par la théorie, est de I'ordre de grandeur des erreurs expérimentales.
Il arrive constamment qu’on sorte du demaine d’application d’une
théorie donnée, soit que le phycisien étudie un phénomene nouveau
mal connu, soit que P'ingénieur veuille construire un ouvrage inha-
bituel dans ses dimensions ou dans sa conception, et qu’alors, un
désaccord flagrant se manifeste. Dégu, il dit généralement que la
théorie est mauvaise ou fausse, ce qui est abusif. Quand il le peut, il
recherche une autre théorie, cohérente et logique, groupant les
phénomeénes antérieurement connus et eelui qui échappe a'ancienne
théorie. On s'accorde généralement a dire que la nouvelle théorie est
meilleure que 'ancienne, mais cela ne fait illusion a4 personne :
I'Histoire des Sciences est la pour le prouver, constamment 1'abser-
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vation attentive du monde extérieur met en évidence des faits ne
rentrant pas dans le cadre des théories acquises. On ne peut pré-
tendre a faire du définitif, de I’éternel, et constamment on doit rem-
placer une théorie par une autre plus vaste. Le remplacement de
plusieurs théories valables dans des domaines voisins, par une seule
qui recouvre ’ensemble de tous ces domaines est éminemment dési-
rable, mais, historiquement, le processus en est fort long. Il néces-
site une sévere critique des diverses hypotheéses fondamentales, leur
confrontation, puis leur fusion. Il est donc bon, dans bien des cas
de la pratique industrielle, de s’en tenir & des théories dont le
domaine d’application est sans doute restreint, trop restreint méme,
mais dont la commodité de mise en ceuvre permet d’avoir une réponse
4 une question posée, en un temps acceptable et méme rentable,
alors qu’une théorie plus précise demande un personnel trés spécia-
lis¢, inutilisable parfois dans d’autres domaines utilitaires. Cepen-
dant l'existence des machines a calculer électroniques permet de
penser que certaines méthodes rigoureuses, rejetées a cause du volume
de calcul qu’elles nécessitent, peuvent, dans un avenir rapproché,
devenir des méthodes pratiques de 'industrie.

Comme exemple de théorie imparfaite, prenons la Statique dont la
loi fondamentale exprime l'équivalent & zéro du systeme des forces
extérieures, et laissons de coté les difficultés relatives a la notion de
réaction ou de systdme de référence pour lequel une telle loi est
valable. Bornons-nous a remarquer que la notion de relativité du
mouvement rend illusoire la notion méme de Statique si 'on ne
précise pas le repere immobile (quelque peu arbitraire) qui sert a
cette 6tude. N'empéche, que, historiquement, 'étude de la Statique
a précédée celle de la Dynamique, et que ses lois sont encore valables
pour des mouvements ou les accélérations restent faibles. Dans
certains cas de mouvements relatifs, on peut encore utiliser les lois
de la Statique moyennant I’emploi de forces centrifuges, mais en un
sens, c¢’est une grande complication que d’opérer ainsi, et il est beau-
coup plus clair de traiter le probléme comme question de Dynamique,
a partir du moment ou sa loi est connue. Naturellement, les diffi-
cultés du calcul obligent parfois a reprendre I'étude sous un angle
différent.

On connait certaines imperfections de la Mécanique rationnelle,
malgré 'ampleur de son champ d’applications. On sait que la notion
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de longueur, I'une des plus élémentaires, n’est pas simple. Elle
repose sur la notion de solide continu. Les corps indéformables
n’existent pas, soit parce que des forces suffisantes parviennent a
modifier leur forme, et méme ales morceler, soit parce qu’il subissent,
dans le temps des modifications internes qui sont des regroupements
& P'échelle moléculaire, cristallisation, fluage, déformation perma-
nente, dues & des causes extérieures ou intérieures plus ou moins
bien observées, ou au temps, ou a des charges. De plus le transport
del'unité de longueur s’avére impossible pour évaluer les trés petites
ou trés grandes distances. L'idée de longueur fait donc partie, &
I'heure actuelle, des notions fondamentales théoriques, comme celles
de ligne droite, ou de droites paralleles; elle est utile, car la Physique
utilise des corps dont les variations de dimensions ne sont pas
décelables au cours d’expériences convenables.

En Mécanique rationnelle, comme en Analyse, on fait tendre une
longueur vers zéro. On s'imagine la difficulté d’une vérification
expérimentale pour des distances de 'ordre de la distance intermolé-
culaire. La notion de densité d’un milieu continu devient absurde
dans de pareilles conditions.

Il faut donc savoir borner le champ d’applications de la Mécanique
rationnelle et éviter de lui demander d’expliquer n’importe quel
phénomene : pour les trop petites ou trop grandes distances, pour
les trés grandes vitesses, on n’est donc pas certain d’un accord
parfait entre le calcul et 'expérience.

Il existe des phénomenes que I'on qualifie néanmoins de méca-
niques, et qui ne sont pas justiciables de la Mécanique rationnelle,
essentiellement basée () sur la notion de corps solide, et pour
lesquels il convient de fonder une nouvelle théorie aprés recours a
Pexpérience. En Elasticité, les longueurs ne seront plus invariables,
leurs variations causeront des tensions internes, calculables par la
loi de Hooke, d’origine expérimentale. Si les longueurs restent inva-
riantes dans certaines transformations du systéme, toutes les consé-
quences de la Mécanique rationnelle s’appliquent.

Toutes les Mathématiques, aussi abstraites soient-elles, sont nées
d’observations sur le monde concret, qu'il s’agisse des notions de
nombre, de longueur, de fonction, ou de temps. Il en est ainsi de

(') Ce n’est peut étre qu’une question de terminologie.
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IElasticité. On doit la' considérer comme une théorie physique au
méme titre que la Géométrie, la Mécanique rationnelle ou I'Optique
géométrique. Elle ne prétend pas expliquer tous les phénomeénes ou
interviennent des corps qui sont déformables, mais seulement a ceux
qui obéissent a la loi de Hooke. L'Elasticité posséde ses hypothéses
particuliéres, qui sont satisfaisantes pour certains corps fréquents
dams la nature, a condition que certaines limites, mal connues prati-
quement, ne soient pas dépassées. Ces limites sont discutées en
Reésistance des matériaux. Leur détermination précise est délicate car
elle semble tenir a 'hétérogénéité du milieu. L’hétérogénéité macros-
copique affaiblissant ces limites, I’hétérogénéité microscopique
(acters) pouvant les améliorer. L’homogénéité microscopique conduit
souvent a des métaux plastiques (fer doux, or, argent, cuivre, plomb).
Les expériences ou la loi de déformation n’est pas linéaire en fonction
des charges (caoutchouc, cuir), ou cesse de l’étre parce que les
efforts sont trop considérables, le fluage, la plasticité, resteront en
dehors de nos préoccupations.

Postulats de 1'Elasticité.

L’espace est supposé euclidien (sans que les coordonnées rectan-
gulaires soient obligatoires). Le temps est indépendant de I'espace.
Il existe des repéres dits galiléens par rapport auxquels la loi fonda-
mentale de la Dynamique est vraie : I'ensemble des forces extérieures,
de contact, et d’inertie (évaluées par rapport a des axes galiléens),
forme un systéme de vecteurs équivalent a zéro. Ce sont les postulats,
de la Mécanique rationnelle. On y ajoute la loi de Hooke que nous
énoncerons apres avoir précisé la notion de déformation du milieu et
celle de forces de contact.

_Toutes les conséquences de la Mécanique rationnelle qui ne font
pas intervenir I'invariabilité de la distance de deux points sont donc
valables, et en particulier, le principe du travail virtuel (2) que nous
énoncons ainsi : 4 chaque instant, la somme des travaux virtuels de
toutes les forces appliquées & un systéme matériel donné (forces exté-
rieures, intérieures, de contact et d’inertie) est nulle. Rappelons que

(*) On sait qu’il est possible de poser le principe du travail virtuel comme pos
tulat fondamental, et d’en déduire le principe fondamental de la Mécanique.
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le déplacement virtuel d’un point P est un vecteur 3P absolument
arbitraire, sanf des réserves de continuité dans des domaines partiels
dont la réunion représente le systéme proposé, qui sont jugées néees-
saires pour définir I'intégrale du travail virtuel. Nous ne sommes donc
pas obligés de conserver la cohésion ou Pimpénétrabilité des corps,
ni V'indéformabilité des solides. Cependant il peut étre avantageux
de solidifier une partie du systeme, le travail correspondant des
forces inténieures est alors nul.

Un des buts de 'Elasticité est d’étudier les phénomenes de défor-
mation, tels que ceux qui sont visibles sur une poutre chargée posée
sur deux appuis, pour lesquels la Mécanique rationnelle (théorie
trop simplificatrice qui évite d’introduire les efforts intérieurs) ne
donne que des renseignements insuffisants. Elle permet seulement
de connaitre la valeur des réactions d’appui, et n’explique pas la
courbure de la poutre. Si la poutre est posée sur trois appuis de
méme niveau, ou presque de méme niveau, la Mécanique rationnelle
conduit & une indétermination dans le premier cas, et & une impos-
sibilité dans le second. En réalité la Mécanique rationnelle corres-
pond a des hypotheses trop étroites sur la matidre, ou encore, nous
sortons de son domaine d’application. Nous avons un exemple de
théorie « mauvaise », puisqu’il existe un fait qu’elle ne peut expli-
quer, et cependant personne ne songe a la rejeter.

Un autre but de I'Elasticité, plus utilitaire, est de déterminer les
dimensions optima d’une piéce de machine ou d’une construction,
en prenant pour critére approximatif’économie de matié¢re, de temps
de réalisation, ou bien son prix de revient.

A vrai dire, I'ingénieur qui a pour role de résoudre ces derniers
problémes a eu longtemps pour ressource unique la Résistance des
matériaux, ensemble de théories imparfaites mais d’'un emploi rela-
tivement facile. L'Elasticité s’en distingue par des bases théoriques
suffisamment générales, et cohérentes. Elle évite, en cours de raison-
nement, le recours & P'expérience pour améliorer une solution peu
satisfaisante. On peut dire, dans un langage imagé, que dans un petit
domaine de l'art.de I'ingénieur, la théorie de I'Elasticité est rem-
placée par des théories « tangentes », pouvant étre plus simples,
-mais devenant dangereuses quand on les pousse trop loin, ou lorsqu’on
les emploie simultanément. I va de soi que IElasticité, comme toute
théorie, tout en étant meilleure que celles de la Résistance des
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matériaux, ne prétend pas expliquer parfaitement et complétement
le monde physique, et qu’elle doit respecter ses limites d’emploi.
L’Elasticité étant une science précise pour I'ingénieur, elle remplace
les problémes concrets par des problémes mathématiques générale-
ment difficiles. Gependant il est préférable d’appliquer correctement
des méthodes régulieres d’approximation a des problémes difficiles,
plutét que d’utiliser des équations douteuses obtenues pas des appro-
ximations sur le raisonnement. En fait, une longue pratique a justifié
certaines routines de raisonnement et la valeur des résultats auxquels
elles conduisent; pourvu, bien entendu que I’on ne s’écarte pas des
conditions habituelles d’emploi.

Un inconvénient assez grave, au point de vue pratique, de 1'Elas-
ticité, est la longueur et la difficulté des calculs qui peuvent rebuter
les utilisateurs. Cependant l'ingénieur qui a fréquemment le méme
probléme & résoudre, mais avec des données différentes, peut travailler
dans de bonnes conditions pour son industrie s’il dispose d’un
tableau de résultats corrects obtenus souvenl au prix d'un effort
considérable, mais qui peuvent étre tenus pour définitifs aussi long-
temps que les hypothéses de base ne peuvent étre améliorées.

Les machines a calculer modernes permettent d’espérer que I'on
pourra aborder par des méthodes exactes un grand nombre de pro-
blémes pour lesquels, faute de mieux, on se contentait d’une méthode
approchée oil on ignoraitl'ordre de grandeur de ’erreur commise par
le choix de la méthode. Il semble donc qu’il faillé accorder de I'im-
portance a une ensemble de méthodes d’Elasticité permettant une
mise en équation correcte, suivie d’une résolution approchée par une
machine 4 calculer, ce qui nécessite de mettre la question posée sous
une forme assimilable par la machine. Il est bien ¢vident que I'incer-
titude de certains coefficients numériques laisse une certaine latitude
sur la marge d’erreur acceptable, mais encore, cette erreur doit étre

commise volontairement sur les calculs numériques, et non sur la
méthode.

Flasticité isotherme en axes rectangulaires, Petites déformations.

Bien des phénomenes élastiques peuvent étre traités comme s’ils
étaient isothermes, soit parce que les écarts de température restent
faibles, soit parce que I'incertitude sur la valeur numérique des coef-
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ficients ¢lastiques permet de négliger ces écarts, soil encore parce
que l'on a fait une approximation importante en remplacant le corps
proposé par un corps homogene et isotrope que I'on peut soumettre
au calcul.

Chaque point P du syst®me matériel est repéré a I'aide de trois
coordonnées rectangulaires z, 3, s. Sous l'influence de charges
données, appliquées progressivement, il atteint une position d’équi-
libre en Py, aprés avoir subi un déplacement, appelé déviation, dont
les composantes rectangulaires sur les mémes axes sont u, ¢, w. Ces
fonctions et leurs dérivées premieres sont considérées comme petites.

Géométrie de la déformation. — P' étant un point voisin de P,

ayant pour coordonnées z + h, v + k., z+ {, le déplacement du
point P’ s’obtient en composant :

1° une petite ¢ranslation de composantes u, v, &, égale au dépla-
cement du point P :

2° une petite rotation de composantes
Pi=g(#—6l),  p=( =), pr= (s )
2 ~ 9 /7 2 J ,
3° une déformation pure, transformation linéaire & matrice symé-

trique, caractérisée par les six fonctions

=1y, a =y, a;=w;

2y =w, + o, 2b.= u' + 'y, 2b5= v+ u,
que 'on appelle coefficients de la déformation.

La dilatation cubique, qui donne la valeur de I’accroissement relatif
de volume, est § = @+ a2+ @,. Soient z, 3, yles cosinus directeurs
de la direction PP’, le point P restant fixe, tandis que P’ se déplace
au voisinage, on appelle dilatation linéaire dans la direction a, §, ¥,
I'allongement relatif de PP’. Cette quantité a pour expression

a=¢(a, B, ¥) = a1®”+ a2+ azy:+ 2b4 By + 2bs e + 25308,

L’étude de cette forme quadratique donne l'interprétation géomé-
trique des coefficients a4, @1, @;, ce sont les dilatations parallélement
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aux axes. Il en résulte aussi des propriétés simples de symétrie. La
réduction de la déformation autour de P en un déplacement, ou les
longueurs sont inaltérées, et une déformation pure, est unique.
L’évaluation de 'angle de deux directions de cosinus directeurs oy,
B1, 71, @2, B2, Y2, conduit & une formule relativement simple,

ow = -—2 ay CP'J, = —'2“2‘?’0:”

lorsque les deux directions initiales sont rectangulaires. Ainsi pour
un angle dont les cotés étaient initialement paralleles 4 Oy et Oz, la
variation, dite glissement, est — 2b;.

Mécanique des milieux continus. — Une coupure, faite suivant une
petite aire plane do, désolidarise les deux portions du milieu situées
de part et d’autre, et cela entraine des déformations. Pour remettre
en I'état I'une des parties du milieu, celle dont la normale extérieure
a les cosinus directeurs «, 3, v, on admet (et ceci est en accord avec
une catégorie importante de phénomeénes, mais pas tous) qu'il suffit

> ->
d’introduire une force ®ds (sans couple). O est la tension unitaire

au point P, pour la coupure de cosinus directeurs a, {3, 7. 3 caracté-
rise, en Mécanique rationnelle, les forces de cohésion qui main-
tiennent au contact les deux levres de la coupure.

Le principe fondamental de la Mécanique montre que les trois

>
composantes de la tension @ ont pour expression
Or=via + 1303+ 7, 0, =Ttia+ v, + 17, O, =%+ T [+ V7.

Elles dépendent de six nombres v, 7,, variables en général avec le
point P. On remarque que le tableau des coefficients des trois formes
linéaires en a, B, v est symétrique par rapport a sa diagonale prin-

cipale
Vi Ty Te
(‘51 Vo Ty > .
Te T1 Vs

Cette propriété caractérise I'absence de couples dans le systeme des
réactions & appliquer sur une petite coupure.
Le principe fondamental de la Mécanique fournit trois autres
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relations,
vy at- v, .
% -+ ';5‘ -+ ()—Z -+ FX =0,
dat; ov, ﬁ

d_x+¢{_;+dz +pY =0,
dl dil dv.'-l—pl:o,

dx+d3 * oz

reliant les trois tensions normales v, et les trois cisaillements 7, a la

force massique. pX, pY, pZ, en sont les composantes relatives a
I'unité de volume, et p la masse spécifique.

Cercles de Mohr. — En se placant en un point P invariable, consi-

dérons la tension unitaire _5 relative a la direction variable de cosinus
directeurs a, (3, v. Elle est décomposée en v, effort normal, dirigé
suivant cette direction, et en 7, cisaillement, projection suivant le
plan de la coupure, donc perpendiculaire a I'effort normal. La repré-
sentation de Mohr considte a figurer dans un plan auxiliaire le vec-

teur 3 issu du point P, qui reste fixe, a 'aide du point de coor-
données v, 7; 7 étant généralement positif. (Dans le cas de la défor-
mation plane, on peut attribuer un signe au cisaillement). On cons-
tate que le point figuratif reste a I'intérieur d’une zone triangulaire
limitée par trois demi-cercles aboutissant sur 'axe des v en deux des
trois points dont les abscisses sont les tensions extrémales, vy, va, vs.
Le plus grand de ces demi-cercles joue un role fondamental dans la
théorie de la rupture (ou celle de la limite élastique), car il doit
rester intérieur 4 une certaine courbe-enveloppe, caractéristique du
matériau considéré. Si au point considéré tous les efforts sont multi-
pliés par un méme nombre 1 croissant a partir de zéro, la rupture se
produit lorsque le cercle de Mohr touche la courbe-enveloppe.

Forces de contact. — Les forces extérieures agissant sur la surface
limitant le corps élas lique considéré, sont, soit des pressions connues,
ou autres forces données, soient des réactions, c’est-a-dire des forces

telles que les tensions 3 introduites antérieurement, et qui, si elles
étaient connues, donneraient exactement les déformations observées
et satisferaient a toutes les équations d’équilibre. Ces réactions
s’identifient completement, du point de vue physique, avec les ten~
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sions. D’un point de vue mathématique, il arrive que I'on considere
des forces isolées agissant sur un point de la surface ou sur un point
intérieur; ce n’est qu’'une abstraction, une telle force introduisant
autour de son point d’application une zone de déformation plastique
entourée d’'une zone ol la déformation proportionnelle cesse d’avoir
lieu. La conception physique d’une telle force est elle-méme criti-
cable. Néanmoins ce peut étre un intermédiaire commode de calcul
ou de raisonnement.

Loi de Hooke. — Jusqu’ici, nous disposons de trois équations
seulement pour déterminer les six fonctions v,, 7;. Il convient d’y
ajouter les conditions a la surface, mais la Mécanique rationnelle ne
peut fournir de nouvelles relations indépendantes des précédentes.
Comme I'observation montre qu'un fil d’acier et un fil de caoutchouc
se comportent différemment vis-a-vis d’'un méme systeme de forces,
c’est qu'une propriété nouvelle entre en jeu, et un recours a l'expé-
rience est nécessaire. La loi suivante, dite loi de Hooke, est appli-
cable d’'une maniere satisfaisante a4 une quantité importante de maté-
riaux usuels pour des forces restant en dessous de la « limite d’élas-
ticité proportionnelle » : les siz tensions v,, 7, sont des combinaisons
linéaires et homogénes des six coefficients de la déforma-
tion (%), ai, b,. La théorie de I'Elasticité proprement dite laisse de
c6té les phénomenes oi la loi d’allongement ne serait pas linéaire, ou
cesserait ’étre 4 la suite de déformations trop importantes ou parce
que des déformations permanentes seraient apparues.

Il s’introduit donc 6 >< 6 = 36 coefficients du tenseur d’élasticité
relatif au milieu élastique. Si @ priori on peut concevoir que ce sont
des fonctions de z, y, z, il est difficile d'imaginer dans la pratique (*)
comment on les mesurerait en chaque point d’'un matériau donné.
On est donc conduit & supposer qu’ils sont constants, ou remplacés
par leur valeur moyenne. Diverses hypotheses, plus ou moins bien
réalisées dans la pratique, permettent de réduire le nombre de para-
metres indépendants dont dépend le tenseur d’élasticité. Des consi-
dérations de Thermodynamique introduisant’hypotheése d’un poten-

(2) Ceci constitue la seconde partie de la loi de Hooke, celle quu précise et
compléte la premiére partie, plus générale, et que nous donnons plus loin

(*) En dehors du cas des milieux cristallins qui assurent une régularité de dis
tribution
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tiel interne font passer le nombre des coefficients indépendants de 36
a 21, l'isotropie et I’homogénéité réduisent finalement ce nombre
a 2 : les coefficients A et x de Lamé. Ce ne sont pas A et i que 'on
détermine expérimentalement, mais E module d’¢lasticité et ¢ coeffi-
cient de Poisson, mis en évidence dans I'expérience fondamentale de
traction. On passe des constantes mathématiques A, p aux constantes
physiques, E, o par les formules suivantes :

2 = Ec _ E

T lhxa(—20) *T30xq)
o= M Eo BGA+2u)
Ta(h+p) ST

La mesure, du reste délicate, de E, o permet bien d’obtenir 1 et p,
mais on postule implicitement que I'état élastique du corps considéré
est défini exactement par deux parametres, ce qui n’est pas évident,
et pas toujours le cas (fil d’acier, barre étirée). Les conditions
d’homogénéité et d’isotropie sont rarement réalisées dans un maté-
riau naturel ou industriel, sauf peut-étre localement, et 4 condition
de ne pas approcher des dimensions visibles au microscope : I'acier
est fortement hétérogéne, méme avec un grossissement moyen, Mais
en moyenne, cela devient une hypothése nécessaire pour entre-
prendre des calculs relatifs a des murs, a du béton. od & une poutre
d’acier.

Si I'on admet avec Lamé l'existence d'un état « naturel », dans
lequel les tensions sont simultanément nulles, les déformations étant

comptées a parlir de cet état, on établit les valeurs suivantes des
tensions internes :

vi= A +2pay, ve= A+ 2pa,, va= A0 + 2 as;
T = ZF.b], To= 2}169, Ty= 2}.1.63.

Dans le cas ou il n’existe pas d’état naturel (verre, acier trempé,
étiré ou laminé), ou si I'état initial est déja un état déformé, les rela-
tions entre tensions et déformations ne sont plus homogenes, elles
comportent chacune un terme additif constant caractérisant I’état a
partir duquel on mesure les déformations. En fait, ces termes supplé-
mentaires sont des fonctions de z, y, z qu'il parait difficile de
connaitre, mais leur importance est primordiale quand il s’agit

d’appliquer un critere de rupture, ou de dépassement de la limite
élastique.
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Les problémes de 1'Elasticité.

Le probléeme fondamental comporte la détermination des trois
fonctions u, ¢, w, moyennant certaines conditions aux limites, ainsi
que la connaissance des forces extérieures. Il se raméne a la résolu-
tion du systéme suivant :

a6
()‘+p)a; +pAu+oA=o0

d9 92 9’ 92
(l+p)a;+pAv+pY_o (A“m+o{—y;+-ﬁ>

(7.+lu.)£+‘u.Aw+pZ =0

sachant que sur la surface qui limite le corps étudié, on connait, soit
les tensions en chaque point, soit les déplacements, soit les tensions
sur une partie de la surface, et le déplacement aux aulres points.
Ce probleme est treés difficile, et la question de I'unicité ne parait pas
réglée définitivement. Admettant que les conditions a la surface qui
viennent d’étre données ne sont pas contradictoires, on peut se
demander si la solution est unique. Si 'on disposait de deux solu-
tions du systetme différentiel vérifiant les mémes conditions aux
limites et avec les mémes forces massiques, la différence de ces deux
solutions serait solution du systtme différentiel rendu homogene,
donc sans forces massiques, et avec des tensions ou déformations
toutes nulles & la surface. En particulier si aucune force n’agit sur le
corps élastique, la déviation de chaque point est-elle nulle ? On peut
remarquer que si les tensions sont toutes nulles a l'intérieur, cela
entraine les trois relations suivantes :

M +2pa=M+2pa,= A0 +2pa3=o0,

dont la conséquence

A =Aa>= Ar=0

n’est assurée que si 3A + 2 5% 0. Le cas 31 4+ 2= o est sirement
un cas exceptionnel, non réalisé dans la pratique o A et . sont pesi-
tifs. Si les six coefficients de la déformation sont nuls, cela correspond
4 un déplacement, au sens de la géométrie, pour ’ensemble du corps
étudié, et non a la fixité.
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Un autre cas d’exception est celui des liquides parfaits, p. = o, ou
la nullité des tensions n’entraine pas celle des b;.

On démontre que si 3%+ 2p>o0, le probltme fondamental
posséde une solution unique si les déformations a la surface sont
connues, ou si les lensions a la surface sont données (systtme de
forces en équilibre avec les forces massiques), mais dans ce dernier
cas on doit faire abstraction d’un déplacement d’ensemble possible,
au sens de la Géométrie élémentaire, du corps en équilibre.

Principe de buperposition. — Dans le cas ou les équations de
I'équilibre sont homogenes, sion connaitdeux solutions du systéme u,,
€1, W1, et Us, ¢2, Wa, On constate immédiatement que les fonctions
Uy~ U, v+ ¢2, W1+ Wi, sont aussi solution du systtme. On dit
que l'on a superposé les deux solutions donnees.

Résolution des équations de I’équilibre. — Pour avoir ane idée de
Parbitraire dont dépend la résolution du systeme différentiel en u,
¢, v, dans le cas d’un milieu isotrope et homogene, on peut procéder
de la maniére suivante. Dans le systéme différentiel

(A + )0+ pAu +pX=o,
(A + )8+ pAe +pY =0,
(A 4+ )0 + pAw + pZ = o,

au lieu de rechercher a la maniére classique I'équation de la dilata-
tation, nous nous proposons d’introduire une fonction ¢ qui est la
véritable inconnue du probleéme, et au moyen de laquelle on calcule
simplement %, ¢, w. Introduisons trois fonctions &, Y, % détermi-
nées une fois pour toutes, solutions respectives des équations
AL X Y A Z A % e o

BAZ + oX = pAY + ¢y =pAZ +pl =0 ( =d_x2-+5ﬁ+z—)?)'
On forme facilement de telles fonctions dans les cas usuels. Expri-
mons maintenant a prior: la dilatation 6 a I'aide de ¢, par la relation

(h 4+ p) 0 =— pAe.
La premiére équation du systéme devient donc

pA(u — gh— &) = 0.

MEMORIAL DES 8C. MATH, — N°* 132, 2
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On en tire u, ¢, w, grice a trois fonctions harmoniques H, K, L :

u=0¢,+ZT+H
e =9, + Y+ Nk,
w=o.+ %+ L.

Reportons-nous a la relation entre 6 et ¢; comme nous pouvons
calculer 0 d’une autre maniére en utilisant les trois derniéres rela-
tions, on en déduit une condition entre ¢, H, K, L :

(M +2p) A0 + (2 +p) [(Hy+ K, + L)) + (T + Y+ F)] =o.

En résumé, la solution générale du systeme différentiel dépend de
trois fonctions harmoniques arbitraires, a trois variables, et de
'intégrale générale de I'équation précédente en ¢. En principe, les
fonctions arbitraires introduites sont a déterminer par des conditions
a la surface dont nous avons déja parlé.

On peat, dans la derni¢re relation, faire disparaitre les fonctions
harmoniques, en appliquant le laplacien aux deux membres :

w(h o) Adp = (h + ) (N Y' 4+ Z5).
Clest I'équation classique de la dilatation :
(h+2p) A8 +(Xp+ Y, +Z;)=o.

Sil'on opére en prenant ¢ solution de I'équation rencontrée en dernier
lieu, les trois fonctions harmoniques ne sont plus indépendantes, car
on connait la divergence du vecteur H, K, L en fonction de ¢
supposé préalablement délerminé.

En utilisant I'équation de la dilatation on constate aisément que
u, v, w vérifient une équation telle que

Ao = w(2z, 3, 5),

avec un second membre particulier pour chaque composante.
Cependant les solutions générales des trois équations ne conviennent
pas, elles contiennent un arbitraire trop grand que I'on réduirait par
un recours au systéme initial.

On constate encore que les coefficients de la déformation, a,, b;,
puis les fonctions v,, 7, qui déterminent I’état des tensions intérieures,
vérifient une équation différentielle AA¢ = w, avec un second membre
convenable.
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Un cas particulier intéressant est celui ol les composantes de la
force massique permettent de prendre trois fonctions harmoniques
liées par la relation

Hy+ K,+L;=o.

De telles fonctions existent : ce sont trois fonctions prises parmi un
systéme de quatre fonctions harmoniques conjuguées a trois variables,
qui s’étudient a l'aide des quaternions, et que ’on rencontre aussi
dans la théorie des fluides.

Fonctions biharmoniques. — Certaines fonctions qui interviennent
fréquemment en Elasticité a trois dimensions sont les solutions de
'équation suivante :

AA? = 0.

Telles sont, en I'absence de forces massiques, les composantes du
déplacement, les coefficients de la déformation et les composantes du
tenseur des tensions. De telles fonctions sont appelées biharmoniques.
On peut mettre chacune de ces fonctions sous la forme 2H, - H,, H,
et H, ¢tant des fonctions harmoniques, c’est-a-dire solutions de
I'équation Ay = o. Pour établir ce résultat, remarquons qu’il existe
une fonction harmonique K telle que pour toute fonction biharmo-
nique on ail
Ap =K,

et montrons qu'il existe au moins une fonction harmonique H, K
étant bien déterminée, telle que I'équation ci-dessus ait une solution
¢ = zH. Pour cela, il faut et il suffit que
e s s JH
A(zH)=h, c'est-a dire 25 =K
puisque H est harmonique. Soit J€ une primitive particuli¢re de K,
prise par rapport & la variable . Toutes les autres primitives, 2H en
particulier, s’en déduisent par addition d’une fonction arbitraire
deyetz:
YH=%(x,3, 23)+f(), 5)

Utilisons ’hypothése que K est harmonique,

@K K oK
— =o,

dx? +W+ 03’
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et remplacons K en fonction de ¢,

J .,
J—Z‘Aﬂﬁ=o.

Nous pouvons intégrer les deux membres en z,
AKX = g(y, 3).

Il est plus simple de dire qué g est une fonction connue, car c’est le
laplacien de ¢, primitive bien déterminée de K. Or il nous reste a
obtenir la fonction f; comme clle est solution de I'équation

»f  Pf

e g TETS

le théoréme d’existence des solutions des équations aux dérivées
partielles suffit & démontrer son existence (elle n’est pas unique).
Comme nous avons la solution particuliére zH de I'équation A¢=K,
la solution générale s’en déduit en ajoutant P'intégrale générale de
l’équation sans second membre, c’est-a-dire une fonction harmonique
arbitraire.

Recherche des déformations. — Une autre fagon d’aborder le
probléme fondamental de I'Elasticité consiste a rechercher d’abord
les coefficients de la déformation a;, b;, puis d’en déduire les compo-
santes de la déviation u, v, w. On dispose seulement des trois équa-
tions indéfinies de 1’équilibre si I'on remplace les v; et 7; en fonction
des a;, b;; mais on a ensuite six équations pour calculer u, o, w
connaissant les a;, b; (relations entre tensions et déformations). On
montre que ce dernier systtme d’équations pour étre compatible,
nécessite que les six relations suivantes :

d_’a_i_i(_?_’izﬂ_’hﬂ_bz) , b e Jay
oz dy ~ oz oz = dy 9z )’ dydz ~ 9dz* ay?’
f::z_-z__i< Qﬁ_d_”ud&) T8 _da  da
dzox dy\ dz dy  9z)' "9zdz ~ 9z = dz*
M_i( LT R P s S
dzdy ~ Jz oz dy  dz !’ oz dy ~ dy? oz? '

dites « relations de compatibilité », soient vérifiées. Inversement, si
ces six relations sont vérifiées, on montre que l'on peut évaluer la
déviation. u, ¢, w élant une solution particuliére, la solution générale
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du systéme relatif aux composantes de la déviation s’en déduit de la
maniére suivante :

U=u+a+ry—gqs,

V=v +b+pz—rz.

W =w-+ ¢+ qx — py,

a, b, c, p, g, r étant six constantes arbitraires définissant un dépla- .
cement d’ensemble. Les six constantes sont d’ailleurs déterminables
par les conditions aux limites. En résumé, le probléeme fondamental
de I'Elasticité est ramené a la résolution d’un systéme de neuf équa-
tions aux dérivées partielles en a;, b;, & savoir, les trois équations
indéfinies de l'équilibre et les six équations de compatibilité.

Problémes particuliers.

Fonction des déviations. — Il peut étre intéressant de rechercher
si la déviation peut étre le gradient d’une fonction . S'il en est ainsi,
la rotation py, ps, p; est identiquement nulle, et 'on a
2y 92y

ag = 5'52-’ ceey bl:d_ydz, ceey

6 =AY,

A étant le laplacien 4 trois termes. Vérifiant ensuite que 1'on a

db 26 a9
Au_%, Av_a_}', Aw-d—z,

on constate que 'équation vectorielle du probléme est la suivante :

>
(A+2p)gradd +~pF =o.

Si la force massique F, p étant supposé constant, ne dépend pas
d’une fonction de force, il n’existe pas de fonction des déplacements.
Supposons donc que F soit le gradient d’une fonction U, on en déduit
immédiatement que

k étant une constante d’intégration que I'on détermine grice aux
conditions aux limites. § étant connu, on aura § par I'intégration de
équation aux dérivées partielles Ay = o, moyennant des conditig
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conditions sont assez nombreuses, et d’'un type qu’il n’est pas facile
d’analyser. Comme ce sont des conditions nécessaires, il est, en
définitive, difficile de prévoir si un probléme posé a priori entre
dans la catégorie ou la déviation dépend d’une fonction . Aussi
procede-t-on plus fréquemment en prenant une fonction ¢ a priori,
d’ou on déduit les conditions aux limites pour des corps particuliers.
Fréquemment, des considérations sur la distribution des efforts inté-
rieurs donnent des indications pour le choix de la fonction ¢.

Ainsi pour un corps isotrope et homogéne soumis uniquement a
une pression cxtérieure uniforme p, la dilatation est constante, et
Pon peutl mettre en évidence la fonction de déplacement

b= g-(x2+)"-'+ 32).

La dilatation a pour valeur

6= 3p
T 3w ep’

et 'on en déduit les coefficients de la déformation
]
a4y = As = az = 3? bi=by=b;=o0,

et la distribution des efforts intérieurs
Vi= Ve = v3=—p, Ty = Te = T3 =0,
L’étude du cas de I'extension simple d’un prisme conduit a poser
u=cz, v=— ay, w=—as,
d’ou la dilatation 0 = ¢ — 2a. La fonction de déplacement

§= cx? a_y2+z2
2

permet de montrer que les b et = sont nuls, et que de plus
vi=(c—2a)k+2cy, va=vz=(c—2a)l—2ap.

Si F désigne Deffort unitaire uniforme agissant sur les surfaces ter-
minales, et en remarquant que les surfaces latérales ne supportent
aucune contrainte, on déduit

vi=F, Vo= V3 == 0;
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d’ou résulte la valeur des coefficients a et ¢ :

c= Aot a= A F
T p(3h42u) T ap(3h4+2p)

On reconnait le module dl¢lasticité et le coefficient de Poisson :

Ee 2t+w _F_Fz P S S
T aBr+2p) ¢ w’ T e 2(h+p)
Considérant a priori la déviation
we—_ %3 o= 32 w__:zr;‘l—cvy2+<rzz
-7 TR’ - R’ - 2R

ol ¢ est le coefficient de Poisson et R une grande longueur, on
constate que pour une poutre de faible section vis-a-vis de la longueur,
ayant Oz pour lieu des centres de gravité, la ligne élastique, lieu des
centres de gravité aprés déformation, est sensiblement un cercle de
rayon R, et que sa longueur ne s'est pas modifi¢e. On dit que 'on a
une flexion circulaire. On peut calculer les coefficients de la défor-
mation

a1=——ER, as= as= ?I—{z-’ by=bs=bs=o, = — e

A

wmIR

1)

puis la répartition des tensions

32+21) 3
__&)\_-:u_‘).ﬁ, Vo= V3= Ty = Te = T3=0.
b

=

Dans ce probleme il n’existe ni glissements ni cisaillements. Une
telle déformation est possible sans forces appliquées & la surface
latérale, mais a la section terminale z = o, la distribution des efforts
doit étre exactement celle qui est définie par les v;, 7; évalués précé-
demment, ce qui fournit un systéme de forces dont on calcule les
éléments de réduction en O :

I, est le moment d’inertie de la section par rapporta OQy. Sur la

base =1, seul le couple opposé au précédent, %ﬁ, doit é&tre
appliqué.
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Pressions sur un corps semi-indéfini. — Nous allons indiquer
brievement comment on fait 'étude de la déformation subie par un
corps semi-indéfini remplissant la portion d’espace o z est positif
quand on lui applique a P'origine une force finie Q dirigée vers les z
positifs. Nous savons qu’un tel probléme est criticable. Cependant
sa solution peut étre considérée comme intéressante a une certaine
distance de l'origine, la ou la déformation suit la loi de Hooke, et
nous l'utiliserons pour étudier le cas d’un systeme de charges conti-
nues sur le solide semi-indéfini.

J. Boussinesq a recherché¢ une fonction biharmonique convenable,
présentant une singnlarité en O. Ceci I'a conduit a la déviation
suivante :

U=(-l—+U—Q)[-’i-z-——(l—2c)<1——§>] (r2= 2+ y2),

axrE e?
_(1+0)Q[ rs? r e 8 N
W= P_3+2(1—G)E (p2=1r2 <+ z2?)

dont la premiére composante est comptée suivant-le rayon vecteur du
plan Ozy, et la seconde suivant 'axe des z. La déformation est, bien
entendu, .de révolution autour de Oz. On en déduit le systéme des
tensions normales et tangentielles, précisées par leur indice :

Ne= 2 i_(l—ga)(x—- %)— 3""3],

"2 5
2aT7 [4

N:= 27?,‘2(1—-20‘) [-’-;—; —(I—E)]r

Q 3133
N (=)
Q

3riz”
T'.":'z::r‘l(_ p* )

Physiquement une telle solution peut étre considérée comme satis-
faisante dans le cas d’une force concentrée agissant sur un corps
quelconque en un point ou il existe un plan tangent, ni trop prés, ni
trop loin du point d’application.

Si, maintenant. le méme corps élastique que précédemment subit en
chaque point ¢, 0, 0, une charge unitaire, de composantes o, o, ¢, la
solution du probléme, déviation et tensions, s’obtient en superposant
des charges isolées du type précédemment étudié. On néglige géné-
ralement les déplacements transversaux moins intéressants, et.l'on se
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borne a I'étude des déplacements de méme direction que les charges.:

I1+4¢G 2 1—
= 37E [;% + 5-9—0-)-]9(5, n) o dn.

Pe(z Ry =n),  @=riez

Des considérations analogues peuvent étre développées dans le cas
du contact lisse de deux corps élastiques. Cela correspond au cas
général du contact de deux corps naturels, en excluant les contacts
par une aréte ou une pointe. Des considérations géométriques con-
duisent & admettre que le contact se fait par unc petite ellipse, ou les.
réactions de contact sont supposées normales. H. Hertz a montré que
la pression unitaire g pouvait étre tivée de l'équation

[

15

9 2
z T

Ee
2 TET =

thhQ
)

<o

5 =1, ou

S

représente I’équation de la petite ellipse de contact, aprés une rotation
convenable des axes. qo, @, b sont déterminés par cette théorie.

Torsion pure. — Considérons une piéce prismatique ou cylin-
drique, de génératrices paralleles a Ox. Elle n’est soumise 4 aucune
force. en dehors des deux faces terminales (ou sont appliqués des
couples + C portés par Oz). Le systéme des équations indéfinies de
I'équilibre se simplifie lorsqu’on recherche une solution telle que

VMI=W=V3=T,=0.
Il s’écrit :
A + o N % o du_,
dy = oz dr ~ ' -
73 et 7; ne dépendent donc que de ) et 5. On voit qu'il existe une

fonction ¢(y, z), dite fonction de tension, telle que

Ty == a—;;, T3 =
Nous allons montrer que le probléme restrictif posé est bien déter-
miné, c’est-a-dire que l'on peut calculer une fonetion ¢, en déduire
la déviation, et satisfaire aux conditions aux limites. Se reportant aux
relations emtre les tensions et les déformations, on vérifie aisément
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que les laplaciens des fonctions u, ¢, w, 73, 73, sont nuls, donc

, , 92 92
A¢, = Ap; = o, (A=3}7+¢—)Z§>

de sorte que

k étant une constante qu’il conviendra de déterminer.

L’absence de forces appliquées sur le contour, impose a la fonc-
tion ¢ d’étre constante sur le contour. Cette constante est prise égale
a zéro, car 'addition d’une constante arbitraire a ¢ ne modifie ni les
tensions, ni les déviations.

Sur l'une des faces terminales, que nous supposons étre des sec-
tions droites, les forces appliquées sont des cisaillements. On vérifie
aisément que leur somme géométrique est nulle, et que leur moment
en O est dirigée suivant Oz, et vaut

C=—zﬂ¢dydz.
S

Ce nombre que I'on consideére comme une donnée probléme sert a
déterminer la constante k. En résumé, nous avons & déterminer une
fonction ¢, nulle sur le contour de la section droite, vérifiant I'équa-
tion aux dérivées partielles A9 = £, sachant que la constante & est
déterminée par la relation précédente.

Prandtl a montré comment on pouvait réaliser pratiquement la
surface d’équation # =¢(y, 5) a l'aide d’une membrane uniforme¢-
ment tendue s’appuyant sur le méme contour, car I’équation aux
dérivées partielles de ce dernier probléme est la méme. Une bulle de
savon ayant le contour voulu et qui subit une surpression uniforme,
permet par des mesures de distances d’obtenir numériquement la
fonction ¢. Cette analogie rend de trés grands services en rendant
intuitif le role des points anguleux du contour, et en séparant les
angles saillants de faible intérét, des angles rentrants qui sont dan-
gereux. On réduit leur influence en les remplacant par des arcs de
rayon de courbure suffisamment grand, ou, mieux encore, en prenant
des courbes a rayon de courbure continu.

Guidés par le résultat élémentaire de la torsion d’un barreau dont
la section droite est un cercle, on estconduit a rechercher la déviation
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sous la forme suivante :
u=wf(y, 3), v=—o0nz3z, w=wzxy,

 étant une constante, qui est 'angle de torsion par unité de longueur
de la poutre. La connaissance des cisaillements

oy - waz TUE 0z pay

a condition de connaitre w. Or I’élimination de u entre les deux
relations précédentes donne

Ap = 2po.

La constante k étant supposée déterminée préalablement, on en
déduit immédiatement » angle de torsion par unité de longueur.

L’équation A9 =k se rencontre fréquemment, a l'occasion de
diverses théories. Chaque interprétation expérimentale fournit
une analogie intéressante (Electricité, Hydrodynamique, Mécanique
des fluides, ou bien introduction d’une variable complexe dans le cas
plan).

Un probléme important et qui fournit une justification intéressante
des équations de la théorie des poutres est celui de Saint-Venant.
Il s’agit de trouver les conditions d’équilibre ¢lastique d’une piéce
prismatique ou cylindrique, sans forces massiques, sans forces
extérieures agissant sur la surface latérale, mais avec des forces
appliquées sur les deux faces terminales, d’une mani¢re convenable
afin de respecter la distribution qu’indique la solution mathématique.
En fait, on fait intervenir seulement les éléments de réduction de
ces deux systtmes de forces. Les deux problémes ne sont pas
équivalents. Mais Saint-Venant, a la suite de constatations
expérimentales, admet (principe de Saint-Venant) qu’a une certaine
distance, deux systémes de forces équivalents agissant séparément
sur une méme petite région du corps élastique, produisent sensible-
ment le méme effet. En somme, la solution exacte fournie par Saint-
Venant correspondrait a la solution expérimentale, sauf au voisinage
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des extrémités. Le principe de Saint-Venant semble assez difficile a
justifier du point de vue théorique, car un systtme de forces
équivalent a zéro produit une trés petite déformation, non nulle,
a une cerlaine distance; si maintenant on multiplie toutes les forces
de ce systdme par un méme nombre A, le sysitme reste équivalent
a zéro, mais la petite déformation est aussi multipliée par A, d’aprés
la loi de Hooke, et elle pourrait dépasser n’importe quelle grandeur,
en choisissant convenablement A. En fait une autre raison intervient,
le nombre 4 ne peut étre choisi arbitrairement grand, car l'on
se trouve placé dans des conditions o la loi de Hooke cesse d’étre
applicable, et c’est peut-étre cette derniére raison qui justifie
indirectement le principe de Saint-Venant.

Elasticité plane.

L’¢état de contrainte plane est facile a imaginer. Il présente
son intérét propre, car il est plus simple que I’état de tension spatial.
Cependant il demande quelques précautions.

Soit une coupure faite dans le corps a trois dimensions parallele-
ment a 'axe Oz. Dans le plan Ozy, soit a I'angle que fait la normale
a la coupure avec 'axe O z; la contrainte, projetée sur les axes Ozy,
a pour composantes

v4 cOSa =+ T3 sina, T3 COS® =+ Vo Sina;
tandis que si I'on projette sur les deux axes définis par les angles «
T . . . .
eta—+ - on obtient la contrainte normale et le cisaillement,

Vi —+ Yo Vi— V2 .
v=—-—-—)———+——q—coszu+‘:3sm2a, T=—

Vi — Vo

sin2a 4 T3 COs2a.

Les contraintes principales sont définies par deux directions
perpendiculaires telles, que
273

tgoa =
° Vi — Va

Les tensions exirémes correspondantes ont pour valeurs

B e —

Vi V2 vy — va\2
: j:‘/( >+1§.
2 2
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Une étude analogne montre que la dilatation linéaire dans
la direction « a pour valeur
ay+ as a,—

Qs .
a= > -+ 5 cos2a =+ by sin2a.

Cette formule est mise en application quand on détermine
les tensions en un point de la surface libre d’un matériau. En
ce point, on.est effectivement dans un cas de tension plane car la
contrainte suivant la troisiéme direction principale, la normale a la
surface, est nulle. Un fil est posé, adhérant a la surface, si l'on
mesure sa dilatation on aura un renseignement sur les nombres a,,
@3, by. Pratiquement on utilise des rosettes, formées de trois petits
fils inclinés a 60°. La mesure des variations de résistance de ces fils
donne trois équations pour déterminer a,, as, b;.

Deux cas particuliers de 1’Elasticité a trois dimensions donnent
des équations sensiblement voisines. On les comprend sous le nom
commun d’Elasticité plane, ce sont I'état de déformation plane et
celui de tension plane.

On dit qu’il y a déformation plane si la déviation est telle que
w=o0, u et v étant indépendants de z. Z doit étre nul. Il en résulte
les propriétés suivantes pour les déformations et les tensions :

ay= by = bs= o, 6=3—:+37‘j’
Ny= No=+ A0 + 2pay, Ty=o,
No= No~+ A0 + 2p.a,, Ty=o,
Na= No+ A8, Ty= 2p bs,

F=3Ngr Bhor2p) by Nam HRE o ol (N ),

en admettant un état initial uniformément tendu. Un barrage de
retenue, rectiligne et de grande longueur, présente un tel état de
déformation plane dans toute section droite éloignée des extrémités.

L’état de tension plane est défini par les conditions suivantes :
N;=T,=T,=o0, Ny, N3, T; étant.indépendants de z. Sur un plan
s = const., la tension est identiquement nulle, ce qui nécessite
Z = o; pour une coupure parallele & Oz, la tension est indépendante
de z. X et Y sont aussi supposés indépendants de z. Les déformations
a4, az, a,, b; sont indépendantes de z, donc w est linéaire en 3.
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Puisque by=0ba=o0, u et v sont au plus du second degré en sz,
la somme v+ u) étant indépendante de z. Ces propriétés sont
résumées dans le tableau

as= as(x, y), b= s+ o)+ by=— -27“- bs,

A2

Ns=o0, I=N;+Np=2raz+2(A+p)(ar+ as), Up+vy=— T s

Une plaque mince non chargée donne un exemple approché
de D’état de tension plane. Cependant, en prenant les moyennes
dans 'épaisseur de la surface, si a;(z, y) = const., on a une solution
rigoureuse des équations de la tension plane.

En déformation plane, les conditions de compatibilité, compte
tenu de la définition, se réduisent a une seule,

02b1 . d2a= + dial
dxdy ~ odx* ayr’

que P'on écrit, en ne faisant intervenir que les tensions,

#2T; 2Ny 2Ny o P
20z ay = 9 T oa —<m+a;;)[¢(N:+Nz)+(x—2s)No].

Nous admettons dorénavant que ANo= 0. Tandis que dans le cas
de la tension plane, nous avons la condition

2Ty 2Ny 02N,

9 = " 4 —=
dx dy a9’ oz’
et aussi les trois suivantes :

PRI _ PR _ 2
o = ozdy g 0 (Fr=Nir ),

montrant que I est linéaire en x et y.

Or, en déformation plane on vérifie que Ny + N, est une fonction
harmonique & deux variables. Tandis que l'état de tension plane,
ou I est harmonique, n’est possible que si

X o,
ox  dy

condition nécessaire. Cette condition d’harmonicité n’est pas
suffisante, comme on le voit en se reportant aux trois dernidres
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conditions de compatibilité. De sorte que les solutions de tension
plane ne sont pas toujours utilisables.

Cependant, si avec H. Béghin, on consideére le cas d’une plaque
située entre les plans z = ¢, on constate que u, v, Ny, Ny, Ny, T,
sont des fonctions paires de z; w, T,, T, sont des fonctions
impaires de z; les dérivées par rapport & z ou y, sont de méme
parité que la fonction; et de parité contraire, pour une dérivée en z.
Si z et y sont constants, la moyenne en z, entre +c et —c de
la dérivée en z ou y, d’une grandeur est égale a la dérivée de
la moyenne. Représentons enfin par une lettre surlignée, une moyenne
au sens précédent, les relations entre les tensions et déformations
deviennent

ﬁ1= )\—6-0-2[.1.51, T)= 2(.!.‘51= o,
No= 7\6+2p.ﬁg, Ty= 2}1.3;: o,
Ny=A0+2p@s=o0, Ti=2ub;.

Tandis que les équations indéfinies de 1’équilibre s’écrivent
q q q

M I

N, o | N,
ox ady

9z -+ W -+ PY = 0.
Ces équations sont encore valables dans le cas de la déformation plane.

Dans les deux cas, il intervient des grandeurs indépendantes de z.

La différence porte surtout sur le remplacement de N; par N,— 2pc73.

Nous reportant aux conditions de compatibilité, nous laissons
de coté les trois dernitres citées parce qu'elles font intervenir
des quantités dont nous avons écarté la détermination, et il ne reste
donc plus que la premiére, comme dans le cas de la déformation
plane. En définitive, si le champ de force est a divergence nulle,
la compatibilité se réduit a

()2 di
(‘—)';2' -+ W) (N1+ Ni) = 0.

Cette relation est indépendante des propriétés élastiques de

la mati¢re, comme les équations indéfinies de D'équilibre élastique.

Cette circonstance est a la base des méthodes de Photoélasticimétrie.

Fonction de tension d’Airy. — Supposons que les forces massiques
soient inexistantes dans les équations de la déformation plane ou
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dans celles de la tensien plane (ol nous supprimons dorénavant
le surlignage). On constate que ces équations sont vérifiées en
introduisant la fonction d’Airy, qui est telle que

rv Py Py

1=-‘Ty—2a T:;=——_—-d.z'd1‘, No= oz

N

(En ajoutant des fonctions convenables aux seconds membres,
omw peut tenir compte de forces massiques, et cela plus spécialement
dans le cas de la pesanteur.) La condition de compatibilité met en
évidence le fait que la fonction d’Airy est une fonction biharmonique
a deux variables. Sa détermination se fait en utilisant les valeurs
des tensions ou des déplacements au contour. Un tel probleme est
difficile, aussi procéde-t-on fréquemment en sens inverse : & partir
d’une fonction biharmonique connue, on déduit les propriétés
¢lastiques d’un corps convenable, soumis a certaines conditions
aux limites, qui résultent de la fonction choisie.

Elasticité plane en coordonnées polaires. — Un point du plan est
défini par les coordonnées polaires 9, r. Les axes issus de ce point,
et sur lesquels on projette les différents vecteurs sont le rayon
polaire et sa perpendiculaire orientée dans le sens défini par

. P . .
une rotation de + -~ & parur du rayon polaire. Sur ces axes,

le déplacement a pour composantes U, V, et I'on peut définir
le tenseur des déformations, relativement a ces axes, par les égalités

Ju
ar= o ay =

1dv U daV 10U V
r r

ALl sl
On introduit de méme le tenseur des tensions, défini par les trois
fonctions N, Ny, T,p, telles que I'on ait en déformation plane,

Nr=No+ Ma,+ o) +2pa,, as=o,
No= No+ A(a,+ ap) + 2 aq, Ty=Ty=o,
Tg=21b,9, N3 = No+ A(ar—+ ap).

et en tension plane,

Nr=2p(a,— as), ay= as(r, b),
Ny=2p(ay—a;), N3=o,
Tro=2ubr4, Ty=T:=o0.
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De plus, en déformation plane, «;= o, ctla dilatation'vaut «, + ag
tandis qu’en tension plane, a; a pour valeur

a3 =—

(ar+a
Tt "),
dans les conditions rigourcuses. Si P'on se borne a I'étude
des moyennes de tension dans I'épaissecur de la plaque, ce terme
n’intervient pas.

On établit les conditions indéfinies du mouvement plan

oN, 1()'1’,/0_._1\',.—N0+P[‘ PRY l(dV)‘Z]_O
or T rTon, T T " -0

or © 7 . o e\t
dT 1 dNg Ty . V19U 9V]
or 7W+’T-P[‘—W—;Wﬁ]—’

ou la force massique est projetée sur les axes locaux. Si la divergence
de la force massique est nulle, c’est-a-dire, si

X 1%\,

1
+ —_
Jr r o Iz ’

Xy N\,
(]

en Elasticite plane, la somme N, + Ny est harmonique dans le plan

2 14 192\
(e 3 3 3 ) (Vo N =

Si la force massique est nulle, il existe une fonction d’Airy
W(z, y)==®(r,0), telle que

1 2® [ 0P d (1 0® 2P
=L SE i Te=— 5 (5 50“)’ No= 5"
Tensions dans une plaque tendue, au voisinage d’un trou. — Une

plaque de grandes dimensions est soumise a une tension uniforme v
parallelement a I'axe des z. A Torigine est percé un trou circulaire
de rayon a. Dans un tel probléme de tension plane, le principe de
Saint-Venant montre qu’a une distance suffisante, I'influence du trou
est négligeable, aussi bien pour les tensions que pour les déforma-
tions. Un point de la plaque est représenté par ses deux coordonnées
polaires 6 et r. En un tel point o r est grand, les conditions aux
limites sur un cercle de grand rayon sont les suivantes :

vp= v cos2l, vg= v sin2b, “p=— v sinf cosh,

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 133, 3
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ou mieux,
sin21),

—-v+"co 20 v =" cosaf THH=
\’ — — s - = — 2 —_—
r=3 > ’ 0 2 ’ o]

N[ <
W<

Cette forme suggeére de considérer I'élat précédant .comme
la superposition de deux états oir les tensions sur ce cercle seraient

ou bien,
v v .
—c¢osol), — —cosal, — Y sin 2.
% 2 2
Le premier probléme est, en tension plane rigoureuse, celui de
I'équilibre d’une couche cylindrique a pression interne nulle et a

. " v .
pression externe — - Les tensions correspondantes sont donc,

d’aprés un résultat classique,
v a?’ v a’®
= !—-—“.,‘)’ "t=5 l+,—‘2— ’ Trh= 0.

Dans le deuxidme état de tensions, on recherche une fonction
de tension, de la forme suivante :

¢ = f(r)cosal.
On en déduit

Av = F(r)cosal,
en posant’ -

" 1 r
F(ry=f+ Ly — 4.
Comme ¢ doit étre biharmonique, on doit donc avoir

F"+ EF'—i"—F=0;
r r?

F= % -+ Bll"z,

A, et B; étant des constantes d’intégration. f est donc solution de
I’équation différentielle suivante avec second membre,

fll+ ;fl_‘;__.é=_ﬁ_;_+“l,.-)-



ELASTICITE. 31

Nous conndissons l'intégrale générale de 1'équation sans second
membre. Il suffit d’y ajouter les intégrales particuliéres relatives a
chacun des termes du second membre. On trouve ainsi

¢ = (Ar‘=+ Bré+ ,% -+ D) cos20.

A, B, G, D éant quatre constantes arbitraires d’intégration.
Les conditions aux limites permettent de les déterminer :

v - va+ va’
A\=—7, B=0, (,4=—-’ = —
3 2 2

Il en résulte la distribution des tensions :

v a2 v 3at 4a?
Yr=g l"‘TF -+ - 1+—'T—T cos2fl,

On peut comparer les tensions sur le trou aux deux points r = a,
f=oetr=ua, 0= 5 Les efforts suivant la tangente au cercle sont

respectivement —v et 3v. On constate que le fait de percer un irou
dans une plaque triple la fatigue de la piece, quel que soit
le diamétre du trou. Ceci est d’une grande importance pour
les rivures.

Le cas général de la tension uniforme s’obtient en superposant
I'état de tension précédent avec une tension normale vy, et I'état de
tension vy, dans une direction perpendiculaire. On trouve comme
résultante des efforts tangents au cercle de rayon a, au point défini
par I'angle 6, la valeur suivante :

(vi—+v2) —2(vi—vs)cos20,
. . T
qui prise pour () = 7 donne
Vi Ya.

La mesure expérimentale de cet effort permet de déterminer en
un point la somme des tensions principales.
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Une autre application industrielle des résultats de I’Elasticité
plane consiste en ’étude des volants.

Photoélasticimétrie.

L’expérience montre qu'un matériau transparent el isotrope,
posséde une biréfringence accidentelle quand il est soumis a
des efforts de tension. En un point donné d’une plaque d’épaisseur £,
ou les tensions principales sont v, et v,, la biréfringence produite
correspond a un écart optique égal a kh|vi—va|. k étant
une constante physique caractéristique du matériau employé et de
la longueur d’onde utilisée.

On détermine expérimentalement les isoclines, courbes ou
les directions des tensions principales ont une inclinaison donnée.
Elles sont visibles en noir quand on éclaire normalement la plaque
entre nicols croisés. Ces isoclines permetient la détermination
des orthostatiques, courbes tangentes aux tensions principales.
Une autre famille intéressante de courbes, que l'on peut obtenir
expérimentalement, est celle des isochromes, pour lesquelles 1'écart
optique a une valeur donnée. En tout point d’une de ces courbes
vi— vy a une valeur que I'on peut mesurer pratiquement.

Etant donn¢ une piece métallique plate, soumise a des efforts
connus, on réalise un modele semblable en matériau transparent.
L’application du principe de la similitude permct de connaitre
la nature des efforts a appliquer. On en déduit done la différence
des tensions principales en tout point choisi a I'avance.

Nous avons vu une premi¢re méthode pour déterminer la somme
des tensions principales, par percement d'un trou, et mesure de
Veffort correspondant. Une autre méthode consiste & remarquer que
dans l’état de tension plane, la dilatation normale aux faces de la
plaque étudiée est

az=— E(vl—l- vs ).
E
La mesure de @, donne donc v, -+ v,.

D’autres méthodes, qui résultent de phénomenes différents
(bassin électrique; membrane) soumis a la méme équation aux
dérivées partielles, permettent d'obtenir vy -+ va.
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Petites vibrations des milieux élastiques.

Nous nous bornons au cas d’un milieu homogene et isotrope
cn axes rectangulaires. Les forces d’inertie ayant pour compo-
santes —pu’ s, — p¢", — pv";s, il suffitd’ajouter ces termes aux compo-
santes de méme nom de la force massique. En réalité, comme nous
sommes passés du point de coordonnées z, y, z au point de coor-
données x + u, y + ¢, 5+ v, il conviendrait de prendre la force
massique de ce dernier point. Or, elle difftre du terme utilisé de

tel 9X qui sont tenus solizeabl £ si les
termes tels que u% qut son enus POUI‘ neb lbba es saul s1 ies

dérivées de la force massique étaient de 'ordre de grandeur de 2 et p,
nombres importants. On simplific encore les équations des petits
mouvements en convenant de mesurer les déviations a partir de la
position d’équilibre sous l'action des forces extérieures appliquées.
Nous placant plus spécialement dans le cas d’un milieu homogene
et isotrope, les équations des petits mouvements d’un milien élas-
tique a trois dimensions sont les suivantes :
ad) Pu

(\ . - . = —_—

( +‘J')r).z+H_\U P(dt'! \>,

N 0 2

=+ ) 3) +upApr =0 (%t—(')- — Y) .

(A +p) gg’ + wAw=p <d‘-w —Z) .

9
Toxr T ady T 93 T ort ' dyr " 022

Le probléme fondamental consiste a rechercher une solution de ce
systéme, connaissant les condilions initiales, u(x, y, z, o) et
u, (z,y, z, 0), et sachant que sur certaines parties de la surface le
déplacement est nul, sur le reste de la surface la tension correspon-
dante élant nulle.

Il est possible de résoudre le syst¢éme précédent en u, ¢, w, eny
laissant figurer la force massique, comme nous avons fait dans le cas
de la Statique, c’est-d-dire d’exprimer ces fonctions a I'aide d’inté-
grales générales d’¢quations aux dérivées partielles plus simples.

Considérons a priori opérateur suivant :

02

Q(=:.LA—pﬁ’
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¢t introduisons une fonction inconnue ¢ telle que la dilatation
cubique soit définie par
(A +p)h=— Q3.

Choisissons encore trois fonctions &, 9, 5 déterminées une fois
pour toutes (indépendantes de ¢, si on le désire, une seule solution
étant utile), définies a partir de la force massique par les relations

QE+N=0Y+Y=0,F+Z=o0.

Dans ces conditions la premiére ¢quation des petits mouvements
peut étre écrile ainsi

Qi —g\p— &) =o.
1l résulte de ceci’ qu’il existe trois solutions 3¢, K, £, de'équation

Qiql:—_().

telles que le probleme des petits mouvements se résout par

uw= ¢+ &+ 8¢,
e=9l+ Y+ XK,
w=209 +3 + £,

a l'aide de la fonction ¢. Or, cette fonction n’est pas arbitraire, car
nous connaissons une premiére expression de la dilatation. Une
deuxiéme valeur est obtenue en formant la dilatation cubique direc-
tement & partir des valeurs de u, ¢, w que nous venons d’écrire. On
constate alors que v est une solution de Péquation aux dérivées
partielles suivante :
Qs =.f
ou le seccond membre s’écrit

S=— O+ ) [(B+ K+ £) + (Tt Y, + F2)],

et apres avoir introduit le nouvel opérateur

2

d'.
‘...’9: )» 2 —_—
2= (2 +2p)A —p -5

De cette maniere, la résolution effective est ramenée a la recherche
de la fonction ¢ et des trois fonctions J€, K, £, déterminées par les
conditions initiales et les conditions aux limites. Si 'on veut former
une équation en ¢ ou J¢, JC, £2 ne figurent pas, il suffit de multi-
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plier les deux membres de I'équation en ¢ par l'opérateur diffé-
rentiel Q, :
Qo =(h+p)(X,+ Y, +Z).

On peut reconnaitre I'équation de la dilatation, fonction générale-
ment présentée comme la clef du probleme. Cependant I'introduc-
tion de la fonction ¢ donne des résultats plus complets.

A partir des valeurs finales de u, ¢, «, on peut constater que ces
fonctions sont solutions de trois ¢quations de la forme

QlQﬁ‘p(‘lH D s t)y=g(x, ¥y 5 ).

ou ne figurent pas ¢, I, I, £, et avec des seconds membres dif-
férents en général. Mais c’est un procédé maladroit qui introduit plus
de fonctions arbitraires qu’il n’est nécessaire.

Dans le cas .parliculier ot la force massique est nulle, u, ¢, & sont
trois solutions de I'équation

!.)1 Qa'«l} =0,

ue l'on inldgre en prenant la somme des intégrales ‘.‘{(."llél‘i\l(‘S des
e} .l o <
deux équallons suivantes :

91'441:0, Q:d{g:ﬂ,

qui définissent des propagations que nous allons retrouver d’une
autre maniére.

Reprenons le sysieme fondamental des petits mouvements, en
I'absence de forces massiques, et désignons par X, Y, Z, T les opé-
Jd 9 0
’ a}" ;_H;’ d_t'

alors de la maniére suivante :

rateurs symboliques E?i e systeme différentiel s’écrit

(A =+ AXXu+Yo+Zow)+(pA—pTHu=o0
A+ Y Xu+Yo+Zw)+(pA—pT2)v=0 ) (A= X2+ Y’ +Z2).
A+ 2 (Xue+ Yo+Za)+(uA—egT)w=0

Proposons-nous de rechercher des solutions de la forme suivante :

u=qu, v=Bt‘b, w=C!lJ,

q, = edx+b) —H'z+ht,

dans laquelle «, b, ¢, &, A, B, . sont des constantes (méthode appli-
cable pour toute équation, ou tout systéme d’équations aux dérivées
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partielles, linéaires, homogéne et a coefficients constants). Nous
parvenons au systéme suivant, qui, relativement aux inconnues A,
B, C, est linéaire et homogene :

(A+p)a(Acw+Bb+ Ce) + [p(@+ b+ c?) — : A2]A = o,
(A +u)b(Aa+Bb+ Ce)+ [n(a®+ b2+ c?)—oh?] B =0,
(O +ple(Aa+Bb+ Ce) +[n(a’+ b+ c?)—2h?]C =o.

a, b, ¢, n'étant pas tous nuls (la solution correspondante étant sans
intérét), multiplions ces trois équations par a, b. c¢. respectivement,
et ajoutons membre 2 membre :

[(A+ou)(a>+ b +rc?)—ph?](Aa+ Bb+ Ce)=o.

Cette conséquence du sysléme proposé montre qu'il existe deux
catégories de solutions.

1° (A4 p)(a®+ b2+ c¢*)—ph?*=0. — a, b. c peuvent étre
choisis arbitrairement, et /4 en découle par la relation précédente.
Revenons au systtme en A, B, C, ol nous remplacons A? par la
valeur ci-dessus :

(A+p)[a(Aa+Bb+Ce)—(a?+ 0"+ c2)A]l=o,
(A+w)[b(Aa+Bb+ Ce)—(a2+ b2+ c¢2)B] = o,
(A+u)[ec(Aa+Bb+ Ce)—(ar+ b2+ c2)C]l =o.

11 se résout par le systéme de relations suivantes, Visiblement com-
patibles :

Soit o une constante arbitraire, on a donc
A=ao, B=10bp, C=ecy,
d’ot deux solutions du probleme :

ui= aorly, vi=boid;, wi=ce; Y, (i=1,2);

A2
q,l = eax+by+ci—hil, q,= =ea:t+by+cz+lxt’ h =4 \/ ~ b (,,;1+ b +- ¢2).

Pour les interpréter 2 la maniere classique, dans le langage. de

propagation, posons
V,= \/ A+2p ,
P
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¢t introduisons les plans d’équations
P q

ax + by + ¢3 + ht = const.

dans I'espace i trois dimensions, z, y, z, a4 un instant donné.

Nous constatons que pour l'un ou I'autre des types de solutions
trouvées, le déplacement est le méme pour tous les points du plan
considéré. A un autre instant, on retrouve ces mémes valeurs de u,
¢, w, dans un plan parallele, et qui se déplace dans la direction per-
pendiculaire, a la vitesse V;, dite vitesse de propagation des ondes
longitudinales. On vérifie que la déviation particuliere étudiée peut
¢tre considérée comme un gradient, celui de la fonction gaz+by+es=he,

Considérant une fonction du type w4, ¢4, w1, par exemple, la somme
d’un nombre fini de solutions est encore une solulion & condition de
se donner chaque fois des valeurs arbitraires pour les constantes a,
b, ¢, ¢ et de prendre la valeur de A correspondante. D’une somme
d’un nombre fini de termes on passe facilement a une somme inté-
grale, a I'aide de deux fonctions arbitraires 9 (a, b, ¢) et 92(a, b, ¢),
calculée dans un domaine D bien précisé de I'espace a, b, c :

u =‘[Z .a ea.?.'—r[n-a—u:[e—hl?i(a’ b, (-)+ehlq,,,(a’ b, C)Jd(l db dc'
D

0 =ﬂ'b eavrby+s[ e—lily + ehle, |da db de,
)

W =ﬂ"c eux+b)y +t':[e—1” P+ e“:p._.]da db de.
D

Comme conséquence des propriétés d’additivité utilisées la dévia-
tion précédente est le gradient de la fonction

/Zi‘ea.r+b) +0rz (e-—lzt 91+ elt ?2) da db dc,
D

ce qui peut éire vérifié directement.

2* Aa+ Bb+ CGec=o0. — Transportant cette relation dans le
systtme en A, B, G, nous conslatons qu'il se réduit a 'équation
suivante :

plaz+ b2+ c?)—ph?=o,

multipliée par I'un des trois nombres A, B, G, qui ne sont pas nuls
simultanément. C’est donc la relation qui vient d’étre écrite qui
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détermine # en fonction de @, b, ¢. Il en résulte une autre propa-
gation dite transversale qui s’interpréle comme la précédente, avec
une vitesse différente,
V= ‘/E’ .
¢

Les trois nombres A, B, G sont reliés uniquement par la condition
imposée au début de ce paragraphe. AT'aide de quatre constanles’ ¢;.
¥4, 95, Pg, NOUS mettons ainsi en évidence des solutions du probleme
général des petils mouvements :

ws=—(bhos+coi)bs, cz=aesds,  wi=apds;
wy=—(bos+coe)ps, i=apd  wi=ageds;
v!,n — eax—+by+ci—4 L .!J,I — eux+b) +¢-z+lrt’ =+ ‘/% /\ a’+ b2 4 ¢? )

Vérifions que pour les mouvements de ce type, u,, ¢4, vy par
cxemple, la divergence de la déviation est nulle :

Ju;  dvs Ay
2 4 T = (A B = 0.
d.r+:).r+ e (Aa+Bb+Ce)d=0
Comme précédemment on en déduit des solutions qui dépendent
de quatre fonctions arbitraires 9;, 0., 95, 9, de a, b, ¢, par les
formules suivantes .

" =— We""+b‘+"=[e—‘1(b?;+ cv.) + eklibos+ cgy)] da db de,
W

¢ = /]]‘(l et 'T+b-‘+"5(?x ekl 2, el.l) da db dc’
w0

W= W“ eur b 3 g, e—hi 4 gy eht) da db de,
LUy

on vérifie aisément que la divergence de cette déviation est identi-
quement nulle; cette déviation est un rotationnel, elle dépend d’un
potentiel vecteur défini & un gradient additif arbitraire pres. Un tel
potentiel vecteur a pour composantes :

0, ﬁgd.t‘—i—b}-{-ﬂz( o e~k ve eXt) da db de,
D

——-ﬂe“’“‘b)"‘“ (g3 =k 4+ g5 ett)da ab de.
)
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Le systeme différentiel des petits mouvements est formé de trois
équations du second ordre. On obtient une solution de ce systéme
ui dépend de six fonctions arbitraires de trois variables en super-
posant les deux systémes de solutions trouvées (I'une est un gradient,
Pautre un rotationnel ). On trouve vraiscmblablement ainsi la solution
géndrale du systeme :

u= eax+by+c3[a(p) el 9rehit)—(bo,+c g )e—kt—(bo,+ cps)ett]dadbde,
»

N =ﬂ et v+b) H:[b(?' e—hl 4 P2 eht)+ a(?'ﬁ e—ht 9, ell)] da db dc.
D

W= ﬂ ev+by+c3[e(p e~y eht)+ alp, ekt + o4 k)] da db de.
«p

La connaissance des déviations initiales et des vitesses fournit six
équations intégrales pour les six fonctions o; :

w(x, v, 5,0)= ﬂ:eawﬂa-‘-fs[a(?, + @) — b(e3+ ¢,) — ¢ (91 + ¢o) |dadbde,
v (£, 5, 0) =ﬁe““’+”’+‘°]b(m+ 92) + (93 + 95)] da db de,
D
w(x, ), 35, 0) =ﬁa"l”+b.‘**‘z[c(q>x “+ @2) + (9 + 9¢)] da db de,
b
w, (L, ), 3,0) =ﬂ et x+b)-+e3[ah gy — 1) + Ok(ps— 91)+ ch(ps — go)|dadbde,
D
vi(x, ), 3,0) =Pﬁleﬂ-"+b.v+fz [b0 (92— 1)+ ak(es — o) ] da db de,
)}
wy(z,).53,0) =ﬁ etx+by+ci[ ch(gs— ¢1)+ ak(9s— 94)] dadb de:
»

Pour achever de déterminer les fonctions g;, il convient de lenir
compte des conditions aux limites ou de vérifier si elles ne sont pas
automatiquement réalisées. Supposons que la surface limitant le
corps élastique ait 6ié.représentée paraméiriquement sur une ou
plusieurs régions du plan ¢, » dont nous désignons par S, soit la
totalité lorsque les conditions a la surface sont d’une seule espece,
soit 'ensemble des régions oil une condition frontidre doit avoir lieu.
Supposons par exemple que le déplacement soit connu, nous avons
pour la troisidme composante, par exemple,

wx(,m), (&), 2, m), t]

= ‘e(a, b,yc, 5, [cgre il +get)+ algpi e~ +ggett)|dadbde,
L3 D '
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en ayant posd

0 = enx(E)+by(En+ea(Em),

Des conditions de formes analogues sont obtenues si les tensions a la
surface sont données, ou dans le cas d’appuis élastiques.

Stabilité élastique.

D’une maniére générale, les problemes de stabilité élastique sont
des questions difficiles si 'on s’en tient a des méthodes rigoureuses,
et ils conduisent a des problémes délicats. Les résultats déduits de
théorémes démontrés pour des systémes matériels qui dépendent
d’un nombre fini de paramétres, tels que le théoréme de Lejeune-
Dirichlet, laissent un doute dans I'esprit, et il conviendrait d’établir
directement de telles propositions plutdt que d’affirmer que 'on a une
extension naturelle.

Pour en revenir a la notion de stabilité elle-méme, il est indis-
pensable de remarquer qu’il s’agit d’un véritable probléme de Dyna-
mique el non d’un probléme de Statique. Le théoréme de Lejeune-
Dirichlet, dont nous rappelions I'existence, situe la question dans
son véritable cadre, celui de I'étude de certains mouvements particu-
liers, ot les paramétres de position restent fixes, en les comparant
a des mouvements voisins.

Nous allons donner 'étude d’un tel probléme étudié depuis Euler,
et qui a regu des solutions variées. Une poutre articulée en O, pos-
séde son autre extrémité A qui glisse sans frottement sur Oz. En ce
point clle est soumise & I'action d’une force Q, portée par Oz, et
dirigée vers O. Clest la seule force donnéc, a 'exception de réactions
convenables, sans frottement. Euler a montré que la position recti-
ligne de la.poutre était la seule possible sila charge Q était inférieure
a une charge critique. Nous allons reprendre cette question en sup-
posant d’abord que la fibre neutre est absolument rectiligne, puis
qu'elle peul posséder une légere courbure initiale dans sa position
d’équilibre, ct en admettant enfin que I'une des extrémités cst sou-
mise a des vibrations imposées. Dans tous ces cas la condition
trouvée par Euler reste valable.

Il est indiqué, quoiqu’on puisse opérer plus simplement, d’em-
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ployer les méthodes énergétiques (*) pour mettre en équation ce
probléme de petits mouvements. Nous utiliserons les hypothéses
habituellement admises pour les poutres. L'ordonnée y-(z, ¢) d’un
point de la poutre a I'instant ¢, qui a pour abscisse z, est la fonction-
paramétre dont nous faisons choix. /, S, o, E, T étant la longueur de
la poutre, 'aire de sa seclion, sa densité cubique, son module d’élas-
ticité, et le moment d’inertie de la section par rapport a un axe
perpendiculaire au plan Oz)y et issu du centre de gravité, la force
vive de la poutre a pour expression

!
d) \2?
2T=f pS(—‘— dz
e85 ) 4
et le potentiel de forme vaut

1 ! 92y \2
m=-—f F[(-——) da.
2., dx?

Nous avons aussi a faire intervenir le travail de la force Q depulis la
position d’équilibre jusqu’a la position a I'instant ¢, en tenant compte
d’un rapprochement des extrémités du a la courbure de la ligne élas-
tique supposée inextensible :

vl

Comme nous nous bornons & I'étude des petits mouvements nous
remplacons I'expression ci-dessus par

( s
I dy'\?
: .f Q (a; () dz
qui lui est équivalente au troisiéme ordre pres.

Le travail virtuel des forces intérieures et de Q, dans un déplace-
ment virtuel défini par 8y, a pour valeur

YRR AR L

(%) Voir p. 56 et suiv.
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expression que nous transformons par des intégrations par parties
ry 0 (i 2y -
[ priii dx(E[b?)” +Q3§?°~"J

[ [ () - e

Si nous tenons compte des conditions aux extrémités, il reste seule-
lement I'intégrale.
L’équation de Lagrange de ce probléme en ré¢sulte :

Ly P’y A
pS —= S+ (El dxﬁ) + Q=5 =o.

Bornons-nous au cas ot p, S, E, I sont des constantes, et com-
mencons par rechercher les mouvements périodiques pour lesquels

y(z, t) = 5(r)elo!,

@ étant une constante convenable. L’équation différentielle en z ()
s’écrit

Els"+ Q3"—sSw?z =o,
et posséde une équation caractéristique

Elrt+ Qr2—gSw2=o,
dont les quatre racines sont == ia, &=f; « et $ étant des nombres
réels et positifs. z est donc nécessairement de la forme suivante :

z(x) = Asinaz + Beosaz + Csh3z + Dchjz.

Les quatre constantes d’intégration. A, B, G, D sont déterminées
par les conditions aux limites : d’une part ) doit étre nul aux deux

1Py

extrémités, d’autre part le moment fléchissant — EI o doit aussi y

étre nul. En conséquence, z et z" sont nuls pour z —=o etz =1 Le
systtme linéaire et homogéne en A, B, G, D que l'on écrit sans
peine sc réduit finalement a

Asinal=B =Csh3/=D =o,
quand on remarque que la condition a2 (325£0 est certainement

réalisée (sinon elle conduirait 2 une solution identiquement nulle).
B ne peut étre nul, sinon  serait nul, donc C est nul. A est néces-
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sairement différent de zéro, et par suite « doit vérifier la condition
sina ! = o,
ce qui donne une infinité de valeurs possibles pour « :

k=n
A= —)

]

qui dépendent d’un entier k& que l'on peut supposer positif, et
méme > 1. On en déduit les valeurs de 5 et y correspondantes :

., AT . S, WX
zA=AA<1nk—l, )'k=Ake“"k'smk—l-

Nous déterminons w, en écrivant que fz; est racine de I'équation
caractéristique :

AT 1 k2x?

El 7 —QT-—FSU)2=0.

On peut considérer que cette relation fournit w; en fonction des
données et de Ventier A :

., k2= /l2mEL
"’k==srz< Iz ”Q>'

Une valeur négalive de o} n’est pas acceptable car elle entrainerait
linstabilité. Comme lous les mouvements possibles doivent é&tre
stables, il est nécessaire que w; soit positif quel que soit £, ce qui
entraine la condition obtenue par Euler,

_ =2EI

Q< I

Montrons que cette condition est suffisante en prouvant qu’un
mouvement quelconque de la poutre s’obtient par superposition des
mouvements précédemment trouvés. Autrement dit, montrons qu’il
est possible de déterminer effectivement des constantes ; el py de
manitre que la série suivante :

“+x
. . L TX
y(z, t) =2()~; sinwg ¢+ prcoswil) <ka y
k=1

qui, si elle converge, vérifie bien I'équation différentielle, permette
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de vérifier des conditions initiales imposées arbitrairement :
. T
y(z,0)= Zlu./.- sin kT

9y (a, 0) _ .
5 _Ew/. hisink -

Or il s’agit de développements de Fourier habituels, ce qui donne

: ~ ‘

or = — l—t%?f., 47_(;’;_0_) snkZdr, = Elfo (2, 0) sin kF da.

Des vérifications expérimentales laissaient un doute sur la validité
de la condition d’Euler (en écartant le cas possible d’'un matériau
friable écrasé par la charge Q), et on pensait expliquer les écarts
en tenant compte d’une légére courbure initiale ou d’une trépidation
du sol. En fait, ces écarts paraissent expliqués par la mauvaisc réali-
sation des conditions aux limites, ou peut-étre méme par I'insuffi-
sance de la base de la théorie des pouires a laquelle on ne peut
demander une précision excessive.

Montrons que si la fibre neutre n’est pas rigoureusement rectiligne,
on retrouve néanmoins la condition d’Euler. Soit - = n(z) 'équation
de la fibre neutre de la poutre. Cette fonction est supposée petite,
et nulle aux deux extrémités. Si X (x, ¢) est 'ordonnée d’un point de
la poutre, nous posons

Y =n(2)+r(2,.0),

en désignant par y(z, ¢) la fonction-paramétre du probléme. Comme
c'est la variation de courbure qui crée le potentiel de forme, ce
dernier a encore pour expression

N RN
lj E[<d -{) dz,
2J, dz?
tandis que le travail total de la charge Q a pour valeur

! l
dx I dy  drn\?
l— —_———— Y f = -+ —'> dz.
Q ,,[ / ( d_\f \)2. 92 Q b, \9x  dx

Vo

Nous sommes ainsi conduits 4 'équation du probleme

a2y iy ?y d’n
eSom +EIL + Qo =—Q0s
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C’est 'équation rencontrée dans le cas de la fibre rectiligne, mais
avec un sccond membre. Il nous faut en déterminer les solutions

02 .
pour lesquelles y etd_x{ sont nulles aux extrémités. Pour cela nous

cherchons une solution particuliére u(z) de cette équation, et qui
vérifie les mémes conditions aux limites. La méthode de la variation
des constantes donne

X x
u_—;Csin-;.z-+~(_cos*{xf nsinvrdr —- sin~;xf neosyxdr (72:1%),
[) 0 L
la constante d’intégration C ayant une valeur bien déterminée,
! !
Csiny !l + vcosy lf nsinyx dxr —siny lf neosyx dr = o.
0 0

Le cas de la résonance est celui ou le coefficient de C s’annyle :

=2 El
Iz

sinvl=o, Q=4 (k=1, 2, 3,...).
La différence entre ) (z, t) et u(x) vérifie I'équation sans second
membre, et les mémes conditions aux limites. Nous avons donc

“+»

V(z. t)=u(xr) +2(7\L sinwyl + g coswit)sink
k=1

T
.

{

Les cocfficients w; ont les mémes valeurs que précédemment, et T'on
constate en particulier que la condition nécessaire et suffisante de
stabilité reste la méme,

= El
Q I

Les constantes 2, et p, dépendent des conditions initiales et sont
obtenues par les formules rappelées plus haut, oit I'on a remplacé

»(x, 0) par y(z, o) — u(x)-

Un cas particulier intéressant est celui ol la poutre est au repos
quand on applique la charge Q. Les coefficients 4, sont tous nuls,
mais il n’en est pas de méme pour les p;, en général : le repos initial
ne subsiste pas.

Pour étudier le probleme des vibrations forcées, supposons que la
poutre précédente, rectiligne dans sa position de repos, posséde une

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 132. ]
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rotule a son extrémité A (zr=1[) qu se déplace sans frottement
sur Oz, tandis que son extrémité B(z = o) est munie d’une rotule
mobile sans frottement sur Oy-. De plus, cette derniére est animée
d’un mouvement imposé

2 (0, 1) = 9(2).

Ce probleme est sensiblement celui d’un étai vertical posé sur un
sol vibrant horizontalement d’'un mouvement connu.

Pour faire choix de la fonction-parametre qui sera encore désignée
par y(x, t), nous remarquons (u'a l'instant ¢, la droite AB a pour

équation’
J= (I_ f;) ®(2),
de sorte que 'ordonnée Y d’un point de la poutre sera définie par
Y = <1— 7) (L) + ) (x, t).

) est nulle ainsi que sa dérivée seconde en x aux deux extrémités.
La force vive a pour valeur

! .
_ . z\de d)y7?
zT_I p.h[(l— Z)E—FW] dz.

tandis que le potentiel de forme est inchangé :

1 2N
o= lf El(@’;) da.
2J, ox?
Le travail de la charge Q est équivalent a
Q oYy, _Q ’(d.y ?)?
2.’0 ((Tt> dx = 2_»/0‘ _d_.z‘_7> dz.

11 en résulte 'équation du mouvement

N a+y Iy z\ d29
S~ E G Qg = s (1= 7) G

qui'a encore le méme premier membre, et un nouveau second
membre. Le cas intéressant en pratique est celui ou

9 = esinQ¢,
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car le cas d’une vibration périodique se raménc a une somme de
fonctions de cette espéce : une intégrale particuliere de I'¢quation
précédente est la somme des intégrales particulieres de I'équation
différentielle écrite avec les seconds membres partiels.

Dans le cas particulier envisagé, cherchons une solution particu--
licre de la forme suivante :

) (%, t) = N(x)sinQe.

X (z) est solution de I’équation différentielle

EIN" 4+ QX' — 5502\ = pSO? (!-— ﬂ’

’

dont la solution générale est

X= s("'l: —1> + Asinax + Bcosaz + Cshfx +~Dchfz.

A, B, C, D sont quatre constantes d’intégration. == o et =+ sont
les racines de 'équation caractéristique

Elri+Qrr—pSQ?=o.

Les conditions aux limites déterminent les constantes d’intégration :

A €3 cosal C a’ch 3l
A=— ———— =— !
(ai-e-p'-’)\mzl’ (a’+ 6°)sh 3/
€32 a’
B = —t D =
a2+ 19 ! a’ + 37 ’

sauf dans le cas ot la solution est de forme légérement différente, si

. . kw
sinal =o, 3=
On en déduit, en général,
x \ cf32 ginq(l—x) ca’ Sh{j(l—'—.ﬂ?)
7‘='(1_‘)+a2+(¢ sinal T @+ 5  shsl

En ajoutant encore la méme intégrale de I'équation’ sans second
membre, on a la solution du probléme, parce que les conditions aux
limites restent les mémes.” On conclut encore par le méme résultat :
la condition d’Euler est nécessaire et suffisante pour la stabilité du
mouvement.
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Pour terminer, si 'on a des trépidations du sol et une légeére cour-
bure initiale, en prenant 'ordonnée d’un point de la poutre égale a

Y= (1— fl”) $(8) + (@) + ¥ (@, 1),

I'équation du mouvement serait

2y 4
SZ L R%Y Lo

o*y z\ d?¢
it dx*

dn
—_ = —_ s — S 1— 5 )——
oz Qg —° ( 1) ae?
et I'on aboulirait aux mémes conclusions apres avoir cherché une

intégrale particuliere nulle, ainsi que sa dérivée seconde en z, aux
deux extrémités.

Les tenseurs en Elasticité.

Ce fut le physicien W. Voigt qui créa les tenseurs lors de ses
recherches sur la Physique cristalline. Il les utilisa en particulier
pour écrire la loi de Hooke dans un milieu cristallin non forcément
isotrope. Sans vouloir refaire la théorie des tenseurs bornons-nous a
en marquer les Gtapes essentielles. Un tenseur est un ensemble de
grandeurs, qui possédent des indices covariants et contravariants, et
(qui se modifient d’une maniere trés précise lors d’'un changement de
coordonnées curvilignes. Le premier exemple qui en fut donné est
celui des six composantes v; et 7; qui définissent I'état des tensions
en un point d’un milieu. A vrai dire, cet exemple n’est pas excellent
car la notation est mauvaise, et il faut en réalité deux indices;
d’autre part ce n’est pas un vrai tenseur, il appartient a la catdgorie
des densités tensorielles.

La définition d’un tenscur en Géométrie affine, ne permet pas le
déplacement des indices, mais autorise des opérations telles (ue
I'addition, la multiplication et la multiplication contractée. Certains
tenseurs antisymétriques jouent un roéle spécial, car il est possible
de leur faire correspondre, dans I'espace a trois dimensions, d’autres
tenseurs plus commodes. Ainsi le produit vectoriel, le rotationnel
peuvent ¢tre considérés comme des vecteurs. L’étude détaillée fait
intervenir des capacités tensorielles, telles que I'élément de volume,
et des densités tensorielles, telles que les densités habituelles. Elle
permet de distinguer les scalaires vrais d’autres grandeurs ayant
quelques-uns de leurs caractéres.
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La définition des opérateurs gradient et rotationnel se fait sans
difficulté, le premier étant un tenseur covariant, et le second étant
un tenseur & deux indices covariants. Le premier est bien un vec-
teur, mais pour le second, il existe un certain nombre de précautions
indispensables pour le transformer en vecteur (pour lespace a
trois dimensions, bien entendu).

L’opération de divergence ne peut étre appliquée qu’a une densité
tensorielle de facon a obtenir une densité scalaire. Ceci complique
évidemment la notion de laplacien, si fréquemment employée.

Cependant d’autres notions sont indispensables pour édifier la
théorie, car jusqu’ici, seuls les tenseurs calculés en un méme point
peuvent étre comparés. Un postulat, celui du transport parallle,
donne le moyen de transporter en un autre lieu un tenseur quel-
conque, cn indiquant de quelle mani¢re varient ses composantes
dans un déplacement infinitésimal. Cela permet immédiatement
d’introduire I'idée de dérivation en définissant une dérivation cova-
riante pour' un tenseur arbitraire. Laissant de c6té la notion de géo-
désique et celle de courbure de l'espace, moins indispensables, il
nous est utile de définir un espace de Riemann par son ds?. Ceci
permet de comparer différents vecteurs de méme origine et de direc-
tions différentes, ce qui n’était pas possible jusqu’ici. De plus on a
un moyen de déplacer les indices d'un tenseur en lui conservant son
ordre. Les dérivées covariantes prennent un aspect nouveau quand
on fait intervenir le tenseur fondamental, ce qui introduit les sym-
boles de Cristoffel.

Pour introduire convenablement la notion de tension il faut revenir
sur la notion d’aire. Un ¢lément d’aire est un tenseur contravariant a
deux indices (ce n’est pas un scalaire). Il est défini par deux direc-
tions 8, &', et c’est le tenseur antisymétrique dS*/ =10 z!d' 2/ —dx/ o' x.
Dans Pespace a trois dimensions il est possible d’en faire un vecteur
do; porté par la perpendiculaire aux deux vecteurs précédents (*), mais
c’est une complication pour l'instant. Nous pouvons maintenant
définir la force dF; a appliquer a un élément d’aire dS¥, par la
formule

dF = Tyx dSii.

(%) i, j, k se déduisent de 1, 2, 3 par une permutation paire.
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Les coefficients T;j: sont trois fois covariants. Ce sont eux qui
définissent 'ensemble des tensions autour d’un point, et ils consti-
tuent un tenseur du troisieme ordre. Or, le lenseur dS¥, étant
antisymétrique, on raméne a trois le nombre de ses composantes
distinctes, de sorte que le tenseur T;j, peut-étre écrit comme densité
tensorielle

6[,I=’>T1,‘=—2T/,/. (G, J, I=1,2,3)

de sorte que nous avons encore

dFA=9ﬂdw

(somme de trois termes au lieu de six précédemment, ce qui explique
la présence du coefficient 2).
Dans un corps déformé, élastique ou non, il existe une densité de

forces, de composantes
Dert

b= Tz

’

dues aux tensions internes. On peut encore dire que sur 'élément
de volume dr agit une force de composantes @ dz. Ona la valeur
suivante de la densité de forces

rh
(l)"= %— -+ 1‘7.:/.9“‘.

Le dernier terme ne disparail qu'en axes rectilignes.
Dans le cas de petites déformations du milieu, le point x venant
en i+ u/, la déformation du milieu est définie par le tenseur

Dur | Du;
D/ Dr!’

e,,- =
. A .
auquel on attache les invariants
ll=e’l:, [g=elke’k, Iﬂ:e}eie%
La loi de Hooke s’exprime sous la forme suivante :
Ol = Aljkhey,,.

Léon Brillouin introduit une densité d’énergie & telle que I'énergie
interne du corps considérée soit

L =f Ed-.
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Cette énergie interne est supposée de nature essentiellement géome-
trique; elle est développée suivant les puissances croissantes des e;j,
et ordonnée par groupes homogenes. Dans le cas isotrope ¢t homo-
géne, on a

PN

s=6—L1+

[+ ”,: I+ Al {4+ Bl + Cls+. ..,
p élant la pression, A et p les coefficients de Lamé.

Si H est la densité d’énergie provenant des forces extérieures
permanentes et qui causent une déformation a partir de laquelle on
évalue la déformation actuelle, le tenscur des cfforts en axes déformés

se calcule ainsi,
J(& + H) Jd(&+H)

8l =
()8” de;l

Nous renvoyons a I’Ouvrage de Brillouin pour I’évaluation par
rapport & des axes fixes, ou quand le milicu est en mouvement.

Cette théoric sert de préliminaire aux théories physiques des
milieux cristallins, et aussi & certains développements de I'Elasticité
mathématique que nous rencontrerons ultérieurement.

Equations générales d’équilibre des membranes.

Dans cette théorie on suppose I'épaisseur négligeable et, sans
entrer dans le détail de ce qui se passe & I'intérieur, les efforts qui
interviennent sont des efforts globaux, valables pour une coupure plane
limitée aux deux surfaces extrémes de la coque, et dont seule la lon-
gueur ds entre jeu.

La surface est rapportée & deux systemes de lignes coordonnées,
2 et 3. Nous employons les notations de Gauss de la théorie des
surfaces. Isolons une partie X de la coque a l'aide d’une courbe
simplement connexe L possédant une tangente. Pour mamtemr cette

portion ¥ en équilibre sous l'action d’une force extérieure F ds
agissant sur 'élément d’aire dS = Hdax dB, 11 faut introduire le long

de chaque élément d’arc ds de L, une tension Tds ot un couple Cds.
La matitre est enlevée dun coté. de la coupure dP définie par

da et dp, dans la direction N A\ dP, (N = P; A Pg), ainsi que cela
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> > > >
Il en résulie que si R et S sont les tensions unitaires et A, B, les

o . . . +, g
couples unitaires pour les directions de coupure P, et P3, on a
> > > x> >
Tds = Rda+ Sd3, Cds = A dx+ Bd3.

Le principe fondamental de la Mécanique appliqué a = donne les
deux relations vectorielles

-> > >
jH5d1(13+chlx+Sd{1=o,
z L
- > — > > > >
[H.OP 5dad§3+fOP,\<Rdac+5d;’i>+fAda+Bd3=o,
= JL L

ou on transforme les intégrales simples en intégrales doubles. Un
raisonnement classique conduit a

> > >,
HF + Sz— R3=o,
> z Z > > >
Pq,/\ b—-pﬂ/\ R+BQ—A§= 0.

Ce sont les équations ihdéfinies de I’équilibre. Elles sont appli-
cables quelle que soit la nature des efforts intérieurs. En cas de mou-
: = b
vement il suffit de comprendre dans la force F le terme —p —5,
ou p représente la densité superficielle, pour avoir les équations
du mouvement.
Un cas intéressant d’application de ces formules est celui des
membranes, surfaces matérielles sans raideur, ¢’est-a-dire qui peuvent

> >
étre maintenues en équilibre sans P'intervention des couples A et B.
La seconde ¢quation indéfinie se simplifie,

>' « ’
ps S = Pﬁ \ R,
> % .
et montre que les deux vecteurs R et S sont certaincment dans le plan
tangent & la surface. Il en est de méme pour toute tension. De plus,
cette derniére équation est équivalente a existence de trois fonctions
a, b, c, de 2, B, telles que
> > > > > >,

R=bl’;-—-—aP’5, S=cPy— bPg.
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Si I'on transporte ces valeurs des tensions dans la premiére équation
de I'équilibre on trouve les trois équations suivantes :

> > . 5 . S ~ 75/ 1 ;
HF My=(Eb—Fa);— (Ec—Fb)a+ 5 (aGy— 20Fy+ cEy),

Z . :
HF M= (Fb—Ga)— (Fe—Gbix+ > (aGy—2bGy+cEp),
HF,=—D'a+2D'0—De,

oit F, désigne la composante normale de ETT; D, D', D" sont les
coefticients de la seconde forme quadratique de Gauss de la théorie
des surfaces. La solution d’un probléme d’équilibre, c’est-a-dire la
recherche des tensions pour une forme de surface donnée résulte des
trois ¢quations précédentes, moyennant des condilions au contour.
Le probleme d’équilibre peut se poser différemment. Ainsi en
Capillarit¢, la membrane sc place de maniére que la tension soit
constamment perpendiculaire a4 la coupure correspondante. On
montre que s’il en est ainsi, la tension unilaire, 4, en chaque point
est indépendante de la direction, et qu’elle est reliée a la composante

—_—
normale J et a la courbure moyenne de la membrane par la loi de
Laplace
[ — }( 1 - [
=00 TR )

On constate de plus que les deux autres équations de I'équilibre
donnent sous forme condensée,

> >
F AP =— di.

Autrement dit la membrane se place de maniére que, sur clle, les
forces massiques dépendent d’un potentiel, —A. Ce potentiel est relié
i la courbure moyenne de la membrane par la loi de Laplace.

Dans le méme ordre d’idées, on peut étudier certaines surfaces
matérielles comportant une famille de fils inextensibles qui peuvenl
¢'écarter librement, ou deux familles de tels fils soumises a certaines
restrictions, comme de rester unis aux points de croisement. De telles
membranes interviennent dans la recherche de la forme des pneuma-
tiques.

Considérant toujours une membrane dépourvue de raideur telle
qu’une membrane de caoutchouc pour laquelle la loi de Hooke serait
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valable, on peut se demander s’il est possible de développer des
considérations analogues a celles failes a propos des corps a trois
dimensions pour parvenir A des conditions d’équilibre. Conservant
les notations antérieures, le point P de la membranc vient en M
défini ainsi

> >, >, >
PM = uP,+ c'l’3+ wN.
Le ds? de la membrane déformée a pour expression
dsi=ds’+(edat+ofdxdi+ 2 d3),
avec les notations
T R By
e=Luy+ Fey+ Su ko + s vl,‘,—— wb,
of = Fug+ F(uy+ vg) + Grg+ uFo+¢Fy—owD',
- ' I e 1 '
g&=Vlug+Grg+ ~uGy+ ¢ Gy—wD".
Si l'on écrit avec L.amé, qu'a une lension maximum correspond

une déformation maximum, on trouve lés relations suivantes entre les
tensions et les déformations :

3 . - IR
a= lTl(ll-,0+ rue), b= H\/.F(l—a-zy.f), c= "(/.(-0+ rug).

e est I'épaisseur de la surface ; A et p. sont les coefficients de Lam¢ ;
0 est la dilatation :

ully-eHy  GD—»FD + ED’
" I '

0 = o+ 5+

Déformations finies.

Désignons encore par u, v, w les trois composantes rectangulaires
de la déviation du point P de coordonnées x,y, . 1l est possible
d’étudier les déformations du milieu lorsque %, ¢, w ne sont plus des
termes petits dont les carrés et les produits deux a deux sont négli-
geables. Le carré de la distance de deux points voisins devient aprés
déformation

ds} = (dx 4+ du ) + (dy + dv p + (dz + dw)?,
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sans apporler de simplifications :
dsi= Ndr +Bdy'+Cdz* +>Ddy ds + Edsdr+>Edrdy.

On prend comme coefficients de la déformation les six fonctions

@ = A —1 _ Ju 1 du\’ (1)(‘ N dwt?

=== z) ~0F) +3) @ BT
Jw Je du du Jv dv dw dw

h=h= (= quou | dvor oW oW N -....

2 (,)) -+ 4):)+ (’h Gt ayes T ay vs ), by=.... by=..

Si la déformation est nulle, on constate que la nullité des six coeffi-
cients se traduit par un déplacement d’ensemble, au sens de la
Géométrie élémentaire, suivi ou non d’une symétrie. Un autre cas
simple a 6t¢ considéré par Lord Kelvin, celui de la déformation homo-
gene, ou les « et b sont des constantes. Il s’agit alors d’unc certaine
transformation affine. Dans une déformation quelconque, la défor-
mation est homogene au voisinage d'un point donné. Une petite sphere
devient un ellipsoide (qui n’est pas voisin, en général). Une transla-
lion, une rotation, suivies d’une affinité rectangulaire font passer d’un
certain triedre trirectangle attaché & la sphere, aux trois directions
principales de Iellipsoide. La réduction est possible de plusieurs
maniéres.

La théorie des déformations finies a ¢té utilisée par Duhem et
M. Hadamard pour étudier la propagation des ondes dans les corps
élastiques, of par Jouguet pour la propagation des ondes de choc.

Phénoménes thermiques.

Nous nous bornons a de trés bréves indieations sur ce sujet qui
demande un exposé de Thermodynamique assez poussé. En un point P
de coordonnées rectangulaires z, ¥, z, on étudie non seulement la
déviation de composantes u, ¢, w, mais P'élévation de température 7
a partir d’un état initial que nous supposons sans lensions, ou soumis
a une tension uniforme N, normale a chaque coupure. La déformation
géomdtrique est toujours définie parles six coefficients tels que

Ju Jue o

lll:(Tl‘, "b|=7y+d:‘

Mais la relation entre les tensions et les déformations fait aussi
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intervenir ’élévation de température :
= Ny— 37+ h(a, + «x:+ a;) + 21 a,, T =opb,.
Les trois équations indéfinies de I’équilibre

vy - Jdv» " ot
dr N Iz

+peX=o,

restent valables, mais ’élimination des tensions conduit au systéme
suivant :
J? 92 J’

——-—+——+——)u+p‘i=o,

9 o
gz No— e+ O+ w) 0] + 2 5 Tzt

.
.

On adjoint & ces lrois cqualions aux dérivées particlles une
quatrieme relation fournic par la Thermodynamique, et que l'on
désigne sous le nom de relation supplémentaire. Dans le cas de
I'équilibre permanent el d’un coefficient de conductibilit¢ interne
constant, on a

[ 0? +_¢)'_+()’)__0
drr o oh: 9z )T

A ces quatre équations aux dérivees particlles, il convient d'ajoin-
dre les conditions aux limites. Au point de vue thermique on donne,
soit la température a4 la surface, soit sa dérivée normale en cas
d’échanges calorifiques avec 'extérieur, soit 'une ou l'autre de ces
grandeurs selon la portion de surface considérée. Au point de vue
mécanique, les données sont celles que nous avons vues dans le cas
de I'équilibre isotherme. Si I'on désire obtenir l¢s tensions indépen-
damment des déplacements, on trouve les six conditions de compati-
bilité déja rencontrées concernant les a,, b,, ou trois conditions un
peu plus compliquées concernant les v, 7,. Le principe de super-
position est valable, pour des conditions aux limites superposées.

Méthodes énergétiques.

Soit un systeme matcériel soumis a un nombre fini de forces

_+ . . - .
finies, Q; chacune d’elle a une direction bien déterminée et sa
grandeur n’est pas précisée numériquement pour I'instant. En un
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point P du systéme ¢lastiquc une déviation est produite par 'existence

des forces 6, nous allons considérer la déviation comme une fonction
des variables scalaires Q. Le théoréme de Castigliano, que nous
allons établir, donne la valeur du déplaccment du point P, ol agit
une force Q, le déplacement étant supposé réduit & sa composante
suivant la direction de Q. Pour cela il est nécessaire d’introduire
successivement diverses notions.

Potentiel de forme. — En Mécanique rationnelle les seules trans-
forinations énergétiques considérées sont celles qui permetlent
'echange de la force vive et du travail. Il est assez rare que l'on fasse
intervenir le travail des forces intérieures parce qu’on se borne
a I'étude des solides, des fils inextensibles ou des fluides incompres-
sibles. Tres fréquemment on suppose les liaisons parfaites, c’est-a-dire
sans frotlement, sans viscosité, sans forces dissipatives. On étudie
a part les cas contraires, et leur introduction a pour but de réduire
les écarts entre certains phénomenes observés ctleurs interprétations
théoriques. On atlend généralement de I'avenir une théorie améliorée,
résultant d’unc observation plus profonde et plus minuticuse, qui
fournisse des bases plus sares. Il arrive que le fait expérimental
initial est trop complexe, la théorie peut permettre de la simplifier,
ou d’introduire des conditions d’expériences telles que la théorie
paraisse correcte. Ainsi, par des roulements & bille peut-on faire
disparaitre, en apparence, d’une maniére presque compléte le
frottement dans les machines.

Lorsqu’un corps élastique est déformé, une partie de son énergie
est emmagasinée dans le corps, et I'on peut la récupérer par suppres-
sion de la déformation. Si I'on récupére exactement cette énergie, ce
que nous supposons par la suite, nous disons que le sysiéme est sans
forces dissipatives. Nous admetténs d’une maniére plus précise que
le travail des forces intérieures, pour passer d’une premidre forme du
sysléme & une seconde, ne dépend pas de la succession des états
intermédiaires. Nous exprimerons cette idée en disant qu’il existe un
potentiel de forme.

Si 3%, représente le travail des forces intérieures dans un déplace-
ment virtuel, out le point P, point d’application d’une force Q,sedéplace

> > .. . =
de 8U, U représentent la déviation de P sous l'action des charges Q,\
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le principe du travail virtuel donne la relation suivante :
N . > >
3%, ..-2‘ QU =o.

La quantité¢ 0%, n'est une différentielle que s’il exisle un potentiel de
forme, ce que nous avons admis. On convient généralement de la
désigner par —dw. ® est la quantité d’énergie récupérable sur le
systéme par suppression de toutes les charges. Nous écrirons donc
maintenant :

> >
o =ZQ8U.

Loi de Hooke, premiere partie (7). — Désignons par état A, 4 élant

>
une constante, I'état équilibre du systéme subissant les charges 1Q ;
en particulier, A = o correspond a I’état d’équilibre sans charges,

>
¢t A =1 correspond a I'équilibre sous I'action des forces Q données.
La premiére partie de la loi de Hooke affirme que dans 1’état A les

-
déviations sont AU.

Cette loi permet d’évaluer la différentielle du potentiel de forme,
puis de la calculer. Si nous passons en effet, de 1’état A a I'état

> ->
A+ d, le déplacement passe de la valeur AU a (A + dA)U. Nous
—
considérons U d? comme un déplacement virtuel. Comme les charges

—

sont 1Q, leur travail virtuel a pour valeur
LN
»dn Yy Q.U

quéntité qui représente la différentielle de », en supposant que A est
la variable, les charges Q étant des constantes. m s’obtient donc en
intégrant la quantité ci-dessus entre les deux élats o et 1. Ceci nous
conduit & une premiére expression du potentiel de forme :

Une premiére expression de la différentielle de & a déja 66 obtenue,

(*) La seconde partie de la loi de Hooke fait intervenir les coefficients de la
déformation.
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une seconde valeur est obtenue en différentiant la formule ci-dessus :
dw = 523(134- ;Z(-Sdl?,,
d’ou une troisiéme forme intéressante :
ds = Udd.

Pour Pinterpréter a la maniére classique, introduisons X, Y, Z

>
composantes de la force Q, et u, ¢, w composantes sur les mémes
axes fixes, de la déviation du point P ou précisément appliquée la

-
force Q. Nous avons donc
de =Z (ed\ + ¢ dY + wdZ),

et en admetlant avec Castigliano que l'on a calculé & en fonction des
charges, on peut écrirc

—_— It _()FT
=01 =5

=7
a7,

Ce théoréme posséde une forme corrélative ; supposant le potentiel
de forme exprimé en fonction des déviations u, v, & de certains points
du systéme matériel, on trouve les forces X, Y, Z qu’il faut appliquer
en ces points pour avoir les déviations données, grace aux formules

_9% = ® 7,= %
= ou;’ = o] T o,

\;

Le calcul du potentiel de forme en fonction des charges est un
probleme difficile que 'on aborde, faute de mieux, par les procédés
de la Résistance des matériaux quand il s’agit de poutres. Pour une
poutre, ou l'abscisse curviligne s varie entre zéro et [, on établit la
formule suivante :

N TI4TI G2 MI M3
o (N TTE 2 My Ma L
™ fo (e~ *®@ 8" |~,|.;>“
Dans cette formule on suppose la poulre engendrée par une petite

aire plane dont le centre de gravité décrit une courbe appelée fibre
moyenne, cette aire plane restant constamment normale a la courbe,
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On dttache un triddre mobile a la courbe dont le premier axe est
dirigé suivant la tangenle, les deux aulres étant dirigés suivant les
axes de symétrie de Pellipse d’inertic de la section droite. N, T», T,
sont les composantes sur ces axes de la résultante des tensions
agissant sur la section droite, G, M,, M, sont les composantes du
moment résultant au centre de gravité de la section droite, S désigne
Paire de la section, J, I», I, sont respectivement les moments d’inertie
par rapport au centre de gravilé el aux axes principaux d’inertie;
E et G = p.sont les modules d’élasticité et de glissement.

Si le potentiel de forme ne fait intervenir aucunc réaction comme
dans le cas ou les appuis sont fixes, les équations de Castigliano
donnent immédiatement les déplacements dans la direction des
charges. On obtient ainsi les déplacements verticaux dans le cas de la
pesanteur. Sil’on désire connaitre en outre le déplacement horizontal
du point d’application d’une charge verticale, on tient compte dans le
calcul de w d’une force horizontale dont la grandeur n’est pas précisée.
C’est une force supplémentaire qui s’introduit et fournit une ¢quation
supplémentaire. Dans cette ¢quation, comme dans les autres,
on remplace toutes les forces verticales par leurs valeurs numériques,
et la force horizontale par zéro; d’ou le déplacement cherché. On
peut remarquer que les autres équations, lorsqu’on y a remplacé la
force horizontale par zéro, sont identiques a celles écrites dans le
probléme ot la déviation horizontale n’est pas demandée.

—>
Nous avons supposé jusqu’a présent que Q désignait une force et
>
U le déplacement correspondant de son point d’application. On
. . + . . .
verrait de méme que si Q désigne un couple appliqué en un point

et fJ) la petite rotation correspondante, il n'y a rien a changer
formellement aux équations de Castigliano : la dérivée du potenticl
de forme par rapport a la composante d’un couple sur un axe donné
est égale a la petite rotation autour de cet axe.

Si Pon désire calculer une réaction, force ou couple, on introduit
ses composantes dans le potentiel de forme, et I'on écrit les équations
de Castigliano correspondantes. Ensuite l'on tient compte de la
nature des appuis. S’ils sont invariables le déplacement calculé doit
étre nul. Sinon, ce déplacement est une inconnue supplémentaire,
ct 'on posséde une relation supplémentaire relative a 'appui, tradui-
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sant la relation entre la réaction et la déformation de I'appui. Dans
tous les cas on a autant d’équations que d’inconnues dans le systéme
linéaire écrit (La linéarité est une conséquence de la loi de Hooke. )

Evaluation du travail des forces intérieures. — Précédemment,
nous avons reli¢ le travail des forces intérieures a celui des forces
‘txtérieures supposées en nombre fini. Nous allons en donner une
évaluation dans le cas des milieux continus a trois dimensions.

D’une premiére maniere nous partageons le corps élastique en
petits morceaux parall¢lipipédiques de cotés dz, dy., dz. Chacun de
ces morceaux est déformé sous l'action des charges. Il est soumis
a des forces a la surface qui formenl un systeéme équivalent a
zéro, au troisidme ordre prés. Nous négligeons les forces massiques
qui sont aussi du troisitme ordre. Pour ce pelil parallélépipede la
variation du potenticl de forme est équivalente au travail des forces
extérieures. Nous allons utiliser expressément I'’hypothése selon
laquelle,on peut maintenir en place une pelite coupure grice a une
tension, sans faire intervenir de couple. Comme le systeme de forces
agissant sur le petit volume est équivalent a zéro, on peut évaluer son
travail par rapport 4 n’importe quel systéme d’axes; on peut aussi
faire agir successivement les forces agissant sur les faces. Si I'on part
de 'état A et que I'on passe & A + dA, les forces unitaires seront Av;,
M;, et les déplacements correspondants a;dd, 2b;di, comme le
prouve la premitre partie de la loi de Hooke. Le potentiel de forme
élémentaire devient

» d)\z (via,+ 27,b) de dy ds,
d’ott pour le petit parallélépipde le potentiel suivant :
-;- Z (via,~+ 27, b)) dz dy dz.

Une intégration dans le corps total donne le résultat cherche.

Il est possible d’éviter I'emploi de la loi de Hooke si lon
se borne au calcul du travail virtuel des forces intéricures. En effet,
vi et 7; caractérisant les efforts sur les faces du parallélépipede, un
déplacement virtuel du, do, ow entraine des valeurs da;, 8b; dont la
signification est immédiate, et représente les déplacements corres-

5
MEMORIAL DES SC. MATH. — N¢ 132, 5
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pondants. On en déduit immédiatement
3w =ﬁ 2 (v,8a1+ 2':;8(2,)0[:1: d_}/ dz,

sans avoir a préciser si la loi de Hooke s’applique, et méme sans
savoir s'il existe un potentiel de forme a condition de remplacer éw
par — d%; pour éviter toule ambiguité.

Il est facile de retrouver I'expression précédente en prenant un
point de vue global, au lieu du point de vue infinitésimal qui nous
a guidé précédemment ; et la méthode va nous permettre de retrouver
les équations indéfinies de I'équilibre. Soient donc pX, pY, pZ les
composantes de la force massique appliquées a I'élément de volume.
Un déplacement virtuel est défini par la donnée de trois fonctions
du, dv, ow de z, ¥, z; il entraine une variation de potentiel de
forme (ou mieux, un travail des forces intérieures). Si I'on ajoute au
travail des forces intérieures le travail des forces massiques et celui
des forces a la surface, réactions comprises, nous devons trouver
zéro, ce qui fournit la relation suivante :

wm=Y, [ﬁpxsudxdydz-.-ﬂ'@_csudq].

Nous admettons dans ce calcul qu’il n’existe pas de forces isolées,
pas plus que de réactions isolées. Au besoin, de pareilles forces
seraient étalées dans un petit volume ou sur une petite surface.
Tenons compte de la valeur des efforts a la surface pour évaluer leur
travail

Ejt‘bzﬁu ds =f[(v1a + T + T2y) du
+ (Tax 4+ VaB + T1Y) 80+ (T2 + T8 + v37) dw] do.

a, B, y sont les composantes du vecteur unitaire normal extérieur
a la surface limitant le corps. Transformons cette intégrale double en
intégrale triple, nous obtenons

][(vi BU + 13 80 < T ) @ 4 (T3 Bt -+ 3 30 + T4 8w) 3
+ (72 du + T 80 +v38u) Y] do

dJ J
=ﬂ [ﬁ(v‘ U + T30V + T 8w) + E—y(t;ﬁu+vzav+118w)

-+ (—)—d; (781t + 7480 + v,,sw)] dx dy dz.
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Nous pouvons maintenant mettre la variation du potentiel de forme
sous I'aspect suivant :

dV1 d‘C-\ d‘h
8B—Zﬁ( + 57 +p\>8udxdydz
+ ﬂ N, (uta+ovdb) dz dy d.

Ce résultat est valable quel que soit le déplacement virtuel
considéré, conservant ou non les liaisons. Prenons en particulier un
déplacement virtuel du, év, 6w qui soit grand par rapport a ses
variations 0w, ou), ..., du’,, ou da;, 8b;. Les variations de forme
étant faibles, il en est de méme de dw. Nous devrons donc vérifier la
relation suivante :

vy de ()‘C: , 3 _
Zﬁ( T + 52 >8udxd)dz—-o,

qui, devant étre vraic quels que soient du, dv, dw, entraine trois
relations qui ne sont autres que les équations indéfinies de I'équilibre.
Sil'on tient compte de ces trois relations, il nous reste pour dw (ou
mieux — 3%;) 'expression déja rencontrée

. =2ﬁ(vlﬁai+ 2,5 b)dz dy ds.

Milieu isotrope et homogéne. — Si l'on tient compte des relations
entre les tensions et déformations qui font intervenir les deux
coefficients de Lamé, on obtient 'expression du polentiel de forme
pour les milieux continus & trois dimensions

2w =ﬂ[).(al+ s+ as)t -+ 2p(al + al -+ a3) + 4u(b? + b + b%))dx dy d,

On peut former de la mémec maniére le potentiel (ou le travail
élémentaire des forces intérieures) dans le cas le plus général de la
loi de Hooke.

Le calcul fonctionnel en Elasticité.
Le théoréme de Castigliano comporte I'idée essentielle de ramener

I’étude statique d’un sysiéme élastique, soumis & un nombre fini de
forces extérieures, 4 un probléme analytique, grice a une méthode
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systématique du genre de celle (ui est employée en Dynamique des
systemes de solides et qui aboulit aux équations de Lagrange. Oril est
évident que la position d'un systeme élastique ne peut étre décrite, en
toute généralité, par un nombre fini de parametres de position, et il en
est de méme pour les forces extéricures, en géndral. 11 est nécessaire
de faire appel a des fonctions dans ’un ou 'autre cas. Ainsi pour une
poutre soumise & des forces de pesanteur uniquement (en dehors de
réactions possibles), et ne pouvant se déplacer que dans un plan
vertical, on voit immdédiatement que la forme de la poulre supposée
inextensible, est entiérecment ddéfinie par une fonction y(z) qui
détermine la ligne élastique, entierement arbitraire, sauf I'obligation
de satisfaire 4 certaines conditions aux limites telles que celles
qui proviennent de la présence de rotules, encastrements, etc.
De méme, sauf dans le cas des charges discontinues ¢ludié par
Castigliano, la répartition des charges est définie par la charge
unitaire p (z) qui est une fonction arbitraire. Dans cet exemple il
s'introduit une fonction arbitraire, y (z) ou p(z); avec un sysiéme de
poutres, nous pourrions avoir différentes fonctions arbitraires d’une
seule variable pour décrire la position du systéme ou ’ensemble de
ses charges. Le cas de surfaces ou volumes matériels introduit de
méme unc ou plusieurs fonctions a deux ou trois variables.

I1 est banal de dire que la déviation du point P d’un tel systéme
matériel dépend des charges. Dans le langage du Calcul fonctionnel,
on exprime la méme idée en disant que les composantes de la déviation
sont des fonctionnelles des charges. On peut ménager la transition en
imaginant de nombrecuses forces isolées, en passant donc par l'inter-
médiaire de fonctions & un grand nombre de variables.

Deux notions du Calcul fonctionnel nous sont utiles, celles de
dérivée fonctionnelle et celle de différentielle.

Dérivée fonctionnelle, — Un point P décrit un domaine D bien
déterminé, mais de nature quelconque. Considérons une fonction f(P)
définie dans ce domaine. Une fonctionnelle de f est un nombre qui
dépend de I'ensemble des valeurs de f dans D; tels sont la borne
supérieure de la fonction, son intégrale dans D, Vintégrale du carré
de son gradient, etc.

Pour définir la dérivée d’une fonctionnelle J (f), nous faisons
choix d’une fonction f bien déterminée, ainsi que d’'un point P du
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domaine D. Considérons un petit volume At entourant P. Laissops
la fonction f inchangée dans le domaine D — Az et donnons-lui
l'accroissement constant Af dans le domaine Az. La fonctionnelle
subit un accroissement A%, qui est infiniment pelit avec At etavec Af.
Si le rapport

AF _F(f+AN—F()

AfAc AfAz

posséde une limite dans les conditions précisées, et lorsque Af et At
tendent vers zéro (At dans toules ses dimensions), nous disons que
cette limite est la dérivée de la fonctionnelle au point P, pour la
. . . .. . d.
fonction f. Nous introduisons ainsi unc nouvelle fonctionnelle —dza

qui dépend en général, toujours de f, mais qui dépend aussi du
parametre P.

Différentielle d’une foactionnelle. — Partagcons, pour commencer,
le domaine D en un grand nombre de morccaux contigus tels que Ar;
qui entoure le point P;. Dans ce domaine Az;, on donne un accrois-
sement constant Af; 4 la fonction f. Faisons la somme de tous les
accroissements correspondants de la fonctionnelle

— \ Agi Py n
EAéFi_Z Apias; i A

On appelle différentielle de la fonctionnelle &, la partie principale,
3f étant infiniment petit, de la somme précédente, lorsque tous les
domaines Ar; tendent vers zéro dans toutes leurs dimensions. Cette
différentielle est notée

of = fb %de-:.

La différentielle peut comporter des termes supplément'aires
provenant de la fronti¢re de D ou de domaines intérieurs 4 D et d'un
nombre de dimensions inférieur, mais en Mécanique ces termes
disparaissent grice aux conditions aux limites. Un exemple simple,
et qui pratiquement peut suffire, est celui du Calcul des variations.
Soit une fonction f(z, ¥, y'» ¥') dont on prend I'intégrale entre
deux limites fixes

b
l=f f("’")yh?"’y’)dx‘
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L’expression que nous venons d’écrire est une fonctionnelle de la
fonction y. Un calcul classique permet d’évaluer la variation dI de
Pintégrale, c’est la différentielle de cette fonctionnelle

br., d . d ,od A L
6I=£ [fJ-— -J;f"—’_ —dxrf:'"] Sy dz + [(fy"‘— a-;_,fy") 8y +fy"8.7]a'
On note la présence du terme
, d . a: .,
Hr— g+ gl

qui est la dérivée de la fonctionnelle, et aussi celle de termes supplé-
mentaires dont on sait qu'ils sont nuls, en particulier, lorsque dy
et 3y’ sont nuls aux bornes.

Cette valeur intégrale de la différentielle est a rapprocher de

2 %}z dxi,

différentielle d’une fonction de plusieurs variables, la somme d’un
nombre fini de termes étant remplacée par une intégrale.

Les équations de Lagrange en Elasticité. — Avant de poursuivre
I'étude de I'équilibre élastique, rappelons briévement comment on
obtient des équations, analogues & celles qu’a donné Lagrange dans
le cas de systdmes & n paramétres ¢,(¢), lorsqu’on veut étudier un
systéme matériel dontla position dépend de n fonctions-paramétres, ¢;.

Ainsi, dans le plan, un fil inextensible, dont une extrémité est
fixée a l'origine, dépend de I'unique fonction-parametre ¢ (s, t) parce
qu’avant toute intervention des principes de la Mécanique, on
peut écrire les coordonnées du point d’abscisse curviligne s :

s s
.1:=f cos ¢ ds, y=f sin 9 ds.
0 0

o (s, t) est 'angle de la tangente avec Oz.

La force vive du systéme matériel est une fonctionnelle des ¢ et
de leurs dérivées par rapport au temps, . Un déplacement virtuel du
systéme est défini par les variations 3¢, qui sont arbitraires, ou éven-
tuellement soumises a des conditions frontiéres. Nous supposons que,
par des transformations de calcul convenables, le travail virtuel des
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forces intérieures et extérieures ait 6té mis sous la forme

b1 —2 .'/D‘hq)/, 5®hd The

h=1

la fonction @, étant définie dans le domaine D, qui correspond a une
partie du systéme.
L’intégrale d’Hamilton
L
(3T + 5%) dt
ly

est nulle pour tout déplacement virtuel, compté a partir du
mouvement effectif, pourvu qu’aux deux instants ¢, et ¢, la position
variée du systéme matériel soit la position effective. Ce résultat
provient directement du principe fondamental de la Mécanique. La
force vive posséde une différentielle,

ar
3T _z f < T oo aq;,,> dxp.

Le principe d'Hamilton permet d’écrire

4 JT JT
@3 725 T3¢ ) dp |dt =
L[ 2 (omoens g vons o 00n) da]

Une intégration par parties, par rapport au temps, élimine les d¢,
of . 4. [ oT d dT
—_ Bor d dt = o.
;[0% 8“]:,_}'./,; [§£h<¢h+ dyr dt d?h) ¥ 1"] °

A la suite des conditions du principe d’Hamilton, la partie tout
intégrée est nulle. Siles fonctions-parametres ¢, sont indépendantes,
un raisonnement classique du Calcul des variations donne les n
équations fonctionnelles

dans lesquelles figurent des dérivées fonctionnelles. Si les’fonctions-
paramatres ne sont pas indépendantes, un procédé connu donne
encore au point de vue formel, les mémes équations avec multipli-
cateurs, les dérivées par rapport aux parameétres et par rapport a
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leurs dérivées prises par rapport au temps, étant.a remplacer par des
dérivées fonctionnelles.

Equilibre des systémes élastiques. — A chaque point du systéme,
nous attachons d’une maniére générale un point P (qui peut étre le
point du systéme) décrivant un domaine D. D est composé d’un ou
plusieurs volumes, surfaces, lignes ou points. dr représentant
I'élément de volume de D, nous admettons que sur cet élément de

> >
volume agit une force Q dr. Notons U le déplacement du point P.

>
Soit un déplacement virtuel arbitraire défini par 6P, et ¢, le travail
correspondant des forces intérieures. Le principe du travail virtuel
permet d’écrire la relation suivante dans tous les cas

> >
3%,+ [ QaP d = o,
“D

ol la seule forme d’énergie échangée est le travail.

Nous allons maintenant reprendre toutes les notions vues a propos
des théories énergétiques dans le cas de Castigliano. Nous disons
qu'il y a potentiel de forme si le travail des forces intérieures entre
deux états de déformations donnés est indépendant des états inter-
médiaires. Avec le langage du Calcul fonctionnel, nous disons que ce
travail est une fonctionnelle de la forme du systéme, c’est-a-dire des
fonctions qui en définissent la forme. Dans ces conditions, le travail
virtuel que I'on peut évaluer dans un état de déformation sous I'action

> -
des charges Q, avec une déviation U, donc avec,un déplacement

>
virtuel dU, est une différentielle, au sens de Calcul fonctionnel, que
I'on désigne par — dw; de plus

> >
8w=fQ6Udt.
D

Loi de Hooke, premiére partie. — Aprés avoir défini comme
>
antérieurement I'état A, nous considérons I'état de charges AQ avec le

>
déplacement virtuel Ud). Si pour 'un instant nous considérons le
potentiel de forme » comme une fonction, au sens habituel, de A,
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toutes les autres grandeurs restant invariables, nous avons

dm=xdxf3.ﬁd:.
D

Convenons de prendre nul le potentiel de forme en I'absence de

. -
charges. Le potentiel, quand les charges ont exactement la valeur Q,
c’est-a-dire pour A = 1, s’oblient en intégrant 'expression ci-dessus
entre o et 1,

Soient, en axes rectangulaires, X, Y, Zetu, v, w, les composantes,
fonctions de z, y, z, de Q et U respectivement. On peut mettre la
différentielle du potentiel de forme sous deux formes différentes :

- =f(u8X + 03Y + wdL)dr,
D
et

6m=[(X8u+Y80+Z8w)d1:.
“D

Ces deux relations sont traduites dans le langage du Calcul fonctionnel
de deux manicres différentes :

1° Sil'on exprime le potentiel de forme en fonction des charges,
a déviation au point de coordonnées z, y, £, a pour composantes les
la déviat point d données z, y,z,ap posantes 1
dérivées fonctionnelles de w par rapporta X, Y, Z.
Jo _Jm w — 0w
X' YT =z
2° Sil'on exprime le potentiel de forme a l'aide de la déviation,
les forces réparties nécessaires pour produire cette déviation ont pour
composantes les dérivées fonclionnclles du potentiel de forme par
rapport aux composantes de la déviation :
JIw Jw Jo
X = o’ Y= :d_v’ pros
A titre d’exemple, retrouvons les équations d’équilibre des milieux
continus a trois dimensions, en les supposant isotropes et homogenes.
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Nous avons évalué le potentiel de forme comme fonctionnelle de la
déviation :

2mﬂ‘[)\(a‘+ s+ as )2+ 2p(af + ai+ al)+ 4 (b3 + b} +b3)] dx dy dz,

les a, et b, étant les coefficients de la déformation. La force
massique pX, pY, pZ, 2 appliquer pour avoir la déviation u, ¢, w,
est telle que

o 9w

Jw .
PX=5 =730 Fr

Or le Calcul des variations donne immédiatement la différentielle
de w:

: d6 d0
dw = ﬁ ---—ﬁ%[()\+p)(?—x+p.Au]8u+[(7\+p.)d7,+;J.Av]80
+[(7\+p)§—i +p.AW] 8u§dxd_ydz,

d’ott les équations usuelles.
Si 'on admet comme satisfaisante la valeur

—f 2El

du potentiel de forme pour une poutre mobile dans le plan Oz
soumise & I'action de charges verticales réparties p(z) produisant le
moment fléchissant M (z), il est possible d’obtenir 1'équation de la
déviation transversale de la poutre sachant que

I’2w

M=-—-E[ d—.’l,‘{’

quand on utilise la méthode des fonctions-paramétres. I suffit

d’utiliser les valeurs suivantes du potentiel de forme et du travail
virtuel des charges

!
w=1 fm("’“’) dz, S‘Z;=fp8wd.t,
2J, dz? A

pour parvenir a I’équation d’équilibre,



ELASTICITE. 71

On obtient les équations des vibragions transversales soit en prenant
Nnw
9z
d’inertie, les autres forces étant supposées nulles, soit en ulilisant le
potentiel de forme tel qu’il vient d’étre donné, et la force vive

[
- AN
2T = [ PS(}?) dxz
de la barre. L’équation de Lagrange du mouvement s’écrit de suite,

Ot w 2y
E[m+957—0°

comme densité de charges, —pS qui correspond aux forces

On constate qu’elle n’est pas du type de I’équation du son. Une
méthode de résolution consiste a rechercher les solutions périodiques,
de la forme suivante :

w=ZL(z)elwt (w = const.)

ce qui revient a résoudre I'équation

A
El-d_a; —_— pSw!Z =0,
dont l'intégrale générale a pour expression
‘ /pSw?
A chaz + Bshaz + CGcosaz + D cosaxz, o= E_El—

La détermination des constantes d’intégration est faite connaissant
les conditions aux limites, généralement de I'un ou l'autre des trois
types suivants : 1° extrémité encastrée, cela impose & w et w, donc
a Z et 7! d’¢tre nuls; 2° extrémité libre, pas de force, ni de couple &
cette extrémité, donc w}. et Wi, et par suite Z' et Z", sont nuls
en ce point; 3° rotule, w et ;s donc Z et Z" sont nuls. L'écri-
ture de ces quatre conditions fournit un systéme linéaire et homogéne
pour les quatre constantes d’intégration. Le déterminant doit étre
nul, cela impose a la période du mouvement d’étre racine d'une
certaine équation transcendante possédant une infinité de racines
réelles. On peut choisir arbitrairement l'une des constantes com-
plexes, les trois autres sont déterminées. Une infinité de tels mou-
vements est possible. La superposition de ces mouvements vérifie
encore les conditions aux limites et I'équation aux dérivées par-
tielles. On démontre, en plus, qu'il est possible de disposer des
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constantes réelles homogeénes qui restent a notre disposition dans la
formule

w(z, t) =2(Mk coswil + Ngsinwgt) Zi(2),

k=1

pour vérifier des conditions initiales arbitraires : position et vitesses
initales, w(z, o) et w, (2, o), données.
L’étude des vibrations longitudinales se fait & partir du potentiel
g partir, P

de forme
!
m=-l-f ES(‘-’—E)Zdw,
2J, Jor

!
du\?2
2T=£ p(‘-,-t—) dz

La méthode de Lagrange conduit a4 I’équation

et de la force vive

Pu _ oo
Por = o

qui est du type de I’équation du son avec une vitesse

\/ \/p.( 35 +2u)
P(x—+p)
On peut noter que cette vitesse est différente de celle des vibrations

longitudinales
W42
V= ‘/ L2
e

trouvée dans 1'étude des petits mouvements des corps a trois dimen-
sions. Ceci ne doil pas surprendre, car les hypothdses de la Résis-
tance des matériaux ne sont pas exactement celles de I'Elasticité, et
surtout, les phénomenes sont tres différents en fait, puisque dans le
cas actuel les vibrations entrainent des gonflements ou strictions de
la tige qui ne se produiraient pas dans le corps & trois dimensions
ol on supposerait ¢ et w nuls.

Une méthode analogue a celle exposée lors des vibrations trans-
versales permet de déterminer les vibrations propres qui sont du type

u=(Acoswl+B smwt)(M cos 2 v +Nvoquw)-
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Les conditions d’extrémité, qui déterminent une infinité de valeurs
pour w, correspondent, soit & une extrémité fixe, u = o, soit 4 une
extrémité libre ou I'effort de traction est nul, ¥, = o.

L’étude du cas des cordes vibrantes doit étre faite directement, car
Pétat initial est un état déformé sous une forte tension de la corde,

et c’est au voisinage de cet élat que sont étudiées les vibrations. Cette
équation s’écrit

Fu 2u
PSS =T oz
T désignant la tension initiale, quand on suppose la corde sans
rigidité. Clest I'équation classique du son, avec la vitesse de

propagation \ / I.
pS
Les équations des vibrations de torsion d’une tige & section circu-
laire constante sont définies par I'équation suivante, du type de

I'équation du son,

20 _ o
Pae = gz’

ou 0 désigne I'angle de rotation d’une section autour de I'axe.

Méthode d’approximation pour les poutres droites.

Un certain nombre de méthodes d’approximation reviennent a
faire des hypotheses sur la répartition des efforts, comme dans le
probléme de Sainl-Venant, suivies de I'application du principe de
Saint-Venant aux extrémités de la poutrc de fagon a conférer un
caraclére assez général a la solution en vuc des applications. On peut
reprocher a de telles méthodes de manquer de généralité, de supposer
I'application de forces trés particulitres, et de reposer sur un principe
non établi. Nous proposons un procédé d’approximation qui peut
éire amélioré en principe et qui conduit a des calculs assez simples.

Soit une poutre dont la scction est presque constante et dont le
centre de gravité des sections perpendiculaires & Oz reste trés voisin
de cet axe. Elle est soumise & des forces massiques unitaires de
composantes &y, Y1, S eta des forces de surface unitaires &, Y, 3.
Ces forces sont conlinues, cn principe, et nous évilons d’introduire
des charges isolées, ce qui d'ailleurs est conforme a la réalits.
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Soient U, V, W les composantes de la déviation du point de coor-
données z, y, z. Pour nous, la section de la poutre est I'ensemble
des points ayant une abscisse z bien déterminée. Nous admettons, et
c’est une hypothése précise, que U, V, W sont représentables par
des polynomes de degré n en y et z, les coefficients étant des fonctions
de x sur lesquelles rien n’est supposé a priori.

Nous appelons approximation du premier ordre, I'approximation,
trés insuffisante, dans laquelle U, V, W sont fonction sculement
de z. Dans I'approximation du second ordre, nous avons

U=u+a1y+ a3, V=v+byy+ b3, W=w-+c1y+cs.

Les coefficients sont des fonctions de z, qui joueront le réle de
fonctions—paramétres. Pour I'approximation du troisiéme ordre on
aurait, par exemple,

I
U=u+(ay+axz)+ E(au_y2+ 2123 + Qg2 32).

Il convient de remarquer qu’il ne s’agit pas de développements
limités en y et z au sens ordinaire, car y et z ne sont pas des
infiniment petits, mais cependant, pour se rattacher a cet ordre
d’idée, cela revient a admettre que les dérivées non écrites, dans le
terme supplémentaire de la formule de Taylor, dont nous avons le
début, sont petites. S’il arrive que dans un certain probléme de
telles dérivées ne soient pas petites, il faut en tenir compte en
reprenant le développement. '

Nous nous bornons ici a I'approximation du second ordre. On
interprdte géométriquement les composantes de la déviation pour
une section donnée, ou x reste constant, en remarquant que 'on a
une transformation affine, qui laisse donc la section plane, comme
dans I’hypothese de Bernoulli, mais sans qu’elle reste perpendiculaire
a la ligne élastique, et sans que les longueurs y restent invariables.
C’est une premiére supériorité sur la méthode de Résistance des
matériaux. L’approximation du troisitme ordre transformerait la
section plane en un morceau de surface algébrique et I'on concoit
ainsi que 'on approcherait encore mieux de la réalité.

Pour appliquer la méthode des équations de Lagrange étendues au
cas des fonctions-parametres, nous calculons le potentiel de forme a
partir de la formule donnée pour I'élasticité a trois dimensions, sous
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la forme d’une intégrale triple. Or, il est possible d’y effectuer les
intégrations en y el z, de sorte que le potentiel de forme apparait
comme une intégrale simple

!
2m=f F dz,
"o

évaluée le long de la poutre, et portant sur une fonction F qui est
un polynome du second degré par rapport aux fonctions-paramétres
et & leurs dérivées. Le calcul des dérivées fonctionnelles en u, ¢,
W, @i, ..., ca, en découle. Il s’introduit un certain nombre de
coefficients attachés a la section, tels que

A=ﬂdyd:, I, =‘ﬂ‘ydydz, Iy).=ﬂy2dydz,

(Ces notations ne sont pas classiques. De plus, dans I'approximation

d’ordre 3, il apparaitrait des termes lels que

coy I,,;:ﬂ‘yﬁzdydz, )

Nous avons encore besoin du travail virtuel des forces massiques
et des forces a la surface dans un déplaccment virtuel défini
par ou, ..., dca. On obtient

!
w_—.f (Xdu+Y o0+ Zow
[
-+ A, 8a,+ g das+ 031 abi-l- (Bz sbg-l- 61 801-{- C, GCQ)dﬁ,

avec les termes suivants :
X=f$ds+[$1dydz, (f(1=fy&3ds+ﬂ‘y£1dydz,

Les intégrales simples sont calculées le long d’une section droite
donnée; les intégrales doubles sont calculées sur l'aire de la méme
section. Ces quanlités sont donc des fonctions de z.

On voit une autre supériorilé de la méthode actuelle, c’est de faire
intervenir explicitement la répartition des forces massiques dans une
section ou sur son contour autrement que par la somme géométrique,
comme on le fait en Résistance des matériaux (ce qui oblige a
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reprendre cette théorie par des moyens qui ne sont pas parfaits). On
tient ainsi compte de forces excentrées.

Désignons par F,, F,., ... les dérivées ordinaires du polynome F
par rapport aux variables ordinaires u, »', .... L’écriture des
équations de Lagrange, telle qu’elle peut résulter de résultats
classiques du Calcul des variations fournit le sysitme différentiel
suivanl constitué par des équations différentielles linéaires du second
ordre (et a coefficients constants si ’on admet une section constanlte):

—(ELY=X, —(FLY=Y, —(FL)=L;
Fo— (Fa) =, Fo—(Fo )=,
P (Fy)'= 0, F—(Fiy)'= 0,
Fi,—(F,Y =€, F,—(F,)=¢.

Les conditions d’extrémités sont un peu plus délicates que dans le
cas usuel. Avant de les écrire, rapprochons les résultats actuels de
ceux de la théorie classique en rattachant a F les composantes de la
somme géométrique et du moment résultant, pour la section
d’abscisse z, et au point ou elle rencontre Oz :

Nl =Fy, T:=F., T.=Fu, y
3’_T3=F'b’,: ZT'L:F;)'_J Yy L=

Les quantités surlignées représentent les moyennes d’efforts ou de
leurs moments du premier ordre pour la scction considérée. Les
éléments de réduction habituels ont pour composantes :

Ri= F;ﬂ, R:= F:u, Ry= F;v' H
Gi=F, — -’b'z’ Gy=Fy, Gy=—F

a’

I1 est bien évident que, pour notre probléme, il n’est pas possible de
remplacer les neuf fonctions-paramatres par les six composanies de
la somme géométrique et du moment résultant, mais il est possible
dc former un systéme différentiel pour ces six quantités seulement

dR, dRs dR,

-—dTI;--)-)&:O, dz +Y=0, -%--l-Z:O,
dG dGs dG
-%1-=d5r—ea, %;—R‘l:’_aﬁa _d;""'Rt:al

qui ne differe du systéme classique analogue que par l'adjonction
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des seconds membres, moments du premier ordre des forces
appliquées 4 une section ou a son contour, caractérisant les forces
excenirées.

En utilisant les notations ci-dessus, 'application compléte du
principe du travail virtuel fournit les conditions aux limites :

[N, 8 + T; 80 + T 8w

du
~+ ¥y Ny day+ 3N, Sy + yT38b,+ 3 T4 8by+ y Ty 6cy+ zT-.ocz]f,—o

On peut parler d’encastrement parfait & une extrémité, si lous les
déplacements virtuels du, ..., dcs, correspondants sont nuls. Une
extrémilé sera libre si les coefficients de ces termes sont nuls.
La définition d’une rotule est rendue délicate par le fait que nous
avons exclu a priori les forces concentrées, mais on peut se borner
a Ia recherche des moycnnes des efforts ou de leurs moments.

Dansle cassimple d’une poutre rigoureusement rectiligne de section
conslante, horizontale, soumise uniquement a des charges verticales,
on peul introduire des quantités T et M égales a I'effort tranchant et
au moment fléchissant habituel a4 une constante, ou a une fonction
linéaire, additives pres, peut-étre (la vérification dépend de la nature
des conditions d’extrémilé¢ qu’il faudrait expliciter). On constale que
la déflexion verticale w, est solution de I’équation

h+2p I,
1 A

A+ow)l0'=—M— Z,

qui est a rapprocher de 1’équation classique

Elo'=— M.

Elles différent par U'existence d’un terme supplémentaire, mais
surtout par le remplacement de E par A +4- 2y, cocfficients qui ne
sont pas égaux.

Le mouvement d’une telle poutre peut étre mis en équations sans
difficulté. On constate, dans le cas simple de la poutre rectiligne de
section constante, la séparation entre les vibrations longitudinales et
vibrations transversales. Cela signifie que les inconnues peuvent étre
sépardes. Un premier systeme groupe les fonclions inconnues u, by, ¢33
un deuxiéme ne contient que v et ;; un troisitme, scmblable an
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précédent, contient w et a,. Un systdme séparé groupe enfin b,
eteg:
pit + M + b +c )+ 200" =0,
o1y by AX(W + by +c3) +2uAby—plyy bl =o,
plzz6s + AN(W+ cy+cy) +2p A ca—plz e =o,
{ eV + p(ar+v')Y=o,
plyy i+ Ap(ay+ o)+ (A +2p) Iy, a] =o,
f e +p(ar+w)=o,
( plazds+ Ap(as+ ') + (A +2u) a3 =0,

{ pI_-;ag+ Ap(ei+ bs) —ul;; b5 =o0.
plyy &1+ Ap(es+ by) — plyy el =o,

Méthode d’'approximation pour les coques.

En suivant les mémes principes, il est possible de former des
équations approchées pour I'équilibre ou le mouvement des corps
élastiques minces, membranes s’ils sont sans rigidité, coques ou
plaques s’ils ont de la rigidité, et suivant qu’ils sont courbes ou
plans.

Considérons une portion de surface matérielle rapportée a trois
axes rectangulaires fixes Ozyz. Soit z=2z(z, y) Péquation de
la surface moyenne, ce qui veut dire que I'on peut prendre pour
coordonnées d’un point de la coque

X=uz, Y=y, L=z(z,y)+¢,

¢ variant entre ==h(z, y). h est une fonction de l’épaisscur ¢ et
de I'inclinaison du plan tangent,

oh—¢ 0z 2_._ dz)2
=/ (%)~ (5)"

L’approximation du second ordre que nous admettons consiste
a supposer que la déviation est une fonction linéaire de ¢ :

u=u1+§ug, 0=01+§Vg, W:(V]-FCW:.

Les u; et v, sont des fonctions de z et y seulement, dans le cas
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de la Statique. Dans le cas de la Dynamique ces fonctions dépendraient
également du temps ¢.

Le potentiel de forme de la coque est une intégrale triple déja
rencontrée et qui porte sur les variables X, Y, Z. Utilisons les
variables z, y, ¢ et effectuons les intégrations par rapport a {.
@ se présente comme une intégrale double portant sur un polynome F
par rapport aux u,, ¢, et a leurs dérivées premidres :

2m=fF(x7 ¥ Uy Uy u:))d""d)':
S

en ne mettant qu'une fonction-parameétre en évidence. Le calcul
des variations donne immédiatement la dérivée fonctionnelle en u,

1(F _ 9 dF _ J JF
2\du  Jdr du, Jdy dui,)’

les dérivées indiquées étant des dérivées au sens ordinaire.

On calculerait aussi le travail virtuel des forces massiques ou
des forces a la surface, en tenant comptic pour ces dernitres de ‘ce
que I'élément d’aire sur 'une ou I'autre des faces n’est pas exactement
celui de la surface moyenne du fait de la courbure de la surface.
Les équations de Lagrange géncralisées donnent les équations
différentielles du probleme.

Pour étudier les petits mouvemenls d'unc coque, par la méme
méthode, il convient de déterminer la force vive du systéme :

oT =Eﬂp(2hi¢'{’+ %mug) de dy.
S

Les équations du mouvement sont les suivantes, en supposant
I'absence de forces massiques et de forces sur les deux faces :
2ph3

hii dm—o ii+-‘—)—'1-—o
2p ul"‘m—-: 3 2 du=—7

et les équations correspondantes pour les fonctions ¢y, va, Wy, wa.
Les équations sont évidemment compliquées dans le cas général,
aussi nous bornons-nous & détailler ce systtme dans le cas des
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plaques planes :

dfu, N J du, d(’l de _
P——.—dt* -+ (h + [J.)d-— <E -+ -du—y_) -+ ]J.Auj_-l-)\—d—- = o,
A _d_ du, adoy dw,
P +(l+p)dy<()£ +W)+PA01+)\_07_0’
2w, dus  dvy
90 + 1 Aw; + oz ?.}—,) =0,

€2 J—'ug dW{ €2 J l)uz ()Pg _

samre (G ) —Slorm g (GEe5) rean]=o

€2 20, dw, €2 d [du, Jvy _
912'—7):—:-!-!1.(0—)’4-02 —E[()\+H)d—j<$+5>+}lAV’]—-O,

€2 92w, duy doy €2

A — + — At+2p)ws—u —Aws= 0.

12 J¢? (dx+dy)+( )W =J'IzA‘

On reconnait dans ce systtme d’équations un premier systéme ol
les inconnues sont uy, vy, wa, puis un second ou les inconnues
sont uy, va, wy. On passe ensuite facilement au systeme des vibrations
propres pour lesquellgs

u; = Uje, uy = Useiwt, vy

® est une conslante qui est a déterminer d’aprés les conditions
au contour, pour que le systtme n’admette pas la scule solution
identiquement nulle.

Or, il arrive fréquemment que les variables rectangulaires soient
mal adaptées au probleme des vibrations, et si la méthode des
fonctions-parametres est toujours applicable, il est nécessaire
de faire le calcul préliminaire du potenticl de forme avec'un systtme
curviligne quelconque. On peut parlir de considérations générales
comme le fait Léon Brillouin ou partir du potentiel de forme tel que
nous le connaissons en variables rectangulaires. Il est important,
pour, faire usage des procédés tensoriels, de modifier les composantes
rectangulaires du tenscur des déformations, et de poser, avec

deux indices
e T | 0
U= 9z ™ ot

Puisque nous avons des axes rectangulaires, placons les indices
différemment, de sorte que

2] =l/”ﬂ [% (el)2+ %e,"eﬁ.] dr.
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Cette formule est propice aux transformations de coordonnées
sous la réserve que A et p conservent leurs valeurs de cons-
tantes numériques évaludes en axes rectangulaires, et en oubliant
donc qu'il s’agit d’un tenseur & quatre indices, ayantde nombreuses
propriétés de symaétrie.
div = _____D(.z: Y, 3) dz! dz? dx®
D(x!, z2, x%)
est 'élément de volume, et non la capaciié scalaire dz!dz?dz®.
Pour définir et calculer les e/, remarquons qu’en axes rectangulaires
nous avons
_ Du, Du,
Y= Dz, " Dz’
car les dérivées covariantes sont identiques aux dérivées ordinaires.
Une telle formule conserve un caractire tensoriel et reste vraie en
axes quelconques. On passe aux ¢! en introduisant le ds* de I'espace
euclidien,
ds*= g, dxldxl,
calculé avec les nouvelles coordonnées. Les g, sont d’ailleurs
indispensables pour calculer les dérivées covariantes. Introduisant
systématiquement les composantes contravariantes du déplacement,
on peut évaluer le potentiel de forme :

= [ [ (R
o= [ (5x)
( Du” Du!  Du* Du’)] D(r, 1, 3)
+H —_—_—

== 1dr? dz
gk & Dok T Dot Dk D(.vl,.pl,xi)d‘” dr2dz.

Comme application, on peut meltre en équations le probleme de
la vibration des cloches, ou coques de révolution.
Le ds? de I'espace euclidien élant, en coordonnées semi-polaires,

ds?= dr?+ r*d02+ dz’ (xt=r, x2=19, 23= z),

on en déduit le potentiel de forme suivant :
r)Ul U2 Ut ous |
o [T
dUL \ 2 JU2 Uty2 oU3\2
“*‘[(7»7) () - (%]
dU2 1 JUt 2+ ((_)_U_‘__'_ﬁ:‘?
+ ”[(”7}7*’?7«)‘) o7+ o)

JU2 1 dlJty?
+(r7‘—z-+;:-m-) ]2vdrd8dz,
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Ut, U2, U’ étant les composantes contravariantes du déplacement.

Soit z = z(r) 'équation de la méridienne. Désignons parr, 0, z + ¢
les coordonnées semi-polaires d’un point de la coque, ¢ variant
entre — A et + h. h est relié a I'épaisseur ¢ de la coque :

2h =¢ i1+ 22

Les accents désignent les dérivées en r pour les fonctions qui ne
dépendent que de r.

En se bornant a une approximation du premier ordre, faible sans
doute, mais vraisemblablement meilleure que dans le cas analogue
des poutres, on peut calculer le potentiel de forme suivant :

_] s [our L our U
2w = o Tt T
. dU\2  /JU2  Ut\?
2| (5)+ (% +7)
- (.i’.‘f_‘_‘ﬁz_,. Juty:
HI\"or T-oe) <Tr")

1 dU3\? —
+<; —E)_(-)-) ]}r\/l +ztdrdl.

La force vive a pour expression
dJUT\2 U2\ 2 JdU3\ 2
2T =ﬂp [(7) +r? \_d7-> -+ (T) ] 2hrdrd0,
de sorte que les équations du mouvement sont les suivantes :

02Ut 10 . _1C)EU3 Je ng:; o _
PG T =% PGE g = % PogE g =0

(x=er T 7).

Plus particulidrement prenons le cas de vibrations situées dans le
plan meéridien. Ut=Vheiot, V2—=0, de plus V! et V3 sont des
fonctions de r, indépendantes de 0. V* et V* sont solutions des deux
équations

az2vi (1 z'3" )dv‘ \E [ s A4p )\z’z”]
+ | )5 + pw2— -+ =o0,

dr? roa+3%/dr 0 A+2p r2 r(r+ z
axvs I 2'z" \dv? pw?
- —_— 3==o0.
dr? +<r+1+z’-’) ar p.v °
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Il resterait a préciser les conditions aux limites déterminant les
solutions. Une méthode analogue peut étre suivie dans le cas de
Papproximation du second ordre, la difficulté principale est toujours
le calcul du potentiel de forme.

Une méthode naturelle pour étudier les vibrations d'une coque
consiste & partir d’un systéme de coordonnées curvilignes tracé sur
la surface moyenne. Soit P un point de la coque et M sa projection
sur la surface moyenne, « et B étant deux paramétres fixant la
position de M, introduisons une troisidme coordonnée curviligne, v,
distance de P a la surface moyenne, en posant

—_— = >
OP=OM+ N (H'=EG—F).

On peut calculer le ds? de I'espace euclidien en se bornant au cas
ou y reste petit par rapport aux rayons de courbure de la surface :

dst = (Eda?+ 2F da dB+Gdy?)— 3 (Dda? + 2D’ dadB+D"dp) +dy2,

et 'on a ainsi tous les éléments permettant le calcul des dérivées
covariantes, puis celui du potentiel de forme, ce qui conduit aux
équations de Lagrange du probleéme. Ce sont des équations aux
dérivées partielles relatives a des fonctions de deux variables.

Apercu historique.

Il n’est pas possible de ne pas mentionner la Résistance des
matériaux dans un historique de I'Elasticité, car si cette derniére
vise 4 une mise au point compléte des différents problemes pour
lesquels la Résistance des matériaux fut créée, on abandonne trop
de problémes importants, et dont la solution connue est sans doute
trés proche de la solution idéale, si I'on veut se borner aux seuls
problémes qui se résolvent comme conséquence logique des seules
hypotheses de I'Elasticité mathématique.

Galilée avait abordé le probléme de la résistance d’une poutre
encastrée dans un mur, en considérant comme inextensibles les
fibres de cette poutre.

En 1678, Hooke énonca la loi de proportionnalité entre la défor-
mation et-l’effort, a la suite de I'étude des ressorts spiraux. En 1686,
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Mariotte retrouva cette loi a propos du probléme de la poutre, en
remarquant que dans sa flexion une partie des fibres s’allonge et
Pautre se raccourcit. La corrélation entre la résistance de la poutre
et sa flexion était trouvée. La courbure de la fibre moyenne fut
Pobjet des recherches de Jacques Bernoulli en 1691, 1694, 1705.
J. Bernoulli ct Euler consacrérent différents travaux a I'Elastique
plane. Euler rechercha en particulicr la forme de cette courbe quand
les fibres sont soumises a un effort de compression, et fonda ainsi
la théorie de la résistance des colonnes, qui fut reprise par Lagrange
et Euler lui-méme. Ce dernier commenca les recherches sur la
stabilité des corps élastiques.

L’étude des vibrations des corps ¢lastiques attira P'attention des
savants. En 1700, Sauveur traite I'’Acoustique en science indépen-
dante. Taylor, Jean et Danicl Bernoulli développérent d’importantes
théorics mathématiques a 'occasion de la vibration des cordes, des
tiges et des membranes. De sérieuses difficultés sc présenterent dans
le cas des plaques. A la suile des recherches expérimentales de
Chladni, I'Académie des Scicnces créa pour 1811 un prix qui
provoqua les travaux de Sophie Germain et de Poisson.

Ce furent ces Lravaux qui inaugurérent la théorie mathématique
de I'Elasticité, au xix° sidcle. La Résislance des maiériaux abandonnée
par Coulomb en 1773, fut reprisc par Young et Navier en vue de
répondre aux besoins des ingénieurs. Navier établit le premier les
équations de l'équilibre et celles du mouvement des corps a
trois dimensions. Il supposa que les différents points matériels qui
composent ce corps sont sans actions mutuelles dans I'état naturel,
et que si la distance r de ces deux points devient r + Ar, ils s’attirent
avec une force dirigée suivant la droite qui les joint, de la
forme mm'F (r) Ar, F(r) étant trés grand pour r petit, et diminuant
trés rapidement quand r augmente. Ces forces font équilibre aux
forces extérieures, et Navier parvient ainsi aux équations indéfinies
de I'équilibre dans le cas ot A= p.. Il ne sait en déduire les conditions
a la surface, mais forme le potenticl des forces intérieurcs, et écrit
que, pour-I'équilibre, sa variation virtuelle est égale au travail virtuel
correspondant des forces extéricures. Navier cherche a relier A au
module d’élasticité dans I'expérience de traction, sans réussir, car il
ne tient pas compte de la contraction transversale.

Navier se bornait au cas du corps isotrope. Cependgnt Euler,
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Bernoulli, Poisson avaient considéré le cas anisotrope dans I'étude
des plaques. Fresnel I'a considéré pour un nombre quelconque de
dimensions, et sa conception moléculaire est diflérente. (Mais dans
cet exposé nous renongons a appliquer la théerie pour des distances
trop faibles, de sorte que par des points de départs trés différents on
parvient néanmoins a la méme théorie macroscopique).

Cauchy étudia la géométrie de la déformation d’un milicu continu
et la répartition des eflorts intérieurs. Il restait  trouver les relations
entre les tensions et les déformations. Apres quelques titonnements,
il parvint en 1828 a la théorie des corps isolropes, et en 1830 & celle
des corps totalement anisotropes, parl’introduction des 36 coefficients.

Navier avait eu l'idée d’introduire le potentiel des forces inté-
rieures, Green en 1842 reprit I'idée en admettant que l'intégrale
triple correspondante porte sur unc fonction des coefficients de la
déformation, que l'on ramene facilement & un polynome homogéne
ct du second degré, en I'abscnce de tensions initiales. Clapeyron
exprime ce potenticl de forme en fonction des charges.

PN
E. et F. Cosserat, cn posant == a ~+ 1, raménent 'étude de

Péquilibre en I'absence de forces extérieures, a trois équations
telles que

Au-l—Eg—g_ =0,

et se proposent de représenter u, v, «w par des séries ordonnées
suivant les puissances croissantes de £. La discussion de la conver-
gence est délicate. Ils concluent & I'unicité de la solution, seulement
dans le cas o £ est compris entre —1 ct %, par suite de l'exislence
d’une suite de poles. Poincaré admet l'existence d’un potentiel des
forces intérieures pour un corps constitué par un trés grand nombre
de petites particules agissant les unes sur les autres par des forces
qui ne sont pas toujours cenlrales. Poisson regarde la matidre comme
formée de molécules rigides et polyédriques exercant les unes sur
les autres, non seulement des forces, mais des couples. Voigt a une
conceplion analogue, et retrouve que les tensions sont des combi-
naisons linéaires de la déformation, dépendant de deux paramétres.

Barré de Saint-Venant étudie d’importants problémes d’Elasticité
en cherchant 2 combler le fossé qui sépare cette Science de la
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Résistance des matériaux. Kirchhoff' s’inspirant de ces derniers
problémes passe d’'une maniere encore imparfaite, quoique nettement
améliorée, de 'Elasticité a 1'équilibre des tiges élastiques.

De nombreux chercheurs, parmi lesquels Timoshenko, en con-
tinuant 'amélioration de la Résistance des matériaux, considérent
des solutions exactes des équations de I’Elasticité, et obtiennent pour
des corps convenables des résultats corrects, moyennant des condi-
tions aux limites bien déterminées, réalisées dans I'Industrie, ou
tout au moins trés voisines.

Le développement du Calcul tensoriel permet I'élude des milieux
cristallins, et 'étude des milieux continus en axes quelconques. Des
méthodes d’approximation ont été proposées pour passer des équa-
tions ainsi obtenues, au cas des corps minces : poutres, plaques
ou coques.
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