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UN ASPECT DU CALCUL TENSORIEL 

Par M. H. PAILLOUX. 

INTRODUCTION. 

L'introduction du Calcul fonctionnel en Mécanique permet l'emploi 
de procédés systématiques. Il est possible de trouver un moyen régulier 
et général pour la mise en équations de problèmes pour lesquels, 
pratiquement, on utilise actuellement une méthode pour chaque cas 
particulier : systèmes de Lagrange, fils, membranes, fluides, systèmes 
élastiques, assemblages divers de poutres, etc. L'emploi du Calcul 
fonctionnel pour les systèmes matériels dont la position dépend de 
fonctions arbitraires, ainsi que l'exposé de la méthode, sont facilités 
par l'utilisation des notations du Calcul tensoriel convenablement 
adaptées, et par l'emploi de ses conventions d'écriture ; cet essai vise 
à montrer l'intérêt et la pratique de telles méthodes. Nous avons été 
conduit à introduire des indices muets qui correspondent à une 
somme intégrale et non à la somme d'un nombre fini de termes. 

Dans une première partie nous montrons que le Calcul tensoriel 
classique, valable pour les espaces à r dimensions, peut être étendu à 
certains espaces fonctionnels ê , en conservant formellement les 
mêmes relations. La différence profonde tient au rôle particulier des 
indices muets. L'exposé, cependant, ne peut être calqué exactement 
sur celui du Calcul tensoriel classique, car on se heurte à une difficulté 
essentielle, celle de la résolution de certaines équations intégrales. Ne 
sachant les résoudre en général, c'est grâce à un postulat que nous 
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poursuivons l'étude. Ce postulat correspondrait à l'hypothèse suivante 
dans le cas d'un système de n équations linéaires à n inconnues : il 
existe une solution et une seule. Ce n'est pas le cas général, qui peut 
comporter impossibilité ou indétermination, mais c'est le cas inté­
ressant en pratique. Il semble d'ailleurs que la nature de l'intégrale 
et celle des fontions utilisées doivent être conçues très largement, 
pour retrouver le cas élémentaire du Calcul tensoriel classique. Il 
semblerait nécessaire d'utiliser les distributions de L. Schwartz. 

La notion de dérivée fonctionnelle et celle de gradient fonctionnel 
s'introduisent immédiatement. Le déplacement parallèle permet de 
définir une dérivation covariante, et ces deux notions fondamentales 
sont complétées par l'introduction d'une distance riemannienne. 

Dans un deuxième chapitre on étudie les propriétés géométriques 
des variétés de l'es~pace & considéré plus haut. Pour ses courbes on 
définit les courbures et les vecteurs unitaires successifs. Pour ses 
variétés à 2, 3, . . . dimensions on définit le scalaire élément d'aire, 
de volume, etc., ce qui donne lieu à quelques identités intéressantes. 

L'intégration est abordée au troisième chapitre par l'étude de la 
circulation. La transformation d'intégrale curviligne en intégrale 
double nécessite la définition assez délicate de l'orientation des 
variétés. On peut passer de même d'une intégrale double à une inté­
grale triple ; comme application, est introduit le tenseur de Riemann-
Christoffel. 

La notion de géodésique au chapitre IV conduit à des équations 
qui s'écrivent comme en Calcul tensoriel classique, mais il s'agit ici 
ici d'équations fonctionnelles. En dehors des variétés à 1, 2, 3, . . . 
dimensions, l'espace & renferme des « surfaces » à 1, 2, 3, . . . 
dimensions représentatives de fonctionnelles constantes, et des 
variétés W , intermédiaires, qui peuvent, par exemple, servir à se 
représenter géométriquement l'ensemble des solutions d'une équation 
aux dérivées partielles. Il s'introduit encore des variétés W repré­
sentant des fonctions vérifiant certaines conditions aux limites. 
L'intersection d'une W et d'une W représente la, ou les solutions de 
l'équation aux dérivées partielles vérifiant les conditions aux limites. 

Dans le chapitre V nous rétablissons assez succinctement les bases 
classiques de la Mécanique analytique pour montrer l'usage et l'utilité 
des considérations précédentes. La théorie de l'intégrale d'Hamilton 
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est présentée de manière à pouvoir écrire des équations analogues à 
celles de Lagrange (identiques comme écriture), et valables pour des 
systèmes dont la position dépend, avant toute considération dyna­
mique, d'un certain nombre de fonctions arbitraires que nous appelons 
fonctions-paramètres. Des applications et développements de cette 
partie ont été publiées aux Annales de VEcole Normale supérieure 
(ig52, fasc. III, p . 213-256) : Quelques applications du Calcul 
fonctionnel à la Mécanique rationnelle. 

C'est la diversité apparente de ces problème de Mécanique qui nous 
a conduit à essayer l'étude systématique des espaces &. En Mécanique, 
se présentent en réalité, des espaces &n, produits de n espaces &. Ces 
espaces correspondent à des systèmes matériels dont la position 
dépend de n fonctions-paramètres. Il ne se présente pas de difficultés 
supplémentaires pour leur étude, sauf celles qui proviennent de 
l'écriture des indices. Le développement des équations de Lagrange 
conduit à introduire un déplacement parallèle dans l'espace d>, où il 
convient de choisir une distance riemannienne. On trouve encore que 
la dérivée covariante de la vitesse, par rapport au temps, de la quantité 
de mouvement du système, est égale à la force, après avoir défini 
convenablement chacun de ces termes, dans le cas d'un système 
'matériel holonome. 

Le dernier chapitre contient quelques remarques dispersées au 
sujet de l'équation intégrale qui domine cette étude. 

Cet essai, présenté sans doute trop intuitivement, en fournissant 
des exemples de problèmes de Calcul fonctionnel, simples en théorie 
mais alourdis par les détails de calcul, vise surtout à montrer l'intérêt 
de cette partie des Mathématiques pour le développement de certains 
chapitres de Mécanique, et même de Physique mathématique. 

Nous supposons du lecteur une connaissance suffisante du 
Calcul tensoriel, telle qu'on peut l'avoir après lecture des premiers 
chapitres des Ouvrage de L. Brillouin, les tenseurs en Mécanique et 
élasticité (Masson) et A. Lichnerowicz, Algèbre et Analyse linéaires 
(Masson). 

Dans un autre Mémoire paru aux Annales de VÉcole Normale 
supérieure, (1953, fasc. I, p. i-49) • Nouvelles applications du 
Calcul fonctionnel à la Mécanique, nous donnons des exemples 
d'applications du Calcul fonctionnel à de nombreux chapitres de la 
Mécanique rationnelle ou appliquée. 
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CHAPITRE I. 

CALCUL TENSORIEL ET CALCUL FONCTIONNEL. 

Une des idées essentielles du Calcul tensoriel est de mettre en 
évidence des grandeurs physiques dont la définition se conserve malgré 
un changement de coordonnées. Par une précision du raisonnement, 
on transforme la notion d'homogénéité qui, d'un point de vue élémen­
taire, conduit aux équations de dimensions. Dans bien des problèmes 
de Physique, l'état d'un système ne peut être décrit par un nombre 
fini de termes, il est alors nécessaire d'introduire des fonctions en 
nombre suffisant pour le caractériser. Il convient donc d'étudier le 
Calcul tensoriel de ce nouveau point de vue ; l'introduction du Calcul 
fonctionnel est alors indispensable. 

Plus particulièrement, en ce qui nous concerne, nous avons été 
amené à constater que l'introduction du Calcul fonctionnel en 
Mécanique permettait de regrouper des méthodes disparates. On sait 
que la méthode de Lagrange en Mécanique analytique permet déjà un 
pareil regroupement pour une certaine catégorie de systèmes matériels, 
ceux qui peuvent être définis au moyen de paramètres de Lagrange. 
Grâce au Calcul fonctionnel, on peut aborder des problèmes nouveaux 
concernant des systèmes matériels dont la position dépend de fonctions 
arbitraires. Ayant étudié des problèmes variés de cette dernière 
catégorie, nous avons constaté que dans certains cas les notations 
tensorielles étaient très pratiques, à condition de remplacer l'indice 
entier de sommation par un indice continu. Nous nous proposons ici 
d'exposer ces aspects du Calcul fonctionnel et du Calcul tensoriel, 
indépendamment de toute considération mécanique, car ils nous ont 
paru déborder le cadre de la Mécanique rationnelle et être valables 
pour d'autres chapitres delà Physique, tels que la Thermodynamique. 

Nous serons amenés à constater, chemin faisant, que la plupart des 
formules du Calcul tensoriel classique sont conservées formellement; 
la différence, peu apparente, provenant du rôle joué par l'indice de 
sommation. Il nous a paru plus profitable de conserver les notations 
usuelles pour les variables, fonctions et sommations, d'où un 
maniement aisé et des formules claires, que d'utiliser des notations 
nouvelles et rébarbatives pour insister sur la nature de l'élément 
variable. 
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Nous allons reprendre l'une après l'autres les différentes notions 
introduites en Calcul tensoriel, dans l'ordre où elles sont généralement 
exposées, mais en y apportant les modifications nécessaires de présen­
tation. Nous constaterons que le développement de cette théorie est 
constamment parallèle à celui du Calcul tensoriel classique, dont nous 
supposons que le lecteur connaît les bases essentielles. 

1. Notions fondamentales. 

Domaine D. — Nous allons introduire constamment des points P , 
Q, R, . . ., P 4 , P2 , . • ., variant dans un même domaine domaine D, 
que nous noterons aussi DP, DQ, D R , . . . , DPi, DPs, . . ., suivant les 
cas, ou D4 , D2 , . . . si aucune confusion n'est possible. 

Espace vectoriel affine. — Cet espace & est défini à l'aide d'un 
certain nombre de postulats. Nous le définissons comme ensemble 
ponctuel, lieu d'extrémités de vecteurs dont l'origine est à l'origine de 
l'espace. A un point de vue que nous utiliserons aussi, cet espace est 
un ensemble dont les éléments sont des fonctions définies dans le 
domaine D. Disons dès maintenant qu'il ne s'agit pas forcément de 
l'ensemble de toutes ces fonctions. 

Postulat fondamental. — Il existe des vecteurs de base dépendant 

du point P variant dans D, tel que tout vecteur x appartenant à l'espace 
affine & se mette dune manière et d'une seule sous la forme suivante : 

= / £cpep di. 

dr est l'élément de mesure du domaine D autour de P . Comme il est 
inutile de supposer l'existence de longueurs, aires ou volumes dans 
l'espace où est plongé D, il est commode de dire que dx est une masse 

élémentaire. On dit que xv est une composante du vecteur x. En fait, 
c'est une fonction du point P, définie dans D, c'est-à-dire une fonction 
des coordonnées de P dans D. Nous constaterons le gros avantage 
qu'il y a à mettre le point P, dont dépend cette fonction, en indice. 

Le postulat précédent est suggéré par les propriétés bien connues 
des espaces vectoriels &r à r dimensions, r étant un entier fini, fixé 
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une fois pour toutes. On sait que pour tout vecteur x appartenant à 
l'espace &r on peut trouver des composantes xu en nombre égal à r, 
d'une manière unique, telles que 

x = xkeki 

les ek étant par définition les vecteurs de base. On sait qu'il peut exister 
des vecteurs que l'on ne peut pas mettre sous celte forme, on dit qu'ils 
ne sont pas contenus dans &r. Gomme nous n'avons pas ici la 
possibilité de faire la réduction d'un vecteur donné pour savoir s'il 
appartient ou non à ê , nons prenons comme postulat l'unicité des 
composantes, et nous nous bornons à l'élude des vecteurs qui sont 
bien de cette forme. 

Remarques. — I. Nous n'avons pas précisé la nature de l'intégrale 
ni celle des fonctions \xv. Il faut admettre une représentation très 
souple, car si l'on veut représenter l'un des vecteurs de base eP, il est 
nécessaire d'introduire une distribution de L. Schwartz pour y 
parvenir. 

II. Comme cas particulier du postulat fondamental, la relation 

J yv ep ch = o 
n 

entraîne y p = o , identiquement. C'est une condition nécessaire et 
suffisante que nous utiliserons à diverses-reprises. 

Changement du système de référence. — Proposons-nous de prendre 

de nouveaux vecteurs de base EQ, le point Q variant encore dans le 

domaine D. Par hypothèse, les EQ sont des vecteurs de notre espace 
vectoriel. Ils possèdent donc des composantes a£ telles que l'on ait 

P > ^ 
o ep azp. 

Nous admettons qu'un tel changement de vecteurs de base est pos­
sible, c'est-à-dire que l'on peut représenter dune manière et dune 

seule tout vecteur de l'espace affine à l'aide des EQ, et en particulier 
tout vecteur de la première base : 

eP= T ^ E Q ^ T Q . 
*^I»n 
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Une question importante est de rechercher les (3 connaissant les a. 
Ne sachant résoudre ce problème, nous admettons qu'il existe une 
solution et une seule (définition d'un changement correct du système 
de référence). Nous laissons entièrement de côté les cas d'impossibilité 
ou d'indétermination. L'analogie avec le Calcul tensoriel ordinaire, 
où l'on dispose d'un nombre fini de vecteurs de base, laisse supposer 

que la résolution de l'équation intégrale en eP, où les EQ sont donnés, 
est en général possible, sauf si une certaine relation fonctionnelle en a 
est réalisée. 

Si nous éliminons les EQ entre les deux relations ci-dessus, nous 
parvenons à l'identité suivante, valable pour chaque vecteur de base 

ep= ! f ag fjg en d-ZQd-zR. 

On pourrait être tenté d'effectuer d'abord l'intégration relative au 
point Q, mais il se présente des difficultés dont nous indiquons la 
nature au chapitre VI (§ 12). 

Indices muets. — En Calcul tensoriel ordinaire, chaque vecteur 
peut s'exprimer à l'aide de ses composantes de la manière suivante 

x = xk e^ ; 

la sommation par rapport à l'indice /r, dit muet, est sous-entendue. 
Nous écrivons de même ici, par analogie, et pour simplifier l'écriture 
et les formules 

x ±= xv ep, EQ = a£ ep, ep = pg EQ, 

en sous-entendant les sommations dans l'espace D quand elles se 
présentent, une ou plusieurs fois. Grâce à cette convention, presque 
toutes les formules du Calcul tensoriel classique conservent leur 
aspect. Le seul changement porte sur la nature de l'indice. Dans la 
dernière relation du paragraphe précédent, on pourrait être tenté 
d'écrire 

P QO *P ( O si P ^ R, 
i si P = R, 

ce qui est incorrect. Il n'existe pas dé nombre 6R lorsque Q = R. On 
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rencontre une entité analogue à la dérivée de l'échelon d'Heaviside. 
Cependant celte relation conserve un sens symbolique qui peut rendre 
service. 

Nouvelles composante d'un vecteur à la suite d'un changement de 
vecteurs de base. — Soient x9 les composantes d'un vecteur donné 

par rapport à un premier système de vecteurs de base <?P, et XQ par 

rapport au nouveau système E° : 

x = / xv ep dzp = I XQ EQ <#CQ. 

Dans le dernier membre, remplaçons les EQ en fonction des eP, 

Jf xv ep dtp = / j XQ OCQ ep dtp O?TQ. 
D •/D *̂ D 
" P "Q " P 

On peut encore écrire cette relation de la manière suivante : 

/ l xv — / aE XQ <n?TQ | ep d-zp = o. \\ \ J 
Une telle relation n'est possible, d'après les postulats, que si le 

coefficient de eP est identiquement nul : 

Écrivons celte même relation à l'aide d'indices muets, ainsi que la 
formule donnant les XQ en fonctions des #p , relation que l'on obtien­
drait d'une manière entièrement analogue : 

a*=agXQ, XQ=fi§a?P. 

Ce sont bien les formules habituelles du Calcul tensoriel classique, 
mais l'indice muet possède un sens différent. 

Éliminons XQ entre ces deux relations : 

Telle est l'identité valable pour toute fonction a? permise. Elle montre 
pourquoi, en un sens, ô£ joue le rôle du symbole de Kronecker. 
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A partir de maintenant nous écrirons fréquemment des relations 
telles que celle qui précède, sous la forme suivante qui abrège le 
symbolisme : 

* p = f *Q($*R^QR. 

C'est une écriture moins abrégée que la sommation par indices muets, 
mais qui attire néanmoins l'attention sur les sommations à effectuer. 

Tenseurs. — Un tenseur et son mode de variance peuvent main­
tenant se définir comme en Calcul tensoriel ordinaire, et par les 
nrêmes règles. Ainsi un vecteur covariant a ses composantes qui, par 
définition, se modifient de la manière suivante lors d'un changement 
de base : 

UQ = a g M p = / <XQ up dzp. 

De même, pour le tenseur mixte du troisième ordre : 

TRC = PP aB aC *QR> *QR == aA PQ PR TBC-

Algèbre des tenseurs. — On élablit, suivant les méthodes classiques 
que la somme, le produit et le produit contracté définissent de 
nouveaux tenseurs. Il s'introduit naturellement autant d'intégrations 
dans le domaine D qu'il y a d'indices muets. Vérifions à litre d'exemple 
qu'une contraction Q = P sur le tenseur du troisième ordre £QR fournit 
bien un vecteur *>R covariant, En effet, soit PR = £PR la grandeur définie 
par contraction sur /QR, et V C = T £ C l'autre grandeur définie d'une 
manière analogue sur le même tenseur, après changement de base 
vectorielle. Nous avons successivement : 

Têc = H «8 «5 <QR> V<- = T*C = ( # «S) «ï & = «S <?R = «g «*, 

c'est-à-dire en définitive : 

Vc = 4 "R-

Ceci démontre que t>c est bien un vecteur, tenseur covariant, puisque 
c^est ainsi que doivent se modifier ses composantes lors d'un chan­
gement de base. 
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Produit scalaire. — Comme application de la multiplication 
contractée, définissons le produit scalaire de deux vecteurs &p, i>Q de 
variances opposées, comme étant le scalaire 

s = u?vp = l uP vp dtp. 
JD 

Vérifions à titre d'exercice qu'un changement de vecteurs de base 
conserve la valeur de ce nombre. Les anciennes composantes des 
vecteurs sont données en fonction des nouvelles par les formules 
suivantes : 

On en déduit la valeur du produit scalaire avec les nouvelles 
composantes : 

s=f a£p!U^sVTPRS. 

Or on a identiquement pour toute fonction permise 

f «5p?U»rfcpR=:U». 

Il en résulte que 

s = f u s Vs d-zs = US Vs = «p
 PP, 

ce qui prouve bien que le produit scalaire est un invariant. 

% La dérivation. 

> Dérivée fonctionnelle. — Jusqu'ici nous avons parlé du vecteur x, 
fréquemment nous parlerons du point x. Cela revient toujours à 
considérer l'ensemble des valeurs de la fonction x(P) dans le 
domaine D. Ce dernier point de vue introduit un espace fonctionnel, 
mais du point de vue Calcul tensoriel il vaut mieux considérer un 
espace ponctuel dont les points ont une existence intangible. Ces points 
ont une représentation analytique grâce à leurs coordonnées xv. Mais 
ces fonctions varient suivant le système de vecteurs de base adopté 

pour définir les vecteurs x. Il existe donc une différence entre 
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l'espace & et les espaces fonctionnels que l'on considère habituellement 
en Calcul fonctionnel. 

Si à chaque point x on attache un nombre, ce nombre est dit une 
fonctionnelle de x ou # ( P ) . Nous le notons /(x9) par analogie avec 
les fonctions d'une variable. 

Donnons maintenant la définition de la dérixée fonctionnelle. Dans 
un petit domaine de masse AT entourant le point P donné, modifions 
la fonction x9 donnée d'une quantité constante A#p, x9 étant inchangée 
dans D — AT. Soit A/ l'accroissement de la fonctionnelle. 

S'il existe une limite pour le rapport . £ p lorsque A#p tend 

vers zéro, et qu' indépendamment, AT tend aussi vers zéro dans 

toutes ses dimensions, et si la limite est unique, nous dirons que 

la limite est la dérivée fonctionnelle de f par rapport à la fonc­

tion x, au point P. Nous la notons y—-

Différentielle d'une fonctionnelle. — Le point x étant fixe dans 
l'espace &, ou ce qui revient au même, la fonction x? restant inchangée, 
donnons-lui un accroissement A#p qui varie avec chaque point P . 
Marquons différents points P dans D, suffisamment rapprochés. Par­
tageons le domaine D en petits domaines AT entourant chaque point 
P, la réunion de ces domaines partiels représentant D. Remplaçons 
la variation vraie de x9 en un point quelconque de D par la va­
riation de x9 au point P altaché au petit domaine qui contient 
le point actuellement considéré. (Il y a ambiguïté pour les points 
frontières des domaines AT; mais ils n'interviennent pas dans la valeur 
de l'intégrale que nous allons définir. On pourrait d'ailleurs les ranger 
arbitrairement parmi les points qui appartiennent à un seul des 
domaines dont ils sont la frontière.) Faisons maintenant la somme de 
toutes ces variations, c'est-à-dire 

2>/=2s7&^P-
Augmentons maintenant indéfiniment le nombre des points P , en 
supposant que chaque domaine AT tende vers zéro dans toutes ses 
dimensions. Si la somme précédente possède une limite unique, nous 
dirons que c'est la différentielle de la fonctionnelle / ( ^ ) . Cette 



12 H. PAILLOUX. 

définition donne la valeur de la limite, quand la fonctionnelle est 
dérivable : 

- ' " â «***»• v-f 
Gradient fonctionnel. — La différentielle se présente sous la forme 

d'un produit scalaire, celui du vecteur èaî9 par le vecteur de compo­
santes 

à/ 

Ce vecteur est appelé le gradient fonctionnel de la fonctionnelle au 
point x. Ce qui distingue le gradient fonctionnel de la dérivée fonction­
nelle c'est que, pour la dérivée fonctionnelle, la fonction x? et le 
point P ont été choisis une fois pour toutes, tandis que le gradient 
fonctionnel est le vecteur qui représente l'ensemble des valeurs de la 
dérivée fonctionnelle, au même point x, quel que soit P . On a donc 
la même distinction qu'en Analyse ordinaire entre la dérivée par­
t iel le/^, et le gradient def(x, y, z), vecteur dont les trois composantes 

Nous pouvons dorénavant écrire la différentielle sous la forme 
tensorielle suivante 

î>f=uphx* = ¥vhxV' 

Le gradient est donc un vecteur covariant puisque son produit con­
tracté par le vecteur contravariant dx9 est un invariant, un scalaire. 

En fait, les différentielles fonctionnelles comportent fréquemment, 
outre un terme défini par une intégrale portant sur le domaine D, des 
termes intégraux définis sur des variétés frontières. En ces points il 
n'existe pas de dérivée fonctionnelle au sens précédent. Il semblerait 
intéressant d'introduire des distributions de dérivées fonctionnelles, 
au sens de L. Schwartz pour conserver aux formules ci-dessus leur 
aspect général et leur commodité. 

En résumé, chaque point x de l'espace & caractérise une fonction. 
En ce point on peut définir un vecteur covariant ou contravariant uP 

ou oQ comme représentant une fonctionnelle qui dépend, en outre, du 
point P . Un tenseur du second ordre, UPQ, UQ, U9®, défini en chaque 
point x est une fonctionnelle de x qui dépend en outre explicitement 
de deux points P et Q. On généralise aisément ces considérations. 
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Transformations ponctuelles de l'espace &. — S'il est facile 
d'imaginer une transformation ponctuelle qui à tout point x fait 
correspondre un autre point ̂ , il est beaucoup plus difficile d'imaginer 
cette transformation par le calcul. Restant dans les généralités, nous 
écrirons que yQ est une fonctionnelle de x9, dépendant par surcroît 
du point Q, de la manière suivante 

r 0 = j K Q ( * p ) -

Nous admettons que cette relation est résoluble en x9 : 

* P = * P ( r Q ) , 

et que les deux fonctionnelles sont différentiables, 

"p "o 

Nous simplifions l'écriture en posant 

Si nous nous bornons à l'étude de tenseurs au point x, tout se passe 
comme si les fonctionnelles «Q, (3g étaient dès constantes et nous 
sommes ramenés à la considération des espaces vectoriels affines 
étudiés en premier lieu. La considération des différentielles fait 
apparaître des transformations linéaires du genre de celles que nous 
avons rencontrées jusqu'ici. Tout ce que nous avons dit concernant 
les tenseurs reste .valable à condition d'admettre qu'il s'agit du même 
tenseur transporté du point x au point y. On peut, à un autre point 
de vue supposer qu'il s'agit de tenseurs considérés au même point x 
de l'espace &. Ce point possède un caractère géométrique, une exis­
tence propre, indépendamment de toute représentation analytique au 
moyen d'une fonction x9 ou yQ, suivant que l'on prend tel ou tel 
système de vecteurs de base. 

3. Transport parallèle. 

Imaginons un point x mobile dans l'espace &, ainsi que le repère (1) 
qui lui est attaché : nous conviendrons de dire que le repère est 

(1) Un repère est un ensemble de vecteurs de base permettant l'étude des points 
voisins d'un point x donné. Nous supposons ici que ce repère varie avec le point x 
choisi. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 130. 2 
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mobile. Parmi tous les déplacements possibles du repère eP, à partir 
d'une position définie par le point x, il en est certains que nous allons 
préciser, auxquels on attache une importance particulière. Nous 
dirons de ces déplacements qu'ils « conservent » certains éléments 
tensoriels. Nous considérons plus particulièrement les déplacements 
infiniments petits, ceux qui font passer d'un point x au point 
voisin x -\-dx. 

i° Cas dun scalaire s. — Pour que notre définition rappelle 
les locutions usuelles, et puisqu'un scalaire a un sens invariant, 
par définition, le déplacement parallèle d'un scalaire le laisse 
inchangé, ds = o, 

2° Cas du repère. — Passant du point x au point x -f- dx, les 

vecteurs de base ev varient de deP. A priori ce terme est un vecteur, 
nous le supposons contenu dans l'espace & ; il est donc représentable 

linéairement à l'aide des vecteurs de baseeP. Cette variation de|eP étant 
encore petite avec les dxQ, il est naturel de supposer que l'on a une 
combinaison linéaire de ces différentielles. En définitive nous 
admettrons que l'on a 

dep = TPQ e& dx®, 

c'est-à-dire 

dep = / T P Q <5R dx® <#UQR. 

Les rPQ sont des fonctionnelles de x, dépendant en outre de trois 
indices. Pour l'instant nous les supposons donnés a priori, et nous 
admettrons leur symétrie par rapport aux deux indices inférieurs. 

3° Vecteur contravariant. — Par définition, un vecteur contra­

variant u sera dit déplacé parallèlement si du = o. Introduisons s,es 

composantes u9. On veut que 

o = d(u? ep) = du? eP-+- r£Q u? eR dx* = (du?-+- rgQ ii* dx*) eP} 

en introduisant l'hypothèse relative aux vecteurs de base. Cette 
relation ayant lieu pour toutes les composantes, 

rfwp = — rgQWR«r#Q. 
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4° Vecteur covariant. -— Par définition, un vecteur covariant v9 

sera dit déplacé parallèlement si son produit scalaire par tout vecteur 
contravariant u9 déplacé parallèlement, reste invariant. On doit donc 
avoir 

o = d(u?vp), 
c'est-à-dire 

— T Q R WQ dxR vp •+- uv dvp = o. 

Échangeons les indices P et Q dans la première somme : 

wp(d^P— r$R PQ<£TR) = o; 

comme ce résultat doit avoir lieu'pour le vecteur vP, quel que soit le 
vecteur u9, nous avons la condition suivante : 

dvp = •+• rPR PQ dx*. 

5° Tenseur quelconque. — Nous allons constater que la seule 
connaissance des T introduits au sujet des vecteurs de base va nous 
permettre de définir le déplacement parallèle d'un tenseur quelconque. 
Soit £QH un tel tenseur. Par définition il est déplacé parallèlement si, 
quels que soient les vecteurs uP, vQ, w*, le produit contracté WPPQ<VR£QR 

est un invariant. Prenons la différentielle de cette expression : 

up v* ci* dt9
QR +- & <v* t^KT% wM dx* — up w* ̂ ¾ v* dx* — uv v& ̂ ¾ w*dx*. 

Mettons uvv®w* en facteur après avoir fait les échanges d'indices 
nécessaires : 

«ppOi^trf*5RH- ( r p
N ^ R - rg N * p

R - r V p
M ) dx"] = o. 

Cette relation devant avoir lieu, par définition, quels que soient les 
vecteurs u, v, w, nous avons la condition de transport parallèle pour 
un tenseur arbitraire : 

dtQK= (— I^MN^QR"4" IQN'MR" 1 " ^NR^QM) dx . 

Le choix du déplacement parallèle est fait selon la nature du 
problème. On verra plus tard l'exemple de la Mécanique de Lagrange. 

4. Dérivée covariante d'un tenseur quelconque. 

Nous avons fait un choix parmi les passages possibles des repères 
pour aller de X en x-+- dx, et, grossièrement parlant, nous avons 
voulu trouver un moyen d'écrire les conditions pour qu'un tenseur 
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« soit conservé » en passant de x à x -f- dx, ce qu'il était impossible 
de faire jusqu'ici, tout tenseur étant essentiellement fixé au point x où 
il est défini. Nous n'avons pu le faire que grâce à des conventions 
nouvelles. La notion de dérivation covariante est liée à ces considé­
rations, en ce sens qu'un tenseur déplacé parallèlement n'ayant pas 
varié, au sens précédent, aura une dérivée covariante nulle, bien que 
ses composantes aient subi une modification. Pour le tenseur £QR par 
exemple, dans la variation dt9^ de ses composantes, nous distinguons 
deux parties : la première correspond à un déplacement parallèle, et 
l'autre, à un déplacement « vrai » ou « absolu » et qui nous intéresse 
spécialement. La différentielle absolue étant notée avec la lettre D, 
nous avons immédiatement pour l'exemple cité, et en tenant compte 
de la variation due au déplacement parallèle, et calculée au para­
graphe précédent : 

D*QR= dtQK-+- (rMN^R— rQN*MR— rJfR£QM) dx", 

d'où la dérivée covariante du tenseur ^ R . Le procédé s'étend à n'importe 
quel tenseur. La différentielle n'existe, bien entendu, que s'il existe 
un champ de tenseur, défini en tout point de l'espace &. 

Modification des T à la suite d'un changement de coordonnées. — 

Supposons que l'on exprime les x9 en fonction de nouvelles coor­

données ys, d'où de nouveaux vecteurs de base EM dont nous voulons 

trouver la variation d E M = yîi sENdy s quand on passe du point x au 
point x + dx par un déplacement parallèle. Nous voulons mettre en 
évidence le fait que les T, malgré leurs indices, ne se comportent 
pas comme des tenseurs. On connaît la relation entre les nouveaux 
et les anciens vecteurs de base : 

l» = «£tP, Sp-fc!, («£=gpi)-
Si nous différentions 

dEn = eP <fc& -f- <*£ 1¾ eR dx*, 

- > • 

nous avons exprimé les fl?EM par rapport à l'ancien repère et avec les 

anciennes variables. Introduisons le nouveau repère : 

a?EM = $ EN rf«p -+- «p 1¾ pg EN dx*, 
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puis les nouvelles variables, avec 

Nous avons alors le résultat cherché : 

^ M = v g s E N ^ s . 

VN __ &N ^afj p R P g RN 

Les y ne sont pas des tenseurs, car le premier terme 

C^N r P ^ 7 M ^ S 

introduit les dérivées secondes et non plus les seules dérivées pre­
mières. Les formules de transformation ne sont pas celles que nous 
avons admises pour un tenseur. Le cas d'exception serait celui où 
l'on se bornerait à faire uniquement des transformations linéaires 
de l'espace, les dérivées fonctionnelles du second ordre étant nulles, 
tout se passerait comme si les T étaient des tenseurs. 

5. Distance riemannienne. 

Jusqu'ici il n'était possible de comparer que des vecteurs, soit 
covariants, soit contravariants, ayant la môme direction, c'est-à-dire 
tels que le rapport des composantes soit indépendant de l'indice. 
Pour pouvoir comparer des vecteurs d'orientation différente, intro­
duisons la notion de distance riemannienne. A deux points voisins x 
et x-\-dx on fait correspondre un scalaire, leur distance élé­
mentaire, dont le carré a pour expression 

ds* = #PQ dx9 dx* = / #PQ dx9 dx* <#UPQ . 
«/D 

PQ 

Les quantités #PQ sont des fonctionnelles données de x, et qui, 
de plus, dépendent symétriquement de deux points P et Q. Donnant 
un sens intrinsèque à ds2, cela met en évidence le fait que gpQ est 
un tenseur covariant du second ordre. Nous le vérifierons direc­
tement après un changement de coordonnées. 
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Dès maintenant nous pouvons remarquer qu'à tout vecteur 
contravariant u9 nous pouvons associer le vecteur covariant 

"Q=#PQ" p . 

Supposant de telles formules résolubles en u9, 

u?=g9*vo, 

nous introduisons des quantités g9^ que nous retrouverons bientôt. 
Bornons-nous à remarquer que l'élimination de VQ conduit à 
l'identité 

= / < ? P Q S Q R M R ^ Q R 

valable pour toute fonction permise. 
Nous attribuons un sens intrinsèque à la notion de distance rieman­

nienne, cela signifie que ce scalaire est invariant par un changement 
de coordonnées : 

ds- = / £-PQ dxv dx* dxpQ. 

Après le changement de coordonnées, nous pouvons mettre le ds2 

sous la forme suivante : 

ou encore 

ds~ =I ^PQ **** dyR dy S ̂ TpftRS' 
DPQR8 

ds-= I GRS dy* dy*> dxRs, 

à condition de poser 

G R S = / a^ag^-pQ^xpQ. 

Nous constatons que les ^PQ sont les composantes deux fois contrava-
riantes d'un tenseur. On l'appelle tenseur métrique fondamental. 

Définition des ^RS . — Considérons la forme quadratique suivante : 

^ P O " P Q 

et posons 
nQ= ai* = J ^PQ5P^P-
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E n admet tant que cette relation soit résoluble par rappor t à £p, on a 

" R 8 

ÇR= 3 ~ - = / ^ R S *ns^s , avec 2 ^ ( ^ ) = / ^ T I R ^ S dxRSj 
^ K ^ s ^1)«« 

puisque la forme quadrat ique initiale est homogène du second degré . 

La deuxième forme quadrat ique est obtenue en remplaçant dans la 

première les variables £p en fonction des YJU. 

E n part iculier , soit u9 un vecteur contravariant , les composantes 

covariantes du môme vecteur, sont, par définition, les fonctions uQ 

définies par 

UQ = #PQ " p = / £ P Q " p dtp. 

Ces mômes formules se résolvent en u9 de la manière suivante : 

MP = £*Q uQ= f g**UQ d-ZQ. 

Il est donc possible de représenter différemment un même tenseur , 

tout en lui conservant son ordre , mais en remplaçant des indices de 

covariance par des indices de contravariance ou inversement . (C 'es t 

par convention de langage, ou pour retrouver le langage habi tuel , 

que l 'on identifie deux tels tenseurs . ) 

Calcul des TgR en fonction des gPQ. — Soit un vecteur contrava­

r iant u9 dont nous supposerons s imul tanément qu' i l se déplace 

paral lèlement et qu ' i l conserve sa longueur constante, ce qui fait appel 

à deux postulats dist incts . Ces deux hypothèses se t raduisent ainsi par 

le calcul : 

/ £PQ uvu* d-zpQ = const. 

du9 = — f rgR u* dx* a?TQR. 

P renons la différentielle de la première expression : 

f ÏI9* uv u* dx* </XPQR — f #PQ rg s u* u* dx* rfxpQRs 
U PQR "PQRS 

— / #PQ r 8 s M* " R dx* d-zpQRs = o. 
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Nous allons remplacer les indices PQRS par SQPR dans la deuxième 
intégrale, et par PSQR dans la troisième. Cela nous permet de mettre 
le terme u9uQdx^ en facteur : 

f \ TfcT ~~f gSQ FpR ̂ Ts " f ^ps r«R ̂ Ts 1 uV u* d** d*PQK = °" 
DPQR L ^S DS J 

Une telle relation doit ôtre une identité quels que soient les vec­
teurs u9. Cela entraîne donc la nullité du crochet : 

<tepQ 

Posons 
* ï = X *SQ r™ ̂ T s + X *ps {SQR dzst 

,Q= T^Qsrl ,d-zs; 

c'est l'analogue d'un symbole de Christoffel de première espèce. 
Avec cette nouvelle notation dont on remarque qu'elle est symétrique 
par rapport à P et R indices inférieurs, nous avons : 

^ - = rPR,Q + rttR,P. 

Permutant les trois indices PQR, on en déduit : 

r™ » - l (d&** +. à&*9 à ^ * \ 

De là on déduit rpQ en formant l'expression 

/ # R S TPQ, R ^XR = / <TRS #RT TpQ d-ZRs = 1 ¾ . 

C'est le symbole de Christoffel de seconde espèce où la sommation 
a lieu par rapport à l'indice muet R dans le domaine D. 

riQ = *RSrPQ.R. 

Exemples de distances. — Soit une fonction x{t, C) de la variable t, 
dépendant d'un paramètre C. Le domaine D est constitué par l'inter­
valle a, b de variation de t. La fonction x a pour voisine la fonction 

àx 
x -+-àx = x(t, C-+- SC) = x-h -TpSC. 
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Le carré de l'élément linéaire de l'espace lieu du point représen­
tatif de la fonction x fait intervenir le terme g qui est une fonction­
nelle de x. Avec nos conventions de langage et d'écriture, 

ds2 = / #PQ dxp dx* dxpQ. 
' » P Q 

P et Q sont deux points du segment a, 6, pour lesquels t = u ou v. 

dxV=àfiu^)d^ ^^àxj^G)^ d^=dUi dxa=dv> 

de sorte que 

La distance s de deux fonctions correspondant aux valeurs Ct et C2 

du paramètre est donnée par une quadrature 

/ . « • 
s= v/cp(C)rfC. 

Notons que g peut être une simple fonction de u et P, symétrique 
par rapport à ces quantités, ou une fonctionnelle symétrique. On 
voit la différence qui existe avec la notion habituelle de distance, qui 
revient à ne considérer que la différentielle 

et qui dépend donc du paramètre C, et aussi de t. Celte variable t a 
disparu dans la distance riemannienne telle que nous l'avons définie. 

Prenons pour exemple une fonction x = CX(^) + p(t) qui dépend 
linéairement du paramètre C, et supposons que g ne soit fonction 
que de u et v. Nous avons 

S = X ( 0 ï ( S ) ' = / 6 / ^ ( M ' v)H»)H»)dudv^const. 

et, par suite, s est une fonction linéaire de C. 
Si maintenant nous prenons une fonction de t dépendant de plu­

sieurs paramètres C/, une fonction voisine de x(t, C,-) est 
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La distance de ces deux fonctions est donnée par 

ds*= GlkdCtdCa, 

où G//, est une fonctionnelle de x. Une fois l'intégration en u, ^ effec­
tuée, nous avons un ds2 riemannien habituel. 

Le cas d'une fonction de trois variables \, r\, Ç, dépendant d'une 
fonction arbitraire de deux variables cp(a, (3), comme cela se produit 
pour les solutions d'une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre, fournit un ds2 plus compliqué : 

hx = / ^ s? rfT«P» 

Jf I ^ ( ^ , J?j ) - r - •— 89 S91 tffa tffai Û?X <3?X! 

A A ^ D D , ^ ^ l 

J' / G 89 891 dada\. 
A «'A. 'A-'A! 

Il est du type du ds2 des espaces & que nous étudions. 

G. La dérivation covariante en géométrie riemannienne. 

Le déplacement parallèle choisi est celui qui conserve les longueurs 
et les angles. Il en résulte la connaissance des T en fonction des gp$, 
gR* . Nous allons montrer que les dérivées covariantes des gFQ et g^s 

sont nulles. Une première méthode consiste à former explicitement 
des dérivées puis à utiliser les relations entre les r et g . 

On peut procéder différemment. Prenons un vecteur arbitraire 
contravariant u9 qui se déplace parallèlement. Ses composantes, par 
définition du déplacement parallèle, ont une dérivée covariante nulle 
et, d'autre part, sa longueur est invariante : 

^ = £ P Q ^ P M Q . 

La dérivation montre que l'on doit avoir, pour tout vecteur, 

uFu* DgpQ= o, 

et, par suite, la dérivée covariante des gp^ est nulle. 
Pour établir le môme résultat avec les gKS, nous rappellerons que 

la Géométrie riemannienne permet d'attribuer à chaque vecteur des 
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composantes covariantes et des composantes contra variantes. Soit un 
vecteur déplacé parallèlement, nous avons : 

«Q = &PQ w P? w R = # R S w s • 

Si l'on prend la dérivée covariante dans la première relation, où 
l'on suppose que l'on a un vecteur contravariant subissant un dépla­
cement parallèle, on constate que ce môme vecteur considéré comme 
étant covariant subit aussi un déplacement parallèle, quant à ses 
composantes. Si maintenant nous prenons la dérivée covariante de la 
seconde relation, nous constatons que 

quel que soit us. Les dérivées covariantes des ^RS sont donc nulles. 

CHAPITRE II. 

PREMIÈRES VARIÉTÉS DE L'ESPACE &. 

1. Courbes. 

L'espace & est l'ensemble des points représentatifs des fonctions x 
du point P qui varie dans un domaine D fixé une fois pour toutes. 
Ce domaine est aussi noté DP , DQ, . . . suivant qu'il est décrit par le 
point P ou le point Q. 

Dans cet espace nous définissons a priori un élément linéaire de 
la manière suivante, étant donnés deux points voisins x et x -f- dx, 
dont les coordonnées respectives sont x9 et x9-\-dx9, et gPQ une 
fonction des deux points P et Q, symétrique par rapport |à P et Q. 
définie dans D, leur distance est la racine carrée de l'expression 
suivante : 

ds*= f f £PQ dxv dx* dvp d-ZQ, 

ou en sous-entendant les intégrations dans le domaine D qui sont 
indiquées par la présence d'un indice muet P ou Q occupant une 
position supérieure et une position inférieure, 

ds"- = #PQ dxv dx*. 
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Une courbe de l'espace & est constituée par l'ensemble des points x 
qui dépendent d'un paramètre continu, X, variant dans un intervalle 
donné. On obtient une telle courbe par la considération d'une fonc­
tion du point P et d'un paramètre X. Nous notons cette fonction #P(X). 
Par exemple, la solution générale d'une équation différentielle ordi­
naire du premier ordre x'=f(x, t), prise dans un intervalle fixe, 
a^t^kb, dépend d'un paramètre qui est la constante d'intégration. 
L'ensemble de ces solutions définies dans l'intervalle (a, b) est 
représenté par une courbe de l'espace &. Nous allons montrer qu'on 
peut définir une longueur pour une telle courbe. En effet, si l'on 
effectue les intégrations dans la formule qui donne le ds2, on constate 
qu'il ne subsiste plus que la variable X. Aussi écrirons-nous : 

, , ^ - / 1 dx9 dx* . 
ds*-=dX*j gPQ — —d,pQ. 

DPQ 

Après l'intégration indiquée au second membre, on a 

relation qui donne s en fonction de À par une quadrature. Nous 
avons vu antérieurement des exemples de tels calculs. 

Tangente, normales et courbures successives. — Le vecteur dx, 
de composantes dx9 est porté par un vecteur unitaire que l'on (peut 
définir ainsi : 

dx dxv 

— =n0 <,=—-. 

En effet, dans la [relation qui permet de calculer s en fonction de À, 
si l'on suppose que le paramètre X est l'arc de la courbe, on a 

, /"• dx9 dx* . 

Cette relation exprime Jbien le fait que le vecteur de composantes 
dxv 

--£•9 c'est-à-dire le vecteur nQ, a pour longueur l'unité; c'est donc 
un vecteur unitaire. 

Proposons-nons 'd'étudier ]la dérivée de ce vecteur par rapport à 

l'arc. On va trouver un autre vecteur dont les composantes sont —TJ-' 
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Ce vecteur, s'il n'est pas nul, est porté par un vecteur unitaire /i4 

défini, comme le précédent et les suivants, au signe près; nous 
choisissons arbitrairement ce signe; nous définissons ainsi un sens 
de parcours sur la courbe, puis, ultérieurement, des courbures 
algébriques. Nous définissons donc ce vecteur et la première cour­
bure pi par la relation 

dnn dn9 

Nous allons vérifier que les deux vecteurs sont orthogonaux. 
Montrons d'abord d'une façon générale que le produit scalaire de 
deux vecteurs u, v se dérive à la manière habituelle, c'est-à-dire que 

En effet, ce produit scalaire est défini par la relation suivante : 

UV = (U, V) = gPQU*i>*, 

et pour dériver, nous remarquons que le paramètre s ou X ne figure 
pas dans les g, mais seulement dans les termes u9, vQ. 

Nous avons donc 

C'est la formule annoncée. Comme, d'autre part, 

„ / dn^ \ 
ni = i, ( n0, —r- \ = o ou nQn1 = o. 

Cherchons maintenant la dérivée du vecteur /i4. Soit v l'un des 
deux vecteurs unitaires qu'elle définit, si sa longueur n'est pas nulle, 
ce qui est le cas général; on constate aisément que le vecteur v ainsi 
obtenu n'est pas en général orthogonal aux deux précédents, aussi 
procédons-nous de la manière suivante. Nous allons définir des vec­
teurs successifs n0, niy . . . , /i/(, . . . et des scalaires p4, . . . , p*, . . . 
dont les deux premiers sont connus, et pour lesquels on a 

dn/c 
—-r- = — p* rik—\ •+• p*-+-i rik+\, 

tous ces vecteurs étant orthogonaux deux à deux. Faisons une démon­
stration par récurrence; nous admettons que le vecteur nm est ortho-
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gonal à tous les précédents, et que la formule ci-dessus est vraie 
jusqu'à l'indice m—i inclus. Dérivons les formules exprimant 
l'orthogonalité de nm avec tous les précédents : 

( o si k < m, 
( i si k = m ; 

dnm dnm ( o si k < m — i , 
ds ds ( — pm si A: = m — i . 

Le vecteur --— est donc orthogonal à ?if;(k<im — i), mais pas 
dnm 
ds 

dnn 

- est donc orthogonal à ii}\k <^m 
J 

à nm_i en général. Mais si nous considérons le vecteur --T^-i-pmftm-i, 
il est bien orthogonal à n0, ni, . . ., nm. Soil alors /im_»_4 l'un des 
deux vecteurs unitaires qui le porte, et pm4_4 sa mesure algébrique 
selon ce dernier, on a bien : 

dnm , 
~fy~ -*-Pm»»i-i= P/m-i«m-f-iî »*'*/M-+-I=0 {k ^ m), 

c'est la formule qu'il s'agissait d'obtenir. La suite des vecteurs obtenue 
est celle des vecteurs principaux de la courbe, et les formules qui 
donnent les dérivées de ces vecteurs sont l'extension des formules de 
Frenet-Serret pour les courbes de l'espace ordinaire. 

% Quelques identités des espaces euclidiens ou riemanniens. 

Pour obtenir quelques identités intéressantes pour la suite, 
plaçons-nous d'abord dans un espace riemannien E,. à r (dimensions 
où est plongée une autre variété riemannienne à deux dimensions. 

Soit ds2 = gi/idxidxk le carré de l'élément linéaire de l'espace 
riemannien E r et tik un tenseur deux fois contravariant quelconque. 
Nous conviendrons d'appeler longueur de ce tenseur la racine carrée 
du scalaire 

'*= ^ / ^ / , 6 ^ ^ = £*p'F = \tUtij. 

La quantité ainsi définie est bien ^invariante par rapport à n'importe 
quel changement de coordonnées. 

Faisons l'application de cette définition de la longueur à un bivec-

file:///tUtij
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teur construit à partir de deux vecteurs arbitraires définis par leurs 
composantes covariantes ou contravariantes u', v1 

/'* = 

On a donc 

P^-ffuS/p 
u1 ui 

x 
u<* 11$ 

pa pfî = 
u1 ui 

v1 ci 
X 

Ut Vj 

Vt Vj 

Si nous faisons un-changement de coordonnées de manière que les 
deux premiers vecteurs de base soient portés par u et v, les autres 
étant quelconques, nous aurons une autre évaluation de la longueur 
du bivecteur : 

V» 
U* 

V-2 v, v2 

Le facteur - a disparu car on trouve deux tels termes, puisque les 

indices sont indépendants. En effectuant le produit des deux déter­
minants, on voit s'introduire des produits scalaires que nous pouvons 
évaluer dans le premier système d'axes : 

/* = 
(u,u) ( M , P ) 

(u, v) (v, v) 
/* = 

UlUt UlVi 

vHii vlVi 

UJ 

vi 

Ui Uj 

Vt Vf 

Telle est la forme la plus simple de l'identité annoncée. Si nous 
supposons que les deux vecteurs sont donnés par leurs composantes 
contravariantes, nous avons l'identité suivante où les sommations 
suivant les indices muets sont sous-entendues : 

/* = gi«.gj$ 
W 

vi p a 

gikuluk gaulvk 

gik^Uk gik^Vk 

Elle est valable quels que soient les u1, v' et les ga^ pourvu que ces 
derniers soient symétriques par rapport à leurs deux indices. 

Un cas particulier intéressant est celui que l'on obtient, si les axes 
sont rectangulaires, à partir de deux vecteurs de composantes respec­
tives a, b, c, . . . et a1, b', c', . . . , en nombre égal, mais quelconque : 

S a 2 

Tùaa' Sa' 2 -2 a a 

b b' 

C'est l'identité de Lagrange. 
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Les calculs que nous avons faits pour une variété à deux dimen­
sions sont valables quel que soit le nombre de dimensions de la 
variété plongée dans l'espace riemannien Er. Reprenons, par exemple, 
les calculs pour une variété à trois dimensions. Définissons la lon­
gueur d'un tenseur à trois indices comme étant la racine carrée du 
scalaire suivant : 

Considérons en particulier un trivecteur 

0ik = 
u1 ui 
ci p/ 

w1 wi 

u* 
p* = Il u1 ui uk | 

dont la longueur est donnée d'une première manière par la formule 
de définition : 

l'~ 3l"M* UJ M * H X H " ' u i Uk I 

Faisons un changement de coordonnées dans l'espace riemannien, de 
manière que les trois premiers axes de coordonnées soient portés par 
les vecteurs u, v, w, les autres pouvant être quelconques; nous 
aurons alors trois composantes U1, U2, U3 non nulles pour chacun 
des vecteurs, les autres étant nulles. La longueur est encore définie 
par : 

/«=| | U* U* U* H x || Ut U3 U3||. 

Le facteur ^ a disparu, car il faut tenir compte des 3 ! permutations 

possibles entre les indices i, 2, 3, puisque les indices i, j , k sont 
supposés indépendants. Effectuant le produit des deux déterminants, 
on voit s'introduire les produits scalaires, des trois vecteurs w, v, WP, 
ce qui nous permet de revenir à l'ancien système d'axes. 

Nous obtenons alors une nouvelle identité qui s^xprime tensoriel-
lement sous la forme simple suivante : 

/2 = 
Ul Ui U1 Vi U1 Wi 

V1 Ui V1 Vi VlWi 

W1 Ui W1 Vi W1 Wi 

1 

3"! 

Ui Uj 

Vi Vj 

Wi Wj 

uk 

wk 

Ui ui 
vi 

w1 wi wk 
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ou en revenant aux composantes contravariantes des trois vecteurs : 

gikuU^ gikUlvk giku1^ 

l'2= gikVlUk gik^^k gikVlWk 

gikwUik gikWiVk gikWiWk 

= j~\ ^'«^VP^ï IIu* ui llk II x II " a M P MT II-

Celte identité a lieu quels que soient les nombres u1, v1, \vl, gux, 
pourvu que ces derniers soient symétriques par rapport à leurs 
indices. Nous plaçant dans un espace euclidien orthogonal à /* dimen­
sions où l'on a trois vecteurs de composantes a, b,c, ..., a', V, c', ..., 
a!!, b", c", .. . respectivement, on a l'identité suivante qui généralise 
celle de Lagrange : 

Sa2 S aa! 
Va! a Sa'* 
*La"a 'La" a! 

Zaa" 
2 à a" 

Sa"* 

b 

b' 

b" 

Le facteur —} a disparu car les termes égaux sont supposés regroupés. 

L'extension au cas d'un nombre quelconque de dimensions est 
immédiate et fournit des identités que l'on peut écrire de suite. 

3. Mesure spatiale d'une variété riemannienne. 

La mesure spatiale d'une variété à deux dimensions est l'aire ; 
pour une variété à trois dimensions, c'est le volume ordinaire. Nous 
nous proposons de définir ces expressions et de les rattacher à la 
longueur de certains multivecteurs. 

Détaillons les calculs dans le cas de deux dimensions. Dans un 
espace riemannien E r dont le carré de l'élément linéaire est donné, 

ds- = gik dx1 dxk (i, k = 1, 2, . . . , /•) 

(les g^ sont des fonctions de xv, . . . , xr supposées connues, et 
symétriques en ietk), supposons que l'on exprime les x en fonction 
de deux paramètres y1 et y2. On obtient une sôus-variété à deux 
dimensions plongée dans E r . Le carré de l'élément linéaire de cette 
surface a la valeur suivante : 

ds"- = hA,(dyi ) 2 + 2 A , . dy* dy 2-+- hit(dy*)*, 

MÉMORIAL DES SG. MATH. — N* 1 3 0 . 3 
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ôx^ ôxk 
hij=ëfikj^i jp (i,j= i , 2 , ; /, * = i, 2, . . . , # ) . 

Les vecteurs -r— et -r— sont tangents à la variété et définissent en 
àyx dy* * 

général le plan tangent, c'est-à-dire l'ensemble de tous les vecteurs dx 
de composantes 

àyi 
d\+- àx' 

ày* »dr-. 

Considérons, d'autre part, deux vecteurs dx, dx tangents à la sur­
face, ils peuvent servir à définir un bivecteur aréolaire dont les com­
posantes sont celles du tenseur antisymétrique deux fois contravariant 

dx1 dxk 

lxl §Xk 

àx* 
dy i<tyl-

dx1 , , àxk . 4 àxk . „ 

âx_i 
dy T ^ 

dy 
àx* 

àyi ày* 

«. « àxk ^ A ôxk „ „ 
ày~ J ày* J ày"- -y 

cette dernière forme montre que l'on a le produit de deux 
déterminants : 

D(ar', xk) I dyi dy*-

Nous avons défini antérieurement la longueur d'un bivecteur. 
Soit de la longueur du vecteur aréolaire, que l'on appelle encore 
aire élémentaire de la variété à deux dimensions : 

i \dxl dx) dx* dx? I 
toc» Sx? I 

D p ' , xk) D(a?g, xP)é 
= 2 * * * * D ( X jr») D ( J S V 2 )

 ( ^ ^ 2 - ^ ^ y -

Nous avons une première valeur de l'aire élémentaire de la surface. 
Pour arriver à des notations plus usuelles, convenons que le déplace­
ment d correspond à la variation de y1 seul et que à correspond à la 
variation de y2 seul. Nous avons alors : 

dyity*—dy*$yi = dyidy* (dyi-+dy\ dy*-=o, dyi = o, %y*->dy*), 

d'où l'aire élémentaire, qui a un sens intrinsèque puisque c'est un 
scalaire, donc indépendant du système d'axes. On en déduit la for-
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mule suivante qui donne, à l'aide d'une intégrale double ordinaire, 
l'aire d'une portion de la surface limitée par une courbe fermée C : 

« /Ti / î D(.rS xi) D(#«, xï) , . . ., 

C'est une généralisation de la formule connue de la géométrie eucli­
dienne à trois dimensions. 

Nous reportant maintenant à la seconde évaluation possible de la 
longueur d'un bivecteur : 

Û?<j2 = 
hij dy1 dyi htj dy* By/ 
htjdyJhy* htJtynyi 

utilisons de suite, pour la simplicité, l'hypothèse finale faite sur les 
déplacements d et o : 

da"-
huidy1)2 hltdy*dy* 

hitdyidy* htt(dy*)* 

hu Aj 2 

ha hn 
(dytdy*)*. 

Il en résulte une autre évaluation de l'aire : 

Par comparaison, on trouve la relation suivante, bien connue en 
théorie des surfaces de l'espace euclidien rectangulaire à trois dimen­
sions : 

L D ( M > P ) J ^lD(u,v)j ^lD(u,v)j 

Pour une variété à trois dimensions plongée dans l'espace rieman­
nien E, le carré de l'élément linéaire a la valeur suivante : 

ds"- = hij dyi dyi («, j = i, 2, 3 ; k, l = 1, 2, . . . , /•), 
, àxk dx1 

On en déduit une première valeur de l'élément de volume, qui est la 
longueur d'un trivecteur construit à partir de trois vecteurs élémen­
taires dix, d^x, d^x : 

tiJk = 

d^x1 dixi d±xk 

d2x
l dzxi d*xk 

dzx
l d3xJ dsx

k 

Dix*, xi, xk). 
dyi dy* dy* | 
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On évalue donc le volume (mesure spatiale à trois dimensions) d'une 
portion Q de la variété par la formule suivante, exprimée à l'aide 
d'une intégrale triple ordinaire, quand on a-fait choix pour les dépla­
cements df des déplacements élémentaires où un seul des para­
mètres Vi varie 

La seconde manière d'opérer conduit à la formule : 

-MaS/ 
h\i /*i2 ^13 

/l*[ / l 2 2 ^23 

/ i 3 l ^32 ^33 

dyi dy"- dy\ 

La généralisation au cas d'un nombre de dimensions quelconque 
pour une variété plongée dans l'espace riemannien E r est immédiate. 

4. Extension au cas de l'espace &. 

Dans cet espace est donné le carré d'un élément linéaire 

ds- = gpQ dxv dx®. 

Nous définissons une surface en exprimant les x9 en fonction de 
deux paramètres y1, y2. Elle possède automatiquement un élément 
linéaire dont le carré vaut : 

ds'1 = hxx(dyi)*+- 2hi2 dyi dy"-'-h htl(dy*)*, 
. dx9 àx§ 

Prenons deux déplacements élémentaires d, à sur la surface. Ils 
servent à définir un bivecteur 

*PQ = 
dx* dxQ 

hx* SxQ 

D(a:P, xQ) 
(dyihy*—dy**yi) 

dont la longueur vaut 

-WI 
ou encore 

tffo 
V I An 

• / t u W^2 

A 22 
(dyihyi-dyttyi), 



UN ASPECT DU CALCUL TENSORIEL. 33 

car il suffit dans les calculs précédents de remplacer les sommations 
par rapport à un indice entier par des intégrations dans le domaine D 
où sont définies les fonctions xv. 

On évalue de même un élément de volume : 

r/T = /1 
/ T7 £rPA#QB #RC 

D(x*, xU, x*) D(^S x*, x^) 
D(rVV->r') ï)(y\y"-,y>) v 

diy1 dx}"- dxy> 

d*yl di}- d^y" 

dsyi d^y"- d^y-

An, 

A 2 ] , 

A l2, 

A22, 

/M-I 

dtyt dl}"- dl}> 

d^y1 d2y"- d»y-

d,}1 d*y* ^ r » 

On évaluerait d'une manière analogue les éléments spatiaux pour 
une ^variété d'un nombre quelconque, mais fini, de dimensions. 

CHAPITRE III. 

L'INTÉGRATION. 

1. Notion d'intégrale. 

Une intégrale définie est par définition la limite d'une somme de 
termes dont le nombre augmente indéfiniment, chacun d'eux tendant 
vers zéro. À celte notion trop générale il convient d'ajouter les condi­
tions spéciales qui précisent la nature de chaque intégrale définie 
particulière, et de démontrer que la limite est unique. 

En Calcul tensoriel, les seules sommes autorisées, pour un domaine 
qui n'est pas infiniment petit, sont des sommes de scalaires, car ce 
sont les seuls tenseurs que l'on puisse comparer d'un point à un autre 
de l'espace &. Ce sont les seules expressions qui soient invariantes 
lors d'un changement de coordonnées. 11 est possible de satisfaire à 
cette nécessité de deux manières différentes. Si l'intégrande et l'élé­
ment différentiel sont tous deux des scalaires, on a l'intégrale au sens 
ordinaire. Mait il est possible que l'intégrande et l'élément différen­
tiel soient des tenseurs; il est donc nécessaire que les modes de 
variance de ces deux tenseurs se compensent pour donner un scalaire. 
Dans un espace non riemannien, ce n'est donc qu'exceptionnellement 
qu'on rencontre des quantités intégrables, définies à partir de deux 
tenseurs dont l'un est différentiel. Tandis qu'après introduction 
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d'unds2 on peut modifier la variance de l'un des tenseurs. Ce faisant 
on peut parvenir soit à un scalaire, cas favorable, soit à un vecteur 
covariant ou contravariant, cas exclus. De toutes façons nous suppo­
sons que les changements nécessaires ont été faits pour que l'intégra­
tion porte sur une quantité scalaire. 

Un cas particulier important est celui où l'élément différentiel est 
un multivecteur 

dix/\d2x A - . . / \ d n x . 

Il est donc nécessaire de lui associer un tenseur possédant n indices 
de covariance. Nous rencontrons des quantités à intégrer que nous 
notons d'une première manière, purement symbolique, et qui ne 
préjuge en rien du mode de calcul : 

si n = i, up dx*, 

si n = 2, UPQ dx* dx**. 

Avec ce mode d'écriture imparfait, supposons que UPQ soit symé­
trique en P et Q, et associons les termes 

UPQ dx* dx® et UQP dx$ dx* = — UPQ dx* dx®, 

d'après les symétries et antisymétries admises. On voit que ces 
termes se détruisent et l'intégrale proposée est nulle. Il en résulte 
que pour un tenseur UPQ quelconque, si nous le partageons en partie 
symétrique et antisymétrique, la première donne zéro dans l'intégra­
tion, tandis que la partie antisymétrique donne un terme doublé. 
Dans le cas de n indices la partie d'un tenseur qui est symétrique 
par rapport à deux indices, donne zéro comme précédemment, tandis 
que la partie totalement antisymétrique donne un terme non nul en 
général, multiplié par ni, nombre des permutations possibles des 
n indices. 

Supposons donc maintenant le tenseur UPQ antisymétrique, nous 
avons les deux écritures équivalentes 

(T MPQ dx* dxQ=- (T MPQ ( dx* Ŝ Q — dx% hx* 

Avec la dernière manière, supposons que les déplacements d et à 
correspondent aux variations correspondantes de deux paramètres t± 
et t2 

dx = -r— dtu hx = -r— dti. 
ati oti 
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Nous pouvons alors écrire 

/
i CT D(x* x$) «PQ da* dœ*=-J} MPfi D(^(j) dtl dU, 

et ce dernier terme est une intégrale double ordinaire. Le change­
ment de variables s'y fait à la manière habituelle : 

dtxdit= ^iut:\d^d^t. 
D(0i , 02) 

Si nous considérons maintenant l'intégrale triple 

WPQR dx* dx® dxR, 

l'échange de deux des indices dans le trivecteur 

dAx /\dzx /\dtx 

montre qu'il suffit de considérer des tenseurs totalement antisymé­
triques. On a alors : 

jjf WPQR dx* dxQ dx* = i y JJT WPQR 11 dX X* dX X* rft *?* 11 

= n# D(x*, xQ, x*) . . . 
M p0R rw# , \ x dtx dt2 dh, 

qui nous ramène à une intégrale triple ordinaire, si le volume est 
paramétré par tly t2, t%. Le changement de variables s'effectue à la 
manière habituelle, par introduction d'un jacobien. 

On généralise aisément. 

2. Circulation et rotationnel. 

Nous allons préciser davantage la notion d'intégrale simple ou 
curviligne, et montrer comment on passe d'une intégrale-simple à 
une intégrale double, et plus généralement d'une intégrale d'ordre n, 
où l'élément différentiel est un multivecteur, à une intégrale 
d'ordre n -h i où l'élément différentiel est un autre multivecteur. 
L'opération qui relie le premier tenseur intégrande au deuxième 
s'appelle dérivation extérieure, et l'opération inverse, que nous défi­
nirons d'une manière précise, est l'intégration extérieure. 
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Nous appelons intégrale curviligne l'intégrale suivante : 

J' up dx* = / / up dx* dip 
C *'c "'l)P 

prise le long d'un contour fermé. Une courbe fermée est le lieu d'un 
point x dépendant d'un paramètre t, tel que pour t0 et tv le point x 
ait la môme position. Il s'agit donc en fait d'une fonction x(V. t) du 
point P, et qui reprend la même valeur pour t0 et tL. Le sens crois­
sant de t définit un sens de variation sur la courbe. La différen­
tielle dx doit être comprise avec le sens suivant : 

dx* = —- dt, 

de sorte que nous rencontrons bien une intégrale curviligne, au sens 
ordinaire, pour la variable t. 

Nous allons montrer que l'intégrale ci-dessus est une fonctionnelle 
additive par rapport au contour. Celte expression a le sens suivant : 
Une courbe G étant donnée avec un sens de parcours (nous dirons 
que cette courbe est orientée), joignons deux de ses points A et B 
par une autre courbe. Nous remplaçons le premier contour C par 
deux nouveaux contours Ci et C 2 ; chacun d'eux comporte Tune des 
deux portions de G, avec son sens, limitée à A et B, et complétée 
par l'arc AB parcouru avec continuité du sens. Sur Ci et sur C2, cet 
arc est parcouru dans deux sens contraires de sorte que les intégrales 
curvilignes correspondantes se détruisant, 

Nous exprimons cette relation en disant que l'intégrale curviligne 
est une fonctionnelle additive de contour. 

Faisons passer une variété à deux dimensions par le contour C. 
Nous entendons par là que la fonction # ( P , t) peut être extraite 
d'une famille à deux paramètres x(P, u, v). En prenant pour u et v 
deux fonctions convenables de t, on a 

x[P,u(t), !>(!)] = tf(P,0. 

On a une représentation schématique de cette variété dans le plan u, v, 
où le contour défini par u = u(t), v = v(t) est représenté par une 
courbe du plan. 
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Cette variété à deux dimensions sera dite orientée si l'on peut 
attacher à tout point a? de celte variété deux vecteurs tangents dx, dx, 
pris dans cet ordre, et se déplaçant par continuité. L'échange de d 
et ô conduit à un changement d'orientation de la surface. Le choix 

d'un vecteur dx sur une courbe, par exemple dx= -x- dt définit le 

sens de parcours suivant les t croissants. Montrons que l'orienlation? 

supposée donnée, du contour C permet de définir une orientation 
induite sur la variété à deux dimensions qui le contient, sous cer­
taines réserves. Pour cela traçons des familles de courbes u = const. 
et v = const. qui recouvrent la portion de variété d'un réseau de 
parallélogrammes curvilignes, sauf peut-être pour certains d'entre 
eux tronqués par le contour C. Ces derniers ont un sens de parcours 
bien déterminé si l'on utilise le sens déjà connu sur la portion de C 
que ce polygone contient. Passant à un polygone contigu, son sens 
est défini en tenant compte du sens de parcours connu sur le côté 
commun : pour le nouveau parallélogramme, on prendra le sens 
opposé de celui qui est connu sur le polygone voisin; et ainsi de 
proche en proche. Si ce procédé conduit à une orientation unique de 
la surface, la variété sera dite orientable. Elle conservera cette pro­
priété si l'on augmente le nombre des courbes u = const., c = const. 
On pourra ainsi définir les deux vecteurs tangents 

, dx , ^ dx . 
dx = — du, ox = — d v 

du dv 

tangents à la surface en chaque point. D'autre part, si l'on exprime u 
et v en fonction de deux autres paramètres u et vr de sorte que le 

jacobien p
( " ' ^ ne soit ni nul, ni infini dans la région où s'effectue 

la transformation, l'orientation de la surface pourra se définir à l'aide 
,i B dx dx des nouveaux vecteurs -7-7 > -n-du dv 

Utilisons maintenant le découpage de la surface en petits parallé­
logrammes pour remplacer l'intégrale curviligne à évaluer par une 
somme d'intégrales curvilignes relative à chaque parallélogramme. 
Nous pouvons ainsi transformer l'intégrale « curviligne » en inté­
grale double. 

Considérons donc le parallélogramme défini à partir du point x, 
et des deux vecteurs dx, àx. Comme les côtés sont infiniment petits, 



38 H. PAILLOUX. 

nous prenons la partie principale de l'intégrale relative à chaque 
côté, le coefficient de dx? étant calculé en l'une ou l'autre des extré­
mités. Dans ces conditions, nous avons la contribution suivante 
pour le parallélogramme considéré : 

up{x) dx*-+- up{x H- dx) Sx*— up(x -+- Sx) dx*— up(x) Sx*, 

ou encore 

après avoir échangé les indices P et Q dans le second terme. Nous 
avons transformé l'intégrale curviligne en intégrale double : 

La quantité 
_ dup duQ _ Dup DMQ 

'*Q ~ dx$ ~~ dx* ~~ Dx^ ~~ Dx* 

est un tenseur deux fois covariant : c'est, par définition, le rota­
tionnel de Up. Il est antisymétrique par rapport aux indices P et Q. 
On peut écrire : 

/ up dx* = - // /*PQ dx* dx®, 

en laissant les deux indices P et Q indépendants, tandis que la nota­
tion antérieure d, à leur faisait jouer un rôle différent. Une autre 
formule intéressante est celle que l'on obtient dans l'évaluation de 
l'intégrale relative au petit parallélogramme, avant la réunion de 
deux termes analogues : 

f up dx*= ff^( dx* Sx* — dx* Sx* ). 

Elle s'écrit sous la forme intuitive que voici : 

C up dx*= (f (dup Sx*— Sup dx*). 

Pour l'obtenir on peut remarquer qu'il suffit de grouper les côtés 
parallèles du parallélogramme. La petite intégrale à évaluer s'écrit 

— Sup dx* -h dup Sx*, 
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donc 

f up dx* = ff'(dup Sx*— Sup dx*)=± jfiH/TPQ dx* dx*. 

En dehors des intégrations en P et Q sous-entendues dans les for­
mules ci-dessus, nous avons affaire à des intégrales doubles de type 
ordinaire. 

3. Passage des intégrales doubles aux intégrales triples. 

Une des difficultés du problème est la question de l'orientation des 
variétés. Soit une variété V2 à deux dimensions, orientée et fermée, 
limitant une portion de variété à trois dimensions V3. Nous enten­
dons par là que nous considérons d'abord une variété à trois dimen­
sions comme le lieu d'un point x dépendant de trois paramètres, 
c'est-à-dire l'ensemble des fonctions # ( P , u, v, w). Nous exprimons 
ensuite uy v, w en fonction de deux paramètres a, (3 et nous obtenons 
une variété à deux dimensions, V2, tracée sur V3. Supposons V2 

fermée; dans l'image de l'espace à trois dimensions où u, v, w sont 
les coordonnées, V2 est représentée par une surface fermée ordinaire. 
Dire que V2 est orientée, cela veut dire qu'en chacun de ses points 
sont définis deux vecteurs dix, d%x, tangents, que l'on prend dans 
un certain ordre par exemple l'ordre i, 2. Cette orientation de la 
frontière de V2 permet de définir une orientation interne. On trace 
en effet les surfaces 

u = const., v = const., w = const. 

suffisamment rapprochées. On a un morcellement de la V3 en petits 
parallélépipèdes, qui sont tronqués sur V2. Pour l'un de ces derniers, 
un sommet au moins est intérieur (sinon on prendrait un cloisonne­
ment plus étroit). Par continuité, on définit l'orientation des faces 
intérieures à V2, d'où le sens de trois vecteurs dix, d2x, dzx au 
sommet intérieur. Puis on poursuit, selon des règles antérieurement 
données. 

Ayant ensuite constaté qu'une intégrale double 

1 MPQ dx* dx* 
t 

est une fonction additive de la frontière, on est conduit à évaluer 
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cette intégrale pour un petit parallélépipède du genre précédent; 
puis à faire la somme des termes analogues, ce'qui donnera une inté­
grale triple. 

On rencontre donc la somme de six intégrales, une pour chaque 
face. Il est intéressant de grouper les intégrales relatives à deux faces 
opposées. L'élément différentiel ne variant pas, seule la variation du 
coefficient différentiel entre en jeu, avec un signe convenable. 
Désignons parrf i# , d2x, d3x trois vecteurs différentiels au p o i n t s 
considéré, définissant l'orientation désirée. Nous avons un certain 
parallélépipède pour la surface duquel nous calculons l'intégrale 
double. Les faces issues de x, sont orientées par les nombres 1,2; 
2,3; 3,i (ordre naturel : I 2 3 i a 3 i . . . , avec suppression de l'un de 
ces trois nombres, ce qui permet de désigner par un seul nombre 
une face orientée). Cette convention étant faite, on trouve comme 
terme élémentaire : 

dx MPQ d*x* d*x* -+* d» îépQ dzx* dLx* •+• dz WPQ dLx* d2x*, 

d'où la formule de dérivation extérieure : 

/ / UPQ di x* d2 x* = / / / di WPQ d% x* dz x* 

-f- d2 UPQ dz x* di x* •+- dz UPQ d\ x* d+ x*. 

On peut encore grouper tous les termes correspondant aux indices P, 
Q, R, avec l'ordre 1, 2, 3 imposé : 

/ / UPQ dx* dx* = -̂7 / / / /*PQR dx* dx* dx*, 

où les indices 1, 2, 3 ne sont plus nécessaires, et où l'on a posé 

dupQ duQR àuRp 
/,pûIl~~ dx* "*" ~dx*~ ~*~ Ite*' 

Pour voir comment se fait le calcul de telles intégrales après un 
changement de variables, ou en équations paramétriques, on utilise 
la forme suivante : 

1 D ( * * , « « ) ,, ,, 1 (TV D(^P, x% a*) , , 

Le volume paramétré par ui, z/2, tf3 est limité par une frontière 
paramétrée par ti, t2. 
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4. Intégration fonctionnelle. 

On peut se poser le problème suivant : à quelles conditions doivent 
satisfaire les fonctionnelles uP pour que l'intégrale curviligne 

/ up dx* = f j up dx* d~ 

prise entre deux points x0 et x de l'espace & ne dépende que des 
extrémités, et soit indépendante du trajet qui relie ces deux points? 
Si l'intégrale ne dépend que des extrémités, l'intégrale prise le long 
d'un contour fermé G est nulle quel que soit le contour. On peut la 
transformer en intégrale double : 

/ up dx* = - // /"PQ dx* dx* = o, 

étendue à une variété quelconque à deux dimensions limitée par le 
contour C. Si l'on prend pour C un contour très petit et si rPQ est 
continue, par un raisonnement classique, on établit que rPQ= o dans 
la région considérée, c'est-à-dire 

dup __ duQ 

dx* ~~ dx*" 

Celte relation s'appelle la condition d'intégrabilité pour la fonction-
nells Up. Laissant fixe le point x0, considérons l'intégrale comme une 
fonctionnelle de x, soit XJ(x). Calculons l'accroissement de U, sa 
différentielle, quand on passe du point x au point x -f- dx : 

d\J = f Up dx* = up dx*. 

On constate donc que Up est la dérivée fonctionnelle de U, soit-j-p-

La condition d'intégrabilité mentionnée plus haut prouve que 

d d\J _ d d\j 

dx* dx* ~" dx* dx* 

pour toute fonctionnelle dérivable. C'est très exactemenr la condition 

d*z _ d"-z 
dxdy ~~ dy dx 

valable pour toute fonction z des deux variables x et y. 
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Le problème que nous nous proposons de résoudre maintenant est 
le suivant : les fonctionnelles wP, vérifiant par hypothèse la condition 
d'intégrabilité, étant données, trouver la fonctionnelle U. C'est 
transposé au Calcul fonctionnel, le problème de l'intégration d'une 
différentielle totale. 

Pour parvenir à des formules simples, car on peut employer bien 
des procédés différents, nous admettons que les points de la droite o, x 
qui joint l'origine de l'espace & au point x, ne sont pas singuliers 
pour les fonctionnelles Up. Nous voulons évaluer 

UO) = C + f up(\)d\* 

C est une constante arbitraire d'intégration; elle représente la valeur 
de la fonctionnelle U pour la fonction zéro. Comme U est indépen­
dante du trajet suivi pour aller de o en x, profitons-en pour prendre 
le trajet du point £ = Ix, où le paramètre X varie de zéro à un. Le 
point Ç décrit le trajet rectiligne o, x; x est constant dans les calculs 
qui suivent. Au point ^=lx la fonction uv vaut iipÇkx) et rf£p 

devient x9 dl. Nous avons donc 

U = C + x* f up(\x)d\. 

Cette formule comporte une intégration ordinaire par rapport à la 
variable ordinaire 1* On peut encore écrire 

U = G -+- x*up, up= j up(\x)d\. 

On peut, naturellement, relier les deux points o et x pour toute 
fonction dépendant d'un paramètre, et qui se réduit à o ou x pour 
des valeurs convenables du paramètre. On modifierait en consé­
quence la formule précédente. 

Exemples. — I. Soit uP= cxQx9. a est indépendant de x, mais 
peut dépendre de P et Q. Dans cet exemple, nous écrirons de préfé­
rence w ( P ) = = a ( P , Q ) # ( Q ) sans nous soucier de l'interprétation 
tensorielle de cette expression. La condition d'intégrabilité 

[«(P, QMQ)] = T - ^ [ « ( Q , P)*(P)] 
<MQ)L ^'~^'* dx(P) 
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montre que a doit être symétrique par rapport à P et Q. Supposant 
cette condition remplie, nous pouvons intégrer fonctionnellement 
par le procédé indiqué plus haut : 

U = C-+- f X(P)OL(P, Q)lx(Q)dl = C+ -a(P, Q)#(P)#(Q). 

On peut donc dire que la fonctionnelle 

f a(P, Q)x(P)dvp, 

où ce est symétrique en P et Q, est la dérivée fonctionnelle 

La vérification est immédiate, elle fait intervenir explicitement la 
symétrie de a. 

IL On montre de môme que 

-L f «(P,Q,R)x(P)x(Q)d-zpQ 

est la dérivée fonctionnelle de 

i f a(P, Q, R)^(P)^(Q)J?(R)^TPQR 

à condition que a soit symétrique par rapport aux trois indices. 

Remarque. — En théorie des fonctions ordinaires, le môme rai­
sonnement permet de trouver la fonction U dont la différentielle 

Pdx+Qdy+Rdz 

est donnée. P, Q, R sont trois fonctions de x, y, z supposées véri­
fiant les conditions d'intégrabilité. On peut calculer U comme plus 
haut 

U(a?j(x, 2 ) = G + ^ P + / Q + ^ R } 

à condition de poser 

P = Çv(\x, Xy, \z)d\, 
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Nous supposons naturellement que l'intégration est possible, et en 
particulier que les fonctions restent définies sur le chemin d'inté­
gration. L'intégration a lieu par rapport à A, les variables x, y, z res­
tant constantes dans ce calcul. Comme exemple prenons xdx-t-ydy 
ou y dx H- oc dy qui sont des différentielles connues. La méthode 
précédente donne pour la première 

L = f (Xx.xdX + Xy.ydX) = (xï-+-y*) f X dX = ~(x*-hy*), 

et pour la seconde 

h = j (Xy .x d'/. H- X v.ydX) = xy f zXdX = xy. 
••Al *M) 

Ce procédé donne la fonction dont on connaît la différentielle au 
moyen d'une seule intégration, théoriquement, tandis que, dans le 
cas de n variables, n intégrations successives sont nécessaires dans 
la méthode habituelle. 

La méthode précédente s'étend sans difficulté au cas de l'inté­
gration des équations aux différentielles totales implicites. Le nombre 
des variables peut être quelconque. Soit, par exemple à déterminer 
une fonction z(x, y) définie par la condition 

P dx -+- Q dy +Rdfs = o. 

P, Q, R sont trois fonctions données de x,y, z, vérifiant la condi­
tion d'intégrabilité 

P ( R ; - Q ' ; ) + Q ( P l - R i ) + R ( Q ; - P ; ) = o. 

Comme nous avons, 

( dz, 
o 

prenons pour chemin d'intégration la droite joignant l'origine 
au point x, y. x et y ^tant provisoirement fixes, les coordonnées 
d'un point du chemin d'intégration sont alors Xx, Ay (o ^ X ^ i), et 
sur ce trajet nous avons 

P(Xx, Xy, v)x dX -h Q(Xx, Xy, $)ydX-+- R(Xx, Xy, 9) <fcp = 0 . 

Nous avons désigné par C?(A) la valeur de la fonction z(Xx, Xy) 
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pour insister sur le fait que x et y sont constants dans l'intégration. 
Nous sommes ramenés à l'intégration de l'équation différentielle 
ci-dessus, ou plus exactement à la recherche de sa solution qui est 
nulle pour X = o. Si, ensuite, dans la fonction Ç(A) obtenue, nous 
formons o n ) , nous trouvons la fonction z(x, y) qui satisfait au 
premier problème posé. 

On notera que la méthode ne comporte qu'une seule intégration 
d'équation différentielle, ce qui n'est pas le cas pour les méthodes 
usuelles. 

5. Intégrale extérieure. 

La formule qui permet de passer d'une intégrale curviligne à une 
intégrale double définit une dérivation extérieure : à la forme 
linéaire iipdx* on fait correspondre la forme bilinéaire 

- /-po dx* dx*. 

On peut de même passer d'une intégrale d'ordre n à une intégrale 
d'ordre n — i. Nous allons nous occuper du problème inverse, pas­
sage de certaines intégrales doubles à l'intégrale simple correspon­
dante. 

Soit l'intégrale double étendue à une portion 2 de variété à deux 
dimensions, limitée par une courbe C fermée, 

= ff uPQdx*dx*. 

Nous supposons que la condition d'intégrabilité est vérifiée 

diiQii dunp dxpy _ 

~dx* -1" ~dx* -*" ~dx~* ~~ °" 

L'intégrale précédente dépend du contour seulement et non de la 
variété à deux dimensions qui contient 1. Nous nous proposons de 
trouver l'intégrale curviligne, étendue au contour G, qui prend la 
même valeur que l'intégrale double. Nous admettons que la fonction­
nelle uPQ est sans singularité pour le point O et la portion de cône de 
l'espace situé entre l'origine et la courbe directrice C. Comme 
l'intégrale double ne dépend que du contour, prenons comme sur­
face 2 d'intégration double le cône de sommet O et de directrice G, 

MÉMORIVL |)TS SC. MATH. — N° 130 . 4 
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limité à O et G. Représentons paramétriquement la courbe C et 
soient xF{t) les coordonnées d'un de ses points. Un point du cône a 
pour coordonnées £p:= Xx9(t), et £p est une fonction de X et t. Nous 
avons à évaluer 

l=jfupQ(XZ)d?dt*; 

or nous savons que 
dx* I 

dt* d£* = ^ ' ^ ) dX dt — 

II résulte de ceci que 

1= f fxuPQ[Xx(t)] 

X*(t) K — 

X* 

dx* 
dt 

dx* 
dt 

dX dt -l x* 

dX dt. 

dx* 
dt 

dx* 
dt 

u PQ dt, 

UPQ=Z j UPQ(XX)XCTA. 

C'est-à-dire qu'en posant 

Vp = (UQP— UPQ)X*, 

l'intégrale proposée est encore la circulation du vecteur Vp le long 
d e C : 

1 = Çvpdx*. 

Remarque. — Dans l'espace à trois dimensions, des considéra­
tions tout à fait analogues permettent de transformer l'intégrale 
double 

= il P dy dz -h Q dz dx -+- R dx dy 

dP dQ dR 
dans le cas où 

dx T dy "^ dz ~~ "' 

'-Xli^h**' ̂  >*>(*5 -*£)]**• 
car on a 

On trouve en définitive 

l=f^(y*-zQ)dx, 
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lorsqu'on a effectué les intégrations en X dans les formules suivantes : 

P = Ç P(\x, Xy, Xz)XdX, 

Dans le cas de n dimensions, si les fonctions P,-/ vérifient les 
conditions d'intégrabilité, l'intégrale double 

l=JFPi/dxidx/ 

devient une intégrale curviligne 

I=y > Qi^? I
> 

où l'on a posé : 

- Qi=xi f X[Pl/(Xx)-Pji(Xx)]dX. 

Soit encore, pour montrer que le procédé est bien général, l'inté­
grale triple 

[ = J T « P Q K ( 0 ^ P ^ Q ^ R , 

pour laquelle les conditions d'intégrabilités sont supposées vérifiées. 
Cette intégrale ne dépend que de la variété fermée V2 qui limite la 

variété V;$ où est calculée l'intégrale ci-dessus, et non de la forme de 
la V3. Supposons que la Va soit représentée paramétriquement en 
fonction de ti. t*. Pour suivre la méthode antérieurement exposée, 
prenons comme variété V3 le cône de sommet O et de base V2 . Il est 
représenté paramétriquement par les équations 

ç*=Xx*(tu U), 
et l'on a 

dX dtidt-2, 
dti dti 

de sorte que l'intégrale proposée a la valeur suivante : 

I T ^ ' W T S 1 ^ * * ' "P«K== r^MPQia*) ,̂ 
JJyt V{tl} t*) JQ 

que l'on peut représenter comme le flux du tenseur deux fois 
covariant : 

f'QR = v* MPQR. 
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6. Le tenseur de Riemann-Christoffel. 

Considérons un vecteur contravariant up astreint à'subir constam­
ment un déplacement parallèle dans l'espace : 

du*+TlRu*dx* = o. 

Soil un contour G infiniment petit issu du point x et y aboutissant. 
Nous nous proposons d'évaluer la variation du vecteur u* qui se 
déplace parallèlement, quand son origine décrit la courbe C. Cette 
variation a la valeur suivante : 

fdu* = — fr^iiïdx*. 

Transformons le second membre en intégrale double : 

I*'—5X[w>C»"")-i'<r!'"")]'""'t" 

-jjî;[(â-a)*(*s-*s)i"« 
Nous transformons l'ensemble des deux derniers termes en utilisant 
l'hypothèse du déplacement parallèle et en la précisant : nous sup­
posons qu'il existe une distribution de vecteurs contravariants, 
non seulement le long de G, mais dans toute l'aire S. Dans ces con­
ditions la relation différentielle initiale peut être remplacée par les 
équations fonctionnelles suivantes : 

- g H - r f c i i Q - o . 

Nous avons donc pour l'ensemble des deux derniers termes la valeur 
suivante : 

- vis r?R uT •+- 1¾ rp
s ttr = ( _ rpg r£R -+- rp

R 1¾) «Q, 

après avoir échangé les deux indices Q et T. Nous avons alors : 

C du* = —l-fj% RP
QRS tttt dx* dx$, 

en posant : 
D P _ ^ Q S ^ Q R r P i"I . pP r T 

U QRS — -r-~ v ~ — l TS l Qll •+" ' TR l QS' 
dxR dx*> 



UN ASPECT DU CALCUL TENSORIEL. 49 

Le premier membre de l'équation étant tensoriel, le second membre 
doit avoir le même caractère, les R sont donc les composantes d'un 
tenseur, appelé tenseur de Riemann-Christoffel. 

Pour un vecteur covariant, le déplacement parallèle est défini par 
la relation 

dvp = •+• 1¾ (QdxR , 

où l'on note un changement de signe. Un calcul analogue au précédent 
conduirait à la variation suivante : 

f dv* = •+- I (C RQpRS t'Q dx* dx*. 

Une autre méthode consisterait à utiliser l'invariance du produit 
scalaire u* vP. Cette dernière méthode est valable pour un tenseur 
d'ordre quelconque que l'on transporte parallèlement. Par défini­
tion, un tenseur est transporté parallèlement si sa différentielle absolue 
est nulle. 

CHAPITRE IV. 

GÉODÉSIQUES D'UNE VARIÉTÉ R1EMVNNIENNE ET NOUVELLES VARIÉTÉS. 

1. Géodésiques. 

Une variété riemannienne est, par définition, connue par son 
élément linéaire : 

ds" = gpQ dx* dx* = f I gPQ dx* dx* d-zpQ J • 

Soit une courbe joignant deux points fixes XQ et xL, sa longueur a 
pour valeur l'intégrale suivante : 

, rx\ / r dx* dx* , . 
^T0 y ^DPQ 

t étant le paramètre sur la courbe considérée. 
Proposons-nous de rechercher la variation de cette intégrale quand 

ou passe de la courbe précédente à une courbe variée, ayant mômes 
extrémités. Les coordonnées d'un point de la courbe variée sont 
notées a^-f- àxv, èxv s'annulant aux deux extrémités. Nous supposons 
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que le paramètre t, sur toutes les courbes variées est l'arc s de la 
courbe de départ. Nous avons donc l'identité suivante : 

dx* 
gpQX*X*=l, ^ P = _ ^ _ . 

La variation de longueur demandée vaut : 

o#PQ «^P # t t -+" £PQ x® ~r %xV •+• #POj ^ P ~r &"£Q ) dzpy 
ds, 

2 v /^PQ^ P *^Q 

ou, tenant compte de l'identité ci-dessus. 

Faisons alors une intégration par parties; il introduit, dans la 
partie tout intégrée les dxv aux deux extrémités. Gomme ils sont 
nuls, il reste simplement : 

Effectuons les dérivations en s indiquées en remarquant que la 
dérivation des gPQ introduit leur dérivée fonctionnelle et la somma­
tion correspondante dans le domaine D. 

- (gPQ X* H- ^ ^ X* xA Sx*\ ds. 

Mettons 8xP en facteur dans cette intégrale triple, par un changement 
d'indices muets : 

w--/[(^ + 1ff-W*" '̂̂ H*-
On voit s'introduire les symboles de Christoffel de première espèce, 

8 / = - 2 | (TPQ,R x* x* -f- gpK x*] Sx* ds. 
JQ 

Nous dirons que la courbe dont nous sommes parti est une 
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géodésique, si cette variation de longueur est nulle quelle que soit la 
courbe variée. L'intégrale précédente doit être nulle quelle que soit 
la variation dxK, un raisonnement classique du Calcul des variations, 
montre qu'il est pour cela nécessaire et suffisant que le coefficient de 
dxK soit nul : 

gPR X* -f- TpQJl x* x* = o. 

Multiplions les deux membres par g™ et intégrons dans DR : 

x*i-+- #RM PPQ.R x* x* = o; 

nous introduisons ainsi les symboles de Christoffel de seconde 
espèce : 

x^-^-r^Qx*x*=,o. 

Telle est l'équation des géodésiques. C'est bien la môme qu'en Calcul 
tensoriel habituel. 

Pour une courbe dont la tangente se déplace parallèlement, 
du*-\- 1¾ uv dxQ = o. L'arc étant le paramètre ici u* = x*, 

dx^-hT^x* dx* = o. 

C'est l'équation que nous venons de trouver. Il y a identité, dans un 
espace de Riemann, entre les courbes de longueur extrômum et les 
courbes dont la tangente se déplace parallèlement. 

2. « Surfaces » de l'espace S. 

Étant donnée une fonctionnelle/(^), appelons « surface » à une 
dimension l'ensemble des fonctions x, ou de leurs points représen­
tatifs, où cette fonctionnelle est nulle. Une telle surface possède une 
normale, c'est le gradient fonctionnel d e / . En effet, en chaque point 
de cette variété, ce vecteur est bien orthogonal à tous les déplacements 
dx sur la surface, car / étant nulle par hypothèse, sa différentielle 
est nulle, ce qui s'exprime par 

à/ . P 

On voit que le gradient fonctionnel, qui peut être défini en tout 
point de l'espace, est orthogonal à la s u r f a c e / = const. qui pa 
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ce point. C'est la propriété bien connue des surfaces équipotentielles 
relativement au gradient. 

Appelons, de môme, surface à deux dimensions l'intersection de 
deux surfaces à une dimension, c'est-à-dire l'ensemble des fonctions 
qui annulent deux fonctionnelles f et g. Tous les déplacements élé­
mentaires sur cette variété, à partir d'un point x donné sont ortho­
gonaux aux deux vecteurs g r ad / e t grad^, donc à la variété linéaire 
qu'ils définissent. On conçoit de môme des surfaces à 3, 4^---
dimensions. 

3. Variétés W et W. 

L'espace & contient d'autres \ariétés que les variétés à i, 2, 3, . . . 
dimensions et les surfaces à 1, 2, 3, . . . dimensions. Considérons en 
effet une fonction x, qui en dehors du point P, dépend d'un arbi­
traire plus grand que celui dû à la présence d'un, deux,... paramètres. 
Ceci peut être réalisé si x est fonctionnelle d'une autre fonction t 
dépendant du point A variant dans un domaine A, ou si x est une 
fonctionnelle de plusieurs telles fonctions. Ainsi les solutions d'une 
équation aux dérivées partielles du premier ordre à n variables, 
dépendent, en principe, d'une fonction arbitraire à n-i variables. 
Nous dirons que l'ensemble de ces fonctions forme une variété W . 

Supposons encore, pour montrer l'intérêt des variétés W que nous 
allons définir, que W représente l'ensemble des solutions d'une 
certaine équation aux déri\ées partielles. Appelons W l'ensemble 
de** fonctions qui satisfont à certaines conditions particulières : 
conditions de contour, conditions initiales, conditions de régularité. 
11 nous est maintenant possible d'employer un langage géométrique 
simple, pour exprimer certains résultats d'analyse. On sait l'impor­
tance de certains théorèmes d'existence pour les équations différen­
tielles ou aux dérivées partielles. Ces théorèmes» indiquent que si 
certaines conditions sont remplies, ce qui pour nous équivaut à 
définir une variété W , il existe une solution et une seule de l'équa­
tion proposée. Géométriquement, on affirme que les deux variétés W 
et W-ont un seul point commun. 

4. Géodésiques des variétés \V. 

Nous avons appelé variété W le lieu d'un point x dont la position 
dépend d'une ou de plusieurs fonctions arbitraires portant sur des 
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variables en nombre moindre que celles dont dépend le point x le 
plus général de l'espace &. Tel est l'ensemble de* solutions d'une 
équation aux dérivées partielles. 

Nous considérons xp comme une fonctionnelle de £x, le point X 
variant dans le domaine A ou A,, de masse élémentaire da ou du,. 
Comme la distance de deux points \oisins de & est 

ds1 = / #PQ dx* dx* d-zpQ, 

cela implique la connaissance de la distance de deux points voisins 
sur W . Pour calculer celte dernière, nous a\ons besoin de connaître 
les différentielles dxv, dx**. INous aurons leur valeur en admettant 
que les fonctionnelles xv(t*) possèdent des dérivées fonctionnelles : 

dx*= f '^Cdfrda,. 

On aura donc le ds1 sui\ant pour la \ariélé W : 

ds1 = f Y, ̂  dt' dtV- d<r, ̂ , 

-où l'on a posé 
r dx* dx* , 

^= 1 -dû lnï^d^ 

On constate que ce ds- a la môme forme que celui d'un espace & 
attaché au domaine DP où sont définies les fonctions xv. 

Supposons maintenant que la position de x dépende de plusieurs 
fonctions t1*, t1*, . . . respectivement définies dans les domaines A),, 
Ai9, . . ., la môme manière de procéder conduit aux différentielles 

Nous avons alors le ds2 de la \ariélé W considérée : 

ds*=y\ f Tt^kd^'dtV-kdT,^ (i, * = i, 2, . . . , n) 

où l'on a posé 
r dx* dx* , 

V^=J z**^ W***' 
DpQ 

La fonctionnelle y dépend des fonctions t des points ln Xk variant 

file:///oisins
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CHAPITRE V. 

MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Le point de départ le plus sûr et aussi le plus commode en 
Mécanique est le principe du travail virtuel. Il s'énonce ainsi : dans 
tout déplacement virtuel d'un système matériel, la somme des 
travaux de toutes les forces (extérieures, intérieures, ou de contact) 
et du travail des forces d'inertie est égal à zéro. Cet énoncé est 
très simple, et la véritable difficulté réside dans les définitions qu'il 
implique. 

Nous laissons de côté la définition du travail des forces extérieures, 
intérieures et de contact, et nous désignons par dfë la somme des 
travaux de toutes ces forces dans un déplacement virtuel que nous 
allons préciser. Attachons à chaque point matériel P du système 

considéré un vecteur àP appelé déplacement virtuel. La continuité 
de ce vecteur n'est pas requise pour le système total, mais pour des 
domaines partiels dont l'ensemble représente le système donné, de 
manière que le déplacement virtuel particulier que nous utiliserons 
bientôt lors de morcellements successifs, soit toujours bien défini. 

1. L'Intégrale d'Hamilton. 

Travail des forces d'inertie. — Nous définirons ce travail par une 
limite, au sens du Calcul intégral. Nous commençons par morceler 
le système proposé de manière que dans chaque partie l'accélération 
varie peu autour d'une valeur moyenne, ainsi que le déplacement 
virtuel précédemment considéré. (Il n'est pas évident qu'il n'existe 
physiquement que des systèmes matériels pour lesquels cette hypo­
thèse sur les accélérations soit vérifiée.) Choisissons arbitrairement 
un point P à l'intérieur du petit domaine considéré, ou sur sa fron­
tière, et convenons d'attribuer à tous ses points le déplacement 
virtuel du point P, et l'accélération du point P. Si m est la masse de 
ce morceau du système, le travail des forces d'inertie sera représenté 

par — m y ôP, sans lui être égal. Pour le système matériel global, nous 
ferons par définition la somme des termes analogues. Nous imaginons 
ensuite un partage des morceaux précédents en morceaux plus petits, 
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ce qui donne un nouveau découpage, et une nouvelle valeur pro\i-
soire du travail des forces d'inertie. Or, d'après les résultats connus 
sur la définition de l'intégrale, ces valeurs provisoires successives 
possèdent une limite quand le nombre des morceaux augmente indé­
finiment, chacun d'eux tendant vers zéro dans toutes ses dimensions. 
De plus cette limite est indépendante du mode de découpage initial. 
Cette limite, qui est la valeur cherchée du travail des forces d'inertie, 
est la somme d'intégrales de volumes, de surfaces ou de lignes, et 
peut comprendre aussi des termes relatifs à des points isolés du 
système. 

Notons que le déplacement virtuel considéré est très général, il ne 
conserve pas forcément les contacts des solides, ni la cohésion ou 
l'impénétrabilité des diverses parties. 

Désignons par &% le travail des forces d'inertie. Conformément à 
l'usage, et faute d'une notation simple meilleure, nous l'écrirons 
encore 

5 , = 2 - / 1 1 ^ . 

Cette façon d'écrire rappelle le morcellement utilisé dans la défini­
tion, alors qu'en réalité, c'est de la limite qu'il s'agit. 

Le principe du travail virtuel nous permet d'écrire à chaque 

instant : 
8 E H - 5 S , = O. 

Avec Hamilton intégrons cette relation entre deux instants donnés t0 

et ti 
f (86H-86,)flfe = o. 
tQ 

Nous conservons tel quel le premier terme de cette intégrale et nous 
allons modifier le second en introduisant la vitesse du point P : 

Effectuons une intégration par parties, il devient 

Comme le déplacement virtuel, par hypothèse, a lieu à temps 
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constant, et que l'opération ~j s'effectue quand le temps varie, on 

peut échanger la dérivation -j et la diffèrentiation à : 

^ = 8 | = 8 ?. 
dt dt 

Le terme à intégrer prend une forme intéressante lorsqu'on introduit 
la force vive du système 

•T-S. 

En définitive, le travail des forces d'inertie du système, intégré 
entre les deux instants £0 et ti a la valeur suivante : 

Ç *8T dt -h \^j— ni V 8 p | \ 

On fait généralement l'hypothèse suivante que nous utiliserons encore 
plus tard : le déplacement virtuel du système est supposé nul aux 
deux instants tQ et t^. La partie intégrée est donc nulle et le principe 
du travail virtuel nous conduit à la forme intégrale d'Hamilton 

«0 

&&-f-$T)<ft = 0 

qui est propice à l'introduction des paramètres de Lagrange et à celle 
des fonctions-paramètres. 

2. Fonctions-paramètres. 

Nous supposons que chaque élément matériel du système proposé 
peut ôtre caractérisé par un point P (ou trois coordonnées £, y], ¢) 
qui décrit un domaine D que nous notons aussi DP. Ce point P est, 
par exemple, la position de l'élément matériel considéré, dans la 
position initiale, ou dans la position de repos. Il peut arriver que 
plusieurs domaines D4 , D2 , . . . soient nécessaires ou simplement 
utiles pour représenter commodément la position des points du 
système. 

Nous admettons qu'il existe un certain nombre de fonctions <p/. 
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définies dans les domaines D4 , D 2 , . . . , indépendantes, telles qu'elles 
permettent, avant toute considération dynamique, de déterminer en 
fonction du temps la position de tout point du système. Ainsi, pour 
un fil inextensible situé dans le plan xOy, dont l'origine O est une 
extrémité, les coordonnées rectangulaires du point d'abscisse curvi­
ligne 6' s'expriment ainsi, grâce à la fonction-paramètre cp(<j, t) 
(fonction arbitraire) qui géométriquement, représente l'angle que 
fait Ox avec la tangente au fil : 

^^ 

x— I COSO(T, 1)da, y= f sin?(ff, t)d*. 

D'une façon générale, les coordonnées d'un point du système sont 
des fonctionnelles des fonctions-paramètres et dépendent encore du 
point P attaché à l'élément matériel considéré. (Dans l'exemple 
ci-dessus, le point P est caractérisé par le nombre s.) Grâce à cette 
représentation analytique du système matériel, on peut déterminer 
la vitesse de chaque point. Avec Lagrange, nous considérons que 
cette vitesse, ainsi que la force %ive qu'elle permet de calculer, est 
une fonctionnelle des cp et de leurs dérivées <p par rapport au temps, 
et aussi une fonction, au sens habituel, du temps. Nous admettons 
aussi que la force vive possède des dérivées fonctionnelles par 
rapport aux o et aux 6. Dans ces conditions, il est possible d'évaluer 
le terme oT qui figure dans l'intégrale d'Hamilton. Puisque cette 
différentiation se fait à temps constant, nous avons : 

Une intégration par parties permet.de transformer le dernier terme 
et d'éliminer d$ : 

La partie tout intégrée est nulle puisque nous avons antérieurement 
admis que le déplacement virtuel, ici défini par les 09, est nul aux 
instants t0 et tx. En définitive, l'intégrale suivante 

Sjf'XH^M"* dt 

http://permet.de
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doit être nulle, quels que soit les â<p qui sont indépendants par 
hypothèse. Un raisonnement classique du Calcul des variations 
montre que tous les coefficients de la forme linéaire en dep, supposée 
réduite, doivent être nuls. C'est une condition nécessaire et suffisante. 

d dT dT __ 

dt dyk dyk ~ ^k' 

On obtient formellement les équations de Lagrange habituelle:?., mais 
il y figure des dérivées fonctionnelles au lieu de dérivées ordinaires. 
Pour conserver aux équations de Lagrange leur allure habituelle, 
nous avons supposé que le travail virtuel des forces intérieures, 
extérieures ou de contact a préalablement été mis sous la forme 

0¾ = 2 J Q9ÔÇ6/X. 

Nous n'insistons pas ici sur le calcul de ce terme, ni sur les exten­
sions possibles des équations précédentes aux cas où les fonctions-
paramètres ne sont pas indépendantes, mais reliées par des conditions 
plus ou moins simples. 

3. Systèmes à liaisons indépendantes du temps. 

Considérons pour commencer un système matériel dont la position 
dépend de n paramètres q^ mais non explicitement du temps. Ce 
système possède une force vive 2T qui est une forme quadratique 
homogène 

2T = aikrjirjk (^= f / ) 

et l'on désigne par 
8$ = Qk Sqk 

le travail virtuel des forces extérieures. Explicitons les équations de 
Lagrange : 

àT dT 1 àati ., 

5*1 =««*?'• 5p = 5 ^ ° ' ' Ïïï4'1'> 

et, par suite, en effectuant les dérivations : 

/dan 1 àat/\ ., .. _ 
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Or les coefficients a/* de la force vive sont symétriques par rapport 
aux indices i et k; de sorte que nous pouvons désigner par 

M 1 " - * - a \ àq* * dqi dqk) 

le coefficient de q'qj. M désigne la masse totale du système matériel, 
elle est introduite pour des raisons d'homogénéité. Les r,y,* sont 
symétriques par rapport aux indices / et y. On peut donc les utiliser 
pour définir un déplacement parallèle dans l'espace des q1'. Il peut 
ôtre utile d'introduire une métrique, telle que le carré de la dislance 
des deux points voisins déGnis par les paramètres qk et qk-\- àqk soit 
définie par la relation 

M (<&)*= aikdqidqk. 

Il nous est possible maintenant d'introduire les symboles de 
Christoffel de seconde espèce, c'esl-à-dire possédant un indice 
supérieur. Il suffit, en effet, de multiplier la /:ième équation de 
Lagrange par ahh, défini par les relations suivantes 

i i <*tk -/. ( ° s i * > * / * > 

pour obtenir 

puis, 

"M" — ' f i si i= h, 

«/|A aik Ç'H- Mahk Ti/tk ql<V = ahk Q*> 

grâce à l'introduction des composantes contravariantes de la force. 
Ces formule* ont l'avantage d'ôtre résolues par rapport aux dérivées 
secondes qh. 

Elles présentent encore un autre intérêt. Désignons par uh=qh 

la composante contra variante de la vitesse du système. Grâce à 
l'introduction d'une métrique dans l'espace des qk, nous pouvons 
définir une dérivée covariante, et nous savons calculer 

Dql dqi ' 

Au sens de la dérivation covariante, nous pouvons évaluer la 

dérivée de la vitesse par rapport au temps : 
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Si l'on compare avec la dernière forme de l'équation de Lagrange. on 
voit que l'on a la relation 

M ^ - = Q " ou M ^ L - Q * . 

Elle s'interprète en disant que la dérivée par rapport au temps» (déri­
vation covariante) du vecteur quantité de mouvement, Mqh, est égale 
à la force extérieure. Dan» cet énoncé, conformément à l'usage, on 
imagine que le système matériel est remplace par un point fictif de 
masse M défini par les paramètres q1 sur une variété riemannienne 
dont le carré de l'élément linéaire est donné par 

M ds1 = a a dql dqk, 

ce point étant soumis a une force extérieure dont Q/t est la compo­
sante covariante. L'énonce relatif a la \ilesse a été démontré aAec les 
composantes contravariantes de la vitesse et de la force, mais il reste 
valable avec les composantes covariantes de la vitesse et de la force, 
comme on le voit en multipliant les deux membres de la dernière 
relation par a^ et en se rappelant que ces coefficients peuvent 
pénétrer sons le signe derhation covariante comme de simples 
constantes. 

On développe les mômes calculs pour un système matériel dont la 
position dépend de /* fonctions-paramètres <pA et non explicitement 
du temps, il existe une force \ive qui est une forme quadratique 
homogène par rapport aux ?/, : 

2 T = ] g T ^^cpgr /Tp Q ==< è "^cp8 (m, n = i, 2, . . . , r). 

En conséquence, nous introduisons la \ariété riemannienne dont le 
carré de l'élément linéaire a pour \aleur 

(dsy=^a^d^nd^*. 

M désignant encore la masse totale. Les petites lettres sont des 
indices entiers variant de r à r, et caractérisant les r fonctions-
paramètres dont dépend le système matériel, tandis que les majuscules 
conservent le sens que nous leur avons attribué jusqu'ici. On sait 
qu'il est commode, au point de vue langage, de dire qu'un espace à 

file:///ilesse
file:///aleur
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m-\-n dimensions est le produit de deux espaces k m et n dimen­
sions, dans certaines conditions; nous dirons ici de même que 
l'espace des fonctions-paramètres est le produit de r espaces tels que 
l'espace & que nous avons étudié précédemment. Nous avons deux 
espèces d'indices muets, ceux qui sont tels que m et qui corres­
pondent à une somme de r termes, et ceux qui sont tels que P qui 
correspondent à une intégration dans un certain domaine Dp . Nous 
supposons encore que l'on a évalué un travail virtuel des forces 
extérieures : 

S% = Oj 8 ?P. 

Dans ces conditions le développement des équations de Lagrange 
s'opère comme plus haut, après introduction des symboles de 
Christoffel : 

riQ=«?frPQ,R. 

On parvient ainsi aux équations suivantes qui ont la même forme que 
dans le cas des systèmes matériels à n paramètres : 

Nous notons que la condition nécessaire et suffisante pour que le 
point figuratif du système décrive une géodésique de l'espace des q> est 
que la force extérieure soit identiquement nulle. Il s'ensuit que la 
force vive 2T est indépendante du temps. En effet, si la force exté­
rieure est nulle, le vecteur vitesse se déplace parallèlement et sa 
longueur est constante. Il en résulte que son origine décrit une 
géodésique de l'espace. La réciproque est immédiate. 

CHAPITRE VI. 

REMARQUES AU SUJET DE L'ÉQUATION INTÉGRALE. 

œ*= f agXGrfuQ, 

1. Nous pouvons, sans grand inconvénient, nous borner, pour la 
simplicité de l'écriture, au cas où les points P et Q décrivent le 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 3 0 . 
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segment de l'axe des x situé entre les points d'abscisses a et b. En 
modifiant les notations, nous voulons étudier l'équation intégrale 

g{y)=f K(x, y)f(x) dx, (i) 

où le noyau K est donné ainsi que la fonction g\f{oc) est la fonction 
inconnue. Sur des exemples très simples nous allons nous rendre 
compte des diverses possibilités. 

Supposons pour commencer que K soit le produit d'une fonction 
de x par une fonction de y : 

K(#, 7) = 9 ( ^ 0 0 -

Supposons pour un instant que la fonction f(x) soit donnée, mais 
quelconque, on trouve, grâce à la relation intégrale, queg(y)=Afy(y)i 
nécessairement. La constante 

A = y y(x)f(x)dx 

est une fonctionnelle d e / . Si la fonction g n'est pas de la forme A<|>, 
le problème de la détermination de / conduit donc à une impossi­
bilité; tandis que si g est de la forme Ad», la fonction f(x) est très 
largement indéterminée. En effet, F(.r) étant une fonction arbitrairey 

recherchons/de la f o r m e / = F 4- C, C étant une constante conve­
nable. On trouve la relation suivante pour déterminer G : 

A — f y(x)F(x)dx 

f y(x)dx 

à condition que le dénominateur ne soit pas nul. 

2. D'une manière plus générale, supposons que K soit la somme 
de produits de fonctions de x par des fonctions de y : 

N 

(*) Au sujet de cette équation intégrale linéaire, de première espèce, on pourra 
consulter la Théorie générale des Fonctionnelles de Volterra et Pérès, p. 3o8. 



UN ASPECT DU CALCUL TENSORIEL. 63 

On trouve alors que 
N 

#(/)==2,^^0-), 
A = i 

avec 

A* = / yk(x)f(x)dx. 

Si la fonction donnée g(y) n'est pas une combinaison linéaire des 
fonctions ^ ( y ) , il est impossible de trouver des fonctions / ( # ) ; 
tandis que si g (y) est une combinaison linéaire des <\>k(y), le 
problème est très largement indéterminé. 

3. Un cas où il existe une solution unique, pour des fonctions se 
comportant convenablement aux extrémités de l'intervalle, est celui 
de l'équation de Laplace 

#(y) = f f(x)e-*rdx, 

où le domaine d'intégration D est le demi-axe positif Ox\ le noyau 
vaut er*?. On sait que cette équation est résolue par 

i r€+l" 
/ ( * ) = rr:- / g(y)ex> dy, 

sous la forme où l'on donne habituellement la solution. Il se présente 
quelques différences avec nos désignations des domaines DP et DQ qui 
sont différents pour l'équation de Laplace et sa résolvante ; mais c'est 
un point secondaire. 

4. Il faut s'attendre à ce que, dans le cas de la solution unique en 
f(x), l'ensemble des fonctions f(x) ou g(y) ne remplisse pas 
Pespace total de ces fonctions, mais définisse un espace particulier &. 
Ainsi, pour r dimensions, les transformations linéaires de l'espace 
vectoriel, à un certain point de vue transforment l'espace 3, en lui-
môme. On sait fort bien qu'il existe d'autres points ou d'autres 
vecteurs que ceux qui sont contenus dans &r. 

Pour avoir un exemple qui se rapproche davantage de nos considé­
rations, prenons un ensemble infini de fonctions fn(x). Nous les 
supposons orthogonales et normées : 

/ fkdx = i, j fnfmdx = o si n ?£ m. 
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Ces fonctions dépendent d'un indice entier n. On obtient un tel 
ensemble à partir d'un ensemble complet de fonctions et en suppri­
mant arbitrairement un nombre fini ou infini d'entre elles. 

Considérons la variété linéaire de l'espace fonctionnel qui est 
représentative des fonctions 

1 

où les coefficients an sont des constantes arbitraires mais donnant 
un sens à la somme précédente. D*après sa définition, cette variété 
est différente de l'espace de toutes les fonctions, qui satisfont à des 
conditions particulières de continuité que nous ne précisons pas. 

5. Considérons maintenant un noyau K. défini avec les fonctions 
précédentes : 

-+- 00 

K(*> >') = ^ £mnfm(x)fn(y), 
m n — \ 

et admettons que les fonctions f(x) de l'équation intégrale appar­
tiennent à l'espace & des fonctions f(x) précédentes. Nous avons 
nécessairement pour la fonction g(y) la représentation suivante : 

+ » 

s0)= 2 cro«"•'»/*0')• 

Il en résulte que nécessairement g (y) appartient aussi à l'espace &. 
Si cette condition est réalisée, c'est-à-dire si l'on a 

n — \ 

le problème se ramène donc à trouver les coefficients am de la fonction 
inconnue / ( # ) à partir des relations 

bn—JPjCnnam (n = l,2, . . . ). 
m = \ 

Nous laissons de côté l'étude de ce système linéaire d'une infinité 
d'équations à une infinité d'inconnues, et nous nous bornons au cas le 
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plus simple, celui où le noyau est de la forme particulière 

K(xy) = Tùcnfn(x)fn(y). 

Nous avons à résoudre une infinité d'équations 

bn = cn an 

dont chacune ne possède qu'une seule inconnue. La résolution est 
simple et immédiate si cn^é o. La correspondance entre f et g est 
biunivoque, sous réserve de convergence des séries écrites. 

6. Pour savoir si une fonction / appartient à l'espace & rencontré 
ci-dessus, celui des fonctions 3*anfn{x), on peut procéder comme 
dans le cas des systèmes complets de fonctions. On forme a priori 
l'intégrale 

1 = J (f-^anfnj dX 

C'est une forme quadratique ordinaire par rapport aux variables an 

qui sont en nombre fini. Déterminons les an par la condition que I 
soit minimum. On trouve que 

an = I ffn 
J n 

dx 

lorsqu'on suppose les fonctions fn orthogonales et normées. On 
constate que celte valeur de an est indépendante du nombre N que 
l'on peut faire augmenter indéfiniment. On obtient ainsi une infinité 
de coefficients an. Si la série lanfn que l'on obtient ainsi, est 
convergente, on peut se demander si elle représente la fonction/ 
dont on est parti. Formons l'expression suivante : 

f U-^nfn\ dX 

que nous développons en tenant compte de la valeur des coefficients : 

-+- 00 

r "r- dx - 2 y an fb/fn dX + Y <-fn dx =f r- dx - 2 ai. 
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Si l'on peut démontrer que pour la fonction f considérée on a la 
relation 

y.ajt=f f*-dx, 
t J a 

on peut affirmer que 

J (/—]/£««/*] dx = o, 

et l'on dit que la série 2 a „ / „ est égale kf(x) presque partout. 

7. Proposons-nous de résoudre l'équation intégrale 

# 0 0 = / sin(x-*-y) f(x)dx. 
J a 

On peut se ramener à un problème traité antérieurement car son 
noyau sin(a? + y ) est la somme de produits de fonctions de x par 
des fonctions de y. Il en résulte donc que l'on a impossibilité ou 
indétermination et jamais une solution unique. Il est intéressant de 
remarquer que si l'on dérive deux fois en y, on obtient 

^(y)=—f s\n(x-+-y)f(x)dx. 

Par suite, quelle que soit la fonction f(x) on a nécessairement 

#"00-+-#00 = °, 

d'où les mêmes conclusions. 

8. On peut généraliser ce mode de raisonnement en introduisant 
des opérateurs linéaires £1 (y, Y), où y est la variable et Y l'opérateur 

différentiel -r- : 
ày 

+ oo 

«0',Y)=2?«0')Y'<. 
1 

Cet opérateur linéaire peut être appliqué aux deux membres de 
l'équation intégrale 

S(y)= f K(x,y)f(x)dx, 
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ce qui donne le résultat suivant 

Q<? = f H(x,y)f(x)dx, 

avec 
H(x,y)=Q(y,Y)K(x,y). 

Si l'on sait déterminer un opérateur linéaire & tel que H soit nul (ou 
seulement fonction de x, ce qui est sensiblement pareil), on aura 
nécessairement £lg=o. Si la fonction donnée g(y) ne vérifie pas 
une telle relation, il est impossible de trouver la fonction f(x). 

9. Il existe des noyaux R pour lesquels il est impossible de trouver 
un opérateur du type considéré plus haut qui l'annule, par exemple 
K = ew. En effet 

Y" ex) = xn ev) , 
-+. « 

Q(y, V)e*y = ^ 2 x* *»00-

Cette dernière expression ne peut être identiquement nulle que si an 

^st identiquement nul, ce qui est impossible si &=^o. La même 
circonstance se produit pour la transformation de Laplace. 

10. Au premier chapitre nous avons admis que la solution de 
l'équation 

v*=**X* 

était 
X*=fôx*. 

Nous avions été guidés par l'analogie avec les équations linéaires ou 
par l'analogie avec l'Analyse tensorielle linéaire relative à un nombre 
fini de dimensions. On peut encore faire un raisonnement grossier 
qui peut fournir une valeur approchée de la solution de l'équation 
intégrale 

X(Q)= rp(P,Q)*(P)«frp-

Marquons N points P/ dans le domaine DP, et supposons d'aWd 
connue la fonction # ( P ) . Voici comment on pourrait calculer une 
valeur approchée de la fonction X ( Q ) en N points Qy que l'on choisit 
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a priori. Nous partageons le domaine DP en domaines partiels AT* 
contenant le seul point P* de l'ensemble des points P,-, et dont la 
réunion représente DP . Nous remplaçons ensuite la relation intégrale 
par la somme suivante : 

Xj = ^$i/xià'Zi, 

i 

où nous avons posé pour simplifier 

xt=x(Pt), p, /=?(P/, Q/). 

Les Xy sont des nombres que Ton calcule par les formules précé­
dentes et que l'on attache aux points Qy. Intuitivement on peut les 
considérer comme des valeurs approchées des X(Qy). L'approxima­
tion sera meilleure si l'on augmente le nombre des points P ou Q 
dans les domaines respectifs, et en les répartissant convenablement. 

Inversement, si l'on suppose que les Xy soient donnés à partir des 
valeurs de la fonction X ( Q ) , le système linéaire fournit les xi sous 
la seule réserve que le déterminant des (3,-y n'est pas nul, et cela d'une 
manière unique. Comme précédemment l'approximation devient 
meilleure en intercalant des points supplémentaires. L'étude algé­
brique de l'existence d'une limite pour la solution approchée ainsi 
construite paraît difficile, mais la méthode met en évidence un fait 
intéressant. Si la solution existe, on aura une valeur approchée par 
la méthode indiquée, et cette solution se présente sous la forme 
suivante 

Xj= 2^ AtjXj, 

i 

quand on applique la règle de Cramer pour résoudre le système 
d'équations linéaires, et qu'on développe ensuite suivant les éléments 
de la colonne en Xy. S'il était prouvé que les coefficients possèdent 
une limite, à la limite, les xi seraient bien de la forme intégrale 
indiquée. 

Il ne faut pas attacher une trop grosse importance à cette manière 
de voir, car même dans les cas d'impossibilité ou d'indétermination, 
elle permet de trouver une valeur approchée de la solution, qui 
n'existe pas ou bien est indéterminée. Évidemment, dans l'étude de 
la convergence du procédé, ces deux cas apparaîtraient certainement 
pour éviter une conclusion aussi absurde. 
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11. Soit la relation suivante qui sert de définition à la fonction g 

KQ)= f K( P,Q)/(P)rfTp. 

Le noyau K est donné, de plus on suppose qu'il est symétrique en P 
et Q. La fonctionnelle 

*(f)=zzf K(p^)/(p)/(Q)^Q 

possède une dérivée dont la valeur est précisément 

d& 
#(Q) = 4/XQ) 

Admettons que cette relation puisse être résolue en / quand g est 
connue. Transportant la valeur d e / d a n s fF', on obtient une nouvelle 
fonctionnelle ^ de g. On peut établir que 

C'est, théoriquement, la formule de résolution de l'équation intégrale 
proposée. Les deux formes quadratiques S* et ^ sont dites adjointes, 
et se correspondent comme deux formes quadratiques adjointes à 
n variables. Remarquons encore qu'une forme quadratique donnée 
peut ne pas avoir de forme adjointe, cela correspond aux cas d'impos­
sibilité ou d'indétermination que nous avons systématiquement 
écartés. 

12. Admettant que l'équation 

*(Q)=r«(p ,Q) / (P)*p 

se résolve par la formule 

/ ( R ) = /"P(Q, R)*(Q)*Q > 

nous devons avoir l'identité suivante pour toute fonction 

/XR)= f « ( P , Q ) P ( Q , R ) / ( P ) « * P Q . 
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La première intégration à effectuer doit avoir lieu dans DP . Admet­
tons que l'échange des intégrations soit possible, et désignons par 
d(P, R) l'expression 

S(P,R) = f «(P, Q)P(Q, R)rfTQ. 

Si cette quantité possédait une signification, on aurait identiquement 
pour toute fonction/ : 

;P,R)/(P)rftP. /(R)= r*(i 

Seule la valeur de la fonction / au poinl P = R doit entrer en 
ligne de compte. Si l'on compare avec les notions intuitives du 
Calcul symbolique, la fonction d est nulle pour P = R; et elle est 
infinie pour P = R, cette dernière expression ayant un sens très 
précis, celui qui attribue une signification à la relation ci-dessus. 
Dans le cas des fonctions d'une seule variable, on peut intégrer la 
fonction à. Elle possède une primitive qui est l'échelon d'Heaviside. 
Le cas de fonctions de plusieurs variables est plus compliqué, si 
l'on désire intégrer la fonction à; mais en fait, c'est elle qui est 
la clé du problème, et non certaines de ses intégrales. 

13. On peut éviter l'emploi de la fonction singulière ô dans le cas 
des fonctions d'une seule variable. Désignons par â(x,y) une primi­
tive de la fonction a(x, y) prise par rapport à la variable x. On 
pourra donc écrire 

g(y)=f 5j/(*0^-

Effectuons une intégration par parties, 

#0") = [ *(*, y)/<*)E=l- f 3(*, y)f(x) dx. 

Or la fonction â n'est déterminée qu'à une fonction additive ®(y) 
près. Montrons qu'on peut, en général, déterminer cette fonction de 
façon à annuler la partie tout intégrée. On désire en effet que 

F(ft, y) + «001/W - [=(« , r ) + Ky )]/(«) = <>, 

ce qui est toujours possible, si la fonction / e s t donnée, sauf si 
f(a) =f(b), cas que nous excluons de notre Çtude. 
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Admettons alors que ce soit g la fonction donnée, ainsi que le 
noyau a, la fonction / étant l'inconnue; supposons encore que la 
solution de l'équation intégrale soit donnée par la formule suivante, 
où (3(y, z) est une fonction pas encore connue, mais qui, en principe, 
ne dépend que du noyau a(#, y) et des limites d'intégration, mais 
qui ne dépend pas de la fonction g {y) : 

/ ( * ) = / My, -)#0'H>'-

Remplaçons dans cette formule la fonction g(y) par la valeur que 
donne la première relation intégrale : 

rb rb 

f(z) = ~l I 'a(*,y)V(y>*)f'(*)d*dy. 

Admettant que ce soit possible, nous désignons par y la fonction 

rb-
? ( * , * ) = / *(*, y) Hr> *)<*>> 

et nous faisons l'échange de l'ordre des intégrations : 

rb 

/ («) = - / 7 ( ^ - ) / ( ^ ) ^ -

Cette identité par rapport à la fonction f(x) sera vérifiée, en 
particulier, si l'on choisit la fonction y de la manière suivante : 

f o si a < x < z, 
T(J?' Z) = \ i si z<x<b. 

Partageant alors l'inlervalle d'intégration a, b en deux autres a, z 
etz, b, nous constatons que le premier intervalle donne zéro; pour 
le deuxième, nous avons 

/(-») = - / f(x)dx=f(z)-/(b). 

C'est une identité e n / à condition q u e / ( 6 ) = o. 
En résumé, la fonction a(œ, y) étant donnée, si l'on sait déter-
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miner la fonction (3(y, z) par l'équation intégrale 

/

b
 n . ( o si fl<a?<5, 

( i si z < x < b ; 

la relation 

/ 0 ) = f [3(y, ar)^(y)rfy 

fournit la solution de l'équation intégrale proposée. 
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