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UN ASPECT DU CALCUL TENSORIEL

Par M. H. PAILLOUX.

INTRODUCTION.

L’introduction du Calcul fonctionnel en Mécanique permet 'emploi
de procédés systématiques. Il est possible de trouver un moyen régulier
et général pour la mise en équations de problémes pour lesquels,
pratiquement, on utilise actuellement une méthode pour chaque cas
particulier : systtmes de Lagrange, fils, membranes, fluides, systémes
¢lastiques, assemblages divers de poutres, etc. L’emploi du Calcul
fonctionnel pour les systémes matériels dont la position dépend de
fonctions arbitraires, ainsi que 'exposé de la méthode, sont facilités
par l'utilisation des notations du Calcul tensoriel convenablement
adaptées, et par 'emploi de ses conventions d’écriture ; cet essai vise
4 montrer l'intérét et la pratique de telles méthodes. Nous avons été
conduit a introduire des indices muets qui correspondent a une
somme intégrale et non a la somme d’un nombre fini de termes.

Dans une premiére partie nous montrons que le Calcul tensoriel
classique, valable pour les espaces a r dimensions, peut étre étendu a
certains espaces fonctionnels &, en conservant formellement les
mémes relations. La différence profonde tient au réle particulier des
indices muets. L’exposé, cependant, ne peut étre calqué exactement
sur celui du Calcul tensoriel classique, car on se heurte a une difficulté
essentielle, celle de la résolution de certaines équations intégrales. Ne
sachant les résoudre en général, c’est grice a un postulat que nous
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poursuivons I’étude. Ce postulat correspondrait a I’hypothese suivante
dans le cas d’un systéme de n équations linéaires a n inconnues : il
existe une solution ct une seule. Ce n’est pas le cas général, qui peut
comporter impossibilité ou indétermination, mais c’est le cas inté-
ressant en pratique. Il semble d’ailleurs que la nature de l'intégrale
et celle des fontions utilisées doivent étre congues trés largement,
pour retrouver le cas élémentaire du Calcul tensoriel classique. Il
semblerait nécessaire d’utiliser les distributions de L. Schwartz.

La notion de dérivée fonctionnelle et celle de gradient fonctionnel
s'introduisent immédiatement. Le déplacement parallele permet de
définir une dérivation covariante, et ces deux notions fondamentales
sont complétées par I'introduction d’une distance riemannienne.

Dans un deuxiéme chapitre on étudie les propriétés géométriques
des variétés de I'espace & considéré plus haut. Pour ses courbes on
définit les courbures et les vecteurs unitaires successifs. Pour ses
variétés a 2, 3, ... dimensions on définil le scalaire élément d’aire,
de volume, etc., ce qui donne lieu a quelques identités intéressantes.

L’intégration est abordée au troisidme chapitre par I'étude de la
circulation. La transformation d’intégrale curviligne en intégrale
double nécessite la définition assez délicate de l'orientation des
variétés. On peut passer de méme d’une intégrale double a une inté-
grale triple ; comme application, est introduit le tenseur de Riemann-
Christoffel.

La notion de géodésique au chapitre IV conduit & des équations
qui s’écrivent comme en Calcul tensoriel classique, mais il s’agit ici
ici d’équations fonctionnelles. En dehors des variétés a 1, 2, 3, ...
dimensions, l'espace & renferme des « surfaces » a 1, 2, 3,
dimensions représentatives de fonctionnelles constantes, et des
variétés W, intermédiaires, qui peuvent, par exemple, servir a se
représenter géométriquement ’ensemble des solutions d’une équation
aux dérivées partielles. Il s’introduit encore des variétés W repré-
sentant des fonctions vérifiant certaines conditions aux limites.
L’intersection d’'une W et d'une W représente la, ou les solutions de
I'équation aux dérivées partielles vérifiant les conditions aux limites.

Dans le chapitre V nous rétablissons assez succinctement les bases
classiques de la Mécanique analytique pour montrer1'usage et I'utilité
des considérations précédentes. La théorie de I'intégrale d’Hamilton
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est présentée de manidre a pouvoir écrire des équations analogues a
celles de Lagrange (identiques comme écriture), et valables pour des
systémes dont la position dépend, avant toute considération dyna-
mique, d’un certain nombre de fonctions arbitraires que nous appelons
fonctions-paramétres. Des applications et développements de cette
partie ont été publiées aux Annales de I'Ecole Normale supérieure
(1952, fasc. IlI, p. 213-256) : Quelques applications du Calcul
fonctionnel a la Mécanique rationnelle.

C’est la diversité apparente de ces probléme de Mécanique qui nous
a conduit 4 essayer I'étude systématique des espaces &. En Mécanique,
se présentent en réalité, des espaces &, produits de n espaces &. Ces
espaces correspondent & des systémes matériels dont la position
dépend de n fonctions-parametres. Il ne se présente pas de difficultés
supplémentaires pour leur étude, sauf celles qui proviennent de
Uécriture des indices. Le développement des équations de Lagrange
conduit & introduire un déplacement parallele dans Pespace &, ou il
convient de choisir une distance riemannienne. On trouve encore que
la dérivée covariante de la vitesse, par rapport au temps, de la quantité
de mouvement du systéme, est égale a la force, aprés avoir défini
convenablement chacun de ces termes, dans le cas d’un systéme
‘matériel holonome.

Le dernier chapitre contient quelques remarques dispersées au
sujet de 'équation intégrale qui domine cette étude.

Cet essai, présenté sans doute trop intuitivement, en fournissant
des exemples de probleémes de Calcul fonctionnel, simples en théorie
mais alourdis par les détails de calcul, vise surtout & montrer 'intérét
de cette partic des Mathématiques pour le développement de certains
chapitres de Mécanique, et méme dc Physique mathématique.

Nous supposons du lecteur une connaissance suffisante du
Calcul tensoriel, telle qu’on peut I'avoir aprés lecture des premiers
chapitres des Ouvrage de L. Brillouin, les tenseurs en Mécanique et
élasticité (Masson) et A. Lichnerowicz, Algebre et Analyse linéaires
(Masson).

Dans un autrec Mémoire paru aux Annales de I'Ecole Normale
supérieure, (1953, fasc. I, p. 1-49) : Nouvelles applications du
Calcul fonctionnel a la Mécanique, nous donnons des exemples
d’applications du Calcul fonctionnel & de nombreux chapitres de la
Mécanique rationnelle ou appliquée.
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CHAPITRE 1

CALCUL TENSORIEL ET CALCUL FONCTIONNEL.

Une des idées essentielles du Calcul tensoriel est de mettre en
évidence des grandeurs physiques dont la définition se conserve malgré
un changement de coordonnées. Par une précision du raisonnement,
on transforme la notion d’homogénéité qui, d’un pointde vue élémen-
taire, conduit aux équations de dimensions. Dans bien des problémes
de Physique, I'état d’un systéme ne peut étre décrit par un nombre
fini de termes, il est alors nécessaire d’introduire des fonctions en
nombre suffisant pour le caractériser. Il convient donc d’étudier le
Calcul tensoriel de ce nouveau point de vue ; I'introduction du Calcul
fonctionnel est alors indispensable.

Plus particulierement, en ce qui nous concerne, nous avons été
amené a constater que lintroduction du Calcul fonctionnel en
Mécanique permettait de regrouper des méthodes disparates. On sait
que la méthode de Lagrange en Mécanique analytique permet déja un
pareil regroupement pour une certaine catégorie de systémes matériels,
ceux qui peuvent étre définis au moyen de parametres de Lagrange.
Grice au Calcul fonctionnel, on peut aborder des problémes nouveaux
concernant des systémes matériels dont la position dépend de fonctions
arbitraires. Ayant étudié des problemes variés de cette derniere
catégorie, nous avons constaté que dans certains cas les notations
tensorielles étaient trés pratiques, a condition de remplacer I'indice
entier de sommation par un indice continu. Nous nous proposons ici
d’exposer ces aspects du Calcul fonctionnel et du Calcul tensoriel,
indépendamment de toute considération mécanique, car ils nous ont
paru déborder le cadre de la Mécanique rationnelle et étre valables
pour d’autres chapitres de la Physique, tels que la Thermodynamique.

Nous serons amenés i constater, chemin faisant, que la plupart des
formules du Calcul tensoriel classique sont conservées formellement;
la différence, peu apparente, provenant du rdle joué par l'indice de
sommation. Il nous a paru plus profitable de conserver les notations
usuelles pour les variables, fonctions et sommations, d’ott un
maniement aisé et des formules claires, que d’utiliser des notations
nouvelles et rébarbatives pour insister sur la nature de 1'élément
variable.
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Nous allons reprendre I'une aprés I'autres les différentes notions
introduites en Calcul tensoriel, dans 'ordre ou elles sont généralement
exposées, mais en y apportant les modifications nécessaires de présen-
tation. Nous constaterons que le développement de cette théorie est
constamment parallele a celui du Calcul tensoriel classique, dont nous
supposons que le lecteur connait les bases essentielles.

1. Notions fondamentales.

Domaine D. — Nous allons introduire constamment des points P,
Q,R,...,P, Py, ..., variant dans un méme domaine domaine D,
que nous noterons aussi Dp, Dg, Dy, ..., Dp, Dy, ..., suivant les
cas, ou Dy, Dy, ... si aucune confusion n’est possible.

Espace vectoriel affine. — Cet espace & est défini a I'aide d’un
certain nombre de postulats. Nous le définissons comme ensemble
ponctuel, lieu d’extrémités de vecteurs dont I'origine est a I'origine de
I'espace. A un point de vue que nous utiliserons aussi, cet espace est
un ensemble dont les éléments sont des fonctions définies dans le
domaine D. Disons dés maintenant qu’il ne s’agit pas forcément de
Pensemble de toutes ces fonctions.

Postulat fondamental. — Il existe des vecteurs de base dépendant

. . >
du point P variant dans D, tel que tout vecteur z appartenant a ’espace
affine & se mette d’'une maniére et d'une seule sous la forme suivante :

> >
z = [ zPep dr.

D

dr est I'élément de mesure du domaine D autour de P. Comme il est
inutile de supposer l'existence de longueurs, aires ou volumes dans
P'espace ou est plongé D, il est commode de dire que dr est une masse

élémentaire. On dit que z* est une composante du vecteur 7. En fait,
c’est une fonction du point P, définie dans D, c¢’est-a-dire une fonction
des coordonnées de P dans D. Nous constaterons le gros avantage
quil y a a mettre le point P, dont dépend cette fonction, en indice.
Le postulat précédent est suggéré par les propriétés bien connues
des espaces vectoriels & a r dimensions, r étant un entier fini, fixé
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une fois pour toutes. On sait que pour lout vecteur Z appartenant a
I'espace &, on peut trouver des composantes z* en nombre égalar,
d’une maniere unique, telles que
3‘ = xkzk,

les & étant par définition les vecteurs de base. On sait qu’il peut exister
des vecteurs que I'on ne peut pas mettre sous celte forme, on dit qu'ils
ne sont pas contenus dans &.. Comme nous n’avons pas ici la
possibilité de faire la réduction d’un vecteur donné pour savoir s’il
appartient ou non 4 &, nons prenons comme postulat unicité des
composantes, et nous nous bornons a 'étude des vecteurs qui sont
bien de cette forme.

Remarques. — 1. Nous n’avons pas précisé la nature de I'intégrale
ni celle des fonctions z*. Il faut admettre une représentation trés
souple, car si l'on veut représenter 'un des vecteurs de base Zp, il est
nécessaire d’introduire une distribution de L. Schwartz pour y
parvenir. ’

II. Comme cas particulier du postulat fondamental, la relation

fyng di=o0
D

entraine y*= o, identiquement. C’est une condition nécessaire et
suffisante que nous utiliserons & diverses reprises.

Changement du systéme de référence. — Proposons-nousde prendre
+ . .
de nouveaux vecteurs de base Eg, le point Q variant encore dans le

domaine D. Par hypothese, les E, sont des vecteurs de notre espace
vectoriel. Ils possédent donc des composantes «f telles que I'on ait

> >
Eg =f aE ép dp.
DP

Nous admettons qu’un tel changement de vecteurs de base est pos-
sible, c’est-d-dire que I'on peut représenter d’une maniére et d’'une

>
seule tout vecteur de I'espace affine a I'aide des Eg, et en particulier
tout vecteur de la premiére base :

>
o =f BY Eq dxg.
DQ
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Une question importante est de rechercher les 8 connaissant les a.
Ne sachant résoudre ce probléme, nous admettons qu'il existe une
solution et une seule (définition d’un changement correct du systéme
de référence). Nous laissons entiérement de coté les cas d’impossibilité
ou d’indétermination. L’analogie avec le Calcul tensoriel ordinaire,
ou l'on dispose d’'un nombre fini de vecteurs de base, laisse supposer

. .. > s
que la résolution de I'équation intégrale en ep, ot les E, sont donnés,
est en général possible, sauf si une certaine relation fonctionnelle en «
est réalisée.

. + . .
Si nous éliminons les E, entre les deux relations ci-dessus, nous
parvenons & l'identité suivante, valable pour chaque vecteur de base

3= f f o8 B8 B deg doa.
DD,

On pourrait étre tenté d’effectuer d’abord l'intégration relative au
point Q, mais il se présente des difficultés dont nous indiquons la
nature au chapitre VI (§ 12).

Indices muets. — En Calcul tensoriel ordinaire, chaque vecteur
peut s’exprimer a I'aide de ses composantes de la maniére suivante

> e
L= 2" ek,

la sommation par rapport a I'indice &, dit muet, est sous-entendue.

Nous écrivons de méme ici, par analogie, et pour simplifier 'écriture

et les formules

> > ey > > >
z = zPep, Ep= as ep, ep= Bg Eg,

en sous-cntendant les sommations dans P'espace D quand elles se
présentent, une ou plusieurs fois. Grice a cette convention, presque
toutes les formules du Calcul tensoriel classique conservent leur
aspect. Le seul changement porte sur la nature de I'indice. Dans la
derni¢re relation du paragraphe précédent, on pourrait étre tenté
d’écrire b
0o si1
«¢ == { I si P;:R:

ce qui est incorrect. Il n’existe pas dé nombre o} lorsque Q = R. On
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renconire une entité analogue a la dérivée de I'échelon d’Heaviside.
Cependant cette relation conserve un sens symbolique qui peut rendre
service.

Nouvelles composante d’un vecteur i la suite d’'un changement de
vecteurs de base. — Soient z* les composantes d’un vecteur donné

. >
par rapport & un premier systdme de vecteurs de base ep, et X2 par
>
rapport au nouveau systéme E? :
>
x=fmpgpdrp=fXQEQd’cQ.
D, D,

. > . >
Dans le dernier membre, remplacons les Eg en fonction des e,

f xP Zp dxp =f f Xe aa z.p drp drg.
D, DD,

On peut encore écrire cette relation de la maniére snivante :

f .z'l’——-f alé XQ dzg 3pdtp= o.
i b,

Une telle relation n’est possible, d’aprés les postulats, que si le

. > . .
coefficient de ep est identiquement nul :
:L'P=f ag Xe d’CQ.
DQ

Ecrivons cette méme relation a I'aide d’indices muets, ainsi que la
formule donnant les X2 en fonctions des 2®, relation que I'on obtien-
drait d’'une manidre entidrement analogue :

xP = af XQ, X0 = (5§ 2®.

Ce sont bien les formules habituelles du Calcul tensoriel classique,
mais 'indice muet posséde un sens différent.
Eliminons X© entre ces deux relations :

z?P =ff ap Bf 2R drg dry.
bvD,

Telle est I'identité valable pour toute fonction 2* permise. Elle montre
pourquoi, en un sens, 3§ joue le role du symbole de Kronecker.
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A partir de maintenant nous écrirons fréquemment des relations
telles que celle qui préceéde, sous la forme suivante qui abrége le
symbolisme :

2P = x§ B8 2R drgr.
Dor

C’est une écriture moins abrégée que la sommation par indices muets,
mais qui attire néanmoins P'attention sur les sommations a effectuer.

Tenseurs. — Un tenseur et son mode de variance peuvent main-
tenant se définir comme en Calcul tensoriel ordinaire, et par les
memes régles. Ainsi un vecteur covariant a ses composantes qui, par
définition, se modifient de la maniére suivante lors d’'un changement
de base :

Ugp= al& up=fa5 up dxp.
'DP

De méme, pour le tenseur mixte du troisi¢me ordre :
P P nB oC A
Thc=Ppofal thn,  fn= X BQ BR The-

Algébre des tenseurs. — On établit, suivant les méthodes classiques
que la somme, le produit et le produit contracté définisscnt de
nouveaux tenseurs. Il s’introduit naturellement autant d’intégrations
dans le domaine D qu’il y a d’indices muets. Vérifions a titre d’exemple
qu’une contraction Q = P sur le tenseur du troisiéme ordre zfz fournit
bien un vecteur ¢g covariant, En effet, soit vy = ¢f, la grandeur définie
par contraction sur (§g, et Vo= T} l'autre grandeur définie d’une
maniére analogue sur le méme tenseur, aprés changement de base
vectorielle. Nous avons successivement :

The= B o§ b “g OR> Ve=The=(B? o) ad tgn = a tpp = a( vx,

c’est-a-dire en définitive :

V(, = ot% ¢R.

Ceci démontre que v; est bien un vecteur, tenseur covariant, puisque
C’est ainsi que doivent se modifier ses composantes lors d’un chan-
gement de base.
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Produit scalaire. — Comme application de la multiplication
contractée, définissons le produit scalaire de deux vecteurs u®, v, de
variances opposées, comme étant le scalaire

s = uPop =‘/‘u,P vp dtp.
D

Vérifions a titre d’exercice qu'un changement de vecteurs de base
conserve la valeur de ce nombre. Les anciennes composantes des
vecteurs sont données en fonction des nouvelles par les formules
suivantes :
uPF = fu,l: UR drg, 0p=f[‘315, Vsdrs.
DS

by

On en déduit la valeur du produit scalaire avec les nouvelles
composantes :

§= f a}: ﬁg UR—V§ d‘tpns.

o/
DPllb

Or on a identiquement pour toute fonction permise

f of B§ UR depp = US,
D,

PR

I1 en résulte que

s = [‘Usvsd'cs = US Vg = uP op,
LR Ds -
ce qui prouve bien que le produil scalaire est un invariant.

2. La dérivation.

Dérivée fonctionnelle. — Jusqu’ici nous avons parlé du vecteur z,
fréquemment nous parlerons du point x. Cela revient toujours a
considérer I'ensemble des valeurs de la fonction z(P) dans le
domaine D. Ce dernier point de vue introduit un espace fonctionnel,
mais du point de vue Calcul tensoriel il vaut mieux considérer un
espace ponctuel dont les points ont une existence intangible. Ces points
ont une représentation analytique grice a leurs coordonnées z*. Mais
ces fonctions varient suivant le systtme de vecteurs de base adopté

. > . .
pour définir les vecteurs z. Il existe donc une différence entre
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I'espace &etles espaces fonctionnels que 'on considere habituellement
en Calcul fonctionnel.

Si 4 chaque point z on attache un nombre, ce nombre est dit unc
JSonctionnelle de z ou 2(P). Nous le notons f(z®) par analogie avec
les fonctions d’une variable.

Donnons maintenant la définition de la dérivée fonctionnelle. Dans
un petit domaine de masse At entourant le point P donné, modifions
la fonction z* donnée d’une quantité constante Az®, 2* étant inchangée
dans D — Ar. Soit Af l'accroissement de la fonctionnelle.

I - , Af
Sl existe une limite pour le rapport g—— lorsque Az" tend

vers zéro, et qu'indépendamment, At tend aussi vers zéro dans
toutes ses dimensions, et si la limite est unique, nous dirons que
la limite est la dérivée fonctionnelle de f par rapport & la fonc-

. . of
tion z, au point P. Nous la notons JoF

Différentielle d’une fonctionnelle. — Le point 2 étant fixe dans
I'espace &, ou ce quirevient au méme, la fonction 2* restant inchangée,
donnons-lui un accroissement Az® qui varie avec chaque point P.
Marquons différents points P dans D, suffisamment rapprochés. Par-
tageons le domaine D en petits domaines Az entourant chaque point
P, la réunion de ces domaines partiels représentant D. Remplagons
la variation vraie de 2 en un point quelconque de D par la va-
riation de z® au point P attaché au petit domaine qui contient
le point actuellement considéré. (Il y a ambiguité pour les points
frontieres des domaines Ar; mais ils n’interviennent pas dans la valeur
del'intégrale que nous allons définir. On pourrait d’ailleurs les ranger
arbitrairement parmi les points qui appartiennent a un seul des
domaines dont ils sont la frontiére. ) Faisons maintenant la somme de
toutes ces variatians, c’est-a-dire

IV AN

Augmentons maintenant indéfiniment le nombre des points P, en
supposant que chaque domaine At tende vers zéro dans toutes ses
dimensions. Si la somme précédente posséde une limite unique, nous
dirons que c’est la différentielle de la fonctionnelle f(z®). Cette
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définition donne la valeur de la limite, quand la fonctionnelle est
dérivable :

ad
5f=l: ﬂf-ﬁSxP d‘:p.

Gradient fonctionnel. — La différentielle se présente sous la forme
d’un produit scalaire, celui du vecteur dz* par le vecteur de compo-
santes

up = d_xl" .
Ce vecteur est appelé le gradient fonctionnel de la fonctionnelle au
point z. Ce qui distingue le gradient fonctionnel de la dérivée fonction-
nelle c’est que, pour la dérivée fonctionnelle, la fonction z* et le
point P ont été choisis une fois pour toutes, tandis que le gradient
fonctionnel est le vecteur qui représente I’ensemble des valeurs de la
dérivée fonctionnelle, au méme point z, quel que soit P. On a donc
la méme distinction qu’en Analyse ordinaire entre la dérivée par-
tielle £, etle gradient de f(z, y, 2), vecteur dont les trois composantes
sont fz, 3 [l

Nous pouvons dorénavant écrire la différentielle sous la forme
tensorielle suivante

R of
8f = up da? = ‘—);p-sx?.

Le gradient est donc un vecteur covariant puisque son produit con-
tracté par le vecteur contravariant 8z° est un invariant, un scalaire.

En fait, les différentielles fonctionnelles comportent fréquemment,
outre un terme défini par une intégrale portant sur le domaine D, des
termes intégraux définis sur des variétés frontieres. En ces pointsil
n’existe pas de dérivée fonctionnelle au sens précédent. Il semblerait
intéressant d’introduire des distributions de dérivées fonctionnelles,
au sens de L. Schwartz pour conserver aux formules ci-dessus leur
aspect général et leur commodité.

En résumé, chaque point z de I'espace & caractérise une fonction.
En ce point on peut définir un vecteur covariant ou contravariant up
ou ¢? comme représentant une fonctionnelle qui dépend, en outre, du
point P. Un tenseur du second ordre, upg, uf, u*?, défin1 en chaque
point 2 est une fonctionnelle de 2 qui dépend en outre explicitement
de deux points P et Q. On généralise aisément ces considérations.
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Transformations ponctuelles de l'espace &. — S'il est facile
d’imaginer une transformation ponctuelle qui a tout point z fait
correspondre un autre pointy, il estbeancoup plus difficile d’imaginer
cette transformation par le calcul. Restant dans les généralités, nous
écrirons que y? est une fonctionnelle de 2*, dépendant par surcroit
du point Q, de la maniére suivante

yo=y(z").
Nous admettons que cette relation est résoluble en z* :
2P = zP(yR),

et que les deux fonctionnelles sont différentiables,

ayQ oxP
5‘10=f - dxP dp 3zP = | —=38)Qdrq.
b, 92° ’ D, Ta R

Nous simplifions 'écriture en posant

JxP dyQ
af = 7 B = a%l;, 3= [(ozP,  dxP=afdy?.

Si nous nous bornons a étude de tenseurs au point z, tout se passe
comme si les fonctionnelles af, § étaient d&s constantes et nous
sommes ramenés a la considération des espaces vectoriels affines
étudiés en premier lieu. La considération des différentielles fait
apparaitre des transformations linéaires du genre de celles que nous
avons rencontrées jusqu'ici. Tout ce que nous avons dit concernant
les tenseurs reste valable 4 condition d’admettre qu’il s’agit du méme
tenseur transporté du point z au point y. On peut, & un autre point
de vue supposer qu’il s’agit de tenseurs considérés au méme point z
de I'espace &. Ce point posséde un caractdre géométrique, une exis-
tence propre, indépendamment de toute représentation analytique au
moyen d’une fonction z* ou y?, suivant que I'on prend tel ou tel
systéme de vecteurs de base.

3. Transport paralléle.

Imaginons un point z mobile dans 'espace &, ainsi que le repére (*)
qui lui est attaché : nous conviendrons de dire que le repére est

(1) Un repére est un ensemble de vecteurs de base permettant Pétude des points
voisins d’un point = donné. Nous supposons ici que ce repére varie avec le point z
choisi.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 130, 2
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mobile. Parmi tous les déplacements possibles du repere op, 2 partir
d’une position définie par le point z, il en est certains que nous allons
préciser, auxquels on attache une importance particuli¢re. Nous
dirons de ces déplacements qu’ils « conservent » certains éléments
tensoriels. Nous considérons plus particuliérement les déplacements
infiniments petits, ceux qui fonL passer d’'un point z au point
voisin z + dz.

1° Cas d'un scalaire s. — Pour que notre définition rappeile
les locutions usuelles, et puisqu’un scalaire a un sens invariant,
par définition, le déplacement parallele d'un scalaire le laisse
inchangé, ds = o,

2° Cas du repére. — Passant du point z au point z + dz, les

> . > .
vecteurs de base ep varient de de,. A priori ce terme est un vecteur,
nous le supposons contenu dans 'espace &; il est donc représentable

linéairement & 'aide des vecteurs de base &p. Cette variation de l?p étant
encore petite avec les dz?, il est naturel de supposer que l'on a une
combinaison linéaire de ces différentielles. En définitive nous
admettrons que I'on a
d?p = I‘}EQ Z.n dz9,
c’est-a-dire
dgp = f I‘gg 3;{ dz? dvgg.

Pro

Les T}, sont des fonctionnelles de z, dépendant en outre de trois
indices. Pour I'instant nous les supposons donnés a priori, et nous
admettrons leur symétrie par rapport aux deux indices inférieurs.

3° Vecteur contravariant. — Par définition, un vecteur contra-

. . ] . .
variant u sera dit déplacé parallelement si di = o. Introduisons ses
composantes u¥. On veut que

o= d(u" gp) = duP &p+ Thq u? endzt= (duP + I'fq ul dz0) %,

en introduisant I’hypothese relative aux vecteurs de base. Cette
relation ayant lieu pour toutes les composantes,

duP = — 'y, uk dzQ.
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4° Vecteur covariant. — Par définition, un vecteur covariant ¢®
sera dit déplacé parallélement si son produit scalaire par tout vecteur
contravariant ¥® déplacé parallélement, reste invariant. On doit donc
avoir
o =d(uPvp),
c’est-a-dire
— I'fg u® dz® vp + uP dop = o.

Echangeons les indices P et Q dans la premidre somme :
uP (dvp— TPy vgdr) = o0;
comme ce résultat doit avoir lieu pour le vecteur vy, quel que soit le
vecteur ©?, nous avons la condition suivante :
dvp =+ T'pg vg dzR.
5° Tenseur quelconque. — Nous allons constater que la seule
connaissance des I' introduits au sujet des vecteurs de base va nous
permettre de définir le déplacement parallele d’un tenseur quelconque.
Soit £§y un tel tenseur. Par définition il est déplacé parallelement si,

quels que soient les vecteurs up, v, w", le produit contracté up @ W £
est un invariant. Prenons la différentielle de cette expression :

1up bR R defy - oQ R 10 Thy m d2™ — up R 1o Ty o da™ — up vR G Ty wMd™,
Mettons up¢?w® en facteur aprés avoir fait les échanges d’indices
nécessaires :

up QR wh[ dig + (Thx 2 — Thv thin— MNp fou ) d2N] = o.
Cette relation devant avoir lieu, par définition, quels que soient les

vecteurs u, ¢, w, nous avons la condition de transport parallzle pour
un tenseur arbitraire :

dtfp = (— Dhntdr+ Uhxthr+ Thrton ) 4™

Le choix du déplacement parallele est fait selon la nature du
probléme. On verra plus tard 'exemple de la Mécanique de Lagrange.

4. Dérivée covariante d’'un tenseur quelconque.

Nous avons fait un choix parmi les passages possibles des repéres
pour aller de z en z -+ dz, et, grossidrement parlant, nous avons
voulu trouver un moyen d’écrire les conditions pour qu'un tenseur
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« soit conservé » en passant de z & # + dz, ce qu’il était impossible
de faire jusqu'ici, tout tenseur étant essentiellement fixé au point z ou
il est défini. Nous n’avons pu le faire que grice a des conventions
nouvelles. La notion de dérivation covariante est lice a ces considé-
rations, en ce sens qu'un tenseur déplacé parallelement n’ayant pas
varié, au sens précédent, aura une dérivée covariante nulle, bien que
ses composantes aient subi une modification. Pour le tenseur #f par
cxemple, dans la variation dtfy de ses composantes, nous distinguons
deux parties : la premiére correspond a un déplacement parallele, et
I'autre, & un déplacement « vrai» ou « absolu » et qui nous intéresse
spécialement. La différentielle absolue étant notée avec la lettre D,
nous avons immédiatement pour I’exemple cité, et en tenant compte
de la variation due au déplacement parallele, et calculée au para-
graphe précédent :

Digp = ditgp~+ (Fhntdn— v thn— TNn g ) 4o,

d’oula dérivée covariante du tenseur £fz. Le procédé s’étend an’importe
quel tenseur. La différentielle n’existe, bien entendu, que s'il existe
un champ de tenseur, défini en tout point de 'espace &.

Modification des [' 4 la suite d’'un changement de coordonnées. —
Supposons que l'on exprime les 2* en fonction de nouvelles coor-
>
données yS, d'out de nouveaux vecteurs de basec E, dont nous voulons
. . * + .
trouver la variation dEy= y}is Ey dy® quand on passe du point z au
point x + dz par un déplacement parallele. Nous voulons mettre en
évidence le fait que les T, malgré leurs indices, ne se comportent

pas comme des tenseurs. On connait la relation entre les nouveaux
et les anciens vecteurs de base :

> > dzP
Eu=a}:?p, :P =§gEu (15__:%')'
Si nous différentions

> >
dEy = &p daly + o}y TR on d0,

>
nous avons exprimé les dE, par rapport & I'ancien repere et avec les
anciennes variables. Introduisons le nouveau repére :

> > >
dEy = Bg Ex dazg -+ a‘,’( [‘gQ ﬁg Ex dz9,
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puis les nouvelles variables, avec
> 0L >
iy =( O+ oty ;{ag) Exdys.
Nous avons alars le résultat cherché :

> >
dEy = "{gs En dyS.
N Oy
Tis = fB —?l; -+ Thgakad By
dy

Les i ne sont pas des tenseurs, car le premier terme

nday _ on_022F
Bpn =B pags

introduit les dérivées secondes et non plus les seules dérivées pre-
midres. Les formules de transformation ne sont pas celles que nous
avons admises pour un tenseur. Le cas d’exception serait celui ou
I'on se bornerait a faire uniquement des transformations linéaires
de P'espace, les dérivées fonctionnelles du second ordre étant nulles,
tout se passerait comme si les I étaient des tenseurs.

5. Distance riemannienne.

Jusqu’ici il n’était possible de comparer que des vecteurs, soit
covariants, soit contravariants, ayant la méme direction, c’est-a-dire
tels que le rapport des composantes soit indépendant de l'indice.
Pour pouvoir comparer des vecteurs d’orientation différente, intro-
duisons la notion de distance riemannienne. A deux points voisins z
et z-+4dz on fait correspondre un scalaire, leur distance élé-
mentaire, dont le carré a pour expression

ds? = £ro dzP dzQ = f &pQ dxP dzQ dTl)Q-
DPQ

Les quantités gpq sont des fonctionnelles données de z, et qui,
de plus, dépendent symétriquement de deux points P et Q. Donnant
un sens intrinséque & ds?, cela met en évidence le fait que gpq est
un tenseur covariant du second ordre. Nous le vérifierons direc-
tement aprés un changement de coordonnées.
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Dés maintenant nous pouvons remarquer qu’a tout vecteur
contravariant u” nous pouvons associer le vecteur covariant

vQ= gpQuP.
Supposant de telles formules résolubles en u®,

uP = g¥Qy,

nous introduisons des quantités g* que nous retrouverons bientot.
Bornons-nous a remarquer que l'élimination de ¢y conduit a
I'identité

uP = f 8P gqnul drgr

.. D“.

valable pour toute fonction permise.

Nous attribuons un sens intrins¢que a la notion de distance rieman-
nienne, cela signifie que ce scalaire est invariant par un changement
de coordonnées :

ds? = &pq daP dzQ drpg.
Ppy
Apres le changement de coordonnées, nous pouvons mettre le ds?
sous la forme suivante :

ds* = f gro2qal dyR dy S drpgns,
Dpors
ou encore

ds? = Grs d}n dy5 d‘tnh,
.. Dn'
a condition de poser

Grs= [ «Rofgrqdrrq.
Deg

Nous constatons que les gpo sont les composantes deux fois contrava-
riantes d’un tenseur. On V'appelle tenseur métrique fondamental.

Définition des g*S. — Considérons la forme quadratique suivante :

29(8)= | 4grofPEQdrpy,
Pro
el posons

Je
ng= Q—E—Q =_/':p gpQEPdTp.
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En admettant que cette relation soit résoluble par rapport a t*, on a

ER= (% =jl: g"Snsdts, avec 2y(m)= [ gMSmrus drns,
S Drg

puisque la forme quadratique initiale est homogéne du second degré.
La deuxi¢me forme quadratique est obtenue en remplagant dans la
premiere les variables £? en fonction des n,.

En particulier, soit u® un vecteur contravariant, les composantes
covariantes du méme vecteur, sont, par définition, les fonctions u,
définies par

ug= gpQ u? =f &gro uP d‘EP.
ur

Ces mémes formules se résolvent en u® de l1a maniére suivante :
uP = gPlyg =f &PQuyq drg.
[UN

I1 est donc possible de représenter différemment un méme tenseur,
tout en lui conservant son ordre, mais en remplacant des indices de
covariance par des indices de contravariance ou inversement. (C’est
par convention de langage, ou pour retrouver lc langage habituel,
que V’on identifie deux tels tenseurs.)

Calcul des I'f; en fonction des gp,. — Soit un vecteur contrava-
riant u® dont nous supposerons simultanément qu’il se déplace
parallelement et qu’il conserve sa longueur constante, ce qui fait appel
a deux postulats distincts. Ces deux hypothéses se traduisent ainsi par
le calcul :

f &pg uPul drpg = const.
Dpo

duP = — I‘ER uQ da® drgp.
Degr

Prenons la différentielle de la premiére expression :

f %‘%? uP uQ dz® drpor — &poTRs uQur dzS drpgrs
Dpor

Dpors

— gproTfs uP ul dzs drpgns = o.
Deors
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Nous allons remplacer les indices PQRS par SQPR dans la deuxi¢me
intégrale, et par PSQR dans la troisiéme. Cela nous permet de mettre
le terme u?u%dz2® en facteur :

f %‘P—Q —f £s0 I'ls,ﬂ drs —f &Ps l"‘sm dts | uP u dx® dipgr=o.
Dp ZR ) D
QR s s

Une telle relation doit étre une identité quels que soient les vec-
teurs u¥. Cela entraine donc la nullité du crochet :

9,
g‘PI? ==f &so T3y dvs +f £ps [‘Sn drs.
Jz b, s

Posons

Tpro= | &osTErdrs;
D,
c’est I’analogue d’un symbole de Christoffel de premiere espéce.
Avec cette nouvelle notation dont on remarque qu’elle est symétrique
par rapport a P et R indices inférieurs, nous avons :

9Igrg

=T T .
Jzp PR,Q + 1QR,P

Permutant les trois indices PQR, on en déduit :

Tpo,r = 1(__._‘)5’0“ dgwe dg"Q).

2\ 9zF T 9@ oz

De la on déduit T3, en formant I'expression

f s"SIegndm= [ " grr I drrs = Tpy.
Dy Dgps

C’est le symbole de Christoffel de seconde espéce ou la sommation
a lieu par rapport a I'indice muet R dans le domaine D.

I‘|S,Q = gRs Tpg.R-
Exemples de distances. — Soit une fonction z (¢, C) de la variable ¢,

dépendant d’un parametre G. Le domaine D est constitué par 'inter-
valle a, b de variation de ¢. La fonction z a pour voisine la fonction

z + 8z = (¢, C+8C)=z+3——'€8C.
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Le carré de I'élément linéaire de I'espace lieu du point représen-
tatif de la fonction z fait intervenir le terme g qui est une fonction-
nelle de z. Avec nos conventions de langage et d’écriture,

ds? = 8PQ dx? dzQ d‘:pQ.
Dpq

P et Q sont deux points du segment a, b, pour lesquels ¢ = u ou .

2 Cac,  a= 20 Dac,  dw=du, dug=dv,

dzP =

de sorte que

dz(u, C) 0z (v, C
ds?—dclf j “"‘“ ) 2200 ) 4y do = 9(C) .

La distance s de deux fonctions correspondant aux valeurs C, et C,
du paramétre est donnée par une quadrature

ACs
s=jc, Ve(C) dC.

Notons que g peut étre une simple fonction de u et ¢, symétrique
par rapport a ces quantités, ou une fonctionnelle symétrique. On
voit la différence qui existe avec la notion habituelle de distance, qui
revient 4 ne considérer que la différentielle

dz(t, C

2(5 5 e,
et qui dépend donc du parametre C, et aussi de ¢. Gette variable ¢ a
disparu dans la distance riemannienne telle que nous 'avons définie.

Prenons pour exemple une fonction 2 = CA(¢) + p(¢) qui dépend
linéairement du parameétre G, et supposons que g ne soit fonction
que de u et ¢. Nous avons

%~ (%>2=fab£bg(u, 0)%(u)\(v) du do= const.

et, par suite, s est une fonction linéaire de C.
Si maintenant nous prenons une fonction de ¢ dépendant de plu-
sieurs paramatres C;, une fonction voisine de z(¢, C;) est

x + -—-dC-i'
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La distance de ces deux fonctions est donnée par

ds?= G, dC, dCy,

ou Gy est une fonctionnelle de z. Une fois l'intégration en u, v effec-
tuée, nous avons un ds? riemannien habituel.

Le cas d’une fonction de trois variables &, n, ¢, dépendant d’une
fonction arbitraire de deux variables ¢(«, 3), comme cela se produit
pour les solutions d’une équation aux dérivées partielles du premier
ordre, fournit un ds? plus compliqué :

dr = 89 d3e8,

o

Aa,8) dyp
dz dz,

N 9 oz,

” A . un,g(x’ J’)dqz J9. 3¢ 8¢ do do, dx dr,

=f [GScqu:.(lcdc,.
A+/A,

Il est du type du ds?* des espaces & que nous étudions.

6. La dérivation covariante en géométrie riemannienne.

Le déplacement parallele choisi est celui qui conserve les longueurs
et les angles. Il en résulte la connaissance des I’ en fonction des gpg,
g™ . Nous allons montrer que les dérivées covariantes des gpq et g*°
sont nulles. Une premiere méthode consiste a former explicitement
des dérivées puis a utiliser les relations entre les T et g.

On peut procéder différemment. Prenons un vecteur arbitraire
contravariant u® qui se déplace parallelement. Ses composantes, par
définition du déplacement paralléle, ont une dérivée covariante nulle
et, d’autre part, sa longueur est invariante :

1= gpg uPl uQ,
La dérivation montre que I'on doit avoir, pour tout vecteur,
uPu D gpQ =0,

et, par suite, la dérivée covariante des gpq est nulle.
Pour établir le méme résultat avec les g*, nous rappellerons que
la Géométrie riemannienne permet d’attribuer & chaque vecteur des
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composanles covariantes et des composantes contravariantes. Soit un
vecteur déplacé parallelement, nous avons :

ug = grou®, ulk = gRSygq,

Sil'on prend la dérivée covariante dans la premiére relation, ou
I'on suppose que I'on a un vecteur contravariant subissant un dépla-
cement parallele, on constate que ce méme vecteur considéré comme
étant covariant subit aussi un déplacement parallele, quant a ses
composantes. Si maintenant nous prenons la dérivée covariante dc la
seconde relation, nous constatons que

Dghs

Us > =0
DzP

quel que soit us. Les dérivées covariantes des g™ sont donc nulles.

CHAPITRE Il1.

PREMIERES VARIETES DE L’ESPACE &.

1. CGourbes.

L’espace & est I’ensemble des points représentatifs des fonctions »
du point P qui varie dans un domaine D fixé une fois pour toutes.
Ce domaine est aussi noté Dy, Dy, ... suivant qu’il est décrit par le
point P ou le point Q.

Dans cet espace nous définissons @ priori un élément linéaire de
la maniére suivante, étant donnés deux points voisins z et z + dz,
dont les coordonnées respectives sont z¥ et zF+ dz®, et gpy une
fonction des deux points P et Q, symétrique par rapport i P et Q.
définie dans D, leur distance est la racine carrée de l'expression
suivante :

ds? = [ £PQ dz® dx® drp drg,

“'Dp Y Do

ou en sous-entendant les intégrations dans le domaine D qui sont
indiquées par la présence d’'un indice muet P ou Q occupant une
position supérieure et une position inférieure,

ds? = £ro dz® dz?.
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Une courbe de I'espace & est constituée par I'ensemble des points z
qui dépendent d’un parametre continu, A, variant dans un intervalle
donné. On obtient une telle courbe par la considération d’une fonc-
tion du point P et d’un parametre 2. Nous notons cette fonction zp(}).
Par exemple, la solution générale d’une équation différentielle ordi-
naire du premier ordre z'=f(z, t), prise dans un intervalle fixe,
a Zt<b, dépend d’un parametre qui est la constante d’intégration.
L’ensemble de ces solutions définies dans lintervalle (a, b) est
représenté par une courbe de 'espace &. Nous allons montrer qu’on
peut définir une longueur pour une telle courbe. En effet, si I'on
effectue les intégrations dans la formule qui donne le ds?, on constate
qu’il ne subsiste plus que la variable A. Aussi écrirons-nous :

dz? dzQ

ds?= d)? mgm an dn

drpg -
D

Apres I'intégration indiquée au second membre, on a
P o (l I

dst=d)\29()),

relation qui donne s en fonction de A par une quadrature. Nous
avons vu antérieurement des exemples de tels calculs.

Tangente, normales et courbures successives. — Le vecteur dz,
de composantes dz” est porté par un vecteur unitaire que I'on jpeut
définir ainsi :

z P dz?
ds ~ ° 0 " T ds

En effet, dans la Jrelation qui permet de calculer s en fonction de A,
si 'on suppose que le parametre A est I'arc de la courbe, on a

» dz? dxQ
2 — — — =1.
ﬂo—jnm 8P s drpg =1

Cette relation exprime \bien le fait que le vecteur de composantes

dx? . .
= c’est-a-dire le vecteur n,, a pour longueur I'unité; c’est donc

un vecteur unitaire,

Proposons-nons |d’6tudier |la dérivée de ce vecteur par rapport a
d2a?
dst

I'arc. On va trouver un autre vecteur dont les composantes sont
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Ce vecteur, s’il n’est pas nul, est porlé par un vecteur unitaire n,
défini, comme le précédent et les suivants, ausigne prés; nous
choisissons arbitrairement ce signe; nous définissons ainsi un sens
de parcours sur la courbe, puis, ultérieurement, des courbures
algébriques. Nous définissons donc ce vecteur et la premiére cour-
bure p; par la relation

dn, an’ P
E‘;—-Pﬂln - =y,

£
Nous allons vérifier que les deux vecteurs sont orthogonaux.
Montrons d’abord d’une fagon générale que le produit scalaire de
deux vecteurs u, ¢ se dérive a la maniere habituelle, c’est-a-dire que

(u, v) = (u', 0)+(u, o).
En effet, ce produit scalaire est défini par la relation suivante :
uv = (u, v) = gpouPvl,

ct pour dériver, nous remarquons que le parametre s ou A ne figure
pas dans les g, mais seulement dans les termes u?, ¢2.
Nous avons donc

(u, v) = gro(ul) o0+ gpouP (v2).
C’est la formule annoncée. Comme, d’autre part,

. dn
ng=1 ng,——=\}=o ou nyny = o.
[ ) bl ds 0

Cherchons maintenant la dérivée du vecleur n;. Soitv 'un des
deux vecteurs unitaires qu’elle définit, si sa longueur n’est pas nulle,
ce qui est le cas général; on constate aisément que le vecteur v ainsi
obtenu n’est pas en général orthogonal aux deux précédents, aussi
procédons-nous de la maniere suivante. Nous allons définir des vec-
teurs successifs 7o, 721, ..., 7y, ... et des scalaires py, ..., pz, ...
dont les deux premiers sont connus, et pour lesquels on a

dny

i Ph Nk—1 = Phk+1 Mh+1,
tous ces vecteurs étant orthogonaux deux a deux. Faisons une démon-
stration par récurrence; nous admettons que le vecteur n, est ortho-
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gonal 4 tous les précédents, et que la formule ci-dessus est vraie
jusqu’a lindice m— 1 inclus. Dérivons les formules exprimant
'orthogonalité de n,, avec tous les précédents :

o sik<m

nkn”'=$(x G k= m;

- b
dn/cn +nkdn'"—-o n dn,,l__ o sik<m—ri,
ds " ds ’ Fds Tl—pm sik=m—1.

dn . .
Le vecteur —= est donc orlhogonal a n,;(l.'<m-——|), mais pas

il est blen orthogonal A no, ny, ..., npy. Soil alors Nmss l'un des
deux vecteurs unitaires qui le porte, et p,.1 sa mesure algébrique
selon ce dernier, on a bien:

dnm
_‘F +omA -1 = Pm+1 Bm+1, ngny4+y =0 (k = m)7

c’est la formule qu'il s’agissait d’obtenir. La suite des vecteurs obtenue
est celle des vecteurs principaux de la courbe, et les formules qui
donnent les dérivées de ces vecteurs sont I'extension des formules de
Frenet-Serret pour les courbes de I'espace ordinaire.

2. Quelques identités des espaces euclidiens ou riemanniens.

Pour oblenir quelques identités intéressantes pour la suite,
plagons-nous d’abord dans un espace riemannien E, a r [dimensions
ot est plongée une autre variété riemannienne A deux dimensions.

Soit ds?= girdxidz* le carré de 1'élément linéaire de I'espace
riemannien E, et £ un tenseur deux fois contravariant quelconque.

Nous conviendrons d’appeler longueur. de ce tenseur la racine carrée
du scalaire

1 ; 1, I,
b= gugptitvg= 1 = 5ty

La quantité ainsi définie est bien Jinvariante par rapport 4 n’impor"te
quel changement de coordonnées.

Faisons 'application de cette déﬁmtlon de la longueur a un bivec-


file:///tUtij

UN ASPECT DU CALCUL TENSORIEL. 27

teur construit & partir de deux vecteurs arbitraires définis par leurs
composantes covariantes ou contravariantes u', o

1ik = ut uk .
pl ok
On a donc
Pt o wi wi u*  ud _ut W u vj
TTREREB o | e BT et e v vj ’

Si nous faisons un-changement de coordonnées de manidre que les
deux premiers vecteurs de base soient portés par u et ¢, les autres
étant quelconques, nous aurons une autre évaluation de la longueur
du bivecteur :

U1 U"-\X(U, U,
\A A Vi Ve

1 . .
Le facteur - a disparu car on trouve deux tels termes, puisque les

indices sont indépendants. En effectuant le produit des deux déter-
minants, on voit s'introduire des produits scalaires que nous pouvons
évaluer dans le premier systeme d’axes :

wiu; uip; 72377

e (u,u) (u,9)
h (u, ) (v, 9)

u uj;
; 1= = L

I
vlu; olp; 2| o of vi )

Telle est la forme la plus simple de I'identité annoncée. Si nous
supposons que les deux vecteurs sont donnés par leurs composantes
contravariantes, nous avons l’'identité suivante ou les sommations
suivant les indices muets sont sous-entendues :

72 77

" 1
b= gigs <

L

wr uf | g uluk  gipuiok
v o8 |_ gik viuk gy vivk

Elle est valable quels que soient les u?, ¢’ et les gy, pourvu que ces
derniers soient symétriques par rapport a leurs deux indices.

Un cas particulier intéressant est celui que 'on obtient, si les axes
sont rectangulaires, a partir de deux vecteurs de composantes respec-
tives @, b, ¢, ... eta', b', ¢, ..., en nombre égal, mais quelconque :

-3

2

a o
b b

Ta? Xaad'

Taa Xa’?

C’est 'identit¢ de Lagrange.
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Les calculs que nous avons faits pour une variété a deux dimen-
sions sont valables quel que soit le nombre de dimensions de la
variété plongée dans I'espace riemannien E,. Reprenons, par exemple,
les calculs pour une variété a trois dimensions. Définissons la lon-

gueur d'un tenseur & trois indices comme étant la racine carrée du
scalaire suivant :

1
P=

. I .
ﬂ//‘tijk = 31 Lia giggkytl/ktam'.

Considérons en particulier un trivecteur

wt oW ouk
1ijk = pl ol gk | = ” w u  uk ”,

wi wi  whk

dont la longueur est donnée d’une premiére maniére par la formule
de définition :

1 ;
D= ?TT”“i w o uk||>x<|lu w; upll.

Faisons un changement de coordonnées dans I'espace riemannien, de
maniere que les trois premiers axes de coordonnées soient portés par
les vecteurs u, ¢, w, les autres pouvant étre quelconques; nous
aurons alors trois composantes U?, U?, U? non nulles pour chacun
des vecteurs, les autres étant nulles. La longueur est encore définie
par:

B=||U' U US||x||Uy U; Ul

Le facteur -;—, a disparu, car il faut tenir compte des 3 ! permutations

possibles entre les indices 1, 2, 3, puisque les indices ¢, j, k sont
supposés indépendants. Effectuant le produit des deux déterminants,
on voit s’introduire les produits scalaires, des trois vecteurs u, ¢, w,
ce qui nous permet de revenir a 'ancien systéme d’axes.

Nous obtenons alors une nouvelle identité qui s’exprime tensoriel-
lement sous la forme simple suivante :
wlu; uiv; uiay up uj ug ul uw  uk

=

1 ,
viu, vly; viw; =57l % v %k x| vt wi ek,

witg wip; wiw W W Wi wi wi  wk
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ou en revenant aux composantes contravariantes des irois vecteurs :

guuiuk  guuivk  gpuiwk
D=| guviukt gyvivk gpoiwk
guwluk  guwlvk guwiwk
= Ti6agpgnllul W wk]ix ux up wrl.
Cette identité a lieu quels que soient les nombres u!, ¢, i, gif,
pourvu que ces derniers soient symétriques par rapport & leurs
indices. Nous placant dans un espace euclidien orthogonal a 7 dimen-
sions ou l’on a trois vecteurs de composantes «, b, ¢, ..., @, b, ¢, ...,
a', b', ¢", ... respectivement, on a I'identité suivante qui géncralise
celle de Lagrange :

T a? Taa fadad a b ¢ |2
faa Xa? dda |= E a b ¢
a'a Xa'a Ia” a b

1 . " “
Le facteur 55 a disparu car les termes ¢gaux sont supposés regroupcs.

L’extension au cas d’un nombre quelconque de dimensions est
immédiate et fournit des identités que I'on peut écrire de suite.

3. Mesure spatiale d'une variété riemannienne.

La mesure spatiale d’une variéié a deux dimensions est l'aire;
pour une variété a trois dimensions, c’est le volume ordinaire. Nous
nous proposons de définir ces expressions et de les rattacher a la
longueur de certains multivecteurs.

Détaillons les calculs dans le cas de deux dimensions. Dans un
espace riemannien E, dont le carré de I’élément linéaire est donné,

ds?= g dzl dxk (Lk=1,2,...,7)

(les gix sont des fonctions de z!, ..., 2" supposées connues, et
symétriques en Zet k), supposons que 'on exprime les z en fonction
de deux parameétres y! et y2. On obtient une séus-variété a deux
dimensions plongée dans E,. Le carré de I'élément linéaire de cette
surface a la valeur suivante :

ds? = h“(d)" )2+ 2h|_» ((V' ([) 2 hgg(d)‘g)i,

MEMORIAL DES SC. MATH. — N 130, 3
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avec
dz! dxk ..
hu:glkww (=120 k=1,2...,1)
dxl  Jdxt . . .
Les vecteurs Pz et e sont tangents A la variéié et définissent en

général le plan tangent, c’est-d-dire I'ensemble de tous les vecteurs dz
de composantes

Considérons, d’autre part, deux vecteurs dz, oz tangents a la sur-
face, ils peuvent servir & définir un bivecteur aréolaire dont les com-
posantes sont celles du tenseur antisymétrique deux fois contravariant

ozt dxi dxk ox*
—dyl o+ 2 dy? = dyl - ——dy?
dzt  dxk dyt - dy? & oyt dyt+ ay? %
Szl Sxk | |oxt dxt dzk dxzk !
e 3l e . SY2 . 91 2
p Syt+ P Sy e 3y +()}2 3y

cette derni¢re forme montre que l'on a le produit de deux
déterminants :
D(z!, *)

dyt dy? l
Dy, »*)

Syt oy

Nous avons défini antérieurement la longueur d’un bivecteur.
Soit do la longueur du vecteur aréolaire, que l'on appelle encore
aire élémemntaire de la variété a deux dimensions :

dxt dx/
Szt oaxj

dx* dxB
3z dxB
o D(z!, zt) D(z2, 2B) .
_Egzag;BD(yl’yg) D, 77) (dyr 32— dy28y1 ).

1
ds® = Eé’iaé’]ﬁ

Nous avons une premiére valcur de I'aire élémentaire de la surface.
Pour arriver 4 des notations plus usuelles, convenons que le déplace-
ment d correspond a la variation de y* seul et que & correspond & la
variation de y? seul. Nous avons alors :

dytdyl—dy28yt=dytdy? (dyt-=>dy', dy?*=o0, dyt=o0, Sy*->dy?),

d’ou l'aire élémentaire, qui a un sens intrinséque puisque c’est un
scalaire, donc indépendant du systtme d’axes. On en déduit la for-
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mule suivante qui donne, a I'aide d’une intégrale double ordinaire,
Paire d’une portion de la surface limitée par une courbe fermée C :

D(.ri xi) D(z%, £8)
—ﬂ‘\/ Sin s &j3 D(_}i 7?) D(yi’}z)dli(li

C’est une généralisation de la formule connue de la géométrie eucli-
dienne a trois dimensions.

Nous reportant maintenant a la seconde évaluation possible de la
longueur d’un bivecteur :

hijdytdyl hydytsyi

do? =
’ | hijdyl 8yt hydytdyi

utilisons de suite, pour la simplicité, hypothese finale faite sur les
déplacements d et ¢ :

hag(dyt)?: Ry dyt dy?
hisdyrdy?  hes(dy?):

de® =

=’ hyy hu l(‘l)’i d}’) .
hyy

Il en résulte une autre évaluation de aire :
Aa =ﬁ1 vh“"hgg'— (’lq-_;)2 dyl dy2'
C

Par comparaison, on trouve la relation suivante, bien connue en
théorie des surfaces de I'espace euclidien rectangulaire a trois dimen-

sions :
D(y, z)]2 D(s, ﬂﬂ)]2 D, T re
[D(u, 51 YIp@ o) T Py | =EE—F
Pour une variété a trois dimensions plongée dans I’espace rieman-
nien E, le carré de I’élément linéaire a la valeur suivante :

ds*=hijdy'dyi (Li=123kl=1,2,..., 1)
P dxk dx!
= 4 G 31
On en déduit une premiére valeur de 'élément de volume, qui est la

longueur d’un trivecteur construit & partir de trois vecteurs élémen-
taires diz, dax, d,x :

dixt dixi dyxk
tijk= dzml dgmf dg.’t’k =
d; xt d;wj d3$k

D(zi, zJ, zk)

D4, »%, _},a)”dy1 dyt dys|.
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On ¢value donc le volume (mesure spatiale a trois dimensions) d’une
portion £ de la variété par la formule suivante, exprimée a l'aide
d’une intégrale triple ordinaire, quand on a.fait choix pour les dépla-
cements ;" des déplacements ¢lémentaires ot un seul des para-
métres ) varie

! D(a7, o7, at) D(a%, a8, o7) |
V= 1 -2 8,
) -/”s;\/3‘g'“’sg"’D(vl,y-,y*) Do, 75 ) WD

La seconde maniere d’opérer conduit  la formule :

Thit hiz A |
V= ﬂ hsy hyy hyy | dyrdyrdyn.
hyy ks hr,.s

La généralisation au cas d’un nombre de dimensions quelconque
pour une variété plongée dans 'espace riemannien E, est immédiate.

4. Extension au cas de l'espace &.

Dans cet espace est donné l¢ carré d’un élément linéaire
ds?= gpq dz? dzQ.

Nous définissons une surface en exprimant les z® en fonction de
deux parametres y*, . Elle possede aulomatiquement un élément
linéaire dont le carré vaut :

ds?= hay(dyt) -+ 2k dyt dy?+ has(dy?)e,
ozP 0z®

/lz, gPQdyi d_}’/

Prenons deux déplacements élémentaires d, 8 sur la surface. Ils
servent 4 définir un bivecteur
dx® dxQ
SxP  3a2@

D (P, 22)

#Q = =2 20 gyi5yr dyr g
D(y1, 0 (WO A

dont la longueur vaut

P .0 A B
d°=\/§é'“5’on 2 EL T (ayrayr—dyrag,

D(xyt, 52%) D(ot, »?)
do‘=\/

ou encore
om

(dyrdyr—dy2dyt),
hZI hzz
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car il suffit dans les calculs précédents de remplacer les sommations
par rapport & un indice entier par des intégrations dans le domaine D
ot sont définies les fonctions 2*.

On ¢value de méme un ¢lément de volume :

diyt dip? diy?
dayt dyy? day’ |5
dsyy dry? diy?

D(a?, x0, £%) D(x?, £¥, 2v)
D(y* 0% 97%) D(y1, 02, 0%)

/1
d= = \/ 7T EPASQBERC

7 /tn, by, foys dn}" dn)’ dl) ;
= hayy has, has | x| dayt day? dayi-
hay, R s diyt day? dap

On évaluerait d’une maniére analogue les ¢léments spatiaux pour
une variélé d’'un nombre quelconque, mais fini, de dimensions.

CHAPITRE Il11.

L INTEGRATION.

1. Notion d’intégrale.

Une intégrale définie est par définition la limite d’une somme de
termes dont le nombre augmente indéfiniment, chacun d’eux tendant
vers zéro. A celte notion trop générale il convient d’ajouter les condi-
fions spéciales qui précisent la naturc de chaque intégrale définie
particuliére, et de démontrer que la limite est unique.

En Calcul tensoriel, les seules sommes autorisées, pour un domaine
qui n’est pas infiniment pelit, sont des sommes de scalaires, car ce
sont les seuls tenseurs que I'on puisse comparer d’un pointa un autre
de U'espace &. Ce sont les scules expressions qui soient invariantes
lors d'un changement de coordonnées. 11 est possible de satisfaire a
cette nécessité de deux manidres différentes. Si lintégrande et Pélé-
ment différentiel sont tous deux des scalaires, on a I'intégrale au sens
ordinaire. Mait il est possible que I'intégrande et I'élément différen-
tiel soient des tenseurs; il est donc nécessaire que les modes de
variance de ces deux tenseurs se compensent pour donner un scalaire.
Dans un espace non riemannien, ce n’est donc qu’exceptionnellement
qu'on rencontre des quantités intégrables, définies a partir de deux
tenseurs dont I'un est différentiel. Tandis qu’aprés introduction
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d’un ds? on peut modifier la variance de I'un des tenseurs. Ce faisant
on peut parvenir soit 3 un scalaire, cas favorable, soit 4 un vecteur
covariant ou contravariant, cas exclus. De toutes fagons nous suppo-
sons que les changements nécessaires ont été faits pour que I'intégra-
tion porte sur une quantité scalaire.

Un cas particulier important est celui o I'élément différentiel est
un multivecteur

diz Nd*x N\...\Ndrx.

Il est donc nécessaire de lui associer un tenseur possédant » indices
de covariance. Nous rencontrons des quantités a intégrer que nous
notons d’une premiére maniere, purement symbolique, et qui ne
préjuge en rien du mode de calcul :

sin=1, updzP,
si n=2, upgdx® drl.

Avec ce mode d’écriture imparfait, supposons que upq s0it symé-
trique en P et Q, et associons les termes

upg dz®? dx® et ugp dr dx® = — upg dr® dur?,

d’aprés les symétries et antisymétries admises. On voit que ces
termes se détruisent et l'intégrale proposée est nulle. Il en résulte
que pour un tenseur up, quelconque, si nous le partageons en partie
symétrique et antisymétrique, la premiére donne zéro dans I'intégra-
tion, tandis que la partie antisymétrique donne un terme doublé.
Dans le cas de » indices la partie d’un tenseur qui est symétrique
par rapport & deux indices, donne zéro comme précédemment, tandis
que la partie totalement antisymétrique donne un terme non nul en
général, multiplié par »!, nombre des permutations possibles des
n indices.

Supposons donc maintenant le tenseur up, antisymétrique, nous
avons les deux écritures équivalentes

j upg dz? drl= i ﬂ upq(drP 82— drQ dxP).

Avec la dernieére manidre, supposons que les déplacements d et &
correspondent aux variations correspondantes de deux parameétres &,
et iy

ox

dx
= d_t‘ dty, dxr = — dlt,.

dzx TS
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Nous pouvons alors écrire

D(zP, z?)
P rQ— 1 \x L, Z7) .,
ﬁupq dz? dx 2fupQ S ICA) dity dts,

et ce dernier terme est une intégrale double ordinaire. Le change-
ment de variables s’y fait & la maniere habituelle :

D(t, )

dty dts = O

dby di,.

Si nous considérons maintenant U'intégrale triple
ﬂ upQr dx? dzQ daR,

I’échange de deux des indices dans le trivecteur
d; x N\ dz.z' AN d-).’l‘

montre qu'il suffit de considérer des tenseurs totalement antisymé-
triques. On a alors :

ﬂ“‘PQR dx®? dzQ da® = —;—iﬂupqnllwxp diz® dyzt||

1 D(zP, 29, 2R)
= ﬁﬁvupQR-—]m dt1 dtg dt;,

qui nous raméne & une intégrale triple ordinaire, i le volume est
paramétré par ¢, fs, £;. Le changement de variables s’effectue a la
manieére habituelle, par introduction d’un jacobien.

On généralise aisément.

2. Circulation et rotationnel.

Nous allons préciser davantage la notion d’intégrale simple ou
curviligne, et montrer comment on passe d’une intégrale-simple a
une intégrale double, et plus généralement d’une intégrale d’ordre r,
ou l'élément différentiel est un multivecleur, & une intégrale
d’ordre n + 1 ou I'élément différentiel est un autre multivecteur.
L’opération qui relie le premier tenseur intégrande au deuxiéme
s’appelle dérivation extérieure, et Iopération inverse, que nous défi-
nirons d’une maniére précise, est I'intégration extérieure.
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Nous appelons intégrale curviligne I'intégrale suivante :

thpd;t":f [u.pd.z-l’d':p

e vy

prise le long d’un contour fermé. Une courbe fermée est le lieu d’un
point x dépendant d’un paramétre ¢, tel que pour ¢, et ¢; le point z
ait la méme position. 1l s’agit donc en fait d’une fonction z(P. ¢) du
point P, et qui reprend la méme valeur pour ¢, ct ¢,. Le sens crois-
sant de ¢ définit un sens de variation sur la courbe. La différcn-
tielle dz doit étre comprise avec le sens suivant :

AL’

P —
dx 5

dt,
de sorte que nous rencontrons bien une intégrale curviligne, au sens
ordinaire, pour la variable ¢.

Nous allons montrer que U'intégrale ci-dessus est une fonctionnelle
additive par rapport au contour. Cette expression a le sens suivant :
Une courbe G étant donnée avec un sens de parcours (nous dirons
que cette courbe est orientée), joignons deux de ses points A et B
par une autre courbe. Nous remplagons le premier contour C par
deux nouveaux contours G, et Co; chacun d’eux comporte 'une des
deux portions de G, avec son sens, limitée a A et B, et complétée
par 'arc AB parcouru avec continuité du sens. Sur C, et sur C,, cel
arc est parcouru dans deux sens contraires de sorte que les intégrales
curvilignes correspondantes se détruisant,

[l
(" « Ce

Nous exprimons cette relation en disant que P'intégrale curviligne
est une fonctionnelle additive de contour.

Faisons passer une variété a deux dimensions par le contour C.
Nous entendons par 1a que la fonction z(P, ¢) peut étre extraite

d’une famille & deux parametres z(P, u, ¢). En prenant pour u et ¢
deux fonctions convenables de ¢, on a

z[P, u(t), ()] = (P, ).

On a une représentation schématique de cette variété dans le plan u, ¢,

ol le contour défini par u =u(¢), v =v(t) est représenté par une
courbe du plan.
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Cette variété & deux dimensions sera dite oricntée si l'on peut
attacher & tout point z de cette variété deux vecteurs tangents dz, oz,
pris dans cet ordre, et se déplacant par continuité. L’échange de d
ct 6 conduit & un changement d’orientation de la surface. Le choix

dxz )
d’un vecteur dx sur une courbe, par cxemple dz = “i de¢ définit le

sens de parcours suivant les ¢ croissants. Montrons que I'oricnlation,
supposée donnée, du contour C permet de définir une orientation
induite sur la variété & deux dimensions qui le contient, sous cer-
taines réserves. Pour cela tracons des familles de courbes u = const.
¢t ¢ = const. qui recouvrent la portion de variété d’un réseau de
parallélogrammes curvilignes, sauf peut-8tre pour certains d’entre
eux tronqués par le contour C. Ces derniers ont un sens de parcours
bien déterming si 'on utilise le sens déja connu sur la portion de C
que ce polygone contient. Passant & un polygone contigu, son sens
est défini en tenant compte du sens de parcours connu sur le c616
commun : pour le nouveau parallélogramme, on prendra le sens
opposé de celui qui est connu sur le polygone voisin; et ainsi de
proche en proche. Si ce procéd¢ conduit & une orientation unique de
la surface, la variété sera dite orientable. Elle conservera cette pro-
priété si 'on augmente le nombre des courbes u = const., ¢ = const.
On pourra ainsi définir les deux vecteurs tangents

dr

Ju

- dx
du, o = = dv

dr =
tangents a la surface en chaque point. D’autre part, si 'on exprime u
et ¢ en fonction de deux autres parametres u’' et ¢’ de sorte que le
D(w, o)
D(u, ¢)
la transformation, l'orientation de la surface pourra se définir a 'aide
dr dx
o'’ 90"

Utilisons maintenant le découpage de la surface en petits parallé-
logrammes pour remplacer I'intégrale curviligne a évaluer par une
somme d’intégrales curvilignes relative a chaque parallélogramme.
Nous pouvons ainsi transformer Uintégrale « curviligne » en inté-
grale double.

Considérons donc le parallélogramme défini a partir du point 2,
et des deux vecteurs dz, dz. Comme les cotés sont infiniment petits,

jacobien ne soit ni nul, ni infini dans la région ou s’effectue

des nouveaux vecteurs
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nous prenons la partie principale de l'intégrale relative a chaque
c6té, le coefficient de dz® étant calculé en 'une ou I'autre des extré-
mités. Dans ces conditions, nous avons la contribution suivante
pour le parallélogramme considéré :

up(x) dz® + up(x + dz) 32P — up(z + 82) dx? — up(x) dxP,
ou encore

dup dup dup dug
— dirQ 2P — Qda? = ( —= — P
UL 43z — 08 500 dy ( gur dxp> dr® b

aprés avoir échangé les indices P et Q dans le second terme. Nous
avons transformé I'intégrale curviligne en intégrale double :

dup duQ
dr? = — Q 5.cP.
fC up @r ﬂs (de d P) d‘” ¢

rvo 2 _ Juy _ Dur _ Dug
Y= 528 9zP ~ Dzg  Da®

La quantité

est un tenseur deux fois covariant : c’est, par définition, le rota-
tionnel de up. Il est antisymétrique par rapport aux indices P et Q.

On peut écrire :
f up dxP = % ﬁ‘ rpo dz®? dz9,

en laissant les deux indices P et Q indépendants, tandis que la nota-
tion antérieure d, ¢ leur faisait jouer un réle différent. Une autre
formule intéressante est celle que I'on obtient dans I'évaluation de
Pintégrale relative au petit parallélogramme, avant la réunion de
deux termes analogues :

f up dx® = ﬂ‘ Jup (dzQ 3.0P — dxP 8x2).
Elle s’écrit sous la forme intuitive que voici :
fup dzP = ﬂ(dup 3x® — Sup dxP).

Pour V'obtenir on peut remarquer qu’il suffit de grouper les cotés
paralleles du parallélogramme. La petite intégrale a évaluer s’écrit

— Sup dz® + dup 52F,
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donc
j up dxP =ﬁ (dup 82 — Sup dzP) = %ﬂrpq dz? dz®.

En dehors des intégrations en P et Q sous-entendues dans les for-
mules ci-dessus, nous avons affaire a des intégrales doubles de type
ordinaire.

3. Passage des intégrales doubles aux intégrales triples.

Unc des difficultés du probléme est la question de Vorientation des
variétés. Soit une variété V, a deux dimensions, orientée et fermée,
limitant une portion de variété a trois dimensions V;. Nous enten-
dons par 13 que nous considérons d’abord une variété a trois dimen-
sions comme le lieu d’un point 2 dépendant de trois paramétres,
c’est-a-dire I’ensemble des fonctions 2(P, u, ¢, w). Nous exprimons
censuite u, ¢, w en fonction de deux paramétres a, 3 et nous obtenons
une variété i deux dimensions, V., tracée sur V;. Supposons V,
fermée; dans 'image de l’espace a trois dimensions ot u, ¢, w sont
les coordonnées, V, est représentée par une surface ferméeordinaire.
Dire que V est orientée, cela veut dire qu'en chacun de ses points
sont définis deux vecteurs d,z, daz, tangents, que I'on prend dans
un certain ordre par exemple l'ordre 1, 2. Cette orientation de la
frontiere de V, permet de définir une orientation interne. On trace
en effet les surfaces

u = const,, ¢ = const., w = const.

suffisamment rapprochées. On a un morcellement de la V; en petits
parallélépipedes, qui sont tronqués sur V,. Pour I'un de ces derniers,
un sommet au moins est intérieur (sinon on prendrait un cloisonne-
ment plus étroit). Par continuité, on définit 'orientation des faces
intérieures & V,, d’eu le sens de trois vecteurs diz, daz, dsz au
sommet intérieur. Puis on poursuit, selon des régles antérieurement
données.
Ayant ensuite constaté qu’une intégrale double

f upg dz® dar®
V,

est une fonction additive de la frontiére, on est conduit a évaluer
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cette intégrale pour un petit parallélépipede du genre précédent;
puis 4 faire la somme des termes analogues, ce’qui donnera une inté-
grale triple.

On rencontre donc la somme de six intégrales, une pour chaque
face. Il est intéressant de grouper les intégrales relatives a deux faces
opposées. L'élément différentiel ne variant pas, seule la variation du
coefficient différeritiel entre en jeu, avec un signe convenable.
Désignons par dyz, daz, d;z trois vecteurs différentiels au point z
considéré, définissant l'orientation désirée. Nous avons un certain
parallélépipede pour la surface duquel nous calculons lintégrale
double. Les faces issues de z, sont orientées par les nombres 1,2;
2,3;3,1 (ordre naturel : 1231231..., avec suppression de I'un de
ces trois nombres, ce qui permet de désigner par un seul nombre
une face orientée). Cette convention étant faite, on trouve comme
terme élémentaire :

dyupq do 2P dy 29+ dyupg dy2® d1 20+ dyupq dy2® dy 2V,
d’ott la formule de dérivation extérieure :
”‘ wpg dy 2P dy 2l = ﬂ" dyupg ds z® dy 2R
+ daupg ds 2P d; 20+ dyupg dy 2P ds 2.
On peut encore grouper tous les termes correspondant aux indices P,
Q, R, avec 'ordre 1, 2, 3 imposé :

ﬂ. upq dz? dx= % ﬂl rpgr dzP drQ dzR,

ot les indices 1, 2, 3 ne sont plus nécessaires, et out 'on a posé

dupQ duQn ()um)
TPOR= R P T a0

Pour voir comment se fait le calcul de telles intégrales aprés un
changement de variables, ou en équations paramétriques, on utilise
la forme suivante :

* D(a?, 29) 1 »  D(aP, 29, 2%)
‘” llpqm‘dtg dts— é*i ﬁ IpQRmdul (lllg du,-;.

Le volume paramétré par ui, us, u; est limité par une frontiére
paramétrée par ¢, £;.
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4. Intégration fonctionnelle.

On peut se poser le probléme suivant : 4 quelles conditions doivent
satisfaire les fonctionnelles up pour que Pintégrale curviligne

c T
f up dx? =f f up dx? d=p,
Ty Ty D

P

prise entre deux points x, et z de I'espace & ne dépenﬂc que des
extremilés, et soit indépendante du trajet qui relie ces deux points?
Si I'intégrale ne dépend que des extrémités, 'intégrale prise le long
d’un contour fermé C est nulle quel que soit le contour. On peunt la
transformer en intégrale double :

J up dzP = ! ﬂ rpg dae? dz@= o,
2Jx

(W

élendue a une variété quelconque a deux dimensions limitée par le
contour C. Si l'on prend pour C un contour trés petit ct si rpy est
continue, par un raisonnement classique, on établit que rpy= o dans
la région considérée, c’est-a-dire

dup _ dug

9z Ja®
Cette relation s’appelle la condition d'intégrabilité pour la fonction-
nelle up. Laissant fixe le point zo, considérons l'intégrale comme une

fonctionnelle de z, soit U(2). Calculons I'accroissement de U, sa
différentielle, quand on passe du point 2 au point z + dz :

arde
dU = f up dxP = up dzP.
“r

On constate donc que up est la dérivée fonctionnelle de U, soit g;Ul—
La condition d’intégrabilité mentionnée plus haut prouve que

J dU Jd du

0zQ 0z®  JzP Jx?

pour toute fonctionnelle dérivable. C’est trés exactemenr la condition
2z d*z
dzdy = dyox

valable pour toute fonction z des deux variables x et y.
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Le probléme que nous nous proposons de résoudre maintenant est
le suivant : les fonctionnelles up, vérifiant par hypothese la condition
d’intégrabilité, étant données, trouver la fonetionnelle U. Clest
transposé au Calcul fonctionnel, le probléme de I'intégration d’une
différentielle totale.

Pour parvenir a des formules simples, car on peut employer bien
des procédés différents, nous admettons que les points de la droite o, z
qui joint 'origine de I'espace & au point z, ne sont pas singuliers
pour les fonctionnelles up. Nous voulons évaluer

U(z) = C-l—fxup(E)dEP.

C est une constante arbitraire d’intégration ; elle représente la valeur
de la fonctionnelle U pour la fonction zéro. Comme U est indépen-
dante du trajet suivi pour aller de o en z, profitons-en pour prendre
le trajet du point { = Az, ol le paramétre A varie de zéro a un. Le
point £ décrit le trajet rectiligne o, z; z est constant dans les calculs
qui suivent. Au point £=2Az la fonction up, vaut up(Az) et dz’
devient 2* d}. Nous avons donc

1 Ny
U=C+ fo wr(Az) d.
0

Cette formule comporte une intégration ordinaire par rapport a la
variable ordinaire 2. On peut encore écrire

Al
U = C + 2P ip, ﬁp_—.J up(Az)dX.
0

On peut, naturcllement, relier les deux points o et 2 pour toute
fonction dépendant d’un parameétre, et qui se réduit 4 o ou 2 pour
des valeurs convenables du parametre. On modifierait en consé-
quence la formule précédente.

Exemples. — 1. Soit up= afz*. « est indépendant de z, mais
peut dépendre de P et Q. Dans cet exemple, nous écrirons de préfé-
rence u(P)=a(P, Q)z(Q) sans nous soucier de I'interprétation
tensorielle de cette expression. La condition d’intégrabilité

50 [Py V(@) = o5 [(Q, P)a(P)]



UN ASPECT DU CALCUL TENSORIEL. 43

montre que « doit étre symétrique par rapport 2 P et Q. Supposant
cette condition remplie, nous pouvons intégrer fonctionnellement
par le procédé indiqué plus haut :

U=C +f 2(P)a(P, QAz(Q)dr = C + ~a(P, Q)z(P)a(Q).
A 2
On peut donc dire que la fonctionnelle

fna(P, Q)x(P) dp,

P

ol « est symétrique en P et Q, est la dérivée fonctionnelle
d 1
dz(P) 2 ‘/D‘pqa(P’ Q)z(P)x(Q) drpg.

La vérification est immédiate, elle fait intervenir explicitement la
symétrie de a.
II. On montre de méme que

L (P, Q, R)z(P)z(Q)d
2!./1;‘1 ( ) ( ) ( ) TPQ
est la dérivée fonctionnelle de

31 (P Q Ra(P)a(Q)w(R) dan

a condition que « soit symétrique par rapport aux trois indices.

Remarque. — En théorie des fonctions ordinaires, le méme rai-
sonnement permet de trouver la fonction U dont la différentielle

Pdz +Qdy + Rdsz

est donnée. P, Q, R sont trois fonctions de x, y, s supposées véri-
fiant les conditions d’intégrabilité. On peut calculer U comme plus
haut

U(z, y, 3)=C~+ 2P +yQ+R,
a condition de poser
8 =fip(m, Ay, 15)dX,
[}
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Nous supposons naturellement que l'intégration est possible, et en
particulier que les fonctions restent définies sur le chemin d’inté-
gration. L'intégration a lieu par rapport a A, les variables z, y, 5 res-
tant constantes dans ce calcul. Comme exemple prenons zdz+y dy
ou ydz + xzdy qui sont des différentielles connues. La méthode
précédente donne pour la premicre ’

! 1
L =f (rz.zdh+ry.y d)\)=(w2+_y‘2)f rdh = -;'(w‘l-l—-.y*),
¢ 1]
et pour la seconde
! 1
U =f O .xdi4rr.ydh =$},f D dh =y,
[ o

Ce procédé donne la fonction dont on connait la différentielle au
moyen d’une scule intégration, théoriquement, tandis que, dans le
cas de » variables, n intégrations successives sont nécessaires dans
la méthode habituelle.

La méthode précédente s’étend sans difficulté au cas de l'inté-
gration des équations aux différentielles totales implicites. Le nombre
des variables peut étre quelconque. Soit, par exemple a déterminer
une fonction z(z, ») définie par la condition

Pdz+Qdy+Rdz=o.

P, Q, R sont trois fonctions données de z, y, 3, vérifiant la condi-
tion d’intégrabilité
P(R) —Q3)+ Q(P; —Ry) +~ R(Q,— P}) =o.
Comme nous avons,

(x5)
z(, ) =3(0, 0) +f dz,
[}

prenons pour chemin d’intégration la droite joignant l'origine
au point z, y. z et y €4lant provisoirement fixes, les coordonnées
d’un point du chemin d’intégration sont alors Az, A1y (o =1 < 1), et
sur ce trajet nous avons

P(hx, Ly, o) xdh + Q(dz, 2y, ¢)y dh+ R0z, Ly, 9)dp =o.

Nous avons désigné¢ par o(2) la valeur de la fonction z(Az, 1y)
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pour insister sur le fait que z et )" sont constants dans I'intégration.
Nous sommes ramenés a l'intégration de I'équation difiérentielle
ci-dessus, ou plus exactement a la recherche de sa solution qui est
nulle pour 7 = o. Si, ensuite. dans la fonction ¢ () obtlenue, nous
formons ¢(1), nous trouvons la fonction z(z, ¥) qui satisfait au
premier probléme posé.

On notera que la méthode ne comporte qu’une seule intégration
d'équation différentielle, ce ui n'est pas le cas pour les méthodes
usuelles.

5. Intégrale extérieure.

La formule qui permet de passer d'unc intégrale curviligne 4 une
intégrale double définit une dcérivation extérieure : a la forme
linéaire up d2® on fait correspondre la forme bilindaire

I
5P dar® drQ.

On peut de méme passer d'une intégrale d’ordre n a unc intégrale
d’ordre n — 1. Nous allons nous occuper du probléme inverse, pas-
sage de certaines intégrales doubles a I'intégrale simple correspon-
dante.

Soit l'intégrale double ¢tendue a une portion X de variété a deux
dimensions, limitée par une courbe G fermée,

I= ﬂ upg dx® d.el.
p

Nous supposons que la condition d’intégrabilité est vérifiée

Jugn dupp dopy o

T2r T 9x T Grk
L’intégrale précédente dépend du contour sculement el non de la
variété & deux dimensions qui contient X. Nous nous proposons de
trouver l'intégrale curviligne, étendue au contour G, qui prend la
méme valeur que l'intégrale double. Nous admettons que la fonction-
nelle up, est sans singularité pour le point O et la portion de cone de
Pespace situé cntre l'origine et la courbe directrice G. Comme
I'intégrale double ne dépend que du contour, prenons comme sur-
face X d’intégration double le cone de sommet O et de directrice G,

MEMORIAL DIS SC. MATH. — Ne° 130, 4
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limité & O et C. Représentons paramétriquement la courbe C et
soient z* (¢) les coordonnées d’un de ses points. Un point du cone a

pour coordonnées EF = 12" (¢), et EF est une fonction de 2 et ¢. Nous
avons & évaluer

1=£u»o<>-s)ds*’d50;

Or nous savons que

OIS
2% (¢t h —
P £Q dt
dtP di9= DA% &) e = d). dt.
D()H t) .Z‘Q(t) }\de
ar
Il résulte de ceci que
P dz? P dc?
! -7 R
1=f f'AupQ[)\x(t)] ) dt =f iipg dt,
A=ovC zQ ZaLQ- ¢ zQ M
dt dt

1
ipg =f upg(z)h dh.
[

C’est-a-dire qu’en posant
vp= (ugp— tpg)x9,

Vintégrale proposée est encore la circulation du vecteur ¢p le long
de C:
I= f vp daP.
C

Remarque. — Dans l'espace a trois dimensions, des considéra-
tions tout a fait analogues permettent de transformer Dintégrale
double

1= ”dedz+dedx+Rdxdy
dans le cas ou
LI IR _
oz Tady Tz *
car on a

1
_ . dz dy
1_£=0f0x2 [P(xx, ry, A,)(\ym —s2 ]dl dt.

On trouve en définitive

1= [ rE—5Q)az,
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lorsqu’on a effectu¢ les intégrations en A dans les formules suivantes :
_ 1
P=f POhx, by, hz)hdl,
0

Dans le cas de n dimnensions, si les fonctions P;; vérifient les
conditions d’intégrabilité, I'intégrale double

t= [Py dotdor

devient une intégrale curviligne

I=fQidmlv

Q= [ A[Py(Az)— Pji(Aa)] d).
[}

o

ot 'on a posé :

Soit encore, pour montrer que le procédé est bien général, I'inte-
grale triple

= ﬂ uron(£) 4 Y,

pour laquelle les conditions d’intégrabilités sont supposées vérifiées.

Cette intégrale ne dépend que de la variété fermée V, qui limite la
variété V; ou est calculée I'intégrale ci-dessus, et non de la forme de
la V,. Supposons que la V, soit représentée paramétriquement en
fonction de ¢;. ¢». Pour suivre la méthode antérieurement exposée,
prenons comme variété V, le cone de sommet O et de base V. Il est
représenté paramétriquement par les équations

EP= )-.‘Z‘P(tj, t-g),
etlon a
dEP 50 Tt = 3.2

0 (l)\ dtidti,

ga 00
f)tl ()tl

de sorte que l'intégrale proposée a la valeur suivante :

(29, xR 1

ﬂ 7 iipgn 22 ) gy ar,, ﬂm=[ 2 upgr(h ) A,
V, D(tl, 12) /g

que l'on peut représenter comme le flux du tenseur deux fois

covariant :
vor = 2P WpQr-
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6. Le tenseur de Riemann-Christoffel.

Considérons un vecteur contravariant z? astreint & subir constam-
ment un déplacement parallele dans 'espace :

du® + I‘QR ul dx® = o.

Soit un contour G infiniment petit issu du point el y aboutissant.
Nous nous proposons d’évaluer la variation du vecteur u® qui se¢
déplace parallelement, quand son origine décrit la courbe C. Cette
variation a la valeur suivante :

fdu“:—fl‘gk 1 dz®.
c ¢

Transformons le second membre en intégrale double :

fdu"-——— ﬂ [,)xu(rQb” ) — )'L-s(l uQ)]dedJ,‘S
1 s Ilie p Ju? o Ju? )
_'Eﬂs [( 9z IS (FQS,) R — Fon s ) | ot ™.

Nous transformons I'ensemble des deux derniers termes en utilisant
I'hypothése du déplacement parallele ct en la précisant : nous sup-
posons qu’il existe une distribulion de vecteurs contravariants,
non seulement le long de G, mais dans toute I'aire S. Dans ces con-
ditions la relation différentielle initiale peut étre remplacée par les
équations fonctionnelles suivantes :

JuP
;)-z'—l{' -+ I‘SR u=o.

Nous avons donc pour 'ensemble des deux derniers termes la valeur
suivante :

— s Mg 0T + Ifp Tfs ¥ = (— I} Ofp + g I'ls ) 9,
aprés avoir ¢changé les deux indices Q et T. Nous avons alors :

f duP=— L ﬂ RFpps 19 do® dus,
¢ 2 s
en posant :

P dl dPP WP Al
Rlgrs = dx? d::;‘ — T UQu + ' Ts-
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Le premier membre de I'¢équation étant tensoriel, le second membre
doit avoir le méme caractére, les R sont donc les composantes d’un
tenseur, appel¢ tenseur de Riemann-Christoffel.

Pour un vecteur covariant, le déplacement paralléle cst défini par
la relation

dop = + T8 v daR,

oit I'on note un changement de signe. Un calcul analogue au précédent
conduirait a la variation suivante :

f AP = ﬂ ROy v dz® dzS.
Jc 2Js

Une autre méthode consisterait a utiliser l'invariance du produit
scalaire u®¢p. Cette derniére méthode est valable pour un tenseur
d’ordre quelconque que I'on transporle parallélement. Par défini-

tion, un tenseur est transporté parallélement si sa différentielle absolue
est nulle.

CHAPITRE 1V.

GFEODESIQUES D'UNE VARIETE RIEMANNIENNE ET NOUVELLES VARIETES.

1. Géodésiques.

Une variété riemannienne est, par définition, connue par son
élément linéaire :

ds? = gpg dz? dxQ= ( ’ spg dal dz@ d‘CpQ) .

<'bipy

Soit une courbe joignant deux points fixes zo et 2y, sa longueur a
pour valeur I'intégrale suivante :

A dz? dz?
l:f \/f gpq-;%—- 7 drpg dt,
o Dpg

¢ étant le paramétre sur la courbe considérée.

Proposons-nous de rechercher la variation de cette intégrale quand
ou passe de la courbe précédente a une courbe variée, ayant mémes
extrémités. Les coordonnées d’un point de la courbe variée sont
notées z° + 8z°, 8z s’annulant aux deux extrémités. Nous supposons
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que le pfframetre ¢, sur toutes les courbes variées est I'arc s de la

courbe de départ. Nous avons donc I'identité suivante :

g ¥ LU=, xP=-a-s—.

La variation de longueur demandée vaut :

o .p - .0 @ 5 d
- ..ﬂ,: <ngQ ZP 20+ gpg 20 P 82P + gpg 2P P 8.::‘!> drpg

ds,

o 2 Vgeg T 22

ou, tenant compte de l'identité ci-dessus,
P

/
31=ff .i".iﬂf 98P0 5 & oo 50 2 5P 50 .
) bvu[ by 9k St den+ gvg & dssx &R dsBx dreq ds

Faisons alors une intégration par parties; il introduit, dans la
partie tout intégrée les dz® aux deux extrémités. Comme ils sont
nuls, il reste simplement :

dJ spd , 09 .
ol—f[ ;P 2Q gpq8w“—o.c"‘Ts(gprQ)—ona(gpQ.zP)]ds.

Effectuons les dérivations en s indiquées en remarquant que la
dérivation des gpq introduit leur dérivée fonctionnelle et la somma-
tion correspondante dans le domaine D.

i

5 :p z0 98P0 dé’»o

8l =[ [xl‘ B0 -2 dal— (gpo ot + i 30 m") 3P
(gPQ zP + ___ngQ zP x“) S.z'Q] ds.

Mettons 02" en facteur dans cetle intégrale triple, par un changement
d’indices muets :

(R T P

On voit s'introduire les symboles de Christoffel de premiére espece,
!
M=—2 f [Cpm &° 52+ gpn 2P] 2R ds.
0

Nous dirons que la courbe dont nous sommes parti est une



UN ASPECT DU CALCUL TENSORIEL. 51

géodésique, si cette variation de longueur est nulle quelle que soit la
courbe variée. L’intégrale précédente doit étre nulle quelle que soit
la variation 8z®, un raisonnement classique du Calcul des variations,
montre qu'il est pour cela nécessaire et suffisant que le coefficient de
dz® soit nul :

&rR &P + 'pgr P 2Q=o.

Multiplions les deux membres par g™ et intégrons dans Dy :
M4 gRM [y g 2P 20 = o;
nous introduisons ainsi les symboles de Christoffel de seconde

espece :

@M+ TP 4P #2= o.

Telle est I'équation des géodésiques. C’est bien la méme qu’en Calcul
tensoriel habituel.

Pour une courbe dont la tangente se déplace parallelement,
du® 4T}y u® dz® = o. L’arc étant le parametre ici u*= 2",

dz¥+ T 2 dr = o.

C’est 'équation que nous venons de trouver. Il y a identité, dans un
espace de Riemann, entre les courbes de longueur extrémum et les
courbes dont la tangente se déplace parallelement.

2. « Surfaces » de l'espace &.

Etant donnée une fonctionnelle f(z), appelons « surface » & une
dimension ’ensemble des fonctions z, ou de leurs points représen-
tatifs, ot cette fonctionnelle est nulle. Une telle surface posséde une
normale, c’est le gradient fonctionnel de f. En effet, en chaque point
de cette variété, ce vecteur est bien orthogonal & tous les déplacements
dz sur la surface, car f étant nulle par hypothése, sa différentielle
est nulle, ce qui s’exprime par

‘—;%; ozP = o.
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ce point. C’est la propriété¢ bien connue des surfaces équipotentielles
relativement au gradient.

Appelons, de méme, surface a deux dimensions l'intersection de
deux surfaces & une dimension, c’est-i-dire 'ensemble des fonctions
qui annulent deux fonctionnelles f ct g. Tous les déplacements élé-
mentaires sur celte variété, & partir d’un point z donné sont ortho-
gonaux aux deux vecteurs gradf et gradg, donc a la variété linéaire
quils définissent. On congoit de méme des surfacesa 3, 4,...
dimensions.

3. Variétés W et W.

L'espace & contient d'autres variétés que les variétés a 1, 2, 3’, e
dimensions et les surfaces a 1, 2, 3. ... dimensions. Considérons en
effet une fonction z, qui en dehors du point P, dépend d’un arbi-
traire plus grand que celui dd a la présence d'un, deux,... paramétres.
Ceci peut étre réalisé si # est fonctionnelle d’une autre fonction ¢
dc¢pendant du point A variant dans un domaine A, ou si z est unc
fonctionnelle de plusieurs telles fonctions. Ainsi les solutions d’unc
équation aux dérivées partielles du premier ordre a n variables.
dépendent, en principe, d’une fonction arbitraire a n-1 variables.
Nous dirons que I'ensemble de ces fonctions forme une variété W.

Supposons encore, pour montrer 'intérét des variétés W que nous
allons définir, que W représente I'ensemble des solutions d’une
certaine équation aux dérivées partielles. Appelons W l’ensemble
des fonclions qui satisfont & certaines conditions particuliéres :
conditions de contour, conditions initiales, conditions de régularité.
11 nous est maintenant possible d'employer un langage géométrique
simple, pour cxprimer certains résultats d’analyse. On sait I'impor-
tance de cerlains théorémes d’cxistence pour les équations différen-
tielles ou aux dérivées partielles. Ces théorémes indiquent que si
certaines conditions sont remplies, ce qui pour nous équivaut &
définiv une variété W, il existe une solution et une seule de 1'équa-
tion proposée. Géométriquement, on affirme ue les deux variétés W
ct W ont un seul point commun.

4. Géodésiques des variétés W.

Nous avons appelé variété W le licu d’un point z dont la position
dépend d'une ou de plusieurs fonctions arbitraires portant sur des
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variables en nombre moindre que celles dont dépend le point x le
plus général de I'espace &. Tel est I'ensemble des solutions d'une
équation aux dérivées partielles.

Nous considérons z° comme une fonctionnelle de ¢, le point &
variant dans le domaine A ou 4A,, de masse elementaire de ou do,.
Comme la distance de deux points voisins de & est

dst = f &rg da® durQ drpg,
Deg

cela implique la connaissance de la distance de deux points voisins
sur W. Pour calculer cetie derniere, nous avons besoin de connaitre
les différentielles dz®, d2®. Nous aurons leur valeur en admettant
quc les fonctionnelles 2 (#') possédent des dérivées fonctionnelles :

P
d.t":f %‘%—dﬂ do, .
A,

On aura donc le ds? suivant pour la variéi¢ W :

dst= f gl dtt ds,y,
A,A

ou 'on a posé
_ daP JaQ d=
T = e O CE £rQ 4Tre-

On constate que cc ds? a la méme forme que celui d'un espace &
attaché au domaine D, ot sont définics les fonctions 2”.

Supposons maintenant que la position de x dépende de plusieurs
fonctions %, ¢+, ... respectivement définies dans les domaines 4, ,
4, ..., la méme maniére de proceder conduil aux différentielles

P
dxP =2f %‘-;—dt'ndo,, (¢e=1,2, .. ,n)
4 '
1] L

Nous avons alors le ds? de la variété W considerée :

ds? = A Vi At dttdm (i, k=1,2, ..., n)
Lk )‘xp'k
ou l'on a posé

. dxP dx d
T = 8PQ 5, ope 4TPQ
Dpq

La fonctionnelle v dépend des fonctions ¢ des points 4,, A, variant
dans les domaines A;, A (¢, k=1,2, ..., 7).
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CHAPITRE V.

MECANIQUE ANALYTIQUE.

Le point de départ le plus sar et aussi le plus commode en
Mécanique est le principe du travail virtuel. Il s’énonce ainsi : dans
tout déplacement virtuel d'un systéme matériel, la somme des
travaux de toutes les forces (extérieures, intérieures, ou de contact)
et du travail des forces d'inertie est égal & zéro. Cet énoncé est
trés simple, et la véritable difficulté réside dans les définitions qu’il
implique.

Nous laissons de coté la définition du travail des forces extérieures,
intérieures et de¢ contact, et nous désignons par 6% la somme des
travaux de toutes ces forces dans un déplacement virtuel que nous
allons préciser. Atitachons a chaque point matériel P du systéme

considéré un vecteur 3D appelé déplaccment virtuel. La continuité
de ce vecteur n’est pas requise pour le systéme total, mais pour des
domaines partiels dont ’ensemble représente le systéme donné, de
maniére que le déplacement virtuel particulier que nous utiliserons
bientot lors de morcellements successifs, soit toujours bien défini.

1. L'Intégrale d’Hamilton.

Travail des forces d’inertie. — Nous définirons ce travail par une
limite, au sens du Calcul intégral. Nous commengons par morceler
le systéme proposé de maniere que dans chaque partie I'accélération
varie peu autour d’une valeur moyenne, ainsi que le déplacement
virtuel précédemment considéré. (I n’est pas évident qu'il n'existe
physiquement que des systtmes matériels pour lesquels cette hypo-
thése sur les accélérations soit vérifiée.) Choisissons arbitrairement
un point P a Pintérieur du petit domaine considéré, ou sur sa fron-
tiere, et convenons d’attribuer a tous ses points le déplacement
virtuel du point P, et I'accélération du point P. Si m est la masse de
ce morceau du systeéme, le travail des forces d’inertie sera représenté

>z . .
par -—— m ¥ 3P, sans lui étre égal. Pour le systeme matériel global, nous
ferons par définition la somme des lermes analogues. Nous imaginons
ensuite un partage des morceaux précédents en morceaux plus petits,
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ce qui donne un nouveau découpage, el une nouvelle valeur provi-
soire du travail des forces d’inertie. Or, d’aprés les resultats connus
sur la définition de l'intégrale, ces valeurs provisoires successives
possédent une limite quand le nombre des morceaux augmente inde-
finiment, chacun d’eux tendant vers zéro dans toutes ses dimensions.
De plus cette limite est indépendante du mode de découpage initial.
Cette limite, qui est la valeur cherchée du travail des forces d’inertie,
est la somme d'intégrales de volumes, de surfaces ou de lignes, et
peut comprendre aussi des lermes relatifs a des points isolés du
systeme.

Notons que le déplacement virtuel considéré est trés général, il ne
conserve pas forcément les contacts des solides, ni la cohésion ou
I'impénétrabilité des diverses parlics.

Désignons par 8%, le travail des forces d’inertic. Conformément &
Pusage, et faute d’une notation simple meilleure, nous Pécrirons

encore
>
8'26,:2 — m?BP.

Cette facon d’écrire rappelle le morcellement utilisé dans la défini-
tion, alors qu’en réalité, c’est de la limite qu'il s’agit.
Le principe du travail virtuel nous permet d’écrire a chaque

instant :
3% + 8%, =o.

Avec Hamilton intégrons cette relation entre deux instants donnés £,
et &y

t
f (3% + 5B,) dt = o.
t

Nous conservons tel quel le premier terme de cette intégrale et nous
allons modifier le second en introduisant la vitesse du point P :

" N
ﬁ z—m Fr 3P dt.

Effectuons une intégration par parties, il devient

> s 4 >d >
["2'""3"],,"'I PRS- LTS

Comme le déplacement virtuel, par hypothése, a lieu a temps
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. d .
1 ?
constant, et que l'opération i effectue quand le temps varie, on

peut échanger la dérivation ﬂ% et la différentiation 9 :

>
— =38\,

Le terme a intégrer prend une forme intéressante lorsqu’on introduit
la force vive du systéme
2T =2 m\2,

En définitive, le travail des forces d’inertie du systéme, intégré
entre les deux instants ¢, et ¢, a la valeur suivante :

A N
8T dt + [2— mvV sp]j:.

On fait généralement I’hypothese suivante que nous utiliserons encore
plus tard : le déplacement virtuel du sysiéme est supposé nul aux
deux instants Z, et Z;. La partie intégrée est donc nulle et le principe
du travail virtuel nous conduit a la forme intégrale d’Hamilton

lo
|

{
(38 +8T)dt =0
13

qui est propice & l'introduction des parameétres de Lagrange et a celle
des fonctions-parametres.

2. Fonctions-paramétres.

Nous supposons que chaque élément matériel du systéme proposé
peut étre caractérisé par un point P (ou trois coordonnées &, n, §)
qui décrit un domaine D que nous notons aussi Dp. Ce point P est,
par exemple, la position de I’élément matéricl considéré, dans la
position initiale, ou dans la position de repos. Il peut arriver que
plusieurs domaines D,, D,, ... soient nécessaires ou simplement
utiles pour représenter commodément la position des points du
systeme.

Nous admettons qu'il existe un certain nombre de fonctions ¢y
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définies dans les domaines Dy, D, .. ., indépendantes, telles qu'elles
permettent, avant toute considération dynamique, de déterminer en
fonction du temps la position de tout point du systéme. -Ainsi, pour
un fil inextensible situé dans le plan £Oy, dont Uorigine O est une
extrémité, les coordonnées rectangulaires du point d’abscisse curvi-
ligne s s’expriment ainsi, grace a4 la fonction-parameétre (s, ¢)
(fonction arbitraire) qui géométriquement, représente I'angle que
fait O z avec la tangente au fil :

z‘=f coso(7, 1) ds, _1"=f sing (s, t) ds.
o )

D’une fagon générale, les coordonnées d'un point du systeme sont
des fonctionnelles des fonctions-parametres et dépendent encore du
point P attach¢ a I'élément matériel considéré. (Dans I'exemple
ci-dessus, le point P est caractérisé par le nombre s.) Grice a cette
représentation analytique du systéme matériel, on peut déterminer
la vitesse de chaque point. Avec Lagrange, nous considérons que
cette vitesse, ainsi que la force vive qu’elle permet de calculer, est
une fonctionnelle des ¢ et de leurs dérivées ¢ par rapport au temps,
et aussi une fonction, au sens habituel, du temps. Nous admettons
aussi que la force vive posstde des dérivées fonctionnelles par
rapport aux ¢ et aux %. Dans ces conditions, il est possible d’évaluer
le terme 8T qui figure dans lintégrale d’Hamilton. Puisque cette
différentiation se fail & lemps conslant, nous avons :

oT_ZJ ("T ‘) ->d1p

Une intégration par partics permet.de transtormer le dernier lerme
et d'¢liminer 63 :

[
f —a’ lt._[ 72 J f/ddTocpdrdt

La partie tout intégrée est nulle puisque nous avons anlérieurement
admis que le déplacement virtuel, ici défini par les dg, est nul aux
instants ¢, et ¢;. En définitive, I'intégrale suivante

b JT oT
72 . ) 30 dr dt
fo( dtd?+d?+Q‘)?1
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doit étre nulle, quels que soit les 8¢ qui sont indépendants par
hypothése. Un raisonnement classique du Calcul des variations
montre que tous les coefficients de la forme linéaire en d¢, supposde
réduite, doivent éire nuls. C’est une condition nécessaire et suffisante.

d JT JT

o5 dn W
On obtient formellement les ¢équations de Lagrange habituelles, mais
il y figure des dérivées fonctionnelles au lieu de dérivées ordinaires.
Pour conserver aux équations de Lagrange leur allure habituelle,
nous avons supposé¢ que le travail virtuel des forces intérieures,
extérieures ou de contact a préalablement 6té mis sous la forme

~ — N\ ~
% —21 AQ;, o9 dr.

Nous n’insistons pas ici sur le calcul de ce terme, ni sur les exten-
sions possibles des ¢quations précédentes aux cas ou les fonctions-
paraméires ne sont pas indépendantes, mais reliées par des conditions
plus ou moins simples.

3. Systémes A liaisons indépendantes du temps.

Considérons pour commencer un systéme matériel dontla position
dépend de n parameétres g; mais non explicitement du temps. Ce
sysiéme posseéde une force vive 2T qui est une forme quadratique
homogene

dagl
2T = ag gk <(;:= 7%)

et 'on désigne par
8% = Qi 8¢*

le travail virtuel des forces extérieures. Explicitons les équations de
Lagrange :
T JT

. aJ
oF = s g =

i
qk

5

gt/

N |-
Y

et, par suite, en effectuant les dérivations :

" oak 1 da;;\ ., .
ag+ (G =3 Gt ) 119/ = Qe
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Or les coefficients a; de la force vive sont symétriques par rapport
aux indices / et k; de sorte que nous pouvons désigner par
le coefficient de gig/. M désigne la masse totale du systeme matériel,
elle est introduite pour des raisons d’homogénéité. Les Iy, sont
symétriques par rapport aux indices ¢ et j. On peut donc les utiliser
pour définir un déplacement parallele dans l'espace des g*. Il peut
etre utile d’introduire une métrique, telle que le carré de la distance
des deux points voisins définis par les paramétres g* et gt dg* soit
définie par la relation

M(ds)*= ay dgt dgk.

Il nous est possible maintenant d’introduirc les symboles de
Christoffel de seconde espece, c'est-i-dire possédant un indice
supérieur. Il suffit, en effet, de multiplier la k'*° équation - de
Lagrange par a**, défini par les relations suivantes

ik Gtk —8”:{ o siiz#h,
1 si i=h,
pour obtenir
alk ag i+ Mahk Ty §ig) = alk Qg
puis,
M(gh+Thgigi)=Q+ (h=1,2,...,n)

gréce a introduction des composantes contravariantes de la force.
Ces formules ont I'avantage d’étre résolues par rapport aux dérivées
secondes g".

Elles préscntent encore un autre intérél. Désignons par uh=gh
la composante contravariante de la vitesse du systéme. Grice a
introduction d’une métrique dans l'espace des g*, nous pouvons
définir unc dérivée covariante, el nous savons calculer

h h
Dult_ gu® + Ttu.
Dql dql
Au sens de la dérivation covariante, nous pouvons évaluer la
dérivée de la vitesse par rapport au temps :

Du® _ Dut . duh

By = Par ' = g 1!+ ThW ' =44+ T -
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SiTon compare avec la derniere forme de I'équation de Lagrange. on
voit que I'on a la relation

Dyt
M DF

= Q#h = = 04,
D =Q ou M 7 Q

Elle s’interpréte en disant que la dérivee par rapport au temps (déri-
valion covariante) du vecleur quantite de mouvement, Mg, est égale
a la force extéricure. Dans cet ¢noncé, conformément a I'usage. on
imagine que le systeéme matériel est remplace par un point fictif de
masse M defini par les parameétres ¢/ sur une varieté riemannienne
dont le carré de 1'élément linéaire est donné par

M ds2 = a,;, dqt dgt,

ce point ctant soumis a une force exterieure dont Qy est la compo-
sante covariante. L'énonce relatif a la vitesse a 616 démontré avec les
composanles contravarianles de la vitesse et de la force, mais il reste
valable avec les composantes covariantes de la vitesse et de la force,
comme on le voit en multipliant les deux membres de la derniére
relation par a:x, et en se rappelant que ces cocfficients peuvent
pénétrer sous le signe derivation covariante comme de simples
conslantes.

On développe les meémes calculs pour un systéme materiel dont la
position dépend de r fonctions-paramdtres o, et non explicitement
du temps. Il existe une force vive qui est une forme quadratique
homogeéne par rapport aux 9, :

2T =2f ai{i‘é‘cpﬁ,:pﬂ drpg= aﬁ'd‘(};}?&ﬁ (myn=1,2,...,7)

mon e

En consequence, nous introduisons la variété riemannienne dont le
carré de I'élement linéaire a pour valeur

I »
(ds )') = T\i ag’,(; d?}n. d?g

M désignant encore la masse totale. Les petites lettres sont des
indices entiers variant de 1 a r, ct caractérisant les r fonctions-
parametres dont dépend le systéme matériel, tandis que les majuscules
conservent le sens que nous leur avons attribué jusqu’ici. On sail
qu'il est commode, au point de vue langage, de dire qu'un espace a
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m + n dimensions est le produit de deux espaces a m et n dimen-
sions, dans certaines conditions; nous dirons ici de méme que
Pespace des fonctions-paramétres est le produit de r espaces tels que
lespace & que nous avons étudié précédemment. Nous avons deux
especes d’indices muets, ceux qui sont tels que m et qui corres-
pondent & une somme de r termes, et ceux qui sont tels que P qui
correspondent & une intégration dans un certain domaine D,. Nous
supposons encore que l'on a évalué un travail virtuel des forces
extérieures :

36 = Ql’f 8?‘{.

Dans ces conditions le développement des équations de Lagrange
s'opére comme plus haut, aprés introduction des symboles de
Christoffel :

1 (daly  dagh  dap) s RS
rpQ,rR=—<——-+——-—-—— [ I'pg = a;5 Tpo.
2\ 9%, 9§ o9} e
On parvient ainsi aux équations suivantes qui ont la méme forme que
dans le cas des syst®mes matériels & n parametres :
e .

Nous notons que la condition nécessaire et suffisante pour que le
point figuratif du systéme décrive une géodésique de 'espace des ¢ est
que la force extérieure soit identiquement nulle. Il s’ensuit que la
force vive 2T est indépendante du temps. En effet, sila force exté-
rieure est nulle, le vecteur vitesse se déplace parallelement et sa
longueur est constante. Il en résulte que son origine décrit une
géodésique de I'espace. La réciproque est immédiate.

CHAPITRE VI.

REMARQUES AU SUJET DE L’'EQUATION INTEGRALE,

a?= [ afXeds,
Do

1. Nous pouvons, sans grand inconvénient, nous borner, pour la
simplicité de D'écriture, au cas ou les points P et Q décrivent le

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne° 130, 5
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segment de I'axc des z situé entre les points d’abscisses @ et b. En
modifiant les notations, nous voulons étudier I'équation intégrale

b
s =f K@ /@) s, (1)

ou le noyau K est donné ainsi que la fonction g; f() est la fonction
inconnue. Sur des exemples trés simples nous allons nous rendre
compte des diverses possibilités.

Supposons pour commencer que K soit le produit d’une fonction
de 2 par une fonction de y :

K(z,7)=9¢(2)¢(»)

Supposons pour un instant que la fonction f(z) soit donnée, mais
quelconque, on trouve, grice a la relation intégrale, que g(y)=A4(y),
nécessairement. La constante

b
A= o(e)f(a)ds

est une fonctionnelle de f. Si la fonction g n’est pas de la forme A ¢,
le probléme de la détermination de f conduit donc & une impossi-
bilité; tandis que si g est de la forme Ay, la fonction f(z) est trés
largement indéterminée. En effet, F () étant une fonction arbitraire,
recherchons f de la forme f=F + C, C étant une constante conve-
nable. On trouve la relation suivante pour déterminer C :

b
A —f «(2)F(2)dz
C= a )

qu;(w) dz

a condition que le dénominateur ne soit pas nul.

2. D’une manidre plus générale, supposons que K soit la somme
de produits de fonctions de z par des fonctions de y :

N
(2, 7) =X, o#(@)¥x(y)-

k=1

(*) Au sujet de cette équation intégrale linéaire, de premiére espéce, on pourra
consulter la Théorie générale des Fonctionnelles de Volterra et Pérés, p. 308.
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On trouve alors que

N
£ =, Arda(»),
k=1

avec

3
A =f ek(x) f(x)dx.

Si la fonction donnée g(y) n’est pas une combinaison linéaire des
fonctions ;(y), il est impossible de trouver des fonctions f(z);
tandis que si g(y) est une combinaison lincaire des $y(y), le
probléme est trés largement indéterminé.

3. Un cas ou il existe une solution unique, pour des fonctions se
comportant convenablement aux extrémités de l'intervalle, est celui
de I’équation de Laplace

£0) =f-f(x)e—1:v'dx,

ol le domaine d’intégration D est le demi-axe positif Oz; le noyau
vaut ¢=*7. On sait que cette équation est résolue par

C~+1o
f@)=— 8(y)em dy,
C—1ln
sous la forme ou I’on donne habituellement la solution. Il se présente
quelques différences avec nos désignations des domaines Dy et Dy qui
sont différents pour I’équation de Laplace et sa résolvante; mais c’est
un point secondaire.

4. 1l faut s’attendre a ce que, dans le cas de la solution unique en
f(z), Pensemble des fonctions f(z) ou g(y) ne remplisse pas
Pespace total de ces fonctions, mais définisse un espace particulier &.
Ainsi, pour r dimensions, les transformations linéaires de l'espace
vectoriel, & un certain point de vue transforment I'espace &, en lui-
méme. On sait fort bien qu’il existe d’autres points ou d’autres
vecteurs que ceux qui sont contenus dans &;.

Pour avoir un exemple qui se rapproche davantage de nos considé-
rations, prenons un ensemble infini de fonctions f,(z). Nous les
supposons orthogonales et normées :

b 5
ff,{dx:x, ffnfmdw=o si nZm.
a a
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Ces fonctions dépendent d’un indice entier . On obtient un tel
ensemble a partir d’'un ensemble complet de fonctions et en suppri-
mant arbitrairement un nombre fini ou infini d’entre elles.

Considérons la variété linéaire de l'espace fonctionnel qui est
représentative des fonctions

J(@) = anfu(@),

ot les coefficients a, sont des constantes arbitraires mais donnant
un sens & la somme précédente. D*aprés sa définition, cette variété
est différente de 1'espace de toutes les fonctions, qui satisfont a des
conditions particuliéres de continuité que nous ne précisons pas.

5. Considérons maintenant un noyau K défini avec les fonctions
précédentes :

K(z, )= Y Cunfn(2)fn(y),

m n=1

et admettons que les fonctions f(z) de I'équation intégrale appar-
tiennent a I'espace & des fonctions f(x) précédentes. Nous avons
nécessairement pour la fonction g(y) la représcentation suivante :

+
8(y)= Z Contim fn(y).

m,n=1

Il en résulte que nécessairement g (y) appartient aussi a I'espace &.
Si cette condition est réalisée, c’est-a-dire si 'on a

£ =, bufn(y),

n=1

le probleme se ramene donc & trouver les coefficients @, de la fonction
inconnue f(x) & partir des relations

Nous laissons de coté ’étude de ce systéme linéaire d’une infinité
d’équations & une infinité d’inconnues, et nous nous bornons au casle
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plus simple, celui o le noyau est de la forme particuliére
K(z y)=2enfa(2) fa(¥)-
Nous avons a résoudre une infinité d’équations
b,=cnan

dont chacune ne posséde qu'une seule inconnue. La résolution est
simple et immédiate si ¢,5% 0. La correspondance entre fetgest
biunivoque, sous réserve de convergence des séries écrites.

6. Pour savoir si une fonction f appartient a l'espace & rencontré
ci-dessus, celui des fonctions Za, fn(z), on peut procéder comme
dans le cas des systtmes complets de fonctions. On forme @ prior:

Pintégrale
l=£b(j—2anfn)2dz

C’est une forme quadratique ordinaire par rapport aux variables a,
qui sont en nombre fini. Déterminons les @, par la condition que 1
soit minimum. On trouve que

1)
a,l=f Sffudx
a

lorsqu'on suppose les fonctions f, orthogonales et normées. On
constate que celte valeur de a, est indépendante du nombre N que
P'on peut faire augmenter indéfiniment. On obtient ainsi une infinité
de coefficients a@,. Si la série Za,f. que l'on obtient ainsi, est
convergente, on peut se demander si elle représente la fonction f
dont on est parti. Formons I'expression suivante :

j'b<f_-+i a,,f,,)zdx

1

que nous développons en tenant compte de la valeur des coefficients :

‘/“‘bf'ldz_-zz a,,j‘:hff"dz +2a’zl‘.j;"f,‘-: dw____./a“’f‘ldz—ia,’..
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Si I'on peut démontrer que pour la fonction f considérée on a la

relation
+» b
2 a?y =f ,f’ d‘z,
1 a ’

on peut affirmer que
b
[U-SerYame
et on dit que la série 2 a, f, est égale & f(z) presque partout.

7. Proposons-nous de résoudre 'équation intégrale
b
&) =f sin(z + y) f(z) d.

On peut se ramener & un probléme traité antérieurement car son
noyau sin(z + y) est la somme de produits de fonctions de z par
des fonctions de y. Il en résulte donc que I'on a impossibilité ou
indétermination et jamais une solution unique. Il est intéressant de
remarquer que si ’on dérive deux fois en y, on obtient

b
g”(;’):—f sin(z + ) f(x)dz.

Par suite, quelle que soit la fonction f(x) on a nécessairement
g0 +sg0)=o,

d’ot les mémes conclusions.

8. On peut généraliser ce mode de raisonnement en introduisant
des opérateurs linéaires Q(y, Y), ot y est la variablect Y 'opérateur

différentiel 5"- :
)y
+
@0, Y) =2 e () Y.
1

Cet opérateur linéaire peut étre appliqué aux deux membres de
I'équation intégrale

b
80N = [ Kz 1) f(@)ds,
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ce qui donne le résultat suivant

b
eg= [ H(a, y)f(2)dz,
avec .
H(z, 7) = 20y, V) K(, ).

Si l’on sait déterminer un opérateur linéaire Q tel que H soit nul (ou
seulement fonction de z, ce qui est sensiblement pareil), on aura
nécessairement Qg = o. Si la fonction donnée g(y) ne vérifie pas
une telle relation, il est impossible de trouver la fonction f(z).

9. Il existe des noyaux K pour lesquels il est impossible de trouver
un opérateur du type considéré plus haut qui 'annule, par exemple
K = e, En effet

Ynex) = xn e®) ,
+ o

Q(J/, Y) exry — EJYZ x" an ()’)'

n=1

Cette derniére expression ne peut étre identiquement nulle que si @,
est identiquement nul, ce qui est impossible si 5%0. La méme
circonstance se produit pour la transformation de Laplace.

10. Au premier chapitre nous avons admis que la solution de
Véquation

était
XQ = [3?, xP.

Nous avions été guidés par I'analogie avec les ¢qualions linéaires ou
par P'analogie avec I’Analyse tensorielle linéaire relative 4 un nombre
fini de dimensions. On peut encore faire un raisonnement grossier
qui peut fournir une valeur approchée de la solution de I'équation
intégrale

X(Q)=fn B(P, Q) z(P)drp.

Marquons N points P; dans le domaine D,, et supposons d’abord
connue la fonction z(P). Voici comment on pourrait calculer une
valeur approchée de la fonction X ( Q) en N points Q; que I'on choisit
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a priori. Nous partageons le domaine Dy en domaines partiels Aty
contenant le seul point P; de I'ensemble des points P;, et dont la
réunion représente Dp. Nous remplagons ensuite la relation intégrale

par la somme suivante :
Xj:Z ﬁ,-j.z'gAtl,
]

ou nous avons posé pour simplifier
zi=z(P:),  fii=8(Ps Q).

Les X; sont des nombres que I'on calcule par les formules précé-
dentes et que I'on attache aux points Q. Intuitivement on peut les
considérer comme des valeurs approchées des X(Q;). L'approxima-
tion sera meilleure si 'on augmente le nombre des points P ou Q
dans les domaines respectifs, et en les répartissant convenablement.

Inversement, si I'on suppose que les X soient donnés a partir des
valeurs de la fonction X(Q), le systeme linéaire fournit les z; sous
la seule réserve que le déterminant des (3;; n’est pas nul, et cela d’une
maniére unique. Comme précédemment l'approximation devient
meilleure en intercalant des points supplémentaires. L'étude algé-
brique de P'existence d’une limite pour la solution approchée ainsi
construite parait difficile, mais la méthode met en évidence un fait
intéressant. Si la solution existe, on aura unc valeur approchée par
la méthode indiquée, et cetlte solution se présente sous la forme

sulvante
L =2 Aijxh
j

quand on applique la régle de Cramer pour résoudre le systéme
d’équations linéaires, et qu'on développe ensuite suivant les éléments
de la colonne en X;. S'il était prouvé que les coefficients possedent
une limite, a la limite, les #; seraient bien de la forme intégrale
indiquée.

Il nc faut pas attacher une trop grosse importanee a celte maniére
de voir, car méme dans les cas d’lmposs1blhté ou d’indétermination,
elle permet de trouver une valeur approchée de la solution, qui
n’existe pas ou bien est indéterminée. Evidemment, dans étude de
la convergence du procédé, ces deux cas apparaitraient certainepent
pour éviter une conclusion aussi absurde,
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11. Soit la relation suivante qui sert de définition a la fonction g
g = | K(P, P) d=p.
£(Q) fn (P, Q)f(P)dw

Le noyau K est donné, de plus on suppose qu'il est symétrique en P
et Q. La fonctionnelle

T =5 [ KE Q/(P)/(Q)dwa

PQ
posséde unc dérivée dont la valeur cst précisément

97
IQ

Admettons que cette relation puisse étre résolue en f quand g est
connue. Transportant la valeur de f dans &, on obtient une nouvelle
fonctionnelle G de g. On peut établir que

J(P) = 52

Cest, théoriquement, la formule de résolution de I'équation intégrale
proposée. Les deux formes quadratiques & et G sont dites adjointes,
et se correspondent comme deux formes quadratiques adjointes &
n variables. Remarquons encore qu’une forme quadratique donnée
peut ne pas avoir de forme adjointe, cela correspond aux cas d’impos-
sibilité ou d’indétermination que nous avons systématiquement
éeartés.

8(Q)=

12. Admettant que l'¢quation
£(Q = [ «(P, QS (P s
De
se résolve par la formule
SR = [ B(Q, R) £(Q) dre,
.. DQ
nous devons avoir I'identité suivante pour toute fonction

f(R)=fn a(P, Q) B(Q, R) f(P) drpq.
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La premiere intégration a effectuer doit avoir lieu dans Dp. Admet-

tons que P'échange des intégrations soit possible, et désignons par
é(P, R) I'expression

3(P, R) = fn a(P, Q) B(Q, R)drq.

Si cette quantité possédait une signification, on aurait identiquement
pour toute fonction f :

J(R)= A (P, R)f(P)dxp.

Seule la valeur de la fonction f au point P =R doit entrer en
ligne de compte. Si l'on compare avec les notions intuitives du
Calcul symbolique, la fonction ¢ cst nulle pour P =R; et elle est
infinie pour P =R, cette derniére expression ayant un sens trés
précis, celui qui attribue une signification a la relation ci-dessus.
Dans le cas des fonctions d’'une seule variable, on peut intégrer la
fonction d. Elle posséde une primitive qui est I'échelon d’Heaviside.
Le cas de fonctions de plusieurs variables est plus compliqué, si
Pon désire intégrer la fonction &; mais en fait, c’est elle qui est
la clé du probléme, et non certaines de ses intégrales.

13. On peut éviter ’emploi de la fonction singuli¢re ¢ dans le cas
des fonctions d’une seule variable. Désignons par @(z, ) une primi-
tive de la fonction «(x, y) prise par rapport a la variable z. On
pourra donc écrire

b
s =) FEf(@)da.

Effectuons une intégration par parties,
b
50 = [z, Nf@NEE— [ 3@, 1)f (2) do.

Or la fonction a n’est déterminée qu'a une fonction additive 0(y)
pres. Montrons qu’on peut, en général, déterminer cette fonction de
facon & annuler la partie tout intégrée. On désire en effet que

[3(&, y) + 8IS (8) —[E(a, ) + U¥)] f(a) = o,

ce qui est toujours possible, si la fonction f est donnée, sauf si
f(a)=f(b), cas que nous excluons de notre §tude.
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Admettons alors que ce soit g la fonction donnée, ainsi que le
noyau «, la fonction f étant I'inconnue; supposons encore que la
solution de I'équation intégrale soit donnée par la formule suivante,
o B(y, z) est une fonction pas encore connue, mais qui, en principe,
ne dépend que du noyau x(z, y) et des limites d’intégration, mais
qui ne dépend pas de la fonction g(y) :

b
HORY ICRVIOLE

Remplacons dans cetie formule la fonction g(y) par la valeur que
donne la premiére relation intégrale :
b b

J@==[ [ ule, B0, 2)f (@) dody.

“a a

Admettant que ce soit possible, nous désignons par y la fonction
b
¥z, 3) = [ &(x )05 )b,
et nous faisons 'échange de 'ordre des intégrations :
b
1) =— [ x(z, 3)f (=) .

Cette identité par rapport & la fonction f(z) sera vérifice, en
particulier, si I'on choisit la fonction y de la maniére suivante :

sia<<e<z,

iz )= °
{(‘t’g)—lx si z<x<b.

Partageant alors l'intervalle d’intégration a, b en deux autres @, 5
et z, b, nous constatons que le premier intervalle donne zéro; pour
le deuxi¢me, nous avons

b
f@y=— [ f(@)de=1(z) = /(b).

C’est une identité en f & condition que f(b)=o.
En résumé, la fonction «(z,y) élant donnée, si l'on sait déter-
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miner la fonction 3(y, z) par I'équation intégrale

b .

_ _ f o sia<e<az,

fa a(z, y) By, 3)dy = 1 siz<z<b;
la relation

b
s@) = [ By, )8(r)dy

fournit la solution de I’équation intégrale proposée.
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