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LE CALCUL SYWBOLIQUE A DEUX VARIABLES
ET SES APPLICATIONS
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ET
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INTRODUCTION.

On trouve des essais de Calcul symbolique chez de nombreux
auteurs anciens. Sans parler des pressentiments de Leibnitz, des
tentatives de Lagrange ou Laplace, du Mémoire posthume d’Abel sur
les fonctions déterminantes, nous citerons avant tout, parce qu’ils
sont moins connus, les travaux de Brisson. Un Mémoire inséré au
XIV* Cahier de PEcole Polytechnique est bien trop formel et trop
général pour étre utilisable, mais les procédés du calcul opérationnel
Yy sont clairement en germe, et appliqués aux équations aux dérivées
partielles d’ordre quelconque & n variables. Brisson présenta aussi a
PAcadémie des Sciences des rapports que nous n’avons plus, mais
dont Cauchy comprit I'importance. On trouvera dans ses OEuvres [1]
une longue étude qui couvre déja le champ des applications modernes
du Calcul symbolique & n variables. On y trouve « Pexpansion-
théorem » avec le cas des racines égales, Pemploi de Pintégrale de
Fourier, des applications aux équations aux dérivées partielles
dordre quelconque, etc.
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Le xix® sigcle vit de nombreux essais de calcul opérationnel, et
souvent A plusieurs variables. On trouvera dans Stephens [2],
McLachlan [3], Pincherle [4] ou I'Encyclopédie des Sciences
mathématiques [5] une bibliographie abondante. On sait que
Heaviside a retrouvé pour son compte le calcul opérationnel et en a
tiré des résultats techniques exceptionnellement brillants, mais sans
justification autre que leur succds expérimental [6], tandis que
Carson, par I'emploi de la transformation de Laplace, donnait a cette
théorie la base solide qui lui manquait [ 7]. Il faut remarquer ici que
le calcul opérationnel de Heaviside, et le calcul symbolique de
Carson, ne se recouvrent que partiellement. S’il n’est pas douteux
que pour leur partie commune, le calcul de Carson ne soit nettement
préférable, (voir les réflexions d’ailleurs trop séveres de Doestch [8]),
reste que le calcul d’Heaviside est heaucoup plus large, utilise des
opérateurs ne relevant pas de la transformation de Laplace, et obtient
avec eux d’intéressants résultats [9].

Carson se limitait & une seule variable. L’idée a da naitre trés tot
de généraliser a plusieurs. Nous avons souligné les difficultés rencon-
trées [10]. Sauf une courte Note de Van der Pol et Nyssens [11]
(et qui traite d’un calcul simultané, c’est-a-dire de deux fonctions a
une variable, plutét que d’une fonction a deux) le premier essai de
transformation de Laplace a deux variables appliqué au calcul symbo-
lique nous semble la Note de M. P. Humbert en 1934 aux Comptes
rendus, suivie en 1936 d’un exposé plus étendu paru aux Annales de
la Société Scientifique de Bruxelles [12].

Des applications aux polynomes de Laguerre par Koschmieder[13]
et aux fonctions hypergéométiriques confluentes par Erdelyi [14]
précédérent la thése de Voelker [15] et les travaux de Picone [16]
principalement consacrés aux équations aux dérivées partielles. Le
travail fondamental pour assurer les bases nous semble le Mémoire
d’Amerio [ 17] auquel nous nous référerons souvent. Il utilise I'inté-
grale de Lebesgue, tandis que D. L. Bernstein a donné les principes
pour I'emploi de I'intégrale de Stieljes [18].

Depuis, Bose [19] a retrouvé de fagon indépendante, et complété
de nombreux résultats déja connus, y ajoutant de nouveaux théorémes.
Voelker et Doetsch ont publié une importante monographie [20];
aprés avoir repris sommairement, mais avec rigueur, les fondements,
ils exposent longuement la théorie des équations aux dérivées par-
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tielles, Leur livre contient une liste abondante de reégles opéra-
tionnelles et de correspondances qui en fait un outil trés précieux
pour les chercheurs et pour les techniciens.

M. Villat a exposé en Sorbonne, dans un cours qui sera sans doutle
polycopié, cette méme application aux équations, aux dérivées
partielles (et a 'hydrodynamique). Et M. Carstoiu a indiqué des
applications [21]. On trouvera dans la thése de M. P. Delerue [22]
de nombreuses correspondances nouvelles, et des applications variées
aux fonctions de type hypergéométrique et spécialement hyper-
besseliennes. I'o/r aussi dans Bremmer et Van der Pol [47], le
chapitre XVI.

Varma, généralisant la transformation de Laplace, a étudié la
correspondance

) =p [ (2p2)F Wem(2 po)f(@)da,

ot Wy, est la fonction de Whittaker. Si k=
retrouve l'intégrale de Laplace puisque

m=-+ on

1 I
I I

(2px)_%W_,‘_,=%(2px) = e—Px,
Bose a étendu a deux variables la correspondance de Varma en posant
0w =pa [ [ GpaY gy Wanpe)Wem(ae7)/ @,y dudy.
Les résult;ts qtl’il a obtenus donnent en y faisant

k=k’=m=ml=

P ]

des propriétés du calcul symbolique a deux variables.

Des chaines de transformations et des applications diverses ont été
obtenues par d’autres mathématiciens des Indes : MM. Mitra, Sharma,
Chakrabarty, Srivastava.

M"e Delavault utilisant des transformations qui sont de Laplace
pour une variable, de Fourier ou de Hénkel pour les autres variables,
a résolu deux problemes de la théorie de la chaleur.

Elle a posé

olu, v, w) =j0‘ne'-"‘ [ 2—:;f+mei("-"-‘+“’ﬂf(t, z, y)dz dy] dt,

ou

2w )= [ [ emaylu(or) iz y)dudy.
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Nous supposerons le lecteur au courant du calcul symbolique a
une variable. On pourra consulter le fascicule GV de ce Mémorial [ 23 ]
ou I'un des nombreux traités parus ces derniéres années [24].

CHAPITRE 1.

TRANSFORMATION DE LAPLACE A DEUX VARIABLES.

1. Définition. — La transformation de Laplace, déja utilisée par
Euler en 1737, fait correspondre a une fonction F(z) la nouvelle
fonction

9(p)= £[F(z)] =fwe—l’-‘F(s)ds.

L’extension formelle a deux (ou » variables) est évidemment immé-
diate. On posera

?(ps q)=fwf‘me—m—wF(s, t)ds dt
(Y 0
qu’on notera
o(p; 9) = L[F(z, ¥)]

11 pourrait méme sembler, a premiére vue, qu’il n’y a la aucune idée
nouvelle, une simple généralisation sans intérét, ne demandant que
des complications d’écriture. Contrairement & cette premiére impres-
sion, on verra que le calcul a deux variables est plus riche et plus
varié qu’a une seule : I'étude des quadriques n’est pas une simple
doublure de celle des coniques.

On sait bien d’ailleurs que tout ne va pas de soi quand on passe
d’une a plusieurs variables dans l'intégrale de Cauchy-Riemann.
Les conditions de validité, de continuité, le champ d’application, se
posent de facon trés différente.

2. Image de Carson. — Par analogie avec ce qu’a fait Carson dans
le cas d’une variable, nous modifierons légérement la définition
précédente et poserons

s py=pg [ [ ereatF(s, ndsa,
0 0
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ce qu’on écrit symboliquement
S, )<F(z, 7)
S (p, q) s'appelle 'image ; F (z, y) original.
Donnons quelques exemples :

a. I1 est d’abord évident que si I'on connait en calcul symbolique
a une variable (nous dirons : en GS,) les images :

Fi(2)>/1(p),
Fa(2)>/-(p)

I'image de F(x, y) =Fi(z)Fa(y) sera en calcul a deux variables
(nous dirons en CS,)

f(p, ) =I’fw""_”‘ Fi(s)ds qfw"’"” Fo(t)dt = f,(p)f+(q).

B. Tout spécialement

am __gm 11
C(t+m) T(1+n) = pm gn

(metn>—1).

¥- Cherchons a présent 'image de
_z-ayb

F(z,y)= T

L’intégrale
@ @© Sa tb
f(p, q)=Pq£ [ e~ps q‘mdsdt

se calcule directement avec le changement de variables

s
s+t=u, 7= V.
On trouve
zayb IF'(a+1DI'b+1)T(a+b+2—c) . . P—9q
(2+y) I'(a+b-+2)gb—<ps 2F’<c’a+l’a+b+2’ P )

La réponse ne semble pas symétrique en (p, a) et (g, b). La trans-
formation d’Euler suffit & montrer qu’elle I'est. Les conditions de
validité sonta >—1, b>—1, c<<a -+ b+ 2.

En particulier on a

1 ) _pq_LogZ.
x+y p—¢ p
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On passe immédiatement de la définition de Carson a celle de
Laplace, et Pimportance du choix de 'une ou de I'autre n’est pas
trés considérable.

Nous garderons plutét expression de Carson; c’est la plus usuelle
chez les électrotechniciens car elle conserve les notations et les
formules du calcul opérationnel d’Heaviside. Et de plus, a cause de
la correspondance

1 xmyll
c
prgr ~ T'(m—+1)T(n+1)

une fonction homogene de degré n en x et y, aura pour image une
fonction homogéne de méme degré}) et ;— Tout spécialement une

constante est sa propre image, et I'on pourra ajouter une méme
constante aux deux membres d’une égalité symbolique.

3. Notations. — Nous représentons ordinairement par z et y les
variables de l'original; par p et g celles de I'image; il n’y aura donc
aucune confusion & craindre entre 'image totale

S (P @)<F (=, y),
pour représenter

S q) =qu f e—Ps—qtF (s, t)dsdt
[1] [}

et les images partielles

fi(ps y)<F (2, ),
ou

Sz, g)<F(z, y),
o la transformation serait faite par rapport a une seule des variables ;
c’est-a-dire
Ji(ps 7) =pfne*P‘F(s, ¥)ds,
ou bien '

Fa, =g [ et F(a,0)de.

Pour qu'il n’y ait pas d’ambiguité, quand nous emploierons la
transformée de Laplace de la fonction F (z, y) nous la noterons ¢ (p, ¢);
quand il s’agira de 'image de Carson, elle sera notée f(p, ¢). S'ily
a plusieurs fonctions nous les appellerons F,(z, y) et leurs images
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seront fi(p, ¢). Quand nous devrons employer d’autres lettres, nous
préciserons chaque fois.

4. Remarques sur I’emploi de intégrale de Cauchy-Riemann. —
Définir 'image par une intégrale de Cauchy-Riemann souléve un
certain nombre de difficultés; certaines se rencontrent d¢ja en CS,.

A. Heaviside écrit quel que soit m

—m __z.n:_.
p T(1+m)

Or si m < —1, lintégrale correspondante diverge. En particulier
si m=—1, p serait 'image de ce que les physiciens appellent
aujourd’hui fonction impulsive, ou fonction de Dirac, et qu'Heaviside
considérait comme une sorte de dérivée de sa fonction-unité

U(z)=o0 si x <o et U(z)=1 si &> o.

Avec l'intégrale de Cauchy-Riemann ce concept estinacceptable.
On retrouve cette difficulté en CS, si 'on veut écrire pour tout m, n

wm.yn
FTG+m)T(a+n)

p—-m q—n C

B. La transformation de Laplace n’est pas une transformation
continue. Si I'on a, avec un parameétre «

S(p, )< F(z, )
on n’en déduit pas en général
lim f(p, «)< lim F(z, «).
o>y a>a,

Ceci équivaudrait & un passage  la limite sous le signe somme, et ce
passage est incorrect avec une intégrale de Cauchy. Et il faudra des
précautions pour dériver ou intégrer par rapport 4 un paramatre une
égalité symbolique.

On retrouve une difficulté analogue pour prendre terme a terme
Iimage d’une série.

C. Voici maintenant une difficulté qui n’existe pas en CS,.

- t
Si V'intégrale f e F(s)ds converge, 'intégrale f e F(s)ds
0 []
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est bornée quel que soit 2> 0. Ceci n’est plus exact pour les inté-
grales doubles, et pour édifier le Ss; la convergence simple de
l'intégrale ne suffira pas. Et nous serons amenés & supposer la conver-
gence absolue.
® ®
D’autant plus qu’une intégrale double f f e P9 F(s, t)dsdt
[}

0
non absolument convergente est une somme qui dépend de I'ordre
dans lequel on fait les sommations (et dépend donc des variables
choisies). Et cela entraine, vu surtout l'infinité du champ d’intégra-
tion, des difficultés sérieuses. Ainsi renverser I'ordre des intégrations
peut n’atre pas légitime; U'intégration double de Laplace peut exister
sans que les intégrales itérées existent. Ou, si I'on préfere, une
fonction peut avoir une image en x et y, el n’avoir pas pourtant
d’image en x pour certaines valeurs de y, ce qui empécherait de
prendre I'image en deux fois, d’abord par rapport &  puis par rapport
ay.
Par exemple l'intégrale double

qu f e_ps_qtahdt

existe; on a vu plus haut sa valeur 2L LogZ mais __n’a pas
pP—9q p Ly

d’image en z pour y = o.

5. Solution de certaines de ces difficultés. — A. Appel a !'inté-
grale de Stieltjes. — Si au lieu de l'intégrale de Cauchy on utilise
uneintégrale de Stieltjes, généralisant ainsi le procédé que Widder [24]
a utilisé systématiquement pour le calcul & une variable, on posera

fp-9) =qu f ers—9tdsd,H(s, t).
0 0
Si H(s, ¢) est deux fois dérivable, on aura
oH
dsd:B (5, t) = -——-dsdt F(s, t)dsdt

et 'on retrouvera une intégrale ordinaire. Mais si H(s, ¢) n’est pas
deux fois dérivable on aura une généralisation intéressante.

D. Bernstein I’a utilisée, et a donné les théorémes fondamentaux
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de cette transformation [18]. Ce procédé a d’abord lavantage de
justifier I'utilisation de la fonction de Dirac; si, pour nous borner a
une variable, H(z) est la fonction unité d’Heaviside U(z), I'image

pf“e-P-' dU(s)
0

existe et est égale & p. Nous avons donc ici une base rigoureuse pour
justifier 'emploi de la fonction de Dirac [qui d’ailleurs est impro-
prement appelée « fonction »; c’est en réalité une distribution].
Notons ici que la correspondance générale
zmyn
F(x+m)ra—+n)

P——ﬂl q——n C

peut se justifier, quels que soient m et n, de trois fagons; avec le
concept de dérivation fractionnaire [29]; avec celui de partie finie
d’intégrale [33]; avec celui de distribution [25]. On pourrait dire
aussi que la justification s’opére en changeant, dans la formule
d’intégration complexe que nous rappellerons plus loin, le chemin
sur lequel on intégre. McLachlan a longuement expliqué ce procédé
pour le CS, [3]. Mais 'utilisation de l'intégrale de Stieltjes présente
un autre avantage plus important pour le théoricien; si I'on prend
pour H(z, y) une fonction a sauts (constante par intervalles), on
trouvera pour f(p, ¢) une série double de Dirichlet dont la théorie
apparait ainsi comme un cas particulier des transformées de Laplace ;
et il arrive souvent que l'intégrale, convergeant dans un domaine
plus étendu que la série, en fournit le prolongement analytique.

B. Appel a Uintégrale de Lebesgue. — On a proposé aussi
d’utiliser I'intégrale de Lebesgue. Voici quelques raisons pour cela.
On peut passer a la limite sous le signe somme. Sil’on a

F(z, y,2)>f(p, ¢, ¢)

et si la fonction F(z, y, «) reste inférieure a une fonction H(z, y)
ayant elle-méme une image, I'existence de lim F(z, y, «) impliquera
o> 0
celle de son 1mage hm f(p, q, a).
De plus le théoréme de Fubini sur les intégrales itérées, et I'inver-
sion de l'ordre des intégrations, nous permettra d’affirmer que
I'existence de 'image de F(z, y) implique l'existence « presque
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partout » de l'intégrale itérée correspondante; cela veut dire qu’il
existera une fonction F,(z, y) équivalente a F(xz, y) et donc ayant
méme image, telle qu’'on obtienne cette image en prenant successi-
vement les images en z puis en y (ou inversement).

Rappelons qu’on appelle fonctions « équivalentes » deux fonctions
qui ne different que sur un ensemble de mesure nulle; si 'une est
intégrable au sens de Lebesgue, 'autre aussi; et les deux intégrales
sont égales.

C. Nous n’emploierons cependant dans ce fascicule ni l'intégrale
de Stieltjes, ni celle de Lebesgue. Le recours a ce type d’intégrale
s'imposerait si le CS, n’était souvent utilisé par des techniciens. Or,
comme le remarquait Giorgi, la physique ignore les fonctions définies
sur un ensemble de mesure nulle. Le mathématicien cherche les
conditions les plus larges de validité d’un théoréme, avec le minimum
d’hypotheses. Le physicien et le technicien ne s’inquittent guére de
savoir sil'on arétréci plus qu’il ne serait nécessaire les conditions de
départ. Il demande seulement que les hypotheses soient vérifiées pour
les fonctions qu'’il utilise d’ordinaire, ou en tout cas qu’on lui précise
un domaine o il sera sir d’opérer légitimement. L’intégrale de
Lebesgue lui semblerait une complication inutile.

D. Nous ferons donc dans cet exposé I'hypotheése suivante :
Nous supposerons l'intégrale

f f e—Ps—qtF (s, t)dsdt
o Yo

absolument convergente pour un couple de valeur (po, go).
On en déduit qu'il existera une constante M telle que

/4 m
POQof f e Ps—qt|F(s, t)|dsdt < M,
0 L]

pour tout / et m positifs.

Nous verrons qu’on peut alors obtenir I'image f(p, ¢) en prenant
successivement l'image en z puis en y, 4 condition que I'image
intermédiaire existe.

Une difficulté subsistera cependant; on ne pourra pas affirmer que
Pexistence de hm F(.z‘, ¥, &) implique celle de hm Sf(p, g, ). On

pourra seulement si on a constaté lexistence des deux limites,
affirmer que la seconde est 'image de la premitre.
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6. Linéarité de la transformation. — Si I'on a
filp, @)<Fu(z, y) (i=1,2)
on aura avec des constantés C; quelconques
Ci/1(p, @)+ Cafa(p; 9) < CiFi (2, ¥) + CsFa(2, 7).

On peut ajouter des égalités symbolique en nombre fini, et les
multiplier par des constantes. On est conduit a penser qu’il en résulte
qu'on peut intégrer ou différencier par rapport 4 un paramétre une
égalité symbolique; ou encore, ajoutant les égalités symboliques
correspondant & chaque terme d’une série convergente, prendre son
image terme a terme. Pour les raisons que nous avons indiquées il
n’en est pas ainsi dans le cas général.

Mais nous avons supposé qu’on pouvait prendre successivement
les images en z puis en y; les conditions connues pour le GS;
permettront de préciser pour le GS, des conditions suffisantes.

A. Intégration par rapport & un paramétre. — Le probléme
est facile ici avec nos hypothéses.

Soit F(z, y, 2)>f1(p, ¥, «)>f(p. g, «) en explicitant 'image
intermédiaire. 11 suffit d’appliquer aux deux égalités symboliques les
résultats que nous avons établis pour le CS, [48] pour conclure.

On peut intégrer dans l'intervalle @ << a < b I'égalité symbolique

Sf(p, g, 2)cF(z, ¥, 2),

b
si 'intégrale f |F(2, y, )| da existe et a une image en (z, y).

B. Dérivation par rapport & un paramétre. — Un raisonnement
analogue vaudra pour la dérivation par rapport a a de la méme égalité
symbolique.

11 suffira qu’on puisse trouver une fonction positive H(z, y)ayant
une image, et telle que

JIF (=, y, @)
oo

< H(z, )

au moins pour z et y assez grands. On emploiera avantageusement
pour H(z, ) une exponentielle A em*+"y qui existe évidemment

si :—;g a une image répondant a nos hypotheses de (5, D).
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C. Image terme & terme d’une série. — Prendre I'image terme
4 terme, revient A une intégration terme a terme. Il faut donc évi-
demment la convergence uniforme de la série. 4 priori, elle ne suffit
pas puisqu’on intégre dans un champ infini.

«. Un théoréme de Hardy montre qu’clle suffit pour les séries
entidres. «Si la série y:ZA,xr converge dans tout le plan, on
peut Uintégrer terme A terme aprés multiplication par e==» [38].
Le théoréme reste valide en CS,.

B. Plus généralement :

1° Si Ja série 2 Zum,,.( z, y) converge uniformément pour tout z

m n

et y finis;
2° Si chaque | #m, . (2, y)| a une image convergente dans un demi-
plan fixe p > po, ¢ > qo;

3° Et si la série Z« 2 f f eP=0! |y o (s ,t) | ds dt converge,

m
on peut intégrer et donc prendre I'image terme a terme dans ce méme
demi-plan.

v. Pour la transformation inverse, on peut étendre a deux variables
un résultat de Doetsch [24, p. 3053 ].

° Si la série f(p, q) ::2 Ef,,,,,,(p, g) converge absolument;

m n

2° Si les originaux Fp, ,(2, 3°) D fm,n(p, q) sont tels que la série
Z 2 f f e~ | Fpn(s, t)|dsdt converge uniformément.
Alors la série des originaux 2 ZF,,.,,,( z, y) converge presque

partout vers une fonction F(z, y) qui est Poriginal de f(p, ¢).

7. Existence de I'image. Théoréme d’Amerio. — Nous partons
d’une fonction F(z, y) de variable réelle, absolument intégrable
dans tout domaine fini

o<z X, o< y<yY

et telle qu'il existe un couple de valeurs (po, ¢o) réelles ou non,
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rendant convergente I'intégrale

f f a-po—ait | F (s, t) | ds dt.
0 []

Dans ces conditions :

1° La transformée de Laplace de F(z, y) existe pour tout couple

(p, q) tel que
Rp>Rps, Rqg>Rqo,

R désignant comme d’usage la partie réelle;

2° Elle esi uniformément convergente si Rp et Rq tendent vers
Pinfini;

3° La transformée a des dérivées en p et g de tous les ordres; on

peut dériver sous le signe f . Dans les demi-plans

Rp>Rpy, Rg>Raqo

cette transformée est une fonction analytique;
4° On peut remplacer I'intégrale double par une intégrale itérée,

c’est-a-dire que pour avoir 'image f(p, ¢) on peut calculer d’abord
I'image en z (o y joue le role de paramétre)

F(z, y)o2Fi(py 7))
puis I'image de F, par rapport a y, p 4 son tour étant un paramétre
Fi(p, )2/(p> 9)-

On pourrait aussi opérer dans I'ordre inverse.
Comme nous l'avons souligné, la quatriéme partie du théoréme
suppose l'existence de I'image intermédiaire F;(p, y). L'emploi de

I'intégrale de Lebesgue permettrait justement d’affirmer cette
existence.

Le principe de la démonstration est évident puisqu’on peut écrire

f f " e-ps—at F (s, t) ds dt
0 []

éf‘fm|e—(p—pds—(v—¢.;t]|e—w—qat F(s, t)|dsdt
e [

éfnfw]e—w—%tF(s, t)dsdt].
[] e
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Mais le détail est long; et nous renverrons le lecteur & Amerio (17)
a qui est du le théoréme.

8. Domaine de convergence. — On aura donc une ou plusieurs
paires (po, qo) d’abscisses associées, telles que l'intégrale converge
dans les demi-plans R p > R py, R g > Rqo comme, pour une série
double, on a des paires de rayons de convergence associées.

Bornons-nous pour l'instant aux valeurs réelles de (p, ¢), ce qui

N
1
I
|
A X
yd :
X 8
1
/ ’
H c
|
!
h
Fig. 1.

ne sera pas une restriction d’apres les inégalités ci-dessus, et nous
permettra de considérer (p, ¢) comme les coordonnées d’un point
d’un plan rapporté aux axes pogq.

S’il y a convergence en un point A(po, ¢o) de ce plan, il y aura
convergence dans tout le quadrant XAY.

S’il y a divergence en B, il y a divergence dans tout le qua-
drant X, BY,.

Sur une droite A faisant avec OP un angle aigu, par exemple une
parallele a la premiére bissectrice, il y aura des points de conver-
gence et des points de divergence puisque A pénétre dans les deux
quadrants XAY et X;BY,. Et comme tout point & droite d’un point
de convergence est lui-méme point de convergence, et tout point a
gauche d'un point de divergence est aussi point de divergence, it
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existera un point K séparant une demi-droite de convergence et une
demi-droite de divergence sur A.

Si A varie en restant paralléle i elle-méme, K décrira une courbe C
continue, non croissante, séparant les couples ( p, ¢) de convergence
des couples (p, g) de divergence. Pour les points de la courbe il y
aura doute [voir 17, 18, 20].

Pour prendre un exemple simple prenons l'image donnée par
Humbert

lo(z \/.?y)c Pq

Pg—1

La courbe limite est 'hyperbole pg =1 sur laquelle il y a diver-
gence.

9. Allure 4 l'infini. — Le comportement a l'infini de f(p, q) dans
son domaine de convergence est important & considérer.
Si la transformée de Laplace

o(p; q) = L[F(z, y)]

existe en (po, ¢o), on peut trouver une constante M telle que I'on ait
X Y
f f e—Pu—qvF (u, v)dudv <M
0 0

pour tout X et Y finis, pourvu que p et g restent respectivement
dans les angles

R(p—po)>|p—po|cosh,

R(g —¢0)>|q—qo|cosb;

ou 0 est un angle aigu quclconque [17].

On en déduit que‘%q—) —> 0 si p ou ¢ s’éloignent A l'infini dans

ces angles et que f(p, ¢) = f(Po, o) si (p, ¢) = (Po, go) en res-
tant dans les mémes angles.

Ceci est 'analogue en CS, du théoréme d’Abel sur la limite d’une
série entiere quand la variable tend vers un point du cercle de
convergence.

10. Existence de 'original. — Une fonction arbitraire f(p, ¢)
n’est pas une image; les conditions suffisantes ne sont pas aisées a
préciser; mais on peut facilement, sur la base des théorémes précé-
dents, énoncer des conditions nécessaires.

MEMORIAL DES SC, MATH, — Ne 127, 2
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«. Par exemple une image est holomorphe dans un couple de
demi-plans associés
Rp>Rpy, Rg>Rqo.
I
P! -+ qt
g = ai a partie réelle aussi grande que 1’on voudra, ou la fonction est
infinie.

Il s’ensuit que n’est pas une image car il existe des points p=a,

B. -ﬂﬁ_’qq) doit tendre vers zéro si p et g tendent vers l'infini par
valeurs réelles positives par exemple.
Et par conséquent }%, pqLog(p+ q) ne sont pas des images.

Lerch a démontré aussi que f(p) ne peut avoir une infinité de
racines en progression arithmétique dont la raison aurait une partie
réelle non nulle [40].

Plus généralement f(p) ne peut avoir une infinité de racines 1,
telles que la sériez%" diverge (43). Les fonctions sinp, sinp?, ne

sont donc pas des images. Mais sin {/p peut en étre une.

Ici encore on peut passer 4 deux variables, toujours par le méme
procédé. On en déduit le résultat curieux qu'il suffit de connaitre
I'image f( p, ¢) aux points d’'une double progression arithmétique

P=po+am, g=gqo+ bn

avec m et n entiers positifs arbitraires, @ et b constantes réelles posi-
tives données, pour que f(p, q) [et donc F(z, y) avec les restric-
tions ci-dessus | soit univoquement déterminé. Nous verrons effecti-
vement comment connaissant ces seules valeurs f( po+ am, qo+ bn)
on peut calculer F(z, y).

11. Unicité de l'original. — A une fonction ne correspond qu'une
image. Il est évidenl que la réciproque est inexacte, et qu'a une
image donnée correspondent une infinité de fonctions. Puisqu’en
effet F(z, y) n'intervient que par son intégrale dans la recherche
de f( p, g), on peut la remplacer par une fonction équivalente sans
changer I'image comme nous I'avons expliqué au n° 5.

En CS4, Lerch a démontré qu’a un f(p) donné correspond un
seul original F(z) continu. D’une fagon plus précise, si 'on avait

F(z)>/f(p)  H(=)>f(p)
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la différence {F(x)—H(z)] qui a pour image zéro, serait nulle en
tous points ou elle est continue. Le théoréme s’étend immédiatement
a deux variables en passant par les images intermédiaires A une-
variable.

Ce théoréme d’unicité suffit pour la pratique; on rencontre bien
en technique des fonctions discontinues, mais elles sont continues
dans une suite d’intervalles fermés, et égales a la dérivée de leur
intégrale : ce qui exclut les valeurs artificielles qui feraient consi-
dérer comme différentes deux fonctions égales en tous leurs points
de continuité.

12. Formules d’inversion. — Le calcul de Toriginal quand on
connait I'image est ordinairement difficile; il n’y a méme a vrai dire
aucun procédé universellement pratique.

1l y a d’abord des tables d’images [20, 22]. A défaut on peut géné-
raliser les méthodes d'inversion du CS; en utilisant I'image intermé-
diaire en z (ou y) et en procédant en deux étapes. Avec les formu-
laires d'images du CS, ce procédé donne déja un grand nombre
d’originaux. Voici les principales méthodes :

a. Inversion complexe.
On sait que si
?(p)=L[F(2)]
on a
I a+ix
Fih= 4. . erte(p)dp.

On le déduit immédiatement du théoréme d’inversion pour la
transformée de Fourier. Le chemin d’intégration est une parallgle &
Paxe imaginaire, d’abscisse a, et telle que ¢(p) soit holomorphe
dans le demi-plan R p > a.

Semblablement a deux variables de :

?(p, 9) = L[F(x, y)]
on obtiendra

1 a+i=» b+im
- 2+p)
F(z, )= (Nt’)”j;_m [ ererra(p, q)dpdg,

b—i1x
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d’holomorphie de ¢(p, ¢g). Mais en réalité l'intégrale complexe
ci-dessus inverse la transformation bilatérale de Laplace

() g)-_-f”f“e—ps—th(s, 1) ds dt,

—_——

et non pas, comme nous le voulions, la transformation simple
o(P, 9) =f f e—ps—qtF (s, t)ds dt.
0 [}

Elle ne résout par conséquent notre probléme que si F(x, y) cal-
culé par cette formule, en résulte nul pour x ou ) << o. Les condi-
tions nécessaires pour cela ne sont pas connues [17]. A une variable
McLachlan a donné des conditions suffisantes qu’il a déduites de la
transformation de Mellin [3], [32], Doetsch [24].

On les appliquera au CS, en prenant successivement l'original
en p, puis en ¢. Il ne faudrait pas croire que les remarques faites
enlévent tout intérét 4 la formule d’inversion complexe; sil’on part
d’une fonction ¢( p, g) arbitraire, elle ne donnera qu’exceptionnelle-
ment un original; mais si 'on part d’une fonction ¢(p, ¢) dont on
sait qu’elle est une transformée de Laplace, la formule permettra
souvent de P'obtenir.

B. Méthode de Widder.
On généralise facilementa deux variables le procédé de Widder [37].
Soit
?(p; ¢) = L[F(z, y)]
et

Imre(ps ),
dp”‘ dqn

F(z, y)= lim ﬂﬂ(l‘)"‘“(g)"ﬂ%’n(ﬁ n)'

y =
mn>w m!n! z ¥ zy

Pm,n(P; 9)=
Ona

Y. Méthode de Phragmen [17], [35].
On a de méme, si F(z, y)>f(p, q),

3
. —_1 m-n
F(z,3)= lim q—'—
PG> m.n.
m,n=0

empEng) f(mp, ng).

3. Méthodes de Tricomi ou Picone.
Les procédés précédents malgré leur intérdt théorique, ne sont
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guere utilisables en pratique. Si 'on n’a pas de tables d’images, il
vaudra mieux essayer un développement en série, et prendre l'ori-
ginal terme a terme [ 34].

On pourra employer dans certains cas, un développement en sérig

entiére
_ Ay xr hal
£ ) =2 D < X XAt Ty
r s r 3

(r et s pourraient d’ailleurs aussi prendre des valeurs non entidres).

Les géometres italiens, Tricomi, Picone, ont proposé des dévelop-
pements en série de polynomes de Laguerre ou de Legendre [36, 39],
Amerio [17] a montré qu'on peut étendre au CS,. Donnons une
méthode un peu plus générale, valable formellement pour toute suite
de polynomes orthogonaux, et facile a justifier en toute rigueur s'il
s’agit de fonctions a carré sommable. Les avantages d'un pareil pro-
<édé d’inversion ont été bien mis en lumidre par Picone. Le déve-
loppement en série permet le calcul effectif, numérique, de I'original
et 'on a obtenu d’importantes applications dans les problémes pra-
tiques de propagation de chaleur.

On peut souligner aussi un résultat théorique. Nous avons vu (n° 10)
qu’une transformée de Laplace ¢ ( p, g) est individuée par ses valeurs
aux points de deux suites pn et g, en progression arithmétique. Le
procédé exposé supposera seulement que 'on connait

oy [po+ (i +1)a, o+ (J+1)b]

ou a et b sonl deux constantes réelles, positives, données et 7 et j
parcourent chacun la suite des entiers.> o.

Soit une suite infinie de polynomes L, (z), orthonormés avec une
fonction-poids donnée ®(z), dans un intervalle qu'un changement
de variables nous permet de ramener a o <<z <1.

Cela veut dire que nous aurons

1
ffll(s)Lm(s)L,.(s)d.s':o simzZn el =1 sim=n.
0

Nous appellerons /,; les coefficients de

(1 Ln(w)=21,,,-a:i,

]j=0
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alors si Yon suppose possible le développement d'une fonction
donnée F,(z, y) selon les polynomes L,

Fy(=, y)= E Apmn Ln(2)L,(y),

myn=—90
on aura
1

1
Ama= [ [ ®(@)Ln(2)®(F)Ln(9)Fi(2, ) dz dy.
(1] 0

x = e—as, y=ebt

Ama= abfxf”tI>(e—"*)@(e—b‘)L,,,(e—"s)L,,(e—bl)F,(e—'", e—bt)
0 o
< e—as—bt ds dl,

et remplacant les polynomes par leur valeur (1)

m n

(2) Ama=aby, Zln,l,,i,fmqu)(e—'l-’)@(e—bf)

=0 j=0
> e—asl+1)=bly+ ) F, (e—as e—bt) ds dt.

Or nous avons supposé connue la transformée

(3) = /‘ [ e—ll’a+a(l+l)]‘—“[qo+bU+1)]lF(s’ t)ds dt
Jo oy

et les deux intégrales (2) et (3) s’identifient si I'on prend F, tel que
e=Pes—qlF (5, 1) = P(e—25)P(e—0t)F, (03, e—0t);

alors on connaitra

n m

Apn= abz Zlnzzln/ )

=0 ;=0

puis

F,(x,y)-: 2 Aanm(-z')Ln(y)

m,n=0

et enfin, remettant x et y pour s et ¢

(4) F(z,y)= e +10 ®(e—ax)d(e—0) Z AmnLim(e—a2)L,(e=57).

m,n=—>0
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Des conditions suffisantes pour la validité de ce calcul sont aisées
a énoncer. On a fait un développement en série double de fonctions
orthogonales, et I'on pourrait d’ailleurs développer successivement
en z puis en y. Si 'on suppose F(z, y) 4 carré intégrable dans le
domaine o <<x <1, o<y <1, on est assuré de la convergence

de 32 A?, etlasérie (4) convergera en moyenne vers ’original F(z, y)
cherché.

CHAPITRE IIL

FORMULES OPERATOIRES. — 1° GROUPE.

Les formules opératoires en CS, sont extrémement nombreuses.
On en trouvera une trés longue liste dans le livre de Doetsch-
Voelker [20]. Nous nous bornerons aux plus essentielles, et expose-
rons d’abord, dans ce chapitre, un premier groupe qui généralise &
deux variables, les principales formules du CS,.

Le théoréme fondamental permet, en effet, par 'emploi de I'image
intermédiaire, d’étendre au CS, la plupart des régles opératoires du
Formulaire de M. Humbert et McLachlan [26] et [27], ou des tables
de Doetsch [28]. Cette extension est immédiate, et nous omettrons
ordinairement les démonstrations. Nous rappelons que F(z, y)
ou Fi(z, y) désignant les originaux, f(p, g) ou fi(p, ¢) représen-
tera les images respectives en transformation de Carson.

1. Regle de similitude. — f(g, Z) cF(az, by), ot a et b sont
des nombres positifs. II faut se souvenir ici que F(z, y) est une
fonction de variables réelles; on ne 'a utilisée, on ne 'a méme sup-
posée définie, que pour z et y positifs. Il est alors évident que 'image
ne peut nous donner en général aucun renseignement sur les valeurs
de F pour a (ou b) négatifs ou complexes.
On a pourtant, par calcul direct, I'image
(ax)r (by)ym _an bm
T'(a+n) L(t+m)™ pt g™

qui est valable quels que soient a et b (réels ou complexes).
Si donc on suppose F(z, y) analytique, on pourra la développer
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en série entidre, et appliquant terme a terme, lorsque c’est légitime,
I'image (1), on en déduira

F(axz, by):f(—’ b)

pour toutes valeurs de a et b.

2. Intégration de la fonction. — Si F(z, y) a une image ses inté-

grales d’ordre quelconque par rapport 4 et 2 » en ont une aussi et
Yon a

S s s g,

x 3 1
£ f F(s, 1)ds dt> = /(p, @)

3. Dérivation. — Par contre on n’est pas assuré que les dérivées
de F(z, y) aient une image. Il suffit de penser a la fonction F = Logz

dont la dérivée % rend divergente I'intégrale de Laplace.

A. Si les dérivées ont unc image on l'obtiendra par les mémes
régles qu'en CS,. Le calcul est seulement plus compliqué parce qu’il
faut davantage de valeurs initiales.

SiF(o, y) = o, on aura simplement

dF(x’ ) —L=—=>pf(p; 7)

Sinon, soit

F(o, y)=F1(y)> fi1(9),
on écrira

F(z, y)—Fi(»)>f(p, ¢)—f1(q)

et en dérivant le premier membre qui est nul pour z = o par rapport
ax

dF(w’y)Dp[f(p 7) — f1())-

Semblablement si
F(Z‘, o) = Fn(Z)Df!(P)?
T D) s gL/ (p ) — S
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On peut continuer de fagon analogue. Par exemple

F(z, y) —Fi(y) —Fo(2) + F(0, 0)> f(p, ¢) —f1(9) — f2(p) + F(0, 0).

Dérivant en z

JOF (z, dF,
(;; 2 d;x) >plf(p, 9)—fi1(g)—f(p)+F(o,0)],

puis en y

o°F
—%?yl) >pqlf(p; @) —fi(g) —f2(p)+ F (o, 0)].

B. Le calcul est parfois plus simple, car il y a des formules indé-
pendantes des valeurs initiales. On peut dériver en a ou b, et un
nombre quelconque de fois, la régle de similitude

F(az, by):f(%y g)-
En faisant apres la dérivation

a=b=1,

il vient par exemple

oF (2, y) of (p, 9)
¥ "oz °—Pp ap ’
IF(z, ¥) 2f(p, q)
> pg .
dx oy dp dq

Cette régle suppose F(z, y) dérivable dans tout son domaine
d’existence, si 'on ne veut pas voir s'introduire des fonctions de
Dirac. Ces formules sont susceptibles de généralisations nombreuses;
citons seulement, ne les ayant pas vues signalées en CS,,

dm+nF(x _}’) gm—+n—2 ()’f(P» q)
(I) x"ym W D(— l)"H-n ()pu—-—l dqm-—-i i ()P dq ’

W sl ACID)

or+s
() T s (— e pa g [P (P )

avecr>met s> netr, s, m, n entiers positifs

gr+s—2 : F(z, y) am+n f(p, q)
) g [ T s i g g
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ici il faut m> r, n>> s et (r, s, m, n) entiers positifs. Cette dernidre
formule donnerait en CS; avec r = s =1

nM:(_OnM,

z dz dpn

(corriger I'erreur d’impression du Supplément du Formulaire [27,
p- 14)].

Les démonstrations se font par récurrence sur 'exposant en appli-
quant les relations

U g Y
Les formules ainsi obtenues jouent un grand réle dans la résolution
des équations différentielles ou aux dérivées partielles, a coefficients
polynomes.

4. Multiplication de I'original par une exponentielle. — Si F(z, y)
a une image, e~**%7F(z, 5’) en aura une aussi quelles que soient
les constantes @ et b, réelles ou non. Et 'on aura

P q
p+agqg+b

f(p+a, g+ b)ce—ax—0F(z, y).

5. « Shifting theorem ». — Par contre P'original de e~2*=%4 f(p, q)
n’existera en général que pour les valeurs réelles et positives des
constantes @ et b

(o siz<<a ou y<b,
—ap—bg C
¢ f(p, ) %F(z—a,y—b) si x> a, y>b.

Dans le cas seulement ou F(x, y) serait identiquement nul
pour o <z <<m ou o<y < n l'image de e*’+%4 f( p, q) existerait
pour @ = m, b < n et serait la fonction F(z + a, y + b).

6. Image de z*yBF(z, y). — Si F(z, ) a une image, on est
assuré que pour « et 3 positifs z*y3 F(z, y) en aura une aussi.
Pour « et § entiers elle est donnée par
9=+8 [ f(pq)
z2yBF(z, y)>(— 1)“+BPQW [_7’_9——]
Par contre on n’est pas certain de l'existence de I'image si « ou 8
sont négatifs.



LE CALCUL SYMBOLIQUE A DEUX VARIABLES ET SES APPLICATIONS. 25

Soient a =-—p, B =—v avec pn et v positifs; si I'image existe,
elle est donnée par
F(z, ) Pq 2T (u—ppt(v— gt ,
iy > F(w) IV A j; o Sf(u, v)dudv,

comme nous le démontrerons -plus loin avec la régle du nouveau
produit. On reconnait une forme de l'intégrale pour définir les
dérivées fractionnaires dont J. Maitre a longuement discuté les
rapports avec le GS, [29].

Si Ton voulait obtenir I'image de z*y8F(z, y) avec a et $ non
entiers, on chercherait d’abord I'image de z*y” F (x, y ) en appelant a
et b les entiers immédiatement supérieurs a o et 8. On diviserait
alors par **y—8 en appliquant la formule ci-dessus.

7. Formule de Parseval. — Soit

fl(P7 Q)CFI(I7 J’),
So(p, @)cFa(z, y).

Considérons l'intégrale

(1) I=f”f“f1(u, 0) Fa(a, O)du dv

u v

En remplacant f; (u, v) par sa valeur uvf‘f.e—ux—v: Fu(s, t) ds dt,
]

o

I=f”f Fe(u, v)dudvf f e—us—vlF, (s, t)dsdt.
0 0 0 o

Si on intervertit 'ordre des intégrations

I=‘/Mwa1(s, t)dsdtf ‘f e—us—tFo(u, o) dudy
o Yo o Yo
ou

(2) 1= [TFs 00 nE &

L’égalité des intégrales (1) et (2) constitue le théoréme de
Parseval. Sa validité suppose qu'il était légitime d’intervertir les
intégrations, ce quon ne peut affirmer ici d’une maniere générale.
En pratique on pourra appliquer cette formule si Fon peut démontrer
la convergence absolue et uniforme de I'une des intégrales (1) ou (2).

on a
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8. Produit de composition. — Volterra a défini le produit de
composition [54]

T )
Fi(x, ¥) % % Fo(2, ) =j f Fi(u, v)Fo(x —u, y —v)dude
o Yo

et l'on a
Fi(z, y) % % Fo(z, ¥)> ;I;ﬁ(p, ) f2(ps 9)-

Nous avons mis un double astérisque pour distinguer de
T T
Fi(e, )k Fs(2,7) = [ Fu(u, 3)Fa(a —u, ) du
0

ou de la composition analogue par rapport a y. La démonstration se
fait comme en CS;.

Siles images de F,, et F, convergent absolument en un point (o, o),
I'image’de leur produit de composition converge aussi absolument en
ce méme point.

Amerio a démontré un théoréme un peu plus général; la con-
vergence absolue du produit n’exige que la convergence absolue de Fy
et la convergence simple de F» [17].

9. Théoréme du nouveau produit. — La méme démonstration que
dans le cas du CS, donne

f ‘/"‘Fl(s, t) f2(s, t)is. ﬁl_f j; %ff”F"(u—"P’ v—q)fi(u, v)%f»

q9
et

F1 ’ > ) * b d
(@, 1)/ (2, 7) >pg [ %ff Fo(z—p, v —q)fi(%, 9) 2
P

xy q

qui généralisent la formule de Parseval, et dont l'analogie avec le
théoréme du produit est manifeste [ 30]. En prenant par exemple

xzhyv 1

Fo(z, y) = l‘(y.+1)l‘(v+1)3pllqv

on aura la régle annoncée au n° 6 ci-dessus.

F(z, y) Pq = du N — —qg)v dv.
-Z‘l"""_}"'+‘>l'((~l+l)l‘(v+l)_£ “;j" (u—p)(v Q)fi(u,")—p—
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10. Généralisation d’'une formule de Van der Pol. — La régle (2)
nous a donné

F(az, by)>f<§, %).

Multiplions les deux membres par une fonction quelconque :
g(a. b)dadb et intégrons dansle carré de cotés o<<a<<1, o<<b<1

ffF(ax,by)g(a b)‘_if‘.i_lf fff(p q)g( b)d“ a'b-

Posons dans la premiere intégrale

et dans la seconde

11 vient

e s t\ ds dt ©re P q\ du dv
S rene(np) S [ rmosBh) TS

Cette formule donne beaucoup d’images nouvelles.
Le cas g(a, b) =1 est dt a Van der Pol [31].
Pour g(a, b) = a‘l*b“' nous aurons

ds
xp.yv/ fF(s, su+lt_V-Tl pl*q"f ff(u, v) ub—1tov—1 du dp.

La méme formule (1) muliipliée par g(a, b) — da d—b et intégrée

de 1 4 l'infini, donne avec les mémes changements de varlable

[T ) 4 [ e 8) S

avec le méme cas particulier

ds
xFyvf f F(s ) g sp+L tV+1 py.qvf ff(u: 0) ub—1ov—1 du dp.

Enfin on aurait pu intégrer de o a V'infini pour obtenir

f;if; F(s,t)g(;,;)?di:fff(u,v)g( )d—:%-
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Par exemple avec

ab
SR sy D £

©re F(s, ?) Sf(u, v)du do
my»[j; (s*+2%) (8+y?) dmwquf @+p)(+q)

Ce calcul équivalent & un changement de I'ordre d’intégration
suppose I'existence des intégrales obtenues [ 43].

11. Xtération de la tramsformation de Laplace. — On sait qu’une
intégrale, considérée par Stieltjes, permet en CS, d’itérer la trans-
formation de Laplace. Il est facile de généraliser en CS,.

Soit

f(p; 9)>F (2, y)

et
1
;;?_QF(P: 7)>&(2, ),
on aura
;’:’93) —.pgf f e—Ps—9t g(s, t)dsdt,
d’ou
F(z, y) =f f xo+le=xsyf+ie—yt g(s, t)ds dt.
[} [
Or
F'(e+2)
2o+ g—xs DP(};_.,_—S-)@H—-E
et

P L

D’oil en prenant les images (« et f > — 2)

FB y=Ta+ T )pg [ [ oA

On obtient l'intégrale méme de Stieltjes si I'on prend les trans-

formées de Laplace au lieu de Carson; et a = = —1.
De ‘
(P, 9)=L[F(z, y)]
et
F(p, 9)=£lg(=, )}
on tire

_g(s; t)ydsde_
o= e
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12. Formule de M. Humbert. — 1l suffit de remplacer dans
I'intégrale de définition, p et g respectivement par Logp et Logg,
pour étendre au CS, la formule de M. Humbert [46]

J(Logp, Logg) ff N8 ACE IR AR
“LogplLogg T(a+s)T(1+1) )

Si I'on avait divisé, avant de prendre I'image, par Log? p Log® ¢ on
aurait obtenu

(Log p, Log ®re
Wc‘/’;[ v(z,s)v(y,t) F(s,t)dsdt.

Pour la définition de la fonction v(z, s) voir le Supplément au
Formulaire [27] dont nous suivons les notations et les définitions.

13. Formules de MM. Parodi et P. Delerué. — Citons encore les
formules de M. Parodi [41].

@3 a pe_28B
p—;;%pf(%,é)&t"y"/o‘ h/; s ¢t Ja(Zg/.z-_s)Jp (2 Vyt) F(s, t)ds de

et

. ® %, B_, _
s [ avm) g (aVaD) S, e

Elles servent a étudier la réciprocité de Hankel pour les fonctions &
deux variables et aussi dans la résolution de certaines équations
intégrales [22].

M. Delerue les a considérablement généralisées au moyen des
fonctions hyperbesseliennes qui permettent d’obtenir 'original de

(5 3)

Remargue. — On généraliserait ainsi sans difficulté la plupart des
régles du CS,. Nous nous sommes bornés aux plus utiles.

Rappelons qu'il est en général aisé de justifier ces extensions
au CS, en opérant en deux temps; il suffit d’appliquer aux images
successives en z et y, les discussions classiques pour le CS;.
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CHAPITRE III.

FORMULES DE TRANSFORMATION.
Les formules du chapitre précédent étaient de simples géné-
ralisations de celles du CS;. Nous allons en établir de nouvelles qui,

en général, n’ont pas leur analogue a une variable, mais permettent a
partir d’images & une variable, de calculer des images a deux.

1. Images de F(z, y), f(;), et analogues. — A. Si

1) F(2)>/(p)

et

(2) 7(5)25p

on aura

) F(29)>5(pg)-

En effet la régle de similitude donne, a partir de (1)

F(zy)>f (%)

et prenant, grice a (2), I'image en y, on obtient (3).
B. Absolument de méme
F(z)>/(p) e f(x)>5(p)

donnent

C. On peut généraliser.

(1) avec
w"‘f(:;) >&(p)
donne
y*F(zy)>p* g(pg)
D. De méme : (1) et
zef(z)>&(p)

donnera

z 1 q
aF{-)> — (.-)
4 (y> &\p
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E. Enfin on aurait de fagon analogue l'image de F(z*yf) ou
Poriginal d’expressions comme p* f(p®¢°).
Voici quelques exemples d’images obtenues ainsi.

a. Avec la régle A

cosz\/EfD npq
Vzy — Vpg+1

3 (\/.z'})cv P¢1+I’
Jo(2y)> = pg[Ho(Pg) — Yo(P)];

]

(xy)® prq
Fona1 7 (2Var)> gty

— rel VP +1—pq].
Jo(ayzy) 1, (2v/zy) > VP g 1

B. Avec la ragle B.
n(3)25 5lm () ()= 2]
n(V/5)V 5 (V)

1. Avec la regle C.

‘l
m—n ’u mn

Sy T ']mn(3\/_)

X

plll qﬂ *
d. Enfin de
sinx > ’p
p+1
on déduit
sin z > P’
y J,-l p)),4+ 1

et, prenant 'image en y

ysin%:—%A(Vq;a 3, 4>'

Voir [27] ou [44] pour la définition de la fonction A. Et dans[22]
une longue liste de telles images.
2. Image de F(z + y). — De F(z) > f(p) on tire

prg)—af(p),

F >
(z+¥) P—9q
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En effet nous cherchons

J(p, Q)=P4f-fut"f"‘*‘7‘F(s+t)dsdt.
0 0

C’est une intégrale du type de Dirichlet, qu'on raméne a deux
intégrales simples en faisant le changement de variable s + ¢ =X et
laissant ¢ inchangé

= X
f(p,q)=qu e—P‘F(X)de elr—q)t dt
0 0

=L9 [ (e-gx) g - PI@—qfp),
P_q[(eq) X, F(X)dX L=
Cette formule est de M. P. Humbert [ 12]. Ajoutons les régles qu’on
en déduit aussitot

F'(x+y)>qu(‘7p’___£(’”,

fo(s)ds +f‘F(s)ds— fH‘F(s)ds;f—_(PP)_‘_‘gW).

A
P
\/p"+1

Pq I I
Jo(x +y)> e n——
o2 s~ )

donne

Ezemple. — Jo(x)>

Cette régle sert a trouver de nombreuses formules d’addition et
nous en verrons des applications. Indiquons seulement le procédé :
on connait 'image des polynomes de Laguerre

Lu(x)> (1 — é)"-

Donc

’ P—q [(
Ly (z > I
n( ) ?—q

n—1
1\” I\ n—r—t
> — _— —— .
2(-5)(=5)
r=0

D’ou, en revenant a I'original :

n=1

—Li(z +¥) = P Lr(2) Lar—(y)-

R o
S i Y
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3. Image de F(z—y). — La régle de similitude donnerait

bp f (%) —aqf (5) .

F(azx + by)> bp —ag

Pour les raisons que nous avons déja dites il faut supposer essen-
tiellement @ et b réels, positifs.

Mais on vérifie par la formule du binome que la régle est applicable
a (az + by )" (nentier) quels que soient les signes de a et' b ; elle est
applicable par conséquent a toute fonction F (az + by) développable
en série entiére ZA,(ax + by)" convergente dans tout le plan.

En particulier pour une fonction analytique entiére

Pf(—)+qf(p),

F(x—y)>
(z—y) P+

4. Image de F(zx—y) pour z >y et de F |z—y|. — Mais si
I'on ne sait rien sur la fonction F () lorsque la variable est négative,
nous pourrons chercher seulement I'image de

F(x—y) pour & >y

F =
1@ 7) {o pour z <y

Cette image est

Ji(p, qr)=pszrfme-<7s dsfwe‘/"F(t—s)dt.
0 s

On intégre en posant £—s = u et il vient

Fi(z—) 2/i(p, ) = 57 /(P)-

Cherchons de méme 'image de

F(y—=x) si y>=
Fo(z—y)=
Wz =7) {o si .y<w’
c’est, par symétrie ;
—L_ f(q).
Aty

Et en ajoutant

Fi+ F.=F( ].z’—-—_yl):ﬁf(qlzz___gfﬂ.

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 137, 3
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5. Original de f(p + ¢). Image de F(m) o&t m = min(z, y). —
Soit m la plus petite des valeurs de z et y; et M la plus grande.
Cherchons 'image de F(m),

J(p, 9)=P9f”f“e"P'—'7'F(m)dsdt.

I1 faut tracer la bissectrice OI de XOY, et calculer Vintégrale en
deux parties; dans Vangle XOI ot F(m)=F(z)=F(s) et dans
Pangle IOY ou F(m)=F(y)=F(¢).

On trouve sans difficulté

Hp,qy=r(p+9q)

ol f(p) est I'image de F () en CS, [10].
On déduit par le méme calcul les égalités symboliques suivantes
que nous nous bornons a énoncer

F(m)>f(p+9q),
r ;*(M)Df(P)+f(9)—f(P+q),

z si z <y P

o . x>y}3mf(}’+9);
F(z) si <y }Dpf(p+q)+qfa(p+q),
Fi(y) si 2>y pP+q

(y —z)VF(x) si y>o }DI‘(v+1)p f(p+q)_

o si y< x| q" p+q

On en tirerait par exemple la correspondance [22],

bk VA . Y
e P(v_l)zF,(k,k—p,v+l,E)
1 I - si y>ux;
pp.—kqv—k (P +q)k e yv—l

; S -
o R CREEERE)
si z>y avec upetv>—i1.

Nous aurons besoin aussi dans la théorie des équations aux dérivées
partielles, de I'original

f(p, q) f’" s
P+ g [ A F(xr—s, y—s)ds.

11 est facile a calculer; et nous ne détaillons le procédé que comme
exemple & généraliser dans les recherches analogues. Soit

f(p, 9)cFi(z, g)<F(z, y).
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Puisque

L cegx,
pP+9q

on aura par le théoréme du produit de composition, appliqué en CS,
a la variable y

) 1 _p _ ¥ _
e —Pp_,_qf(p, g)ceI*FFy(r, q)C_[ e~ Fi(x —s, ) ds.

De plus Poriginal en y de lintégrand est, par le théoréme du
« shifting »,
o si y<s
e I5Fy(z —s, q)c{F(x-—s,y—s) §i y>s,
d’ou
f#_;_—z) c‘[ F(z—s,y—s)ds.
En particulier

AT C P
"F'q—ct[ F(z — s)Fy(y — s)ds,

6. Substitution linéaire sur les variables p et g. — Nous avons
trouvé f(p 4 g), et la régle de similitude donnerait plus généra-
lement f(ap + bg) du moins si a et b sont positifs.

D’une manitre plus générale, essayons de calculer I'original
de f(ap + bg + ¢, ayp + byq +c1) connaissant celui de f(p, q)-

Pour simplifier les calculs, remarquons que nous savons ajouter
une constante & p et ¢; cela revient a multiplier P'original par une
exponentielle; donc quels que soient ¢ et ¢; nous pourrons les
rendre nuls.

Reste alors a calculer loriginal de

f(ap +bg, aip + b1 q) f” R
: = —(ap+bq)s—(asp+b gt F (s, t) ds dft.
(ap+bq)(asp+big) —J, ,( ¢ (s, £)ds

Notons d’abord que «, b, a;, b, doivent étre des constantes réelles,
non négatives, puisque l'intégrale doit étre holomorphe a droite de
deux verticales de convergence associées.

Posons alors
as+ a,t =z, bs+ bt =y,

et soit A le déterminant (ab,— a,b) supposé non nul.
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On trouve
qu(ap+ bg, a1p +b.,q)
(ap + bq)(a1p + b1q)
_ ©reo biz—ay ay—bx\dzdy
—pq‘folf ePHJF( X y n ) N

et ou I'intégrale est a étendre dans tout le domaine rendant positifs s
et ¢, c’est-a-dire

flap + bq, a,p+b,q)c;F(b,w—a,y ay-—-ba;>
(ap + bq)(a,p +bq) A A ’ A ’

si (byz—aiy)A et (ay —bx)A sont tous deux positifs et c o dans
le cas contraire.

Et, par exemple,

—L_f(p+q 9)c

F(e,y—2z) si y>«x
pP+9q o

si y<a,
ce qui généralise la regle (5).

7. Image de F(y/z7+ *). — Soit

F(z)ope(p),
d’ou

zF(z)>—pe'(p)-

Pour calculer I'image de F(y/z*+ y?), c’est-a-dire
S(pyq)=pg /mfwe—m—vtb‘( Vsi+ 2) ds dt,
e 0

nous passons en polaires en écrivant

s=rpcosh t = p sin0,
u=pcost + ¢ sinb R’=p°+ ¢t

alors

T %
v » £
Sf(p, q)=qu d"f e~“Pp F(p)dp =—qu' 9'(u)ds.
0 0 0

On raméne ainsi a une intégrale simple que I'on saura parfois
calculer.
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On peut remarquer que
du =(— p sin0 + g cos0) db === yR?— u* db,

et en précisant le signe

R 13
——s du du
F(yrz+y2)o— /"u——»————f’u————-
(Ver+7?) N Ao AR Oy e
Remarque. — On peut voir que si I’on utilisait la transformation

bilatérale de Laplace, la transformée de F(p) serait fonction de R

2T
sculement. On aurait en effet & calculerf o'(u) do.
[}
Or si Pon pose
p = Recosa q = Rsing,
on obtient
u = Rcos(6 —a),

et par une rolation d’angle «, le théoréme en résulte. Mais le résultat
n’est pas exact pour la transformation simple que nous étudions dans
ce travail. Pour l'étude en CS; de la transformation bilatérale,

voir [4T].

8. Image de N CETD) (zw-i ’y> ot analogues. — A. Soit
F(@)>f(p)=p [ erE(s)ds.
Substituant y/p + \/qa p “
\/qu——-———( @ i ‘/_E) =j”° VP e=3VP \/q e=3VT F(s) ds.
VP + Vg o

Prenant les images au second membre, en utilisant

\/ﬁe—‘ﬁc ’
T
1l viendra
(=2
_ 7)) ee T
Vgt P+ Va) [t g
Vp + Vg f,, xyzy

et en faisant s = /u,

S D) (1 ~ufER] R
vkl e L al
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On reconnait au second membre a un facteur prés limage
F(Vz)
-

Et, par suite de

ou p serait remplacé par ‘”4:}-,7‘

F(x)>/f(p), (‘/ >>é’(P)a

on déduira

.\/Mf(x/P+vq) 2yxy (»H—J’\),

VP + Vg “(-”'*”J")g bxy

Exemple. — Avec

2

F(o)=zdo(@)> 3=/ (P),

= g(p),

F(\/‘/;’}) =1Ju( Vz)oe

on obtient
Ve (VP+ Ve 2 oy i
(VP +Vay i S

B. On peut énoncer autrement cette relation.

Si

S(p)cF(z),
et
(1) f(Vp)cb(2),
on sait que l'on a

F(ye)  — (1
J‘L- > \/PTC [V (41)) )
ce qui donne la fonction que nous appelions g(p). Et, par suite,
(2) [prvg) 1 g(_22r).
Ve VP Ve  Ve@+7) (" ‘*’y)

C.. Mais on voit alors que la fonction F(z) n’intervient pas dans
le résultat et (2) se déduit immédiatement de (1). On énoncera, en
changeant les notations.

Sif(p)cF (=),

Vpe + 2 zy \.
LA+ VDT =T (555)
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Par exemple :

a. cos.z‘ngp_:_l,
d’ou
‘/IE(‘/I_)-F\@)EC L cos-ZX .
(Vp+ Vgl +1 Vam+y) =*+V
8. smx:]ﬂ]—:—-l’
d’ou .
T (BVD) . ar
(Vp+vgr+1Ya(z+y) *+7
Y f :—l; avec v>—2,
I‘(§+1) Pi
d’ou
vVpg

v

= =1 © (277
(\/P + \/9) V=

Y +1
.—.l‘(;+r>(r+y)_’—
D. Autres formes analogues.

SiF(z)>f(p) et F(yz)>g(p), on trouvera

f(‘/i;+\/§5 Y r+y ,
i VP + Vg cﬂ\/ﬁ(x+y)g(41‘}')
9\/;f(\/;+‘/¢;) 4+

Ve + Vg Cﬂ(x+y‘)\/ﬁg( Axy)’
et, en ajoutant,
P ; I T+,
\/PQf(\/—I;+ \/Q)Cﬂ\/;_—yg(m)
Ainsi avec
F(z)=Jo(z)> r__,
,\/p2+[
et
il viendra

Jo(Yz)se 2,

vre(p+vg) 1
Vi (Vp+Vg)F =Var

xy
T
J -
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9. Fonctions de fonctions. — On peut donner, pour trouver les
originaux, une formule assez générale.
Soit ¢ (p) une transformée de Laplace

e (p) =f—(1113-)- =[we*P5F(s)ds.

Remplacons p par [p(p) +o(g)] ot p(p) et a(q) sont deux fonc-
tions pour l'instant arbitraires, et, aprés avoir multipli¢ les deux
membres par les nouvelles fonctions a (p) et B(g)

«(p) 8(q) 3lo(p) + o(@] = [ a(p)e=selr) B(g) e=seto) F(s) s,

prenons les images en supposant que 'on connaisse en CS;

a(p)e—*PPIcA(z, s),

B(g)e—c@ cB(y, s),
et il viendra

«IB@3le(p)+ ol € [ Al ) B(, 5)ds
avec une discussion appropriée dans chaque cas. L’essentiel de
cette discussion consiste a vérifier 'que la région d’holomorphie,
de f(p), & savoir R(p) > po, existante par hypothese, inclut, une
fois transformée par la substitution p — f(p) +¢(g) deux régions
de convergence associées R(p) > pi1, R(g) > ¢ pour la nouvelle
image.
On aura par exemple les images suivantes, od, pour éviter les

eonfusions nous remettons I'image f au lieu de la transformée ¢ de
Laplace :

vp? _f?f‘/(q”f_::'["/;_:-:/;)_‘_ 1] cj; Jo(2V2=3) Jo (2 Vy*—s") F (s) ds,
fE+1 v oo ‘
pT:’<q{:‘—’(pq+)_q§ cz’y’ t[ (2 Vzs) Ju (2 @)ng avec petyv>o,

s 2

Ao D S "Fu(z - $)Fu(y —s)F(s) ds,

f(p+Logq) (“yF(s)ds
p+ Logg b L(1+s)
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et, en particulier, avec les fonctions v et A

(e—P> f VS ds
(Ta+s7’
y.z‘__ya

A(ger, a)c{ Logy
[ si < a.

si z>a>o,

ce qui généralise des formules connues [48], [50].
On trouvera facilement beaucoup d’autres formules analogues.

B. 1l est bien clair d’ailleurs qu’on pourra appliquer les mémes
transformations & I'intégrale double de Carson; mais on ne saura en
général ni intégrer, ni ramener a une intégrale simple.

La formule garde cependant une grande utilité. Elle permet de
représenter par une intégrale les images d’originaux qui contiennent
une fonction de fonction, et l'on en rencontre d’importantes appli-
cations dans la théorie des équations aux dérivées partielles, comme
nous le verrons.

On a par exemple

qu(\/p + 1. Vg’ +l) fxf‘Jo(\/wz_s’)Jo(\/?—l’)F(s, t)ds dt,

(p'+u(g’+1)

qu(p+ S g+ ')
TS +I)(q ey f f Jo(2 Ys& — ) Jo(2 Iy —2)) F (s, 8) ds dt,

Sf(p~+Logp, g+Logg) _ (@—sy (y—2)
(p+Logp) (g + Logg) f f Taas) Taw o (& Ddsdh

J(p+1Logp, q) (2= g
p—+ Logp < T(-+s) F(s, y)ds,

J(p~+ Logg, ¢+ Logp) c dsf b e e F(s, t)dsdt,

(p +~Loggq) (g + Logp) r'(s) r(e)
Sf(p+Logyg, ¢) . (y—ty— :
e 5. 9) f a’sf T “F(s, {) ds dt.

10. Original de f(\/p, \/q), images de F(\z, \/y), et analogues.

— Nous insisterons un peu plus sur le cas ou l'on ferait p(p) = Vp

o(g) =y/q. I vient alors

f(Vp,Vq)ch‘[foe YF (s, t) ds dt.
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Et sil'on pose s?=u, 2=y,

° © —ﬁ_;yF(Ju’ \/'V) w do
e s/qr)c4 V_f f e S duds.

uy

On reconnait au second membre a un facteur prés l'image

de IM D’oti la séquence
zy
/@, )l (=, 7)),
? V —
4 \/wr 1
7P Vo)< (4w 4},)

ol deux quelconques des égalilés entrainent la troisiéme, et qui peut
servir & calculer I'une quelconque des six fonctions qui y figurent
quand on connait les autres.

Par exemple, avec, lorsqu’il est utile, un changement de notation
convenable.

A. On deduit Pimage de 5-("7;_—‘/7—) de Toriginal de £({/p, {/7) ot
zy

P'on remplace z et y par ZI;’ 4%] et que I'on multiplie par 7 y/pqg.

B. On déduit U'original de f(y/p, /) de 'image de (‘/f’ Vo) ou
ry

I'on remplace p et ¢ par 4%6, 417 et que 'on multiplie par - \/ﬁ.
C. On déduit Vimage de 2y F (a”, 3*) de original de y/zy f (£, 1)

ou I'on remplace p et ¢ par’i—, EAS que I'on divise par =.

D. Ondéduit I'original de f(p?, g*) del'original de 7y/pg ¥ (41) 4q)
ot 'on remplace z et y par 2° et y?, et que Pon multiplie par zy.

E. On déduit I'image de \/zy f < ) de I'image de zy F (22, y°)
olt 'on remplace p et ¢ par 2y p, 2 /¢ et que 'on multiplie par =

F. On déduit'original de /' pg F (—I—, —I—) de I'original def(p2 7?)

ou I'on remplace z et ¥ par \/z, \/y et que 'on multiplie par

x \/xy
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Donnons un exemple :

2 g2 —
fip, q)= p’pq’q—i-l Cber("‘ \/-z')’) =F(z, y),

J(Vp Vi) = 2L au(a v3).

On en tire

=Vral (z \/K]Tq>c ber(j%x—y) '

11. Original de \/pg f(yp, y'¢). Image de F(y/z, \/»). — On a,
de facon analogue, la séquence

F (e, y)2/(p 0);
&P )<F(V, V),
- 1 )} I
Vraf(Vp, Va)c Wﬁg(ﬁ’ 4—};)
On en tirerait six régles analogues aux précédentes.
Par exemple : A. L’original de -'— f (p°, q*) s’obtient en prenant
Poriginal F(- t lagant z et Zet y*;
original de —— \/pq ( 4?) e eny remplagant z et y par z%et y*;

b o ’ !
B. L'image de F(&’, y*) s’obtient avec 'image de ‘/_f(w 4))

dans laquelle on remplace p et ¢ par p” et ¢* et que l'on divise
par mtpq.

Ezemples. — On a donné plus haut les images de Jo(2)) et
Jo(yzy). On obtiendra donc la relation

ZpalHo (Vpg) —Yo(Vpg)] ¢ —= ‘/— fpr Awy

De méme avec les image de J °<y) et J o(\/% ) on pourra écrire :

4 [nl/7) VD) e (V)

Signalons aussi la séquence
F(z, ¥)>/(p, 1)
ZF (Va2 V7)28p, ),

2/ Ze( o &2 VT (i @)
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12. Réduction i une variable. — La résolution des équations aux
dérivées partielles nécessite le calcul des originaux & une variable

d’images comme f(p, p), f(Vp, P)s - --

Nous ne pouvons songer, devant I'infinie variété des formes néces-
saires, a les calculer d’avance. Montrons sur un exemple la méthode
que l'on appliquera dans chaque cas particulier. Soit & trouver
Poriginal de f(p, p). On écrira

’I‘f(PaP)=Pf f e+ F (s, t)dsdt.
p () o
On pose

sS+i=x
1 ® x
;f(p, P) =p] ePx dxf F(s, z —s) ds,
[} [
¢’est-a-dire

1 T
;f(P, p)c j.: F (s, z — s) ds.

On peut I'écrire aussi

Lrwpre [ Pl —s, 5)ds.

CHAPITRE 1IV.

APPLICATIONS DU CALCUL SYMBOLIQUE.

Les applications du CS, sont trés nombreuses. Nous nous conten-
terons d’indiquer ici des directions, nous limitant : 1° aux calculs
d’intégrales ; 2° aux équations aux dérivées partielles, et 3° a I'étude
de fonctions a partir de leur image, a savoir les fonctions de Bessel
du troisi¢me ordre, et les polynomes de Laguerre.

I. — CALCUL D'INTEGRALES.

A. Si, dans la formule

fp,q) _ af” —ps—qt F(s, t) ds dt
___pq. j; A € ())
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on fait tendre p et ¢ vers zéro, on obtient

. f(p, 9)__ ® =
lim ~pq _‘/‘; [ F(s, t)dsdt.

P:g>0

Le passage a la limite sous le signe somme a été justifié par Vignaux

si l'image existe pour p > o0, ¢ > o et si I'intégrale du second membre
converge au sens de Pringsheim, c¢’est-a-dire si

lmj:ylf(s, fydsdt = o(z, )

existe pour tout z, y [ 51].

Lorsque o(z, y) n’existe pas, on peut convenir de prendre pour
intégrale généralisée la limite de f(p, g). C’est 'extension aux inté-
grales de la sommation exponentielle de Borel. Elle a été étudiée par
Hardy pour une variable.

B, Le théoréme de Van der Pol, vaut dans des conditions analogues
(chap. II, regle 10) ct fournit

= e R(s, t)dsdt \ > T
f: j‘: %:F(a+l)l(b+l)fo‘ [f(u,v)ua—iv""idudv

qui rameéne I'une 4 'autre deux intégrales doubles supposées 'une et
I'autre convergentes.

C. On peut aussi pour calculer une intégrale double prendre
I'image par rapport 4 un paramétre, ou méme introduire un parameétre
dans une intégrale qui n’en contenait pas.

a. Soit a calculer [ 44]
® . ds
I(x)=f sinzs coss — -
0 S
Jécris ‘
I — ® inrs e S _‘zs_
(z, ¥) _[ sinzs cosys —
Avec les images connues
pPs

2

P‘J_._ s2

sinzs>

3

g
§> —1 —
cosysD Fre

nous aurons

c_ps ¢ ds_ g =,
l(a:,y):[ pPrrsigi+st s  p+gq2
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Et revenant a I'original
T
2

I(z, )= si x>y et osi x<y.

En faisant ¥ =1 on aura
I(z)= ; si x>1.
B. Soit de méme

®
. . 1.ds
I(x)=f sinzs sin—- —
o s s2

JPécrirai
- .y ds = pq ds
I(z ==f sinzs sinZ -2 3 5 g2
(®7) A s 27 J, (pP+s?)(gs2+1)
ou
7 _z,
1@ 73 520 2

Revenant aux originaux d’abord en y, puis en 2

I(z,y)= g\/;”h (2 Vzy)-

¥. Soit enfin a calculer

Ip, ¢) =‘/“‘pr(\/};') Kv(\/is)slds

qui existe pour p v =2+ 2 d’apreés les valeurs connues, & Iori-
gine et & l'infini, de K, (¢). Nous avons supposé p et v positits, ce qui
est toujours permis puisque

Kp=K_,.

L’image connue en CS,

1

- = 2
e Tagv-1>

s K(vp) (v>0)

2

donnera ici

I(pg) o _o(el) a
T, c(aai(ay e &5,
p?_ qz_ (]

 ds.

wiE
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L’intégrale du second membre est la transformée de Laplace
, .
L e A . . .
det * * oula variable symbolique serait

RN
x 4y

l‘(l—q—l—&—-!)
2 2

v
I
+ 2 2

P=

-

C’est donc

et par suite

)\+.L——v A+ —B
2\ 2 2 _ p+v
I(p, q) cz x ¥y I‘(x+l > )
%_1 %-—1 1+7~—‘-‘Lf—‘J
P (2+y) :

Revenant 4 l'original avec 'image donnée (p. 4, chap. I, n° 2).

G + —
Up, )= —-—;'—EL-QF1<1+)\—L',1¢-2V

Al — = 2

2

;27~+2;1—'—1)
P

ot C est la constante :

l‘<1+/ —&;)F<l+k+v—2—“>[‘<1+)\+£L-—:-—v>l‘<l+)~+‘u:”)
22k .

T2k +2)

D. L’itération de la transformation de Laplace fournit aussi des
intégrales du type de I'intégrale de Stieljes.
Par exemple avec

E———p—q——-; csin (2 yzy)
> (pg+1)
et
’5 5 4pgleos(2 Vpg) ci2ypg) + sin(2 Vpg) si(2 vVpg))
(1 “+ xy )z
On aura

— 4[e0s(2 ¥/pg) ci(2 Vpg) + sin(2 Vpg) si (2 Vpg)]
_f f sina y/uv __sinayue o
o (Pru)(g+9)
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II. — EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

1. Le calcul symbolique a d’abord servi a résoudre les équations
différentielles.

Laplace avait déja montré comment sa transformation rameéne les
équations linéaires a coefficients constants & des équations algébriques,
et les équations linéaires dont les coefficients sont des polynomes de
degré m, a des équations différentielles d’ordre m. Les géometres,
Poincaré en particulier [ 53] ont minutieusement discuté la question.
Van der Pol a retrouvé le résultat de Laplace en généralisant le
calcul opérationnel d’'Heaviside et a étendu aux systtmes d’équations
simultanées [11]. Nous ne reviendrons pas sur les équations diffé-
rentielles. Elles sont longuement traitées dans le fascicule de
M. Humbert et Colombo sur la CS, [23] et le CS, n’introduit aucune
idée nouvelle.

Il en va tout autrement pour la théorie des équations aux dérivées
partielles.

Nous nous bornerons dans tout ce paragraphe aux équations 8 deux
variables a l'inconnue z=F(#, y). Rappelons d’abord la méthode
en CS;. On verra mieux ainsi ce qu'apporte de neuf le CS,.

Etudiant la propagation d’un signal électrique le long d’un cible
« idéal », Heaviside rencontre le cas particulier de l'équation des

télégraphistes
2z Jz
dy? =K ox

[qui se confond dans ce cas avec I'équation de la chaleur; K est une
constante]. Il prend I'image par rapport &

z(z, ¥)>/(p; ¥)
et traitant ¥ comme un paramétre en déduit

#3(2,y) PP, 7).
dy? dy?

La solution z(z, y) qu'il cherche, est la solution nulle pour z =o.

La regle de dérivation donne alors di(;a;—y-) >pf(p, y) et Yon est
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ramené a I'équation différentielle linéaire, immédiatement résoluble,
puisque a coefficients constants :

2f(p,y)
ady?

Il ne restera qu’a remonter  1’original. Fantappié a justifié le pro-
cédé par sa théorie des fonctionnelles, et montré que I'on raméne &
une équation différentielle linéaire ordinaire les équations aux déri-
vées partielles dont les coefficients seraient fonction d’une seule
variable [56].

F. Lévy, de son coté, rattache la méthode au produit de composi-
tion de Volterra [37]. On trouvera de trés nombreux exemples dans
Carson [58], Cohen [59], M. C. Lachlan [3], Wagner [60], Parodi
[24], Hereng [61], Ghizzewi [62], Carslaw [63], Churchill [63],
Colombo [64] et bien d’autres.

On pourrait signaler aussi de trés nombreux mémoires de Giorgi
et de.ses éléves; mais ils se placent plutdt dans le champ du calcul
opérationnel (encore qu’il soit ordinairement facile de les interpréter
en calcul symbolique). Graffi, Sbrana, ..., étudient les opérateurs
avec plusieurs variables [ 66 ].

—Kpf(p,y)=o.

2. Les premiers travaux pour appliquer aux équations aux dérivées
partielles la transformation de Laplace a deux (et méme & n variables)
semblent ceux de Picone [16],[36], [68]. De nombreux mathémati-
ciens italiens surtout, ont simplifié et développé ses calculs. Citons
Amerio, Ghizetti, Mangeron [67]. On leur doit deux progrés
principaux :

. D’abord par un procédé qu’on ram@ne aisément & la formule de
Green, ils ratiachent les valeurs de z & celles de ses dérivées sur la
frontiere du domaine ol on opére.

En laissant provisoirement indéterminées certaines de ces valeurs,
ils obtiennent sans intégration I'image :

N(p, 9)
D =
RS T
de la fonction cherchée, avec des conditions aux limites assez

générales.
Utilisant alors le fait qu'une image est holomorphe pour des valeurs
positives arbitrairement grandes de p et g, ils en déduisent que cer-

MEMORIAL DES 8C. MATH. — N° 127, 4
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taines racines du dénominateur doivent annuler le numérateur. Ce
qui leur fournit des conditions nécessaires (et ordinairement suffi-
santes pour calculer les indéterminées.

B. Un second progres da a Picone est la limitation de I'intervalle

de définition. Une expression comme —— n’a pas d'image; mais on
xy
peut trés bien utiliser une fonction égale a $ dans le reciangle :

o<Lalxe<b
oe<y<d
et nulle partout ailleurs.

Une fonction ainsi « mutilée » et réduite & un domaine fini, a tou-
jours une image f(p, g) et cette image est une fonction entiére de p
et ¢[68].

Cela fournit de nouvelles conditions (et parfois en nombre infini),
d’od I'on déduit les fonctions fondamentales permetiant le développe-
ment de la solution en série.

C’est ainsi que Tolotti a pu intégrer les équations de I'élasticité
dans le cas d’un parallélépipede rectangle, avec des relations données
@ priori, surla surface limite, entre les déformations et les forces [ 69],
et Ghizzetti résoudre le probldme de Dirichlet dans l'espace [67T].

Amerio a souligné que le bénéfice de cette « mutilation » est inté-
ressant principalement pour les équations elliptiques et a traité ainsi
I’équation de Poisson [67].

Mais nous ne pouvons que renvoyer aux Mémoires cités qui dépas-
sent le cadre de ce fascicule.

1. Un nouveau progres, et ici tout & fait dans la ligne du.CS,, est
celui qui est di a Doetsch-Voelker.

Il était facile de prévoir que si prendre l'image en z, d’une équa-
tion aux dérivées partielles a I'inconnue z = f(x, y) la raméne & une
équation différentielle en y, prendre I'image a la fois en z et y
ramenera d une équation algébrique.

C’est exact; mais notons que, si les coefficients dépendent de z ou
de y, le bénéfice n’est guére notable : mieux vaut opérer en GS,
comme nous 'avons indiqué ci-dessus. Avec des coefficients constants,
an contraire, le CS, permet, grice a la remarque de M. Picone
retrouvée par Voelker [15] et.Carstoiu [21], de déterminer tras sim-
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plement entre les conditions aux limites des relations nécessaires, et
de constater souvent que ces conditions sont suffisantes.

De plus, et c’est un progreés essentiel da a MM. Doetsch et Voelker,
il sera le plus souvent inutile d’utiliser des formules d’inversion; on
écrira directement la solution en z et y [20]. Voici quelques
exemples simples pour expliquer la méthode.

Rappelons que nos variables z et y sont supposées réelles et posi-
tives. De soi, notre calcul ne vaut que pour le premier quadrant.

Rappelons aussi qu’étant donnée une équation du premier ordre &
coefficients constants

ad—z+bdi+c =g(x
oz dy s=8(2,7)

les droites @ dy — b dz = o sont les caractéristiques.
Semblablement pour une équation du second ordre
adiz_+2b____r)"z c+diz+ (?j 9z x z>—o
pre dwoy T TG g N E) D
les droites @ dy?— 2b dx dy + cdz* = o sont pareillement les carac-
téristiques. L’¢quation est hyperbolique, elliptique ou parabolique
selon que ces droites sont réelles, imaginaires, ou confondues.

4. Bquations linéaires dont les caractéristiques ont une pente
positive. — Soit par exemple
;)sz + 3—:—, = G(z, y)-
93
%
il nous faut connaitre les valeurs de z pour z =10 ouy ==o. Soit

Pour appliquer le calcul symbolique, et calculer I'image de gs et

donc
z(x, y) > f(p q)
z(0, y)=A(r)>a(q)
z(x, 0) =B (x)>b(p)

la nouvelle inconnue
Et soit aussi G(z, ¥)2>&(ps 9)-
L’équation aura pour image

pLA(p, 9)— algN + qalf(p, ) — b(p) = g(p,

MATHEMAT:Q. E5
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d’oti I'image de la solution cherchée

—&Wpq) P
I ) =50 + o)+ p+qb(p)

Comme nous I'avons dit déja, on peut remonter directement a l'ori-
ginal. D’aprés la régle 5 (chap. III)

(o si _y<a:

—_. c ! .
PRl LAy — si. y>a,
o si .1'<

L p(pye ] ,
pP+gq | B(z—y) si z>y.

Enfin la méme régle nous permet de diviser une image par (p + q)
et donne

mix,y)
%—%Zcf G(x— s,y —s)ds.
0

D’ou finalement

y
B(x———_y)+f G(z—s,y—s)ds si x>y,
0
F(z,y)=1(et x
A(}’—I)*—f G(z—s, y—s)ds si z <y.
0

En résumé on a une solution z

a. définie, et continue dans le premier quadrant. Il faut évidemment
supposer A (o) = B(o) et les deux expressions de z coincident pour
y=2.

B. dérivable séparément dans les deux domaines y >z et y <=z.

Y. et prenant sur x =0 ou ¥ =o les valeurs arbitraires A(y) ou
B(z) données. Le procédé de démonstration semble supposer que
A(y) ou B(z), devant avoir une image, sont a croissance exponen-
tielle. Mais il est facile de vérifier que le résultat est exact sans
restriction.

Le théoréme de Cauchy affirme I'existence d’une seule solution
analytique définie par ses valeurs sur Oz, c’est-a-dire par A (y) seul.
Mais notre solution n’est pas analytique le long de y =2 ou ses
dérivées sont discontinues. Le résultat sera tout autre si les caracté-
ristiques sont & pente négative. On ne pourra pas prendie A(y) et
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B(x) arbitraires. Et c’est un des avantages du CS, de nous montrer
cela sans aucune théorie précongue. Nous ne savions pas, au départ,
st A(x) et B(y) étaient ou non indépendants.

5. Equation linéaire i caractéristiques de pente négative. — Soit

9 a .
de méme 3.—:: — Bff = G(=, y) avec les mémes notations et les mémes

calculs qu’au numéro précédent, 'image sera

™ f(ps q)=1’“(q)—qb<p)+g(1)- 9,
P—q

Mais on sait qu'une image doit étre holomorphe pour toute valeur de
p et de g vérifiant Rp > po, Rg > qo, o py et go sont deux cons-
tantes convenables.

Ceci implique que le numérateur de notre image doit étre divisible
par p— g, sans quoi on aurait, quel que grand que soit a, le péle
p=a, ¢g=a. Il faut donc

(2) pa(p)—pb(p)+g(p,p)=0

et cette relation lie entre elles les valeurs de A(z) et B(x) qui ne
peuvent plus étre arbitraires. On peut d’ailleurs remonter aux origi-
naux sans formule d’inversion et donner explicitement la relation de
condition entre A et B.

Le n°® 12 (chap. Ill) nous donne

I Al
—lg(p,p)Cf G(z—s, s)ds
P o
et par suite (2) s’écrit

A3) A(z)—B(x)+[xG(x—s, s)ds =o.

Si cette relation entre les conditions initiales est vérifiée, (1) don-
nera 'image de la solution cherchée.

Contrairement a I'exemple précédent se donner A(z) (ou B(x))
suffit a caractériser l'intégrale. Ici encore on l'obtient sans table
d’inverses. En effet, grice a la relation (2) on peut écrire (1)

_pa(g)—qap)  &pq) 98P P
A e B T I TV )




54 L. POLI ET P. DELERUE.
La premitre fraction: (régle 2, chap. III) est 'image de A(z +)).
La seconde écrite é gy, q) 5—_1_-; permet de prendre l'original en g,

car elle représente un produit de composition.

Soit
g c —em),
P—9q
&P, )<Gu(p, ¥)-
Alors
v

—g(p, 9)c— f e—Plr=) Gy (p, s)ds,

P—q 0
tandis que

x

—,‘;‘%'g ;;g(p, p)ce"f[ e PsGy(p, s)ds
[par définition de g(p, p)], d'ou

~®

, 1 .
é;)(f’_ g) — }_]__q__.a ;g(P, P) cj e—Pls=1)Gy(p, 5) ds.
s

Comme d’ailleurs, puisque s — y est positif,
puisq Yy estp )

osizls—y

_p(s—J')G C%
e 1(P;$) G(z+y—s,s)si z>s—3,

\

il viendra en prenant I'image en p

X+y
gjf{)—’g)_p(pq—-q)g(pp)c/‘ G(x+y—s,s)ds
ou encore

x
cf G(x —s, y + s)ds,
0

alors pour la solution cherchée

z=A(a:+y)+f. G(z— s, y+ s)ds.
L]

On vérifie aisément que cette solution est continue et dérivable
si A et G le sont, et qu'elle satisfait a I'équation donnée | sans limita-
tion de A ou de G, comme pourrait le faire craindre la méthode
employée]. On Vexprimerait aussi bien, grice a la relation (3) au
moyen de B(x) au lieu de A(z).
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On traiterait semblablement, sans complication essentielle, mais

avec plus de longueurs d’écriture, 'équation générale linéaire a coef-
ficients constants
dz az

aqz +bc7.—y +cz=G(z, y).
6. Equations hyperboliques. — Soit une équation du second ordre,
a caractéristiques réelles, par exemple 1'équation des cordes vibrantes

dtz 0%z

(1) ozt oyt =G(z, y)-

On pose encore
a(z, ¥)> /(P 9)s
G(z, ¥)>8(p; 9)-
Pour appliquer le CS, et pouvoir calculer les images des dérivées, il
nous faut connaitre les valeurs initiales
2(0, y)=A(y)>a(g)
7]
d—;)mf C(x)>e(qg),
z(z, 0) =B(2)>6(p),
dz
(% ),_,=P@)2d(p)
avec la condition A (o) = B(0) si nous voulons une fonction continuc
a Porigine. Mais nous ne savons pas, en dehors de cette condition,
lesquelles des fonctions A, B, G, D sont indépendantes. L’image
de (1) s’écrit
pLf (P 9)—a(@)]—pe(q) — L/ (P, )= b(P)]+gd(p)=28(P: ),
d’ou
—agd o —a’b

() fp a)=EL ) +pe(q) Zoz(_P;v+p a(9)—¢°b(p),

Pour que f(p, g) soit une transformée de Laplace il faut, comme
nous I’avons déja faitremarquer, quelenumérateur s’annule pour p=g¢,
d’ot la condition

g(p, p) +pe(p)—pd(p)+pla(p)—b(p)=o.

Cette condition s'interpréte directement grace aux régles 3 (chap. II)
et 12 (chap, III). On Péerit

3) ’—}g(p,p)+c(p)——d(p)-'-p[a(]))— A(o)l—p[b(p)—B(o)]=o,
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d’ou

fluc(z- 5, 8)ds + C(x) — D(a) + 2 [A(2)—B(2)] =0,

et par conséquent connaissant trois des fonctions A, B, C, D, on
pourra obtenir la quatriéme. On savait par la physique, et 'on
retrouve simplement ici, qu’il n’y en a que trois d'indépendantes.’

Pour avoir z(z, y) il faut prendre I'original de (2). On peut le
faire directement, sans avoir dd préalablement calculer a( p), b(p),
c(p), d(p), ... et sans table d’images.

En effet, soustrayons la condition (3) multipliée par ¢ du numéra-
teur de I'image f(p, ¢) donnée en (2). Il vient

F(p, q)= PEP )= 48P, P) | pe(9) = go(p)

PP —q%) pP—g
pa(q)—qa(p) q5(p)
+P[ Pr—q ]+p+q’

et il faut prendre I'original des divers termes du second membre.
On utilisera les calculs du numéro précédent, et la régle (n° 5,
chap. III) qui permel de diviser par (p + ¢).

a. Ainsi nous avons déja

pe(pP, 9)—98P,P) . (Tep.
2P =) cl G(z—t,y+t)dt,

d’ou

pe(p. 9)—q8(p, P) f"“’””" f’”"
. - c ds G(rx—s—¢t, y—s+t)dt
P(P‘—'Q') 0 0 4 ) ¢

B. La seconde fraction se calcule a partir de

pe(q)—qe(p)

cC(x +
=, (z+y),

_ m(x,))
PC(Z;Z-'_Z:(P)C[ C(z +y —2s)ds.
[1]

1. La troisiéme fraction s’écrit, en développant

1 pa(g)—galp) 1 pa(g) 1 9a(p)
2 p—9q 2p+y 2p+g
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et I'original, pris terme a terme, est

SA(E )+ Ay D] sy >
é[A(z+y)—-‘A(.z—y)] si x>y,

o. Enfin

B(z—y i
g 2P o pypipyc ! (z—y) st 2>7,
P*+9q l o si <y,

On obtient en résumé

m(x,y) X —S
—’-(»"3,}’)=f de G(r—s—t, y—s+1t)dt
0 0
mx, y) I
+f C(w+y—2s)ds+;A(z+y)
0

B(z—y)—sA(z—y) s 2>y
+{ et

%A(_y—.z') si y>ux.

Ici encore la vérification directe montre que la solution est valable
sous des conditions beaucoup plus larges que ne le laisserait supposer
1a méthode employée; il n’est pas exigé que les fonctions A, B, C,
D, G soient transformables par la transformation de Laplace.

7. Equation de la chaleur. — Soit I'équation parabolique

9z dz
o _d} = G(z, y)-
Posons

z(z, }'):f(P, q)

et désignons les valeurs aux limites, a priori nécessaires, par les
notations

z(z, 0) = A(z)>a(p),

(0, y) = B(»)>b(¢q),

25) = C2ele),
d’od

pLf(p, @) —b(g)N—pe(g) —qlf (P, 2)— a(p)l=8(p: 7)
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et donc
o J— 2h
(2) f(P’ q)=o(Pv 9) q'a(Pz):Pc(q)-'_P (q).
P q
11 faut que le numérateur admette la racine
P=Vq

sans quoi la fonction cesserait d’étre holomorphe pour des valeurs
q = a*, p = a de partie réelle aussi grande qu’on voudra, d’oit

(3) &(Vg, 9) — qa(Vg) + Vg c(g)+qb(g) =,

et cette relation lie entre elles les valeurs initiales A(z), B(z),
C(z) dont deux seulement pourront &tre prises arbitraires.

On a d’ailleurs sans peine la relation explicite entre A, B et C.
Supposons par exemple que connaissant A et G on cherche B. Nous
écrirons la relation (3)

(4) b(p)=—28(Vp, p) +a(Vp) — = a(p),

Ve

et il suffira de remonter a I'original.
a. Original de
- &(Vp: p)-
Ona
g(p, q9)=pq /“foe—PS—le(s, t)dsdt,
d’ou o

;I,g(\/i,p)=./ow_[”e—ﬂ/5—w VP G(s, t)dsdt.

Or on connait I'image
st
I
Vpesrc——=e '=,
TL

d’ot1, par la régle du « shifting »,

) si x <,

— ~_ s
Vpe=svP—tr c 1 g

— si t,
Vn(x—t)e 1 x>

et par suite

o - s
ig(\/ﬁ,p)CI drf ——————¢ *EAG(s, t)de.
(]

¢ \/::(x—t)
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B. Original de a(y/p).
11 est connu [27].
Clest

a( \/ID)CT/—;.——E-/,,‘”e—Z%A(S)dS'

+. Original de e(p)

Vp
e(p) _ ‘/_fw -
—~ = \/p e—PsC(s)ds.
Or v ’
o si x<s,
ers\pc 1 6 z>s
Va(z—s) ’
d’ou
c()o_)c T C(s)ds
vp Y Va(z—s)

Portant ces résultats dans la relation (4),

o« o o__t
B(x):—f dsf ¢ TE=UG(s, t)dsdt
0 0

®© ____;“2_ x
-+ ! f e i'rA(S)dS——‘ M
o

Tz b VEE— )

qui donne B(z) quand on connait A et C. On pourrait avoir cxplici-
tement A en fonction de B et G, ou C en fonction de A et B par la
méme méthode.

Supposant ainsi connus @, b, ¢, la formule (2) donnera I'image
/(p, q) et en remontant & Toriginal on aura l'intégrale s cherchée.
Mais il est inutile de connaitre @, b, ¢, et ici encore on peut cal-
culer z(z, y) directement & partir de (2) sans formule d’inversion.
Nous ne ferons pas ce calcul analogue a celui que nous avons donné
pour D'équation des cordes vibrantes, mais beaucoup plus long, il
nous entrainerait trop loin. Nous ferons simplement remarquer ace
sujet que pour abréger les calculs en CS., plus encore que d’une
table d’images, on a besoin d’une table de correspondances fonction-
nelles. Doetsch et Voelker [20] en ont donné déja un grand nombre,

Nous ne parlerons pas non plus des équations elliptiques. Le CS.
semble a priori moins indiqué puisque I'on sait combienle probléme
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se pose alors de toute autre facon. Nous avons signalé pourtant les
résultats de Ghizzetti et Amerio [67]. Pour le probléme plus particu-
lier posé ici, Voelker et Doetsch ont obtenu des résultats nouveaux
et intéressants sur la détermination (ou plutét I'indétermination)
d’une fonction harmonique par ses valeurs sur les axes de coor-
données.

III. — FONCTIONS DE BESSEL DU 3 ORDRE.

On sait que le CS; permet de retrouver trés simplement les pro-
priétés classiques des fonctions de Bessel. Le CS, permet de la méme
fagon d’étudier les fonctions généralisées que M. P. Humbert a
appelées fonctions de Bessel du troisieme ordre, c’est-a-dire

J x m-n 1 F w:
m,n(x)=<§) T+ DT (nED° :(m+1,n+1,—2_7).

En remplacant z par 3 Vzy et prenant I'image terme & terme

2m—n 2'! ne _l
(R) z ° ¥y 9 Ima(3Vry )me —e P,
A. Formules de récurrence. — Avec la régle
S(p, 9) q)
' oF (2, 5)2—p o[ BT
on obtient
2m—n+1 ‘7;1—-nz e _L I __{_
3 [
z ? Im "(3 )DPm+1 q" P7— prrigatt e P9
ou
Am—n 2n —m *m+1N—n 2n—(m+1)

¥ P haaBVay)=(m+nz  * y P Juna(3{y)
‘1m.—n 1 2":”‘],,_._3’,._,_! (3 Vx—.—y).
—_a " }/
Apros simplifications et changement de 3 {/zy en u, il vient
U[Jm—1,n(16) + Ims1, nt1 ()] = 3mI 0 ().

L’application de la régle

-donnerait par un calcul analogue

(m+n)Imna(u)=ul[¥on(4) + Imrs,nse(u)]
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On retrouverait ainsi la plupart des formules déja connues au sujet
des Jpu,» [ 70]. Mais voici des relations nouvelles.

B. Représentation intégrale. — Poisson a donné pour les fonc-
tions de Bessel, la représentation

T
Jn(z)=-———l——T(§>nf cos( z cosb) sin2?0 db,
xl‘(n+5) - v

ou, en posant cosf =,

1

In(z)= ;(—;T) (5)"/0"(-— )" aos(55) i,

Jm,» s’exprimera pareillement au moyen d’une intégrale double, avec
les sinus du troisieme ordre f(z, j, 3).
On sait que

Sz, 7, n):an
et M. Humbert a montré que
3
Jg’l_ (z)= \/—f(""’ I, 3),
373
33
J?:’_% ( 2ﬂ$f(z7 27 3)7

Iy, _s@=3 398 pay 3,3,

3
Ecrivons la relation (R) sous la forme
2m—n 2"—7’1 1

- I I 1 Yy
z 3 Y s Jmn(?’\l .y)bpqpm——m qn——n Pm——1qn——1e r

et appliquons la formule du produit. L'original du second membre

est
x ha (x_u)m—m' (y-_g)n—-n'
[ j; F(m—m +1) I'(n—n'+1)
em'—nr—1 2n/—m'—1

wuw e 7 Imera (3 Vuw)dude,

ou, en changeant z, y, ¥, ¢ respectivement en z%, y3, ud, o3,

X yg(w:’——ll:')’"_’"' (_y3—v3)"——"'
VA T(m—m=+1) T(n—n'+1)

w grmi—n'grnl—m 1Y oy e (Sue) dude.
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En faisant successivement dans cetie intégrale

[SHIF=
ol ks

m 5 n m’ n' 2 m' 2 n
=3 = = 3 = 33 = 5 = =
3 ’ 3? 3

on fera intervenir les sinus du troisiéme ordre; par exemple

x?m—u},‘_’n—m_]m." ( 31;},)

93

. IN L 2
a2xl (m+ §)1 <n+§>

T Ay m— 3
><f f (@—w) 3y —e3) Suf(3uv,3,3)dudp,
[ [}

et, sil'on pose u =z, v =y, 3zy =23,

3 mr
oty = =20 (3)
21:I‘<m +’§>l‘(n -+ §)

1 At 2 Wl
X([f;“"ﬁ”) a—n?) Ef(Ens, 3, 3)dEdn.

L _ e W pen :
C. Dérivée par rapport a l'indice. — Cherchons 7%‘-- Dérivons
par rapport a n les deux membres de (R) aprés y avoir fait m = n,

3 (@) log(2)Inn(3Vzy)

n 1
+(x}/)3§"l')n.n(3 V;}")D— '(—‘P—Iq—j;zlog(pq)e Pq.

Appliquons ici encore la formule du produit, en tenant compte
des relations symboliques

—log(pg)clogry +27 (7 = const. d’Euler),
1

n—1
(—;q—l),;::;e Pic(zy) * Jnos,a(3 Vay),

P'original du second membre est
x ¥ n_1 a
f f [log(z — &) (y— 9) +27](ue) * Jneyu—1(3 Vuv) du dv,
0 0

ou encore

r oAy At _
[log(xy)+2y][ f () ® Jp—gnms (3 a;/uv)dudv
0 [

+fovr.[o"log[(1—g) (1—;)](uv)'i€_i,ln_1,n_4(3 Vﬂ) du dv.
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La seconde intégrale peut s'écrire

n+1 n+1

et e n—s nri
y? f log(x——%)u $ ) a(3 Vuy)du—&—z K
0
) n—2
xf log(l—‘;)v S Sy 2 (3 Vo) do.
0

Avec le changement u = tz, v = ¢y, 3 \:/xby = z et quelques simpli-
fications on obtiendra

1
‘d(‘);‘z[Jn,n(Z)] =2[y+ Logz]JnA(3)+ 2z.[ log(x — 83)tr I 4y, t3) dt.

IV. — POLYNOMES DE LAGUERRE A DEUX VARIABLES.

C’est dans la premidre étude systématique du CS, [12] que
M. Humbert a défini les polynomes d’Abel-Laguerre a deux variables.
On peut étudier plus généralement des polynomes & deux variables
analogues aux polynomes étendus de Laguerre.
Les polynomes étendus de Laguerre définis par
=% dm

Lon(z)=ex — m(xm"‘“ e—x) (m entier > o),

vérifient la relation symbolique

F(m—+oa-+1) 1 ( x)'"

Py A I Sl LAY (.

m! P> P
et sont solution de I'équation différentielle
Yy + (e +1—2)y +my =o.

Pour définir des polynomes analogues & deux variables L&B(2,9),
on part de la fonction hypergéométrique confluente & deux variables

(—m, p+v) ap+roeyv+f
+1 p)(B+r,v) plivl

’

22 Blo(—m; @ +1; B+I;w,y)=22(a
v

ol m est un entier positif. L'image est

(—m, p+v) I T(p4+a+1) T(v+B+1)
;Z(a-{—t, )P+ vy plv! pr+e g8

=I‘(a+1)r([3+1)(l__’; 1)"1.

P*q T g
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On peut évidemment introduire un facteur constant dans la-défi-
nition. Par analogie avec celui qui figure dans les polynomes a une
variable, nous poserons

wapr;ip(m,y)DI‘(m+u+1)I‘(m+{3-}—1) 1 ( 1 l)m.

(mT) B\ p ¢

Pour & = = o, on retrouve les polynomes de M.-Humbert.

Pour m =o, L*P=1.

On consultera Erdelyi [14] qui a étudié en général les fonctions
hypergéométriques confluentes.

A. Equations aux dérivées partielles. — Soit pour abréger
Pécriture

Fo_t (x—i-5>'"—-f( )
B\ p g b q

Utilisons les régles opérationnelles

JF af oF _ _of
ap Yy ay> " %ag

On en déduit

" JF — &F —m — I 1 m—1
Cox T * Dp““qB( F—q> !

oF —m 1 1\t

) y@——BFDP“qE“(I_E—ZI) !

et en additionnant

dF JF —m 1 1\ m—1
3 -+ a+ 3+ m)F> (1—--———-) .
3) oz v oy —( g ) pgB 77
D’autre part (z oF —aF) s’annule pour =090 st a4+1>0 et
. p oz p
donc en dérivant (1)

Jd[ dF —m I 1\”—t
0 w5 = P (=)
Comparant (4) et (3) on voit que F satisfait aux deux équations

dF dF JF

(wF) z +ydy —(a+ B+ m)F,
dF oF R
d‘—},(}’F) B; +}’;,3,—(“+(3'+"¢)Fa



LE CALCUL SYMBOLIQUE A DEUX VARIABLES ET SES APPLICATIONS. 65

ct par suite les polynomes L%? satisferont aux deux équations aux
dérivées partielles

L JL L JL JL oL
—-— 4 _—= —_— —_— = _— _
T 5= (a+1)dx 'ydy‘-’ +(§+x)d}' xdx+ydy mL
ou encore
)L J’L JL JL
E e _ 9 oL _ =
(Ey) z 5= ydy2+(a+l)dx (B+I)dy'—°’

équation indépendante de m, et

J°L J’L JL

JL
(E.) Y +xd7"—+(a+l_2x)dx+(g+l—2‘y)¢7._y +2mL =o.

B. Fonction génératrice. — On voit immédiatement que

. m!zeyd 3 1 (1_’._3)5.
N : , P
G(z, ¥) TmrarnimTprn (x’y)z'n:}’“qse .
m=0

Et en prenant l'original du second membre
¢ B
G(x, y) = e(ﬂ_;) (Z) 1o (2 V32) 38 (a2 V7).

F4
Cest la fonction génératrice cherchée.

C. Relations de récurrence. — Les ragles

0[ ‘f 0 f(P’ 9)
— — = F —_—
x >—p et zED>—p | I

donnent les relations

L8 m+
dLy; - B Lz:—fl,?: o,

dz
JL*B m -+ a
oy -+ ™ Lﬁi§T’ =0,

m—+ e
GL?:LB"_ —n_’l,_ﬁ 'TL;‘I;P—’{B: (m -+ °l)I-":Ln 1’51

LSS — i,%fylﬁizﬁ_?’ = (m + B)L&B,

On pourrait en obtenir bien d’autres, ainsi que des formules de
duplication de 'argument, de 'indice, ou des formules d'addition.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N°¢ 127, 5



66 L. POLI ET P. DELERUE.

D. Généralisation de la formule

ex dm

z () = m ! dzm

% [ rm+a e-—x]

Cette généralisation est moins directe. On écrit

Fat=i =3 =Zall=3) (-3)- 5T
~Smrma(i=3) (=3 et et

En tenant compte de

z2 % (x)>

T'(m4+a+1) __I_(I__ 1)’"

m! p* ;

et de la formule & une variable que nous voulons généraliser on
trouve

“‘”“J’ﬁLmB(“‘:)’)— (m,) 2('—1)”‘_ md—xj—d-—-[_z-m+ct}m-'-p e—x-y].

B. Polynomes d'Hermite. — Entre les polynomes d’Hermite &
une variable, que nous noterons A, (z), et les polynomes de Laguerre
{(x) existent les relations (28)

x[l' (x") = L—_.m_ h"m+1(‘z'))

9’ m+1 ml

T ‘(.z' )-_ h,,,,(.z')

""m a1
On sait aussi que
(— 1) hamiq ()

)] =esin2z,
m=0
hom (V) (2m)‘ — m
Vz Vp (“ ) '
—\_(2m+1)!, /x /1 m
"”"**“’”’TV;(E“) '

Introduisons des polynomes H,.(z,y) par l'une ‘ou Pautre des
formules symboliques

Hom (&, Vy)  (2m)! m( 1 )

Vzy m! P!

— (em+1)! = 1 I m
Hzm+1(\/x: \/7)3—51‘,—'7’,_?(;+—q——1) .
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Ces polynomes H,,(z, ) ne sont ainsi que des cas particuliers des
polynomes L%3, car, en comparant les images, on voit immédiate-
ment que

(—1)m (2m—+1)!
47 m+1 (m l)l

PR P Y —)m
L e = S Bl e, ),

ML" (I,y)

H‘-"'H-i(a": J’))

2 (—1™ H(';n,';'_('_xl’)},,) =e sinax sin2y,

Z (—1nm lj%%f—;—"—) = ecos2x CcOS2Y.
m=0
L’introduction des polynomes H(z, y) pourrait sembler une généra-
lisation un peu vaine des formules & une variable, mais le résultat est
pourtant intéressant et les propriétés nombreuses. Montrons que ces
polynomes s’expriment au moyen des polynomes d’Hermite /nm
d’argument (z + y) et (z—y).
Considérons pour cela les séries

H*mﬂ(ﬁv Vr) H’m(\/-'”’ V)
( m 2BV Y ym et (—rym XLl
(2m +1)! (2m)!\/zy
m=0 m=9
En utilisant les images données ci-dessus, on voit que ces séries sont
respectivement égales a

t—tetsin (2 yiz)sin(2 yiy) et eteos(2yex) cos(2 Viy).

SiTon c}xange t, z, y en —t2, x%, y* on obtient

H7m+1(.l', y) 2m—41 — ____ h t h(2t
Gm+1)) g2 sh(2tx)sh(2ty)

m=0
e
= - [chat(z +y)—ch2t(z —¥)]
H-(———-——Z”";(ﬁ":y) m=e—tch(2tx)ch(aty)
m=0

= e—;—[chzt(w +y)+chat(z —y)].

Les polynomes étudiés sont donc la somme ou la différence, selon la
parité de Pindice, de deux suites de polynomes enz+youzr—y.
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Effectuons le calcul en développant en séries de ¢(z + y) les termes
de la forme

e—"ch[zt(x+y)] =2(—})!/t"l Z[2t(€l;‘2:‘)}!’)]'r.
r=0

=0
Le coefficient de ¢>™ dans ce développement est

O (—1)m—2%
‘-——___——'—————(.’L‘ +y)"l.
hd (m—])' (27}

Or le polynome

dim(e=at) N (—1)ym—iay .

hzm(-l') =e* dz2m _1_0 (2j) ! ('n ""'j ) ! )

Les polynomes H,(x, y) sont donc liés aux polynomes d’Hermite
par les relations )
hom(Z+y)+ ham(2 a--y),
2
ham(z +y) — hom(x —y) .
4m

Hem (2, y) =

H‘m——l(-’”; .7) =

F. Orthogonalité. — Les polynomes L(z, y) sont orthogonaux,
sur l'intervalle (0, ). avec le poids e~2(@+2), c’est-a-dire que 'on a

~

f f e~4r+t L, (2, y)La(2, y)dzdy =0 si m # n.
o Yo

Partons en effet de

n()2(1= 5= ) = [ (=)= (= P)T
et en développant

m
Lo (;_”, f) =Y C (@) my (7).

=0
De méme

n

L, (§ {) = 2—n2 czzr(w)l,._r(y);

r=0
d’ou

a3 1)1 (50 3) = 1 B UG D ror )

7
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Multiplions par e-=-7, et intégrons dans le premier quadrant

Y o0 _ » z v
[ () u(5) e

=rmn 3 Y ¢ [ " 21, (2)1n(z) dx [ " et by () laer(¥) dy.
j r

Les intégrales du second membre sont nulles, 4 moins que l'on ait a

la fois j =r, n— j = m —r auquel cas elles valent un. "
D’od

-/o‘ [ e—wﬂLm(a':-,Z)L,,(g,%)dxdy:o si m#Zn

et

On I'écrit aussi selon que m £ noum=n

fo [ e—"@+N L, (2, ¥)La(z, y)dedy =0  ou 2'7(7;4-—1)&’"""
Par un calcul absolument semblable, on généralise cette formule aux
polynomes L=? (z, y). On établit d’abord la relation

m
x I
L%iﬁ\;,%) = 2 L (@) By (),
j=0

d’oti résultera
f”fwe—(»w.z‘“}'ﬁlﬁiﬁ(g’%)Lz’ﬂ<§’%>dxdy=o si m3n.
0 0

G. Sommation des séries en L% (z,y). — On peut souvent
sommer de telles séries simples ou doubles, en supposant’qu’il est
légitime de prendre I'image terme & terme. Nous avons donné des
théordmes qui assurent parfois cette légitimité. Mais ce sont les
questions de onvergence qui font le plus souvent difficulté.

Nous remarquerons simplement que la formule (1) ci-dessus
permet en bien des cas d’étendre aux L% (2, y) les limitations
connues des [%(z). Ainsi quand z varie dans un intervalle fini, on
sait qu’il existe une constante A telle que

I l'l(w)'l < A:
quel que soit 7.
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Il en résulte aussitét
|La(, 7)| < 5z ¥, C4A ZA.
On peut démontrer aussi l

lim L,(z, y)=0  pour x ety positifs.
n > o

La relation analogue pour les polynomes /,(z) est bien connue.

Exemple. — Soit & sommer

_ il (=, 'V)
T(zy)= 2! (n+1)2
n=0
La convergence n’étant pas apparente a priori, calculons d’abord la
somme finie
N—1

- L' (2 )
zy Tx(z, y) —Z AT
n=0
On aura en prenant les images
N—1 i—(1— X _ ‘_)N
I L P q
zy Tn(z > —[1—-—-—-~]=_— .
¥ Tn(z, ¥) qu » g pq ] (__l___l_)
n=0 I
rp 9
N
Or cette image : — (1— L. 1) a un original que la régle (5
ge: 777 ginal q gle (5)
pP+q
(chap. 3), nous permet de calculer
mia (,))
ayTx(z, ) =min(a, ) — [ Ln(@—s,y—s)ds.
[

Si alors on fait tendre N vers I'infini, on a pour z et y positifs

zy T(#, y) = min(=, y),
ou

1
T(=, 7’)=m'

Remarque. —.On pourrait signaler bien d’autres applications du
CS,. Nous nous contenterons de mentionner :

a. L’utilité pour les équations intégrales de Volterra aussi bien
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que de Fredholm; et pour les équations intégro-différentielles. Sur
le modgle des résultats obtenus en CS, par M. Parodi [71] on peut
trouver de larges classes d’équations ramenables a des quadratures

[52].

B. L’extension & deux variables des formules de réciprocité de

Hankel [22].

Mais ces sujets ont été peu étudiés jusqu’ici, et il reste un vaste
champ de recherches.

APPENDICE.

CarLcuL SYMBOLIQUE A n VARIABLES.

II est clair qu’on pourrait constituer, de facon ‘analogue, un CS,.
Dans le premier chapitre de ce fascicule, nous avons signalé les diffi-
cultés rencontrées pour passer de une a deux variables, et indiquer
comment 'introduction de I'intégrale de Lebesgue permettrait de les
surmonter. Il n’y a pas de difficulté supplémentaire pour passer de
deux a n variables.

A. On appellera transformée de Laplace d'une fonction
F (21, #a, . .., za) (appelée original) une fonction ¢(p4, pa;, - - -, Pn)
donnée par

o0 00 0 —i:p.a:,
?(p1, Py ...,p,,)=f f . f e ! F(z1, 25y «.oy Zn) Xy, doy .., dTp.
0 0 (]
On utilisera plutét la transformée de Carson f(pi, ps, - -+, Pn)
(appelée image) donnée par

F(P1, Pas -++y Pn) =Pt Poy o5 Pn®(P1, P2 «+ey Pn)

qu’on notera
J(p1; Pay -« p,,)an(xi, Zoy ovvy En)

.ou méme simplement
cF(x1, sy ..., Zn)-

Les régles du chapitre II s’étendent sans difficulté, et la plupart des
correspondances étudides au chapitre III de méme.
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Exemples :
a. de
1 1 I
N\cF. JX ns( L) cF(a),
F@IFs@),  Fi(3)eFua),  Fa(3)eFye),  Fan(L)eF@)
on déduit
f(p1P9...pn)CF(.’L'j.Z'o...xn)-
B. plus généralement, de

I I 1 1
S(p)cFy(x), F:Fi (E>cFo(x), = Fnos <;)cF(x),
on déduit
S(p1p2-..pn) c F(&12...22)

.
Ay p AL+ Agthg. +Ap— At+hg o+ Ap—2 Ag+Ay . +hp—g php—
Pz‘Ps .. 'Pn’ * * "‘lc.x1 * Tgrrhe “mn—l‘

v. de

F(21, ®s, «.o; )2 f(P1s P2y - -25 Pn)
et

—— I
G(@&yy 23y ..y Zn)D ‘/p,pg.. Pn F(}—:;, ;:;, E>’
on peut conclure

ki3
(5)

B. Applications. — On a obtenu ainsi quelques résultats sur les
polynomes de Laguerre a n variables, sur les fonctions réciproques
de Hankel ou les équations intégrales [52], [73].

L’application aux équations aux dérivées partielles par I'école
italienne, déja signalée, est la plupart du temps indépendante du
nombre des variables.

M. Jean Leray a fait, au collége de France, en 1952, un cours sur
ce sujet, mais il n’a pas été publié.

M. P. Delerue a généralisé & n variables, les fonctions de Bessel et
longuement étudié ces fonctions « hyperbesséliennes » de forme

wis

nge(”% 2, “’%):f(m,p':, ceey PR

) VNS VRS §
(m _ z 1+ et hn 1
Wb h(2) = (n + l) LM+ (re+1).. . T(hp+1

N 5 R z n—+1
> AT, ho=1, Ap=T1; — | =
ol n 1 s h2 sy An ) n+l> ’

nous en donnerons simplement les images.
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Posons pour abréger
(n +]) a ==+ ko= A3...+ )‘n.
Alors on trouve

—a (M n+— 1 — n
ah=ality (D) Ve > 050 ,;‘,[F]’
- (M—a) \/P

c’est-a-dire que I'image d’une fonction d’ordre n est une fonction
d’ordre n—1.
Et en faisant intervenir le CS,

1

n
2, —aym L ) e 1 7
I l z) th-,\b‘._')\n[(n +1)"Vzr 2> . n D = F PiPs Pu
j=1 P,’i

qui permet d'étendre aux fonctions d’ordre n les propriétés des
fonctions ordinaires (du premier ordre) de Bessel [22] comme nous
P’avons montré plus haut pour les fonctions de M. Humbert.
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