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LE MOUVEMENT BROWNIEN 

Par M. Paul LÉVY. 

AVERTISSEMENT. 

Le présent fascicule a été annoncé au moment de la réédition du 
fascicule-5 de cette collection (P . Lévy [1] . Entre 1925 et iç51, les 
travaux relatifs au mouvement brownien étaient devenus si nombreux 
qu'il n'était plus possible en 1901 de se contenter, comme dans la 
première édition, d'un bref résumé des deux premiers Mémoires de 
N. Wiener [1] et [2] . Nous avons alors décidé de faire de cette 
question l'objet d'un nouveau fascicule. 

Par la force des choses, nous avons dû répéter des questions 
exposées dans deux Ouvrages antérieurs d'une autre collection 
(P . Lévy [2] et [3]) . Mais les dimensions de ce fascicule nous 
obligent à nous contenter d'un résumé de questions développées dans 
ces Ouvrages ; beaucoup de théorèmes sont énoncés sans démons­
tration, ou avec une brève esquisse de la méthode à suivre. D'autre 
part, de nombreux résultats nouveaux ont été obtenus depuis 1948. 
Pour ces deux raisons, nous pensons que ce fascicule ne sera pas 
inutile. 

Nous avons utilisé le langage du calcul des probabilités. Quelques 
indications sont données en différents endroits, surtout au début, pour 
aider le lecteur qui ne serait pas habitué à ce langage. Nous avons 
supposé connus quelques théorèmes classiques de calcul des proba­
bilités. Nous ne pouvions pas, dans les limites de ce fascicule, donner 
plus de détails. 



P. LÉVY. 

CHAPITRE I. 

L E MOUVEMENT BROWNIEN LINÉAIRE. 

DÉFINITION, CONTINUITÉ, REPRÉSENTATION PAR UNE SÉRIE DE FOURIER. 

1. Définitions. — Une fonction aléatoire X(£) de la variable 
réelle t est dite additwe si ses accroissements successifs sont des 
variables aléatoires indépendantes. Elle est définie à une constante 
près si l'on connaît la loi de ces accroissements ( 1 ) . Cette loi ne peut 
d'ailleurs pas être quelconque, puisque, si l'on connaît plusieurs 
accroissements successifs, l'accroissement total en résulte. Il y a donc 
une condition de compatibilité, d'un caractère relativement simple. 
Elle est suffisante pour l'existence de la fonction aléatoire X ( £ ) ; 
nous le démontrerons seulement dans le cas du mouvement 
brownien ( 2 ) . 

LafonctionH.(t)du mouvement brownien linéaire, qui sera seule 
considérée maintenant, est la fonction aléatoire additive définie à une 
constante près par la formule 

(i) X(*0 — X(fo) = Çv̂ i —'o (*i^ *o), 

où £ est une variable gaussienne réduite, c'est-à-dire que 

(2 ) Pr { Ç <x : = - = / e "du (»). 
\Jl1Z J-x 

(1) Précisons bien que définir une variable aléatoire (ou une fonction aléatoire), 
ce n'est pas choisir une de ses déterminations possibles. C'est définir la répartition 
de la probabilité dans l'ensemble de ses déterminations. 

On sait qu'on peut toujours considérer une fonction aléatoire X(t) comme une 
fonction certaine / ( £ , w) de t et d'une variable auxiliaire o> qui résume tout ce 
qu'on attend du hasard. L'usage se répand de plus en plus, surtout dans les travaux 
rédigés en anglais, de faire figurer explicitement cette variable dans les formules. 
Nous n'avons pas cru devoir nous y conformer; cela alourdit les notations. D'ailleurs 
o> est un élément étranger, comme le paramètre qu'il faut choisir pour ramener une 
intégrale curviligne à une intégrale ordinaire, mais qu'on peut choisir d'une infinité 
de manières; un système de notations intrinsèques devrait l'éliminer. 

On reconnaîtra en principe les grandeurs aléatoires à ce qu'elles sont désignées par 
des majuscule** latines (X, \, Z, M, U), ou, dans un cas qui va être défini avec 
précision, par les lettres grecques ,̂ TQ (et Ç s'il s'agit de variables complexes). 

(1) Dans le cas général, cette existence peut se déduire du principe d'augmentation 
de la dispersion, qui devient, lorsqu'il s'agit d'interpolation, un principe de réduction 
de la dispersion. 

(3) Rappelons qu'une variable aléatoire X est réduite si E(X) = o, E(X2) = i; 

file:///Jl1Z
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Les lettres £ et r>, avec ou sans accents ou indices, désigneront 
toujours de telles variables ; quand plusieurs de ces lettres figureront 
dans un même membre d'une formule, elles seront toujours supposées 
indépendantes. 

Il résulte des propriétés les plus connues de la loi de Gauss que 
la condition de compatibilité triviale mentionnée à propos de la 
définition des fonctions additives est vérifiée. 

Pour achever la détermination de X(tf), et pouvoir déterminer les 
probabilités absolues relatives à cette fonction, il reste à définir la 
constante additive. Sauf avis contraire, nous la définirons par la 
condition \ ( o ) = : o , et ne considérerons que les valeurs positives 
de t (1) . Dans ces conditions, la covariance de X(tf) est 

(3) E[X(OX(i i ) ] = /0ï 

de sorte que le coefficient de corrélation de X(£) et de X(w) 

est l /— 5 ô et ti désignant respectivement le plus petit et le plus 

grand des nombres t et u. 
Ce coefficient étant symétrique en t et u, et un système de variables 

gaussiennes réduites étant bien défini par la donnée des coefficients 
de corrélation, on voit que : la définition de la fonction 

réduite —U- est invariante par le changement de t en^-* 

2. Historique. — H y a plus d'un siècle que Brown a observé que 
des particules légères plongées dans un liquide avaient un mouvement 
qui, en projection sur une droite et au degré de précision des ses 
observations, était représentable par la forme a? = X(*), X(*) étant 
la fonction définie au n° 1. Il ne peut naturellement s'agir que d'une 
approximation, acceptable seulement si l'intervalle de temps r qui 
sépare deux observations est assez grand. En effet d'après la 
formule ( i ) , la vitesse moyenne pendant cet intervalle de temps 

~^y tandis que la vitesse réelle d'une particule a une borne est 

E(X) désigne sa valeur probable. Dans le cas général, <J = <r(X) est le nombre non 
négatif défini par 

» '= E [ ( X - t i . ) 2 ] = E ( X * ) - î i . î [ji = E(X)]. 

(1) Gela n'implique aucune restriction essentielle, X(— t) étant une autre déter 
mination de la même fonction aléatoire. 
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supérieure finie. La théorie mathématique est donc une schématisation 
qui étend à l'infiniment petit ce qui physiquement n'est vrai qu'à 
une échelle finie. 

Le premier essai de théorie mathématique est dû à L. Bachelier [1] 
et [2] . Il n'a guère attiré l'attention, tant à cause d'une erreur étrange 
dans la définition initiale, que parce que cet auteur n'a pas vu que 
ses idées ne conduiraient en tout cas qu'à une définition prédicative, 
qu'il faut compléter par une définition constructive ; peut-être aussi 
parce que ce qu'il y avait d'intéressant était noyé dans des considé­
rations d'un intérêt douteux. Bachelier n'en est pas moins le premier 
à avoir découvert certaines propriétés intéressantes de la fonc­
tion X ( / ) , notamment sa relation avec l'équation de la chaleur, et la 
loi dont dépend le maximum de X ( / ) dans un intervalle donné. Ses 
premiers travaux sont antérieurs à ceux d'Einstein. 

La définition correcte de X ( j ) , impliquant une démonstration de 
l'existence de cette fonction, est due à N. Wiener [1 ]. Nous en avons 
donné depuis une démonstration plus simple. Avant de l'exposer, 
nous allons établir une formule d'interpolation sur laquelle elle 
repose, et une autre formule qui nous servira dans la suite. 

3. Formules d'interpolation. — Nous allons nous placer dans 
l'hypothèse 

X ( * 0 ) = .*o, X(ti) = xl ( * o < * i ) > 

et étudier dans ces conditions la loi de probabilité conditionnelle 
dont dépend X( j ) dans l'intervalle (t0, t{). 

i° On a, dans cet intervalle 

(4 ) X ( l ) = J * < +a l 7 | , 

Y? étant une variable gaussienne réduite, et la valeur probable \Lt et 
l'écart-type <rt étant définis par les formules 

(J ) * - Û=T. ' *=v—t^To— 

On remarque que la valeur probable pâ résulte d'une interpolation 
linéaire entre les valeurs connues x0 et Xy. 

Démonstration. — On sait qu'un système de variables aléatoires 
gaussiennes est bien défini par ses moments des deux premiers ordres. 
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11 suffit donc de vérifier qu'en partant de la valeur connue X(/0) = #o, 
on obtient les mêmes moments pour X ( / ) et X(f4) , d'une part en 
déterminant successivement X(t) et X(74) par les formules 

(6) \ ( O - X ( / 0 ) rrÇov/' —'o, X ( ^ 1 ) - X ( 0 = Çiv/ î— ', 

déduites de ( i ) , d'autre part en déterminant d'abord X(tï)—xl 

par la formule ( i ) , puis X(t) par la formule (4) . La vérification 
est immédiate ; on peut d'ailleurs simplifier le calcul en 
supposant t0=x0=o, ce qui n'est pas restrictif. 

On peut aussi utiliser le fait bien connu que la loi dont dépend le 
point d'un plan dont les coordonnées sont £0 et ^ est invariante dans 
une rotation ( 1) . Par suite 

Ç = £o cos 9 -+- £t sin 9, -n = Ç0 sin 9 — Çt cos 9 

sont aussi des variables laplaciennes réduites et indépendantes. Si 
nous posons 

on déduit des formules (6) que 

(7) X(/0 — X(f0) = (Ço cos 9 H- Ci sin ç)v^/i— / 0 = Ç^i — /0-

C'est bien la formule ( 1 ). On a ensuite 

Ço= S cos 9 -h t\ sin 9. 
et, par suite, 

X(0 —X(/0) = [X(^) —X(/0)]cos29 -h rjsin<pV* —*©, 

ce qui est bien identique à la formule (4). 
20 Supposant toujours x0 et x± connus, nous allons calculer la 

covariance 

W r( / , «) = E{[X(0-pH][X(a) - , i« ] l r 

Comme elle est symétrique en t et u, nous pouvons supposer 

U^t^u^u. 

(M La densité de probabilité est en effet — e * (r2= x2-hy-). 
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Si alors X(t) est connu, la loi de probabilité conditionnelle de X(u) 
s'obtient en appliquant dans l'intervalle (t, u) la formule d'inter­
polation (4), de sorte que la valeur probable conditionnelle 
de X(u)— /½ est 

Par suite 

c'est-à-dire enfin 

(9) r(<,«o = ( ' - ; « ) ( / ; - a > ( / . ^ ^ ^ , ) . 

4. Remarques. — i° La fonction T(t, u) n'est autre que la fonction 
de Green relative à l'équation 

Sr-/«> 
et à l'intervalle (t0, / 4 ) , c'est-à-dire que la solution de cette équation 
qui s'annule pour t0 et t± est définie dans cet intervalle par la 
formule 

(IO) y(t) = -flT(t,u)f(u)du. 

2° Le coefficient de corrélation de X(t) et X(u) est 

Son carré est un des rapports anharmoniques des quatre nombres t0, 
ti, t: a. Il est donc invariant pour toute transformation homographique 
qui laisse t et u intérieurs à l'intervalle (t0, *i). Cette invariance 
subsiste à la limite pour tt infini; la formule (9) se réduit dans ce 
cas à une extension triviale de la formule (3) . 

La fonction gaussienne réduite ^ )~}Xt étant bien définie par le 
<*t r 

coefficient de corrélation r (4, u) est invariante par les transformations 
considérées. En termes précis, si une telle transformation transforme 
t0, £ii t en t'0, t\, tr, et si l'on pose 
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la fonction ri(t') peut être définie directement dans l'intervalle (t'Q, t\ ) 
comme £(/) Test dans (*0, tv) (cf. P . Lévy [7] ) . 

3° Du fait qu'une fonction aléatoire gaussienne (non réduite) est 
bien définie par ses moments des deux premiers ordres, donc, si sa 
valeur probable est nulle, par sa covariance, et de la formule (9) où 
n'interviennent pas x<> et Xi, résulte que la définition de X ( / ) — pt 

est indépendante de X(*0) et X(£ 4 ) . 
Cela est même vrai en dehors de l'intervalle (t0, £ t), puisque dans 

ce cas, si pour fixer les idées on n'a sur X(t) aucun autre rensei­
gnement que les valeurs #<> et X\ de X(£0) et X(£4) , on a f*j= x0 

pour t <; £0 et fi.* = X\ pour t >» f4. 
4° En remplaçant tQ et £4 par t et t -f- dt, on déduit des formules (4) 

et (5) Y équation différentielle stochastique 

(12) ôX(o= r - ^ ; l > ' — x ( 0 ] + - V ^ (t<tudt>o 0). 
' 1 — » 

On remarque que, pour dt très petit, le second terme est prépon­
dérant. Donc, en première approximation, l'allure locale de la 
courbe x = X(t) n'est pas modifiée par la connaissance de X(ti). 
Mais le premier terme n'étant pas aléatoire finit par l'emporter sur 
les oscillations aléatoires dues au second terme, et (nous en sommes 
sûrs a priori) X(t) tend vers x± quand t tend vers tv. 

L'équation (4), pour des accroissements finis, peut s'écrire 

(40 X(/) - ^ = 1 - - ^ ( ^ _ * 0 ) + ^ y / ( , _ / 0 ) < £ _ £ , 

et, compte tenu de (9) , montre que, pour ti infini, pourvu 
que xi = o(ti), l'influence de la condition X(ti) = xi tend vers 
zéro. A la limite, dans tout intervalle fini, la définition de X(t) est 
indépendante de cette condition. Nous verrons d'ailleurs que Xi est 
presque sûrement o ( ^ ) , de sorte qu'il y a convergence de la défi­
nition conditionnelle de X(t) vers sa définition inconditionnelle ( 2) . 

(1) La variation tX(t) n'est naturellement qu'une approximation de l'accroissement 
fini : les deux premiers moments de Terreur sont o(dt). Dans ces conditions, 
compte tenu de ce qu'il s'agit de variables gaussiennes, cette équation, complétée 
par une donnée initiale, suffit à définir X ( 0 [au sens de la note (1) de la page 2]. 

(2) Il s'agit, bien entendu, de convergence au sens de Bernoulli (ou en répar­
tition), notion qui n'implique aucune hypothèse sur la corrélation entre les variables 
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5. Définition constructive de X(t). — Partons de X(o ) = o, et 
déterminons successivement X ( i ) , X ( a ) , . . . , par des applications 
successives de la formule ( i ) . Revenant ensuite dans chacun des 
intervalles ( h, h -+-1 ), nous pouvons y choisir une suite partout dense 
de nombres tn(n = i , 2, . . . ), et déterminer les X(tn) par des 
applications successives de la formule (4) . Il s'agit de montrer que 
les valeurs ainsi obtenues définissent presque sûrement une fonction 
continue. 

Faisons d'abord une remarque qui nous servira au chapitre III : 
X ( 0 apparaît, par ce mode de détermination, comme une fonction 
linéaire de variables gaussiennes indépendantes les unes des autres. 

Revenant au problème actuel, plaçons-nous pour fixer les idées 
dans l'intervalle (0 ,1 ) , et prenons pour suite des tn la suite 

1 1 3 1 3 

( 1 3 ) V V V »' V "" 
Désignons par Fp(t) la fonction définie dans (o, 1), ayant pour les 

valeurs — de t les valeurs obtenues comme il est dit ci-dessus fce 

qui revient au même que si on les déterminait dans l'ordre naturel 
par la formule (1)] , et variant linéairement dans chacun des inter­
valles compris entre ces valeurs. Le passage de Fp(t) à ¥p+i{t) dépend 
de ip nouveaux choix régis par la formule (4) , et pour lesquels a a 

la valeur <JP= - 4 = - Le maximum M^ de \Fp+i(t)— Fp(t) | est donc 
I\JIP 

le plus grand de np nombres de la forme <rp \n |. Par suite 

(14) Pr(M„> *py) < 2PFv(\ T> | > y)< \J\ j e~T (r > °)-

Pour y =yp= c\pîp et c 2 > l o g 2 , cette expression est le terme 
général d'une série convergente. Donc, compte tenu des lemmes 
de É. Borel, on a presque sûrement à partir d'une certaine valeur 
aléatoire de p 

( i 5 ) M p Z W = c ^ , 

ou fonctions aléatoires considérées et leur limite. Au contraire, les notions de 
convergence en probabilité, en moyenne quadratique, ou presque sûre, impliquent 
une telle hypothèse. Rappelons qu'une loi de probabilité est voisine d'une autre si 
l'on peut passer de l'une à l'autre par une correction sur la variable, très petite sauf 
dans des cas de probabilité elle-même très petite. 
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et la série jL[Fp+i(t)—Fp(t)] est presque sûrement absolument et 
uniformément convergente dans (o, i) . Les fonctions continues Fp(t) 
ont donc presque sûrement une limite continue X ( / ) . 

On démontre aisément que cette fonction a bien les propriétés 
voulues. En supposant d'abord que t0 et tt appartiennent à la 
suite ( i 3 ) , l'équation ( i ) est bien vérifiée; nous avons précisément 
déterminé la formule d'interpolation de manière qu'il en soit ainsi. 
Le cas où t0 et /4 sont quelconques résulte de ce qu'ils sont en tout 
cas limites de termes de la suite ( i3) . 

Au lieu de la suite ( i3) nous aurions pu prendre n'importe quelle 
suite {tn }(n = i, 2, . . . ) partout dense dans (o, 1 ). La démonstration 
de la convergence presque sûre de la suite des fonctions qui rempla­
ceraient Ffl(t) peut se faire sans difficulté. Mais il suffit de remarquer 
a posteriori que, l'existence presque sûre de X(^) étant maintenant 
établie, on retrouve bien les probabilités des différentes déter­
minations possibles en appliquant la formule (4) aux déterminations 
successives des X(ttl). 

6. La condition de Lipschitz faible. — Il ne saurait être question 
d'une condition de Lipschitz proprement dite, puisque, d'après la 
formule (1), quelque petit que soit t\ — 1 0 , les valeurs possibles 
de X û i ) . varient de —x> à + 0 0 . Nous dirons qu'une fonction 
aléatoire X('/) vérifie la condition de Lipschitz faible relative à un 
intervalle (T, T') et à une fonction <p(A) s'il existe presque sûrement 
un nombre r\ > o tel que, pour o ^ h ^,r\, T ^ t ^ T — h , on ait 

(16) | X ( / + A ) - X ( ï ) | z « ( A ) . 

La fonction cp(A) sera toujours supposée définie au moins dans un 
petit intervalle (o, hf), nulle pour k = o, continue et croissante. 

Une telle condition n'est évidemment jamais vérifiée sur tout l'axe 
des t. Les inégalités 

] X[ ( / i -+ - i )A] — X(nh)\ > 9 (A) (/1 = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

sont en effet des événements indépendants, ayant une même proba­
bilité positive, et, quelque petit que soit 9 (h) , il est presque sûr 
qu'une infinité de ces inégalités sont réalisées. 

II ne peut donc s'agir que d'un intervalle fini. Le résultat fonda-
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mental est le suivant : dans tout intervalle fini (T, T'), on a presque 
sûrement 
, x ,. |X(*H-A)—X<*) | 

(17) limsup max -—- f K -LL — T? 

formule qu'on peut d'ailleurs appliquer séparément aux accrois­
sements positifs et aux accroissements négatifs. Par suite, pour 

(18) ç(A) = c r / 2 A l o g i , 

la condition de Lipschitz faible est presque sûrement vérifiée si c >> 1 
et presque sûrement en défaut si c < 1. 

La démonstration repose sur l'étude préliminaire du cas où l'on ne 
considère que les valeurs ?P= 2~p de h, et les valeurs JITP de t. En 
nous plaçant pour fixer les idées dans l'intervalle (o, 1 ), et désignant 
par mp le plus grand des nombres 

\X(n-zp)-X[(n-i)'zp]\ (#1 = 1, 2, . . . , 2 / > ) , 

on a la formule 

(19) Vr{mp>yfc\<\/l^e-* 

analogue à la formule ( i4 ) - Si d'ailleurs y varie avec p et que le 
second membre tende vers zéro pour/? infini, les deux membres sont 
des infiniment petits équivalents. On en déduit que 

Pr(A„) = Pr{iit„>c y/2T„log^j (^= ^) 

est le terme général d'une série convergente si c >> 1 et divergente 
si c ^11. 

Sans entrer dans le détail des raisonnements, disons que les évé­
nements Ap sont presque indépendants, en ce sens que, si pr—p est 
grand, et si l'on sait que Ap n'est pas réalisé, ce renseignement est 
presque sans influence sur la probabilité de Ap>. Si alors c <! 1, on 
voit aisément que cette faible corrélation n'empêche pas d'appliquer 
le lemme de Borel relatif au cas de divergence, c'est-à-dire que 
l'événement Ap est presque sûrement réalisé pour une infinité de fois» 
Nous arrivons ainsi à une conclusion définitive, puisqu'elle subsiste 
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a fortiori si l'on ne se limite pas aux valeurs zp et nzp de h et t : 
il est presque sur que, si c <, i, la condition de Lipschitz faible 
formée avec la fonction ( 18) ri est pas vérifiée. 

Dans le cas de convergence, on sait que F . P . Cantelli a montré 
que la conclusion du lemme de É. Borel subsiste indépendamment de 
toute hypothèse sur l'indépendance ou la presque indépendance des 
événements considérés. Il est donc presque sûr, si c>> i , que 
l'inégalité 

*<\/ *v 2T„l0ff — 
' T •p 

est constamment vérifiée à partir d'une certaine valeur de p, valeur 
qui dépend de la fonction X(t). 

Il reste à étendre le résultat obtenu au cas des valeurs quelconques 
de t et h. On y arrive en deux étapes. La première conduit à la 
conclusion voulue dans le cas où t = nzp, h = pzp, p étant entier. On 
passe de là au cas général en observant que, pour p assez grand, 
t et h diffèrent arbitrairement peu de multiples de TP. Nous renverrons 
pour les détails à P . Lévy [2] , p. 168-172. Le résultat est que : 
si c > 1 , la condition de Lipschitz faible formée avec la fonc­
tion (18) est presque sûrement vérifiée. 

Un résultat tout à fait précis, et que des remarques de K. L. Ghung 

e t P . Erdôs rendent vraisemblable, est le suivant : siy(h) = + ( T ) V >̂ 

et si ']>(u) est monotone, la condition de Lipschitz faible relative 
à <f(h) est presque sûrement vérifiée ou non suivant que Vintégrale 

e - ty3(u)du 
/ • 

est convergente ou divergente. 
Nous dirons, tant dans ce cas que pour d'autres problèmes analogues 

où l'on arrive à une coupure définie par une condition de convergence, 
qu'elle répartit les fonctions ty(u) en une classe supérieure et une 
classe inférieure ( 1) . Ici la classe supérieure, correspondant aux 
fonctions qui croissent le plus rapidement avec u, correspond au 
cas de convergence. 

(1) Cette terminologie, que l'on m'attribue parfois à tort, vient de l'école de 
Moscou; j'en ai eu connaissance par une lettre de A. Kolmogoroff, qui l'utilisait 
pour le problème qui fera l'objet du 11 ° 7,2°. 
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Si l'énoncé qui précède est bien exact, un corollaire immédiat est 
que : la fonction définie par 

— — - = l o g U -+- - Iog2 « • - + - . . . -t- logn U -+- C logrt+i tl 

(où logiM = logw, log/i+i u = loglogAia), appartient à la classe 
supérieure si c^>\ et à la classe inférieure si c ^ i. 

On remarque qu'il n'y a pas de classe intermédiaire. Gela était 
relativement facile à prévoir en vertu d'un théorème général de 
A. Rolmogoroff d'après lequel, dans des cas de ce genre, la proba­
bilité cherchée ne peut être que zéro ou un. 

7. Propriétés asymptotiques de X{t). — i° Si X(o ) = o, le 

rapport £ ( / )=? -—- est une variable gaussienne réduite [quelle que 
v t 

soit la valeur de X(o ) , il le devient asymptotiquement]. Il est alors 
naturel de se demander si les différentes valeurs possibles pour une 
telle variable sont réalisées avec des fréquences tendant vers leurs 
probabilités théoriques. U ne saurait en être ainsi pour une suite de 
valeurs de t de la forme tn = nz(n = i, 2, . . . ), parce que la corré­
lation entre les termes voisins est trop forte. Il y a, par exemple, de 
longues séries de termes positifs et de longue séries de termes 
négatifs [et ce n'est qu'au cours de ces séries que | £(£) | peut atteindre 
de grandes valeurs], de sorte que la fréquence des termes de chaque 
signe est parfois très petite et parfois très voisine de l'unité. 

Il n'en est plus de même pour la suite des valeurs tn'= q"(q > 1 ). 
Alors, en supposant toujours X(o) = o, le coefficient de corrélation 

_h 

entre ln = 'i(tn) et H/I+1 est — ; entre \n et \n+h il est q ~, et tend vers 

zéro pour h infini, et cela d'une manière indépendante de n. La suite 
des ln est alors une chaîne stationnaire (1) de variables aléatoires 
presque indépendantes, et l'on peut lui appliquer la loi forte des 

(1) Elle est, en outre, markovienne> c'est-à-dire que la loi conditionnelle dont 
dépend Çn+1 si l'on connaît |„, £„_„ . . . , ne dépend que de n et £ n ; dire alors qu'elle 
est stationnaire, c'est dire qu'elle ne dépend que de £„. Ces définitions relatives aux 
chaînes s'étendent naturellement aux fonctions X( t), n et n-\-1 étant remplacés par t 
et « H - T (T, constante quelconque), et la suite £„, !•„_,, par X{t — u) {u variant de 
zéro à H- oo ). 
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grands nombres : il est presque sûr que, quel que soit x, la fré­
quence des valeurs de n pour lesquelles %n<x tend vers sa 
probabilité théorique donnée par la formule (2) ( 1) . 

Un corollaire immédiat est que X(t) a presque sûrement indé­
finiment des valeurs de deux signes, donc une infinité de racines. 

20 Un autre corollaire immédiat est que, presque sûrement, \{t) 
n'est pas borné. Il est alors naturel de se poser la question suivante, 
analogue à celle dont l'étude a fait l'objet du n° 6 : étant donnée une 
fonction cp(£) = ty (t) sjt, quelle est la probabilité pour qiCil existe 
un nombre (aléatoire) T tel que, pour t > T, on ait 

(20) | x(01^9(0 = +(0vk 

Ici encore, il y a un théorème préliminaire important (2) : cette 
probabilité ne peut être que zéro ou un. Il y a donc une coupure 
unique, par rapport à laquelle il existe une classe supérieure, formée 
de fonctions cp(£), pour lesquelles l'inégalité (20) s'applique presque 
sûrement pour tout t assez grand, et une classe inférieure, formée 
de fonctions pour lesquelles elle est presque sûrement en défaut pour 
des valeurs arbitrairement grandes de t. 

On voit aussi aisément que la coupure est indépendante de la 
condition initiale, et qu'elle s'applique aussi séparément aux valeurs 
positives et aux valeurs négatives, dé sorte que, si cp(j) appartient à 
la classe inférieure, X(t) est presque sûrement parfois >y(t) et 
parfois < — ?(*)> e t c e^a P o u r des valeurs arbitrairement grandes 
de t. 

Le premier renseignement assez précis relatif à cette coupure a été 
la loi du logarithme itéré, découverte en 1924 par A. Rhintchine [1] 
à propos du problème de Bernoulli (donc dans un cas discontinu), 
mais qui s'applique â notre problème actuel. Elle s'énonce comme 
suit : on a presque sûrement 
(21) limsup , l X ( < ) l = 1, 

*>« yit\o%\o%l 

(1) C'est pour faciliter le langage que nous introduisons des variables discontinues. 

Maison peut poser t = e2", X(t) = \/iw(u)t de sorte que 

E[W(u)W(u-+-h)] = e-'711. 

La fonction aléatoire W( M) est gaussienne, markovienne et stationnaire. 
(2) Pour le cas des suites telles que { X ( / I T ) }, voir P. Lévy [2], p. i47- L'extension 

au cas général des fonctions additives est immédiate. 
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ce qui revient à dire que la fonction 

(22) 9(0 = c v
/2Tïôgïog7 

appartient à la classe supérieure si c >> 1 et à la classe inférieure 
si c < 1. 

Nous n'indiquerons que le principe du raisonnement, qui présente 
l'intérêt de s'appliquer souvent à des problèmes analogues. Pour une 
première étude approchée, on ne considère que la suite des valeurs 
tn = qn de t (q quelconque >> i), et l'on considère les Xn=X(tn) 
comme indépendants. D'après les lemmes de É. Borel, on est ainsi 
conduit à penser que cp(tf) appartient à la classe inférieure ou à la 
classe supérieure suivant la nature de la série 

^ 2iR77)e s «« = *">' 

c'est-à-dire, en supposant ty(t) monotone, suivant celle de l'intégrale 

Cette règle, appliquée à la fonction (22), donne c > 1 Gomme 
condition de convergence, donc comme condition pour que y(t) 
appartienne à la classe supérieure. C'est bien le résultat annoncé, 
avec une précision supplémentaire pour le cas c = 1. Il reste à 
justifier cette règle, qui n'est qu'à peu près exacte. Notre méthode 
(P . Lévy [4]) repose sur la remarque que la nature de la série (23) 
est indépendante de q. On facilite alors le raisonnement en prenant 
pour q, dans le cas de convergence, une valeur très voisine de l'unité 
[ce qui permet de négliger les oscillations de X(t) entre tn et ^+1] , 
et, dans le cas de divergence une valeur très'grande (ce qui permet 
de négliger la corrélation entre Xn et X^+i). Dans les deux cas, 
l'erreur ne dépasse pas celle due à une petite variation de c. On peut 
ainsi conclure dans les deux cas, ce qui suffit à établir la formule (21). 

Dans notre Mémoire cité de 1980, nous avons commencé l'étude 
du cas où c = 1 en utilisant des suites de nombres tn qui croissent 
un peu plus lentement ou un peu plus rapidement qu'une progression 
géométrique. Peu après, A. Kolmogoroff a résolu définitivement le 
problème en montrant que : la fonction ty(t) étant toujours sup-
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posée monotone, la condition nécessaire et suffisante pour que 

<\>(t)\/t appartienne à la classe supérieure est la convergence de 

V intégrale 

(25) / «KO* 2 T <'">• 

Ainsi le raisonnement heuristique indiqué d'abord ne donne qu'un 
résultat approché. Par exemple, pour les fonctions de la forme 

ty(t) = s/i log log* -h c log log logf, 

l'intégrale (24) converge si c ' > 1, et l'intégrale (25) converge seule­
ment si c ' > 3 . Le cas où i < c ' ^ 3 est précisément le cas difficile 
qui échappe à notre méthode de ig3o. On voit, par le théorème de 
A. Kolmogoroff, que dans ce cas <\>(t) appartient à la classe inférieure; 

Le savant russe avait déduit son théorème de résultats de 
I. Petrovsky [1] sur l'équation de la chaleur, dont nous verrons au 
chapitre II la relation avec le mouvement brownien. Plus récemment, 
W . Feller [1] et [2] , l'a retrouvé par une étude plus minutieuse de 
la méthode directe qui vient d'être esquissée. 

8. Étude locale de X(t). — i° La définition de X(t) étant inva­
riante aussi bien par le changement de x en x -h a que par celui de t 

e n — ^ ou en ^ + A, il suffit d'étudier, dans l'hypothèse X(o ) =: o, 
l'allure de la fonction X(t) pour t positif et très petit. Les résultats 
s'appliqueront aussi bien à droite qu'à gauche de n'importe quel 
point de la courbe x = X(t). 

Nous avons déjà observé que, pour X ( o ) = o, la définition de la 

fonction l(t) = ^4)-(t>o) est invariante par le changement de 1 

en -> Tous les résultats obtenus au n° 7 se transforment ainsi en 

résultats locaux, qu'on peut naturellement aussi démontrer directe­
ment. On voit ainsi que, presque sûrement, la racine zéro de X(t) 

(1) Si «HO croît indéfiniment sans être monotone, et si <MO = Min<|/(0 appar­

tient à la classe supérieure, il en est a fortiori de même de <|/(0- Mais si <]/(*') 

appartient a la classe inférieure, la nature de 'HO dépend de la fréquence des 

faibles valeurs de ty(t) — tyl{t). 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 1 2 6 . 2 
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n'est pas isolée, et que la loi du logarithme itéré s'applique en rem­

plaçant loglogJ par log log i dans la formule (21). Plus généralement, 

il y a, pour l'étude de l'inégalité (20), une classe supérieure et une 
classe inférieure, caractérisées respectivement par la convergence 
ou la divergence de l'intégrale (25), non plus à l'infini, mais à 
l'origine. 

20 Ces propriétés étant ainsi presque sûrement vraies pour 
n'importe quelle valeur donnée de t sont par là même presque 
sûrement vraies dans n'importe quel intervalle, sauf peut-être sur un 
ensemble de mesure nulle. Il est d'ailleurs à peu près évident que, 
pour chacune des propriétés considérées, cet ensemble est, ou bien 
presque sûrement vide, ou bien presque sûrement partout dense. 

Avant d'exposer à ce sujet quelques remarques très simples, 
signalons un problème qui semble n'être pas encore résolu : quelle 
condition doit remplir la fonction positive décroissante ^ ( T ) pour 
qu'il existe presque sûrement une fonction h = h(t), bien définie 
et positive en tout point d^un intervalle fini donné, et telle 
que O < T < A entraîne 

| X ( ^ T ) - X ( O I ^ V ' ^ ( X ) ? 

Pour le moment, on ne sait rien à ce sujet en ce qui concerne les 

fonctions ty(t) qui sont à la f o i s ^ 4 / 2log i et ^ c i / 2 log log i ( c > 1). 

Il résulte seulement du n° 6 que, dans ce cas, si la fonction h(t) 
existe partout, elle ne peut pas, même dans un intervalle fini, avoir 
une borne inférieure positive. 

3° Un corollaire du i° est qu'en chaque point donné, aussi bien 
à sa droite qu'à sa gauche, les nombres dérivés àeX(t) sont presque 
sûrement égaux, l'un à — 00, l'autre à -f- 00. Mais il y a ce point de 
vue des points exceptionnels ; c'est ce que nous allons préciser. 

Considérons pour fixer les idées le nombre dérivé inférieur à 
droite, et montrons qu'il y a presque sûrement, dans n'importe quel 
intervalle (T0 , T ) , une infinité non dénombrable de points où il 
est ^ o. C'est une conséquence certaine du fait, évidemment presque 
sûr, que X(t) n'y est pas monotone. On peut alors choisir t0 et t± > t0 

de manière que X(£4) > X ( J 0 ) . Alors, quel que soit a entre X(*0) 
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et X(£4), la plus grande racine de X(t) — a qui soit < tv a la pro­
priété indiquée. 

Précisons l'allure de la courbe au voisinage d'un tel point, que 
nous pouvons supposer ramené à l'origine. Donc, par hypothèse, au 
moins dans un petit intervalle (o, T) , on a X(t)^.o. Dans ces 
conditions, comme nous le montrerons au chapitre II (n° 14, 4°)? 
la formule (i) est remplacée par la formule 

(ï6) Pr{X(0>a?'; = e 
X* 

'tt 

En raisonnant alors comme pour établir la loi du logarithme itéré, 
on obtient le résultat suivant : il est presque sûr que la fonction 

( l o g - ) \ t borne' inférieurement X(t), au moins dans un petit 

intervalle (o, T) , si a >> i, mais non si a << i ( 1 ) . 
Le résultat subsiste d'ailleurs si la condition X(t)^o est rem­

placée par X( £) ^ ra£(ra > — oo). Par suite : si Von sait qu'en un 
point t le nombre dérivé inférieur à droite est >> — oo, il est presque 
sûrement = 4 - 0 0 , de sorte que. la courbe x = X(t) a une demi-
tangente verticale. 

Gomme il y a dans tout intervalle une infinité non dénombrable 
d'occasions d'appliquer cet énoncé, on peut se demander s'il n'y a 
pas des points exceptionnels où il y aurait un nombre dérivé fini. 
Notre impression est qu'il n'y en a presque sûrement pas ; mais nous 
ne l'avons pas démontré. S'il en est bien ainsi, les maxima etminima 
de X(t) sont aussi ceux de X(t)— mt (quel que soit le nombre 
fini m). Plus généralement, en étudiant l'intersection de la 
courbe x = X(t) et des droites x — mt-\-a, on n'aurait pas obtenu 

(1) Cf [-")], p. 334-336. Le raisonnement est en réalité plus complique que pour 
X( t) 

la loi du logarithme itéré, et cela pour une raison bien simple : si —=- est excep-

tionneliement grand pour t = t', cette circonstance subsiste probablement de t' 
à qtr (qiixe > 1); il n'en est pas de même si ce rapport est exceptionnellement petit. 
Quelque petit que soit q — 1, on ne doit pas s'attendre à trouver à peu près, dans 
la suite des nombres f X ( f 2 " ) les valeurs exceptionnellement petites de ce rapport. 
Nous avons résolu cette difficulté par une étude préliminaire du minimum de X( ï ) 
dans l'intervalle [q~n, qx~n\-

Nous avions omis en 1939 d'attirer l'attention sur les corollaires très simples du 
présent théorème qui seront exposés dans la suite du présent paragraphe. 
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d'autres points exceptionnels que ceux dont nous venons de prouver 
l'existence presque sûre. 

4° Le fait que X(t) ne soit presque sûrement monotone dans 
aucun intervalle entraine l'existence presque sûre de maxima et 
minima qui forment un ensemble dénombrable et partout dense. 
D'après le résultat du 3° (qui s'applique naturellement, aux signes 
près, aux quatre nombres dérivés) chacun de ces points est presque 
sûrement un point de rebroussement à tangente verticale. Comme 
il s'agit ici d'un ensemble dénombrable, cela est presque sûrement 
vrai pour tous les maxima et minima. 

Les nombres dérivés à droite d'un point donné étant indépendants 
de leur valeur à gauche, les points où les quatre nombres dérivés ont 
une même valeur ( + 00 ou —00) apparaissent comme exactement 
aussi probables que les points à tangentes de rebroussement verticales. 
Il est alors naturel de penser qu'ils forment aussi presque sûrement 
un ensemble dénombrable et partout dense. Mais ce raisonnement 
heuristique n'est pas une démonstration et nous ne pouvons rien 
affirmer. 

9. La variation totale presque sûre d'ordre deux. — i° L'ordre 
de grandeur probable de l'accroissement AX(t) de X(t) étant \J&t 
(At désignant l'accroissement de t), on en déduit que, pour n'importe 
quel intervalle (t0, £i)? la variation totale de X(t) est presque sûre­
ment infinie, et il est naturel de considérer la yariation.d'ordre deux, 
liée aux sommes de la forme 

(27) SD=S[AX(OP, 

liées chacune à une division D de (t0, *i) en intervalles At; nous 
désignerons par z = T ( D ) le plus grand des A*. 

On. voit aisément que, presque sûrement, 

(28) lim infSD = o, lim sup SD = <*>, 

la première de ces formules étant une conséquence certaine de la 
continuité de X(t). Mais il y a une valeur moyenne qui mérite de 
retenir notre attention. On a 

(29) E(SD) = SE {[AX(OJ* 1 = S A* = . / , - t0, 
(30) a2(SD) = ïo«( [AX(0? î = 2 Ï ( A 0 « ^ 2 ^ - *,)f 
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de sorte que : z tendant vers zéro, il y a convergence en moyenne 
quadratique de SD vers sa valeur probable ti — 1 0 . 

20 Le résultat précédent est indépendant de la manière dont D 
varie quand z tend vers zéro. Nous allons maintenant supposer que 
l'on ait choisi une suite partout dense dans (t0, ti) de nombres t2, 
/3 , . . ., et pris pour D = D„ la division de (t0, ti) en n intervalles 
séparés par les points t2, t^, . . ., tn. Dans ces conditions z = zn tend 
vers zéro et l'on démontre aisément (cf. P . Lévy [3] , p. 200-209) 
que : SD tend presque sûrement vers ti— £0. 

3° Supposons maintenant les points t2, tA, . . ., choisis au hasard 
dans (t0, £1) indépendamment les uns des autres, d'après une même 
loi dont la fonction de répartition soit constamment croissante de t0 

à ti. Si dans ces conditions, pour une détermination part iculière/^) 
de X(t), SD a une limite presque sûre V, nous dirons que V est la 
variation totale presque sûre d'ordre deux dsf(t). 

Or zn tend presque sûrement vers zéro, ce qui permet d'appliquer 
le résultat du 20. Donc, compte tenu de la double intervention du 
hasard [pour le choix des tn et pour celui de la fonction X(£)], il est 
presque sûr que SD tend vers ti—10. L'ordre des choix n'ayant pas 
d'importance, nous voyons que : X(t) a presque sûrement dans 
tout intervalle (t0, ti) une variation presque sûre d'ordre deux 
égale à ti — 1 0 , et cela sans qu'il y ait d'intervalle exceptionnel, 
puisque la limite considérée est en tout cas monotone en fonction 
de tQ comme de tt (cf. P . Lévy [3] , p. 208). 

4° Une généralisation toute naturelle consiste à introduire, au 
lieu de la somme (27), la somme analogue 

<30 ZD ?[ |AX(0|] , 

où y(x) est une fonction continue, croissante, s'annulant avec x ; 
nous supposerons de plus y(x) = x2 ty(x), ty(x) étant monotone. 
Comme dans le cas où <p(#) = x2, on en déduit des cp-variations infé­
rieure, supérieure et moyenne, que nous désignerons par Vç, V<p, Vç , 
analogues à celles définies par les formules (28) et (29). 

Compte tenu des résultats obtenus quand cp(#) = x2, l'étude de V ç 

est triviale; ^ (o ) A une valeur déterminée c, nulle, positive, ou infinie, 
elYyi=c(ti — £0), que cette expression soit définie comme limite en 
moyenne ou comme limite presque sûre. 
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En ce qui concerne Vç , le problème est lié à la loi du logarithme 
cr­

itère. D'après cette loi, si y(x) = , et si c = i , l'intervalle 
2 log log I 

(t0, ti) est presque sûrement couvert par des intervalles arbitrai­
rement petits pour lesquels <p [ | A X( £) | ] ;> c ; mais si c >> i, l'ensemble 
des points ainsi recouverts est de mesure nulle, et, bien que <p[|AX(^)|], 

, i 
log -

pour At = z, puisse atteindre > cette circonstance tout à fait 
log log -

exceptionnelle ne suffit pas à changer le résultat, et l'on a presque 

sûrement Vç — /j — /0-
Le problème relatif à \'<p est trivial. Nous savons déjà que cette 

expression est infinie pour y(x) = x) pour n'importe quelle fonction 
continue, elle est nulle si y(x) = o(x). Gela tient à ce qu'à tout 
instant, ayant mis en évidence par le choix d'un nombre fini de points 
de division certaines oscillations de X (/), on peut rendre la somme (31 ) 
arbitrairement petite en choisissant les nouveaux points de division 
de manière à ne faire apparaître aucune nouvelle oscillation. L'étude 
de Vç n'apprend donc rien de nouveau au sujet de X(t). 

Une notion assez voisine de la précédente est ce que nous 

appellerons la mesure de Hausdorff majorée, surtout impor­

tante dans le cas d'un mouvement dans le plan ou dans l'espace 

(voir n° 24). Disons seulement ici que cette mesure Hç est 

presque sûrement positive et finie pour <p(a?) = x2 log log-» ce qui 

fait apparaître une sorte de symétrie entre V ç et H<p. 

10. Développement de X(t) en série de Fourier. —La fonction X(t), 
étant presque sûrement continue, est développable dans n'importe 
quel intervalle fini en une série de Fourier convergente au sens de 
Cesàro. Il y a d'ailleurs avantage, si l'on suppose X ( o ) = o et si l'on 
se place dans l'intervalle (O,2TT), à développer, non X(t), mais la 
différence 

(32) X0(O = X ( O - — X(2tt-) = X ( 0 - 4 L > 

et, comme elle est indépendante de Ê (n° A, 3°), le développement 
de X 0 (O donne immédiatement une expression de X(^) . 
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On simplifie d'ailleurs le calcul en introduisant la variable gau$~ 

sienne complexe réduite Ç =•-—-=—••, et les fonctions 

et Z0(£) déduites de Ç comme X(t) et X0(t) le sont de £. La plupart 

des formules des nos 1 à A subsistent, en remplaçant \ et XparÇe tZ , 

et les moments tels que E(X 2 ) et E(XX') par E ( | Z | a ) et E(ZZ') 

(Zf et ÏI sont imaginaires conjugués). 
La série de Fourier de Z0 (t) dans l'intervalle (o, 27T) est alors 

2 ' An (<?*"•—i) 

'V désignant une sommation étendue à tous les entiers réels autres 

que zéro, et les coefficients An étant définis par la formule de Fourier 

i r27i 

À„ = -— / Z(t)e-^*dt (#15*0). 

Ce sont des variables gaussiennes complexes, formant un système 
bien défini par la covariance 

- 1 r^ rtlz 

r M = E(kpkq) = J^J .e-P"J eH"T{t, u) du (p, q ^ o). 

D'après la remarque du n° A, i°, le résultat de l'intégration en u 
eqit—i 

3st :—? de sorte que 

Si /> ^ #, cette covariance est nulle ; les A* sont donc indépendants 
les uns des autres. Si p === q == n, il vient 

E( |A7i|*) = - -^-p ' A „ = ~-~y : 

et, par suite, 

(33) Z0(0 = V ' - - ^ ( ^ - 0 , 

(34) ^ = ^ - 2 ^ ( ^ 4 



22 P. LÉVY. 

Ç et tous les £n étant des variables gaussiennes complexes, réduitesy 

toutes indépendantes les unes des autres. Ces séries sont, pour 
chaque valeur de t, convergentes en moyenne quadratique, donc 
presque sûrement convergentes. 

On peut avoir intérêt à considérer aussi la fonction plus simple 

(35), Zi(r) = ZQ(()-±f"z0(u)du="£ 
n sjix 

dont la valeur moyenne dans l'intervalle (o, 2TT) est nulle. 
Il n'y a maintenant aucune difficulté à égaler, dans chacune des 

formules précédentes, les parties réelles des deux membres. On 
obtient ainsi la formule 

(36) X ( 0 = - ^ + 2 - 7 = ^ 0 0 5 ^ - 1 ^ ^ s i n " ' ] ' 
y 2 JU -*" n yiz 

et des formules analogues pour X 0 ( / ) (en supprimant le premier 
terme), et X t ( / ) (en supprimant le premier terme et les termes 
constants). £', les £/4 et les tn sont des variables gaussiennes réelles, 
réduites, indépendantes les unes des autres (nous écrivons £' et non £ 
parce que cette Arariable sera dans la suite rapprochée des %n). 

Ces formules, que nous appellerons formules de Fourier-Wienery 

peuvent servir de définition à X(t) et ï(t). C'est la voie suivie par 
R. E. A. C. Paley et N. Wiener [1] . La définition initiale de 
N. Wiener [1] dont nous sommes partis nous paraît plus naturelle. 
C'est N. Wiener [2] qui a dès 1924 déduit la formule (36) de sa 
première définition. Notre méthode (P . Lévy [9] , p. 184)? exposée 
ici, montre bien plus simplement l'identité des deux définitions. 

CHAPITRE II. 

ETUDE APPROFONDIE DU MOUVEMENT BROWNIEN LINÉAIRE. 

11. L'équation de la diffusion. — i° Il résulte immédiatement de 
la définition de la fonction X( t) que, si X(t0) = u0, et t > t0, la loi 
de probabilité de X('t) est la loi absolument continue dont la densité 
de probabilité estcp(/ — /0, x—x0), en posant 

2Z (') ? ( > , * ) = - 7 = * " (<>o) . 
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Si alors, à l'instant t0, on se donne une loi quelconque, définie par 
sa fonction de répartition \J0(x), on a, pour X(*), à l'instant t(f>t0), 
une loi absolument continue, définie par la densité 

<2) u{t,x)=l ?(/_/0 î a ?_Ç)rfUo(Ç). 

On vérifie immédiatement que : cp(/, x) et, par suite, u(t, x), 
sont solutions de Véquation de la chaleur 

, „ N du c)'1 u 

<3) 27ï = ^-

D'une manière plus précise, u(t, x) est la solution du problème de 
Cauchy. Si U 0 (#) est une fonction absolument continue, de dérivée 
Wo(^), la condition initiale est u(t0, x) = u0(x). Dans le cas général, 
elle s'écrit 

( 4 ) ' l i m / 1 u(t, 5)<*Ê = Uo(aO ( H ' o ) . 

cette équation devant être vérifiée en tout point où U0(#) est continu. 
Elle reste d'ailleurs xérifiée en tout point où 

U..(*) = \ [U0(^ - o) -+- U0(* -t- o)]. 

2° La relation entre le mouvement brownien et la théorie de la 
• chaleur a déjà été signalée par L. Rachelier [1] . Elle est un cas parti­
culier d'un phénomène plus général, découvert par l'école russe (1) : 
si une fonction aléatoire X(t) est solution de l'équation différentielle 
stochastique 

(5) SX(0 = A[/, X(t)]dt+H[t, X(t)]t\/dt (dt>o), 

où £ est toujours une variable gaussienne réduite, indépendante 
de X(t) et du passé, elle dépend d'une loi absolument continue dont 
la densité de probabilité dépend de Véquation de la diffusion (ou 
équation de Foker-Planck) 

Ou i â*(B*u) à(Au) 
( ' àt ~~ 2 àx* àx 

(») A. Kolmogoroff [ 1 ] et S. Bernstein [2 1 
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Pour A = o, R = i, X(t) se réduit à la fonction définie au chapitre I, 
et l'équation (6) à l'équation (3) . 

3° Revenant au cas particulier du mouvement brownien, nous 
pouvons préciser par une remarque simple la raison de l'intervention 
de l'équation (3) . On sait que c'est l'équation qui définit la propa­
gation de la chaleur le long d'un fil homogène; u désignant la tempé­
rature, cette équation résulte de ce que le flux de chaleur qui traverse 
la section x pendant le temps dt, compté positivement s'il vient du 

côté droit, est c-^-dt, c désignant une constante. On trouve la même 

expression, si u a la signification indiquée au i°. pour la variation 
de la fonction de répartition U(t, x), primitive de u(t, x); c'est un 
flux de probabilité. Dans les deux cas, on obtient l'équation (3) 
par dérivation ( * ). 

On peut rendre cette analogie plus concrète en imaginant un fluide 
composé de particules qui se déplacent indépendamment les unes 
des autres, et qui soient assez nombreuses pour qu'à tout instant le 
nombre de celles qui sont sur un segment donné diffère peu de sa 
valeur probable. Si pour chaque particule la loi de son mouvement 
est celle du mouvement brownien, la densité du fluide vérifie l'équa­
tion (3). 

12. Conditions aux limites. — i° Nous allons maintenant consi­
dérer la probabilité U(£) que 

(7) / o ( / ' ) ^ X ( / ' ) ^ / i f O ( o ^ f ^ O 

et la probabilité u(t, x) dx que l'on ait à la fois les inégalités (7) et 

(8) x ^X{t)<x-^dx. 

Nous supposons ft(t)>fo(t), pour t^t0. La seule restriction 
relative à la continuité de ces fonctions sera la condition de semi-
continuité 

lim inf/0(/ -t- //) ^ / o ( 0 < / i ( 0 ^ lim inf/i(f -+- /1), 

c'est-à-dire qu'on ne considérera une position comme possible à 

(1) Ce raisonnement, admettant l'existence des dérivées, n'est qu'heuristique. On 
peut lui donner une forme rigoureuse; mais il est alors plus simple de déduire 
l'équation (3) de la formule (2). 
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l'instant t que si elle peut être réalisée pour une trajectoire continue. 
X(to) sera supposé choisi dans l'intervalle [fo(to), /i( 'o)]> suivant 
une loi quelconque. 

La fonction u(t, x) doit être non négative si x appartient à l'inter­
valle [fo(t), fi(t)], et elle y vérifie toujours l'équation (3 ). La condi­
tion (4) subsiste, à cela près que la limite inférieure de l'intervalle 
d'intégration est f0(t). Pour achever de définir le problème, il reste 
à montrer que u(t, x) doit vérifier les conditions aux limites 

(9) 4 '> /o (0] = "[ '>/ i (0] = o C>>o), 

sauf peut-être pour certaines valeurs exceptionnelles de t, qui consti­
tuent un ensemble impropre. 

20 Considérons d'abord le cas où X(*0) a une valeur donnée 
x0=fi(to)', on traiterait de même le cas où xn = fo(to). Il faut 
distinguer deux cas suivant que la fonction 

Ç i ( A ) = / i ( ' o - » - A ) - / 1 C 0 ) 

appartient à l'une ou l'autre des classes considérées au n° 8, i°. 
Si elle appartient à la classe supérieure, cela revient à dire que la 

frontière x=j\(t) fuit assez vite pour n'être presque sûrement pas 
rattrapée immédiatement par la particule mobile. Donc U(£0+o) = i. 

Si au contraire <?o(h) appartient à la classe inférieure, le franchis­
sement immédiat de la borne fi(t) est presque sûr, et U(£0-h0) = 0. 

U y a d'ailleurs dans les deux cas une solution positive u(t, x) 
de l'équation de la chaleur, définie à un facteur constant près par les 
conditions (9) et la condition 

V(t,x)=f u{t,y)dy->o [/o('o)< •* < -*o5 t \U\ .*) = f u{t, 

Mais, dans le premier cas, quand t tend vers t0,\J(t) = U[t, fY(t)] 
tend vers une limite finie, qu'il faut égaler \ l'unité pour obtenir 
la probabilité définie au i°. Dans le second cas, U (t) augmente 
indéfiniment. Au point de vue de la théorie de la chaleur, cela 
indique qu'il faudrait placer initialement en x0 une quantité de 
chaleur infinie. Elle serait presque entièrement absorbée instanta­
nément par la barrière froide x =fi(t), et il resterait une quantité 
finie et rapidement décroissante. 

L'étude de l'équation de la chaleur permet ainsi de distinguer les 
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deux classes de fonctions cpi(A). C'est sur cette remarque que 
s'appuie la méthode de Petrovsky et Rolmogoroff mentionnée au n° 7. 
Naturellement cette méthode implique que le problème local, que 
nous n'avons étudié qu'au n° 8, soit étudié avant le problème 
asymptotique. 

3° Si X(t0) a une valeur initiale x0 comprise entre fo(to) etfi(to)T 

u(t,x), XJ(t,x) et U(t) deviennent des fonctions u(t, x\x0)r 

U(t, x\x0) et \J(t\x0) qui dépendent de x0, et si X(£0) a une 
fonction de répartition U 0 (#) , leurs valeurs s'obtiennent par inté­
gration. On a par exemple 

U(t\x)d[Jo(x). 
. , 0 ( / 0 ) - 0 

Il est important de remarquer que U(t\x0) est une fonction 
continue de\r0 . On pourrait à première vue se demander s'il en est 
bien ainsi quand x0 tend vers une des valeurs limites, fi(to) par 
exemple. Mais si la fonction <?i(h) appartient à la classe supérieure, 
la présence de la barrière x = ft(t) est sans influence sur U(£0 + o) r 

et a fortiori sur U ( ^ 0 + o \x0), toujours égal à un; il n'en résulte 
aucune discontinuité. Si 91 (A) appartient à la classe inférieure, et 
si x0=fi(t0), X(tr)—f\(t') a dans l'intervalle (t0, t) une borne 
supérieure M (t), presque sûrement positive, dépendant d'une loi 
continue, et pouvant avec une probabilité positive être arbitrairement 
petite. Donc 

U[ / | / i ( f 0 ) - - 8 ] = Pr [M(O^e] 

tend vers zéro avec £, ce qui, dans ce cas encore, établit la 
continuité. 

4° Revenons maintenant à la démonstration des conditions (9) , 
pour n'importe quelle répartition initiale donnée, et pour presque 
toutes les valeurs de t supérieures à t0. La loi du mouvement brownien 
ne changeant pas si l'on change t en —t, nous pouvons appliquer les 
résultats précédents en faisant décroître tr de t à t0. Si X(t) a une 
valeur connue voisine de fi(t)— a, la probabilité que X(t')—fi(t') 
ait été positif dans un petit intervalle (t — z, t) ne dépend presque 
pas de la répartition initiale, et, quand s tend vers zéro, elle tend 
vers zéro ou un suivant que la fonction 

? ( A ) = / i ( ' - A ) - / i ( 0 
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relative à la valeur t considérée appartient à la classe inférieure ou à 
la classe supérieure. Cela revient à dire que u(t, x) est le produit de 
la densité positive obtenue en faisant abstraction des conditions (7) 
par un facteur qui tend vers zéro dans le premier cas et vers un dans 
le second. 

Le second cas est exceptionnel, ce qui établit le résultat annoncé 
au i°. S'il est réalisé en un point t, il cesse aussitôt de l'être. Si 

/ ^ + / 0 - / 1 ( 0 

appartient à la classe supérieure, c'est parce que la frontière fuit trop 
vite devant les particules mobiles. Dans l'autre cas, c'est par l'effet 
d'un flux qui fait que presque toutes les particules voisines (1) de la 
frontière la franchissent immédiatement. Il n'est d'ailleurs pas exclu 
que les points exceptionnels forment un ensemble partout dense. 
Mais il est exclu que cet ensemble ait une mesure positive; il en 
résulterait un flux sortant infini, ce qui est impossible. 

13. Cas des limites constantes ( 2) . — i° Supposons d'abord qu'il 
n'y ait qu'une limite, les valeurs admises pour X(t) variant de —00 
à une valeur constante a. Dans l'hypothèse X(o ) = x0< ci, la solu­
tion de notre problème est évidemment 

[ _ (x—.Y0)
8 __ (y0+a:-sa)n 

e » -e -' J. 
\]lTZt 

Au point de vue de la théorie de la chaleur, cette formule exprime 
que le résultat est le même que s'il y avait à l'instant initial une 
source chaude au point x0 et une source froide de la même intensité 
au point image ia — x0 (symétrique de x0 par rapport à a). A cause 
de la symétrie, au point a, le froid venu de la source froide compense 
constamment la chaleur venant de la source chaude, et la tempéra­
ture y reste nulle. 

Par intégration de la formule (10), on trouve aisément 

ra / 2 " rn~x° - -
U ( 0 = J u(t,x)dx = \J-t^ e ^dy, 

(1) Nous imaginons ici un grand nombre de particules donnant des détermi­
nations indépendantes de la fonction X(t). 

(2) Il s'agit ici de formules classiques de la théorie de la chaleur. Leur applica­
tion au calcul des probabilités est due à L. Bachelier. 
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c'est-à-dire 

(n) U ( 0 = P r [ | X ( O K a - . r o ] . 

Une intégration par rapport à x0, les expressions (10) et (i i) étant 
multipliées par dUo(ooo), donne les nouvelles expressions de u(t, x) 
elU(t) quand la probabilité est initialement répartie d'une manière 
quelconque entre —oo et-a. 

2° Supposons maintenant que x varie entre deux limites cons­
tantes a0 et a = a 0 + l- La solution de notre problème, dans l'hypo­
thèse X ( o ) = Xo(ao<iXo<a), résulte encore aisément de la 
méthode des images, des parois réfléchissantes étant supposées 
placées aux points a0 et a, et chaque image correspondant à une 
source froide ou chaude suivant la parité du nombre des réflexions. 
On trouve ainsi 

+ * r (.r — x0-h*nt)* (x0-+-x-h*nl — *a)*-\ 

(12) M(/,.r) = - - L y [ i 
V/27u7-*-J 

Cette expression, et celle de U(£) qui s'en déduit, ne se prêtent 
pas bien à une étude asymptotique. Pour une telle étude, il vaut 
mieux utiliser le développement de u (t, x) en série de Fourier. 
Nous supposerons, pour simplifier l'écriture, a0z= o, a = 1 = 7r, et 
une répartition initiale quelconque dans (o, TT). La solution de l'équa­
tion (3), s'annulant pour 5 ? = o e t pour x = 7r, et à cela près la plus 
générale, est 

(i3) u(t, x) =N<2/4 siunxe 2 , 

«SV+l - ( ^ + 1 ) 1 5 

ce qui donne par intégration 

o 

La condition initiale donne d'ailleurs 

2 r* 
(.i5) an=. - f sinnx d\Jo(x), 

de sorte que ai est essentiellement positif. On a donc, pour t infini 

_ i t 

(16) u(t, x) ^ ai sin xe 2, U ( 0 ~ 2 a i e 2-

http://Ka-.ro
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14. Les fonctions M (O e t l (t) (1). — i° Nous désignerons respec­
tivement par M(t) et Y(t) le maximum de X(u) — X(o ) et celui 
de X(u) — X(t) dans l'intervalle (o, t). La définition de la fonc­
tion X(u) ne changeant pas quand on change le sens de parcours de 
l'intervalle (o, t), M(t) et^Y(t), pour chaque valeur fixe de t, 
dépendent de la même loi. Mais ce sont des fonctions de t de natures 
bien différentes. M(j) est monotone, mais non Y(t), qui a presque 
sûrement une infinité de racines. 

Cela revient au même de dire que M(J) < m, ou que, x0 = X(o) 
étant supposé nul, X(u) n'atteint pas la valeur m dans l'inter­
valle (o, t). Les formules (10) et (i i) s'écrivent donc 

[ _ a?" (2 m — r\*~\ 
" r i m » , . x ^ « ' - - 1 » I 2 / _ 2 / (10') - Pr[M(/) < m, X(0 O ] = -7^= 
ctx ^TU 

et 
(n ' ) Pr[M(0 < m] = Prf | X(/) | < m]. 

Donc : |X (£ ) | , M(t), et, par suite aussi Y(t), dépendent pour 
chaque t de la même loi'de probabilité. Il en est de même naturel­
lement aussi des fonctions Mi(t) et Yi(^) qui sont à —X( t ) ce 
que M(t) et Y(t) sont à X(*) . 

20 Les résultats précédents peuvent s'obtenir aisément sans 
utiliser l'équation de la diffusion. Il n'y a qu'à utiliser un principe 
de symétrie appliqué par Désiré André à l'étude du gain maximum 
au cours d'une partie de pile ou face. Dans l'hypothèse M ( £ ) ^ m, 
X(u) atteint pour la première fois la valeur m pour une certaine 
valeur T ^ t de u, et, quel que soi tT supposé connu, la probabilité 
des valeurs positives de X(t)— X(T) = X(t) — m est égale à la 
probabilité des valeurs négatives de cette variable, donc à - [en 

écartant l'hypothèse T = t, qui est infiniment peu probable, puis­
qu'elle implique X ( £ ) = m ] . Cette probabilité étant constante, la 
probabilité a priori, sous la seule condition M(t)^m, a aussi la 

même valeur-> de sorte que 

i Pr[M(0 ^ m] = P r [ M ( 0 ^ m, X(t) > m] = Pr[X(/) > m], 

ce qui équivaut à la formule (i i ;) . 

(1) D'après P. Lévy [5] et [3], chap. VI; de même pour les n" 15 à 18. 
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On obtient de même la formule ( i o') en observant que, si X (T ) = m, 
les valeurs x et 2m — x de X(t) ont la même probabilité. 

3° Revenons à la loi à deux variables M(t) et X(t), bien définie 
par la formule (10'). En la dérivant par rapport à m, on obtient la 
densité de probabilité 

(17) y —t e u (m^o,x^m). 

Il suffit de poser x = m — y pour obtenir la densité de probabilité 
de la loi à deux variables M(t) et Y(t), qui est 

(18) ^ _ _ _ Z . e -t (m^o,y^o). 

On vérifie qu'elle est symétrique, comme nous le savions a priori. 
Il résulte de cette symétrie, et du caractère antisymétrique 
de x=z m—y, que la densité de la loi à deux variables X(t) et Y (t) 
se déduit de l'expression (17) en remplaçant im — x par iy -f- x\ 
on peut aussi le vérifier par un nouveau changement de variables. 

4° De la loi à deux variables M(*) et Y(t) on déduit aisément la 
loi dont dépend Y (t) quand M(t) a une valeur connue m. Si, en 
particulier, m = o, c'est-à-dire si 

Y(0 = - X ( o = |X(OI, 
il vient 

X* 

(19) P r { | X ( 0 | > - c / M ( 0 - o i = « 2i. 

Plus généralement, si l'on sait qu'une des valeurs extrêmes 
de X(t) dans un intervalle (t0, *i) est réalisée en l'un des points 
extrêmes t0 et ti, la formule (1) doit être remplacée par la formule 

(19') I>T[\X(t])-X(t0)\>x] = e «K*- • /0 ) 

formule que nous avons déjà utilisée au n° 8, 3° dans le cas où 
c'est X(t0) qui est le minimum de X(£). 

5° Une autre conséquence du principe de symétrie qui conduit 
aux formules (10) et (10') est relative à la probabilité que X(t) 
s'annule dans un intervalle [t0, *i] , lorsque ^ 0 = X(^0) et x=X(ti) 
sont connus. Cette existence étant sûre ou presque sûre si x0x^o, 
nous supposerons x0 et x positifs. 
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Si Xo est seul connu, on a 

l>r[x^X(ti)<x + dx] = dx
 P7^^\ 

et, en appelant A l'éventualité de l'existence d'une racine deX(*) 
entre t0 et ti, on déduit de la formule (18), appliquée à x0—X(£), 

, (x0 + x)* 

Vr[A.x^.X(t)^x-^dx] = aX e *i ' i -V 
\/lTz(ti— t0) 

En divisant ces deux formules l'une par l'autre, on trouve 

2 X0 X 

(20) Pr [A/X(*0 =• x] = e"7^17». 

15. L'inversion deM(t). — i° La fonction non décroissante M(/) 
admet une fonction inverse T(x). En supposant X(o) = o, T(x — o), 
bien défini pour tout x positif, est la plus petite racine positive 
de X ( / ) =x. 

En un point choisi au hasard, on a presque sûrement M(£)>X(£) , 
donc Y(t) >> o. L'ensemble & des racines de Y (t) est donc presque 
sûrement de mesure nulle ( 4 ) ; c'est évidemment un ensemble parfait 
discontinu, non dénombrable. M(t) est constamment croissant sur &, 
et constant dans chacun des intervalles i constituant l'ensemble 
complémentaire &'. Donc T(x) ne peut croître que par sauts (chacun 
de ces sauts correspond à un intervalle i, et la projection de ces inter­
valles sur l'axe des t en recouvre la partie positive, à un ensemble de 
mesure nulle près). 

2° On a 

PT\T(X) >t] = Pr[M(«) < *] = y£-t f e~r'dt, 

donc, en posant £ 2 = -a;2, 

Pr[T<.)>«]-^=jfV S r"*. 

(1) Nous considérons qu'il y a deux interventions indépendantes du hasard, Tune 
pour choisir la fonction X(t), l'autre pour choisir une valeur particulière t' de t-
La condition X(t') = o définit dans Vespace produit un ensemble mesurable. Il 
résulte alors du théorème de Fubini qu'on peut intervertir Tordre des choix; la 
mesure, qui est nulle, reste nulle. 
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Donc : T(x) dépend d'une loi absolument continue, dont la densité 
de probabilité est 

_ i _ .r2 

21) -—t *e - ' . 

3° On remarque, ce qui était évident a priori, que la loi dont 

dépend —^~ est indépendante de x. Une autre propriété presque 

évidente de T(x) est que 

(22) T(a? , )—T(aro) = ^ ( ^ , - a r 0 ) (o < * o < a?i), 

Ti(iCi — #0) désignant une expression qui dépend de la même loi 
que T ( # i — x 0 ) et est indépendante de T(x0). Le point / 0 = T ( # 0 ) , 
x0 du plan des tx est, en effet, un point de la courbe x — X(t), à 
partir duquel les propriétés de cette courbe sont les mêmes qu'à 
partir de l'origine. Le temps T(#i) — t0 nécessaire pour que X(t)—#0 

atteigne la valeur Xi — x0 est donc indépendant de t0, et de la 
forme-T1(a?1 — x0), c. Q. F. D. 

On peut représenter T ( # 0 ) et T t ( # i — x0) par a^Zi et a2r2 , en 
posant a i = x'I, a2 = (Xi — x0)

2, et T4 et T2 étant deux variables aléa­
toires indépendantes, dépendant toutes les deux de la loi (20), écrite 
pour x = 1. On peut égaler a4 et a2 à deux nombres positifs quel­
conques; on voit ainsi que : quels que soient ai et a2 positifs, 
«iTi-f- a2z2 est de la forme az, z dépendant de la même loi que TA 

et z2. Le coefficient positif a = x] se déduit de aK et a2 par la 
formule 

Ce résultat peut s'exprimer en disant que : la loi dont dépende (x) 

est une loi stable d'exposant caractéristique -• Nous venons de le 

démontrer indépendamment de l'expression (21) de sa densité de 
probabilité. On peut le vérifier aussi à l'aide de cette expression, et 
de la formule 

/ (0= f Mu)Mt-u)du 

qui donne la densité f(t) d'une somme de deux variables aléatoires 
positives et indépendantes l'une de l'autre en fonction des den­
sités fi(t) etf2(t) de ces deux variables. 
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4° H résulte de la théorie connue des lois stables (cf. par exemple, 
P. Lévy [2] , p. 176-181) que cette propriété de stabilité, compte 
tenu de ce que T(#) est toujours positif, détermine, à un changement 
d'unité près, la loi (indépendante de x) dont dépend le rap-

T( c ) 
p o r t r = —'—• La théorie des lois stables conduit à une définition 

simple de ces lois par leurs fonctions caractéristiques 

9(3) = E(e'«). 

Compte tenu de ce que Vr(z>t) est, pour t infini, un infiniment 

petit équivalent à i/ —. Î ce qui achève de déterminer la loi dont il 

s'agit, on trouve ainsi 

(23) logcp(^) = (— 1 -+• i sgnz) v/| z \ = —— j (eizu — i)u ^ du. 

5° Dans cette intégrale, le coefficient de (eizu—i) donne, dans 
l'intervalle (o, i), le nombre probable des sauts de la fonction T ( # ) 
de hauteurs comprises entre u et u + du. Le nombre probable de 
ceux qui dépassent u, c'est-à-dire le nombre probable des intervalles i, 

de longueurs >> u, qui précèdent l'instant T ( i ) , est donc i / —- • 

Leur nombre réel est une variable de Poisson, bien définie par cette 
valeur probable. 

Le nombre total de ces intervalles i est presque sûrement infini, 
tandis qu'il n'y en a qu'un nombre fini dépassant une longueur posi­
tive donnée. La probabilité qu'une telle longueur soit dépassée pour 
un intervalle dont on ne connaît que l'origine est donc nulle. Mais 
on déduit aisément de la formule précédente que : si Von sait que 
la longueur d'un intervalle i est ^u^, la probabilité quelle 

soit ^ Ui(Ui>> u0) est i/--• 

Cette probabilité devient naturellement une fréquence presque 
sûre sur l'ensemble de l'axe des t. 

6° Le résultat précédent est d'ailleurs facile à vérifier indépen­
damment de la théorie générale des lois stables. Si à un instant 
donné Y( j ) a une valeur y, le temps 6 qui s'écoule jusqu'à la pro­
chaine racine est une variable aléatoire du type T ( y ) = y 2 r . Or, si 
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l'on sait qu'à l'instant considéré t l'intervalle i qui le contient a 
atteint une longueur u0, on a, d'après la formule (19') 

Pv[Y(t)>y\=e 2"o, 

et la probabilité que sa longueur totale dépasse U\ est celle 

de " \ 3 ( / ) T > Ui—u0. Un calcul facile redonne bien la valeur i / — 

(cf. P . Lévy [2] , p. 2i3-2i4). 
70 II résulte du 5°, et de la loi forte des grands nombres que, pour 

t infini, le nombre des intervalles i intérieurs à (o, t) et de lon­
gueurs > u est un infiniment grand presque sûrement équivalent 

M/-] 

y r.u 

fM(t). Mais on peut aussi appliquer la loi forte des grands 

nombres dans un intervalle fini (o, t), en faisant tendre u vers zéro. 
On voit ainsi que : u tendant vers zéro, d'une part le nombre des 
intervalles i intérieurs à un intervalle donné (o, t) et de lon­
gueur > u est un infiniment grand presque sûrement équivalent 

à l / f - M(7); d'autre part, la longueur totale de ceux dont la 

longueur est < u est un infiniment petit presque sûrement équi­

valent ai/™M (t) (*). 

Un quelconque de ces énoncés nous montre que : la connais­
sance de l'ensemble & des racines de Y(t) suffit à déterminer M(t). 
Cet ensemble n'est d'ailleurs pas quelconque ; nous savions déjà que 
c'est un ensemble parfait discontinu, non dénombrable, de mesure 
nulle. L'existence des limites qui permettent de définir M(t) cons­
titue une nouvelle restriction. 

16. Identité des définitions intrinsèques de Y(t) et de\X(t)\. — 
i° Nous avons déjà observé que, dans l'hypothèse X ( o ) = o , |X(t f ) | , 
Y(t) etM(t) dépendent, pour chaque valeur de t, de la même loi 
de probabilité. Mais il y a entre lçs deux premières fonctions une 

(1) On voit aussi aisément que l'ensemble des points de (o, t) dont la distance 

à S est < es a une mesure qui est presque sûrement ceM(*) -+- o(s) ( e-> o, c = -y- ) 
\ V * / 

Nous exprimerons ce résultat en disant que M ( 0 est une mesure presque sûre du 
voisinage de S. 
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analogie bien plus profonde qu'entre elles et M(t) : considérées 
comme fonctions aléatoires de t, elles, ont la même dé finit ion, 
c'est-à-dire que toutes les deux ont la même probabilité d'appartenir 
à n'importe quel sous-ensemble donné de l'ensemble des fonctions 
continues. Il s'agit donc de leur définition intrinsèque, ne faisant 
pas intervenir leurs relations avec X(t). 

Pour le démontrer, observons d'abord que toutes les deux sont 
markoviennes. Comme nous partons pour toutes les deux de la même 
valeur initiale Y(o) = X(o ) = o, il suffit de montrer que la loi de 
probabilité de passage de l'instant t0 à l'instant ^ > t0 est la même 
pour ces deux fonctions. 

Si la valeur initiale est nulle, la variation à partir de l'instant 
initial tQ est la même qu'à partir de l'origine t = o, et l'on est 
ramené au résultat rappelé ci-dessus. 

Si, au contraire, on part çl'une valeur initiale j 'o!> o, la variation 
de ces fonctions est d'abord définie par la même équation 

oY,(0 = S \/dt [i = o, i ; Y0('O = Y (0 , ^ ( 0 = ! X ( 0 ! ] , 

valable jusqu'à l'instant to-\-T(yo) où Y,-(J) s'annule pour la première 
fois. Il n'est pas nécessaire, pour déterminer Y,-(/) jusqu'à cet instant, 
de savoir s'il s'agit de Y (t) ou de | X(t) |. Si £0 + T ( y 0 ) = T i ^ £ i , 
Yf(ti) se trouve ainsi déterminé de la même manière dans les deux 
cas. Si, au contraire, Ti<C^i, cette valeur constitue un nouveau 
point de départ, à partir duquel on raisonne comme à partir de 
l'origine, et Y(ti) dépend aussi bien que | X ( * i ) | de la même loi 
que | X ( M ) | , pour u = ty — T4 , quand on sait seulement que X(o) = o. 
Le résultat annoncé est ainsi démontré. 

.2° Un corollaire immédiat de ce résultat est que toutes les pro­
priétés de l'ensemble & des racines de Y(t) s'appliquent sans change­
ment à l'ensemble ê 0 des racines de X(t). 

Il faut à ce sujet remarquer que la propriété établie au n° 15, 5° au 
sujet des longueurs des intervalles complémentaires i ne suffit pas à 
caractériser &. Elle s'appliquerait sans changement si les intervalles i 
correspondaient, non aux sauts de T ( # ) , mais à ceux d'une fonction 
telle que T(x) -f- ex. L'ensemble & aurait alors une mesure posi­
tive; l'axe des t serait irrégulièrement dilaté, de manière que les 
longueurs des intervalles i soient invariantes, mais que & ait une 
mesure proportionnelle à M ( f ) . On écarte cette possibilité en préci-
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sant que & a une mesure nulle. Cette propriété, jointe à celle établie 
au n° 15, 5°, caractérise &, en ce sens qu'elles permettent de définir 
une Succession d'expériences permettant de construire, sans passer 
par l'intermédiaire de X ( t ) , un ensemble dépendant exactement de 
la même loi de probabilité que &. 

17. La loi de Parc sinus. — i° Nous serons conduits à cette loi 
par l'étude du problème suivant : dans Vhypothèse X(o) = o, quelle 
est la probabilité pour qu'un intervalle (t0, £i)(o < £ 0 < £i) 
contienne au moins une racine deX(t)c! 

Ce problème a déjà été résolu en supposant connus, soit X(t0) 
seul, soit X(t0) et X(tt). Nous supposons maintenant qu'on n'ait 
pas d'autre renseignement que X(o ) = o, de sorte que la densité de 
probabilité de | X(f0) | (le signe n'importe pas pour la suite) est 

t/à 
2 

D'autre part, dans l'hypothèse X(t0) = x, la probabilité de l'exis­
tence d'au moins une racine entre tQ et ti est 

P r [T(# )< ^ - / , , ] = - — / e 2"x *<*:. 
V 2 : w 0 

La probabilité cherchée est donc 

a = - / T 2 di I e ''o* xdx = -ï— I - , 
n faJ* «A. n Jo (^o-+- T) tfx 

ou, en posant z = tou2, 

y5? 2 r '• du 2 ti—H a = - / ; = -Arctgi/—; , 
TU J 0 JE - h ?*2 TU V ' O 

formule qui peut s'écrire aussi 

„ îua 2 A . /^o 

(24) /0=^i cos2— ou a = - Arc cos 1 / - , 

tandis que pour la probabilité complémentaire [3 = 1 — a on a 

(24') f0 = *i sin2 _r ou p = - A r c s m i / ^ . 
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2° Étant donnée une valeur particulière de t, nous désignerons 
par T0 la plus grande racine de X(t) qui soit < t, et par T\ la plus 
petite qui soit > t. L'une et l'autre existent presque sûrement. 

La probabilité P r ( T 0 < t0) (o < f 0 < t) n'est autre que [3, calculé 
pour ti = t. Donc 

(a5) P r (T 0 <* 0 )= z Arcs în iA 0 . 

Cette formule constitue ce qu'on appelle la loi de l'arc sinus. La 
densité de probabilité correspondante est 

(26) - -j- Arc sin 4 / - = » 

Cette loi a une interprétation géométrique simple : si l'on pose 

$ t 
T 0 = t sin2 - = - ( r — eos<&) (o <3> < r.\ 

2 2 v 

<D est une variable uniformément répartie dans l'intervalle (o, ÎT). 
Donc : T0 est l'abscisse d'un point choisi au hasard sur une demi-
circonférence de diamètre (o, t), la probabilité étant répartie 
uniformément sur cette demi-circonférence (on ne changerait 
évidemment rien en considérant la circonférence entière). 

On remarque qu'il s'agit d'une loi symétrique par rapport au 
milieu de l'intervalle considéré. Cela n'était peut-être pas évident 
a priori. Mais c'est un corollaire évident du fait que les résultats 
intrinsèques relatifs à l'ensemble &o des racines de X(t) s'appliquent 
aussi à &. Nous pouvons donc remplacer T0 par la plus grande 
racine T'0 de Y (t) qui soit < t, c'est-à-dire la valeur presque 
sûrement unique qui réalise le maximum de X(u) dans l'inter­
valle (o, t). La symétrie est alors évidente. 

La raison de cette symétrie est la même que pour celle de la loi à 
deux variables M(/ ) et Y(t). La loi à trois variables M(t), Y (t) 
et T'0 résulte immédiatement de la remarque que, dans l'hypo­
thèse T'0 = tr, on a 

m* r2 

Pr[M(0 >»»] = * 2 / \ P r [ Y ( 0 > 7 ] = e l l l" | , ) , 

ces deux probabilités conditionnelles étant indépendantes. 
3° En ce qui concerne T4 , on a, d'après la formule (24), 

(27) Pr(T, < / , ) = £ Arc cos y / £ ( * i > 0 , 
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de sorte que la densité de probabilité est 

(28) - 4r Arccosi A = — i / — ^ ~ v ' as <ft, V t\ ~t, y f, — t 

C'est la /o* dfe l'arc cosinus. 
4° Pour la loi à deux variables T0 et T4 , on a évidemment 

(29) Pr(T0<*o, T J > ' t ) = l Arc sin l / ^ ( o < * 0 < * < < , ) > 

et la densité de probabilité est 

( 30 ) / < * « , ' i ) = 
2 7C ^toiti—to}'' 

On remarque que ces expressions ne contiennent pas t. Cela n'est 
pas surprenant, puisque nous n'avons fait que récrire la formule (24) 
avec d'autres notations. Mais il faut noter que cela implique la 
relation 

f dt0 f /(/<,, tv)dt, = \ 

valable quel que soit t positif. 
Remarquons aussi que la densité de probabilité de T4 lorsque T0 

a une valeur connue t0, c'est-à-dire lorsqu'on sait que X(£0) = o et 
qu'il n'y a pas d'autre racine de X(tr) entre t0 et t est, d'après 
le n° 15, 5° 

d {/t — t0 = i / t — f0 

dtx\ tx—h iy (ti — hf* 

et qu'on peut aussi obtenir la formule (3o) en multipliant par cette 
expression la densité de probabilité relative à T0 . On peut aussi, 
inversement, déduire la formule du n° 15, 5° des formules (26) 
'et (3o), c'est-à-dire en fin de compte de la formule (24). 

5° Pour aller plus loin, il faut utiliser le théorème suivant : la 
définition intrinsèque de & (ou de ë 0 ) entre deux éléments ô0 et 04 

de cet ensemble est invariante par une substitution homogra-
phique] on peut en particulier supposer 0A infini; l'ensemble & 
( o u ë o ) , qui est fermé, doit en tout cas être considéré comme conte­
nant le point t = -f- 00 . 

Ce théorème est une conséquence immédiate de la remarque 
du n° A, 20. 
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Pour généraliser la formule (24), il n'y a donc qu'à introduire, au 

lieu de y ? le rapport anharmonique 

r rit t - f i fi > C o - - f t 0 ) ( ' ' - Q O 

et l'on voit que : 5/ Von sait que & (ou ë 0 ) contient les points 0© 
e£ 81, e£ qu'on n'ait aucun autre renseignement concernant l'inter­
valle (0O, 81), et si 0O < / 0 < ti<. 0i, la probabilité que cet ensemble 
contienne au moins un point entre t0 et ti est 

(3i) - Arc cos \Jp = - Arc cos 4 / ~^--fto)(Qi — M 
- 8 . ) ( 6 , - * . ) " 

En effet, cet énoncé est invariant par une substitution homogra-
phique ne changeant pas l'ordre relatif des quatre points considérés, 
et se réduit, pour 0O = o et 0i = oo , à la formule (24). 

On en déduit immédiatement des conséquences qui généralisent 
les formules (25) à (3o). Gomme on peut évidemment changer le 
sens positif sur l'axe des t, la loi relative à T0 , qu'on peut appeler loi 
généralisée de l'arc sinus, et qui s'exprime par la formule 

Pr(T0< M = - Arc sin vWo, t', 60, OO 
TU 

donne aussi, en échangeant les indices o et 1, la probabilité de T4 > /4. 
6° Nous pouvons maintenant donner une définition intrinsèque 

de S (ou de <S0), c'est-à-dire qu'elle ne fait pas intervenir les 
relations de cet ensemble avecX(f) . Nous nous placerons dans un 
intervalle (o, t) et supposerons que oe& [s'il s'agit de &0 et 
que \ ( O ) = J C 0 ^ O , il n'y a qu'à déterminer d'abord le premier 
point T(a?0) appartenant à &0, et prendre ce point comme nouvelle 
origine sur l'axe des t]. Nous utiliserons alors la formule (20) pour 
déterminer T0 . L'intervalle (T0 , t) étant sans racine, nous n'avons 
qu'à considérer l'intervalle (o, T 0 ) , sachant que ses extrémités sont 
des points de & (presque sûrement non isolés du côté de cet 
intervalle). 

/ T 

Choisissons un point ti dans cet intervalle (soit - A par exemple, 

soit, dans une suite formée d'avance, le premier point compris entre o 

et T 0 ) , et déterminons les extrémités T'0 et T; de l'intervalle i sans 

point de & qui contient ti. 
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La formule (3i) , pouvant s'écrire 

(3i') Pr(T'0</'0, T ' t > ^ ) = - Arc sin s/P(t'0, t\ ; o, T0) (o<t'0 < t , < t \ < T . ) , 
7U 

définit les conditions de ce choix. On a ainsi un intervalle (T 0 , T^) 
sans racine, et deux nouveaux intervalles (o, T0) et (T , , T0) auxquels 
on appliquera à nouveau la même méthode, et ainsi de suite indéfi­
niment. 

Il est presque sûr que les points de & ainsi successivement obtenus 
ne seront jamais aux extrémités de l'intervalle où on les recherche. 
De plus,, si pour fixer les idées le point qui est chaque fois choisi 
arbitrairement dans un intervalle est le milieu de cet intervalle, 
l'ensemble & sera enfermé après n opérations dans la réunion <S("> 

T 

de 2n intervalles de longueurs sûrement inférieures à—; on voit 

d'ailleurs aisément que, T0 supposé connu, ces longueurs ont une 

même valeur probable( - ) T0 , avec o < p. << i. Il en résulte que ô 

est presque sûrement un ensemble parfait discontinu, sans points 
isolés à la fois à droite et à gauche, et de mesure nulle (puisqu'il est 
recouvert par &{n), dont la mesure probable, p"T 0 , tend vers zéro). 
Nous retrouvons bien, par cette construction directe, les propriétés 
déjà déduites de la définition initiale de & (ou de <§0)-

18. La: reconstruction de X ( / ) en partant de é ou de S 0 . — i° Un 
ensemble aléatoire étant formé comme il vient d'être indiqué, si l'on 
veut l'identifier, soit à &, soit à <S0, la détermination de ,X(t) devient 
un problème de probabilité conditionnelle dont la résolution 
comprend deux étapes. La première, qui se pose de la même manière 
pour les deux problèmes, consiste à déterminer la fonction non néga­
tive Y (t) ou |X( t f ) | qui s'annule sur l'ensemble considéré. La 
seconde différentie les deux problèmes. Si, en effet, & et Y(/) sont 
connus, M(t) et, par suite X(t) = M(t) — Y(t), sont bien définis 
par les propriétés presque sûres établies au n° 15, 70. Si, au contraire, 
| X(t) [ est connu, il reste à choisir le signe de X(t) dans chacun des 
intervalles séparés par les racines de cette fonction, les deux signes 
possibles étant bien entendu également probables. 

20 Revenons à la première opération en supposant, pour fixer les 
idées, qu'il s'agisse de déterminer | X ( f ) | entre deux racines 
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consécutives 80 et 0d, et que X[t) soit positif dans (0O, 8*) ; 
donc | X ( f ) | = X ( £ ) . Il faut alors, comme au n° 3, procéder par 
interpolations, en déterminant successivement X(t) pour une suite 
de nombres t„ partout dense dans (80, 8i). Il n'y a aucune difficulté. 
Si 80 ̂  t0 < t < ti ^ 84, et si X (t0) et X (ti) ont des valeurs connues x0 

et Xi, X(t) dépend d'une loi absolument continue,-dont la densité 
de probabilité est de la forme 

(32) g(x) = cf{t — t^ x0, x)f{1x—t, xh x), 

les deux facteurs correspondants respectivement aux renseignements 
concernant l'intervalle [t0, t) et à ceux qui concernent (t, t±]. Le 
coefficient c est ensuite défini par la condition 

(33) f g(x)dx = i. 

Si l'on n'avait pas la condition X(t)^> o dans (t0, ti), on retrou­
verait ainsi les résultats obtenus autrement au n° 3. Cette condition 
oblige à changer la forme de la fonction / . Comme il suffit de sa 
valeur à un facteur constant (par rapport à x) près, on n'a qu'à 
prendre la fonction u(t — 1 0 , x0 — x) [notations de la formule ( i o ) , 
a étant ici remplacé par x0]. Le calcul s'achève sans difficulté. Nous 
nous contenterons d'indiquer le résultat simple relatif au cas 
où jc0 = ^i = o ( c e qui-a lieu si et seulement si £ o =0o, £ 4 = 0 i ) . 
Comme, d'après la formule (19), 

X* 

/ ( T , o, x)=^e 2T, 
T 

on arrive dans ce cas au résultat que X (t) est de la forme u(t)U(t), 

< 3 4 ^ <o = \/—T—r0— 

ayant la même valeur qu'au n° 3, mais n'étant plus un écart type, 
et U = U(t) dépendant, quel que soit t, de la loi 

(35) Pr(U<u)=i/^f v*e 2 dv, (l). 

(1 ) Non seulement on obtient ainsi une loi indépendante de t, mais la définition intrin­
sèque de \](t) est invariante par n'importe quelle substitution homographique qui 
conserve tQ et t\. Ainsi la loi à deux variables \J(t)U(t') [t, t'G(t0, ^)=] ne dépend 
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On en déduit notamment que 

(36) E[X(0] = 2 ^ / Î * ( 0 , 

et, si T est une variable aléatoire uniformément répartie dans (tQ— ti) 

(37) E[X(T;] = ^ / ? ( £ I - / . ) . 

3°̂  Sans même écrire avec précision les formules qui précèdent, il 
était évident par raison d'homogénéité que U ( / ) , même au voisinage 
des points t0 et ti, n'est en général ni très grand, ni très petit (nous 
supposons toujours a?0 = x±= o). | X(t) | est alors en moyenne, et en 
général, de l'ordre de grandeur de a(t), donc de celui de \ /T, Z dési­
gnant la différence entre t et la racine de X(u) la plus voisine de 
cette valeur. 

Introduisons alors la fonction M0(t) qui est à l'ensemble &0 ce 
que M(t) est à & en vertu des théorèmes du n° 15, 70. On peut 
dire qu'à l'intérieur de l'intervalle (o, t) cette fonction mesure le 
voisinage de &0. Comme entre deux points non consécutifs de <ë0 

il y en a une infinité d'autres séparés par une infinité dénombrable 
d'intervalles, les lois.des grands nombres s'appliquent, et il est à pré­
voir que la mesure de l'ensemble défini par o < i < T , \X(t )\<^x, 
est, quand x tend vers zéro, un infiniment petit presque sûrement 
équivalent à 2c#M 0 (T) , c étant un coefficient constant. Si l'on 
remplace la condition |X(J ) | < x par o ^X(t) < x, le coefficient 
numérique 2 disparaît. 

Il n'est pas très difficile de démontrer qu'il en est bien ainsi, et 
que c = 1. Le lecteur trouvera la démonstration dans notre Mémoire 
de 1939 [5] , p. 33o-33i et 337-338. Comme le résultat obtenu 
s'applique à l'ensemble &x des racines de X(t) = x, et à son voisi­
nage défini par x <^-X(t) <X -{- dx, on obtient le résultat suivant : 
f*(T, x) désignant la mesure de l'ensemble défini par o < / < T, 

que du rapport anharmonique de f0, tx, t, t'. C'est une conséquence immédiate du 
théorème analogue établi au n° 4, 20. En effet la propriété d'invariance établie à cet 
endroit s'étend ipso facto à la loi conditionnelle obtenue en ajoutant à la condi­
tion X(ti) = X(£t) = o la condition invariante X(t) > o dans (tQ, *,). 
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X(/ ) < x. et Mx(t) étant lié à &x comme M(t) l'est à & d'après 
le n° 15, 7°, on a presque sûrement 

lMT,x)=f Mç(T)dg. 

19. Le passage du fini à l'infini. — i° Nous avons au n° 1 intro­
duit explicitement la loi de Gauss dans la définition de X ( / ) . On 
sait qu'un des caractères les plus remarquables de cette loi est qu'elle 
s'introduit asymptotiquement dans l'étude des sommes de variables 
aléatoires indépendantes. Sous la seule condition que le plus grand 
des termes soit très probablement très petit par rapport à la somme 
supposée centrée sur sa médiane, la somme diffère très peu d'une 
variable gaussienne. Dans la théorie générale des fonctions aléatoires 
additives, ce théorème classique (quoique énoncé ici sous une forme 
moderne), prend la forme suivante : une fonction aléatoire additive 
et presque sûrement continue est à accroissements gaussiens; par 
une réduction triviale, elle se ramène à X(t). 

2° Il résulte des théorèmes que nous venons de rappeler que l'on 
peut définir X(t) de la manière suivante ; S„ désignant le gain 
après n coups de pile ou face, avec enjeux tous égaux à l'unité, on 
définit Xx(t) par les conditions : a. \ T ( nz) = Sn \'z ; b. XT(t) est 
continu et varie linéairement dans chacun des intervalles [nz,(n^-i)z]. 
On peut considérer X(t) comme limite de Xz(t), pour z tendant vers 
zéro, mais seulement au point de vue de Bernoulli; cela signifie 
que, pour n'importe quel domaine il dans l'espace des fonctions 
continues on a 

limPr[XT(0€Û] = Pr[X(0€û]. 

L'existence d'une telle limite n'est pas évidente, et c'est pour cela 
que la théorie de Bachelier mentionnée au n° 2 n'était pas satisfai­
sante. On peut la déduire du fait que les lois considérées appar­
tiennent à un ensemble compact. Notre démonstration des nos 3 à 5 
est plus élémentaire, et offre en outre l'avantage d'être constructive; 
Mais, cette existence une fois établie, la méthode d'induction qui 
précède donne une méthode possible pour l'étude de X(t). Chaque 
théorème relatif à la suite des Sn (qu'on peut souvent généraliser en 
ne supposant pas que chaque accroissement S/t+i — Sn soit de la 
forme ± i)> donne à la limite un théorème relatif à X(t). C'est la 
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méthode du passage du fini à l'infini. L'étude directe de X(t) 
nous a, en principe, paru préférable. Mais l'autre méthode peut être 
utile aussi. Nous allons donner, à propos de deux problèmes qui 
n'ont pas été considérés dans les précédents paragraphes, quelques 
indications qui permettent de s'en rendre compte. 

3° Le premier problème est relatif à la mesure fi(T) de l'en­
semble des t de l'intervalle (o, T) pour lesquels X ( * ) > o ; c'est 
donc T — p ( T , o), d'après les notations du n° 18, 3°. Dans notre 
Mémoire de 1939 [p. 325, form. (54)] , nous avons démontré que, 
si X(o) = o, /*(T) se.répartit entre o et T suivant la loi de l'arc sinus 

(38) P r | > ( T ) < X T ] = - Arc sin \/X ( o ^ X ^ i ) 

Naturellement, si X(T) est connu, on a une formule différente, et, 
dans l'hypothèse X(o ) = X ( T ) = o, nous avons obtenu une formule 
plus simple encore : la répartition de fx(T) est uniforme dans Vin­
tervalle (o, T) [loc. cit., p. 323, form. (47)]-

Il arrive que les formules asymptotiques soient plus simples que 
les formules finies; aussi n'avions-nous pas pensé que ce résultat 
remarquablement simple se retrouverait dans le domaine fini. Or il 
en est ainsi, du moins dans le cas du jeu de pile ou face. R. L. Chung 
et W . Feller [1] ont en effet démontré un théorème équivalent au 
suivant : pour ce Jeu, et dans l'hypothèse S 2 / i = o , les n-\-i 
valeurs possibles pour le nombre des termes positifs dans la 
suite Si, S3, . . ., S2/1--.1, sont également probables. On aurait natu­
rellement un résultat moins simple en considérant les sommes de 
rangs pairs, qui peuvent s'annuler. 

Ce résultat simple est très remarquable, et, par la méthode du 
passage du fini à l'infini, il conduit à notre théorème de 1939 rappelé 
ci-dessus. 

4° Désignons par M*(T) le maximum de | X ( £ ) | dans l'inter­
valle [o, T ] . La loi du logarithme itéré et le théorème de Kolmo-
goroff qui la précisent s'appliquent indifféremment à X(t), \X(t) |, 
M(t), M*(t); il s'agit là de la recherche des valeurs exception­
nellement grandes de ces fonctions. Le problème de la recherche des 
valeurs exceptionnellement petites ne se pose que pour les deux 
dernières, et n'est pas le même pour les deux. La probabilité des 

valeurs inférieures kmsjt, pour m très petit, est, pour M (£), r^ i/ ^ ; - m, 
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et, pour M*(t), il résulte de la formule (16) qu'elle est r^ce 8mS, 
c étant constant. L'ordre de grandeur n'est pas le même dans les 
deux cas, ce qui était à prévoir; les valeurs exceptionnellement 

petites de —jj- ont surtout chance d'être réalisées dans les intervalles 

où X(t) est resté longtemps négatif, et M*(/) j est en général au 

moins de Tordre de grandeur de \/t. 
Un raisonnement analogue à celui qui conduit à la loi du loga­

rithme itéré donne alors les résultats suivants : 

a. La fonction y,7(,k>g0 a est presque sûrement, pour t assez 
grand, une borne inférieure de M(t) si a > 1 ; elle ne l'est pas 
si a << 1. 

b. La fonction c-i/ est presque sûrement, pour t assez 

grand, une borne inférieure de M*(t) si c <C Ï , mais non si c > 1. 
Ces résultats sont ainsi des conséquences relativement simples de 

nos formules de 1939. En ce qui concerne les problèmes analogues 
pour les sommes finies, le premier a été résolu il y a quelques années 
par Warren Hirsch (Thèse, Univ. de New-York). Le second, sur 
l'intérêt duquel W . Feller avait attiré l'attention, a été complètement 
résolu par R. L. Chung [1], non seulement dans le cas du jeu de 
pile ou face, mais dans un cas beaucoup plus général. Par le passage 
du fini à l'infini, on déduit de son résultat le théorème suivant, 
beaucoup plus précis que l'énoncé b ci-dessus. 

b1. Sity(t) est une fonction non décroissante, —'jj-— est presque 

sûrement, pour t assez grand, une borne inférieure de W (t) si 
l'intégrale 

s ^(t)e-r^)~ 

est convergente; elle ne l'est presque sûrement pas si cette inté­
grale est divergente ( 1) . 

La démonstration directe de ce résultat serait sans doute plus 

(1) Ce théorème relatif à M*(0 s'applique évidemment aussi à la fonction aléa­
toire 

\'*{t) = Max Y (M). 
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simple. Mais il faut remarquer que, si R. L. Chung n'avait eu en vue 
que le passage du fini à l'infini, il aurait pu se borner au cas du jeu 
de pile ou face, et simplifier sa démonstration. En tout cas il y a lieu 
de remarquer que, contrairement à ce qui a eu lieu pour le problème 
traité au 3°, le problème relatif aux sommes finies a été posé et résolu 
avant de l'être pour la fonction X(t). 

20. Fonctionnelles de X ( / ) . — i° Les fonctionnelles considérées 
jusqu'ici, telles que M(z), M*U), Y(t), dépendaient surtout de 
points particuliers. Pour une étude générale, il y a lieu de mentionner 
d'abord que l'étude des fonctionnelles linéaires est particulièrement 
simple; une telle fonctionnelle est toujours une variable aléatoire 
gaussienne. 

Considérons, par exemple, l'intégrale 

T 

(39) U i ( T ) = r f(t)d\(t), 

où f(t) est supposé continu dans ( o , T ) . Cette condition ne suffit 
pas pour que U soit défini comme intégrale de Stieltjes-Young. Les 
sommes de Riemann-Stieltjes 

n n 

(40) 2/(<v)[X(M - X(/v_,)] =2/(? v)S- , v/<v-<v-i 
1 1 

n'ont pas toujours une limite sous les seules conditions 

o == t0 < *i < . . . < tn = T, Max( t t — fv_,) -> o. 

Mais elles sont toujours de la forme <jn £, <rn ayant une limite cr 
définie par 

(40 °°= f fKOdt, 

de sorte qu'en répartition elles tendent vers la forme or£. 
Nous reviendrons au chapitre III sur les intégrales de la forme (3g), 

à propos d'une application pour laquelle nous chercherons à dépasser 
le point de vue de Bernoulli. Mais à ce point de vue il est bien 
évident que D i (T) est de la forme <J\, <J étant défini par la formule (4 ! )• 
Si d'ailleurs nous remplaçons f(t^) dans la formule (4o) par la 
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moyenne def{t) dans ( ^ - 1 , ^ ) , nous voyons que le résultat subsiste 
sous la seule condition que f(t) soit dé carré sommable. 

a0 La théorie des fonctionnelles quadratiques de X(£) repose sur 
une remarque bien simple, que nous aurions pu déjà utiliser pour 
l'étude des fonctionnelles linéaires. Nous savons, par la formule de 
Fourier-Wiener ou plus simplement par une remarque du n° 5 
(2e alinéa), que X ( ï ) dépend linéairement d'une suite de variables 
gaussiennes ^ i n d é p e n d a n t e s les unes des autres. Donc une fonc­
tionnelle quadratique U2 de X(t) est une fonction quadratique 
des \n- Or les \n peuvent être considérés comme les coordonnées 
d'un point dans l'espace de Hilbert. Il en résulte qne la forme quadra­
tique U2 peut être orthogonalisée, c'est-à-dire mise sous la forme 

(4» u-2^> 
cette somme étant finie ou infinie, et les %rt étant, comme les \ n , 
des variables gaussiennes, réduites et indépendantes les unes des 
autres ( 1 ) . 

Il est bien connu que chaque terme — a pour fonction caracté-
•t -

ristique (i — iz) *. Celle de U2 est donc 

(43) -E(«*fr)- = r i ' . -

La condition nécessaire et suffisante pour la convergence presque 
sure de la série (4 2 ) e s t la convergence dû produit (43). Donc inver­
sement n'importe quelle fonction de la forme (43) est la fonction 
caractéristique de fonctionnelles quadratiques deX(^) . 

L'ensemble de lois ainsi caractérisé est manifestement un sous-
semi-groupe du semi-groupe des lois indéfiniment divisibles. 

3° Comme exemple simple, considérons l'expression 

(44) S = ^ ' ^ = j(X? + xi-,X?-3CÎ)> 

(1) Cf. M. Kac et A. J. F. Siegert [1]. Ces auteurs font intervenir la théorie dés 
équations intégrales, tandis que nous nous contentons de faire appel à un théorème 
classique de la théorie de l'espace de Hilbert. Mais l'application concrète de la 
théorie générale peut obliger tout de même à introduire une équation intégrale, 
comme nous allons le faire au 4° de ce paragraphe. 
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qui représente l'aire du triangle inscrit dans la courbe du mouvement 
brownien plan qui sera étudiée au chapitre III (les sommets corres­
pondants aux points t = o, i, 2). La fonction caractéristique de U = 2 S 

est 7; la densité de probabilité correspondante est e~lu]. 

Plus généralement, toutes les fois que les ln sont deux à deux 
égaux, le radical disparaît, et la fonction caractéristique (43) est 
méromorphe. S'ils sont deux à deux égaux et opposés, elle devient 
réelle et paire. Si ces deux circonstances sont réunies, elle prend la 
forme 

I l n-XJ**" 

Nous venons de voir l'exemple le plus simple de cette circonstance. 
4° Un exemple moins élémentaire est celui de l'intégrale 

(45) 1 = f X*(t)dt («). 

On peut écrire 

I = / dt I Zu >Jd( i — u f ^v^d(\ — v)=- f f Çu£pMin(M, v) \Jdudv. 

D'après la théorie connue des formes quadratiques définies dans 
l'espace de Hilbert, les ln (apriori tous positifs) sont les constantes 
fondamentales de l'équation de Fredholm 

(46) 2 f Mn(t, u)f(u)du = \f(t), 

qui peut s'écrire 

(47) 2 f uf(u)du-h2t f f(u)du = Xf(l). 

Par deux dérivations successives, il vient 

(48) <iflf(u)du = \f'(t), 

(49) - 2 / ( 0 = X/"(0. 

(2) Nous avons introduit cette intégrale en 1940, à propos d'une application qui 
sera indiquée au chapitre III. La loi dont elle dépend a été formée par R. H. Cameron 
et W. T. Martin [1]. Nous reproduisons ici notre exposé de Berkeley (P. Lévy [9]), 
qui utilisait lui-même, en le simplifiant, un exposé de R. Fortet. 
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Cette équation différentielle, compte tenu des conditions 

/ ( 0 ) = / ( 1 ) = 0 

qui résultent de (47) et (48), donne 

f{t) = c sin In -+- - \izt 

et, par suite, 

(5o) X„= 8 

( 2 W - t - l ) » TU* 

La formule (43) se réduit alors à la formule de Cameron et 
Martin 

(5i) E(^i) = — = ! = = . 
ycos yjiiz 

Comme cos y/2 iz est une fonction entière, et ne s'annule pas sur 
l'axe réel, il n'y a qu'à choisir la détermination du radical égale à un 
pour z = o; elle est bien définie par continuité. 

5° D'une manière beaucoup plus générale, M. Kac [1] a étudié les 
fonctionnelles de la forme 

T 

(52) U(T ;= f 9[X(t)]dt, 

la fonction 4>(#) étant supposée continue et non négative, et démontré 
le théorème suivant, que nous nous contenterons d'énoncer : si¥(t, u) 
est la fonction de répartition de U(£), on peut la définir par sa 
transformée de Laplace-Stieltjes, définie par la formule 

(53) f°° f°>e-l*t+P»)dtduF(t,u) = f f(x,*,$)dx, 

où f = f(x, a, P) est la solution de l'équation différentielle 

(54) ^ = 2 [ « * ( * ) ^ P l / ( * ) 

qui vérifie les conditions suivantes : f(±oc) = o)f(x) est borné 
et continu sauf à l'origine où 

('55) / ( + 0 ) - / ( - 0 ) = - 2 . 

Le cas où <b(x) = x est trivial. M. Kac en a considéré deux autres* 

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 126. 
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Pour &(x)=x-, il retrouve la formule de Cameron et Martin. 

Pour <P(x) = -—^—? observant que la discontinuité à l'origine 

n'empêche pas l'application de son théorème, il retrouve notre loi de 
l'Arc sinus rappelée au n° 19, 3°. 

6° Dans un autre ordre d'idées, signalons nos recherches, exposées 
en 1950 au Symposium de Berkeley (P . Lévy [9]) , sur les équations 
différentielles stochastiques de la forme 

hl)(t) = dt f f(t, T)dU(T)-+-a(t)dZ(t), 

où 7j(t) est la fonction de Wiener complexe du n° 10. Si l'on sup­
pose 7j(t) préalablement formé, c'est une équation de Volterra. 
Si 7j(tj n'est pas connu, dX(t) devant alors être remplacé par Ç \dt, 
on peut, par un changement de la forme U ( Ô = Xf + J J I + U i ( j ) , 
ramener U(£), dans l'intervalle (o, 27r), à une fonction Ui(£) qu'on 
peut supposer définie de —00 à + 0 0 , continue, périodique de 
période 27:, et nulle en moyenne. On peut représenter cette fonction 
par une série de Fourier à coefficients gaussiens, et, pour que ces 
coefficients soient indépendants, il faut et il suffit qu'elle soit station-
naire. On le vérifie aisément dans le cas particulier de la série de 
Fourier-Wiener. 

D'autres types d'équations intégrales ou différentielles stochas­
tiques liées h X(t) ont été étudiés par divers savants, notamment 
R. Itô [1] à [3 ] . 

CHAPITRE III. 

LE MOUVEMENT BROWNIEN DANS LE PLAN ET DANS L'ESPACE ( l ) . 

21. Notions générales. — D'une manière générale, le mouvement 
brownien dans l'espace EN à IV dimensions est défini par les formules 

(1) a?v = \ v ( 0 (v = i, 2, . . . , N), 

(1) Nous nous bornerons au cas d'un espace euclidien à N dimensions. Rappelons 
que le cas de la surface d'une sphère a été dès 1928 étudié par F. Perrin [1J; plus 
récemment, le cas d'espaces plus généraux a été considéré par K. Yosida, 

Sauf lorsqu'une source différente sera précisée, les résultats que nous exposons 
dans ce Chapitre sont tirés de notre Mémoire de 19,40 ou de notre livre de 1948 
(P. Lévy [6] et [3], chap. VII). 
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où les Xv sont des déterminations indépendantes les unes des autres 
de la fonction X(t) étudiée dans les chapitres I et II. 

Dans le cas du mouvement plan, nous écrirons X(t) et Y (t) au 
lieu de Xi(t) et X2(t). 

Si le point mobile, que nous désignerons par A(f) est initialement 
à l'origine O, et si R(£) désigne la distance OA(/ ) , on a 

-E! 
(2) P r [ R ( 0 < r ^ ] = ^ - f 9*-*e * d9, 

v / P r ( ^ W o 

ce qui, pour N = 2, donne 

(2') P r [ R ( 0 > r i / î ] = * * ( ^ > o ) . 
On remarque que 

(3) E[R'(0] = NE[X*(0] = N*, 

ce qui en particulier, si N = 2, donne 

(3') E [ ! \ ( / ) - w Y ( O r ] = * ' -

Ces formules sont en relation avec celles du n° 10, où nous avions 

préféré introduire la variable '^l » qui est réduite pour t = 1. 

On pourrait évidemment, ici aussi, dans le cas général, introduire le 

vecteur de composantes ^P-, qui, pour t = i, aurait un caractère 

unitaire. Il nous a semblé qu'il n'y avait pas d'avantage à le faire, et 
c'est le vecteur £', E", . . ., £<"> (notations du n° 1) que nous consi­
dérerons comme réduit. 

Si l'on introduit des notations vectorielles, le produit de deux 
vecteurs étant bien entendu leur produit scalaire, toutes les formules 
des n0* 2 et 3 comportent des généralisations évidentes, sur lesquelles 
il semble inutile d'insister; N figurera naturellement en facteur dans 
les expressions de la covariance. 

22. Propriétés locales et étude des points exceptionnels. — 
i° Nous désignerons par G la trajectoire du point A.(t). Il suffit 
évidemment d'étudier son allure au voisinage de l'origine, et pour 
les valeurs positives de t. Nous poserons £n = q"(o < q < 1) 
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et An=A(tn). Gomme les £7t au n° 7, les points A/t forment une suite 
de variables aléatoires asymptotiquement indépendantes : l'influence 

de An sur le vecteur réduit /l+v tend vers zéro pour v infini, et cela 

d'une manière uniforme par rapport à n. On en déduit, comme pour 
les ^, que les extrémités des vecteurs réduits 

Oan= — — 
S/tn 

se répartissent dans les différentes régions de l'espace avec des 
fréquences presque sûrement proportionnelles aux probabilités 
théoriques. 

Naturellement l'irrégularité de chacune des fonctions Xw(t) entraîne 
une irrégularité aussi grande du mouvement du point A (t), et en 
projection sur n'importe quelle direction le mouvement n'est presque 
sûrement monotone dans aucun intervalle. Il en est alors évidemment 
de même de la variation de R(z). Quand t tend vers zéro, ~R(t) décroît 
en moyenne comme y/N£, mais avec des irrégularités très grandes. 

2° Si nous considérons les angles 6Al = AAl OA/M_i, il y a évidem­
ment aussi entre eux indépendance asymptotique, mais asymptotique 
seulement, puisqu'à une grande valeur de R ( ^ ) correspondent 
probablement de petites valeurs de ô„_i et de 6„ ; il y a une corréla­
tion positive entre les 0„ d'indices peu différents. Mais, si N ] > 2 , 
l'orientation du plan OA/iA,^ autour de OA7l est absolument indé­
pendante du point An_i. 

Supposons maintenant N = 2 . Nous pouvons alors attribuer 
un signe à 0/4, qui variera de —7r à + TZ et l'on a E(ô„) = o. 
Posons E(ô^) = o-2. En raison de l'indépendance asymptotique des 0/M 

et compte tenu de théorèmes connus (P . Lévy [2] , p. 2^0-2^6), 
l'angle polaire 

8/1 = 6 L -f- 82 -h . . . H- 6/t 

est asymptotiquement de la forme o^\/n, et a presque sûrement des 
valeurs arbitrairement grandes des deux signes. Il en résulte que 
la ligne polygonale A0A4, . . . , et a fortiori la courbe C, n'atteignent 
presque sûrement le point O qu'après une extraordinaire variation 
de l'angle polaire 0 , qui a des valeurs arbitrairement grandes des 
deux signes. 
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3° Si l'on lient compte, en, outre, de l'irrégularité de la décrois­
sance du rayon vecteur, il est bien clair que la courbe C doit se 
recouper elle-même, d'autant plus que les mêmes circonstances se 
retrouvent au voisinage de n'importe quel point, et qu'il n'est pas à 
prévoir que l'arc de retrait réussisse à éviter de recouper l'arc 
d'approche. Ces remarques ne constituent, bien entendu, pas une 
démonstration; mais on démontre aisément tjue : les valeurs de t 
qui correspondent aux points doubles constituent presque sûrement 
un ensemble partout%dense, non dénombrable, de mesure nulle (1). 

Le problème des points doubles, dans le cas où N>>2, qui est 
bien plus difficile, a été résolu par A. Dvoretsky, P . Erdôs et 
S. Kakutani [1]. Le résultat est le suivant : si N = 3, il est encore 
presque sûr qu'il y a des points doubles sur n'importe quel arc 
de G] si N ^ 4> H est presque sûr qu'il n'y en a pas. 

4° Il existe d'autres points exceptionnels que les points doubles. 
En nous bornant au cas du plan, considérons ceux qui correspondent 
aux maxima et minima de Y(t). Ce sont des points au voisinage 
desquels la courbe est tout entière du même côté d'une parallèle à 
l'axe des x. Comme au voisinage d'un tel point t0 il arrive une 
infinité de fois que X(t) — X(*0) [et aussi X(t0) — X(t)] soit égal à 

sj 2-cloglogi (T = * — /„), 

les valeurs correspondantes de Y (t)—>-\ (t0) étant presque 
toutes 0(^z), la courbe, tout en étant du même côté d'une droite, 
n'est presque sûrement pas à l'intérieur d'un angle d'ouverture w < T:. 

Cette remarque est importante; il en résulte qu'une rotation des 
axes, si faible soit-elle, fait apparaître d'autres points exceptionnels. 

(1) Brièvement : n'importe quel arc de longueur finie partant de A(*0) est avec 
une probabilité positive p un tracé approché de l'arc (t0, tx) de C. S'il a un point 
double, l'arc de C en a un aussi, avec une probabilité a ^ p > o. Or il résulte de 
théorèmes généraux connus que a ne peut être que zéro ou un; donc a = i. 

D'autre part, ^intersection des arcs (*0, t,) et (tt, *2)(*0< * i< h)* presque sûre­
ment la structure d'un ensemble parfait discontinu, non dénombrable. L'ensemble 
des points doubles de l'arc (t0, t%) est a fortiori non dénombrable. 

Enfin le fait que ces pointa doubles restent exceptionnels résulte du fait, qui sera 
démontré au n° 24, que la mesure superficielle de la courbe C est presque sûrement 
nulle. Elle n'a donc aucune chance de passer exactement en un point donné, ni de 
repasser par le point atteint à un instant t donné. 
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Il y a ainsi presque sûrement une infinité non dénombrable et partout 
dense de points au voisinage desquels la courbe est tout entière du 
même côté d'une droite. Ces points restent exceptionnels, puisqu'il 
s'agit d'une propriété qui n'est presque sûrement pas réalisée pour 
une valeur donnée de f, sur l'axe des t, ils correspondent à un 
ensemble de mesure nulle. 

5° Considérons la plus petite aire convexe, soit (fL(t0, ti), ou 
plus simplement dl , qui contienne l'arc (to> t±) de la courbe. Les 
points A(^0) et A(t±) sont presque sûrement à son intérieur. Il 
résulte du 4° que son contour n'a presque sûrement pas de points 
anguleux, de sorte que sur ce contour la direction de la .tangente 
varie d'une manière continue. Mais les points où la courbe G atteint 
ce contour sont exceptionnels, et ne peuvent pas constituer un arc 
de ce contour. Ce contour comprend donc une infinité de segments 
rectilignes, et la tangente ne varie qu'aux points d'un ensemble 
parfait discontinu. On démontre d'ailleurs aisément qu'en un point 
de cet ensemble la courbure est presque sûrement infinie, et il en 
résulte qu'il est presque sûrement de mesure nulle (aussi bien sur le 
contour que sur l'axe des t). 

D'autre part, lorsque tt croît, la croissance de <3L est évidemment 
continue, et ne se produit que pour des valeurs exceptionnelles de ti. 
La région (R, et son aire, sont donc des fonctions singulières de tt 

(c'est-à-dire continues, et ne variant que sur un ensemble de mesure 
nulle) (*)• 

6° L'aire (R,'(t0, ti) comprenant l'arc (t0, £i) et l'ensemble des 
points du plan entouré par cet arc, a une variation tout à fait diffé­
rente. Quand ti croît, elle ne peut varier qu'au moment où une 
boucle se ferme. Elle varie alors brusquement, et le point A(ti), au 
moment de cette variation, est un point double. Naturellement il ne 
peut y avoir qu'une infinité dénombrable de tels sauts. S'il y a une 

(1) Les remarques précédentes s'étendent aisément au cas où N > 2. Si, par 
•exemple, N = 3, la surface convexe S limitant la région (R n'a presque sûrement ni 
arête, ni point conique, mais a partout un plan tangent bien déterminé. D'autre 
part, un plan d'appui de l'arc (£0, tx) étant déterminé par trois points, il est infi­
niment peu probable que cet arc atteigne une quatrième fois un tel plan sans le 
dépasser. On en déduit aisément que, presque sûrement, la surface S est presque 
entièrement composée par des triangles d'appui, l'ensemble complémentaire de la 
réunion de ces triangles étant de mesure nulle; cet ensemble comprend des seg­
ments rectilignes dont les extrémités seules appartiennent à l'arc (t9, *,). 
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infinité non dénombrable de points doubles, il n'y en a qu'une 
infinité dénombrable qui ne soient pas complètement entourés par 
l'arc séparant les deux passages au point considéré. 

23. Loi du logarithme itéré et condition de Lipschitz. — i° 
THÉORÈME. — Si c > i, il existe presque sûrement un nombre fini T 
tel que t^>T entraîne 

(4) R ( / ) < c v^loglogf. 

Si c^-\, il est presque sûr que T n'existe pas. 

La seconde partie de ce théorème est évidente. Vraie pour chaque 
projection du vecteur OA(t), elle l'est pour sa longueur. 

Supposons donc c > i, et choisissons un angle aigu a assez petit 
pour que c ' = c cosa >> i. Considérons, d'autre part, n droites Dv ; 
Yv(t) désignant la projection de OA(t) sur Dv, il existe presque 
sûrement, d'après le n° 7,2°, un nombre fini Tv tel que t > Tv 

entraîne 
(5) | Y V ( * ) | < C v/'2Moglog*. 

Si T est le plus grand des Tv, t >> T entraîne à la fois les n inéga­
lités (5) . Or on peut évidemment choisir n assez grand, et les direc­
tions des droites Dv convenablement réparties, de manière que 
n'importe quelle droite fasse avec au moins une des droites Dv un 
angle < a . Alors l'ensemble des n inégalités (5) entraine l'inéga­
lité (4)? qui est ainsi vérifiée pour t > T, 

c . Q. F. D. 

Ainsi, en première approximation, on a un énoncé indépendant 
de N. Les grandes valeurs de R(£), P a r exemple celles qui dépassent 
\ji t log log t, sont seulement d'autant moins rares que N est plus 
grand et, si c > i, l'ordre de grandeur probable du nombre T croît 
avec N. 

Mais cela n'est vrai qu'en première approximation. Il n'est guère 
douteux que, pour généraliser le théorème de A. Rolmogoroff énoncé 
au n° 7, il faille remplacer l'intégrale qui y figure par une intégrale 
contenant N, qui est peut-être 

(6) j'^(t)e - dt. 
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2° Les remarques qui précèdent s'étendent immédiatement à la loi 
locale du logarithme itéré, et aussi, par la même méthode, à la con­
dition de Lipschitz du n° 8. On voit ainsi que, si c > i , il existe, 
presque sûrement, pour tout arc fini de la courbe C, un nombre 
positif z tel que \tt — 1 0 | < T entraîne 

r [ A ( / o ) A ( ^ ) ] < C 4 / 2 T i o g I . 

[r(A, B) désignant la distance AB]. Il est seulement d'autant plus 
petit en probabilité que N est plus grand. 

24. La mesure superficielle de la courbe C. — i° En nous plaçant 
dans le cas du plan, nous allons montrer que : 

THÉORÈME. — La courbe G constitue un ensemble dont la mesure 
superficielle est presque sûrement nulle. 

Il suffit de le démontrer pour un arc fini (o, t). Par raison d'homo­
généité, la mesure superficielle de cet arc (sûrement bien définie, 
puisque c'est un ensemble fermé), a une valeur probable de la forme 
ixt, p. étant une constante absolue. Cette mesure étant majorée par 
celle du carré circonscrit, on voit aisément que \x est fini. 

Aux arcs (o, t), (t, it), et à leur réunion (o, it), correspondent 
ainsi des mesures de valeurs probables pt, pt et i\xt. Il en résulte 
que celle de leur intersection a pour valeur probable 

( 7 ) ixt-+-ixt — 2[Xt = o. 

Elle est donc presque sûrement nulle. 

Désignons maintenant par fc/'-^Ala probabilité que l'arc (o, t) 

contienne un point donné M situé à la distance r de l'origine ; c'est 
une fonction monotone de t, donc aussi de r. On a la même probabi­
lité pour les deux arcs (o, t) et (t, zt), si r désigne maintenant la 
distance MA(t). Ces deux probabilités étant indépendantes, la pro­
babilité que M appartienne à la fois à ces deux arcs, en supposant 
t = i, e s t $ 2 ( r ) . 

Or p, et la mesure probable de l'intersection de ces deux arcsy 

sont respectivement les intégrales, étendues au plan entier, de O ( r ) 
et de la probabilité dont nous venons de calculer la valeur <&2(r). 
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Elles sont donc toutes les deux positives ou toutes les deux nulles. 
D'après la formule (7), la seconde est nulle. Donc p = o, et n'importe 
quel arc de G a une mesure superficielle presque sûrement nulle. 

20 Dans le cas de l'espace, on ne peut pas parler de mesure super­
ficielle. Mais Hausdorff a défini des mesures, dépendant d'un para­
mètre/?, et qui p o u r / ? = 2 et pour les ensembles plans se réduit à 
la mesure superficielle de Lebesgue. La «question se pose donc, 
pour N > 2 , de savoir si la mesure de Hausdorff d'ordre 2 de la 
eourbe C (qui a priori ne peut qu'augmenter avec N, la mesure 
d'une courbe majorant, celles de ses projections) est aussi presque 
-sûrement nulle. 

La réponse est affirmative. Contentons-nous de dire que la démons­
tration repose sur la définition d'une mesure de Hausdorff majorée, 
dont l'étude, sans être triviale, est plus simple que celle de la mesure 
de Hausdorff elle-même ( ' ). 

25. La fermeture de la courbe C. — i° Chaque arc fini de C est 
un ensemble fermé qui, d'après le n°23, ne saurait remplir une aire, 
ni a fortiori un volume. Mais il n'en est pas de même de la courbe 
entière, et l'on peut se demander si sa fermeture C ne remplit pas un 
volume, ou même tout l'espace. Il résulte d'ailleurs aisément de 
théorèmes généraux du calcul des probabilités qu'on ne peut trouver 
dans ces questions que des probabilités égales à zéro ou un, de sorte 
que, ou bien il est presque sûr que C remplit tout l'espace, ou bien 
il est presque sûr que C a une mesure nulle. En fait : la première 
de ces circonstances est réalisée dans le plan, et la seconde si N >> 2. 

Un problème de ce genre a été considéré pour la première fois par 
( J . Pôlya [1] et [2] . Au lieu du mouvement brownien, il considérait 
un mouvement discontinu ; à chaque saut, une des coordonnées 
variait de ± a, les autres restant constantes ; il y avait ainsi 2N pos­
sibilités, également probables. Pôlya a démontré que, si N = 2, le 
point mobile passe presque sûrement une infinité de fois à chacune 
de ses positions possibles (qui sont les sommets d'un quadrillage 
rectangulaire), tandis que si N > 2 , il s'éloigne presque sûrement 

(1) Cf. P. Lévy [13]. Ce travail pose aussi un problème plus général qui n'est 
pas complètement résolu. 
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indéfiniment de n'importe quel point donné. Par la méthode du 
passage du fini à l'infini, cet énoncé conduit à celui indiqué ci-dessus. 

Pour ne pas reproduire exactement les raisonnements de G. Pôlya, 
ou ceux de notre livre de 1948 (P . Lévy [3] , p. 259-262), nous 
allons nous proposer de chercher une borne inférieure presque sûre 
de R ( 0 - S* ^ > 2, elle augmentera indéfiniment avec t, et le théo­
rème énoncé en résultera. 

20 Considérons d'abord la suite des points A„ qui correspondent 

à des valeurs tn, indéfiniment croissantes, de t, et posons 

R/t = OA„ = R({„). D'après la formule (2) , la probabilité de 

R/< ^ cn~* \/t,t est le terme général d'une série convergente si 

Na > r. A cette condition il existe presque sûrement un n! tel que, 

pour n >> n', on ait 

(8; Rn^cn-* fc. 

Soit, d'autre part, p„ le maximum de la distance A„M quand M 
décrit l'arc A^A^^. Il est borné supérieurement par 

v/NMax]Xv(0 — Xv(/„)| (/#,^f ££*«+r, v = i, 2, . . . , N), 

d'où, compte tenu du théorème de Boole et des formules du n° 14, i°, 

Pr[pn>xfl v^K^+i - M ] ^ 4NPr(£ > x„) 

En prenant xn= c'\/ 2 log n, et c ' > 1, cette probabilité est le terme 
général d'une série convergente. On a donc presque sûrement, 
pour n assez grand (soit n > n") 

(9) ?n^C v̂2JN (ta+i— tn)\ogn. 

Or R(*), sur l'arc A„An + 1 , est borné inférieurement par R„—pn , 
et les formules (8) et (9) donnent ainsi une borne inférieure, qui 
n'est utile qu'à condition d'être positive. Si, pour fixer les idées, 

nous prenons tn = ;?P, on a p „ = o(R,j) si a < -5 tandis que dans le 

cas contraire R« = o(p7i) et les formules ci-dessus ne donnent aucune 
borne inférieure positive pour R(£). 

Nous avons déjà supposé a ;> ^ • Nous n'arrivons donc au résultat 

cherché que s i N > 2 . A cette condition, nous pouvons choisir a 
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entre - et ^ ; observant alors que le terme — pn est sans importance 

puisque c est une constante positive quelconque, nous voyons que, 
pour n assez grand, on a 

i __ a 

R(f)^c*,J ? <«!,*£*-£*„+,), 

et par suite, pour t assez grand 

R ( 0 ^ ~ * ( £ = p ) -

Or (3 peut être arbitrairement grand, donc £ arbitrairement petit. 
Donc enfin : quelque petit que soit e .positif, si N > 2, il existe 
presque sûrement un nombre T tel que, pour t^.T, on ait 

1 

(10) R ( 0 ^ c / ? " 8 

(c étant un nombre positif quelconque; T dépend de c et de s). 
Il est, par contre, bien évident que, pour E = o, l'inégalité (10) est 

presque sûrement en défaut pour des valeurs arbitrairement grandes 
de t. 

3° Dans le même ordre d'idées, et toujours pour N > 2 , 
A. Dvoretsky et P. Erdôsfl] ont obtenu un résultat tout à fait précis, 
que nous nous contenterons d'énoncer : la fonction g(t) étant sup­
posée non croissante, la probabilité que l'on ait 

pour tout t assez grand est zéro ou un suivant que l'intégrale 

dt s «»-«>•, 

est divergente ou convergente à l'infini. 

Ainsi, pour g(t) = (log£)~a, il y a divergence, e t ^ ( ( ) appartient 
à la classe supérieure, si a ( N — 2 ) ^ 1 , et à la classe inférieure 
si a(N — 2) > 1. 

4° Le cas N = 2 semble plus difficile à traiter. Il y a lieu de penser 
que, pour tout s positif, l'inégalité R(J) >> t~e est dans ce cas presque 
sûrement vérifiée pour tout t assez grand. 

La difficulté consiste en ceci : en désignant par m(t0, tt) le mini­
mum de R ( 0 dans l'intervalle (tQ, *i), il faudrait avoir une valeur 
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approchée de la probabilité P r [ / « ( / 0 , kto) < p VM>] P o u r ^es petites 
valeurs de p. Dvoretsky et Erdôs ont pu, pour N > 2 , et A*^4r 
borner inférieurement cette probabilité, et cela leur a suffi. Pour 
N = 2, une double inégalité est nécessaire pour arriver au résultat 
par une méthode analogue à la leur. 

X( t) 
5° Nous avons vu (n° 1) que la définition de la fonction ~ ~ r 

7 ^ sjt 
est invariante par le changement de t en -• Il en est évidemment de 

R ( t \ 
de même de -Ar̂ > et les résultats précédents se transforment en 

y* 
résultats relatifs à l'allure de la courbe au voisinage de l'origine 
(ou d'un point quelconque). Ainsi : dans le cas N>>2, si et 
seulement si a(N — 2 ) > i , l'inégalité R(£) > \/t ( l o g ^ ) _ a est 
presque sûrement vérifiée pour tout t positif assez petit. 

Si N = 2, en admettant que l'énoncé suggéré au 4° ci-dessus soit 
exact, R(£) est presque sûrement >> tl+e pour tout t assez petit 
(e positif), mais non > et (quelque petit que soit c). 

26. L'équation de la diffusion. — i° La densité de probabilité de 
la loi dont dépend A(t) dans l'hypothèse où A(*0) a une position 
connue A0, est 

N r* 

(i'\> « ( / —/0< A0, M) = [ir.(t-t0)] 'e 2«-'°>, 

t étant ;> t0, et r désignant la distance A0M. Cette fonction vérifie 
l'équation de la chaleur 

(.3) AW = 2 J 

qui devient ainsi, comme dans le cas linéaire, l'équation de la diffu­
sion de la probabilité (1). Gomme dans le cas linéaire, il est facile, 
soit de le vérifier directement, soit de le déduire de l'évaluation du 
flux de probabilité à travers un élément de surface dS] ce flux est,. 

en un temps dt, de la forme c -r- dS dt. 

( l ) Il s'agit d'une généralisation bien naturelle de l'équation de Bachelier pour le 
cas linéaire. L'équation analogue relative à la sphère ayant été utilisée en 1928 par 
F. Perrin [1], il y a lieu de penser qu'à cette date celle relative au plan était 
familière aux physiciens. 
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2° La question des problèmes aux limites se pose aussi tout natu­
rellement comme dans le cas linéaire. Désignons par u(t, M)rfV la 
probabilité que le point mobile soit à l'instant t dans un élément de 
volume d\T entourant le point M, et cela sans avoir atteint, depuis 
l'instant initial t0, une surface fermée S. On se donne, à l'instant f0, 
une répartition quelconque de la probabilité dans le volume V inté­
rieur à S. 

Analytiquement, il s'agit de chercher la solution de l'équation (i3), 
définie dans V pour t > t0, s'annulant sur S, et définissant une 
répartition qui, t tendant vers t0, tend vers la répartition initiale 
donnée. 

On peut représenter cette fonction par un développement de la. 
forme 

X 

04) " 0 , M ) = ^ c f i r „ ( M ) e - H 
i 

vn et X„(/i== i, 2, .y . ) représentant les fonctions et les constantes, 
fondamentales relatives à la région intérieure à S et à l'équation 

( i 5 ) Au -+- 2 X v = o . 

Les cu dépendent des données initiales. 
Les ln étant rangés par ordre de grandeur croissante, Ci^4(M) est 

toujours positif. Le premier terme de la série ( i 4 ) donne donc la 
partie principale de u(t,M) pour t infini, et la probabilité que le 
point mobile n'ait pas atteint la surface S avant l'instant t est un 
infiniment petit équivalent à 

c,c-M fvs(M)d\. 

3° La probabilité perdue (ou si l'on préfère, la chaleur perdue) à 
du 
dn travers un élément dS de surface pendant le temps dt est - -r^dSdt. 

La perte totale, t variant de t0 à l'infini, est donc 

(ï6) \ ÊdS [U(M)=sjf " U{t> M)dt\ 
Or il est presque évident que, à un facteur constant près, U est la 
fonction de Green relative au point A0. On en déduit aisément ce 
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théorème de G. Polya [2], note 11 ( 4 ) , le point mobile partant de A0 

finit presque sûrement par atteindre S ; la probabilité qu'il atteigne S 
pour la première fois sur une portion ouverte s de cette surface 
est la mesure harmonique de s relative à A0, c'est-à-dire la valeur 
en \ 0 d'une fonction harmonique ^ ( A ) , régulière à l'intérieur de S, 
et tendant respectivement vers un ou vers zéro quand A tend vers un 
point de s ou de S — s) pour les points frontières de s, elle est dis­
continue mais bornée. Cette mesure est, en effet, l'intégrale de 
l'expression ( 16) dans s. 

Pôlya, pour démontrer son théorème, avait employé la méthode de 
passage du fini à l'infini, en étudiant d'abord le cas d'une promenade 
au hasard dans un réseau de rues. Maison peut appliquer directement 
sa méthode au mouvement brownien, et l'on obtient sans doute ainsi 
la démonstration la plus simple de son théorème : P(A 0 ) désignant 
la probabilité cherchée, et a désignant la surface d'une sphère de 
centre A0 intérieure à S, le point A où le point mobile atteint <r pour 
•la première fois est une variable aléatoire uniformément répartie sur 
cette surface. Donc P(A 0 ) est la moyenne de P (A) sur <r. DoncP(A) 
est une fonction harmonique. Les autres propriétés qui caractérisent 
la fonction ^ ( A ) étant manifestement vérifiées par P ( A ) , on a 
P(A) = « ( A ) , c. q. F. D. 

5° Dans le cas du plan, une autre démonstration, que nous avons 
donnée en 1945 (P . Lévy [8]) en même temps que celle du 3°, est 
basée sur un théorème intéressant par lui-même : les propriétés 
intrinsèques de la courbe C (c'est-à-dire celles qui sont indépendantes 
de sa représentation paramétrique) sont invariantes par n'importe 
quelle représentation conforme. 

C'est une conséquence immédiate des remarques suivantes, elles-
mêmes triviales : a. la définition de la courbe G est caractérisée par 
les propriétés élémentaires de ses différents arcs, qu'on peut consi­
dérer indépendamment les uns des autres ; b. localement, toute 
représentation conforme se réduit à une similitude; c. la définition 
de G n'est pas changée par une similitude. 

On peut alors ramener la surface S, devenue ici une courbe, et le 

(1) Voir aussi S. Kakutani [1]. Nos travaux, dont les circonstances n'ont pas per­
mis la publication avant 1945, remontent à 1941- Us sont donc indépendants de 
ceux de Kakutani. 
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point intérieur A0, à une circonférence et son centre, et le théorème 
de Pôlya devient évident. 

27. Intégrales stochastique» (1). — r1 Nous allons donner une 
définition généralisée de l'intégrale 

T 

(17) 1 = f 7 ( O 4 r ( 0 , 

qui s'applique dans certains cas où la définition classique n'a pas de 
sens. Nous considérerons les sommes de Riemann 

n 

(18) S . = ^ / ( ' v - ' W ( ' v > [ y ( , v ) _ y ( / v _ , ) ] ( , 0 = T o < / 1 < . . . < / „ = T1)I 

1 

qui correspondent à des aires limitées à des lignes polygonales ins­
crites dans la courbe x =f(t),y = g(t). Au point de vue classique, 
on exige que S„ ait une limite, qui sera l'intégrale, sous la seule 
condition que, n augmentant indéfiniment, la plus grande des diffé­
rences L,— tv_i tende vers zéro. On sait que, même si, ce que nous 
supposerons, / ( / ) et g(t) sont continus, cette limite peut ne pas 
exister. Alors l'intégrale, au point de vue classique, n'existe pas. 

(1) Nous avons introduit ces intégrales, à propos de l'application qui fera l'objet 
du n° 28, dans notre Mémoire de 1940 [6], et avons en 19^0 et 1941 donné des indi­
cations nouvelles dans diverses Notes (C. B. Acad. Se; Bull. Soc. Math.; Ann. 
Fac. Se. de Lyon). Un exposé d'ensemble de nos idées sur ces questions a été 
publié plus récemment (P. Lévy [11]). 

Nos intégrales stochastiques n'ont rien de commun avec ce que, depuis E. Slutsky, 
plusieurs auteurs désignent par le même nom. Il s'agit ici d'une définition appli­
cable à des fonctions individuelles, que nous appliquons en particulier à chaque 
détermination possible d'une fonction aléatoire. Une telle définition, sauf erreur, 
n.e se trouve, avant 1940, que dans Paley et Wiener [1], chap. IX. Mais ces auteurs 
partent de la représentation de la fonction complexe g(t) = Z(t) par la formule de 
Fourier-Wiener. Nous utiliserons cette formule au n° 30; mais, pour la théorie 
générale, il y a intérêt à par.tir de la définition intrinsèque d e / ( 0 et g{t) et de 
sommes de Riemann-Stieltjes. 

Depuis 1944, une théorie qui utilise aussi des sommes riemanniennes a été déve­
loppée parK. Itô [1] à [3]; il remplace notre somme (18) par 

n 

1 

et ne cherche pas à obtenir une définition applicable à des fonctions individuelles. 
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Nous introduisons alors une suite de nombres aléatoires Ttl (n — 2, 
3, . . . , ) , indépendants les uns des autres, chacun étant choisi entre 
T0 et T\ avec répartition uniforme de la probabilité. Pour définir Sn, 
nous prendrons pour ti, t2, . . . , tn_i les nombres T2 , Ty , . . ., T„ 
rangés par ordre de grandeur croissante; Sn devient alors une variable 
aléatoire, sûrement bornée pour chaque valeur de n. La suite des Tn 

étant presque sûrement partout dense dans (T0 , T f ) , si l'intégrale 
classique existe, il y a convergence presque sûre de S„ vers I. Mais il 
peut arriver que l'intégrale classique n'existe pas, et que S;i ait une 
limite presque sûre, qui ne saurait être aléatoire; cette limite sera 
alors l'intégrale stochastique. 

On démontre aisément, que, pour n infini, la suite Sn a presque 
sûrement une borne inférieure et une borne supérieure respective­
ment égales à deux nombres I et ï non aléatoires. Si ces deux nom­
bres sont égaux, l'expression f(t)dg(t) est stockastiquement inté-
grable, et leur valeur commune est I. 

20 On peut considérer d'autres modes de convergence que la 
convergence presque sûre, notamment la convergence en probabilité 
et la convergence en moyenne quadratique. On peut donc donner 
d'autres définitions de l'intégrale stochastique, qui peuvent s'appli­
quer lorsque celle donnée ci-dessus est en défaut. 

3° Une généralisation plus importante s'obtient en remarquant 
que Sn a toujours une valeur probable bien définie \xn, et la conver­
gence presque sûre de.S / t vers I (de même que la convergence en 
moyenne quadratique) implique qu'il y ait à la fois convergence de 
\xa vers I et convergence de Sn—JJL;I vers zéro. Si la première de ces 
conditions n'est pas réalisée, il y a des oscillations forcées ; si la 
seconde ne l'est pas, il y a des oscillations fortuites. Ces deux sortes 
d'oscillations peuvent exister indépendamment l'une de l'autre. 

La généralisation dont nous voulons parler s'obtient en négligeant 
les oscillations fortuites; S/4—\xlh est nul en moyenne, et il suffit 
que \xn ait une limite I pour qu'il soit naturel de considérer I comme 
une limite en moyenne généralisée de la suite des S;i. Nous dirons 
alors que I est une intégrale stochastique généralisée. 

Il est facile de généraliser encore en exigeant seulement que la 
suite des \xn ait une limite généralisée. Il est facile d'indiquer des 
exemples de courbes définies de manière à faire apparaître ainsi à 
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une certaine échelle une prépondérance de boucles décrites dans un 
sens, et à une échelle plus fine une prépondérance de boucles décrites 
dans l'autre sens, cette alternance se reproduisant indéfiniment. Si 
elle est régulière, la suite des p.;i peut avoir une limite généralisée. 

Tel est le cas pour la courbe connue qui remplit l'aire d'un triangle 
rectangle isocèle, chacune de ses moitiés étant semblable à la courbe 
entière, mais avec retournement du sens des angles. Alors jjtfl n'a pas 
de limite, mais la moyenne 

a± [Xi -4- a% 1*2 -4-. . . -+- à„ \i.n 

« I + ^ + ' . ' + Û / » 

en a une si l'on prend par exemple 

i 

n 

4° La définition qui précède, par cela même qu'elle implique aussi 
peu de restrictions que possible, présente un inconvénient. Il peut 
arriver que l'intégrale àef(t)dg(t) ait un sens de — T à -f- T, sans 
en avoir dans chacun des intervalles partiels (—T, o) et (o, T ) . Tel 
sera le cas si 

/ ( 0 + / ( - 0 = ^(0 + ^ ( - 0 = 0. 

A cause de la symétrie, \xn sera toujours nul. Cela n'implique pas 
l'existence des intégrales partielles. 

On peut alors introduire une condition restrictive : on ne consi­
dérera l'intégrale (17) comme ayant un sens pour un intervalle donné 
que si elle en a pour chaque intervalle partiel. 

On peut remarquer qu'en ce qui concerne les oscillations fortuites, 
une condition de ce genre ne serait pas restrictive. Si, pour un inter­
valle donné, elles tendent vers zéro (presque sûrement ou en moyenne 
quadratique), il en est de même pour n'importe quel intervalle 
partiel. 

5° Terminons ces notions générales en disant que de nombreux 
problèmes relatifs aux intégrales stochastiques restent actuellement 
posés, notamment : la recherche des conditions précises d'application 
des différentes définitions possibles ; l'influence des changements de 
variables ; et surtout l'extension aux intégrales multiples. 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N° 126. & 
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28. Application à la courbe du mouvement brownien plan ( 4 ) . — 
i° Supposant X(o) = Y(o) , nous considérerons l'intégrale 

T 

(19) S ( T ) = I f [X(t)dY(t)-V(t)dX(t)] 

qui représente, avec les conventions usuelles concernant les signes, 
l'aire comprise entre l'arc (o, T) de la courbe C et sa corde, l'arc 
étant décrit dans le sens des t croissants. Par raison d'homogénéité, 
S (T ) est, pour chaque valeur de T, de la forme ST. La loi dont 
dépend S est indépendante de T ; elle est symétrique. Pour l'étudier, 
on peut supposer S = S( i ) . 

Remarquons d'abord que, au point de vue classique, S n'a aucune 
signification. Désignons, en effet, par hn la ligne polygonale inscrite 
dans l'arc (o, i) de G, ayant pour sommets les points t = i~n v (v= o, 
i, . . . , 2n). La région comprise entre Ln et hn+i se compose de 
2n triangles T1^, indépendants les uns des autres; leurs aires sont de 
la forme 2~n{], la loi dont dépend U vérifiant les conditions 

(20) E ( U ) = o, E ( | U | ) = n = i , E(U*) = a * = i («). 

La somme de ces aires, prises en valeur [absolue, tend presque sûre­

ment vers sa valeur probable p, et la somme de celles qui sont posi­

tives tend presque sûrement, pour n infini, vers - • Il en résulte que, 

presque sûrement, l'intégrale n'existe pas, au point de vue classique. 
2° Nous allons maintenant montrer que : l'intégrale stochastique, 

telle qu'elle a été définie au n° 27, i°, existe presque sûrement. 
Si sn désigne l'aire comprise entre hn et L^+i, qui est la somme 

algébrique de celles des in triangles T^v), on a 

( 2 i ) E ( j n ) = o, E(*J) = 2-«a*. 

La série %sn est d'ailleurs ce que J. Ville a appelé une martingale, 

(1) Il est à peine besoin de remarquer qu'on peut supposer qu'une seule des fonc 
t ions / (£ ) et g(t) est aléatoire. C'est ce qu'ont fait Paley et Wiener, en suppo­
s a n t / ^ ) connu, mesurable, et de carré sommable, et g(t) = Z(t). Comme X(t) 
est presque sûrement continu, leur théorie s'applique à notre intégrale (19). 

(2) Ces formulés résultent immédiatement, soit du n° 20,3°, soit de 4 U = Ç R ( I ) J 
R ( 0 étant défini par la formule (2'). La seule chose qui importe ici est que v soit 
fini. 
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c'est-à-dire que la valeur probable de sn est indépendante des 
valeurs de s4, s2,. .., sn_i, supposées connues. Dans ces conditions, 
les formules (21) entraînent à la fois la convergence en moyenne 
quadratique et la convergence presque sûre de cette série. 

Le lecteur vérifiera aisément que ce résultat subsiste si l'on modifie 
la décomposition de l'intervalle d'intégration en intervalles partiels, 
en se donnant une suite de nombres T„ qui y soit partout dense, et 
si l'on prend les n — 1 premiers points A(TV), rangés dans leur ordre 
naturel sur C, comme sommets d'une ligne inscrite L„. Alors chaque 
aire sn ne comprend qu'un seul triangle, et la série 2sn reste 
presque sûrement convergente. 

Pour arriver au résultat énoncé, il n'y a plus qu'à supposer les Tn 

aléatoires, comme il a été dit au n° 27, i° ; ils forment presque sûre­
ment une suite partout dense dans l'intervalle d'intégration, et l'on 
peut appliquer le résultat précédent. Donc, compte tenu de ce que le 
hasard intervient, d'abord dans le choix des Tn, ensuite dans celui de 
la courbe C, la somme 2sn converge presque sûrement vers une 
limite qui ne dépend que de C. D'après le théorème de Fubini le 
résultat subsiste si l'on intervertit l'ordre des choix. Cela signifie 
que la courbe C, choisie d'abord, a presque sûrement une propriété," 
qui est précisément l'existence de l'intégrale stochastique, telle 
qu'elle a été définie au n° 27. 

On peut démontrer que le résultat subsiste si l'on définit l'intégrale 
stochastique par la convergence en moyenne quadratique de la suite 
des S„. La courbe C a presque sûrement la propriété que 

(22) limE[(S-S„)2] = 0 . 

29. Étude de la loi dont dépend S. — i° En décomposant 
l'aire S (t -f- dt)en trois aires partielles séparées parles cordes OA (t) 
et A(t) A(t -{- dt), on a rigoureusement 

S(* H- dt) - S(0 = l- Ç, R(0 )/dï-*- Si dt, 

Si dépendant de la même loi que S( 1 ) ; lt est toujours une variable 
gaussienne réduite. 

Le dernier terme peut être négligé'dans l'intégration, et comme 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 126. 5 . 
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en le négligeant on remplace l'aire étudiée par une aire limitée à une 
ligne polygonale inscrite, l'intégrale 

(23) S = S(i) = - f R(OÇzV^ 

ainsi obtenue est bien l'intégrale stochastique considérée au n° 27. 
On peut, pour déterminer l'arc (o, i ) , choisir d'abord R(£), et 

ensuite les déplacements transversaux \t\/dt. Après le premier choix, 
S est en distribution la limite d'une somme riemannienne dont les 
termes, toujours indépendants, très petits, et à valeurs probables 
nulles, ne sont plus exactement gaussiens et réduits. Mais ils le sont 
d'autant plus exactement que les dt sont plus petits, et à la limite, 

S apparaît comme une variable gaussienne d'écart t ype -y / j , en 

posant 

J 1 = Ç X*-(t)dt, J ,= f Y*(t)dt, 

0 

On a donc 

(25) S=|vtf", 

£ et J étant indépendants ( 1) . 
2° Utilisons maintenant la formule de R. H. Cameron et 

W . T. Martin (n° 20, 4°). Elle définit la loi dont dépend J t par sa 
fonction caractéristique 

(26) E(**'.)= — L = . 
y cos \Jiiz 

Gomme Ji et J2 sont indépendants, on en déduit 

(27) E (* '" )= !—r. 
C0SV2Î2 

Posons 
œ 

(24) 
J = J , - | - J 2 = / R!(<)fift. 

( a n ) ! 

(1) Cette formule est déjà dans notre Mémoire de \§\o. L'application de la for­
mule de Cameron et Martin est indiquée dans notre communication à Berkeley [9], 
et dans un Mémoire plus développé [ 12]. 

file:///Jiiz
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Il vient 

(21-z)" 

0 

et par suite 
r^ / T x 2 " Il ! 
E ( J « ) = -. r 

On sait d'ailleurs que 

E(Ç*«) = i . 3. . . ( 2 / 1 - 1 ) = ^ 4 , 
2 " / i ! 

et il résulte de la formule (25) que 

E [ ( 2 S ) Î « ] = C | 1 , 

et, les moments d'ordres impairs étant nuls, il vient 
00 

(09) E ( ^ s ) = 2 ( _ 0 , l c , ( _ ^ = _i_. 
0 

La loi dont dépend 2 S est ainsi bien définie par sa fonction carac­
téristique. C'est une loi connue, évidemment absolument continue (1). 

La densité de probabilité correspondante est : . Pour la variable S 
2ch — 

2 
elle-même, la fonction caractéristique et la densité de probabilité 
sont donc 
(3o) - i - et l 

, „ ch TU x 
ch -

30. Application de la série de Fourier-Wiener. — i° En nous 
plaçant maintenant pour simplifier les formules dans l'intervalle 
(o, 27r), représentons X( j ) et Y (t) par leurs séries de Fourier-
Wiener 

X ( 0 = - 7 ^ 1 - + - T , -^=-ftn(cosnt -1 ) -+-? '« sin nt], 
\Jiiz ** nyit 

00 

Y ( 0 = - 7 = •+• ^ — V h » ( c o s / i f - 1) H-Vu «n nt]-

( ' ) Elle a été considérée depuis longtemps, à titre d'exemple, par Hausdorff, et 
est mentionnée en 1934 dans la table de transformées de Fourier, de Campbell et 
Foster. Mais le présent problème semble être le premier où elle s'introduise natu­
rellement. Pour le calcul de la densité de probabilité, nous renvoyons à notre 
Mémoire cité, ou à la tbèse de G. Kunetz (Thèse d'Université, Paris, 1937). 

file:///Jiiz
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Un simple calcul formel donne alors 

oo 

(3i) S(a*) = J ] i[ç,,(7ii-Tj'V5)-!«(?;-?Vï)]. 
1 

Cette série, étant presque sûrement convergente, peut être prise 
comme définition de S ( 2 T T ) . On est ainsi conduit à une définition 
des intégrales stochastiques différente de celle du n° 27, et qui se 
ramène aisément à celle de Paley et Wiener. Au lieu d'approcher de 
la courbe C par une ligne polygonale, on approche de f(t) et g(t) 
par des polynômes trigonométriques. Nous avons démontré ailleurs 
•que, dans le cas particulier qui nous intéresse ici, cette définition 
équivaut à l'autre. Nous nous contenterons de montrer qu'elle 
conduit à la même loi de probabilité pour S(27r) = 27rS, donc 
pour S. 

2° Nous supposerons d'abord £' et Y/ connus et désignerons par E' 
les valeurs probables calculées dans ces conditions. La série (3 i ) 
étant alors une série à termes indépendants, il est facile de calculer 
sa fonction caractéristique en partant de la formule 

r (g-Ws'i 

= -̂ = f e dx 
V/2 7T . / _ » \Jl-\- Z~ 

On en déduit 
__£!£!_ 

E ' r^^n( ï i ; -vv^) - r l n (^ -^^) j ] = _J_e i+5« ( P 2 = £ ' 2 - W 2 ) , 
L J I -4- Z* 

et, en remplaçant z par — et faisant le produit des formules ainsi 

écrites 

(32) £ ' ( * « ) = * ( * , p ^ ^ ' L - i * J. 

Cette formule définit la loi dont dépend S(t) = St dans l'hypothèse 

R ( 0 = PV^(')-

( l ) Elle définit donc aussi la loi à deux variables R ( 0 etS(£) . Dans nos premiers 
travaux sur cette question ([61 et [3], p. 266), nous n'avions réussi qu'à ramener la 
recherche de cette loi à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du type 

file:///Jl-/
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Pour obtenir la loi inconditionnelle de S, il n'y a qu'à observer que 

00 P 

E(*M»S) = E { * [ , , R(i)]} = f * ( , , p)«~ '- rf 

et l'on retrouve bien l'expression -r— obtenue au n° 28. 

3° Revenons à la formule (32). Si p = o, le second membre se 

réduit à -r—• Donc, si l'on sait que la boucle (o, t) est fermée, l'aire 

S(t) = St qu'elle entoure dépend aussi d'une loi très simple ; 

S a alors pour fonction caractéristique et pour densité de pro-
2 S h -

2 

habilité 
2Ch'27T# 

CHAPITRE IV. 

L E MOUVEMENT BROWNIEN A PLUSIEURS PARAMÈTRES ( 1 ) . 

31. Notions générales. — i° Il s'agira dans ce chapitre de l'étude 
d'une fonction aléatoire X ( A ) d'un point de l'espace euclidien EN 

à N dimensions, définie, à une constante près, par la formule 

( i ) X ( B ) - X ( A ) = Çv"-(A, B), 

où r (A, B) désigne la distance AB. Nous déterminerons la constante 
additive par la condition X ( O ) = o ; il suffira de remplacer X(M) 
par X(M) — X ( 0 ) pour obtenir des formules indépendantes de cette 
hypothèse. 

La fonction X(M) est ainsi une fonction aléatoire gaussienne, bien 
définie par sa covariance 
(2 ) E [ X ( A ) X ( B ) ] = l [ r ( 0 , A ) + / - ( 0 , B ) - r ( A , B) ] . 

elliptique. On voit maintenant que, pour t = i, la densité de probabilité, solution 
de cette équation, est 

t. e 2 f cos sz®(z, p) dz. 

(1) D'après P. Lévy [8] et [3], chap. VIII. Il n'existe, à notre connaissance, a-™, 
autre travail que les nôtres sur le mouvement brownien à plusieurs paramètres, qui 
nous semble cependant constituer un exemple remarquable de fonction aléatoire de 
plusieurs variables. 
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Or il est bien connu qu'une fonction quelconque T(A, B) n'est pas 
une covariance. Dans le cas réel, la condition nécessaire et suffisante 
pour qu'elle le soit (et dans ce cas elle sera en particulier la covariance 
d'une fonction aléatoire gaussienne), est qu'elle soit symétrique et que, 
quel que soit l'entier n et quels que soient les points A4, A2, . . ., An , 
la forme quadratique 

n n 

2 | 2 | r ( A / z , kk)xhxk 

i i 

soit non négative. Il s'agit donc d'étudier la forme 
n n 

(3) 2 ! £ [ ' ' ( 0 > A * ) _ f " / , ( 0 ' A 0 - ' * ( A / o Ak)]xhxk.% 
i i 

Or, d'après un théorème de l. J. Schônberg (2) , cette forme est 
définie positive. Il n'y a donc pas d'incompatibilité au point de vue 
de Bernoulli. Si {An] est une suite de points partout dense dans EN, 
on peut déterminer successivement tous les X(A n ) , chacun d'eux 
étant une fonction linéaire des précédents, et d'une nouvelle variable 
gaussienne réduite £„. 

2° On peut donner une forme géométrique au résultat précédent. 
On sait que des variables aléatoires X0, X4, . . . , X / t à variances 
finies peuvent toujours être représentées dans E;i ou dans l'espace de 
Hilbert & par n + i points a0, ai, . . ., an, de manière que 

(4) E[(XA-X*)'] = r»(aA>*iO, 

et que réciproquement, à n points donnés, on peut toujours faire 
correspondre des variables aléatoires, qu'on peut en particulier 
supposer gaussiennes, de manière que la relation (4) soit vérifiée. 

Par suite, le résultat obtenu au i° est exactement équivalent au 
suivant : étant donnés /i + i points A0, A4, . . . , A7i, dans E„(ou 
dans Q), on peut toujours leur faire correspondre n-\- i points a0, 
ai, . . ., an de manière que 

(5) r"(ah, ak) = r(Ah, A*) (h, k=o, i , . . . , n). 

Il importe peu que les points A0, Ai, . . ., A„ soient, ou non, dans 
une môme variété linéaire à moins de n dimensions ; si ces points 

(2) I. J. Schônberg [1] et P. Lévy [3], p. 276. 
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sont distincts, a0, ai, . . . , atl ne seront pas dans une telle variété, 
c'est-à-dire qu'il n'y a pas de relation certaine entre les X(AV). 

3° Les X ( A n ) une fois obtenus pour les points d'un ensemble 
dénombrable et partout dense, il reste à démontrer qu'ils définissent 
presque sûrement une fonction continue. Contentons-nous de dire 
qu'on y arrive par la même méthode que dans le cas où N = i (n° 5). 
On arrive aussi à une condition de Lipschitz faible, qui s'exprime 
par la formule, valable dans toute région finie, 

(6) P r j l i m lim sup [ X ( B J ~ X ( A ) ] > = i | = i / •=#• ( A, B)] ( i ) . 

32. Deux formules simples. Le cas de l'espace de Hilbert. — 
i° Prenons pour A„ le point d'ordonnée -f- i sur l'axe des xn, et 
posons X / l = X(AW). Si X ( O ) = o , o n a 

E r / x t + x a -h . . . -hX»y i i E ( X ; ) + A - - I E ( X X a ) = 1_^zi. 

On en déduit qu'inversement, si X4, X2 , . . . , X„ sont connus, 
et X ( O ) inconnu, on a 

<7) X ( O ) = ^H-ff,iÇ«, 

formule où 
/*\ „ _ X1 + Xc-4-.. .-+-Xw _ y/2 — i i 
(8) \La= ? a„ = — - p 1 -p* 

On remarque que, pour n infini, an tend en décroissant vers une 
limite positive a (le premier point était évident a priori, mais non le 
second). 

Par un calcul presque aussi simple, en supposant toujours 
Xi , X2 , . . . , X / t connus, on arrive à 

(9) xw+i = 11,,-4-0,, ÇA ( ^ = 7 ï + 7̂î)" 

On obtient ainsi, pour n infini, une limite de crn supérieure à celle 
de <jn. Cela était à prévoir. Si rl„ est le centre de gravité des points 
Ai, A2, . . . , A„, les directions OH„ et H„ An + 1 sont perpendiculaires 

( 1 ) La loi du logarithme itéré se généralise de même en remplaçant r par N r. 
Cela permet de prévoir un fait sur lequel nous reviendrons plus loin : pour N infini, 
c'est-à dire dans le cas de l'espace de Hilbert, X( A) n'est pas continu. 
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au plan T?n de ces n points ; mais OH„ tend vers zéro, tandis que 
HUAAI-M tend vers un. La part du hasard augmente quand le point 
considéré s'éloigne de P„ dans une direction perpendiculaire. 

Le fait qu'elle ne tende pas vers zéro entraîne une conséquence 
importante. Si l'on fait augmenter N indéfiniment, EN devenant donc 
l'espace de Hilbert, et qu'on détermine successivement tous les X„ 
par la formule (9) [en partant de X4 = o ; si l'on se donne X ( O ) = o, 
il faut remplacer cette formule par une autre analogue], la suite des Ç„ 
n'est presque sûrement pas bornée ; celle des X„ ne l'est donc pas 
non plus. Comme ce résultat subsiste si l'on remplace la figure consi­
dérée par une figure homothétique arbitrairement petite, il est pres­
que sûr qu'au voisinage de n'importe quel point, X ( A ) n'est ni 
continu, ni même borné. 

20 La remarque qui précède conduit à se demander s'il est possible 
de définir X (A) dans l'espace de Hilbert (1). La réponse est affirmative. 
Cela résulte de ce qu'on peut définir une suite de points Bn qui soit 
partout dense dans cet espace. Si l'on désigne par F n (A) la valeur 
probable conditionnelle de X ( A ) , quand on connaît X(B 4 ) , 
X(B 2 ) , . . . , X(B n ) , on démontre aisément que, pour chaque 
point A, la suite des F n (A) est convergente en moyenne quadratique. 
Les différences F n + 1 ( A ) — F„(A) étant indépendantes, la conver­
gence presque sûre en résulte, e t X ( A ) est la limite ainsi obtenue, 
c'est-à-dire qu'il n'y a pas lieu de distinguer X(A) de sa valeur 
probable quand on connaît tous les X(B„) . Bien entendu, la conver­
gence n'est pas uniforme, puisque les F„(A) sont continus, mais 
n o n X ( A ) . 

Précisons bien qu'il y a peut-être des points où la suite des F„(A) 
n'a pas de limite. La seule chose qui résulte du raisonnement précé­
dent est que cette circonstance n'a aucune chance d'être réalisée en 
un point donné d'avance. 

33. La droite ou le plan et un point extérieur. — i° Commençons 
par rappeler une propriété connue des systèmes gaussiens de varia­
bles aléatoires Xv(v = 0, 1, . . . ) : si l'on se donne X4 , X2, . . ., X n , 

(1) Rappelons que c'est A. qui décrit l'espace de Hilbert, et non X. Il est naturel­
lement possible remplacer X par un vecteur à une infinité de dimensions. Mais ce 
ne serait pas un vecteur de l'espace de Hilbert; ses composantes ne seraient même 
pas bornées dans leur ensemble. 
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on a pour X0 une expression de la forme (7), E(JJL„)3 ne pouvant que 
croître, et <7* que décroître, quand n croît ; chaque nouvelle informa­
tion fait décroître crn, si elle consiste dans la donnée d'une variable 
qui n'était pas, immédiatement avant, orthogonale à X0 . 

Supposons alors X(A) connu dans le plan des XiXi . .. xn 

(plan P„), et prenons pour Av(v = o ou v > n) le point x^= 1 sur 
l'axe des xv. En posant X(AV) = Xv, on a 

( I 0 ) ^ 0 = Jl / iH- <J,^«, X „ + i = fJLw-+- Qn^n, 

et de même, au point A,', symétrique de A0 par rapport à O, 

(10') \ J = ^ - + - ^ , 

avec ff'n< cr/M et aussi, d'après le même principe général, cr'/l+1 < cr'n ; 

donc <j'n tend en décroissant vers une limite Œ'-^O* al ayant la 

valeur (8) et o-2 = 1 1-\. 

Il est d'ailleurs facile de borner inférieurement cr'n. On a en effet 

( u ) E[(XJ- x0y] = 2 = <tf E[ (5 i - UT] ^ 4<C, 

et, par suite, 

(12) " ï > * " ^ T 
2 

20 D'autre part, le coefficient de corrélation pn de X0 et Xv (ou 
de Xv et X,/, v ' > v > n), déduit des formules (10), donc de 

E[(XV- Xo)'] = sfi = C E[(TI„ - ?„)*] = 2<tf ( 1 -p» ) 

a la valeur 

a„ y/2 

Or p„ est non négatif. En effet, Xn+i, X,n_2, . . . , Xn+^ ont deux à 
deux le même coefficient de corrélation p/t ; en désignant par 
*)*,i, "0/1,2, • • •, fin,p les variables réduites qui leur correspondent par 
la formule (10), on a 

Eh n i l + -n«j2-+-. •.-+- VntPy] =p-*-p(p — O P « ^ °> 

et, comme/? peut être pris arbitrairement grand, p „ ^ o , d'où 

(14) < ? * ^ -
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Cette borne inférieure coïncide d'ailleurs avec la limite o-'2 de <J'„. 
Cela résulte de ce.que l'hypothèse p « > £ permet de borner inté­
rieurement la valeur, pour la détermination de X0 , des renseignements 
supplémentaires fournis par X n + f , et a fortiori celle des rensei­
gnements obtenus lorsqu'on se donne X(A) dans tout le plan P/t4-i. 
Compte tenu de la formule (i4)» il en résulte une borne inférieure 
positive pour a"^ —<j'n

2
+l ; <r'* ayant une limite, l'hypothèse pn > s ne 

peut être vérifiée qu'un nombre fini de fois, et pn tendvers zéro (1) ; 

d'après ( 10), o-',; tend donc vers d- = — • 
S/i 

Rappelons d'ailleurs que, d'après notre livre de 1948 (p. 289), 
o-f = - = 0,785 . . . ; comme a'2 = 0,707. . ., on voit que la décrois­
sance de an est singulièrement faible. Une fois que X(A) est connu 
sur l'axe des Xi, les renseignements supplémentaires qui résultent 
pour la connaissance de X0 de la connaissance de X(A) en tous les 
points du plan xQ=o n'ajoutent pas grand chose (quelque grand 
que soit N, et même s'il s'agit de l'espace de Hilbert). 

De même pn décroît en partant d'une valeur initiale déjà très 
petite. 

3° Il résulte de la formule (11), et de la formule évidente 

que E ( ^ n Q < o . Donc : si \(A)est connu sur un plan, il y a une 
corrélation négative entre les valeurs de cette fonction en deux 
points symétriques par rapport à ce plan. Dans cet énoncé, s'il 
s'agit de l'espace EN, plan signifie « variété linéaire à au plus N — 1 
dimensions ». 

En particulier, s'il s'agit d'un plan à N — 1 dimensions, cet énoncé 
implique que : si N > 1, le mouvement brownien à N paramètres 
n'est pas un processus markovien. 

Ce résultat assez surprenant nous a conduit à nous demander s'il 
existait des processus markoviens dans un espace EN ( N > i ) , sauf 

( l ) Si, sur l'intersection du plan xi = x2 = .. .= xn= o et de la sphère 11x^=1, 
nous marquons deux points A et B, le coefficient de corrélation de X(A) et X(B) 
[X(M) étant connu dans P„] décroit d'une manière continue quand l'angle AOB croit 
de o à ic. Pour n infini, la valeur de cet angle pour laquelle il s'annule tend en 

décroissant vers - • 
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dans des cas triviaux comme celui où X(A) ne dépendrait que d'une 
des coordonnées. J. Rampé de Fériet, puis nous-même, avons 
répondu par l'affirmative, mais en donnant des exemples pour lesquels 
il y avait toujours ce que nous appelions des caractères de dégéné­
rescence ; par exemple, dans le plan, l'existence de lignes de discon­
tinuité. Récemment, Ottaviani [1] a défini, dans le cas du plan, un 
processus markovien n'ayant aucun caractère de dégénérescence. 
Mais sa méthode repose sur le fait que, dans le plan, la fermeture de 
la courbe du mouvement brownien est partout dense. Cette propriété 
ne s'étend pas au cas d'un espace à plus de deux dimensions. La 
question reste donc posée pour N ;> 2 : existe-t-il un processus 
markovien n'ayant aucun caractère de dégénérescence*! (1) 

34. La sphère et son centre. — Si ^ désigne la moyenne de X(A) 
sur la surface 2 delà sphère de rayon unité et de centre O, un calcul 
facile donne 

(i5) E ; [ ^ _ X ( 0 ) ] - M = i - i p N , 

pN désignant la distance moyenne d'un point M de 2 à un point fixe A 
de cette surface. Si donc X(A) est connu sur 2 , /JL est évidemment 
la valeur probable de X ( O ) , et il vient 

(16) X ( 0 ) = H N + S N $ (aJi = i - I p N ) . 

Ici encore, il était évident que, l'augmentation de N équivalant 
à un accroissement de l'information, ŒN ne peut que décroître quand 
N croît; on le vérifie aisément d'après la formule ( i5) . Il est évident 
aussi que <rn est inférieur aux nombres <jn, a'n et ân des nos 32 et 33. 
Ce qu'on pouvait en conséquence se demander, c'est si la limite <? 
de an, pour n infini, est positive ou nulle. Or un théorème connu 
de E. Borel apprend que la distance x de M au plan diamétral 
perpendiculaire tend en mesure vers zéro; c'est une conséquence 

(1) Nous ne proposons pas de définition précise de ce que nous appelons un 
caractère de dégénérescence. Il s'agit d'un de ces problèmes dont parle Poincaré, 
qu'on ne peut bien poser que quand on les a résolus. Ici, c'est seulement dans 
l'hypothèse d'une réponse négative à notre question qu'on serait conduit à une défini­
tion précise. 



78 P. LÉVY. 

immédiate de ce que la moyenne de x2 est - • Il en résulte immé­

diatement que la distance AM tend en mesure vers ^2. Donc 

a* = i - - ^ > o (1). 
V/2 
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