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COMPLEXES LINEAIRES
FAISCEAUX DE COMPLEXES LINEAIRES

SUITES ET CYCLES
DE COMPLEXES LINEAIRES CONJUGUES

Par M. André CHARRUEAU,

Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées,
Docteur és sciences mathématiques.

INTRODUCTION.

Nous allons exposer d’importantes propriétés des complexes
linéaires et, surtout, des faisceaux de tels complexes.

Certaines de ces propriétés apparaissent dans une étude, plus
approfondie, de problémes anciens ou dans I'examen de questions
se rattachant directement aux théories classiques.

D’autres propriéiés, les plus importantes, concernent des pro-
blémes qui ne sont pas envisagés dans ces théories.

Nous étudierons notamment des ensembles de complexes linéaires
que nous avons appelés des suites ou, quand celles-ci se ferment, des
cycles de complexes linéaires conjugués. Si l'on désigne par C, le
complexe de rang j d’une suite S de complexes lindaires conjugués,
Cj.» est, par définition de S, le conjugué (polaire réciproque) de C,
par rapport & Cj,4, quel que soit j. Dans un cycle de p complexes
linéaires conjugués, ceux-ci possédent la propriété précédente, et,
en outre, C, est le conjugué de C,—, par rapport a C, et C, ést le
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2 A. CHARRUEAU.

conjugué de C, par rapport a C,. Chaque suite ou cycle appartient
A un faisceau.

Nous étudierons aussi les produits de transformations par polaires
réciproques relatives a des complexes non spéciaux d’un faisceau de
complexes linéaires.

Les résultats auxquels on aboutit dans les divers domaines envi-
sagés peuvent étre mis sous une forme trés simple.

Dans la premiére partie de ce travail, nous préciserons et éten-
drons des propriétés des complexes linéaires et nous en signalerons
de nouvelles.

Dans la seconde partie, nous considérerons les faisceaux de
complexes linéaires. Nous y indiquerons des propriétés de ces
faisceaux et nous y étudierons notamment :

le lieu des conjuguées d’une droite par rapport aux complexes
d’un faisceau;

les suites el cycles de complexes linéaires conjugués ;

les produits de transformations par polaires réciproques relatives
a des complexes non spéciaux d’un faisceau.

Dans la troisiéme partie, nous donnerons des indications succinctes
sur des cas particuliers intéressants rvelatifs aux faisceaux de
complexes linéaires.

Nous ne nous proposons donc pas d’exposer ici toutes les pro-
priétés des complexes linéaires et des faisceaux de tels complexes,
mais d’en indiquer de nouvelles, d'une grande importance, aprés en
avoir précisé ou étendu certaines propriétés connues.



PREMIERE PARTIE.
COMPLEXES LINEAIRES.

CHAPITRE UNIQUE.

PROPRIETES DIVERSES.

1. Remarque préliminaire sur l'orientation d’un trisdre. — Pour
éviter des confusions, nous dirons qu’un triédre Ozyz a l'orienta-
tion de gauche & droite quand un observateur placé, les pieds en O
et la téte sur la demi-droite O 5 et regardant I'angle zOy, voit Oz &
sa gauche et Oy a sa droite. Si une demi-droite d’origine O lourne
autour de O, dans le plan zOy et dans l'angle zOy, de Oz vers
Oy et toujours dans le méme sens, Pobservateur la voit se déplacer
de sa gauche vers sa droite.

Un triédre Ozyz a l'orientation de droite & gauche dans le cas
contraire.

Lorsque nous utiliserons des axes de référence, ils seront trirec-
tangles et les échelles seront les mémes pour les trois axes.

2. Remarques préliminaires sur quelques points du calcul vec-
>
toriel. — Si un vecteur quelconque a (libre, glissant ou lié) et un

>
autre vecteur quelconque b ont méiwne direction, méme sens et méme

>
longueur, nous dirons qu’ils sont égaux et nous écrirons a = b.

Nous n’emploierons donc pas 'expression « équipollent ».

Certains auteurs adoptent une définition du produit vectoriel
telle que, pour des axes de coordonnées d’orientations opposées, les
formules donnant les composantes du produit vectoriel suivant les
axes doivent étre changées de signe. Il én résulte une complication
qu’il vaut mieux éviter.

De méme que le font d’autres auteurs, nous appellerons produit
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> >
vectoriel d’un vecteur quelconque Uy par un vecteur quelconque U,
q q p

L > o : :
un vecteur libre V, représenté par U; AU, et défini comme sut :

. - T .
1° il est perpendiculaire 2 U, et a U, et son sens est tel.que le
triédre formé a partir d’'une méme origine par des vecteurs égaux

> > > . . .
a U,, U, et V ait méme orientation que le triédre Ozy s des axes;

2° sa longeur est égale a la surface du parallélogramme construit
sur des vecteurs, de méme origine, égaux a ?L eta ﬁ_,.
Soient Xy, Y4, Z; les composantes de ﬁi suivant les axes de coor-
données et X,, Y,, Z, celles de 6._.. Les composantes de % sont
YiZo—Z,Ye, Z;Xo—XyZy,  XYa—Y,Xo,
quelle que soit U'orientation des axes.

_
Ces expressions définissent V dans le cas ou les composantes X,
Y., Zi, Xy, Yo, Z, ne sont pas toutes réelles.

Le moment d’un vecteur Xﬁ en un point C est un vecteur lié¢ a G,
égal a ﬁ/\ﬁ Soient z, y, 3 les coordonnées du pointA et X, Y, Z .
les composantes de AB suivant les axes de coordonnées. Le moment
de AB a l'origine O des coordonnées a pour composanles

y1—2zY, zX —zZ, zY —yX.

> >
Le produit scalaire U,.U, de deux vecteurs quelconques, de
composantes X,, Yy, Z; et X,, Y, Z,, est

> o>
(I) Uj-U‘D= X1X9+Y1Yz+ Z1Za,

quelle que soit 'orientation des axes.

3. Coordonnées plickériennes d’une droite. — 1° Droite passant
par un point donné et dont on connait les paramétres direc-
teurs X, Y, Z. — Soient L, M, N les composantes suivant les axes
du moment, par rapport & lorigine O des coordonndes, du
vecteur’(X, Y, Z), d’origine (z, y, z), placé sur la droite. On a

(2) L'=yZ—zY, M =zX—2zZ, N=2Y—yX.
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L,M, N, X, Y, Z sont les coordonnées plickériennes de la droite
par rapport au triédre trirectangle de référence.

Supposons donné un sysiéme de six nombres L, M, N, X, Y, Z
non tous nuls, satisfaisant a

LX + MY + NZ = o.

Il détermine une droite. Si X =Y =7Z = o, cette droite est la droite

alinfini du plan L& +~M9Y -+ NP =0, ou &, Y, S sont les coor-
données courantes.

2° Droites passant par deux points donnés. — Soient zy, y, %,
et s, ya, 22 les coordonnées cartésiennes des deux points;
Zyy ¥y 5y by et Z,, ¥, 35, ¢, leurs coordonnées homogeénes. On
déduit facilement de (2) que les coordonnées plickériennes de la
droite passant par ces deux points sont

Y152 — 21}, 21Xy — X1 32, Z1)2— Y12,
Ty — X1, Y2—UY1, B2 — 231
ou encore
Yizy—31ys, @y —2i 3y, 2y —yiah,

Zot) — i ty, YL li—yith, 2ty —z1 1.
3° Intersection de deux plans. — Soient
x4+ By +Y18+31=0, x4+ Boy+TYos+h=0

les équations. des deux plans, que nous supposons d’abord nor
paralleles. Comme leur intersection est perpendiculaire aux deux
directions (a4, B1, 11), (a2, B2, Ya), on peut prendre

(3) X=Bl'h—*./lﬁg, Y = yia2—a;7s, Z=°‘1p2—pia!-

De ces trois quantités, une au moins est différente de zéro, Z par
exemple. L’intersection des deux plans donnés perce le plan 2Oy au

—3251Z+B|3:, %51;%5:, 0. Au moyen

point de coordonnées
de (2), on obtient

(4) L=28 —a8, M=00:8—003, N=v23—71da

Quand les deux plans sont paralléles, leur intersection est la
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droite a l'infini du plan o;z + iy +y15=o0 el ses coordonnées
pliickériennes sont

a1, By, Y1, 0, o, o,

d’aprés la fin du paragraphe 3, 1°. Ces derniéres valeurs sont égales,
4 un mnéme coefficient prés, aux limites des précédentes pour a,, {31,
Y2 tendant simultanément vers as, B4, Y1.

4° Droite définie par ses équations paramétriques. — Soient

w_a,u+b, _aru—+bs _asu+bsy
T ecu+d ] T cu+d’ T cu+d

les équations paramétriques de la droite. Si I'on considére les deux
points de la droite correspondant & w==o0 el & u=o0, on voil,
d’aprés le paragraphe 3, 2°, que

(5) L=agb3—a3b0, M=aqb|——a1b3, N=a1bg—a»b,.
(6) X = b‘c——-a,d, Y=bgc—aod, 1 = b3c — a,d.

5° Condition de rencontre de deux droites définies par leurs
coordonnées plickériennes. — Soient Ly, .. o Z, les coordonnées
pliickériennes d’une droite; L, ..., Z; celles de I'autre. On sait
que la condition nécessaire et suffisante pour que les deux droites se
rencontrent (A distance finie ou a 'infini) est

(7) L;X.+ MtY'_h,-l-NlZg-l—Loxl—l—MoY1+NgZ1=O.

4. Complexes linéaires. — Soient L, M, N, X, Y, Z les coordon-
nées plickériennes d'une droite par rapport a un systéme d’axes
trirectangles, d’origine O. Un complexe linéaire est un ensemble
de droites, dépendant de trois paramétres, détini par

(8) AL+ BM + CN +~ DX+ EY + FZ = o.

A, B, G, D, E, F sont des constantes, réelles ou imaginaires,
non toutes nulles.

Si, conservant les axes de coordonnées Oz, Oz, on changeait le
sens de Oy, ce qui inverserait 'orientation des axes, L, N et Y
changeraient de signe et, par suite, pour avoir encore le méme
complexe, il faudrait changer le signe de A, C, E dans (8). Faute de
quoi, le complexe défini par (8) serait le symétrique du précédent
par rapport au plan z0z.
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Le complexe est dit spécial quand AD + BE + CF=o0. 1l est
alors formé des droites rencontrant la droite de coordonnées pliické-
riennes D, E, F, A, B, C, appelée aze du complexe spécial.
Il comprend la dite droite.

Si A=B=C=o0, avec D, E, F non tous nuls, cette droite est
Pintersection du plan Dz + Ey + F5 = o0 et du plan de Pinfini. Le
complexe est formé des droites paralléles au plan Dz +Ey+Fz=o.

SiD=E=F= o, avec A, B, C non tous nuls, 'axe du complexe
spécial passe par l'origine.

Nous supposerons toujours, sauf mention spéciale, que A, B, C -
ne sont pas nuls ensemble et, en outre, pour le cas ou A, B, C ne
sont pas tous réels, que 'on a

A°+B°+ C #o0.

B. Systéme de vecteurs associé i un complexe linéaire. — Consi-
dérons un des systémes équivalents de vecteurs dont la résultante
générale est le vecteur (A, B, C) et dont le moment résultant en O
est le vecteur (D, E, F). Soit S ce systéme de vecteurs.

Le moment résulant de S en un point quelconque (z, y, 5) a pour
composantes

D — Gy + B3, E—Az+Cx, F—Bx-+Ay.
L’axe central de $ a donc pour équations
D—Cy+ Bz =vA, E— Az + Cz =B, F—Bz +~ Ay=v(,

en posant

AD + BE 4 CF

Ay ey ey oo

On voit immédiatement que les coordonnées pliickériennes de
l'axe central de 'S sont
D—vA, E—vB, F—v(C, A, B, C.
Considérons les droites par rapport auzquelles le moment de 'S

. + + . .
est nul. Soient U et V les vecteurs libres dont les composantes sui-

—
vant les axes sont A, B, C et D, E, F; R un vecteur placé sur une
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—>

des droites considérées; P un point de cette droite; JI le moment
—_

de RenO. Ona

> > =\ >
(V+GA0P).R =
d’ou
> > > > >
V.A+0.(0PAR) =
et
> — > >
UIM+V.R =

C’est I'équation, sous une forme vectorielle, du complexe
linéaire, C, dont nous sommes parti.

Cette propriété subsisterait évidemment si, dans la définition
de 8, on remplacait A, B, .... F par ces quantités multipliées par
un méme coefficient non nul. Mais, pour la commodité du langage,
nous dirons que 8, tel qu’il a été défini au début du paragraphe, est
le systéme de vecteurs associé a C.

> >

Quand U.V=AD +BE+ CF =0, on a v=o0; le systéme de
vecteurs & se réduit i un vecteur unique, dont le support constitue,
par suite, ’axe central du systéme.

6. Effet sur ’équation d’un complexe linéaire d’un changement de

> o>
systéme d’axes trirectangles de coordonnées. — Soient U et V les
vecteurs libres dont les .composantes suivant les premiers axes

—>

sont A, B, C et D, E, F; R un vecteur placé sur une droite du
1] . . ~ =z

complexe C; O’ la nouvelle origine des axes ; JIL et I les moments

—>
de R en O et O'. Les nouveaux axes ont méme orientation que les
premiers.

Par rapport aux axes primitifs, I'’équation du complexe C est

9=AL+BM~+ ... +FZ =o,

avec
i
oe=U.0lt+V.R =o0.
Mais
M= —& A 0O,
D’ou
_>
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et
> => > (> = >
(9) 9=U.0+&.(TA00'+V).

—_ —>
Soient L', M', N" et X/, Y/, Z' les composantes de JIU et de R
suivant les nouveaux axes. On a

o=A'L'+BM+CN+DX+EY+FZ,

ou A/, B, ..., F’ sont de nouveaux coefficients constants a
déterminer.

. -+ .

On voit, par (9), que A', B/, C' sont les composantes de U suivant
les nouveaux axes et que D/, E', F/ sont les composantes suivant les
nouveaux axes de

> > —
V+UA00.

On en déduit d’abord que

(10) A” 4+ B”+ C2= A2+ B2+ C2.

De plus,
> > > —> > >
A’D’+B'E’+C’F’=U.<V+U/\OO’)=U.
Donc
(11) A'D'+ BE + C'F' = AD + BE + CF.

La quantité

AD + BE + CF
(12) vy =

A2+ B2+ G2

s’appelle le paramétre du complexe. Nous avons déja rencontré
cette quantité au paragraphe 5.

A2+ B2+ C2, AD+~BE 4 CF et v sont donc des invariants
pour les changements considérés d’axes de coordonnées.

Le systéme de vecteurs S dont la résultante générale et le moment
résultant en O ont pour composantes A, B, C et D, E, F suivant les
premiers axes, et le systéme de vecteurs dont la résultante générale
et le moment résultant en O’ ont pour composantes A’, B, C' et
D', E', F', suivant les nouveaux axes, sont équivalents.

Le systéme de vecteurs associé au complexe linéaire, défini pour
chaque systéme d’axes d’aprés I'équation du complexe relative a ces
axes, est donc invariant pour les changements d’axes considérés.

—_
D’ailleurs, ¢ est le moment de & et R.
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Supposons que les cosinus directeurs des nouveaux axes O'z,
0'y’, 0’7, par rapport aux premiers, soient donnés par le tableau

Oz | Oy | Oz

o'z o o o

oy |« 8 SO

”

0z | v Y Y

Appelons a, b, ¢ les coordonnées de O’ par rapport & Ozys.
Ona

(13) A'=Aa+Ba'+Ca", ..., ...;
(14) D'=(D +Bc—Cb)a +(E+Ca—Ac)d'+F +Ab—Ba)a", ..,
En remplagant «, o/, «" respectivement par 3, ', 3" dans A’ et D',

on obtient B’ et E/, et en les remplacant par y, Y, y dans A’ et D’
encore, on obtient C’ et F'.

7. Plan polaire d’un point par rapport & un complexe linéaire. —
Nous appelons : ’

plan polaire d’'un point, un plan contenant ce point et tel que
toutes les droites du plan qui passent par ce point appartiennent au
complexe;

pole d’un plan, un point de ce plan tel que toutes les droites du
plan qui passent par ce point appartiennent au complexe.

Soient z, y, 5 les coordonnées cartésiennes d’un point. Toute
droite passant par ce point et appartenant au complexe est telle que

A3 —zY)+B(EZL—2F)+...+D(T—2z)+...=o0,

équation dans laquelle &, Y, % sont les coordonnées courantes.
Cette équation peut s’écrire

(15) UL +vY+wP+r=o,
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avec

u = Bzy— Cyo+ Do,
v = Czo— Azo+ Eto,
w = A}’o-—on-’- Flo,
r =— Dxzo— Eyo— F 20,

(16)

Zy, Yoy S0y Lo étant les coordonnées homogeénes du point considéré.
Ona
Au—+ By + Cw = (AD + BE + CF)t,.

Le déterminant des coefficients de o, ¥y, 5o, to dans les membres
de droite de (16) est égal a (AD + BE+-CF)2.

1° Si le complexe n'est pas spécial, on a AD + BE 4 CF £o.
u, v, W, I ne peuvent pas étre nuls ensemble, puisque z,, ¥oy 3¢, o
ne sont pas tous nuls. L'équation (15) définit donc un plan, qui est
le plan polaire du point par rapport au complexe non spécial consi-
déré. Pour ¢,54 0, u, ¢, w ne peuvent pas étre nuls ensemble.

2° Si le complexe est spécial, on a AD 4 BE + CF =o. )

Le complexe est formé des droites rencontrant la droite de coor-
données pliickériennes D, E, F, A, B, C appelée axe du complexe
spécial. Tl comprend la dite droite.

Quand le point considéré n’est pas placé sur cet axe, il a un plan
polaire unigue, qui est le plan passant par le point et par I'axe du
complexe; ce plan est encore défini par (13) et (16).

Dans le cas contraire, tout plan passant par le point est un plan
polaire de ce point; les équations (13) et (16) ne définissent plus de
plan, car les formules (16) donnent alors u =¢ =w=r=o.

8. Pé6le d’un plan par rapport 4 un complexe linéaire. — 1° Sile
complexe n'est pas spécial, un plan d’équation (15) a un pole bien
déterminé, dont les coordonnées homogénes se déduisent de (16) et
sont
zo=F¢ —Ew—Ar,
yo=Dw—Fu—Br,

(17) z0=Eu —Dv—Cr,
to=Au-+Bo+ Cw.

Toutes les droites d’un complexe non spécial qui passent par le
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péle d’un plan sont situées dans ce plan et toutes les droites d’un tel
complexe qui sont situées dans un plan passent par le psle de ce
plan.

Si Au + Bv + Gw = o, le péle est dans le ptan de I'infini.

2° Considérons maintenant un compleze spécial.

Si Au + B¢+ Cw 3£ o, le plan ne passe pas par 'axe du coniplexe
spécial et ne lui est pas paralléle. Il a un péle unique, qui est le
point ot ce plan coupe ledit axe. Ce pole est encore défini par les
formules (17).

Supposons maintenant Ay + By -+ Cw = o.

Quand le plan, qui est paralléle a 'axe du complexe spécial, ne
conlient pas cet axe, il a encore un seul péle : c’est le point a I'infini
de I'axe, qui satisfait a (17).

Quand le plan passe par ledit axe, chacun des points du plan est
un péle de ce dernier; les formules (17) ne définissent plus un point,
car elles donnent alors zy= y,=z,=t, = o.

9. Diamétres. — Considérons les plans paralléles au plan P,
d’équation

UL +vY+wl=o.

Le diameétre correspondant est le lieu des péles de ces plans paral-
leles, c’est-a-dire la droite lieu du point défini, en général, par (17),
ou r varie seul.

1° Supposons d’abord Au—+ B¢ +Cw # o.
Les formules (5) et (6), dans lesquelles il faut faire ici ¢=o,
montrent que le diamétre a pour coordonnées plichériennes

D—ku, E—ko, F—kw, A, B, C,
avec

(1) _ AD+BE+CF

T Au+Box+Cw

Le diamétre est donc paralléle au vecteur I_j, de composantes
A, B, C

Si le complexe est spécial, k = o, et le diamétre est confondu avec
'axe du complexe spécial.
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2° Supposons maintenant Au -+ By + Cw = o.

La droite a U'infini du plan P a pour coordonnées pliickériennes u,
v, w, 0, 0, o. Elle appartient donc au complexe.

Si ce dernier n’est pas spécial, la droite a I'infini de P est le
diamétre cherché.

Si le complexe est spécial, celui des plans paralléles a P qui
contient I'axe du complexe spécial admet pour péle chacun de ses
points.

10. Axe d’un complexe linéaire. — L’axe d’un complexe linéaire
est le diamétre correspondant a la direction de plans perpendiculaire

= . . . . . .
a U, c’est-a-dire perpendiculaire au diamétre lui-méme.
On peut donc prendre

u=A, v=B, w = C.
Les coordonnées pluckériennes de I'axe sont

D —vA, E —vB, F —v(, A, B, C,

avec
__AD+BE 4 CF
T A+ B+

Nous avons dit au paragraphe 6 que v est le parameétre du
complexe.

Si le complexe esl spécial, on a v=o0 et I'on retrouve les coor-
données pliickériennes de la droite que nous avons appelée axe du
complexe spécial et qui rencontre loules les autres droites de ce
complexe.

L’aze du complexe linéaire, spécial ou non, est, d’aprés le para-
graphe B. confondu avec l'aze central du systéme de vecteurs associé
au complexe.

11. Coordonnées plickériennes de la conjuguée d’une droite par
rapport 4 un complexe linéaire. — Soient P, et P, deux points quel-
conques d’une droite D de coordonnées pliickériennes L, M, N, X,
Y, 7; x4, y1, 51, t1 €t Za, ¥, 32, ta les coordonnées homogénes de P,
et de P,. On suppose que chacun de ces points n’a qu’un plan polaire
par rapport au complexe.



14 A. CHARRUEAU.

Considérons Pintersection des plans polaires de Py et de P, et
désignons ses coordonnées plickériennes par L', M', N', X', Y', Z'.
Les plans polaires sont définis par (15) et (16) et les coordonnées
pliickériennes de leur intersection sont données par (3) et (4). On a

(19) L'=D6—wL, M=Et—oM, N=F0—oN,
(20) X'=A0—0X, Y=Bo—ouY, Z =Cb—oZ,
avec

(21) w = AD + BE + CF,

(22) 6 = AL + BM + CN + DX + EY + FZ.

La droite ainsi obtenue, qui ne dépend pas de la position de P et
P, sur D, est la conjuguée de D par rapport au complexe.

Si le complexe n’est pas spécial, c’est-a-dire si w20, on peut
résoudre (19) et (20) par rapport a L, M, ..., Z et I'on retrouve des
expressions analogues aux premiéres. Cela correspond au fait qu’en
raison de la définition géométrique de la conjuguée d’une droite, il y
a réciprocité entre ces deux droites dans le cas présent.

St le complexe est spécial, c’est-a-dire si w = o, cette réciprocité
n’existe plus. Les conjuguées de toutes les droites qui n’appartiennent
pas au complexe sont confondues avec I'axe de ce dernier, ce qui est
en accord avec les formules (19) a (22). Mais la droite conjuguée de
cet axe est indéterminée.

12. Couples de complexes linéaires. — Les axes trirectangles de
coordonnées sont toujours quelconques. Soit O leur origine.
Considérons les deux complexes linéaires

(23) oy=AL+BM~+...+F,Z=o, e2=A;L+ BsM+...+ FaZ =o.
Ay, By, ..., Fy, Ay, By, ... F, sont réels ou imaginaires.
Posons

(24) o, = A?+ B2+ Ci, oo= A3+ B3+ CJ,

(25) g32= A1 As+ BB+ G, G,

(26) w1 =AD;+B,E,+CF;, w;=AsDy+ ByEst C,F,,
(27) wi2=A;Ds+ B Es+ G Fy+ Ay D+ By Fy+ G, Fy.

. = > . .
Soient U, et V, les vecteurs libres dont les composantes suivant les
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axes sont A, B, G, et Dy, E,, F,; ﬁg et {’: les vecteurs libres dont
les composantes suivant les axes sont A,, B., C; et Dy, E,, F,.
Adoptons un nouveau systéme d’axes trirectangles, d’origine O’,
ayant méme orientation que le systéme primitif.
Soient A, B, .... F,, A}, B, ..., F, les coefficients des nouvelles
équations des complexes.

>
D’aprés le paragraphe 6, A\, B, C| sont les composantes de U,

>
suivant les nouveaux axes; A}, B, C, cellesde U,; D', E}, F', et D},
E,, F, celles de

> > = > > —>
Vi+ U A OO0’ et de Vo4 U A 00,

Les quantités oy, oy, 04,2, Wy, w2, 01,2 sont des invariants pour
les changements considérés d’axes de coordonnées.
On le voit facilement pour les cinq premiéres. Par exemple,

’ 1oAY ' m e x>
0'1,2=A1A2+B1 2+C, 2=U1.U2=0‘1)1.

Pour la derniére, soit o) , la quantité nouvelle correspondante. On a

w'1,2 = El- (?24‘ ?jz/\ 6—5’) —l—i?z. (i’:+ 31 N 6_6')
Mais
_61. (31/\ 6_6’) +32. (i?j /\ 6—6') =0,
Donc

> > > >
0.)’1,2=U‘.VQ+ Ug.V1=(.l)|,g.
Notons encore que
(ByCa— CyBg)2+ (CiAz— A Co)?+ (A1By— Bi Ay =610, — o} »

est un invariant pour tout changement d’axes trirectangles de coor-
données.

13. Complexes linéaires conjugués par rapport i un autre. —
1° Considérons les deux complexes d’équations (23).

Cherchons les conjuguées par rapport au complexe C,, d’équation
9a== 0, supposé non spécial, des droites du complexe C,, d’équation
¢y=o0.

Soient L, M, ..., Z'les coordonnées pliickériennes de la conjuguée
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par rapport & C, d’une droite quelconque, de coordonnées plické-
riennes L, M, ..., Z. Cette derniére droite est aussi la conjugucée de
la premiére par rapport a C,. On obtient donc L, M, ..., Z, en
fonction de L', M', ..., Z', en remplacant dans les formules (19) a
(22) A, B, ..., F par Ay, By, ..., F,; en permutant dans ces for-
mules L et L', M et M/, ..., Z et Z' et en y remplacant, dans 0, les
quantités L, M, ..., Zpar L', M, ..., Z'.

Partant ces valeurs de L, M, ..., Z, en fonctionde L', M/, ..., Z/,
dans ¢4, on trouve que

— = (Al(.do —_ Agw"g)L'—l—. . (Ftw:— Fgw,,g)Z'.

Le lieu cherché, qui correspond a ¢;=o0, est donc le complexe
linéaire, C;, d’équation

(28) Wy P — W) 2Py == O.

C’est le conjugué (polaire réciproque) du complexe C, par
rapport au complexe C,. .

Si €y, non plus, n'est pas spécial, le conjugué de C, par rapport
a Gy a pour équation

0 Po— W1 2P = O.

2° Deux complexes non spéciaux sont en involution quand chacun
d’eux est son propre conjugué par rapport a I'autre. Pour qu’il en
soit ainsi, il faut et il suffit que

W) 2= 0.

Considérons le cas ou C,, par exemple, est spécial, sans que C, le
soit, et ou I’on a w, »=o0. La relation w,,; = 0 montre que 'axe de G,
appartient & C,. C, est son propre conjugué par rapport a C,. Mais
le conjugué de C, par rapport a G, comprend toutes les droites de
I'espace, puisque tout plan passant par I'axe de C; admet chacun de
ses points comme pdle par rapport a C;. Il y a donc indétermination
en ce qui concerne le conjugué de C, par rapport au complexe
spécial C,.

3° Considérons maintenant le cas ou C, et C, ne sont pas spéciaux
et ne sont pas en involution.
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Le conjugué de C, par rapport a C, est identique a celui de C, par
rapport a G, si

0} = w10,

Cette derniére remarque nous a conduit & la théorie des suites et
cycles de complexes linéaires conjugués, que nous exposerons dans
les chapitres IV et V de la seconde partie.

14. Equation réduite d’un complexe linéaire, ’axe des z étant placé
sur ’axe du complexe. — Nous supposons désormais et jusqu’a la fin
du paragraphe 21, que les coefficients A, B, C, D, E, F sont réels.
L’aze du complexe et son paramétre sont donc réels.

Prenons I'axe des 5 sur I'axe du complexe.

En raison de ce choix, les coordonnées pliickériennes de I’axe sont
nulles sauf la derniére. On a donc

F
A=B=D=E=0, V=a’

et 'équation du complexe s’écrit
(29) N+ vZ =o.
Nous supposerons le complexe ron spécial (v £ o).

Un changement d’orientation des axes de coordonnées entraine
le changement de signe de v.

15. Plan polaire d’un point dans le cas des axes de coordonnées du
paragraphe 14. — Les formules (16) donnent

(30) u=—yo, v = Zo, w =y, r=—vz,.

Le plan polaire du point de coordonnées cartésiennes z, y, 2 est
donc le plan

(31) Y —y L +9(F—z2)=o0,

comme on le déduit également de (29). &, Y, 3 sont des coordon-
nées cartésiennes courantes.

16. Pole d’un plan dans le cas des axes de coordonnées du para-
graphe 14. — Les formules (17) donnent

(32) Zy=Vp, Yo=— VU, Zg=—r, to= w.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 120, 2
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17. Conjuguée d’une droite dans le cas des axes de coordonnées
du paragraphe 14. — Appliquons les formules (19) & (22) en y
faisant

A=B=o, C=i, D=E=o, F=v.
D’ou

0 =N +vZ, w=yv.

La conjuguée, d', d’une droite d a pour coordonnées pliické-
riennes

(33) L'=—vL, M=—vM, N'=vZ,
(34) X' =—vX, Y =—vY, Z' =N.

Considérons un vecteur glissant (X, Y, Z) placé sur d et remar-
quons que, d’aprés (34), on peut placer sur d' un vecteur glissant

(—X, —Y, l;) Le systéme formé par ces deux vecteurs a pour

aze central 'axe du complexe.

On sait que la perpendiculaire commune 4 d et 3 d' rencontre
I'axe du complexe et lui est perpendiculaire. Soient a, b, b'les points
ou elle coupe respectivement I'axe du complexe et les droites d et d'.
Ona

+

ab’ VL
-~ =3
ab N

La cote de la perpendiculaire commune a d et & d' est égale a

MX’S—_E—YL_,—Y, pour X2+ Y2:£0. Elle est indépendante de v.

Signalons la propriété suivante : les projections de deux droites
conjuguées sur un plan quelconque Q passant par Uaze du com-
plexe se coupent sur cet axe. Leur intersection est la projection
commune sur 'axe du complexe des deux points ou le plan perpen-
diculaire a Q suivanl cet axe coupe les deux droites conjuguées.

On vérifiera aussi que les droites

(35) Az+By+D=o, Az+Biy+Ciz=o0
et
(36) Ax+By—”———-—-—(AB'(;BA')=o, Mzt By— XABBAY

sont conjuguées par rapport au complexe.
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18. Courbes d’un complexe linéaire. — Ce sont des courbes dont
les tangentes appartiennent au complexe.

Nous supposons encore que l'axe des z est placé sur I'axe du
complexe.

On sait que toute courbe d’un complexe linéaire, C, a pour plan
osculateur en un point P quelconque, de coordonnées cartésiennes

x, y, 5, le plan polaire de P par rapport au complexe et que le rayon
de torsion en P est

34 2 2
(37) T= _””_:'_‘%’_i,

v étant toujours le paramétre du complexe. La formule est valable
quelle que soit I'orientation des axes de coordonnées. v change de
signe quand cette orientation change (1).

1l convient d’ajouter quatre remarques importantes :

1° On voit d’abord que la binormale & la courbe en P et le
moment résultant en P du systéme de vecteurs S, associé a C, sont
placés sur la méme droite.

2° Soit v le cosinus d’un angle de celte droite ct de celle qui porte
l’axe des z. On a, d’aprés (30),

L v2
(38) V= i

D’ou la formule simple
(39) Ty2=v.

Le produit du rayon de torsion par le carré du cosinus de
Pangle de la binormale et de Uaxe des 3z, placé sur U'aze du com~

plexe, est donc constant en tous les points de toutes les courbes du
complexze. Il est égal au paramétre v du compleze.

(1) En ce qui concerne le signe du rayon ‘de torsion, nous supposons, dans les
5

deux cas d’orientation des axes de coordonnées, qu’on a ij =7 ds étant l’élément

d’arc compté positivement dans le sens positif de la tangente & la courbe n et ; les
vecteurs unitaires correspondant aux sens positifs de la normale principale (vers le
centre de courbure) et de la binormale.
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3° Considérons l'hélice tracée sur un cylindre de révolulion autour
de Oz, ayant un pas réduit égal a v et passant par le point P d’une
courbe du complexe. On sait que son plan normal en P est le plan
polaire de P par rapport au complexe. Il est donc confondu avec le
plan osculateur en P a la courbe du complexe et, par suite, la binor-
male a cette derniére et la tangente a I’hélice sont placées sur la
méme droite.

Le rayon de torsion de Uhélice circulaire considérée, le méme
en tous ses points, et le rayon de torsion en P de la courbe du
complexe sont égauzx en valeur absolue et de signes contraires.

On vérifie, en particulier, que le rayon de torsion de ladite hélice,
changé de signe, est égal au rayon de torsion des courbes du complexe
situées sur le méme cylindre de révolution et qui sont, elles aussi,
des hélices, coupant la premiére a angle droit.

4° En coordonnées cylindriques r, 0, z (la droite des z étant
toujours 'axe du complexe), on a, pour les courbes du complexe,

vdz +r’dd =o.

Il peut étre fait de cette équation des applications trés intéressantes.
Elle montre que, le long d’une courbe du complexe, s est une fonction
constamment croissante ou décroissante de 0 suivant le signe de v.

19. Transformation par polaires réciproques, B, par rapport i un
complexe linéaire. — Soient (@, w) un ¢lément de conlact formé du
point @ et du plan w passant par ce point; @' le pole de w par rapport
au complexe lin¢aire C non spécial; »' le plan polaire de a par
rapport a C. Les points « et a' sont placés dans w. La droite aa’ est
située dans m ct passe par le pole @' de ce plan; elle appartient donc
au complexe. Comme elle passe par a, elle est située dans le plan
polaire &' de a. Donc ©' passe par a et les plans & et &’ se coupent
suivant la droite aa’ du complexe.

Désignons par G la transformation par polaires réciproques
relative & un complesze linéaire, C, non spécial. Elle transforme donc
un élément de contact (@, ©) en un autre élément de contact (a’, &').

Adoptons un systéme d’axcs trirectangles dont I'origine O est un
point quelconque de I'axe du complexe C et dont l'aze des z est
placé sur Uaze du compleze.
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Soient z, y, 5 les coordonnées éartésiennes du point a; ', y', 2’
celles de a'. Puisque la droite aa' appartient au complexe, on a

(40) zy' —yx' 4+ v(z'—z)=o.

La transformation dualistique G est définie par (40), ou, pour z,
¥, % donnés, on regarde 2/, y', ' comme des coordonnées courantes,
et réciproquement.

Soient z, ¥, 3, p, g et 2, ', 5. p', ¢' les coordonnées des éléments
de contact (a, w) et (@', »'). Les ¢quations de w et de »' sont

(41) —P(Z—2)—q(Y—y) +3—z =o,
(42) —P(Z=a)—g(Y—y)+F—5=0,

formules dans lesquelles &, 9, % sont des coordonnées courantes.
On obtient, en comparant & (40),

(43) r'=—vgq, y'=vp, 2=z — px — qy;
(44) z=—=vg, y=vp, z=z—pa—qy.

Sil'on prend (40) comme équation directrice d’une transforma-
tion de contact de la premiére classe, on retrouve (43) et (44). On
a, quels que soient z, y, 3, p, q, dz, dy, dz, dp, dg,

(45) dz'—p'dz'—q'dy'=dz —pdx —qdy.

Soient s une surface; @ un point de s et w le plan tangent 4 s en a;
®' le plan polaire de a par rapport au complexe C. Quand a se
déplace sur s, »' varie en fonction de deux paramétres et enveloppe,
en général, une surface. Soit @' le point de contact de &' et de s'.

Puisque @ est une transformation de contact, a' est le support
ponctuel de I’élément de contact transformé de (a, ») par B, donc
le pole de .

On le verrait facilement par un raisonnement géométrique direct.

Si s est développable, la surface polaire réciproque s’ dégénére en
une courbe.

20. Relations entre © et des transformations par polaires réci-
proques relatives a des quadriques. — Conservons les axes du para-
graphe précédent. L’axe Oz est placé sur I'axe, R, du complexe
linéaire, C.
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1° Prenons dans le plan zOy la droite y:ztgg, « étant un

angle quelconque différent de zéro. Soit (I, m, n)le point symétrique
de a(z, y, ) par rapport a ladite droite. On a

(46) ! =z cosa + ¥ sina, m = x sina — y cosa, n=-—z;

(47) z = lcosa+ msina, y = Isina— mcosa, Z=—n.
Considérons le parabolotde hyperbolique

(48) (& sina —Ycosa)— Y2— 2vY sina = o,

dont I’équation s’écrit encore

(49) &? sine — 2 &Y cosa — Y2 sine — 29 = o.

Ce paraboloide hyperbolique a ses deux plans directeurs paralléles
a Oz et perpendiculaires. Il est donc équilatere. Il a pour sommet
le point O et pour axe celui du complexe. 11 passe par la droite
y—xztg g =o0 du plan Oy et par la perpendiculaire en O a cette
droite et 4 O z.

Le plan polaire du point (I, m, r) par rapport & cetle quadrique a
pour équation

(Isina — mecosa)& — (leosa + m sina)Y —vS —vn = o.
Compte tenu de (47), on a

(50) YE—2Y—vF—vi=o

el, en vertu de (44),

(51) —P(X—=2)—¢(Y—y)+3F—z=o.

C’est 'équation (42) du plan @',

De méme, m est le plan polaire par rapport a la quadrique du
point symétrique de a’ par rapport a la droite considérée.

Donc le symétrique de a (ou de a'), par rapport & une droite
quelconque perpendiculaire a R et rencontrant cet aze, est le péle

de © (ou de ) par rapport au paraboloide hyperbolique défini
ci-dessus.
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Si 'on prend un nouveau triédre d’axes trirectangles Oz, y, 3,

déduit du premier par une rotation autour de Oz soit de ;’ soit

deg + %, le paraboloide hyperbolique a pour nouvelle équation
respectivement

LY +vPHi=o0 ou L} —Yi+2vZ 1 =o0..

Son aze, confondu avec aze R du complexe, et sa forme,

définie par le paramétre du complexe, ne dépendent donc que de
ce dernier.

Pour un complexe donné, si la droite dont on est parti subit une
translation paralléle & Oz et une rotation autour de Oz, le para-

boloide hyperbolique subit la méme translation et la méme
rotation.

2° Considérons maintenant le paraboloide
(52) &"—l—‘y?—-zvz:O,
de révolution autour de I’axe O z, placé sur R, et de sommet O.
Prenons le symétrique de a par rapport 4 P'origine O et faisons
lourner ce symétrique de 32:— autour de Oz, dans le sens positif corres-

pondant a lorientation, arbitraire, des axes. Nous obtenons le
point (¥, — z, — z). Le plan polaire de ce dernier point par rapport
au paraboloide hyperbolique a pour équation

(53) ¥y —xY—v3+vz=o0

Cette équation, identique a (50) et (51), est celle du plan w'.
Remarque analogue pour a' et m.
Donc le point qu'on obtient en prenant le symétrique de a (ou
de a') par rapport & O (point quelconque de R), puis en faisant
tourner ce symétrique de + —E autour de O3, est le péle de &' (ou

de &) par rapport au paraboloide de révolution sus-indiqué.

21. Remarques concernant les surfaces polaires réciproques par
rapport i un complexe linéaire. — L’axe Oz est encore placé sur
I'axe, R, du complexe linéaire C.
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1° Soit a, le point tel que (3—;1 soit égal au moment en a(z, ¥, z)
du systéme de vecteurs & associé an complexe linéaire C (voir § B).

L’axe central de 8, qui est aussi I'axe de G, est donc confondu
avec la droite portant I'axe des z.

La résultante générale de S, paralléle a R, a pour composantes o,
0, 1 et le moment résultant de S en tout point de R est placé sur R
et a pour composantes 0, 0, v.

Le point @, a donc ses coordonnées zi, y,, 5, respeclivement
égales & — y, z, v. Quel que soit a, le point a, estsitué dans le plan,
1, perpendiculaire 2 Oz et de cote égale a v. Nous avons ainsi établi

. une correspondance avec orthogonalité des éléments linéaires entre
toute surface s et le plan s,.

Supposons que s n’est pas développable.

Considérons les douze surfaces (') relatives a s el a s; (et les
comprenant). La surface (X) de la théorie des douze surfaces est
I’enveloppe du plan

(54) (Z=2)21+ (Y =31+ (3 —2)z=o,

our a(x, y, 3) se déplacant sur s. & < sont les coordonnées
p » Y ptag v Iy D
courantes.

——>

Mais le plan (54) passe par a et il est perpendiculaire a Oa,. Il est
donc confondu avec le plan @', puisque celui-ci, polaire de a par
rapport & C; est perpendiculaire au moment résultant de S en a et,

par suite, a 67;4. Et I'enveloppe du plan @', quand le point a se
déplace sur s, est la surface s/, polaire réciproque de s par rapport
acC.

La surface (2) relative a s et s, est donc la surface s'.

De méme, la surface (2) relative & s' et s, est la surface s.

2° Chaque direction asymptotique de s, en un point quelconque a

(') DamBouy, Legons sur la théorie générale des surfaces, t. IV, nouveau tirage,
P- 48 et 52 notamment.

Nous avons signalé et étudié des ensembles de systémes de douze surfaces
quon peut déduire d'une surface quelconque et qui jowssent de remarquables
propriétés [A. CHARRUEAL, Sur la déformation infiniment petite des surfaces
(Bull. Sc. math., 2° série, L. 69, mai-juin 1945, p. 92 & 108)].
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de s, est la conjuguée par rapport au complexe C d'une des direc-
tions asymptotiques de s', au point correspondant a'.

Les conjuguées par rapport a C de deux tangentes conjuguées de s
en a sont deux tangentes conjuguées de s' en a'.

C’est da a ce que B est une transformation dualistique.

Notons que, de (44), on déduit la relation

dp dz +dq dy =— (dp' dx’ + dq’ dy').

Les projectivns sur le plan zOy des tangentes asymptotiques
correspondantes de s et de s’ sont paralléles.

Les projections sur le plan 2Oy de deux tangentes conjuguées
de s et celles des deux tangentes conjuguées correspondantes de s'
forment des angles ayant leurs cotés paralléles.

C’est la conséquence de ce que deux droites conjuguées par rap-
port 2 un complexe linéaire se projettent suivant deux droites paral-
l¢les sur tout plan perpendiculaire a 'axe du complexe.

On déduit aussi de (44) que la projection sur le plan 20y de la
normale & s en a@ (ou a s’ en a') est perpendiculaire 4 la projection
sur le plan 20y de la droite Oa' (ou de la droite Oa).

3° La droite ad/, intersection des plans & et @', est tangente a s
en a et a s’ en a'. Elle appartient au complexe C.

Considérons les courbes du complexe C situées sur s. Le plan &
tangent a s en un point @ d’une de ces courbes, m, a son pole par
rapport & C en a' de § et, d’aulre part, le plan osculateur a la
courbe m, en a, est le plan @, polaire de a par rapport a C. Donc la
tangente & m en a est 'intersection des plans & el @/, c’est a-dire la
droite aa'. 1l s’ensuit que les courbes du complexe C situées sur s
sont les arétes de rebroussement d’une famille de développables de
la congruence formée des droites de C tangentes a s eta s'.

Posons, pour la surface s,

dsz dz
P= 500 9= ay"
Compte tenu de 'équation (29) du complexe C, on voit que I'équa-
tion différentielle des courbes de € situées sur s est

zdy —ydr+v(pdzxr+qgdy)=o,
c’est-a-dire

(55) (vp—y)dz + (vg+2x)dy =o.
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Pour les courbes du complexe C situées sur la surface s, on a
(vp'—y)de' +(vg'+ 2" )dy = o,
d’ou, en vertu de (44),
(56) (vp—y)dg—(vg+=z)dp=o.

Les équations différentielles (55) et (56) définissent les deux
familles de développables de la congruence des droites de C tan-
gentes & s et 4 s'. Elles déterminent sur s un réseau conjugué,
auquel correspond sur s’ un réseau conjugué.

Dans le premier réseau, la famille définie par (35) est celle des
courbes du complexe situées sur s et, dans le second réseau, la
famille définie par (36) est celle des courbes du complexe situées
sur s’

4° Les deux surfaces s et s’ ont la méme transformée par la
transformation de contact

X=—py, Y=—2z+pux, L=y-+vp,

po_ YI+E o YP—Y

pr+qy’ pz+qy’

que nous avons utilisée dans un autre travail (') et qui jouit de
remarquables propriéiés.

5° Soient C et C' les courbures totales de s et s', en a et a’; 6 'un
des angles de demi-normales a s et s’ en a etd/, égala 'un des angles
des moments résultants de S en a et a'; 7, et Ys les cosinus des
angles que ces demi-normales font avec O z. On démontre que

, 2v2, sin%0
(57) co= I - Z2r.
aa

6° Pour v =1, d’aprés le paragraphe 20, 2°, la surface s (ou s') est
lide par une transformation de Legendre a la surface qu’on obtient
en appliquant a la surface s’ (ou s) le produit de la symétrie et de la
rotation indiquées audit paragraphe.

(') A. CBARRUEAU, Sur des congruences de droites ou de courbes et sur une

transformation de contact liée & ces congruences (Mém. Sc. math., fasc. 115,
1950).




DEUXIEME PARTIE.
FAISCEAUX DE COMPLEXES LINEAIRES.

CHAPITRE 1.

PROPRIETES DIVERSES.

22. Définition. Complexes spéciaux d’un faisceau. — Soient ¢, = o
et 93 =0 les équations (23) de deux complexes linéaires et

(58) ?1+)‘?2=0

I'équation d’un faisceau ® de complexes linéaires.

Les complexes 9, =0 et les complexes ¢,= o sont les complexes
de base de ®@.

A est un nombre variable, réel ou imaginaire.

Les coefficients de ¢, et de ¢, sont réels ou imaginaires.

Chaque complexe spécial de ® correspond a une valeur de A telle

que, si A, B, ..., F sontles coefficients de I'équation de ce complexe,
ona
AD + BE + CF =o.
D’ou
(59) W A2+ Wy 9 A + Wy = 0.

®1, Wy, Wy,5 ont les mémes significations qu’au paragraphe 12. Nous
y avons vu que les quantités o, wy, 1,3 sont des ‘nvariants pour
tout changement d’axes trirectangles de coordonnées conservant le
sens d’orientation des axes. Elles changeraient de signe ensemble si
ce sens d’orientation était modifié.

Soient A, et A, les deux racines de I’équation (39), du second
degré en A. Elles correspondent aux deux complexes spéciaux de ®.

Elles sont réelles ou imaginaires conjuguées quand les coefficients
de 9, et de ¢, sont réels.

Elles peuvent n’étre pas toutes les deux réelles, sans étre imagi-
naires conjuguées, quand les coefficients de ¢, et de ¢, ne sont pas
tous réels.
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Elles sont finies pour w54 o.
Elles sont égales si

0l — fwjwa=o0.

Les axes, A et A,, des deux complexes spéciaux sont alors confondus
en une droite unique et ’on démontre que cette derniére appartient
& tous les complexes du faisceau.

Chaque fois que nous utiliserons les quantités 4, et A, ou les

droites A, et Ay, nous supposerons implicitement que vy, w2, wy,a DE
sont pas nuls ensemble.

23. Propriétés diverses. — 1° Les deux complexes de base et
I'équation correspondante d’un faisceau ® étant donnés, changeons
de complexes de base. Prenons, pour jouer ce role, les complexes
de @ correspondant a des valeurs p; et de A (452 o). On a

)\_ 9 ’
PL+ hoy= B2 o1+ proa—+ N (91 + pago)],
M1 [
avec
r )‘_P'i
(60) W= — .

A — M2
L’équation (58) de ® peut donc s’écrire
(61) Q1+ }J.iq}-z—{'-)\,(?l-l- p.z:Pg):O.

Dans le cas de A, £ 14, w352 0, si nous choisissions pour nouveaux
complexes de base les complexes spéciaux de ®, nous aurions

N=—a,
en posant
. h—
T A —

On déduit de (60) que les changements de complexes de base
conservent le rapport anharmonique des quatre valeurs de A corres-
pondant & quatre complexes quelconques donnés de ®.

2° Si lon change d’axes trirectangles de coordonnées, en
conservant les complexes de base, A n’est pas modifié, c’est-a-dire
qu’a toute valeur de ce coefficient correspond le méme complexe
de @ par I'équation primitive de ® el par son équation nouvelle.
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Soient 8, et 8, les systtmes de vecteurs associés aux deux
complexes de base, donc indépendants dela position des axes d’aprés
le paragraphe 6. Le systéme de vecteurs associé a un complexe quel-
conque a de @, correspondant a la valeur a de 2, sera le systéme de
vecteurs 8+ a8,, le signe d’addition exprimant ici que les résul-
tantes générales de &, et de S,, d’une part, et les moments résultants
de 8, el de S, en un point quelconque, d’autre part, doivent étre
additionnés géométriquement.

Ces propriétés se déduisent des paragraphes 5 et 6.

3° La transformation homographique ou dualistique la plus
générale transforme une droite en une droite dont les coordonnées
plickériennes sont des expressions linéaires et homogénes des coor-
données pliickériennes de la premiére. Donc elle transforme un
complexe linéaire en un complexe linéaire et un faisceau @ de tels
complexes en un faisceau analogue @'

Prenons pour complexes de base de @' les transformés de ceux
de ® et pour équations de ces nouveaux complexes de base celles que
fournit la transformation (sans multiplication ultérieure des premiers
membres par des facteurs constants). En donnant au coefficient A la
méme valeur dans les équations de ® et de @, on obtient deux
complexes dont le second est le transformé du premier.

4° D’aprés ce qui a été dit au paragraphe 23, 2°, on peut associer
a un faisceau @ de complexes linéaires, d’équation

(62) ?1+)\?1= o,

un ensemble ¥ de systémes de vecteurs 8; + AS,, que nous appel-
lerons un faisceau de systémes de vecteurs associ¢ a ®.

Les systémes 8; et S, correspondent respectivement aux com-
plexes de base ;= o0, ga=0. Dans l'expression $;+ 1., le signe
d’addition a le sens géométrique indiqué au paragraphe 23, 2°.

Un changement des complexes de base de ® modifie, pour
chaque complexe de @, la résultante générale et le moment résultant
en un point quelconque du systéme de vecteurs associé a ce complexe,
tel que ce systéme a été défini au paragraphe B. Cette résultante et
ce moment ont leurs longueurs multipliées par un méme coefficient,
variable avec le complexe de ®, mais conservent leurs directions.
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De sorte que l'axe central du systéme de vecteurs associé a un
complexe déterminé de ® avec le premier choix des complexes de
base reste 'axe central du systéme de vecleurs associé a ce complexe
avec le second choix des complexes de base; et il est confondu avec
Paxe du complexe.

Le faisceau ¥ de systémes de vecteurs dépend donc du choizx des
complezes de base de ®. 1l est méme modifié par ’interversion des
complexes de base. Mais la recherche des axes centraux des systémes
de tout faisceau W associé a ® et celle des axes des complexes de ®
conslituent le méme probléme.

24. Complexes linéaires conjugués par rapport & un autre. —
Soient les deux complexes

(63) ¢i=A\L+...+FjZ=0, ¢h=A3L+...+FoZ=o.

Posons
(64) W, =A\D,+BE,+CF),, w,=A\Ds+ BE,+C F);
(65) W)y »= Ay DY+ B, E, + C, F, + A, D, + BL E} + C, F}.

On suppose que le complexe ¢, =o0 n’est pas spécial (w’,3£0).
D’aprés (28), le conjugué du complexe ¢, =o par rapport au
complexe non spécial ¢, = o0 a pour équation

(66) whgh — w0 = 0.

11 appartient au faisceau déterminé par les complexes ¢, =o
et ¢, = o.

Soient @ ce faisceau; ¢; =o0 et 9;=o0 les équations, supposées
représentées par (23), de deux autres complexes de ® que nous
prendrons comme complexes de base de ®, le dernier, au moins,
étant choisi non spécial.

Soient, en outre, p,, pa, 3 les valeurs du coefficient 2 de @
correspondant respectivement aux complexes ¢, =o0, ¢,=o0 et au
conjugué du premier par rapport au second.

Si g, wgy 01,2, ®), ), w,, ont les significations définies par (26),
(27), (64) et (65), on Lrouve, au moyen de (59), que

)
(67) 7\1+7\:=-—w—‘;£’ M= u_)—:’

Iy
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puis

(68) Wi = (— ) (p— he),

(69) Wy = wp (B2 A1) (pa—he),

(70) oy 0 = 0o (1 — Ay ) (pa— A2) + (a—A9) (pa— 2y)].

Nous avons supposé w, 3£ o.
On voit que

(71) wy,s— 40 wh = (0}, — fwsws) (1 — pa)’.
L’équation (66) peut s’écrire

Wy (P14 H192) — 0} 5 (@1 [292) =0
ou

(72) (wlz""”’1,2)?1+(w'21-'-1'—"-0'1,2i12)?z=('-

Il en résulte que

’ ’
‘*’2}11""-"1,2!-’-!_
U /
Wy — W) o

(73) My =

Considérons d’abord le cas de A, £ A

Supposons maintenant que py est, comme p,, différent de 1, et
de 2,. Posons

_ )\_)\l M= )‘l
(74) =, Ay v

avec j =1, 2, 3.

Chaque fois que nous utiliserons des quantilés «, nous suppose-
rons implicitement que le second, complexe de base n’est pas
spécial (wy5% 0), condition bien facile a remplir (%).

Ona

_ o — M) — o g (pe—Ay)
(75) g = w’o(pl— )\2)_03,1,9(“2"')“1)

et, tenant compte de (69) et (70),

v (1 he) (pa—M)2  af
T (pi— h) (pa— Ra)? @y

(') Nous ne prenons pas systématiquement comme complexes de base les
deux complexes spéciaux de @, lorsqu’ils sont distincts, pour conserver & exposé
une forme plus générale. S1 nous prenions ces complexes spéciaux comme complexes
de base, c’est le nouveau coefficient lu1 méme, changé de signe, de la nouvelle
équation de ® qui remplacerait la quantité, égale, « du cas actuel (voir § 23, 1°).
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Ainsi done, on a
(76) ajay=aj.

La relation (76) reste valable si p, ou p, est infini.
Elle s’écrit encore

(77) (R15 Ray tay o) = (A1, gy pa,y M3).

Nous la retrouverons au paragraphe 30, 1°, par une autre voie ().
Notons les formules

wh,e _ M1— Ae
(78) _l\)'g —(a1+a2)yz_ )\1,
(79) g wy = (a)+ xz)?w) wh.

Considérons maintenant le cas de hy= 1,.
De (69), (70) et (73) on déduit que

I 2 I
8 = —
( 0) Pls—)-t Hz—-)»i P-i-‘)\l
ou
(81) (A, oy g, pa)=—1.

Les quantités },, @3, p4, @3 sont donc en proportion harmonigue.
Posons

I
= ?

1
9
M= A

8= b=

avec j =1, 2, 3.

Chaque fois que nous utiliserons des quantités 3, nous suppose-
rons implicitement que le second complexe de base a été choisi de
maniére & n’étre pas spécial (ce qui entraine que A, est fini).

La relation (80) s’écrit encore

(82) Bi+Bs=12[Bs, Ba—Pr=Ps— Pa.

Les formules (80) a (82) restent valables si p, ou p, est infini.

(') On peut notamment déterminer ., en prenant une valeur auxiliaire y telle
que (A, A, Wy, Y) =—1, puis en prenant p, tel que (Y, &,y @y, #;) =—71. Quand %,
et A, sant confondus, comme ils sont différents de p., on a y =%, =4, et Pon
obtient ainsi un autre moyen de passer de la formule (;7) a la formule (81) ci-aprés.
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25. Complexes linéaires en involution. — La condition néces-
saire et suffisante pour que des complexes ¢, = o0 et ¢, =0, supposés
non spéciaux, soient en involution est, d’aprés le paragraphe 13, 2°,

(83) w2 = 0.

Considérons a nouveau le faisceau ® qui contient les deux
complexes en question.

Cas de A, £ k3. — py et ., sont différents, chacun, de A; et 2,.
La condition d’involution s’écrit, d’aprés (78),

(84) oy -+ ag =0,

c’est-a-dire

(85) (M, Az gy pa) =—1.

Cas de }y=2%;. — La condition (83) d’involution s’écrit ici,
compte tenu de (70),
(86) (P1—M) (p2— M) =o.

Il n’y a donc pas, dans ce cas, de couple de complezes de ®
distincts en involution.

26. Remarques sur les couples de complexes linéaires conjugués
par rapport i un autre complexe linéaire. — Supposons A, £ 1,.

1° Considérons deux complexes C, et C, de @, qui sont supposés
n’étre pas spéciaux et n’étre pas en involution.

Soient C; le complexe conjugué de C, par rappor A C,; C), C,,
C, les complexes de @ en involution respectivement avec C,, C,, Cs;
oy, @, az, o, oy, o, les quantités a relatives a C;, C,, Cs,

C.,C, €, Ona
oy =—ay, @y = — da, oy =— ag,

et, par suite,

’
o) oy =gy =af=a’2

Ainsi donc, G, et C;, conjugués par rapport a C,, le sont aussi
par rapport 2 C,. C, et C, sonl conjugués par rapport & C, et & C;.
On voit également que les conjugués d’'un complexe quelconque

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 120, 3
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non spécial C; de ® par rapport a deux complexes d’un couple
quelconque de ® en involution sont confondus. Les droites
conjuguées d’une droite de C, par rapport aux deux complexes en
involution ne sont pas, en général, confondues; mais elles appar-
tiennent toutes deux a un complexe de @, qui reste le méme quelle
que soit la droite considérée de C,.

L’équation (76) monlre encore que deux complexes quelconques,
non spéciauz, de ® sont conjugués par rapport a deuzx complexes
non spéciaux de ®, qui sont en involution.

2° Si C est un complexe linéaire spécial et C' un complexe
linéaire non spécial quelconque, le conjugué C” de C par rapport
a & est spécial et les axes de C et C" sont des droites conjuguées
par rapport a C'.

On en déduit que les deux complexes spéciaux d’un faisceau @
sont conjugués par rapport a tous les complexes non spéciaux de ®.

27. Droites principales relatives i un faisceau de complexes
linéaires. — Nous excluons maintenant, jusqu’a la fin du para-
graphe 50, le cas ou les axes des deux complexes de base sont
paralléles ou confondus.

Ces cas particuliers seront examinés dans les deux derniers
paragraphes de ce travail (§ 51 et 52).

Les équations des complexes de base sont supposées représentées
par (23).

Par hypothése, les quantités

B;C:—CyiBs, CiA:—A1GCy, AyBy—BjAy,

ne sont donc pas nulles ensemble. De plus, lorsqu’elles ne sont pas
toutes réelles, nous supposons que la somme de leurs carrés n’est
pas nulle.

Pour un complexe quelconque (') de ®, les irois derniéres
coordonnées pliickériennes de I'axe, égales, d’apreés le paragraphe 10,
a A, +2A,, B, +1By, Ci+1C,, ne sont pas nulles ensemble.

(') Nous laissons ici de cOté les complexes de & correspondant aux valeurs
de A qui annulent

(A~ AA,) (B, AB,)* + (C, + AC,)".
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Cet axe sera toujours bien déterminé par ses six coordonnées
pliickériennes, et il ne sera pas rejeté dans le plan de Uinfini.

Dans les Ouvrages classiques, on traite généralement la question
relative au lieu des axes des complexes de ®, aprés avoir adopté
des axes particuliers de coordonnées.

Mais il y a intérét a faire diverses remarques en conservant
des axes trirectangles quelconques.

L’équation de @ est donnée par (58), ou les expressions ¢, et ¢g
sont, comme nous I'avons dit, représentées par (23).

> >
1° Soient U; et U, les résultantes générales de S, et de S, dont

> o>

les composantes sont A, By, C, et Ao, B,, C,; V, et V, les moments
résultants en O de 8, et de 8,, moments dont les composantes
sont Dy, E,, F, et D,, E,, F,. Posons

> > >
U=U; A U,
La droite, H, perpendiculaire commune aux axes des deux

>
complexes de base est paralléle a U, puisque ces axes sont paralléles

respectivement a ﬁi eta I—i. De plus, elle appartient & ces complexes
de base, puisqu’elle rencontre I'axe de chacun d’eux et lui est
perpendiculaire. Elle appartient donc & tous les complexes de ®.
L'axe d’un complexe quelconque de ® a pour paramétres
directeurs A, +41A,, B;+2AB,, C;+ AC,, donc est parallétle

au vecteur 64 + )\—6,. Il est, par suite, perpendiculaire a H.

" La droite H, étant perpendiculaire a I'axe de tout complexe de @
et appartenant & ce complexe, rencontre le dit axe (le fait d’appar-
tenir au complexe intervient seul ici pour un complexe spécial).

Le moment résultant de &, au point d’intersection de H et de
Paxe du premier complexe de base est dirigé suivant ’axe de ce
complexe. Il est donc perpendiculaire 3 H. De méme pour §, etle

. > >
second complexe de base. Désignons par M,, et M, les moments
résultants de S, et de S, en un point quelconque de l’espace.

Les équations

> > > >
(87) U.Mjp=o0, U.Msp=o0

sont celles de deux plans, que satisfait tout point de H.
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Ce sont donc les équations de H.

Le plan défini par la premiére équation (87) passe par I'axe
du premier complexe de base de ®, confondu avec'l'axe central
de 8,. Le plan défini par la deuxiéme équation (87) passe par I'axe
du second complexe de basc de ®, confondu avec I'axe central de S,

Si I'on pose

a=B1C9—-—C|_Bz, b=C1Aq_A.jC:, C=A1B2-—'B1A1,

les équations (87) peuvent s’écrire notamment sous la forme

x(Bic—Cib)+y(Cla—Aic)+z(A1b—B,a)=D1a+Eib+Fic,
x(B-_»c——C>b)+y(Gga—-Agc)+z(Azb—Bga)=D=a+E,b+F,C.

Les déterminants du second degré que U'on déduit du tableau
des coefficients de z, y, = sont égaux a

a(@+b2+c), —b(a’+b2+c), c(a’+b>+c).

Les axes des complexes de @ et les axes centraux des systémes
de vecteurs du faisceau associé ¥, qui sont confondus avec les
premiers, rencontrent donc tous la droite H, réelle ou imaginaire,
définie par les équations (87) et lui sont perpendiculaires.

Cette droite est indépendante des axes de coordonnées et du choix
des complexes de base de ®. Elle ne dépend que de @. Elle appar-
tient & la congruence linéaire B base de ®.

2° Cherchons maintenant s'il existe deux complexes 1’ et A" de @,
correspondant & des valeurs A’ et A" de 1, tels que leurs axes soient
perpendiculaires et concourants. .

Posons
(88) A'=A1+1,Ag, B’=B1+)\'B3, ey F'=F1+)\’Fg;
B9) A"=A;+M\Ay, B'=B,+NBy .., F=F+\F.

Soient v et ' les paramétres des deux complexes. D’aprés
le paragraphe 10, les coordonnées pliickériennes des axes de ces
complexes sont

D —vA, E—vB, F—vC, A, B, C;
D'— VA", E'—vB", F'—v'C, A", B, C.
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La condition d’orthogonalité des axes est
(90) A'A"+B'B"+CC=o.
La condition de rencontre est, d’aprés (7),

(91) (D'—v A)A" -+ (E —vB)B 4+ (F—vC)C
4+ (D" —V'A") A"+ (E"—v"B") B’ + (F"—v"C") ' = o,

ou, compte tenu de (go),
(92) D'A"+EB' +FC+D'A+EB+FC=o.

On voit, a’aprés (65) et (83), que les complexes de ® cherchés,
s'ils existent et ne sont pas spéciaux, sont en Involution.
Posons, comme au paragraphe 12,

(93) o =A}+Bi+Cj 5= A3+ B} + C3,

(94) o1,0=A1As+BiBatCiCoy

(95) oy =AD; +B,E;+ G Fy, ws = AsDs+ Bo Es 4+ Cy Fo,
(96) m,,-;:A,Dz-&—B1E2+Cle+A,D1+B2E1+C2F,.

Les conditions (go) et (92) s’écrivent

(97) a4+ Geo(M+A)+ oNN=o,
(98) 2w1+“’1,2()~'+)\”)+2w2)\')\”'=o.

En général, il y aura un systéme unique de solutions en ¥ A
et M'A", et une équation du second degré donnera A" et }". Nous
désignerons par g, et gs les axes des complexes ainsi déterminés.
Les droites gy, g, H seront appelées les droites principales
relative a @.

28. Remarque sur le rapport anharmonique. — Considérons,
sur une droite, quatre points réels ou imaginaires
Py (1, y1 51), Pa(@2, ¥a 52)y Ps(@3, )5, 23), Pu(@s, ¥s 34)-

Si la droite n’est pas perpendiculaire & I'axe Oz, par exemple,
nous définirons (Py, Pa, P3, P,) par Pégalité

(99) (Py, P, P3, Py) = (&1, %2, Z3, T2)-
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Dans le cas ou la droite n’est perpendiculaire a aucun des axes

de coordonnées, les trois rapports anharmoniques suivants sont
déterminés et égaux

(215 T2y T3, Z4) = (Y1, oy V3, Vi) = (24, 23 33, 34)-

Et(P,, P,, P;, P,) est égal a leur valeur commune.

29. Lieu des podles des plans passant par une méme droite par
rapport 4 tous les complexes d’un faisceau. — A partir de
maintenant, et sauf dans le chapitre IV de la deuxiéme partie, nous
supposerons que les coefficients des équations des complezxes de
base sont réels ().

Soit D une droite quelconque, réelle. Considérons I’ensemble
des plans passant par D. Ces plans dépendent d’un paramétre (.
D’aprés les formules (17), on voit que les coordonnées du pdle
d’an tel plan sont des fractions rationnelles dont les numérateurs
et le dénominateur commun sont des expressions linéaires de 1/,
A et l. Le lieu des poéles des plans passant par D, par rapport & tous
les complexes de @, est donc, en général, une surface du second
degré. Nous désignerons celte quadrique par Q.

Pour ) constant et [ variable, le pole du plan décrit la droite
conjuguée de D par rapport au complexe correspondant a la valeur
constante donnée & A. L’ensemble des droites conjuguées de D
relatives a tous les complexes de ® est une semi-quadrique, Q,,
de Q. Q, comprend A, et A,, puisque ces droites sont les conjuguées
de D par rapport aux complexes spéciaux de ®.

Pour une position fize du plan et pour i variable, le péle
du plan décrit une droite, qui doit appartenir a tous les complexes
de @, puisqu’elle est située dans le plan et passe par le pole de ce
plan par rapport & tout complexe de ®. C’est donc une droite
de la congruence linéaire B base de ®. L’ensemble des droites
analogues rencontrant D est la semi-quadrique, Q,, de Q, complé-
mentaire de Q,.

Nous reviendrons sur la quadrique Q notamment aux paragraphes
38 a 37, ou nous en donnerons I'équation par rapport a des axes

(') On pourrait étudier toujours le cas général, mais il est préférable de traiter
d’une maniére aussi précise que possible le cas le plus intéressant (en particulier,
pour rendre facile la distinction entre le réel et 'imaginaire).
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trirectangles particuliers et oii nous en signalerons les propridtés
principales et les cas de dégénérescence.

30. Relations entre les conjuguées d’une droite par rapport a des
complexes d'un faisceau. — Supposons hy £ A,.

Nous désignerons chaque complexe de ® par la valeur corres-
pondante de A.

1° Soient D une droite quelconque, réelle, qui ne rencontre ni A4,
ni Ay (*); m la valeur de A correspondant au complexe m de @
comprenant D.

Cette valeur est unique, sans quoi D appartiendrait 4 la congruence
linéaire B base de ®, ce qui est en contradiction avec 'hypothése.

Considérons deux droites de la congruence lindaire B base de @
qui rencontrent D, 'une, MM,, coupant D, A, A, respectivement
en M, M,, M,, l'autre, PP,, coupant D, A,;, A, respectivement
en P, Py, P,.

La droite D' conjuguée de D par rapport 4 un complexe non
spécial 3’ de @ rencontre la droite MM, en un point M/, péle du plan
(D, MM,) par rapport au complexe A’ de ®@, et rencontre la droite PP,
en un point P/, péle du plan (D, PP,) par rapport au méme
complexe.

De méme, la conjuguéé de D par rapport & un autre complexe non
spécial 1" de @ rencontre la droite MM, en un point M”, péle du plan
(D, MM,) par rapport au complexe 2" de @, et rencontre la droite PP,
en un point P" pole du plan (D, PP,) par rapport au méme
complexe.

Les valeurs A’ et 1" sont réelles ou imaginaires.

Le plan‘ (D, MM,) a pour péles, par rapport aux complexes
m, X, ¥, %, Ay de @, les points M, M, M, M,, M, de la droite MM,.
De méme, le plan (D, PP;) a pour pole, par rapport aux mémes
complexes, les points P, P/, P, P,, P, de la droite PP,.

Comme les coordonnées cartésiennes du pole de chacun de ces
plans sont, d’aprés (17), des fonctions homographiques de 1, on a

(My, M2, M, M") = (P4, Ps, P, P") = (M, A, m, \').

(1) A distance finie ou a Pinfini.
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Considérons maintenant les plans (D, MM,) et (D/, PP,,, -
qui se coupent suivant D'. Cette droite ne rencontre ni A, ni A,,
méme & l'infini, car si, par exemple, D' et A, élaient sitnées dans
un méme plan, leurs conjuguées D et A, par rapport au complexe A
de ® se rencontreraient (au pdle de ce plan par rapport audit
complexe), ce qui est contraire a I'hypothése. Les poles M” et P
de ces plans par rapport a un complexe 1" de @ sont placés respec-

tivement sur les droites MM, et PP, de la congruence lindaire B
etl’on a

(100) (M, M2, M, M”) = (Py, Po, P, P") = (3, ha, M, A").
On voit que, si 'on prend 1" de maniére que
(101) (A, 2o, Ny M) = (A; Asy m, 1),

les points M" et P" sont respectivement confondus avec les points M”
et P’. Donc la droite M"P", conjuguée de D’ par rapport au
complexe 1” de @ tel que (101) est satisfaite, est confonduc
avec M"P", c’est-a-dire D".

Les droites D' et D" sont donc conjuguées par rapport
au complexe non spécial de ® correspondant i la valeur V" de 3.,
satisfaisant a (101).

Soient m’ et m” les valeurs de A correspondant aux complexes
de @ qui comprennent respectivement D’ et D”.

Considérons les quatre points My, M,, M, M’ et évaluons (M,
M,, M, M’) de trois maniéres, a ’aide des trois plans (D, MM,),
(D', MM,), (D", MM,). On a

(102) (My hoy 12y N') = (hgy oy Ny ) = (Agy Ag, Ny A7),

Considérons maintenant les quatre points My, M, M, M" et
évaluons (M,, My, M, M") de trois maniéres, a 'aide encore des trois
plans (D, MM,), (D', MM.), (D’, MM,). On a

(103) (hay Aoy 7y A7) = (hyy Aoy Wy W) = (g, Doy W7, 7).

Considérons enfin les quatre points My, M,, M/, M" et évaluons
(My, M,. M/, M’) de trois maniéres, a l'aide des mémes plans
que précédemment. On a

(104) (Xgy Aoy Xy A7) = (X, Xay 2, W)= (Aq, 2oy A", m").
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Les relations (102), (103) et (104) subsistent, avec les mémes
valeurs m', m", 1", pour toute droite du complexe m de @, qui ne
rencontre ni A, ni A,.

Posons
m—
M —

Ay =

et désignons par a,, &, ®ymy Xy, &y les quantités analogues relatives
4 ! 1
ar, v, A m, m'.

Les équations (102), (103) et (104) permettent de calculer
immédiatement 1", m' et m” pour m, X', 1" donnés. On a

o Q)
(105) g = MBS
%Am
R a} a2
(106) = -, Ay = -2,
%m Am
Signalons la relation
(107) Oy Oy O == Q)r QA" XA,

Elle sera généralisée dans le paragraphe 48, 2°.
Comparons ces résultats a ceux qu’on peut déduire de (76). Cette
formule donne,

d 2
Ay Ay = A, Gy Apn? = Xy G Ay = Oy,
PN :
d’ou 'on tire
oy a2
a2,
afm = L
P
ni

et les deux relations (106).

La formule (76) ne nous aurait donné 1" qu’au signe prés. C’est
que les complexes m' et m” de ® sont conjugués par rapport aux
deux complexes de ® en involulion, dont les « correspondants sont
égaux a =+ “—t“—w Mais, grace a lindication supplémentaire que

m
fournit (103), on voit que D' et D" sont conjuguées par rapport

a)\r 3%
au complexe A" de ® correspondant a la valeur o= .

%Am

2° Soient D’ et D les conjuguées de D par rapport aux complexes
non spéciaux A’ et A" de ®, que nous supposons maintenant n’étre
pas en involution; D) et D) les conjuguées de D par rapport
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aux complexes ) et X de ® en involution respectivement avec les
complexes A' et 1" de ®@; m/, m", m, m les valeurs de A corres-
pondant aux complexes de ® qui comprennent respectivement
D', D', D, D}; 1" la valeur de A correspondant au complexe de ®
par rapport auquel les droites D’ et D” sont conjuguées.

D, D/, D’, D/, D] appartiennent a la semi-quadrique Q4, relative
aDeta®.

Nous allons démontrer les propriétés suivantes :

. D, appartient. comme D', au complexe m' de ® et D| appartient,
comme D’, au complexe m' de ®. D' et D, sont conjuguées, comme
D’ et D', par rapport au complexe 1" de @. D’ et D| sont conjuguées
par rapport a un autre complexe 1] de ®, et D" et D, aussi sont
conjuguées par rapport a ce dernier complexe. Et les complexes 2"
et 17 de @ sont en Znvolution. ,

Conservons les notations oy, @y, oy, Oymy Xy - €t désignons
par oy, o, Ay, Gy, %y les quantités analogues relatives aux
complexes 1, A}, 17, m', m} de @.

Puisque les complexes 1’ et X, de @ sonl en involution et qu'il
en est de méme des complexes 1’ et X, de ®, on a, en vertu de (84),

(108) N, =— au, o) =— oz
Les formules (106), écrites pour D, D, D}, donnent

9 ”
oy @\t

(109) Ii= = Ime = —*
m m

De (106), (108) et (109) on déduit que

my=m, my=m'.

Donc D appartient, comme D', au complexe m' de @, et D’
appartient, comme D”, au complexe m’ de ®.

La formule (105), écrite pour D) et DY, montre que ces droites
sont, comme D' et D’, conjuguées par rapport aux complexes 1" de @,
puisque

avan _an oy

Ap” == — = L.
%m %m

La méme formule, écrite pour D’ et D, montre que le complexe 27
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de ® par rapport auquel ces droites sont conjuguées est tel que

. apr oy apr oA
Ny = Vo= = — a)p”.
Am Am

Donc le complexe 17 de @ est en involution avec le complexe 2"
de @.

Enfin, on voit encore par (105) que D" et D', aussi sont conjuguées
par rapport au complexe A} de ®.

Si les complexes )’ et 2" de @ étaient en involution, on aurait
2,=—ay et des formules (106) on déduirait que m'=m'".
Les droites D' ¢t D" appartiendraient 4 un méme complexe de ®.

Les questions relatives au cas de Ay =12,, correspondant aux

problémes étudiés dans le présent paragraphe 30, seront examinées
au paragraphe 38, 1°.

CHAPITRE II.

FAISCEAU DE COMPLEXES LINEAIRES
RAPPORTE A DES AXES DE COORDONNEES TRIRECTANGLES
PLACES SUR LES DROITES PRINCIPALES.

31. Réduction de I’équation du faisceau. — Nous continuons
a supposer dans ce chapitre que les équations des complexes de base
91 =0, 9o =0, données pour un systéme quelconque d’axes tri-
rectangles, ont leurs coefficients réels.

Les valeurs A, et A4, de A, relatives aux complexes spéciaux de @,
sont alors réelles ou imaginaires conjuguées.

Nous supposons, en outre, sauf indication contraire, que les
valeurs 4, et A, peuvent étre distinctes ou confondues.

La droite principale H, dont il a été question au paragraphe 27,
est réelle.

On peut toujours choisir deux nouveaux complexes de base
de maniére que leurs axes soient réels et perpendiculaires, sans
s’imposer pour le moment qu’ils se rencontrent.

Adoptons maintenant un autre systéme d’axes trirectangles
de coordonnédes. Prenons I'axe des z sur 'axe d’un des nouveaux
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complexes de base et I'axe des z sur la droite H. Le plan yOs3
passera par I'axe du second complexe de base. Nous aurons alors,
pour le faisceau @, une équation de la forme

(110) AL+D; X+ 2(B:M+D-X+E;Y) =0,

dans laquelle les nouveaux coefficients A,, D,, B,, D,, E, sont
encore réels. On suppose A; 3£ 0, By 5% o.

Nous allons, en appliquant la méthode du paragraphe 27, 2°,
déterminer deux complexes 1’ et 1" de @ tels que leurs axes soient
perpendiculaires et concourants.

Les formules (97) et (98) s'écrivent ici

(r11) 1+ BINN =o,
(112) 2A: D+ Ay Do (W 4+ 0") 4+ 2B Es W W = o.
Considérons d’abord le cas de Dy 52 o.
On a
ron_ Af , v __ . A1Es—DyBs
(113) AN ——B_g’ )\+)\—2——-B2—D2-——'

Une équation du second degré détermine 1’ et 1’. Elle a son
discriminant positif. Donc les deux racines sont réelles et inégales.

Considérons maintenant le cas de D, = o.

Les deux complexes de base ont leurs axes perpendiculaires
et concourants, puisque celui qui est placé dans le plan Oz
rencontre Oz. Ils répondent a la question. :

Si, en plus, de Dy=o0, on a A;E,—D;By=o0, le probléme
est indéterminé. Il y a une infinité de couples de complexes de ®
ayant leurs axes réels, perpendiculaires et concourants (1).

Appelons g, et g1, comme au paragraphe 27, 2°, les axes de deux
complexes de ® satisfaisant aux conditions imposées, dans I'un
ou l'autre des cas envisagés.

Les droites g, et g1 sont ici réelles.

Soient C,, et C,, les deux complexes de ® dont les axes sont g, et ga;
vy et vy les paramétres, réels, de ces complexes. D’aprés une
remarque du paragraphe 27, 2°, C, et C, sont en involution,
si aucun d’eux n’est spécial.

(*) Nous étudierons spécialement ce cas particulier au paragraphe 50.
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Si Dy 0, nous prendrons de nouveaux axes trirectangles Oz,
Oy, Oz respectivement sur les droites &1, &2, H et nous choisirons
C,, et C,, comme complexes de base.

Dans tous les cas, nous aurons, avec ce choix d’axes et de complexes
de base, ramené I'équation de ® a une forme analogue a (110), mais

avec un coefficient de 21X égal a zéro, puisque I'axe g, de C,,
rencontre Oz. On a alors, d’aprés (12),

(114) V1=&1 Vs=§—f’
A,, Dy, B,, E, étant les coefficients des équations de C,, et de C

P
par rapport aux axes de coordonnges placés sur gy, g, et H.
L’équation réduite de ® peut s'écrire

(115) L+yX+2(M+vY)=o.

Le paramétre d’un complexe quelconque de ® est

Vi A%y,
(116) V=-'l—+)\-,—,

fonction homographique de 22, et les coordonnédes pliickériennes
de I'axe sont

vi—v, A(va—v), o, 1, |)\, o.

Appelons 11 le plan (g1, g2), qui est ici le plan zOy. .
A est le coefficient angulaire de la projection sur II de l'axe
du complexe de @ considéré. On voit que la cote de cet axe est

_ X(va—v1)
(117) =i

et l'on trouve, pour la surface lieu de Vaxe, un cylindrotde S,
d’équation

(118) Z(22+y2)+ (vi—ve)Zy =o.

&1 et g, sont les deux génératrices principales de S; et H en est
la droite double. L’origine O des coordonnées est le point principal
de S et les deux génératrices singulieres de S, qui correspondent

—V Vo — V.
ad=1 et:ll:——l,ontpourcotes“2 let — 2.

2
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SiI’on pose A = tgf, on a pour le cylindroide S

(119) y=xtgh, z=12—:2_—v—15in20.

Les valeurs A, et A, relatives aux deux complexes spéciaux de ®
sont données par I'équation
(120) " v+ Ave=o.

Nous supposons vs 7 0.
Nous avons

(121) A+ As=o0, )x%:l%:—

<'<
w0 i

A1 et A, sont des nombres réels ou imaginaires purs conjugués,
selon que les paramétres v, et v, de G, et de C,, sont de signes
contraires ou de méme signe.

Les cotes des axes A, et A, des complexes spéciaux de @ sont
égales, d’aprés (117), a =2, va.

32. Congruence linéaire base du faisceau. — Toutes les droiles
de la congruence linéaire B base de ® satisfont, en particulier, a

(122) L+vyX=o, M+vY=o,

équations des deux complexes de base de ®.
Si z, y, 5 sont les coordonnées cartésiennes d’un point d’une
droite de B, les coordonnées pliickériennes de cette droite sont

—v(8x—voy), —n(u&+ys), E V)T,
X —Va), V1i&+ Y3, v V»-+ 3%

Ces expressions ne sont pas valables pour vi=o0, y=35=0,
car elles deviennent toutes nulles.

La droite de B qui passe en un point quelconque d’une géné-
ratrice de S, autre que A, et Aq, la coupe & angle droit. En effet,
comme cette droite appartient 2 B, elle appartient a tous les complexes
de ®, donc au complexe non spécial de ® ayant pour axe la géné-
ratrice de S considérée. Rencontrant cet axe, elle lui est perpen-
diculaire.

Distinguons maintenant deux cas.

Cas de vy 7 0. — On a 4y =— k7% 0. Les droites A, et A, sont
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distinctes, réelles bu imaginaires conjuguées et symétriques par

rapport & gy et par rapport & g5. Ce sont deux génératrices assocides
de S.

Cas de vi=0. — On a A; =21, =o0. Les droites A, et A, sont
confondues avec gy. G, est spécial. Toute droite de B rencontre g1

B est alors l'ensemble des droites tangentes & S en tous
les points de la génératrice principale g,. En effet, la normale a S
en un point (z,, 0, 0) de g, a pour paramétres directeurs 0, — va, Z,.
Si (2, ¥, ) est un point d’une droite de B passant par (z,, 0, o),
on déduit de M+-v, Y =0 que ses paramétres directeurs z — z,, ¥, 3,
sont tels que

—ZyZ+V2 )y =0,

La droite de B considérée est donc tangente a S au point (2, 0, 0)
La génératrice g, appartient alors a B, c’est-a-dire a tous les
complexes de @, car elle satisfait aux deux équations (122), oit vy =o.

33. Faisceau ¥, de systémes de vecteurs associé & un faisceau ®
de complexes linéaires. — Soit W' un faisceau de systémes de
vecteurs associé au faisceau ® de complexes linéaires (voir §23, 4°).

A, et A, sont les axes centraux des deux systémes de vecteurs de ¥
qui se réduisent a un vecteur.

Considérons maintenant le faisceau W, de systémes de vecteurs,
associé & @, correspondant a I'équation (115) de @.

Portons sur chaque génératrice du cylindroide S, & partir de la
droite H, deux vecteurs respectivement égaux a la résultante générale
et au moment résultant en un point de cette génératrice du systéme
de vecteurs de W, dont elle est 'axe central. Soient P et P’ les
extrémités des deux vecteurs portés sur ladite génératrice. Comme
le moment résultant de ce systéme est le méme en tout point de la
génératrice, qui est son axe cenlral, on peut le calculer au
point (o, 0, 5) de H, z étant la cote de la génératrice, donnée
par (117). D’apreés le paragraphe B, les composantes de la résultante
générale sont 1, A, o et celles du moment a I'origine O sonty,, )\v,, o.

Le lieu de P est U'intersection de S et du plan z =1, perpendi-
“culaire a Oz. C’est une cubique i centre, dont les équations sont

(123) z=1, z=(v_zl-__—’-_v‘}%}’__
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Les coordonnées de P' sont
Z=v1+A3=V, y=Ava—3z=1Ny, 3.
Tenant compte de (119), on a

Vit Vo Vi — Vo
— = ——

cos260
et
v+ va\”? N (V1—"V"Y
(124) .Z‘——2-—' + 2" = —Z—-—.

Ainsi, le lieu de la projection de P' sur le plan z0x est une

circonférence dont le centre, situé sur Oz, a pour coor-
Vi—+ Ve

données » 0, 0, et qui passe par les points (v, 0, 0) et (v,, 0, 0).

Le lieu de P’ est donc U’intersection du cylindre circulaire (124)
et du cylindroide S. Ce cylindre est tangent & S en des points des
génératrices singuliéres de S.

Si l'on faisait jouer a C,,, et non a G,, le réle de premier complexe
de base de @, c’est-a-dire si l'on écrivait I'équation de ® sous la
forme

(125) M+v. Y+ AL+vX)=o0,

les lieux analogues aux précédents se déduiraient de ceux-ci par une

rotation de g autour de O z.

34. Couples de complexes de ® en involution. — Conservons les
axes de coordonnées et complexes de base qui viennent d’étre
utilisés, C,, étant le premier complexe de base. Supposons
vy 52 0, Vg £ 0.

Nous avons dit que G, et C,, sont en involution.

On déduit de (83), (113) et (120) qu’a tout couple de valeurs p
et ' telles que
?_1

r___ 2___
(126) = A =—

et différentes de ==1; correspondent deux complexes de ' ® en
involution.
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CHAPITRE 1II.

CONJUGUEES D’UNE DROITE PAR RAPPORT AUX COMPLEXES D’UN FAISCEAU.

35. Conjuguées d’une droite par rapport aux complexes d’un
faisceau. — Nous continuons a supposer dans ce chapitre que les
équations des complexes de base, données pour un systéme
quelconque d’axes trirectangles, ont leurs coefficients réels.

Prenons ensuite, comme au chapitre précédent, les axes de
coordonnées sur les droites principales réelles g., g,, H, et pour
complexes de base les complexes C,, et G, d’axes gy et gy.

Le plan IT est donc confondu avec le plan zOy.

Considérons une droite quelconque, réelle, D, qul ne rencontre
ni Ay, ni A,. D’aprés le paragraphe 29, le lieu des conjuguées de D
par rapport aux complexes de @ est une semi-quadrique Q,, qui
comprend D, A, et A;. La semi-quadrique complémentaire Q. est
formée des droites de la congruence B reucontrant D.

Nous allons écrire I’équation de la quadrique 'Q, qui comprend Q,
et Q..

Soient Ly, My, Ny, X,, Y,, Z, les coordonnées pluckériennes de D.
Celles d’une droite quelconque de B ont été données au paragraphe 32.
Posons

(127) l=Ly— v, X,, m = My— v, Y,.

La condition de rencontre de D et de droites de B se met facilement
sous la forme

(128) Zo(vi2°+voy*) + Noz*+ myz + 132 + mv,& — Ivay + vy vaNo = o.

Cette équation & coefficients réels est celle de la quadrique Q.

Cette surface passe par Oz, pour vi=o, c'est-a-dire quand A,
et A, sont confondus. Et, dans ce cas particulier, elle est tangente
au cylindroide S le long de Oz, puisque les droites de la
congruence B sont alors tangentes a4 S aux divers points de O z.

Si D n’est pas perpendiculaire & H, les trois droi‘tes D, Ay, A, de
la semi-quadrique Q,, lorsque A, et A, sont réelles et distinctes, ne
sont pas paralléles a un méme plan et Q est un kyperboloide & une

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 120, 4
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nappe. Cette conclusion subsiste quand A, et A; sont réelles et
confondues ou imaginaires.

Les coordonnées du centre de Q sont

l
(129) s=—r,  y= 2Zy

2 = 0.

Le centre de Q est donc placé dans le plan 11.
8¢ D est perpendiculaire @ H, on a Zo= 0; Q estun paraboloide
hyperbolique, dont'un des plans directeurs est paralléle au plan II.

36. Propriétés de la quadrique Q. — 1° La semi-quadrique Q,
est sa propre figure polaire réciproque par rapport & tout
complexe non spécial de ®.

C’est la conséquence de ce que toute droite de la semi-quadrique
complémentaire Q, appartient a la congruence lindaire base de @,
donc a tous les complexes de @, et, par suite, est sa propre conjuguée
par rapport a tout complexe non spécial de ®.

2° Soit @ le faisceau des complexes symétriques de ceux de @ par
rapport au plan II. Une droite (L, M, N, X, Y, Z) a pour symétrique

L=—L, M=—M, N=N, X=X, Y=Y, Z=—2Z.
Donc, au faisceau @ correspond le faisceau ® tel que

—L+vwX+ )\(—ﬁ+V2T) =o.

En revenant aux notations ordinaires, on voit que ® a pour
équation

—L4+wX+2(—M+vwY)=o.
ou

(130) L—vwX+A(M—v.Y)=o0.

On peut regarder ® comme ayant pour complexes de base les
complexes d’axes gy et g,, de parumétres — v, et — vy, formés des
symétriques par rapport & II des droites de C, et de C,. Son
cylindroide est symétrique de celui de ® par rapport a II.

On déduit de (28), (115) et (130) que tout compleze de ® (ou de ®)
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est son propre conjugué par rapport & tout complexe non spécial
de ® (ou de ®). Toul complexe non spécial de @ est en involution
avec tout complexe non spécial de ®.

Considérons, a nouveau, la droite D(Ly, My, ..., Z,), qui ne
rencontre pas, méme a l'infini, A; ni A,, et la quadrique Q corres-
pondante, d’équation (128). La symétrique, D, de D par rapport a If
a pour coordonnées plickériennes — Lo, — M, No, X, Yo, —Z,

Le complexe C de ® qui contient D est tel que

— Lo+ viXo+ A(—Mo+v2Yp) = ¢,
d’ou
{

(131) )\—.:—E.

Le complexe C de ® qui contient D est tel que
L0~—V|Xo+ )\(Mo—\ngo) =0,
d’ou

1132) N=— —.

II s’ensuit que les axes de C et de C ont des projections sur II
confondues, puisqu’elles passent toutes deux par O et ont méme
coefficient angulaire par rapport a la droite des x. Ces axes sont
symétriques 'un dc I'autre par rapport a II.

Compte tenu de (129), on voit que le centre de Q appartient ala
projection commune sur Il des azes de C et de C et il en estencore
ainsi pour toute droite, analogue 4 D, du méme complexe C.

3° Toutes les droites de Q, appartiennent au complexe C.
On voit d’abord que toute droite D’ de Q,, autre que A, et A,, est
la conjuguée de D par rapporl & un complexe non spécial C' de ®.

Mais D appartient au complexe C de @ et tout complexe de @ est son
propre conjugué par rapport & tout complexe non spécial de @, donc
par rapport a €. Donc D', conjuguée de D par rapport & &,

appartient 2 C. On vérifie directement que A, et A; appartiennent a
tout complexe de ® et, par suite, en particulier a C.

37. Cas particuliers. — 1° D n’est pas perpendiculaire a H et
rencontre H.
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I faut alors faire No= o dans (128). On a Z,5£ o.

Dans ce cas, la surface Q, qui est un hyperboloide & une nappe,
passe par la droite double H de S, qui est la droite des 5. On déduit
de (118) et de (128) (avec Ny=o dans cette derniére) que Q
rencontre S suivant une ellipse, dont la projection sur II est la
circonférence

(133) Lo(z°+)°)+mz—1ly=o.

Cette circonférence passe par O, et son centre a pour coordonnées

On voit, compte tenu de (129), que le centre de cette
circonférence est confondu avec le centre de I’ hyperboloide.

2° D est perpendiculaire a H et ne rencontre pas H.
On a alors

Zo=o0 et Nos% o.

La quadrique Q est un paraboloide hyperboliqgue. Son céne
asymptote se décompose en deux plans

(134) =0, lx+my+ Noz=o.

L’axe de Q, parallele a lintersection de ces plans, a donc pour
paramétres directeurs m, — [, o. D’aprés (132), on wvoit qu’il
est paralléle & Paze du complexe C de ® qui contient D et &
Uaxe du complexe C de ® qui contient D.

Cette propriété subsiste pour le paraboloide relatif a @ et a toute
droite remplissant les mémes conditions que D et appartenant,

comme elle, a C.

3° D est perpendiculaire & H et rencontre H.
On a

Q est encore un paraboloide hyperbolique et il passe par H.
Il a pour équation

(135) myz + 132 + mvix — lvey = 0.
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Il est équilatére. Un de ses plans directeurs est paralléle a IT et
I'autre perpendiculaire a II.

On démontre que Q jouit des propriétés suivantes :
/

a@. le sommet de Q est placé sur H;

b. la génératrice de Q perpendiculaire a H en ce sommet appartient
au cylindroide S relatif a @;

c. 'axe de Q est perpendiculaire a cette génératrice et 4 H;

d. il est confondu avec I'axe du complexe € de ® qui contient D.

4° Autres cas particuliers. — Quand D rencontre A; ou A,, ou
ces deux droites, on a des cas de dégénérescence de Q, dont 'étude
ne présente aucune difficulté.

38. Remarques diverses. — 1° Prenons des complexes de base
quelconques, a coefficients réels, et envisageons le probléme qui
a été traité dans le paragraphe 30 pour le cas de A, £ 1,.

Nous allons examiner le cas de A} = 1,.

Supposons que, des deux paramétres v, et v, des complexes C, et G, ,
ce soit v, qui soit nul (avec va£ o).

Les droites A; et A, sont alors confondues avec & C,,‘ est spécial.

La congruence linéaire B est formée des tangentes au cylindroide S
aux différents points de g, (§32). -

Soient D une droite quelconque, réelle, qui ne rencontre pas A ;
m la valeur de } correspondant au complexe m de ® qui contient D;
D’ et D” les conjuguées de D par rapport a des complexes non
spéciaux ¥ et )" de ®; My, M, M’, M" les points ou une droite MM,
de la congruence B rencontre respectivement A, D, D', D"; m' et m"
les valeurs de A correspondant aux complexes m' et m" de ® compre-
nant respectivement D' et D”.

La quadrique Q relative a D est tangente au cylindroide S le long
de A; (§35).

Considérons le plan (D', MM, ) tangent 4 Q en M'. Si’on prend 2"
tel que

(Mg, M, M', M") = ()‘h W, m,7 )‘m)i

D’ et D” sont conjuguées pax'- rapport au complexe non spécial A" de ®.
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Posons, d’une maniére générale,

I
Be=

La formule (82) nous donne

(136) Bm -+ pm': 2 [3).'; ﬁm."" pm" =2 @p
et
(137) Binr+ Bmr= 28~

On déduit de (136) et (137) la relation
(138) Bm =+ Bm+ Bmr= =+ Bar =+ Brm.

Elle sera généralisée dans le paragraphe 49, 2°.
Les formules (136) donnent B, et s pour 3,, B,, et By» donnés.
Portant les valeurs de B,/ et B,,» dans (137), on a

(139) S‘A"’= ﬁ)\'-i- {j'l\”— ﬁm-

Des remarques analogues a celles du paragraphe 30, 2° (relatives
au cas de A, £ A;) ne peuvent pas étre faites ici, puisque, pour Ay = 1,,
il n'y a pas dans @ de couple de complexes en involution.

2° Supposons maintenant que A; et A, peuvent étre distincts ou
confondus.

Soient D une droite quelconque, réelle, qui ne rencontre ni A4,
ni A,, ni H; D’ et D" les conjuguées de D par rapport aux complexes
non spéciaux A’ et 1" de @; P’ et P" les plans paralléles a H passant
respectivement par D' et D”; L' et L” les droites de la congruence
linéaire B siluées respectivement dans les plans P’ et P’.

" D' et D" appartiennent a la semi-quadrique Q, relative 2 D. Elles
ne sont donc pas situées dans un méme plan et ne rencontrent pas H.
D' perce le plan P” en un point E et D" perce le plan P’ en un point F.
La droite EF, intersection des plans P’ et P, est paralléle a H.

L' passe par F. En effet, L' appartenant au plan P’ et a Ia
congruence B, passe par les péles de P’ par rapport a tous les
complexes de ®, donc en particulier par le pole de P’ relatif au
complexe ' de ®. Ce dernier péle est situé sur D. Donc L/
rencontre D et, par suite, appartient a la semi-quadrique Q,,
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complémentaire de Q,. Elle rencontre D’ qui appartient a Q.
Elle passe donc par F.

De méme L" passe par E.

Soit A" la valeur de A correspondant A la génératrice AC du
cylindroide S passant par le point A ou la droite EF perce S.
EF étant perpendiculaire a l'axe AC du complexe 1" de @ et le
rencontrant appartient & ce complexe.

Le pole du plan P’ par rapport au complexe 1" de @ est donc placé
sur EF. Il doit étre aussi sur L/, droite de la congruence B située

A

Fig. 1.

dans P', puisque L' appartient au complexe 1" de ®@. Donc ce péle
est F.

De méme le pole du plan P’ est E.

D’aprés les hypothéses faites, le complexe 1" de @ n’est pas spécial.

La conjuguée de D' par rapport au complexe 2" de @ est la droite
de la semi-quadrique Qy, qui passe par F. C’est donc D".

D’ et D’ sont donc conjuguées par rapport au complexe A" de ® que
nous venons de déterminer géométriquement.

Les projections sur II des axes des complexes ', ", 1" de ® passent
respectivement par les intersections des projections sur Il de D et D/,
D et D", D' et D".

On peut vérifier, par le calcul, que cetle détermination de X" donne
le méme résultat que (105) pour A; 5% A, et (139) pour 4, =1X,.
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3° Prenons des axes de coordonnées sur les droites principales g1, g,
et H, et adoptons G,, et C,, comme complexes de base.

Supposons 3£, ce qui, avec les axes particuliers de coor-
données et complexes de base choisis, correspond &

vi#Z o, Ve 7 0, hM=— a5 o0.

Considérons le cas ou les complezes X et X' de ® ont pour azes
deux génératrices associées de S. On a alors

N =3,
avec, d’aprés (121),
do=—2dy, ANl=Al=— L.

Vo
Soit m la valeur de A correspondant au complexe non spécial de ®

comprenant D. On a
N — 7 N— Ay

R Pl Ly v
I SR Y
MEWOS T V=N
ooy =1.
D’ou, en vertu de (105),
I
=
et
(140) W=—m

A" est donc indépendant de ) et les axes des complexes m et A"
de @ sont des génératrices assocides de S.

Pour les deux complexes de base C,, et C,, on a A=0, A =00,
— A
="
On voil, compte tenu de (76), que les complexes X' et A" de @ sont
conjugués par rapport & G, et par rapport & C,,. D'ailleurs, le
complexe ' de @ est alors le syméirique du complexe 3" de @ par
rapport & g, el par rapport a g,.

Considérons maintenant le cas ou N3+ )\>=o.

On a alors

. A A 5
et les coefficients « = - correspondants sont égaux a —1 et a 1.

ayroyn=—1,
o) m= !

= am’

T30

)\m=___i_'

(1) =t



COMPLEXES LINEAIRES. 57

Cette quantité est indépendante de V. Les deux complexes —m

)\9 o . . .
et — —~ de @ sont en involution, ainsi que le montre (126).

4° Conservons les axes de coordonnées et complexes de base du
paragraphe précédent.
Supposons

)\1=)\==V(=O, ngﬁo.

Dans le cas de N=—14", on a encore "= — m, ainsi qu’on le
déduit de (139). Le complexe V' de ®, symétrique du complexe A"
de @ par rapport a4 g, et par rapport & g, est le conjugué de ce
dernier par rapport 4 C,,, comme on le voit par (82).

CHAPITRE 1V.

SUITES ET CYCLES DE COMPLEXES LINEAIRES CONJUGUES.
CAS OU LES EQUATIONS DES COMPLEXES DE BASE ONT LEURS COEFFICIENTS REELS.

39. Définition des suites et cycles de complexes linéaires
conjugués. — Dans ce chapitre, le systéme des axes trirectangles de
coordonnées est quelconque.

Supposons donné un complexe linéaire non spécial quelconque, C,,
dont 'équation a ses coefficients réels. Parmi les oo* faisceaux compre-
nant C,, prenons un faisceau ® quelconque, mais dont les complexes
de base ont des équations a coefficients réels, le second complexe de
base au moins n’étant pas spécial.

As et A, sont réels ou imaginaires conjugués.

Soit p, la valeur réelle de A correspondant au complexe C;. Don-
nons-nous arbitrairement une autre valeur réelle p,, différente de 3,
et de A,, a laquelle correspond un autre complexe non spécial C, de ®.

Cherchons le complexe linéaire C; conjugué (polaire réciproque)
de C, par rapport a C,. De (28) on déduit que C; aussi appartient
au faisceau ® et n’est pas spécial.

Cherchons maintenant le complexe lindaire G, conjugué de G, par
rapport & C;. Il appartient également & ® et n’est pas spécial.

En continuant & procéder ainsi, nous obtenons une suZte ou, quand
celle-ci se ferme, un ¢ycle de complexes linéaires conjugués.
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Si donc I'on désigne par C; le complexe de rang j d’une suite S de
complexes linéaires conjugués, Cj,, est, par définition de S, le
conjugué de C, par rapport a C,.,4, quel que soit j.

Dans un cycle de p complexes linéaires conjugués, ceux-ci pos-
sédent la propriété précédente, et, en outre, C, est le conjugué de
€y par rapport a G, et C, le conjugué de C, par rapport a C,.

Chaque suite ou cycle appartient a un faisceau.

40. Suites de complexes linéaires conjugués dans le cas
de A, 3£ A5. — Partant de G, et de C,, déterminons dans ® une suite S
de complexes linéaires conjugués C; correspondant a des valeurs p,
de A,

Posons, d’une maniére générale,

_ P'I'_)‘i_
(142) a/_y.]—)»

On &, d’aprés (76) et (77), quel que soit 7,

(143) (M, A2y 1y, Bjrt) = (R, Aoy Py, o) = (A1, hey fay M2),
(144) @jdjpe = aljy.

Les a; forment donc une progression géométrique, dont le
premier terme est «, et la raison, :—: Aucun des complexes C; n’est
spécial.

Quels que soient j et un autre entier positif m, C, et C, .y, de S
sont conjugués par rapport & Cj. .

De S on déduit des suites analogues, appartenant a ®, notamment
en remplagant chaque complexe de § par le complexe de ® en invo-
lution avec lui, ou en nec faisant ce changement que de deux en deux
complexes.

Si A, et ), sont réels, comme nous nous donnons P et pg réels,
tous les a; sont réels et il en est de méme des ;. Une suite infinie de

complexes de @ tend alors vers le complexe spécial dy de ® si g—’l’l <1,

ag

et vers le complexe spécial A, de ® si
ay

>1.

Supposons maintenant A, et ), imaginaires conjugués. Nous
nous donnons encore ., et pq réels. Les modules de a, et de a4 sont



COMPLEXES LINEAIRES. 59

donc égaux & 1. 11 en est, par suite, de méme des modules de tous
les a;. Et a chaque a; correspond un p; réel. Posons

3] . .
— =C0s ¢ + I sin p = el?,
a1
1 — A = a(cos ¢ + i sin §) = ael?,
avec 9, @, Y réels. On trouve

p—le=ae ¥, oy =etY, oy = el2d+/)
et

a sin‘]—q)
2

(145) Mjpt = B — —————— ¢
sin ("—2 -+ ¢)

2
41. Cycles de complexes linéaires conjugués dans le cas

de A; £ Xy. — Imposons-nous que la suite S comprenne p complezes
distincts et se ferme, c’est-a-dire que

tlp_+_1 = 0, 0!p+g=ao, e e

Il en est ainsi quand la raison p de la progression géométrique
des a, est une racine primitive p*™° de 1, ¢’est-a-dire quand

2kn 2kx
146) = €08 —— I sin —
(rd P 12

avec k entier positif premier avec p.

S est alors un cycle de complexes linéaires conjugués, de p com-
plexes distincts. .

On ne peut avoir un tel cycle, avec des valeurs réelles pour p., pa,

., Ppy que si A, et}y sont imaginaires conjugués, puisqu’il faut que
la raison soit imaginaire et de module égal a 1.

Donnons-nous y; quelconque et employons d’aberd la racine

(147) Pi=c0537—5+isin?—7—c'
P P

Soient Gy, C,, ..., C;, Ciles complexes ainsi obtenus successive-
ment. On a, par (79), pour deux complexes quelconques CjetCjiim
de ce cycle,

(148) Whjem = 40 Wjrm COS? ",'np—ﬁ ’
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W), Wjym, W), j+m étant les quantités relatives a C, et C;,n, et analogues
4 0y, 0y, Wy, des formules (26) et (27).

Employons maintenant la racine p; = p¥, avec & premier avec p.
Nous retrouvons tous les complexes obtenus avec py, mais, en partant
de C,, dans lordre Gy, Ci4, Cotia, - ...

Si nous utilisions une racine px = p}’, avec A’ non premier avec p,
nous ne retrouverions plus tous les complexes obtenus avec p;. En

articulier, pour air et & =2, on n’obtient, en partant de (CH
p » pour p p > ) p ,
que C, et C‘I% 1 en involution.

En faisant dans (148), p =3, j = 1, m = 1, on retrouve la derniére

formule du paragraphe 13.

42. Suites de complexes linéaires conjugués> dans le cas
de A; = A,. —'Posons, d’'une maniére générale,

I

T

Reportons-nous aux formules (82)

Nous voyons que les quantités B; relatives & une suite de com-
plexes linéaires conjugués appartenant & ® forment une progres-
siori arithmétique.

Il v’y a pas alors dans ® de cycle de complexes linéaires
conjugués, car 'égalité 1,y = p, entraine py = pa = ... .

CHAPITRE V.

SUITES ET CYCLES DE COMPLEXES LINEAIRES CONJUGUES.
CAS OU LES EQUATIONS DES COMPLEXES DE BASE
ONT LEURS COEFFICIENTS REELS OU IMAGINAIRES.

43. Suites de complexes linéaires conjugués dans le cas
de A, 52 A5. — Dans ce chapitre, le systéme des axes trirectangles de
coordonnées est quelconque et les complexes de base sont quel-
conques, le second au moins n’étant pas spécial.

La théorie exposée dans le chapitre précédent reste applicable,
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mais on suppose, ici, que les équations des complexes de base ont
leurs coefficients réels ou imaginaires. Les valeurs ), et Ay, quand
elles ne sont pas toutes deux réelles, peuvent donc n’étre pas imagi-
naires conjuguées.

Dans ce paragraphe, nous envisageons le cas de Ay 7 k.

Posons toujours, d’'une maniére générale,

— X
(149) o, = By =21,
My — PR
Si les «; forment une progression géométrique, nous avons encore
une suste de complexes linéaires conjugués.
Considérons une suite de valeurs y; telle que

(150) ' 21y = Ay + ke — i( 1 — A2) tg 6,

les angles 0; formant une progression arithmétique de raison y quel-
conque. On a

(151) (My Aoy pjy pj) = (i, — i, tghy, tg 0j'+i) =e .

Cette derniére quanlité est une constante, indépendante de j. La
relation (151) montre que les complexes Cy, Cy, ..., Cj, Cjiu,-. .
forment une suite de complexes linéaires conjugués

La raison de la progression géométrique constituée par les «; est
alors e,

Quand , et A, sont imaginaires conjugués, M + Ay et £(Ay —2y)
sont réels et I'on a des p; réels pour des 0; réels. C’est ce qui a lieu,
en particulier, quand les équations des complexes de base ont leurs
coefficients réels et ce résultat est en accord avec ceux du chapitre
précédent.

Revenons au cas général.

Soient H la perpendiculaire commune aux axes de tous les com-
plexes de @; I, Iy, Py, Py, ..., Py, ... les plans passant par H et
respectivement par les axes des deux complexes spéciaux de @ et par
les axes des complexes d’une suite S; A, A, B, By, ...,Bj ... les
intersections de ces plans et d’une droite d paralléle au plan II, sans
Pétre a la droite H.

Les paramétres directeurs de I'axe d’un complexe quelconque A
de ®@ sont des fonctions lindaires du coefficient A.
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Le plan passant par H et par 'axe de ce complexe aura donc une
équation de la forme

(152) W + A2 =0,

@y =0 et @, =0 étant les équations (87) des plans qui passent

par H et, en outre, respectivement par les axes des complexes de
base de ®.

Le point oa d perce le plan (152) est tel que chacune de ses coor-
données cartésiennes est une fonction homographique de A. On a,
compte lenu du paragraphe 28,

(A, A%, Bj, B, 1) = (i, Do, Py, 7 +1) = const.

A’ étant a l'infini, il vient

AB KBy _ (B Y
(153) ——_—’)_ﬂ = const., ___i:' = __;
AB, AB, AB,

44. Cycles de complexes linéaires conjugués dans le cas
de Ay 5£1;. — Sil'on prend y= %, avec k entier positif premier

avec p, on a un cycle de p complexes linéaires conjugués. La raison
okmi
de la progression géométrique des o, est alorse 7, qui est une racine

primitive p'*™¢ de 1.

45. Cas de Ay =1,. — Les indications du paragraphe 42 restent
applicables.

Les plans II, et I, du paragraphe 43 sont ici confondus. Les coor-
données cartésiennes des points By, B, ..., Bj, ..., relatives a
chacun des trois axes de coordonnées, forment une progression
arithmétique et, si la droite 0 n’est pas isotrope, les points By,
B, ..., Bj, ... sont régulierement espacés.

46. Remarque sur la transformation homographique ou dualis-
tique. — Nous avons signalé-au paragraphe 23,3°, que la transfor-
mation homographique ou dualistique la plus générale transforme un
complexe linéaire en un complexe linéaire el un faisceau @ de tels
complexes en un faisceau @' analogue. Nous avons dit également que
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si'on prend pour complexes de base de @' les transformés de ceux
de @ et si I'on donne & A la méme valeur dans les équations de @ et
de @', on obtient deux complexes dont le second est le transformé du
premier. Les complexes spéciaux de @ se transforment en les com-
plexes spéciaux de @', puisque la transformation homographique ou
dualistique transforme des droites concourantes en droites concou-
rantes. Le rapport anharmonique constant (A4, Ay, ), Pj+1) d'une
suite ou d’un cycle de complexes conjugués de ®, dans le cas de
A7}y, oule rapport anharmonique constant (A, )1, Bojy Poyae) =—1
d’une suite de complexes lindaires conjugués de @, dans le cas de
Ay =24, se conserve dans la transformation. Le transformé d’une
suite ou d’'un cycle de complezes linéaires conjugués de ® est donc
une suite ou un cycle analogue de @'

CHAPITRE VI.

PRODUITS DE TRANSFORMATIONS PAR POLAIRES RECIPROQUES
RELATIVES A DES COMPLEXES LINEAIRES D'UN FAISCEAU.

47. Produits de transformations par polaires réciproques relatives
4 des complexes linéaires d’un faisceau. — Dans ce chapitre, sauf
indication conlraire, le systéme des axes trirectangles et les deux com-
plexes de base sont quelconques. On suppose toutefois que ces
complexes de base ont des équations & coefficients réels et que le
second, au moins, n’est pas spécial.
Soient By, By,, ..., By, - .. les transformations par polaires réci-
proques relatives respectivement aux complexes non spéciaux py, p,
- <y My - - - de @ correspondant a des valeurs py, pra, ... ), ... ded;
T)=%,%,,...Ble produit des transformations ®,,%,, ..., By,
utilisées dans cet ordre.
T; est une transformation homographique ou dualistique selon
que j est pair ou impair.
" Elle transforme chaque droite de la congruence B en cette droite.
Ona
T/ =By, By, .. By,
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Nous utiliserons surtout les formules (105) et (13g9). Nous les
avons élablies, aux paragraphes 30,1° et 38,1° en considérant une
droite D réelle, pour que I’équation de la quadrique Q soit a coef-
ficients réels. Mais le principe de continuité est évidemment appli-
cable. Les formules (105) et (13g) expriment qu'en calculant les
coordonnées pliickériennes de D" soit en partant de D, soit en partant
de D' (les notations étant celles des paragraphes précités), on obtient
les mémes résultats. On n’a & calculer que des expressions ration-
nelles de %', 1, 1" et des coordonnées pliickériennes de D. Rien n’est
changé dans ces expressions quand la droite D est imaginaire. Les
formules (105) et (139) sont donc valables pour une droite réelle ou
imaginaire, qui ne rencontre, méme a U'infini, ni A, ni A,.

Nous allons traiter séparément les cas de A; 2%, et de Ay =2,.

48. Cas de A; £%y. — Les axes A, el A, des complexes spéciaux
de @ sont distincts.

1° Soit D; la transformée par T, d’une droite quelconque D, quine
rencontre ni Ay, ni A,.
Posons encore, d'une maniére générale,

Br—M
(154) o= _PT:)‘—Z
et soit a, la quantité analogue correspondant au complexe 1, de @ qui
comprend D,.
Considérons d’abord D, et D, comme les conjuguées de D, par
rapport aux complexes p et py de @. D, et D, sont donc conjuguées
par rapport A un certain complexe non spécial k, de ®. Posons

(155) op, =

Considérons ‘maintenant D, et D, comme conjuguées de D, par
rapport aux complexes p; et k» de @ et appliquons (105) en y faisant

A= 11, N — kn, W = o,

puisque D, et D, sont conjuguées par rapport au complexe p, de @.
On a donc

oy ax,
ao

Ay =
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et
(156) = 222,
%

De méme, D, et D, sont conjuguées par rapport au complexe non
spécial k; de ® tel que, si I'on pose

v = =
Rl Sy
on a
Qg ay
Ak, = —aT-
2

Tenant compte de (156), il vient

(157) u, = —;

Cette derniére formule ne renferme pas «,. Elle est donc indé-
pendante de D,,. :

Elle a été établie avec I’hypothése que Dy ne rencontre ni Ay, niA,.
Mais, puisque la transformation %;, relative au complexe k; de @ et
la transformation T, = %, ®,,B,, donnent la méme transformée pour
chaque droite remplissant les mémes conditions que Dy, on voit
d’abord qu’elles transforment en un méme plan tout point qui n’est
placé ni sur A,, ni sur A,, et en un méme point tout plan qui ne ren-
ferme ni Ay, ni A,,. On remarque ensuite qu’elles transforment toutes
les deux un point P quelconque de A,, par exemple, en le plan (P, 4,)
et un plan quelconque passant par A,, par exemple, en le point ou ce
plan coupe A,. Les équations de ces deux transformations dualis-
tiques sont donc identiques.

On a ainsi
(158) Ty = By,
De méme
Ts = Bk, By, By,
On a donc
(159) Ts = By,
avec

ks — )y = Ak, %5
k; — ;\2 [-79
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O =
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et, compte tenu, de (157)

oy agas
(160) Ak, = T;:;_ .

Soit un élément de conlact constitué par un point P, qui n’estsitué
ni sur Ay ni sur A, et par un plan (P,, d) ne passant ni par A; ni
par A,, d étant la droite de la congruence B située dans ce plan.
®, donne un plan (P,, d') et un point P,, d’ étantla droite de B pas-
sant par P,. Adoptant des indices correspondant & ceux-des pro-
duits T; de transformations, on a les transformés sucessifs de P, et
(Po, d) indiqués sur les deux lignes suivantes :

Py, (Py, d'), P, (Ps, 4),
(P, ), Py, (P, d), Ps,

Py, P, P,, ... sont situés sur d' et Py, Py, Py, ..., sur d. Les
plans (Py, '), (Ps, d'), ..., passent par d' et les plans (P,, d),
(Pa, d), ..., par d, ainsi que le rappellent les notations.

2° Supposons n impair quelconque > 1.

Considérons la quantité k, telle que

kn— i ayazag...a
(161) ap, = i ®iads "
kn—ho  agay ...0np_y

On voit que la transformation T, =%, G, ..., , ici dualis-
tique puisque n est impair, est égale & la transformation par
polaires réciproques %, , relative au complexe non spécial &k, de ®
correspondant a la valeur &, de A définie par (161). Donc

(162) Tr = ®,-

T, est réciproque, c’est-a-dire que Tp =T,'.

Comme les équations des complexes de base sont supposées a
coefficients réels, A, et A, sont imaginaires conjugués ou réels.

Si puy pa, ..., 2o sont réels, ay, aa, ..., @, et, par suite, a;_ sont
des quantités imaginaires de module égal a 1 ou des quantités réelles,
et, dans les deux cas, la quanlité k, est réelle.

Revenons au cas de p4, pa, ..., g, réels ou imaginaires.

Soient a,, a}, a), ..., @, les quanlités « relatives aux complexes
de ® qui comprennent respectivement Dy, Dy, D,, ..., D,.

D’aprés (161), on a

Qo3 oo App == Qo Wy oo a;,,_.uzkn.
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Multiplions les deux membres de cette égalité par le pro-

duitayay...qa, et, tenant compte de (76), remplacons dans le membre
de gauche o2, a2, ..., a2 par aea, aya,, ..., o4, Il vient

ROR{AY L Oy =y o . Ky,
Cette relation étend la formule (107).

3° Supposons maintenant n pair.
T est alors une transformation homographique. On a

(163) Tp= T Bu,.

Comme n— 1 est impair, on a

(164) Tr =%,
avec
= Apn—y — )y LI
nmtT kn_] — Xo - Aoy, .. Qp—o
Donc
(165) Tn=%, By,

On voit, en appliquant (156), que D, et D, sont conjuguées par
rapport 4 un complexe non spécial £ de @ tel que

e k—%  wa,
k= k—)\z - a;n_i
donc tel que
AoA>.. .0,
Q= —
AyA3. . Opy

Ce complexe varie avec ,, mais si ’on se donne

7R 2N P
(166) anp= T
la transformée de chaque droite D, par T, est déterminée.

On peut, en prenant les complexes spéciaux de @ comme
complexes de base et en utilisant (165), mettre les équations de T,
en coordonnées homogénes, sous une forme télle que leurs coefficients
soient des expressions linéaires de a,.

Pour n pair, la transformation_homographique T, ne dépend
donc que de a,.
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Les valeurs de a,, pour T, et T;', ont un produit égal & 1, d’aprés
(166), puisque

Trn=Bp,By.... By, etque T;'=%By,...5,,5,.

Gy, transforme Ay en A, et By, transforme ensuile A, en A,. De
méme pour A,. D’autre part, chacune de ces transformations et, par
suite, T, transforment toute droite de la congruence B en elle-méme.
Donc, dans T,, chaque point de A, et de A, se transforme en
lui-méme.

Chacune des droites A, et A, est donc un aze (ponctuel et
tangentiel ) de T,.

On sait qu’un élément (point, droite ou plan) qui se transforme
en lui-méme est appelé, par certains autcurs, élément uni de la
transformation homographique.

Prenons les axes de coordonnées sur les droites principales g4,
&2 H relatives a ® et choisissons C, et C,, comme complexes de
base.

On a alors

ho=— Ay, vy = — Aj Vo, avec v, # o, V2 #Z 0.

D’aprés les paragraphes 23, 1° et 2°, le changement d’axes de
coordonnées el de complexes de base ne modific pas a,.

Les équations de T,, déduites de (165), sont, cn coordonnées
homogénes,

z'=\(an+1)z + (ap—1)y,
Y= (a,—1z+ A (a,+1)y,
=N (an+1)3— vy (@— 1)t
wi'=  (@n—1)3+ 2 vr(a+1)t.

Pour @, 74 1, on peut poser

a,+1

Cn=)\‘
n—1

et les équations de T, peuvent s’écrire

r=chz+y,
"=Az+c
(167) T
3 =cpz — i,
vol'=  Z -+ vaCyl.
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L’équation caractéristique de T, a deux racines égales & c,+ A,
et deux racines égales a ¢, —1,, valeurs auxquelles correspondent
respectivement les droites A, et A,.

Tout plan P perpendiculaire 4 H (donc paralléle au plan H) se
transforme en un plan P’ perpendiculaire a H. Deux droites paralléles
quelconques de P se transforment en deux droites paralléles de P'.

Considérons le tétragdre (ce terme étant pris dans le sens général)
formé par les deux plans passant par H et respectivement par A,
et Ay et les deux plans perpendiculaires @ H et passant respecti-
vement par Ay et A,. Avec le systéme particulier d’axes de coor-
données qui vient d’étre adopts, ces plans ont pour équatiohs

Yy—Mz=o, Y+ rnxr=o, 3 — Ayl = o0, Z 4+ Ay Vet =o.

Les coordonnées tétraédriques correspondantes du point A (z, Y1 5,0)
et de son transformé A'(#/, y/, 2/, ¢') peuvent étre prises égales, a un
Sacteur commun arbitraire prés pour chacun de ces points, aux
valeurs suivantes :

X=J’—'>-1-7«‘, Y=}’ +).1.’L', Z=:—-)\‘vﬂ, T=z+)\1v1t,
X'=y —\a, Y=y+MNz, L =35 —\vt, T = 5"+ Ayvot'.

Et les équations de la transformalion homographique T,
deviennent

(168) X=X, Y=a,Y, 2=, T=a,T.

On obtient les équations de T,' en remplagant a, par ::— dans les
n
équations de T, ce qui revient & remplacer ¢, par — ¢, dans (167).
Pour vy, Vo, [y May - ..y Mo Téels, AT= — :i est réel, a, est une
quantité imaginaire de module égal 4 1 ou une quantité réelle, c, est
v z z
37 Téels, ona o,
Revenons a des axes de coordonnées et a des complexes de base
quelconques, dans les conditions indiquées au début de ce chapitre.
Dans tout plan passant par A, (ou A,), il y a un aze d’homologie
qui est A; (ou A,) et un centre d’homologie placé sur A, (ou Ay).
Soient A un point quelconque non situé sur A, ni sur A,; d la
droite de la congruence B passant par A; A, et A, les points oi d
coupe A; et A,. L’homologue A' de A dans T, est situé sur d.

) ) - z Yy 7
réel et 'on vérifie que, pour 7 ran réels.
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Considérons le plan polaire & de A par rapport au complexe k,_,
de ®. Au point A correspond, dans ¥, _, le plan m. Dans %, , au
plan @ correspond son péle par rapport au complexe px, de @, péle
qui est 'homologue A’ de A dans T, en raison de (165). Ainsi, pour
.des valeurs de 2 égales a k,_, Pny A1y Ay, le pole du plan  est placé
respectivement aux points A, A’, A,, A, de d. Donc

(A, Aoy A A = (0, 2oy Ry 4a)-

N . . R, o

Mais le dernier rapport anharmonique est égal a a1, done a ay.
n

Par suile,

(169) (A, As, A, A))=aq,.

On peut aussi déduire cette relation de (168).

Pour d fixe, A et A’ forment sur d deux divisions homographiques,
dont A, et A, sont les points doubles.

T, est une homologie biaziale ou- homographie biaxiale
(elliptique si les droites A, et A, sont imaginaires conjuguées;
hyperbolique si elles sont réelles).

Pour a,==1, on a la transformation identique.

Pour a,=—1, la transformation T, est involutive (c’est-a-dire
réciproque).

4° Supposons que les complexes non spéciaux .y, pa, ..., o de ®
soient les 1%, 2°, ..., n'™® complexes d’une suite S de complexes
lindaires conjugués appartenant a ®.

Pour n impair > 1, on a

(170) kn= LYNRE

:

En effet, dans une suite 8, les quantités ay, s, ..., @j, ... sont
en progression géométrique de raison p = ,S*- Donc, d’aprés (161),
1

n—1

9
%Ry = %1P =Gy
2

Et (150) en résulte.

5° Supposons maintenant que les complexes non spéciaux p,
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Bay +oey tn de @ soientles 177, 20, ..., plome complexes d’un cycleT d’un

nombre pair nde complexes lméalres conjugués.
n

Onaicip’=—ret, par suite, en vertu de (166),

(171) a,=-—1.

A et A’ sont alors conjugués harmoniques par rapporta A, et A,.
La transformation homographique T, est involutive.

Posons T, = H.

Soit & I'ensemble des cycles de ® dont le nombre des complexes
est pair.

& comprend notamment tous les couples de complexes de ® en
involution.

La transformation homographique Hy est la méme pour tous
les cycles de &, puisqu’elle admet toujours les mémes axes A, et A,
el que a, est toujours égal 4 — 1.

49. Cas de A, =1,. — Les axes A, et A, des complexes spéciaux
de ® sont alors confondus.

° Posons encore, d’une maniére générale,

(172) B= l;;‘_l;—)”
Soit By la quantité analogue correspondant au complexe p, de ®
comprenant la droite Dy, qui ne rencontre pas A,.

Considérons d’abord D, et D, comme les conjuguées de D, par
rapport aux complexes p et gy de @. D, et D, sont done conjuguées
par rapport a un certain complexe non spécial k. de ®, d’aprés le
paragraphe 38,1°. Posons

P 1
(173) j‘, /('v—-—/|

Considérons maintenant Dy et D. comme conjuguées de D, par
rapport aux complexes p, et ky de @ et appliquons (139) en y
faisant

S m
W=y, A= ko, W= u», m = y,.

(174) Bry= Bo+ fa— B1.
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De méme, D, et D; sont conjuguées par rapport au complexe non
spécial k; de @ tel que, si l'on pose

I
im0,

(175) B, =
on a
Bry= o+ Bs— B,
D’ou, tenant compte de (174),
(176) Prs= B+ [ — .

Cette derniére formule ne renferme pas .. Elle est donc indépen-
dante de D,.

Elle a été établie avec I'hypothése que D, ne rencontre pas A;.
Mais, puisque la transformation %, relative au complexe kyde @ etla
transformation Ty = B, ©, B, donnent la méme transformée pour
chaque droite ne rcncontrant pas Ay, on voit d’abord qu’elles trans-
forment en un méme plan tout point qui n’est pas placé sur A el en
un méme point tout plan qui ne renferme pas A;. On léve ensuite
facilement les restrictions. Les équations de ces deux transformations
dualistiques sont donc identiques.

2° Supposons n impair quelconque > 1.
Considérons la quantité &, telle que

(177) ?ﬁ];n= ﬁ =(;3|+ (52—0—...—!— {5,,)-——({59-0- (35+...+ 311—1).

On déduit, par des applications de (176), que la transformation
Tp=%,%,,. ..9B,, ici dualistique puisque n esl impair, est égale
& la transformation par polaires réciproques %, relative au
complexe non spécial &k, de ® correspondant a la valeur k, de 2
définie par (177).

Donc
(178) T,= %,

T, est réciprogque.

Soient B3y, 8, ..., B, les quantités f relatives aux complexes de @

qui comprennent respeclivement Dy, Dy, ..., D,.
D’aprés (177), on a

Bi+Bs+...+ Bu=Fa+ Br+. .4 Buey + B
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Ajoutons B, + B3+ ...+ Ba aux deux membres de cette égalité et,
lenant compte de (82), remplagons dans le membre de gauche 28,,
25-" Tt 26" par 50+ﬁ1’ ﬁ +ﬁ:’ . ,ﬁn— +ﬁn Il vient

Bo+BL+PBo+...4 Bl =Bi+ Bo+...o Bn—+ Brn-
Cetle relation étend la formule (138).
Si I'on prend de nouveaux complexes de base (dont le second au

moins n’est pas spécial), k, prend une nouvelle valeur, mais on
vérifie que le complexe de ® correspondant reste le méme.

3° Supposons maintenant n pair.

T, est alors nne transformation homographique. On a
(179) Trh=T,_1%y,.

Comme n — 1 est impair. on a
(180) Ty—1=%4,_,
avec
(181)  fr,—, = #/—. = (Br Brtn v Brs) — (Bat Pato . o Bus).

Donc
(182) Th= %, By,

On voit, en appliquant (174), que D, et D, sont conjuguées par
rapport a un complexe non spécial k de @ tel que

(183) Be= ¢

= Bo+ Bn— Bhnsr

donc tel que

(184) Br=(Bo+ B2t Bn) — (Br+ Bat.. .+ Bues):
Ce complexc varie ayec 3o, mais si I'on se donne

(185) n=(PBa+ Bt Bn) —(Br+ P+ 4 Bnmr),

la transformation a faire subir a chaque droite analogue a Dy, pour
effectuer T, est parfailement déterminée.

Si I'on prend de nouveaux complexes de base (dont le second au
moins n’est pas spécial), B, et b, prennent de nouvelles valeurs,
mais on vérifie que le complexe défini par (184) reste le méme.
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A, appartient ici a la congruence linéaire B (voir fin du para-
graphe 32) et, par suite, a tous les complexes de @.

Donc ;,_, et B, et, par suite, T, transforment la droite A, en
elle-méme.

Toute droite de la congruence B est située dans le plan tangent au
cylindroide S au point ou elle rencontre I'axe A, confondu ici
avec gy.

Dans T, elle se transforme en elle-méme et, par suite, tout point
de A, se transforme en lui-méme; il en est ainsi également pour tout
plan passant par A,.

La droite A, est donc un aze (ponctuel et tangenticl) de T,.

Dans tout plan passant par Ay, il y a un axe d’homologie, qui
est A,, et un centre d’homologie, qui est le point de A, ou le plan
considéré est langent au cylindroide S.

Soient A un point quelconque non situé sur A;; d la droite de la
congruence B passant par A, c’est-a-dire la droite joignant A au
point C de A; ou le plan (A, A;) est tangent au cylindroide S; = le
plan polaire de A par rapportau second complexe de base de @, pour
lequel la quantité correspondante 3 est nulle. Ce plan passe par d.
On obtient le transformé, A, de A par T, en prenant le pole de w par

rapport au complexe non spécial de @ pour lequel = -)\—:I—)\—‘ = b,
pole qui est situé sur d. Toutes les droites de @ passant par A ont, en,
effet, pour transformées par T, leurs conjuguées par rapporl a ce
dernier complexe, en raison de (184), ou I'on doit faire 3,= o.

On peut déterminer facilement les équations de T, en se servant
des indications de l’alinéa précédent ou en utilisant (179).

Prenons les axes trirectangles de coordonnées sur les droites
principales g1, g., H et choisissons G, et C, comme complexes de
base de ®. Le plan II est donc confondu avec le plan 20y .

On a

7‘1=)\2=V1=0, Vv#O.

Soient z, y, z les coordonnées cartésiennes du point A; z', y', 5’
celles de son transformé A’.
On voit, en utilisant un résultat du paragraphe 32, que le point C

v
a pour coordonnées -%:Z, o, o.
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On obtient, pour les é¢quations de T,,

z _z+buy ¥ y 2 5
Vo bpZ+vo V2 bpz 4+ va v bz Ve
avec, ici,
I I 1 I I 1
bn=(—+—+...—l——)—<—+——+...+ )
i s “n Rl M3 Mn—1
K1y fay .., o sont les valeurs du coefficient A de (113) relatives aux

complexes de ® considérés.

Tout plan P paralléle au plan 1 se transforme en un plan P’
paralléle a 11.

Deux droites paralleles quelconques de P se transforment en
deuz droites paralléles de P'.

Toute paralléle & g, se transforme en une paralléle & gi.

On a la relation remarquable

Sur toute droite dautre que g, et apparlenant a la congruence B,
un point variable et son transformé forment deux divisions homogra-
phiques, dont les points doubles sont confondus avec le point C ot d
rencontre g4.

Avec des coordonnées homogénes, on voit que I'équation caracté-
ristique de ’homographie T, a ses quatre racines égales a 1 si, pour

la quatriéme coordonnée homogéne de A’, 'on prend ¢'= —‘;—"z—{— [
2

Et la droite Ay, confondue ici avec g;. cotrrespond a celle racine
quadruple.

T, est une homographie biazxiale parabolique.

On obtient les équations de T,' en remplacant b, par — b, dans
les équations de T.

Partant des équations (167) et faisant tendre A, vers zéro, on a

lim L = b, et 'on retrouve les formules du cas présent.

Cn

Pour b, = o0, on a la transformation identique.



TROISIEME PARTIE.

FAISCEAUX DE COMPLEXES LINEAIRES.
CAS PARTICULIERS.

CHAPITRE UNIQUE.

50. Casoules paramétres des complexes de ¥ sont égaux. — Dans
la réduction indiquée au paragraphe 31, on peut rencontrer le cas o
il y a une infinité de couples de complexes de ® ayant leurs axes
perpendiculaires el concourants.

On voit, avec les notations du paragraphe 31 et d’aprés (111) et
(112), qu'il en est ainsi pour

D1 E’n
Dz—O, V|_’3_,A—‘_B—z.
Prenons les axes O et Oy sur un couple quelconque d’axes de
complexes de @ perpendiculaires et concourants, Oz étant sur la
droite principale H perpendiculaire a ces axes.
L’équation de @ est alors

L+V|X+)\(M+V|1)=O-

On déduit de (116) et (117) que tous les complexes de ® ont le
méme parametre vy et que la partie réelle du cylindroide S se réduit
au plan zOy. -

On obtient les coordonnées pluckériennes des droites de la
congruence linéaire B en faisant v, =— v, dans les expressions données
au paragraphe 32. B est de révolution autour de O z.

1° Cas dev,=v,5£ 0. — Les compléxes spéciaux sont définis par
vi(1+X")=o, d’ott I+ A2=o.

Leurs axes sont paralléles aux doites isotropes du plan 20 y. Les
cotes de ces axes sont égales a

iv, pour Ay=1{,
—iv pour As=—1i.
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Les complexes a axes réels de ® sont les positions d’un complexe
linéaire, de paramétre v,, tournant autour de Qz.

Deux complexes non spiciaux de ® sont en involution quand leurs
axes sont perpendiculaires.

Si @, et G, sont deux complexes quelconques de @, a axes réels,
ils sont conjugués par rapport aux deux complexes C, et C, de @
dont les axes sont les bissectrices des angles formés par les axes
de G, et de G,.

La détermination dans ® de suites ou de cycles de complexes
linéaires conjugués est donc immédiate.

2° Cas de vy =vy= 0. — Tous les complexes de @ sonl spéciauz.
La congruence linéaire B est formée des droites passant par O et des
droites du plan 2Oy

51. Cas ou les axes des complexes de base du faisceau sont paral-
l8les. — Supposons que les axes des deux complexes de base de ®
soient réels et paralléles.

Prenons pour axe des s l'axe d’un de ces complexes et pour
plan 50z le plan des axes des deux complexes. L’axe du second
complexe de base coupe Oz au point (a, o, o).

Si ky et k, sont les paramétres des "deux complexes de base,
suppusés différents de zéro, leurs équations sont

(186) N+ kZ=o,
(187) N—aY + kZ =o.

L’équation de @ est donc
(188) N+ kZ+n(N—aY+khL)=o.

Les coefficients A,. B, G, D, E, F de I'équation d’un complexe
quelconque de @ sont
A =o, . B=o, C=1-+2 D=O, E=—a)., F = ky 4+ NAo.
Ona
(189) AD + BE + CF = (1 + #)(Ai+ k2 X).
Les deux complexes spéciaux correspondent donc a

k

1 -
).,:—E, ho=—1.

Supposons ky £ ks.
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Le paramétre d’un complexe quelconque de @, tel que 1 + 14 % o,
est égal a
AD + BE+CF _ k+ k)
A-B+C 7 14

(190)

et les coordonnées pliickériennes de son axe sont

0o, —ak, 0, 0, 0, I-4A.

, . ak
L’axe coupe Oz au point (H_)\, 0, o).

Les axes sont donc tous paralléles aux axes des complezes de
base et situés, avec euz, dans un méme plan, le plan s0z.

k . ak
Pour A = — k—:’ ’axe A; coupe Oz au point (k,—ilc»’ o, 0).
Pour 2,=—1, le complexe correspondant est le complexe des

droites paralléles au plan’
(191) ay + (ki— k:)z =0

ou situées dans ce plan.

La congruence linéaire B base de ® est formée des droites
rencontrant’axe A; du complexe spécial A, et paralléles au plan (1g91).

On démontre que la direction de plan (191) a pour diamétre
conjugué Ay par rapport & tout complexe de ®.

En ce qui concerne les suites et cycles de complexes linéaires
conjugués, les formules (28), (76) et (77) sont valables, que les axes
des complexes du faisceau soient ou non paralléles. On pourra donc
se servir des résultats des paragraphes 40 et 41.

On démontre que le produit d’'un nombre pair de transformations
par polaires réciproques relatives a des complexes non spéciaux
quelconques de @ est alors une affinité. A, est un aze (ponctuel et
tangentiel) de Vaffinité. Le plan (191) se transforme en lui-méme
et il en est ainsi également de chacun des plans qui lui sont
paralleles.

Il y a lieu, a ce sujet, de faire la remarque suivante. Deux droites
paralléles n’ont pas, en général, pour conjuguées par rapport a un
complexe linéaire des droites paralléles. Mais si I'on prend les
conjuguées de deux droites paralleles par rapport 4 un complexe
linéaire non spécial, puis les conjuguées de ces conjuguées par
rapport & un autre complexe linéaire non spécial, d’axe paralléle a
celui du premier, on obtient deux droites paralléles.
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52. Cas ou les axes des complexes du faisceau sont confondus. —
Dans ce cas, si ’on considére deux complexes non spéciaux C; et C,
de @ et si 'on cherche le conjugué de G, par rapport a C,, on trouve
un complexe C,, dont I'axe est confondu avec I’axe commun des
deux premiers. Et I'on a

(192) Riks= k3,

ki, ky, ky étant les paramétres de Gy, G, C,,
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