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SUR QUELQUES PROPRIETES
DES VALEURS CARACTERISTIQUES
DES MATRICES CARREES

Par M. Maurice PARODI.

INTRODUCTION.

Dans ce travail, nous tentons de donner un exposé d’ensemble des
recherches qui ont été effectuées- ces derniéres années pour déter-

miner dans le plan complexe, les régions ou se situent les valeurs
caractéristiques d’une matrice carrée.

Le point de départ de ces investigations est un théoréme, déja
.ancien, dd & M. J. Hadamard qui a donné, en 1903, dans les Eecons
sur la propagation des ondes, des conditions suflisantes pour qu’un
déterminant ne puisse étre nul. Depuis, des travaux de MM, Janet et
Brauer, Miiller et Ostrowshi ont permis d’étendre et de compléter le
résultat de M. Hadamard.

C’est a 'exposé de ces travaux et des applications que nous avons
été amené a faire qu’est consacré le présent Mémoire.

Nous exprimons toute notre gratitude 8 MM. L. de Broglie et
A. Ostrowski qui ont bien voulu s’intéresser a ce travail ainsi qu’a
M. H. Villat qui nous a fait 'honneur de Paccepter dans la collection
qu’il anime.
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2 M. PARODI.

CHAPITRE 1.

CRITERES DE REGULARITE DES MATRICES CARREES.

I. — Théoréme de M. J. Hadamard.

I. M.J. Hadamard dans ses Legons sur la propagation des ondes
a énoncé le théoréme suivant [5] :

Pour qu’une matrice carrée A= (a,;) d’ordre n, a éléments
réels ou complexes, soit réguliere, il suffit que soient satisfaites
les n inégalités

(1) ]a,,]>2_|a”| (i, j=1,2, ..., n).
T

Pour établir cette proposition, nous adopterons le mode d’expo- -
sition de M. Ostrowski [13] qui conduit de plus a trouver une limite
inférieure du module du déterminant de A.

Posons

“i=!ail[—zila”| (i:j=l7 2, ..., 1),
J#L
nous allons montrer que 'on a

’ [Al=|dét A[>ay 05 ... op

Si donc tous les facteurs o,(i=1,3, ..., n) sont positifs,
c’est-a-dire si les inégalités (1) sont satisfaites, |A| ne pourra étre
nul et la matrice A sera réguliére. .

On peut supposer, sans restreindre la généralité de la démons-
tration, que oy =g0y=...=0,=1; il suffit, en effet, de diviser
chaque ligne de A par le coefficient o, correspondant.

Posons donc ¢;=1(i=1,2, ...,n) et considérons l'équation
caracléristique afférente au détermindnt A’ qui représente ce qu’est
devenu A aprés division de ses lignes par les o, correspondants,

182 — aij || = o,

di; étant le symbble de Kronecker.
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Soient 1y, A3, ..., Ay les n racines de cette équation; on a
évidemment

[A =% Xe oer Mnl.

Considérons l'une quelconque de ces racines, soit }'; le systéme
d’équations linéaires et homogénes

n

2a.,x,-=)\’.z'z

j=1

posséde alors un ensemble non nul de solutions z,({ =1, 2, ..., n)
pour lequel

max |z, | =|z¢| > o0.

On a donc pour ¢ = k, en divisant par | zx|,

RARSEIAES)) |aki§i|>lakkl—z lar|=1.
/,;ékl , 1¢kl
Ainsi
[ 2] >1
et finalement
[MISy, (2>, o, [>T

Il s’en suit
|A | >1 et |A]>0105 ... 0.

Le déterminant A, dans le cas ou les conditions (1) sont réalisées,
posséde ainsi, en module, une limite inférieure positive; il ne peut
donc étre nul et A est réguliére.

Remarquons qu’en posant

Tz=|a11l——211a,,[ (5, j=1,2, ..., n),
ey

on démontrerait de la méme maniére que si tous les7,(i =1, 2, ..., n)
sont positifs, la matrice A est réguliére.

Notons que le résultat de M. Hadamard avait été obtenu pour la
premiére fois, dans le champ réel, par L. Lévy [9], mais avec les
hypothéses restreintes -

a,;>o, ali;é<io (i, ] =1, 2, RS O
7
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Minkowski [10], a propos d’un probléme de théorie des nombres,
avait d’autre part, sous les mémes hypothéses, obtenu un résultat
analogue.

Toute matrice carrée dont les éléments satisfont aux conditions (1)
sera dite matrice d'Hadamard ou de type H.

Le théoréme de M. Hadamard implique le corollaire suivant [ 14]:

Dans le champ réel, toute matrice carrée A = (a,j) d’ordre n,
dont les éléments satisfont auz relations

(1) >0, au>Y lai|  (,j=1,2, ..., n)
> Ay '¢il
" a un déterminant positif.
Ny
Posant toujours
cl=all_2'lalll (59 =1,2, ..., n)
7
Ve
le déterminant A de la matrice A s’écrit
|a19|+...+|a,,n|+c, (2T ayp
A_‘ Qs [a»,|+...+[az,,|+aa vee ' Qsp
Anq Ans vo @ |+t | @n n | +
Montrons que ce délerminant est toujours positif si les
e.({=1, 2, ..., n) sont positifs.
A cet effet, considérons la fonction des n(n—1) variables Ly
|x12|+...+[.z'1,,[+0'1 Zy2 Noeee ZL1in
F(Z[/)= Zaq lxnl—l—.-.-i-lxznl—l—ﬂg ese Zan
Zny Zn2 oo | @ |+---+'zn,n——1

D’aprés le théoréme de M. Hadamard, la fonction F(zi;) n’est
jamais nulle tant que les o,(i=1, 2, ..., n) sont posilifs et que
les z,; ont des valeurs telles que les conditions (1) soient satisfaites,
car elles ne sont qu’un cas particulier des conditions (1).

En égalant a zéro tous les z;;, il vient dans cette hypothése

F(xi[)=0'1 Go ... O‘n>0 ($II= 0),
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En partant alors de valeurs nulles des variables z,; et en faisant
varier ces derniéres de fagon continue jusqu'a ce qu’elles atteignent
les valeurs a;, correspondantes et en leur donnant constamment au
cours de celle variation, le signe des éléments de A qu’elles doivent
finalement égaler, la fonction F(z,;) qui est conlinue et est partie
d’une valeur positive, ne s’est jamais annulée d’aprés le théoréme de
M. Hadamard; elle est donc demeurée constamment positive;
ainsi A est positif.

Si nous considérons maintenant la chaine des mineurs principaux
de A, pour chacun d’eux les conditions de M. Hadamard sont
également satisfaites d’aprés (1'); ils sont donc tous positifs.

Ainsi les conditions (1’) impliquent que, dans le champ réel, si la
matrice A est symétrique elle est définie positive. Nous étendrons
plus loin ce résultat.

Tatorime 0'0. Taussky [29]. — Soit (an) une matrice carrée
d’ordre n telle que
(a) !alllégi!al/l (4, J=1,2, ..., n)

avec Uégalité pour (n—1) de ces relations; si la matrice (ax) ne
peut, par une méme permutation des lignes et des colonnes, se
mettre sous la forme
P U
(o o)

P et Q étant des matrices carrées et o la matrice nulle, alors la
matrice (au) est réguliére.

La démonstration est analogue a celle du théoréme de
M. Hadamard.

Supposons la matrice (@) singuliére; le systéme d’équations
lindaires et homogénes

Ay 1+...+ a1, 2= 0,
)y e e ,
A Zy~+...+ AnpZp= 0

7

admet alors un ensemble de solations z,, 25, ..., 2, non toutes
nulles. '
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Supposons, par exemple, que la premiére des relations (a) se
présente comme une inégalité; on a

| a | >‘Z,’| ay |.

J#1

La premiére des relations (&) donne, d’autre part
p 7 p b

| @y 2, lézll a x|

v AZ

et il en résulte que, pour au moins une valeur de 7, on a|z, | > | z;|.
Considérons alors la r'*™° équation (b); elle donne

EAREAES MENREN

et il y a contradiction avec les relations (@) pourvu que tous les a,x
pour lesquels | z,| > | zx| ne soient pas nuls.

Si cela était la 7™ ligne du systéme (b) contiendrait n — s coeffi-
cients nuls, s étant le nombre desindices & pourlesquels |z, | =4 |;
mais alors les s lignes correspondantes de la matrice (as) contien-
drait s zéros aux mémes places et la matrice serait du type qui a été
exclu.

Le théoréme est donc établi.

2. Application du théoréme de M. Hadamard A I’étude des zéros
d’un déterminant particulier. — Dans certains_problémes, on a a
rechercher les conditions que doivent satisfaire les coefficients, réels,
d’une équation du type

ag + b“z
—_——— a2 oo QAypn
ay+ By 2
Aoy br_nz
an, 2. asn
Qgp—+ oz 3 =0
Ann—+bnns
Any An2 —_—
Gnn—+ Bnn3

pour que ses racines soient a parlie réelle négative; nous nous
proposons de donner des conditions suffisantes pour qu’il en soit
ainsi.
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D’aprés le théoréme de M. Hadamard, I'équation envisagée ne
pourra avoir de racines lorsque seront vérifiées les n inégalités

A+ bu 3
&y fﬂztz

>]§j|au[=h,>o (Lj=1,2, ..., n).

Posons 2=z iy (z, y réels), les relations précédentes s’écrivent

@A) g (2°+32)[b, —h By ]+ 22 [@ubu— hlayfu ]+ al — hla >0

(i=1,2, ..., n).

A

Si I'on considére une racine a partie réelle positive (2> o),
V'inégalité précédente est toujours vérifiée si I'on a

al—hlay>o, b, —h} B, >o0, auby— R a,Bu>0 (i=1,2,.., n)
Notons que, compte tenu des deux premiéres, la derniére des
inégalités précédentes se réduit a
aiiby;>o0 (i=1,2, ..., n)
En effet, supposons a;;b;;<< 0; la derniére inégalité implique alors

ox apuby> kayBu,
soil
hta, ) < alb?;

w?

résultat qui est en contradiction avec les deux premiéres inégalitds.
D’autre part, si @,;b,,> 0, ou bien

axibu> ha“lt Buf
ou bien
o< ayby<htayfy et a2 b’ < hta? B3,
ce qui esl impossible, donc
aih,;> ho“uptt-

Ainsi, des conditions suffisantes pour que l’équation envisagée
n’ait pas de racines & partie réelle positive sont [15]

2 R2 y —
al—hla, >0, bI—MhiBE>0, anbu>o0 (i=1,2,...,n)

Remarquons enfin que si 'on prend a,, b., o el Bi positifs,
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les deux premiéres relations précédentes s’écrivent

ay b,
an g p Su .
% > hy, Bll > h;
et impliquent la troisiéme.
plq

Dans ces conditions, il apparait que les matrices

11 by,
— ... am - bin
Oqq pu
.. et . cee
@nn b bun
Any .. — 1 ..
%np pnn

sont du type H définies positives.

Remarque. — La distribution des racines de I'équation envisagée,
dans le plan complexe, peut éire étudiée en tragant les cercles
Ci(i=1, 2, ..., n) que réprésentent les premiers membres des
inégalités (A) égalds a zéro, les racines de I'équation se trouvant a
I'intérieur du domaine D limité par ’ensemble des circonférences C,.

Ce résultat est a rapprocher de ceux que nous établissons au
chapitre suivant ou nous traitons le probléme général de la locali-
sation dans le plan complexe, des valeurs caractéristiques des
matrices.

3. Conditions suffisantes pour que les modules des zéros d’un
polynome de degré n soient tous inférieurs 4 n. — Considérons le
polynome de degré n

f(z)=apx"+ a1 x"1+. ..+ Apy & + ap.

Nous allons donner une relation entre les modules de ses
coefficients, suffisante pour que les modules de ses zéros admettent n
comme limite supérieure.

C. Bourlet [3] a montré que 'on avait
—_ 1

nltay, (n—1)'ay, (n—2)tar ... 2'ap ayy ag
—n x o o o o
o —(n—1 x [ o o
n!lf(z)= ( ) .
o o o —2 x 0
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Le théoréme de M. Hadamard montre que le déterminant ne peut
s’annuler si

nllag|>(n—1)!|a|+(n—2)!|as|+...4+2!|ans|+|@ny|+]an],
lz|>n, |z|>n—1, .., |zI>2 |z|>L

Donc s1

la | | @ | [an—s| | @n—t |+ | an|
lao] > n +n(n——-1) e n(n—1)...4.3 + n! !

les moduiles des zéros de f(x) seront tous inférieurs a son degré n.
Cette condition est moins resirictive que celle bien connue
la somme des modules des coefficients de f(z) doit étre inférieure a
I'unité, et qui résulte de l'expression de la limite supérieure des
modules des valeurs caractéristiques d’une matrice, que nous

donnons plus loin (¢f. chap. 11, p. 21).

4. Applications physiques du théoréme de M. Hadamard. —
a. Considérons un réseau électrique passif sans mutuelles induc-
tances, form¢ par » mailles indépendantes numérotées de 1 a n,
chaque maille élant affectée d’un sens de parcours.

A chaque branche, la nature électrique du réseau fait corres-
pondre trois nombres réels positifs {, r et s représentant respec-
tivement la ‘self-inductance, la résistance et I'élasticité (inverse
d’une capacité) de la branche.

Soit alors une maille quelconque de rang / du réseau et supposons
que cette maille comporte une branche n’appartenant & aucune
autre maille et différentes branches communes a cette maille et aux

mailles de rangs 1, 2, ..., i —1, {41, ..., n. A cette maille
de rang ¢, on fait correspondre :

— Trois paramétres totauz : self-inductance totale, élasticité
totale, résistance totale.

La self-inductance totale est, par définition, la somme, positive,
des nombres positifs qui mesurent la self-inductance de la branche
non couplée et celles des branches communes a la maille ¢ et aux
mailles 1,2, ..., i —1,i341, ..., n.

L’élasticité totale et la résistance totale se définissent de facon
analogue.
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Ces paramétres totaux, essentiellement positifs, sont notés U;, si,,
rii(i=1,2,...,n).

— Des paramétres de couplage : nombres réels positifs, négatifs
ou nuls (ce dernier cas correspondant a 'absence de couplage),
égaux respectivement aux nombres qui mesurent les self-inductances,
les résistances et les élasticités des branches communes, affectés
des signes plus ou moins, selon que ces branches sont décrites
ou non dans le méme sens dans la maille ¢ et les mailles 1, 2, ..
{—1,i—+1,...,n.

Ces paramétres de couplage sont notés I, ry, si ({#];
i,j=1,2, ...,n)et'on a manifestement

)

l,}:lﬁ, Tij=Tjy, Sij=Sji

Il apparait alors que le réseau peut étre caractérisé par I'ensemble
des trois matrices symétriques d’ordre n

T=(lli)7 U =(s;), F=(ry).

En représentant par ¢, la quantité d’électricité qui circule dans
la branche non couplée de la maille de rang ¢, par ¢g,=7; (*) I'inten-
sité correspondante, qui est dite l'intensité du courant de la maille i
et en comptant positivement ces grandeurs dansle sens de description
choisi pour cette maille, 4 un ensemble de n mailles indépendantes,
on peut faire correspondre les trois formes quadratiques

=13 Shasr w=i¥ Taa
g 4
F= D didn
i i

associées aux matrices T, U et F.
Ces formes quadratiques représentent les trois formes d’énergie
qui peuvent se manifester dans le réseau [16] :

©, I'énergie magnétique;
U, 'énergie électrique;
&, I'énergie de dissipation.

(1) La notation § indique une dérivation par rapport au temps.
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Ces formes quadratiques ne pouvant s’annuler que pour des
valeurs nulles des variables g; ou g, et étant nécessairement positives
pour tout autre jeu de valeurs des ¢; ou des ¢gi doivent étre définies
positives.

Ainsi, quand on voudra choisir une matrice carrée pour définir
un réseau, soit de self-inductances, soit d’élasticités, soit de résis-
tances, il faudra tenir compte de celte condition nécessaire.

Le choix des mailles indépendantes d’un réseau passif comporte,
d’autre part, comme on le sait, une large part d’arbitraire :
un réseau peut donc étre caractérisé par différentes matrices de self-
inductances, d’élasticités et de résistances.

Un choix particuliérement intéressant de mailles indépendantes
est celui ou une branche d’un réseau n’est commune qu’'a deux
mailles indépendantes. Avec cette condition qui’ peut étre satisfaite
dans de trés nombreux cas, en se reportant  la définition que nous
en avons donnée, les paramétres d’un réseau a n mailles indépen-
dantes satisfont aux inégalités :

ly>o0, ryu>o0, sp>o,.
«(17) by >2i [ lt/ I, I‘u>2j]ri/|, Sit >2[i|.s'1i[
J#

JEL J#£L
(G, j=1,2, ..., n).

Ce sont précisément les conditions (1) qui assurent aux matrices T,
U et F la propriété d’étre définies positives.

Inversement, des matrices symétriques T, U el F choisies arbitraire-
ment, mais telles que leurs éléments satisfassent aux conditions (1")
pourront donc toujours caractériser des réseaux de self-inductances,
de résistances et d’¢lasticités.

M. Clark [4], par des considérations topologiques, a montré,
d’autre part, que les réseaux ainsi définis étaient physiquement
réalisables. Le réseau complet résulte de la combinaison de ces
réseaux partiels. .

Notons que le théoréme de M. Hadamard peut étre utilisé
a la résolution de problémes, d’un genre différent du précédent,
que pose DElectricité théorique, celui de I'unicité des états d’équi-
fibre électrostatique en particulier.

On sait en effet que les conditions d’équilibre d’un systéme de n
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conducteurs, conduisent au systéme d’équations

n
(2) Q=XCyV; G j=12 ..., n),

j=1

Q, et V; représentant respectivement les charges et les tensions,
les C,; étant les capacités (¢ = ) etles coefficients d’inflyence (£ j).
I1 est bien connu que les coefficients C,; satisfont aux conditions

C..> o, C11=C11<0 (14#]), cC.> E .IC".Il (l‘,j=l, 2, ..., 1).
7
J#

Ce sont les conditions de L. Lévy signalées plus haut; d’aprés
le théoréme de M. Hadamard, le déterminant de la matrice (C.;)
est donc nécessairement différent de zéro; si donc on se donne
les Q,, le systéme (2) conduit & un ensemble unique de solutions
Viii=1,2,...,n).

b. Le corollaire du théoréme de M. Hadamard peut donner d’autre
part, une justification de certaines régles empiriques auxquelles
ont recours les utilisateurs de machines mathématiques électroniques.

L’emploi de telles machines conduit, en général, a afficher
une matrice A = (a,,) d’ordre r, dont les éléments ont des valeurs
imposées par la nature du probléme a résoudre et le fonctionne-
ment est stable si la malrice A est définie positive.

En fait, il n’y a aucune raison a priori pour que la matrice A
que fournit la mise en équation du probléme satisfasse a cetle
condition, aussi, dans les machines modernes, a-t-on ménagé
des dispositifs qui, au lieu de la matrice A, eonduisent a afficher
une matrice A’=1,A, ou I, est une matrice, dite de permutation,
déduite de la matrice-unité par permutation de lignes et de colonnes;
si A’ est définie positive le fonctionnement est stable [27].

De nombreux utilisateurs sont, dans ces conditions et dans
le champ réel, parvenus au résultat empirique suivant : le fonction-
nement est, en général, stable si Pon peut former une ‘matrice
de permutation telle que les éléments de la diagonale. principale
de A’ soient positifs et supérieurs aux modules des éléments qui
se trouvent sur les lignes et les celonnes correspondantes [8, 27].

Dans bien des cas on parvient ainsi a satisfaire aux conditions
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du théoréme pour la partie symétrique de A’ et, d’aprés le théoréme
de Bendixson, cette derniére est définie positive; autrement la partie
symé'trT]ue de A' n’est pas du type des matrices H symétriques
définies positives, les éléments de sa diagonale principale ayant des
valeurs inférieures a celles des matrices H symétriques définies
positives correspondantes; mais on peut montrer, en s’appuyant sur
un théoréme de M. Ostrowski (cf. chap. III, p. 44), que les matrices
symétriques déduites d’'une matrice H symétrique définie positive,
par diminution de la valeur des éléments diagonaux et augmentation
des modules des éléments non diagonaux, sont également définies
positives, pourvu que ces variations demeurent, en module, inférieures
a une limite que nous apprendrons a calculer.

Dans ces conditions, en choisissant une matrice H symétrique
définie positive dont les éléments satisfont aux deux suites d’inégalités

{1") 277] >2,| a, |, Q. >lea/’z| (5, J=1,2, ..., n),

JE 1#]

il apparait que de nombreuses matrices, définies par le critére,
rentrent dans le type de matrices définies positives déduites de cette
matrice H particuliére par 'opération précédente; la régle empirique
recoit ainsi une justification.

On peut d’ailleurs tenter de justifier le critére par une autre voie.

Considérons une matrice H symétrique d’ordre -n, A —=(a,,)
4 éléments réels et soient z,({ =1, 2, ..., n) ses valeurs caracté-
ristiques qui sont réelles en raison de la symétrie; envisageons
la matrice également symétrique B = (a,;— €d;;), ¢ étant une indé-
terminée réelle; soient z) (i =1, 2, .... n) les valeurs caracté-
ristiques de B; on a évidemment

z) = x,— e

Il apparait donc que si I'on retranche des éléments diagonaux
d’'une matrice H symétrique, définie positive, a éléments réels,
une méme quantité ¢ inférieure a la plus petite des ses valeurs
caractéristiques, la matrice obtenue est encore définie positive.

Soit maintenant une matrice H, non symétrique, définie positive,
dont les éléments réels, satisfont aux inégalités (1”); il est clair,
d’aprés le théoréme’'de Bendixson, que si 'on retranche des éléments
de sa diagonale principale une méme quantité positive inférieure
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a la plus petite valeur caractéristique de sa partie symétrique,
la matrice variée est encore définie positive; elle peut satisfaire aux
conditions du critére qui se trouve ainsi juslifié.

II. — Critére de M. Miiller.

_ M. Miller a donné une généralisation des conditions de
M. Hadamard qui assurent qu’une matrice carrée cst réguliére [12].

Tatorkme 1. — Soit le déterminant d’ordre n, A = || a,;||; il est
différent de zéro s’il existe n® nombres by, satisfaisant auz n
inégalités

n n n
:
(3) Hy= Zap.xbp.x —‘E zap.xb\m >o0 (p=1,2, ..., n)
%=1 v =1 1
VER
et dans ces conditions, en posant B=| b,||, on a
H H,...H,
4 Ajn A 2= nm,
(4) A [B]
Formons le déterminant
AB
D= H  H, ... H,

d’éléments
n
I
dpv=H—p‘x§1apxbvu (mv=1,2, ..., n)

pour lequel

n
H
hu=ldwi‘—21dw|=ﬁ&=l
v=1 ¢
VER

et considérons le systéme d’équations lindaires et homogénes
y q g

(dyy—N)xy+diozs+...4+~dj, 2, =0,

6) ) B

dn1$1+dn2$g+. . .+(dn"—— )\)x,,= 0.

Soit ¥’ une quelconque des racines de son équation caractéristique ;
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il existe une solution non nulle en zy, #,, ..., Z, du systéme (5)
pour laquelle '

max |[z;| = | x| >0 (te=1,2, ..., 1)
et de la £'®*™¢ équation du systéme (5), il découle

Nzp=dnax,+...+dinxn,
soit

=dky 2 oy 2
Zi 3

On en déduit

n -
’ . N T
1> [ et | | B 22| > [ dia| — Y [ di] =1
VEk VEk

Si A, s, ..., A, sont les valeurs caractéristiques afférentes
au systéme (5), on a donc évidemment

(D= e dn| T,
c’est-a-dire
[AB|>H,H, ... Hy> 0.

Ainsi, si B est différent de zéro

HiH, ... H,

Al

Reste a montrer qu’il est possible de trouver n? nombres by,
satisfaisant aux relations (3), A étant différent de zéro.

Prenons b,,=A,,, A,, étant le complément algébrlque de a,,
dans le déterminant A ; il vient

-

HF-=|AI>° (p=1,2, ..., 1),

et les inégalités (3) sont satisfaites; par ce choix des byy, il vient
d’autre part

B=A"“’#O
et
HH..H, [A]* _
BT = TAp AL

La relation (4) devient une égalité.
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Ce fait montre que l'inégalité (4) donne une limite inférieur
de |A| d’autant meilleure que les b,, ont des valeurs voisine
des A,,.

Du théoréme de M. Miiller, on peut déduire divers résultats.

1° Posons by, = d,, (dyv étant le symbole de Kronecker); dans ce

conditions B=1 et
n

al
Hp,=|am,_|——2|ap,v| (r=1,2, ..., n).
v=1

VER

On retrouve le théoréme de MM. Hadamard-Ostrowshi.

2° Soient py, p,, ..., p. des nombres positifs et posons
by = Sy py.
Ona
B=p;p:... pa
et
n
Hp=law|pg-——2|auv|p\. (r=1,2, ..., n)
Vi
Alnsi
[A]> H, H. ... H,,_
p1 Pz eee Pn

On établit ainsi une proposition de VOEI Koch [7].

3° Soit enfin 2y, %, ..., z, une permulation des n premier
mombres entiers et posons
byv=1 pour v =z,
byv=o0 pour v zy.

Avec ce choix des by,, B=1, et il vient le théoréme :

Tuatorkme 2. — Le déterminant d’ordre n, A, est différent d
zéro si les n inégalités

n .
al
(6) Hy=|ayx, | — Z[ap,v|>o (p=1,2, ..., 0)
. =

sont satisfaites.
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1si une malrice carrée sera réguliére si dans chaque ligne un
mt est plus grand que tous les autres au sens précisé par l'i iné- |
(6) et si, dans chaque ligne, cet élément privilégié se trouve
une colonne différente de celles ou se trouvent les éléments i
égiés des autres lignes.

crittre de M. Hadamard n’est qu’un cas particulier de ce
er.

nséquence du théoréme 2 : formation de déterminants
fs [1T]. — Soit une matrice a éléments réels A = (a,,) dont
e n esl égal a 3 ou A un multiple de 3, dont les éléments de la

nale principale sont positifs et considérons la permutation
wuliére :

Xy Xa X3 Xy N\ Xy Xg Ty T3z Xy ... Iy
2 1 3 5 4 6 8 7 9 ... n
N
a
Qv = A2, A1y, = oy, QAyy, = da3, L) Qnr,= QAnn.

supposant satisfaites les inégalités (6) de Miiller, il vient

N
| @i, oa | > Z | ayyanv|
v
VEo43A n—3
()\=0,1,..., 3
[ @osn, 1430 | > 2 @, v
v
PEZ TSN ,
n
Ash, A > Zv [ an,v| ()\=l,2, ’§>
SEAYN
\ (v=1,2, ..., n).

faisant les hypothéses supplémentaires

n—3
a. Qy4ah, o41A B4 3h, 1431 < O <)\ =0, 1, ..., --—3—) 5

b. Les éléments diagonaux principaux des lignes 4, 7, 10, ..., (n —2)

sont supérieurs 2 la somme des modules des éléments de ces lignes
qui se trouvent a leur gauche;

arait immédiatement, par conlinuilé, que le déterminant de la
se A, ainsi que tous ses mineurs principaux sont positifs.

MEMORIAL DES SC. MATH. — No 118, 9
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En effet, en égalant & zéro lous les éléments du déterminant de la
matrice A, sauf ceux qui constituent les membres de gauche des
inégalités (7) etles éléments diagonaux des lignes 4, 7, 10, ..., (n — 2),
il est facile de vérifier que le déterminant oblenu est positif ainsi que
tous ses mineurs principaux; faisons ensuite varier de fagon continue
et toujours dans le méme sens a partir de zéro, les valeurs des
<léments dec A que nous venons d’annuler jusqu’a celles qu’ils
prennent dans A, en opérant de telle maniére que les conditions (7)
de M. Miiller et (8), (6) soient constamment satisfaites; il apparait
que les différents déterminants que nous venons de considérer, ne
pouvant s’annuler au cours de cette opération, conservent les signes
qu’ils avaient initialement; ils demeurent donc tous positifs et la
matrice A est de déterminant positif.

Ainsi un déterminant dont Uordre est multiple de 3, les élé-
ments réels et les termes diagonaux positifs, est positif ainsi que
ses mineurs principauz si les conditions (7) et (8) sont satisfaites.

On pourrait généraliser ce résultat. Par exemple, considérons des
matrices réelles carrées, d’ordre égal a 4 ou a un multiple de 4, a
4léments de la diagonale principale positifs et choisissons la permu-
tation

2, 1, 3, 4 6 5, 7, 8 10, 9, 11, 12, ..., (—1), n

Les conditions de M. Miiller étant remplies et en supposant de

plus

@ QUpi), O+ hA A2 i), 1440 O}

b. Les éléments diagonaux des lignes 5, g, 13, ..., (n — 4) supérieurs a la
somme des modules des éléments de ces lignes qui se trouvent a leur
gauche;

.on obtiendra des déterminants positifs.

La loi de formation est immédiate.

A titre d’exemple, considérons la matrice carrée d’ordre 6 (ol
sont écrits en caractéres gras les éléments privilégiés)

I 2 o o o o
—6 1 I I o o
o 0.5 1 o o o
0 o o 1 6 o
o o o —2 1 o
1t 0,5 o o 1 3
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Les conditions (7) et (8) étant satisfaites, son déterminant est
positif.

Nous désignerons par « matrice M » les matrices construites a
partir des considérations précédentes.

Il est & remarquer que la considération des matrices M peut étre
utile quand on forme la matrice définie positive A'=1,A dont nous

avons signalé 'emploi dans le fonctionnement des machines mathé-
matiques.

CHAPITRE 1II.

LOCALISATION DES VALEURS CARACTERISTIQUES D'UNE MATRICE
DANS LE PLAN COMPLEXE.

I. — Méthode générale.

Etant donné une matrice carrée d’ordre n, A =— (aij), nous
allons voir que I'on peut définir dans le plan complexe un ensemble
de domaines circulaires a I'intérieur desquels se trouvent les valeurs

caractéristiques de A [11], [ 18].

Posons
Plzz.lallh Ql=zllalll (i’j=l,27 ceey )
~ 1'¢1, 1£)
et représentons par A;(i=1, 2, ..., n) les valeurs caractéristiques

de A; ces derniéres sont solutions de I'équation
(1) | @, — 28, || =o0;

soit A 'une d’entre elles; la relation (1), écrite pour A = X, exprime
" que le systéme, d’équations lindaires et homogénes en z,

. .
(2) Z(a,,—hﬁ,,).z‘,:o (i=1,2,...,n)

i=1
admet un ensemble de solutions non nulles z4, 2., ..., 2,.

Soit z;la plus grande de ces solutions en module; I'équation de
rang / du systéme (2) donne

(au— )‘k).m:—zja[,x,
JEL
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et 'on en déduit

!au——)\k|.|x1|évlla1,-l‘j ,
i

x
| an— lkléz Ia1152|é2,1a1,|= P
oy =l

Ainsi la valeur caractéristique 3, se trouve a lintérieur de la
circonférence

d’ou

|ay— 3| <L Py

11 appardit donc que les valeurs caractéristiques de la matrice A se
trouvent dans le domaine ‘du plan complexe constitué par les n
circonférences C, (i =1, 2, ..., n) d’équations

(3) la,—z|<LP, (i=1,2, ..., n)

Notons qu’en considérant les grandeurs Q;, on montrerait de la
méme facon que les valeurs caractéristiques de A se trouvent dans le
domaine formé par’ensemble des circonférences C, (i =1, 2, ...,n)

(3%) |an—3z]<Q, (i=1,2, ..., n).

O. Taussky [ 29] a, d’autre part, montré que lorsque la matrice A
ne peut par une méme permutation des lignes et des colonnes se

R P o R .
ramener i la forme ( ) ,ouP et Q sont des matrices carrées eto

U Q
la matrice nulle, une valeur caractéristique ne peut se trouver sur
la frontiére du domaine limité par les cercles G; (ou G') que si toutes
‘ces circonférences ont un point commun.

Ces résultats permettent de généraliser les conditions suffisantes
obtenues plus haut dans le domaine réel, pour qu’une matrice A soit
définie positive.

11 suffit que les circonférences (3) ou (3') se trouvent tout entiéres
a droite de 'axe imaginaire du plan complexe; ceci exige

(4) R(an)>o, R(ay)>P, (ouQ,) (i=1,2, ..., n)

Ils permettent également de donner une limite supérieure des
modules des valeurs caractéristiques de A ; on obtient immédiatement

(5) |Maj<Lmax {|a,|+P;} (ouQ,) (i=1,2,...,n)
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Une conséquence immédiate de ce résultat est que les valeurs
caractéristiques d’une matrice seront toutes dans le cercle de rayon n
centré sur P'origine, si ses ¢léments sont tous, en module, inférieurs a
Punité.

Ces considérations permettent de plus de donner des limites,

supérieure et inférieure, des parties réelles et imaginaires des valeurs
caracléristiques de A ; il vient

min { R(a,)—P,} Z R(h) < max { R(a,) + Py} Q
(5') min {J (a,)— P, | 2IJ () L max { I (an)+ P, } (ou Qu)

(i=1,2, ...,n).

De plus, quand les conditions sont satisfaites, c’est-a-dire
p q ,

quand la matrice est définie positive, une limite intérieure des
modules de ses valeurs caractéristiques s’écrit

(6) min{|au|—P,} (ou Ql) (i=l7 2y eeey n)'

Il est @ noter que la limite supérieure des modules des valeurs
caracléristiques d’une matrice donnée par (5) est un cas particulier
d’un résultat da a Perron [25, 28]; ce dernier a, en effet, établi
qu’étant donné une matrice A = (a,,) d’ordre n, si Cy, Co, ..., Gy
sont des nombres positifs, une limite supérieure des modules des
valeurs caractéristiques de A est

Z/C/l“lll

1 P
max ——s—— (i, j=1,2, ..., n)
. .

Cette limite peut d’ailleurs se déduire des considérations qui
précédent; considérons, en effet, la matrice

B =C-1AC,

ou C est une matrice diagonale d’éléments C,, Cy, ..., G, > 0; elle
posséde les mémes valeurs caractéristiques que A ; en raisonnant sur B

comme on l’a fait sur A, on trouve immédiatement le résultat de
Perron.

La limite (5) donnée plus haut correspond au choix

C]=C‘D=---= Cn=l.
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Applications. — Quelgques propriétés des matrices H réelles
définies positives [20]. — Considérons la matrice H d’ordre n,
H = (a;;) dont les éléments supposés réels, satisfont aux inégalités

Al f ..
au>‘i|.|a1i| (17] =1,2y ..., n)'
]
i£]

Elle est définie positive; soient[z", |, |2al, ..., | 2| les modules de
ses valeurs caractéristiques rangés par ordre de grandeur croissante;
nous allons montrer que 'on a

n
min2|al,|<|xn]<max2[al,[ (5, J=1,2, ..., n)
T i

n
Le fait que |z, | est inférieur a maxZ[ aij| résulte des considé-
Jj=1
rations qui ont précédé; montrons maintenant que I’hypothése

]x,,l<min2 jaiy |
/

1 #£L
conduit a une contradiction.
On a
n n
~ '
PREDRE
1 1
d’ott

n n
N ]
ZauéZI x| < nlz,|
1 1

et ’hypothése envisagée donnerait

n
2a11< nminzl] (2271 l,
1

i#i
soit
n
Za,,—nminzjl a;j| <o,
1 VEX]

ce qui est manifestement en contradiction avec les inégalités défi-
nissant une matrice H définie positive.
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Ainsi

mmz |a,,|<|x,,|<max2[a;,],

1#1 j=1

relation qui est a rapprocher de celle établie par Frobenius pour les
matrices réelles a éléments positifs.

Ce résultat peut étre complété par le suivant; soient |z,_,| et
| . | les modules des deux plus grandes valeurs caracténistiques d’une
matrice H définie positive; nous allons montrer que 'on a

@) min[au—lap|] <Ll anas | L@l GEKi iy, k=1,2, ..., n).
Posons
A = max|q,;]| (i#j;i,J=1,2,....,n)

et supposons que la relation précédente ne soit pas salisfaite. On
pourrait avoir

(8) lz\| L |@o| L. .. Z | 20| < mina;— A.

Nous allons voir que cette derniére relation conduit a une contra-
diction, on a en effet

(9) 21-”4-\:—\2“!1

et, d’aprés (8), il viendrait

n
n[mina;— A] >2au,
1

soit
n

. N\ :
n mina,— 2 a,;;>nA.

Le membre de gauche de cette inégalité est négatif; comme nA est
positif, il y a contradiction et 'on ne peut avoir la suite d’iné-

galités (8).

Supposons maintenant que l'on ait
(10) 2| £ || Lo £ | Znmy | < minay— A £ | 2n|;

monlrons que ces inégalités conduisent également a une contra-
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diction; de (g) et (10) on peut Lirer

n—1 n

EAES) azt—lezl >Zan—(n—l)minau+(n—l)z\
1 1 1

et comme
n

Za,,-—— (n —1) minay> maxa,,
1
on aurait

{ \
, || > maxay+(n—1)A > max[a,;—r—z_! aiﬂ]
=t

(1)
f (i;j=1a 2, .oy R).

Mais nous avons vu qu’une limite supérieure des modules des
valeurs caractéristiques d’'une matrice est

max[ay+P,] (i, j=1, ..., n);

il y a donc contradiction avec le résultat qu'implique I'inégalité (11);
ainsi on a

min[ay—|a;k]|] L | Zp| £ zn J&£k;i,j, k=1,2, ..., n),
d’ou le théoréme :

Une matrice H, a éléments réels, définie positive a toujours
deuz valeurs caractéristiques supérieures en module & la diffé-
rence entre le plus petit élément de sa diagonale principale et le
module maximum de ses éléments non diagonauz.

Nous trouvons ainsi une méthode de calcul d’une limite inférieure
des modules des deux plus grandes valeurs caractéristiques d’une
matrice H définie positive quand on se fixe le plus petit élément de
sa diagonale principale et le module maximum de ses éléments non
diagonaux. '

Ces résultats sont a rapprocher de ceux de M. Montel relatifs aux
modules des zéros des polynomes [11] et qui comportent, en parti-
culier, le corollaire suivant :

Le polynome

(12) AQox" + a1 " .+ ap
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dont les coefficients a; sont tous différents de zéro, a toujours
un zéro de module supérieur a

ay

ap

I
n

En s’appuyant sur ce résultat, on peut d’ailleurs établir la premiére
partie de notre proposition

mina,,— A £ |z, B

En effet, les conditions de M. Hadamard impliquent que les mineurs
principaux de tous ordres de dét(H), comme dét(H) lui-méme, sont
différents de zéro; le polynome caractéristique de la matrice H
satisfait donc aux conditions imposées aux coefficients a; du
polynome (12). Comme dans le cas présent '

n

—~
|a0|=1’ |all=zan)

1

il résulte du théoréme de-M. Montel

n

I

n attélxnn
1

n

min[ a,;— | a,k[]émina,,éizaué[xn] (J#k;i, j k=1,2,..,n).
1

c’est-a-dire

b. Remarque sur la stabilité des systémes physiques [18]. —
On sait que la stabilité d’un systéme physique se raméne, en
général, a trouver les conditions que doivent satisfaire les coefficients,
réels ou complexes, d'une équation algébrique de degré n pour que
cette derni¢re ne posséde pas de racines a partie réelle positive. De
telles conditions ont €14 énoncées par Routh et Hurwitz dans le cas
de coefficients réels, par Fragck dans Iéventualité de coefficients
complexes.

Dans certaines études, le premier membre de Péquation algébrique
considérée se présente sous la forme d’un déterminant d’ordre n et
cette derniére s’écrit

(13) F(z)=lay+6,z||=o0 (4, j=1,2, ..., n).
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Les conditions (4) sont encore des conditions suffisantes pour que
I'équation (13) n’ait pas de racines a partie réelle positive : on s’en
rend compte en y changeant z en — z. Si donc elles sont satisfaites,
F(z) aura toutes ses racines a partic réelle négative et il ne sera pas
nécessaire pour s’en rendre compte de développer le délterminant
dans le but d’utiliser les critéres de Routh, Hurwitz ou Franck.

On sait, d’autre part, que dans les problémes de stabilité il estnon
seulement utile de connaitre des critéres assurant a la partie réelle

Gk A8 (2)
R 2]
5 i

domaine des racines Y

Fig. 1.

des racines une valeur négative, mais aussi de préciser la distribution
de ces racines au voisinage de I'axe imaginaire du plan complexe;
probléme que I’on étudie habituellement en ayant recours au critérium
de Nuyquist. -

La connaissance des domaines circulaires ou peuvenl se trouver
les racines de ’équation (13) permet d’aborder cette question.

Supposons la stabilité assprée par les conditions (4); en tracant
les circonférences délimitant le domaine des racines de (13), on
obtiendra une figure analogue a celle que nous schématisons ci-dessus
(fig- 1) eton repérera la circonférence, ici Cy, qui avoisine le plus
I'axe imaginaire du plan des z. Pour améliorer éventuellement la
qualité de la stabilité, il faudra écarter cette circonférence de I'axe
des imaginaires; on pourra le faire en jouant sur les éléments a;, de
la k'*m° ligne du déterminant (13), éléments dont la signification
physique est souvent immédiale et certainement plus facile a déceler
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que celle des coeflicients du polynome obtenu par le développement
du déterminant.

Nous avons donc la un moyen de parvenir & une stabilité aussi
satisfaisante qu’on le souhaite.

II. — Théoréme de M. A. Brauer [1].

Etant donné la imatrice carrée d’ordre n, A= (ai,); st pour
un entier m donné (1Zm <n), ona

(14) | @mm— a0 | >Pm+Py  (A=1,2, ..., 1),

pour tout ) différent de m, le cercle

(15) |2 —dmm| =L Pnm

contient une, et une seule, valeur caractéristique de A.

En premier lieu, remarquons que la condition (14) implique que

la circonférence (15) n’a aucun point commun avec les circonférences
(16) |z — ] <Py (A=1,2, ..., n; A £ m).

Ceci posé, considérons la matrice B, d’éléments b;, définis comme
suit :

b,(‘/\: (4797 (k # m), bnun—_- Qnmy blll)‘= o ()\ # m)

Il est clair que au,. est une valeur caractéristique de B,
représentons-la par £, et soient L3, £, ..., £ les autres valeurs
caractéristiques qui sont aussi celles du mineur principal B, de B.
Les éléments de la diagonale principale de Bym sont @iy, @2, ..,
Om—t,m_1s Gm+t,ms1y ++ -y Qnn; d’autre part, les sommes des modules
des é4léments non diagonaux de chaque ligne de B, sont au plus
égalesa Py, Py, ..., Py, Pruiy, ..o, Py, done

n

n
Z [bn\[ézia/\)\[=P1‘ (k=1,2,...,m—1,m—+1, ..., n)

A= =
)\'#m‘,k ¢3{

et il en résulte que &,, ks, - . ., En se trouvent dans le domaine délimité
par les circonférences d’équation (6).
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Introduisons alors un paramétre réel ¢ compris entre zéro et un
et posons

bi(t)="bn (k# m), bmm(t) = bmm,
bm(t)y=tam  (X# m),

puis faisons varier ¢ de fagon continue de zéro a un. Les éléments de
la matrice B, ainsi que les coefficients de son équation caractéris-
tique, varient d'une maniére continue et, par suite, les valeurs
caractéristiques £,, £, ..., £, varient de fagon continue, chacune de
ces derniéres se déplagant sur une courbe continue allant d’un
point £, a un point A, (v=t1, 2, ..., n) représentant une valeur
caractéristique de la matrice A.

Tous les points de ces courbes doivent se trouver dans I'un des
cercles (15) ou (16), puisque la somme des modules des éléments
non diagonaux de la m"™° ligne reste inférieure a P, et que les
sommes des modules des éléments non diagonaux des autres lignes
demeurent inchangées.

11 s’en suit que chacune des courbes joignant §, a A, (v 2) doit
rester extérieure a la circonférence d’équation (13), alors que la
courbe joignant £, a A, demeure dans cette circonférence.

Ainsi la circonférence d’équation (15) ne contient qu’une et une
seule valeur caractéristique de A.

Cororrae 1. — Si lélément amm et les coefficients de U'équa-
tion caractéristique de A sont des nombres réels et si (14) est
satisfaite, la valeur caractéristique située dans la circon-
Sférence (15) est réelle.

Supposons que sous les hypothéses indiquées, la circonférence (15)
contienne une valeur caractéristique complexe 1;; sa grandeur
conjuguée A, est également une valeur caractéristique de A.
Puisque anm est réel et que 1, est dans le cercle (15), %, doit s’y
trouver également; ceci est impossible d’aprés le théoréme de Brauer.
Ainsi la valeur caractéristique Ay est nécessairement réelle.

CoroLLAIRE 2. — Si tous les éléments de la diagonale principale
de A, ainsi que les coefficients de son équation caractéristique
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sont réels et s¢ pour chaque k et X on a
| @kh— ayy | > Pr+ Py,
toutes les valeurs caractéristiques de A sont réelles et distinctes.

Cette proposition résulte immédiatement du corollaire 1.
Elle permet dans le champ réel de construire des matrices carrées
non symétriques dont les valeurs caractéristiques sont réelles.

Application du théoréme de Brauer & un probléme d’algébre. —
On sait qu’étant donné un polynome de degré n

f()=2"+ a1 2" 14 Q" 4. ..~ dpy T + ap (an# 0)

dont tous les coefficients sont des entiers réels, ce polynome est
irréductible sur le corps des nombres rationnels quand les modules
de (n — 1) de ses zéros sont inférieurs & I'unité.

Nous trouverons donc des conditions d’irréductibilité du polynome
caractéristique d’une matrice réguliére A = (a;,) d’ordre n, 4 éléments
réels entiers, en exprimant que (n — 1) de ses valeurs caractéristiques
se trouvent dans le cercle-unité.

Les valeurs caractéristiques de A sont solutions de I'équation

[[a,., —-d,z||=0

et, dans le plan complexe, elles se trouvent a I'intérieur du domaine
limité par les n circonférences

(17) lan—3z1 <Y layl (i j=12 ..., n).
j2i

D’aprés le théoréme de Brauer, le polynome caractéristique de la
matrice A sera irréductible si (n—1) des circonférences d’équa-
tion (17) sont situées tout entiéres a 'intérieur du cercle-unité et
si le n'*7° est extérieur a ce cercle (et ne le contient pas).

Pour généraliser les résultats que nous avons signalés dans un
travail antérieur [19], nous pouvons remarquer qu’étant donné la
matrice A = (a;;), il est loisible de lui associer une matrice carrée
également réguliére C = (¢;j), d’ordre n a éléments réels, pour
former la matrice

B=(b;)=C1AC (5, j=12,...,n)

qui posséde le méme polynome caractéristique que A et dont le
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domaine des valeurs caractéristiques est constilué par ’ensemble des
n circonférences
|b,,——z].__/.2/|b1,| (i, j=1,2, ..., n).
£

En appliquant a B le théoréme de M. Brauer, on peut alors énoncer
la proposition suivante :

Le polynome caractéristique de la matrice carrée réguliére
d'ordre n. A= {(a,)), & éléments entiers est irréductible sur le
corps des nombres rationnels, s'il est possible de déterminer une
matrice réguliére C. = (c,;) d’ordre n, i éléments réels, telle que le
domaine des valeurs caractéristiques de B = C—'AC soit constitué
par (n— 1) circonférences situées tout entiéres a Uintérieur du
cercle-unité, la n*™° étant & Uextérieur de cette circonférence et
ne la contenant pas.

Ainsi des conditions suffisantes d’irréductibilité du polynome
caractéristique de A s’écrivent
n
N\ P .
21b,,|<1 (5, J=1,2, ..., n; L #Z m);
(18) j=1
~ - .
[bmn | >14 3 by | (G =1,2 ..y ).
/;tm’

Pour des matrices d’ordre élevé, ces conditions s’avérent rapide-
ment d’une écriture difficile; nous allons voir cependant que cette
méthode’ permet de trouver simplement des conditions d’irréduc-
tibilité des polynomes a coefficients entiers sur le corps envisagé.

Soit la matrice A = (a,;) régulié¢re, d’ordre n, a éléments entiers
et prenon’s

C=(edy), Ci= (l a,,),
(4

d,j étant le symbole de Kronecker. '
11 vient
a a Co a Cp
11 19 a in ¢
an s o« aon 22
B = nlcz 20 “en 0"02
[ Cy
Aur— QApo=— =+ Qup

Cn Cn
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et les inégalités (18) conduisent au critére d’irréductibilité du poly-
nome caractéristique de A

I“//["‘Z

<1 (k=1,2, ..., J=1,2, ..., n; ] # m);

lamm]>l+2|aml ({=1,2,...,n).

(#m

Cm

Les premiéres des inégalités précédentes montrent que le critére
ne vaut que pour des matrices de forme trés spéciale, en particulier
pour celles du type

(4] I o o o
o (4] I o o
A= .
o o (] o 1
QAny Qp2 QAp3 ... Qpp—1 Qpp

pour lequel le critére d’irréductibilité s’écrit

c2| _ C3 Cn
- — 1 1
p I ° <, ) - <t,

n

(5 .
|ann|> 1+ Jan || L]y (j 7).
Ji Cn
=1

soit alors le polynome

f(z)=at+az ' +...+ apsx+an (apo0);

on sait que ses zéros sont les valeurs caractéristiques de la matrice

o 1 ] “es (¢} 0
o o I cee o] o

- o}
Q o o - [4] 1
—Qa, —Qp—y —Qap-2 ... —ay —ay

qui rentre dans le type précédent.

Un polynome a coefficients entiers sera donc irréductible sur le
corps envisagé s'il est possible de déterminer une suite décroissante
de n nombres positifs ¢ (cx<C ¢y ) tels que

n
lal>1+Yla|

j=*

Cn—ji1 .
C
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Remarquons qu’en prenant tous les ¢, égaux on retrouve le critére

d’0. Perron [26],
a1>1+2[ a; i,

=

a condition que le polynome n’ait pas de zéros sur le cercle-unité.

Notons de plus que ces considérations permeltent de définir des
familles de matrices carrées réguliéres a éléments entiers dont les
polynomes caractéristiques sont irréductibles [19].

GENERALISATION DU THEOREME DE BRraukr. — Soit une matrice
d’ordre n, A= (a;;) et supposons-la telle que le domaine de ses
valeurs caractéristiques se décompose en divers domaines D, (v<n)

Sormés respectivement par K, circonférences <2Kv= n); dans
x

ces conditions la matrice A posséde K, valeurs caractéristiques
dans chacun des domaines D,

La démonstration de cette proposition s’obtient sans difficulté
en utilisant une méthode calquée sur celle utilisée pour établir le
théoréme de Brauer.

Une conséquence immédiate de ce nouvel énoncé est que si les
éléments diagonaux a,; (i =1, 2, ..., n) sont réels etles coefficients
du polynome caractéristique de A également réels, tout domaine D,
formé par un nombre impair de circonférences contient au moins
une valeur caractéristique réelle.

III. — Extension des résultats précédents.

On doit a M. A. Brauer [2] une importante généralisation des
résultats précédents qui se trouve précisée par les théorémes
suivants :

1] . ’
Tatorime 1. — Etant donné une matrice carrée A= (a,)
d’ordre n, ses valeurs caractéristiques se trouvent dans le
. n(n—I1 . .
domaine formé par les (_;_) ovales de Cassini :

|2 —agi|.| 5 — an | < PiPy (ks h=1,2, ..., n; k#))
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et ausst dans celui formé par les ovales
|z2—arn|.lz—an|<LQQ (kr=1,2,...,n; A#D)
P: et Qi ayant la signification indiquée plus haut.

Nous établirons ce théoréme en raisonnant sur les P;.

Soit w une valeur caractéristique de A; en raisonnant comme dans
les paragraphes antérieurs, il apparait que le systéeme d’équations
linéaires et homogénes

n

a
(19) Zan:m:wmk (k=1,2,...,n)

A=1
admet un ensemble de solutions non nulles z4, z,, ..., Za.

Soient z, et z; les solutions de plus grand medule et sup-
posons |z, | > | zs|.
Les équations de rangs r et s du systéme (19) s’écrivent

‘ (w—a,;)z,r= Z AryZy,

(20) v

’ (w—ass), —Z Agy Ty

v:&s

Si z;=o, alors zy,=o0 pour tout v différent de r; il en résulte,
compte tenu de la premiére équation (20), @ = a,, si z, est différent
de zéro. Ainsi w se trouve dans 'ovale

|2 — arr|.| 32— ass| < PrPs.

Le théoréme est donc établi pour ;= o.
Supposons maintenant z; différent de zéro. Par multiplication, les
équations (20) donnent

(0 — ar)(W— Q) Zrz,= <2vaw$v> <2vasvwv>a

V&£ V#ESs
d’ou
[0 — @rr || 0 — @y |- Zrs 2] 2] <Z | >|wr <Z la,v1>
VEPr V&S
=|@r|.| 25| P,Ps.
Ainsi

®— arr].| 0 — a5 | L PrPs

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 118, 3
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et il en résulte que la valeur caractéristique w se trouve dans Povale
(21) | z2—arr|.| 2 — as | £ PrPs.

Le théoréme est donc démontré. Il est a remarquer qu’il donne
une meilleure localisation des valeurs caractéristiques que celle
obtenue par les considérations du paragraphe 1, car l'ovale (21) se
trouve dans I'un des deux cercles

'Z—arr!épr, Iz“‘assléps-
Notons que si a,, = a, 'ovale (21) dégénére en la circonférence
lz'—arrl = \/PrPa

Conséquence. — 1° Ce théoréme permet de donner une limite
supérleure des modules des valeurs caractéristiques d’une matrice
d’ordre n, A = (a;;), elle s’écrit

(22) M= imax{[am—l-Itml+\/[Idkkl—la)\xljz+4l’kl’x}
(kyX=1,2, ..., n; k).

Soit en effet » une valeur caractéristique de A; il résulte de la
relation (21) que

(23) |w— app|.|w—as | < PrPs.
Supposons |a,-| > | ass| (?); si|w]| <|]a,r|, alors
1
(26) lo | £ 50l arrl + | aes| 1+ 5 [l arr| — |as]| ]

1
< sl ar|+ ] ae|

+ V1@ | — | @ss| P+ 4P, P} £ M.

Envisageons maintenant le cas ou |w|>]|a,r|>]|as|; nous
pouvons écrire
ol|w|—|am|L|v—ar]
0<|w[—|ass|é|(”—au!

et, compte tenu de (23),on a

[lo]—Tlar|][lw]—]as|]<|®—arr|.|w — asu|< PrPs,

(?) Si|a,.|<]a,| la démonstration serait la méme.
< .
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soit

(25) | —[ arr| + | au|]} o]+ | arras]| — PrPs <o,
Ainsi

(26) |olZ e+ el + VITarn! — @] F+4PrPef <M.

Les relations (24) et (26) établissent le théoréme.
On peut établir que la limite M donnée par (22) est meilleure
que celle (5) obtenue au premier paragraphe de ce chapitre si

max[| ay| + Py] = | axi | + Pr > max[| ayw| +Py]
(v=1,2,..., n;vz#k).

2° Avec ’hypothése supplémentaire
(27) Iakka)‘)\|>PI:P7~ (ka)‘=l727 "-an;k?fl);

on peut également donner une limite inférieure du module des valeurs
caractéristiques de A, elle s’écrit

m = ;min{lau|+|anl—\/[IaA/eI—-Iaxm|]2+4PLPx}
(b, A=1,2, ..., 0; kZ£XN).

De la relation (235) on tire en effet

w > ‘;‘{|al'r|+|asa|—t/[|arrl—‘|au|])+ 4PrPs}ém-

3° De cette derniére hypothése (27), on peut déduire de nouvelles
conditions suffisantes pour que la matrice d’ordre n, A = (a;;) a élé-
ments réels soit définie positive; on a, en effet, le théoréme :

Tatorime 2. — Pour que la matrice carrée d'ordre n, A = (a,;)
a éléments réels soit définie positive, il suffit que Uon ait

|akka)\)\|>PkP7\ (k77\=1121---1n;k;£>‘);
arp >0 (k=1,2, ..., n)

Etablissons cette proposition.
On sait que les valeurs caractéristiques de A se trouvent dans
le domaine délimité par les ovales

|z —agi|.]z—an|<P:Py  (KX=1,2, ..., 0 k#])),
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ou
(28) Py Py >o.
En coordonnées cartésiennes, 1'équation des ovales s’écrit
£ 3) =@ — aw) + 7' 1[(z — @) + "] — P} Py =o.
Posons
(29) (z—an)+y =K, (z—an)+y =L

etl’ona

9 d,
é—f:=2(x—akk)L+2(x—a)‘)_)K, (—é:zy(L—i-K),

donc

dy  (z—app) L4+ (z—an)K
(30) dz = YL+ K) :

Ceci posé, considérons le point de coordonnées

30 w=;law+an—Viax—anr+4PiBhl,  yi=o,

c’est le point ou l'ovale copsidéré est le plus prés de l'origine
des coordonnées.

Si l'on suppose ai; > ap, de (31) et (28) on tire

I S ————————
#1 < ;[akk+ an— y(ark— an)’ ] = an < axx,
ainsi
Xy — Ak £ X1 — a)), < 0.

Comme par (29), K et L sont positifs, I’équation (30) montre
que la tangente au point (21, 1) est paralléle a I'axe des y. Celle
tangente ne rencontre I'ovale en aucun autre point, donc

(#:— aw )’ (21— an) = P} P}
et par suite,

(21— ara)? + 2] [(#1— an) +»"1> P} Py (¥ #o).

Il en résulte que tous les points de I'ovale et ceux situés sur sa
frontiére ont une abscisse z supérieure ou égale & 24> o0; ainsi
les valeurs caractéristiques de A ont leurs parties réelles positives.
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Ce théoréme conduit aux corollaires suivants :
a. St l'on a
| akr @y | > Pe Py, (kyh=1,2,..,n; A1),

si les ag sont positifs (k =1, 2, ..., n) et si les coefficients du poly-
nome caractéristique de A sont des nombres réels, le déter-
minant A est positif.

En effet, si 4+ ) est une valeur caractéristique de A, z—iy
en est une également et leur produit est positif; comme A, d’aprés
le théoréme 2, n’a pas de valeurs caractéristiques négatives ou nulles,
le produit de toutes les valeurs caractéristiques est positif et le
déterminant de A l'est également.

3. Toute matrice hermitique satisfaisant aux conditions
du théoreme 2 a ses valeurs caractéristiques positives.

On sait, en effet, que les valeurs caractéristiques d’une matrice
hermitique sont réelles.

Application des théorémes précédents i la recherche d’une limite
supérieure ou inférieure des modules des zéros d'un polynome. —-
Nous avons rappelé que les zéros d’un polynome sont les valeurs
caractéristiques d'une matrice dont nous avons donné plus haut
la forme (¢f. p. 31); on peut donc déduire des limites pour
les modules des zéros d’un polynome de celles (5) et (22) obtenues’
pour les valeurs caractéristiques des matrices [17 ].

Ces limites supérieures s’écrivent respectivement :

M; = max[|ay| + P.] (i=1,2,...,n);

1
M= cmax{|au|+|a) |+ V[[au]—a, [T+ 4P.F;}
(i, J=1,2, ..., n; L #£J).
La premiére de ces limites, calculée a partir de la matrice associée
au polynome

S(&8)=3"+ a; 3" +. ..+ @y 3 + ay,

donne la limite supérieure

n
(32) L= max{r, Nla
. 1
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On retrouve une limite classique [31].

. I . . .
En faisant z = Edans S(3), on obtient par des considérations

analogues, une limite inférieure des zéros de f(z)
(33) L= 12l

n )
l-i~2,|0t1'|
1

De méme, la limite M, de Brauer conduit aux limites, supérieure
et inférieure,

! _—_"T—
(34) Lo=max"1,% a, |+ | a l"+421a,( ’
(35) &= min|1, 2] an)

n
| @ns | -+ {an_,}7+4]a,,||:1+2]a]-|]

°

A titre d’exemple, considérons le polynome
' —3"— 3z —1
dont les modules des zéros extrémes s’écrivent
0,891184 et 1,0961?9.
Les relations (34) et (35) donnent

12=0,5, Lg=—‘l,.73.

L’encadrement est assez satisfaisant et meilleur que celui auquel
conduisent les relations (32) et (33); dans le cas présent,
ces derniéres prennent en effet les valeurs

!, =o0,25, L, =3.

Ce résultat était 4 prévoir d’aprés le critére de comparaison
des limites (5) et (22).

Notons de plus que les relations (5) permetient de donner
des limiles, inférieure et supérieure, des parties réelles et imaginaires
des zéros d’un polynome; en représentant par M (k=1, 2, ..., n)
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les zéros de f (), il vient ainsi

—1 I

n n
MR (—a)=| )] £ RO £ max) R (— @) + 3| 451,
° 2

—1 I

min

I (—a)—la| LI () Lmax ) I (—a)+ 3| .
2 . °

IV. — Remarque sur la localisation des valeurs caractéristiques
des matrices M.

Considérons une matrice M; pour trouver le domaine de ses
valeurs caractéristiques on pourrait avoir recours aux méthodes
indiquées aux paragraphes I et III, mais les conditions de M. Miiller
qui les caractérisent [cf. relation (), chap. I] permettent également
de définir de nouvelles zones ou elles peuvent se trouver. La conjonc-
tion des ces diverses méthodes permettra donc de délimiter avec une
plus grande précision le domaine des valeurs caractéristiques.

Soit, par exemple, une matrice M d’ordre multiple de 3; il est
facile de montrer que les conditions (7) impliquent que ses valcurs
caractéristiques se siluent & [’extérieur des circonférences

n
I A1 +3M14+30— 3 [=] ai+3A,~+3Al — Z _ Iai+u,v s
vEIIA
n
(36) | Ao -3M,94-3A— 3 |= | @s3r1430] — zv_ | Qo 3h,v |
v;¢5:+.ﬂ1

n—3
y ()\=O,I,..., 3 )1

ou & Uintérieur des cercles

n n
(37) | aga— 3| = Zv-;a‘aﬂ’\'l ()\=l, 2, ..., E)'

VE3A

Nous allons préciser ces considérations sur un exemple; soit
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la matrice M d’ordre 6, déja envisagée

1 2 o o o o
—6 1 1 1 o o
M— o 0,51 o o o}
[ o o 1 6 o
o o o —2 1 o
I 0,) o o 1 3

Les considérations du paragraphe I montrent que ses valeurs

} 3.(1)

L

DIANNNIIIIN

15

mnrl///nnlnl (R.(zl

domaine des valeurs
, caracteristiques

o Racines calculées

Fig. 2
caractéristiques se trouvent a Uintérieur du cercle
l 1I— 3 I = 8.

Les conditions de M. Miiller impliquent que ces mémes valeurs
caractérisliques se trouvent, soit dans les circonférences

[1— x| =o0,5, [3—z|=2,5,

c’est-a-dire, en fait, dans le cercle de centre (3,0) et de rayon 3,5,



VALEURS CARACTERISTIQUES DES MATRICES CARREES. * 41

soit & U’extérieur des circonférences
|l1—z]| =2, [1—z|=14, [r—z| =06, |[1—z|=2,
c’est-a-dire, en fait, a I'extérieur de la circonférence de centre (1 o)
et de rayon 2.
La conjonction de ces divers domaines donne la figure 2, ou les zones
hachurées sont celles ou ne peuvent se trouver les valeurs carac-

téristiques; notons que leurs valeurs sont 1, 3, 1 2=iy/12, 1==7y/11,5.

CHAPITRE I11.

QUELQUES APPLICATIONS D'UN THEOREME DE M. OSTROWSKI.

I. — Théorémes de M. Ostrowski.

Au cours de recherches sur l'intégration des équations diffé-
rentielles, M. Ostrowshi a établi deux propositions qui conduisent
a des résultats pratiques importants [13].

l.. Etant donné une matrice carrée réguliére d’ordre’ n,
A = (ay), si Uon ajoute aux a,, de petites quantités ¢,, formant
une matrice E, une condition suffisante pour que la matrice
A'= A + E soit réguliere est que

(1) max|sp.,[<\—'—- ((Hy=1,2,...,n),

les a,, étant les éléments de la matrice inverse A1 de A.

Considérons la matrice A'=A +E=(a,,+ €uwv) et posons
max | g, | =¢; il s’agit de trouver une borne d>o de ¢ telle que
si e < d, A+ E soit réguliére.

Posons dét (A) = Ag, dét(A') = A ; en développant A en fonction
des ¢,, et en négligeant les termes d’ordre supérieur a I'unité,
on obtient

(2) Ao+Zsp,‘vpr (fsv =1, 2, ..., n),
BV :

ou les A, sont les mineurs de A,.
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Or
Ao+25wAw Ay — 52| Awl,
v BV
donc'si
EZIAW|<|A0|a
Pav

I'expression (2) est différente de zéro.

Montrons que cette condition est suffisante pour que le déter-
minant complet A, soit différent de zéro, c’est-a-dire qu’en désignant
par ay, les éléments de A—!, on peut poser

(3) d=—1 (lyv=1,2,...,n).

ALY

Py

La démonstration résulte immédiatement du théoréme de
M. Hadamard; il suffit de montrer que le déterminant de la matrice

A-t[A +E]=1+ A—1E,

ou I est la matrice-unité est différent de zéro.
D’aprés le théoréme précité, il suffit que les sommes

n

2

v=1

n

E“p.t iy

=1

soient inférieures a I'unité.
Or, si|g,,| << d, on a évidemment
’ n )

n

2

v=1

n

Zap.z Ey

=1

< dZ' apy| < 1.
™

Le théoréme est ainsi établi.

Ce théoréme de M. Ostrowski permet de montrer facilementqu’une
limite supérieure de modules des valeurs caractérlsuques d’une
matrice d’ordre n est nM, M étant le module maximum de ses élé-
ments, limite donnée par Hirsch [6]; ce résultat se déduit d’ailleurs
des considérations générales du chapitre II (§ 1).
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Soit, en effet, la matrice A = (a,;) d’ordre n; son équation carac-
éristique s’écrit

llay— =38l =o,
et, en posant z = i » elle devient
llayz—38,| =o.
Soit alors la matrice-unité d’ordre n, I,-=—= (0:5), la limite de

M. Ostrowski s’écrit pour cette derniére d = ;1; et il est clair que tant
que

1
|ayl15] <+

la derniére équation ne pourra étre vérifiée.

Une limite inférieure des racines en z de cette équation s’écrit
donc

1
am (M =maxfa,))

et, par suite, en revenant a la variable z, une limite supérieure des
modules des valeurs caractéristiques de A est nM.

2. Etant donné la matrice carrée réguliére A =(a,,),
dordre n, si Uon ajoute aux a,, de pelites quantités e, formant
une matrice E, une condition suffisante pour que la matrice
A'=A +E soit réguliere est que

1
ZIEIL"|°<'—‘ (my=1,2,...,n),

les oc'pw étant les éléments de A—.

La démonstration est analogue & la précédente.

II. — Applications.

Nous nous bornonsa indiquerles applications qui nous ont conduit
a utiliser le premier théoréme de M. Ostrowshi; le second pourrait
d’ailleurs étre utilisé pour traiter des questions analogues.
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1. Formation de matrices définies positives. — Le premier théo-
réme de M. Ostrowski va nous permetire de préciser I'assertion faite
au premier chapitre & propos de la stabilité de fonctionnement des
machines mathématiques, qu’étant donné une matrice symétrique
H a éléments réels, définie positive, la matrice symétrique H' obtenue
en diminuant de petites quantités réelles les éléments de la diagonale
~ principale de H, était également positive.

Nous allons voir que cette proposition n’est qu’un cas particulier
d’une propriété plus générale, qui vaut d’ailleurs pour toute matrice
définie positive symétrique a éléments réels, qu’elle soit du type H
ou non, en donnant une limile supérieure des modules de quantités
réelles dont on peut faire varier ses éléments pour qu’elle demeure
définie positive.

Soit, en effet, une matrice symétrique A, d’ordre n, définie
positive : la chaine de ses mineurs principaux est formée par des
matrices définies positives.

Dans ces conditions, supposons que l'on ait calculé les limites d
de M. Ostrowski afférentes a chacune des matrices de la chaine et &
la matrice A elle-méme; en faisant varier les éléments de A de quan-
tités inférieures en valeur absolue a la plus petite de ces limites, il
apparait, par continuité, que, toutes les matrices envisagées demeu-
rant réguliéres, les signes de leurs déterminants ne changent pas. La
matrice variée symétrique est donc aussi définie positive (*).

Pour illustrer ces considérations, montrons sur un exemple pour
lequel le calcul des limites de M. Ostrowski est particuliérement
simple, comment on peut & partir d’une matrice définie positive,
construire une famille de matrices également définies positives [L1].

Considérons la matrice carrée d’ordre » a éléments réels posmfs

« I 1 ... 1
M;z(a)——- I «a I»..‘ I
I I I’ OC‘

Si a est supérieur & 'unité, ce que nous supposerons dans ce qui

(®) Depuis la rédaction de ce Mémoire, nous avons montré, que Ton pouvalt consi-
dérablement simplifier le calcul en utilisant le second théoréme de M. Ostrowski
(C. R. Acad. Sc., t.232, 1951, p. 2390). -

¢ S P N
WA iﬂ { oy = Iyt = 2 ;,;;\h) An
' "
, { . SOALY Ya, L
R ) T
3 \ I R N T R
Clunn ® 0 AT S I R g" Yy
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va suivre, M, (a) est_définie positive : ses valeurs caractéristiques
sont en effet effet « +n—1 , qui est mmple et —1, qui est d’ordren—1.

Calculons la limite d,,(a) de M. Ostrowski afférente a cette
matrice. Déterminons la matrice inverse de M,(«); pour 'obtenir, le
plus simple est de résoudre le systéme en z,

(4) ax,+2x,=), (L, j=r1,2, ..., n),
j#t

que P'on peut écrire

(5) (a—D@+ Fa=y (=12 ..., n).
j=1

Posons ij—_—. S et additionnons les équations (3); nous obtenons
1

immédialement
n
S
S _— 1
n-+o—I1
d’ou

Y _ 1
a—1 (a—l)(a-i—n—l),

ZTy=

Les éléments diagonaux de la matmce inverse de M, () ont am51
pour expression

I oa—+n—2
a—I a4+ n—1I

et les éléments non diagonaux

I
T o= (a+rn—1)

La limite d, relative 8 M,(a) s’écrit donc
2 Qo TOAMVE 2

a—1 a4+n—I1
\ T Th a42n—3

. 5 ey ! 1
et il est & remarquer que d,(a) décroit avec —.
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Si donc on fait varier les éléments de M, («) de quantités, positives
ou négatives, inférieures en valeur absolue a d,(«), tous les mineurs
principaux du déterminant de la matrice symétrique ainsi obtenue,
comme son déterminant lui-méme, demeureront positifs d’aprés la
remarque qui précéde el la matrice variée sera définie positive.

Par exemple, soit la matrice

4 1 ... 01
M5(4)=< . . “ee A)’
11 ..

ds(4) = ;% A 0,346

il vient

et une famille de matrices syméiriques définies positives peut étre
définie comme suit : ses élémenls diagonaux principaux sont compris
entre 4 4 0,346 et 4 — 0,346; les autres éléments entre 1+ 0,346
et 1 —0,346.

2. A propos d’un probléme de vibrations. — En théorie de vibra-
tion on est souvent amené a considérer 1’équation

(6) [[allz+bllll=0 (iaj=1727 ceey 1),

le déterminant qui figure au premier membre étant symétrique et
d’ordre n, les coefficients a; et b,; élant réels. Sylvester [32Ta établi
que les racines de cette équation étaient réelles et que si, de plus, les
matrices carrées (a,) et (b;;) étaient définies positives, elles étaient
toutes négatives.

Nous nous proposons, dans cette éventualité, de donner une
méthode de calcul d’une limite supérieure de ces racines [22].

Considérons le délerminant d’ordre n

(7) | @iy = byl

les u;; étant supposés petits.

En utilisant le premier théoréme de M. Ostrowski, on sait trouver
une limite supérieure d des modules des u,j, telle que pour | u;;| << d,
le déterminant (7) ne puisse s’annuler et, par suite, demeure positif
comme || b;;|| auquel il se réduit quand tous les u;; sont nuls.
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Ayant ainsi déterminé d, il suffira de résoudre les -'3-(—-'%_"—1) inéga-
lités ’
layz|<d

pour en déduire une limite inférieure du module des racines de
Péquation (6). En fait, en représentant par |a}| le module maximum
des éléments a,;, cette limite inférieure est

| 2m| = “d,—
| aif|

et comme toutes les racines sont réelles et négatives, elles sont bor-

nées supérieurement par — Tar’

Au chapitre IV, ot nous étudions une équation qni généralise (6),
nous donnerons d’autres méthodes de résolution de ce probléme.

Pour préciser le résultat précédent donnons un exemple numérique
simple.

Soit I'équation en z.

3z+4 ss4+1 2z+2
(8) z+1 3z+2 3 = o.
3+2 3 32+3|
On a

ces matricés étant définies positives, d’aprés le corollaire du théo-
réme de M. Hadamard; les racines de (8) sont donc réelles et néga-
tives.

La matrice inverse de (b;,) s’écrit

6 _3 4
13 13 13
3 8 2
| 3 8 2
(bur) 13 13 13
4 2 7
13 13 13
et 1] vient
a= 5.

39
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Comme || @}/ || = 3, une limite supérieure des racines de (8) est
A B A
Ia{;‘ = 3><39N O,III.

Nous pouvons remarquer que le théoréme de M. Ostrowski permet
de résoudre un autre probléme lié au précédent :
Considérons a nouveau I'équation (6)

(6) | @iz + by || =0

et supposons que sesracines soient toutes négatives, les matrices(a,;)
et (b,;) élant définies positives.

Proposons-nous de déterminer une limite supérieure des valeurs.
absolues des petites variations réelles et symétriques u,,=m,, et
Py= ey (¢, j =1,2, ..., n) que 'on peut faire subir aux coefficients
a,, et b;; pour que I'équation ainsi obtenue ait encorc toutes ses
racines réelles et négatives.

11 suffit que les matrices (a,; + n,;) et (bi;+ ;) soient définies
positives, c¢’est-a-dire que les chaines des mineurs principaux de leurs
déterminants respectifs ne comportent que des termes positifs.

Comme, par hypothése, les chaines des mineurs principaux de
||@:j]| et | b, ne comportent que des termes positifs, un raisonne-
ment analogue a celui de la premiére application montre qu’il suffit
de prendre les =, et les p,, respectivement inférieurs, en valeur
absolue, a la plus petite des limites d de M. Ostrowski, calculées pour’
chaque terme de I'une et autre des chaines de mineurs principaux
de [l | ot ]| by I

La connaissance des limites supérieures des |n,;| el |p, | permet
ainsi de préciser la mesure dans laquelle on pourra faire varier les
paramétres physiques d'un systéme dont le comportement est régi
initialement par ’équation (6) pour que la stabilité se conserve.

Montrons sur un exemple, la mise en ceuvre de la méthode.

22+2 S4+1 5-+1
zZ+1 3342 3Z-+1|o.
Z4+1 2Z2-+1 23-+3

’

2 1 1
(ay=( 1 3 1) (bz/)=(
11 2

-
- N -
(S

et ces matrices sont définies positives.
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La chaine des mineuts principaux de (a;,) est

> 1 ‘2 1 1
2 () (e

7

et les inverses des matrices s’écrivent

= O W
A RRERN N RN BN

-
NN =T or

Nl= N W~

Les limites de M. Ostrowski relatives a (a,;) sont donc

etil appar‘ait qu’il faut prendre |0, | << %
La chaine des mineurs principaux de (b,,) s'écrit
2 1 72 1T 1
s (e (e ;)

et les inverses des matrices sont

Y 2 1

2 1 7 7 7
33 _2 o 1
o2 ) 777
3 3/ _r _1 3
7 7 7

1l vient pour les limites d

W -

2, -
et 'on doit prendre [y, | < ;

3. Détermination d’une limite supérieure des parties réelles des
racines de 1’équation aux fréquences propres d’un réseau électrique
passif [22]. — Considérons un réseau électrique & n mailles indé-

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 118, &
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pendantes et représenlons, comme nous l’avons indiqué, par [, r,),
si; (i, j=1, 2, ..., n) les paramétres de ce dernier.
On sait que I'8qualion aux fréquences propres s’écrit

{9) 112"+ ryz+syll=o0 (G J=1,2, ..., nr),

le déterminant qui figure au premier membre étant symétrique et
d’ordre n.

Nous avons indiqué que les matrices (l;), (ri;) et (s,;) étaient
définies positives el I'on peut montrer que, dans ces conditions, les
racines'de (g) sont toutes a partie réelle négative.

Nous nous proposons de donner une méthode de calcul d’'une
limite supérieure des parties réelles de ces racines.

On pourrait songer a utiliser une méthode analogue a cclle du
paragraphe 2, mais elle ne nous conduirait & aucune limitation des
parties réelles des racines complexes, aussi allons-nous opérer diffé-
remment.

Faisons le changement de variable

{10) Z=u—a,
ou a est un nombre réel posctif; 'équation (g) devient
{11) | ljw+ (ry,—2lya)u+l,a—r,a+s, | =o.

S’il est possible de définir un intervalle (o, @, ) de variation de a,
tel que pour tout a de ce dernier les matrices (r;;—21[,a) et
(lya*—rya—+s,) (i, j=1, 2, ..., n) soient définies positives,
I’équation (11) aura toutes ses racines a partie réelle négative et
puisque z = — a -+ u, les parties réelles des racines de '’équation (g)
admettront — a,, comme borne supérieure.

Tout revient a déterminer a,,.

A. Méthode générale. — Considérons la matrice (r,;— 2/;;a);
en posanl — 2/,;a = u;, elle s'écrit (r,; + u,;) et pour qu’elle soit
définie positive, il faut que la chaiie des mineurs principaux de
|| 72—+ wij || soit & termes positifs.

Puisque la matrice (7;;) est définie positive, on est ramené au pro-
bléme du premier paragraphe : pour chaque mineur de la chaine, on
déterminera la limite d de M. Ostrowski; soit d, la plus petite des
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limites ainsi obtenues, la matrice (r,;+ u;,) répondra a la questionsi
gy, | < dr

et 'on en déduira une premiére limite supérieure de a

d,
= =
Tyl

|l,’;‘| étant le module maximum des /,,.

Passons maintenant a la matrice (/,;@” —r,;a + s,;) qui, en posant
lya*—rja=v,;s'écrit (v, + s,,); il faut que les mineurs principaux
de|| ¢:j + s, || soient tous positifs; le théoréme de M. Ostrowski per-
mettra, comme plus haut, de déterminer une limite supérieure, soit
d;, des |v,,| pour qu’il en soil ainsi et, en résolvant les inégalités

lhja>—rya—+s,| <d (a> o),

on saura trouver un intervalle de variation de a(o, a;) tel que pour

tout @ y appartenant, la matrice (/,,;a”>—r,ja+s;) soit définie
positive.

La limite supéricure cherchée — a, des parties réelles des

racines de U'équation (g) sera égale au plus petit des nombres a,
et a; changé de signe.

Donnons un exemple simple pour préciser lamarche du calcul.
Soit I'équation

43°+2z3+2 237+ 3+1 B+ 341
9) 22°+z+1 43°+3z+2 & +35+1 |=o,
2+ 3+ 1 2+23+1 32°+23-+3

a laquelle correspondent les matrices définies positives

(4 2 1 ‘2 1 1 2 1 1
(l;j)=(2 4 1), (r,,)=<1 3 1), (sy)=( 1 2 1 ).
1 1 3 I 1 2 1 1 3

La chaine des mineurs principaux de || r, || est
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elle est identique a celle de I'exemple précédent et il apparait que la
plus petite limite d’Ostrowski est d. = %; comme || =4, il vient

1

1
= I <3=<4 - 2.

La chaine des mineurs principaux de || s, || s’écrit

2 1 1
2 1
2, S 1
1 2
1 1 3

et les inverses de matrices qui correspondent aux déterminants ont
pour expressions

5 _ 2 _1

[ 7 7 7
5 3, _2 5 )

S S 7 7 7

3 3 1 §

7 7 7

Il leur correspond respectivement les limites d’Ostrowski ; et %;

I
nous aurons donc a;= 3

Restent a résoudre les inégalités (a > o)'
}4a’—2(¢]<1, l4a°-——3a]<1, |3¢12-—2a|<1
. 3 ' 3 3
|2a7—a|<£, qu——a|<1
3 3
et seules les hypothéses respectives
I 3 2 1
a<5, a<;’ ll<'3‘, a<5) a<1
présentent un intérét; elles conduisent aux inégalités
4a"—2a+%>o, 4a2—3a+§>o,
3at—2a + % > o,

’

1 1
2a°-——a+3>o, a’——a+§>o.
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Elles sont toujours vérifiées, sauf la seconde qui est satisfaite pour

o<a<§[3——\/9—— 139]%0,135-

Ainsi a;=0,136; cette limite est supérieure & a, = Vi une limite
supérieure des parties réelles des racines de ’équation (g') est donc

1
—Aap=—dr=— —

26
B. Méthode particuliére. — Dans certaines circonstances que

nous allons préciser, il existe une méthode plus simple pour déter-
miner la limite cherchée. '

Nous avons indiqué qu’il existe des réseaux qui, par un choix
convenable des mailles indépendantes, sont tels que les ¢éléments des
matrices (/;,), (r.,) et (si;) satisfont non seulement aux conditions

(12) li>o, ra> b, $1.> 0,

mais aussi aux inégalités de M. Hadamard,

(13) b> Zillllh rig > 211’71”7 > 2,]31/[
i#t i#1 i#t

(i7j=1727 ceey ),

les conditions (12) et (13) étant, d’autre part, suffisantes pour que
les matrices (1), (ri;) et (si)) soient définies positives.

Pour définir 'intervalle (o, a,) de variation de a(a > o) tel que
pourtouta de ce dernicr, lesmatrices (r,; — 2 lija) et (lij;a>—ri;a+s;))
soient définies positives, il suffira de résoudre les inégalités

ru—zl,,a>2,|r,,—2l,,a|,
j#e
(14) "
li,a"—r¢1a+s,,>2 [lya°—rya—+s,)|
£
(3, J=1,2, ..., n).

En remarquant que

| rij—2bja|<|ri|+2al;],
(hjat—rya—+s; | <|lLjla+|rijla+{s,|
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le probléme se raméne & la résolution des suivantes :

!
s ru_zlna>2:r¢,|+2a21u,,;,
i#1 J#
(15) _
liija®—r,a+sp>a’ iy +a ry |+ s
' ' o ! 2,1 i1 Z,I 1| le il
\ 17 j#e e

qui impliquent (14) et qui peuvent admettre des solulions en raison
des relations (13).

Le plus petit intervalle de variation de @ (o, @) qui permet, pour
tout @ y appartenant, de satisfaire aux inégalités (13) est I'intervalle
cherché. '

Donnons un exemple trés simple; considérons I’équation

432+224+2 2+ 3+1

(16)

= 0.

2B+ 34+1 4(3°+23+2

an=(4 ) en=(1) =)

et les premiéres inégalités (15) s’écrivent

On a

2—8a>1+2a,

qui demandent

o< aL 1—15-

Les secondes donnent
fa’—2a+2>a+a-+1,
soit _
3a°—3a—+1>0,
qui est toujours vérifiée.

On a donc an=0,1 et les parties réelles des racines de I'équation
étudiée admettent pour borne supérieure

— Ap=—0,I.

1l est facile de calculer les parties réelles des racines de (16); leurs

3 1 .. “pe
valeurs sont — et — g la limite trouvée est assez satisfaisante.
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CHAPITRE 1IV.

E’TUDE DES ZEROS D'UN DETERMINANT DONT LES ELEMENTS SONT DES POLYNOMES.

Dans divers problémes de Mécanique quantique et de la théorie
des petits mouvements, on est amené a considérer des équations de
la forme

(1) | aiam+ ayzni+ . +a | =0 (Jyk=1,2,...,n),

le délerminant élant d’ordre n et ses éléments constitués par des
polynomes en 5 de degré m.

Nous nous proposons d’indiquer quelques propriétés des racines
de ce type d’équation [23] en donnant, en particulier, un procédé
permettant d'utiliser les résultats qui ont été établis précédemment.

1. Conditions suffisantes pour que les racines de 'équation (1) se
trouvent 4 P'intérieur ou a 'extérieur du cercle-unité. — Supposons
que léquation (1) soit satisfaite pour une certaine valeur
de z, alors le systéme d’équations linéaires et homogénes
en z{(j=1, 2, ..., n)

n
z(a;z’z'"+...+a}7c’”)x&”=0 J=1,2,...,n)
k=1

admet un ensewmnble de solutions non nulles en z{".
En posant
aP i) = Xp+t) (p=o0,1, ..., m);

ce systéme est équivalent au suivant :

n

n n
Za;g)xgpl+“+2a;;g§sgn+... +Z amXP=0 (=12 ..., n);

A=1 k=1 A=1
— X(m+1) g g XM =0

............................. (k=1,2, ..., n),
— X+ zXV=0

qui admet un ensemble de solutions non nulles en Xi*, ..., X{*9
(k: 1,2, ...y n).
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Pour qu’il en soit ainsi, il faut que I'on ait

| (&0) (@) -+ (@) (aff)
(2) I,, ZI" e o o =o,
o o “en In a1,
la notation (a})(A=1, 2, ..., m) représentant la matrice formée

avec les coefficients a‘,}‘, I, la matrice-unité d’ordre » et zéro la
matrice nulle.

D'aprés le théoréme de M. Hadamard, ce déterminant ne peut
s’annuler si

[z]>1,
_
(3) 1“5?’|>Zkl“ﬁ’l+2|a§}c’l+...§+E;ay,;n|
h£j A k
(J h=1,2,...,0)

Ainsi, des conditions suffisantes pour que I'équation (1) ait ses
racines a I'intérieur du cercle-unité sont

ot > 10|+ D a0+ o+ D e
(4) ey & k
(J, k=1,2, ..., ).

On en déduirait immédiatement des conditions suffisantes pour
que les racines de 'équation (1) soient inférieures, en module, 3 un
nombre donné M positif.

La méme méthode permet de donner également des conditions
suffisantes pour que I’équation (1) ait ses racines a Pextérieur du
cercle-unité; elles s’écrivent

[ ram > 1agi+ X 1apn+ o D1 a
(5) JEA k k
l (j, k=1,2, ..., n)
et on peut en déduire immédiatement des conditions suffisantes
pour que les racines de I'équation (1) soient supérieures, en module,
a un nombre donné m > o.
Les quantités m et M étant données (o << m<<M), on pourra de
plus, compte tenu des résultats précédents, caractériser les équa-
tions (1) dont les racines sont en module comprises entre m et M.
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2. Domaine du plan complexe o se trouvent les racines de I’équa-
tion (1). — Supposons que I'on veuille déterminer le domaine du
plan complexe de la variable z ou se trouvent les racines de I'équa-
tion (1); nous allons, a cet effet, définir une matrice dont les valeurs
caractéristiques sont des fonctions simples de ces racines, ce quinous
permettra d’utiliser les résultats des chapitres précédents.

Pour y parvenir nous utiliserons un artifice da a M. H. Way-
land [30], légérement modifié.

Si I'équation (1) est salisfaite pour une certaine valeur de 3, le

systéme différentiel en zx(k =1, 2, ..., n)
n
(6) Z(a;;nnm + aPDR— L+ af) 2x = o,
A=1

) . d .
ot I'on a posé D — —; » @dmet un ensemble de solutions non nulles.

Représentons, pour simplifier I'écriture, par A, la matrice carrée
d’ordre n (al¥') (=0, 1, ..., m) et par z la malrice a une colonne
dont les éléments sont les zx(k =1, 2, .... n); le systéme (6) peut
alors s’écrire

(7) (AgDm - A\Dm—1 ...+ AT =0. H

Supposons la matrice A, réguliére, A7 existe et, en multipliant &
gauche le systéme (7) par A", il vient

(8) (I Dm+ AGtADm—1 4+ ., +A5'"Ap)2z =0,

I,, étant la matrice-unité d’ordre rn.
Introduisons maintenanl les nouvelles variaples

20 = x4, z{"=Dz{®, 2 =Dx{") = D2z, ceny

2P =DtV = ... Dnz{® (k=1,2,....n)

Le systéme (8) est équivalent au suivant :

— [, Dzlr—1) - AGLA z(r—1) - ATt Awz(n—2) ¢ | . . 4+~ AG1A 200 = o,
— z(r=1 [, 4 Dx(n—)1, =o,

(9)

— a2, +~ Dz, = o,

ol z'™ représente la matrice 4 une colonne dont lgzs éléments
sont 2™, ..., 2,
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Posons z(¥) = g'®e, ou ¢® est une matrice unicolonne d’élé-
ments ¢, ¢, ..., gi¥; le systéme (g) s'écrit

(AS'A 4+ 1,2) g+ A5t Apgln—2l g .. +AG1A 90 =0,
(10) — g I+ z g2, =0,

—qnI, +3zq0],=o.

Comme (10) admet un ensemble non nul de solutions en g™, on a,

AstA i+ T,z AGtA, ... A3'A, A'A,
(11) —1I, zl, ) © 0 —o.
[ [ —1I, zl,

Les racines de (1) sont donc les valeurs caractéristiques, chan-
gées de signe, de la matrice

ATYA, AG'A: ... AT'A AGtA,
—1I, [ o [

(12)

o o —1, 0

En utilisant les méthodes données au chapitre II, on pourra donc
déterminer le domaine des racines de I’équation (1).

Ainsi, en représentant par o«!}) les éléments de la ma-
trice A7'A (p=1.2, ..., m; j, k=1, 2, ..., n), il apparait
que les racines de (1) peuvent se trouver dans le domaine limité par
le cercle-unité et les n circonférences d’équations

|z+a“’|—2]a“’]+2 )| +Z|a(m)

(13) k#£i
. U, =1:2’-*'7n)°

Notons de plus que ces considérations permettent de donner une
limite supérieure M des modules des racines de cette équation; on
obtient, par exemple,

(14) M = max I’E'“;“ +2‘l°‘(m) } s k=1,2,...,n)
k

et 'on en déduit que les racines de I'équation (1) se trouvent toutes
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a Pintérieur du cercle-unité si ’on a

m n
(15) maxz zlaﬁ‘,ﬁ’|<1 (Jyk=1,2,...,n).
o

=1 A=t

Nous obtenons ainsi une nouvelle condition, cependant plus diffi-
cile a expliciter que celles trouvées plus haut, pour que toutes les
racines de (1) se trouvent a I'intérieur du cercle-unité.

A titre d’exemple, considérons I’équation, a coefficients réels,
VA% VAN

B4+ 32+4+3+1 32+ 3 Z 41
3+ 3z 23—22"+1 2241 =o.
Z+1 2241 23+ 42°
On a
1 0 O 1 1 o
Ay=| o 1 o ), A= 1 —2 1 }
0 0 1 [ I 4
/1 1 0 I 0 I
Ag=(l o o |, A3=(o I 1 ).
I 0 o I I o

La matrice A, élant la matrice-unité, le calcul est trés simplifié et
’équation (11) prend la forme

1+ 3 i o I I 1 1 0 1
1 —2+ 3 1 1 o o o0 1 I
o 1 4+3 1 ) [ I I o
—1 [ o 3 o o o0 o o
[ —1 o o 2 o o0 o o]|=o.
o o —1 % o Z 0 0 O
o —1I (] o 2 0 O
o o —1 o o 3 O
o o — 1 0O 0 2

Le domaine des racines est constitué¢ par le cercle-unité et les trois
circonférences

|1+2|=8, | —2+23|=35, | 4+3|=4.

La mise sous forme (11) de I’équation (1) permet parfois, ainsi
que nous allons le voir, de préciser plus nettement encore la région
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du domaine que nous venons de définir par les relations {13) ou se
trouvent certaines racines de (1). Nous avons vu, en effet, que
M. Brauer a montré qu’étant donné une matrice carrée d’ordre n,
A = (aij), telle que pour une certaine valeur de i(1 < i < n) et pour
tout k différent de {(1 A < n),

. .
(16) [ an— aki| >2./ | aiy | +21 | akel,

i;ﬁtl £k
’équation ||A—zI,[|=o0 a une racine et une seule a l'intérieur de

la circonférence.

|au—3!=2 [ ai |-
g
cette valeur étant réelle si, en particulier, les éléments a;, de A
le sont.

Si donc la relation (16) est satisfaite pour certains éléments de la
matrice (12), on saura préciser la position de certaines racines de (1)
dans le domaine précédemment défini et, de ce fait, avoir des indi-
cations sur la situation des autres racines et méme sur leur nature,
comme va le montrer I’exemple suivant :

Soit P'équation a coefficients réels

3’ + 123 o |
341 3"+ 5341

1 0 12 1 o1
a=(o ) a=(VR) m=())

et'équation (11) s’écrit

12+ 2 I o I

1 b4z 1 1
= 0.

—1I o 2 O

1 — 1 [¢ B4

Pour la premiére ligne, on a
|12—5]|>35, l12—o0|>3, j12—o0|>3
et pour la seconde

|5 —12{>35, [6—0| >4, |5—0o|>4.
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Il en résulte que I’équation susvisée aura nécessairement une
racine réelle el une seule dans chacun des deux cercles G, et C, de
centres (—12,0), (— 3,0) et de rayons respectifs 2 et 3; les deux
autres racines se trouveront nécessairement dans le cercle-unité.

Comme le produit des racines est égal au déterminant de la
matrice A, de valeur — 1, le produit des racines situées dans le
cercle-unité doit étre négatif ; elles ne peuvent donc qu’étre réelles et
de signes contraires.

3. Conséquence des résultats précédents. — Le procédé de calcul
que nous venons d’utiliser permet de donner une solulion au
probléme suivant :

Soient A = (a,;) et B=(a,,+¢;,) deux matrices carrées symé-
trigues d’ordre n, définies positives, a éléments réels, les quan-
tités | e, | tant peutes comparees aux |a;,|; en représentant par y,
et nj (J=u, 25000y n) leurs valeurs caractéristiques respectives, trou-

ver unc limite supérieure des rapports p, = Y (J =1, 2, ..., n) [24].

On sait [33] que les grandeurs { £ sont les racmes de I’équation

W An Dyn.
> | aup—(aij+z,)||=o.

Le probléme revient donc a trouver une limite supérieure de ces
racines qui sont d’ailleurs réelles et de mémes signes.

Les considérations du paragraphe 2 montrent que I'équation
susvisée est équivalente a la suivante :

A= B + Ty [ =o,

I étant la matrice-unité. .
D’aprés la relation (14), une limite supérieure des quantités y, sera
donc la valeur maximum des sommes des modules des éléments de la
matrice A—'B, sommes effectuées pour chaque ligne.
En represenlant par o (¢, j =1, 2, ..., n) les éléments de cette
matrice, on pourra écrire

¥y i
,u.<1+nsmax-'|ac,,| (I, j=1,2, .., n),
i

ou

e =max |¢g,|.
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4. Conditions pour que les racines réelles de I’équation (1) soient
négatives. — Supposons que le déterminant qui constitue le premier
membre de I'équation (1) soit symétrigue et les coefficients a
réels. Nous allons montrer que si les matrices (a})(A =1, 2, ..., m;
Jyk=1,2,..., n) sont définies positives, I’équation (1) a toutes
ses racines réelles, s'il en existe, négatives. _

Rappelons que dans le cas ou m =2, ces conditions sont suffi-
santes pour que les racines de I'équation (1) soient toutes, a partie
réelle négative.

L’équation (1) signifie que le systéme d’équations linéaires et
homogeénes en z;(k =1, 2, ..., n)

n
(17) ;l(a;,‘:’z"‘-o— alllzm—t+ ... +alMyzr=o0
(G=1,2,...,n)
admet un ensemble de solutions non nulles en z; quand 5 est égal a
une des racines de (1).

Considérons une racine réelle de (1) a laquelle correspond un

ensemble de solutions xz = u;, nécessairement réelles ; introduisons

les formes quadratiques Ty associées aux matrices (af})), le sys-
téme (17) peut s’écrire

(18) zmg—'-i;“+z"l—13—::+...+%=o (k=1,2, ..., n),

ou, comple tenu des relations d’Euler,
(19) zmTy +zm—1Ty+...+Tr=0.

Puisque les formes T; sont définies positives, les coefficients

de (19) sont tous positifs et les racines réelles nécessairement
.négatives.
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