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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS 

DES VALEURS CARACTÉRISTIQUES 

DES MATRICES CARRÉES 

Par M. Maurice PARODI. 

INTRODUCTION. 

Dans ce travail, nous tentons de donner un exposé d'ensemble des 
recherches qui ont été effectuées-ces dernières années pour déter­
miner dans le plan complexe, les régions où se situent les valeurs 
caractéristiques d'une matrice carrée. 

Le point de départ de ces investigations est un théorème, déjà 
.ancien, dû à M. J. Hadamard qui a donné, en igo3, dans les Leçons 
sur la propagation des ondes, des conditions suffisantes pour qu'un 
déterminant ne puisse être nul. Depuis, des travaux de MM. Janet et 
Brauer, Millier et OstrowsLi ont permis d'étendre et de compléter le 
résultat de M. Hadamard. 

C'est à l'exposé de ces travaux et des applications que nous avons 
•été amené à faire qu'est consacré le présent Mémoire. 

Nous exprimons toute notre gratitude à MM. L. de Broglie et 
A. Ostrowski qui ont bien voulu s'intéresser à ce travail ainsi qu'à 
M. H. Villat qui nous a fait l'honneur de l'accepter dans la collection 
<ju'il anime. 
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2 M. PARODI. 

CHAPITRE I. 

CRITÈRES DE RÉGULARITÉ DES MATRICES CARRÉES. 

I. — Théorème de M. J. Hadamard. 

I. M. J. Hadamard dans ses Leçons sur la propagation des ondes* 
a énoncé le théorème suivant [5] : 

Pour qiïune matrice carrée A = (atj) d'ordre n, à éléments 
réels ou complexes, soit régulière, il suffit que soient satisfaites 
les n inégalités 

( i ) \a*i\>y\ \an\ («, y = i, 2, . . . , /i). 

Pour établir cette proposition, nous adopterons le mode d'expo- -
sition de M. Ostrowski [13] qui conduit de plus à trouver une limite-
inférieure du module du déterminant de A. 

Posons 

w 
nous allons montrer que l'on a 

| A [ = | dét A | > (j, or2 . . . ff„. 

Si donc tous les facteurs 0-,(1 = 1,2, . . . , / 1 ) sont positffsr 

c'est-à-dire si les inégalités (1) sont satisfaites, | A | ne pourra être 
nul et la matrice A sera régulière. . 

On peut supposer, sans restreindre la généralité de la démons­
tration, que 04 = 03 = . . . = 0-11=15 il suffit, en effet, de diviser 
chaque ligne de A par le coefficient o-, correspondant. 

Posons donc 07=1(1 = 1,2, . . . , n) et considérons l'équation 
caractéristique afférente au déterminant A' qui représente ce qu'est 
devenu A après division de ses lignes par les o-, correspondants, 

||fi/yX — «,/11 = 0, 

&ij étant le symbole de Kronecker. 
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Soient X|, X2, . . . , ^n les n racines de cette équation; on a 
évidemment 

| A' | = | Xt X, . . . \n\. 

Considérons l'une quelconque de ces racines, soit À'; le système 
d'équations linéaires et homogènes 

n 

^al;Xj = \' xt 

; = l 

possède alors un ensemble non nul de solutions xt(i = 1,2, . . ., n) 
pour lequel 

max | xt | = | Xk | > o. 

On a donc pour i = A*, en divisant par | Xk \, 

<«••/ Xk **à] 

Ainsi 

et finalement 

IXtl^i, | X , | > i , . . . , |X* |> i . 

Il s'en suit 
| A' | > 1 e t | A | > ffi <J2 . • . cr«. 

Le déterminant A, dans le cas où les conditions (1) sont réalisées, 
possède ainsi, en module, une limite inférieure positive; il ne peut 
donc être nul et A est régulière. 

Remarquons qu'en posant 

•c«=*|a/f I — 2 la"l (»> / = I> 2> •••> *)> 

on démontrerait de la même manière que si tous lesT{(i'= 1, 2, ..., n) 
sont positiTs, la matrice A est régulière. 

Notons que le résultat de M. Hadamard avait été obtenu pour la 
première fois, dans le champ réel, par L. Lévy [9] , mais avec les 
hypothèses restreintes 

Œ i i > o , * i / < o ( 1 , 7 = 1 , 2 , . . . , » ) ; 
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Minkowski [10], à propos d'un problème de théorie des nombres, 
avait d'autre part, sous les mêmes hypothèses, obtenu un résultat 
analogue. 

Toute matrice carrée dont les éléments satisfont aux conditions (i) 
sera dite matrice d'Hadamard ou de type H. 

Le théorème de M. Hadamard implique le corollaire suivant [14] : 

Dans le champ réel, toute matrice carrée A = (a,y) d'ordre n, 
dont les éléments satisfont aux relations 

(O <*ii>o, « * * > y \ati\ (i,j n) 

a un déterminant positif. 

Posant toujours 

(i,y' = i, 2, . . . , n) 

le déterminant A de la matrice A s'écrit 

| at«, 

<Z«1 

a, 2 

*i | -+-...H- | a2n | -+- Q* 

an2 

Ctln 

a » , n - i •+" 

Montrons que ce déterminant est toujours positif si les 
<?i(i= 1,2, . . ., n) sont positifs. 

A cet effet, considérons la fonction des n(n — i) variables X(j 

F(*„): 

| « i l \Bln •<*i Xi2 

[ ^ 1 | H- . . .H- | jP î„ 

&n\ | # « 1 

D'après le théorème de M. Hadamard, la fonction F.(xij) n'est 
jamais nulle tant que les 0-,(1 = 1, 2, . . . , n) sont positifs et que 
les xtJ ont des valeurs telles que les conditions (1') soient satisfaites, 
car elles ne sont qu'un cas particulier des conditions (1). 

En égalant à zéro tous les x,j, il vient dans celte hypothèse 

F ( ^ / ) = ffi <** . . . an>o (xi/=o). 
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En partant alors de valeurs nulles des variables xtJ et en faisant 
varier ces dernières de façon continue jusqu'à ce qu'elles atteignent 
les valeurs afy correspondantes et en leur donnant constamment au 
cours de celte variation, le signe des éléments de A qu'elles doivent 
finalement égaler, la fonction F(xtj) qui est continue et est partie 
d'une valeur positive, ne s'est jamais annulée d'après le ihéorème de 
M. Hadamard; elle est donc demeurée constamment positive; 
ainsi A est positif. 

Si nous considérons maintenant la chaîne des mineurs principaux 
de A, pour chacun d'eux les conditions de M. Hadamard sont 
également satisfaites d'après (i '); ils sont donc tous positifs. 

Ainsi les conditions (i ;) impliquent que, dans le champ réel, si la 
matrice A est symétrique elle est définie positive. Nous étendrons 
plus loin ce résultat. 

THÉORÈME u'O. TAUSSKY [29]. — Soit (a^) une matrice carrée 
d'ordre n telle que 

(a) | «n | ^ 5 1 | «i/1 ( Ï , / = I, 2, . . . , n) 

avec Végalité pour {n — i) de ces relations; si la matrice (a,*) ne 
peut, par une même permutation des lignes et des colonnes, se 
mettre sous la forme 

CD-
P et Q étant des matrices carrées et o la matrice nulle, alors la 
matrice (a,*) est régulière. 

La démonstration est analogue à celle du théorème de 
M. Hadamard. 

Supposons la matrice («**) singulière; le système d'équations 
linéaires et homogènes 

I
a \ 1 X\ •+• • • • "+• «1 n %n = ° j 

, > 
<*JII#I-+-- • •-*- <*nnxn= o 

admet alors un ensemble de solutions xx, x?, . . . , xn non toutes 
nulles. 
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Supposons, par exemple, que la première des relations (a) se 
présente comme une inégalité ; on a 

•2,i >~7 , l«i / l 

La première des relations (b) donne, d'autre part, 

«il^i 1=^2 I «1***1 

et il en résulte que, pour au moins une valeur dey, on a | x,• | > | xj\. 
Considérons alors la rième équation (b); elle donne 

| a r r | . | a ? r | ^ S \a,k\.\xfL\ 

et il y a contradiction avec les relations ( a ) pourvu que tous les a,# 
pour lesquels | xr | > | Xk | ne soient pas nuls. 

Si cela était la rlème ligne du système (b) contiendrait n — s coeffi­
cients nuls, s étant le nombre des indices k pour lesquels j xr | = j XK \ ; 
mais alors les s lignes correspondantes de la matrice (a^) contien­
drait s zéros aux mêmes places et la matrice serait du type qui a été 
exclu. 

Le théorème est donc établi. 

2. Application du théorème de M. Hadamard à l'étude des zéros 
d'un déterminant particulier. — Dans certains j>roblêmes, on a à 
rechercher les conditions que doivent satisfaire les coefficients, réels, 
d'une équation du type 

au-t-buz 
«12 

tfoj 

ani 

a^2 "+" &22-S 

«22-H (^2-3 

« 1 « 

«/m-*- bnnz 
$nn% 

pour que ses racines soient à parlie réelle négative; nous nous 
proposons de donner des conditions suffisantes pour qu'il en soit 
ainsi. 
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D'après le théorème de M. Hadamard, l'équation envisagée ne 
pourra avoir de racines lorsque seront vérifiées les n inégalités 

a>u-+-bltz\ 

Posons z = x-\-iy (x, y réels), les relations précédentes s'écrivent 

x ( (*' + j » ) [K - h\ K ] H- ix [allbli- hfanVu) + a\ - A«a« > o 

| g ^ g | > 2 , i ^ i - A - > ° (••./-•».•••.»>• 

( A ) , 
(i = i, 2, . . . , n). 

Si l'on considère une racine à partie réelle positive (x>o), 
l'inégalité précédente est toujours vérifiée si l'on a 

«2 —^i la/i>°* K'— Kiïi>°i «11*11 —^«iiP/i>o (« = 1,2, ..., n) 

Notons que, compte tenu des deux premières, la dernière des 
inégalités précédentes se réduit à 

aubu>o (1 = 1, 2, . . . , n). 

En effet, supposons aubit<i o; la dernière inégalité implique alors 

o ^ « / / 6 / f > A*a„(3j„ 

soit 

**«; P; < «5 *2 ; 

résultat qui est en contradiction avec les deux premières inégalités. 
D'autre part, si aabu> o, ou bien 

alibll> A'a/iPnf 

ou bien 
o < aubtt ^ A*««pu et a* b* ^ *•«« p*, 

ce qui est impossible, donc 

Ainsi, des conditions suffisantes pour que Véquation envisagée 
n'ait pas de racines à partie réelle positive sont [15] 

« 2 - A ; « ; > o , * 2 - ^ P 2 > O , «/«*««> O (I = I, 2, . . . , n). 

Remarquons enfin que si l'on prend a„-, &„, a,/ et (3,-, positifs, 
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les deux premières relations précédentes s'écrivent 

«/i . , blt 

— > nt, Ô - > hi 
«ii pu-

et impliquent la troisième. 
Dans ces conditions, il apparaît que les matrices 

' «11 

anl 

et 

p - . . . b l n 

bnn 
i l . . . g— 

Jpnn * 

sont du type H définies positives. 

Remarque. — La distribution des racines de l'équation envisagée, 
dans le plan complexe, peut être étudiée en traçant les cercles 
C,-( 1 = 1 , 2 , . . . , / i ) que réprésentent les premiers membres des 
inégalités (A) égalés à zéro, les racines de l'équation se trouvant à 
l'intérieur du domaine D limité par l'ensemble des circonférences G,. 

Ce résultat est à rapprocher de ceux que nous établissons au 
chapitre suivant où nous traitons le problème général de la locali­
sation dans le plan complexe, des valeurs caractéristiques des 
matrices. 

3. Conditions suffisantes pour que les modules des zéros d'un 
polynôme de degré n soient tous inférieurs à n. — Considérons le 
polynôme de degré n 

f(x) = aQxnl\- aiX"-1-*-.. .-+- «rc-ia? •+- an. 

Nous allons donner une relation entre les modules de ses 
coefficients, suffisante pour que les modules de ses zéros admettent n 
comme limite supérieure. 

C. Bourlet [3] a montré que l'on avait 

n ! a0 (n — i)\a^ (n — 2)lai 

— n x o 

o —(n — i) x 
n ! / ( * ) = 

o o o 

o o o 
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Le théorème de M. Hadamard montre que le déterminant ne peut 
s'annuler si 

ni | 0o | > ( * — 1)! I «1 I -*-(n — 2 ) ! | a2\ -+-.. .-+-2 ! | «„_21 -f- | a„_ , | -+- \an\, 

\x\>n, \x\>n — i, . . . , | x \ > 2, | # | > i . 

Donc si 

I «1 I , I «o I , , ! « * - 2 | , | «/z-1 | •+- | «„ | 
I «0 > n(n — 1) "" n(n — 1 ) . . . 4 . 3 

les modules des zéros de f(x) seront tous inférieurs à son degré n. 
Cette condition est moins restrictive que celle bien connue : 

la somme des modules des coefficients def(x) doit être inférieure à 
l'unité, et qui résulte de l'expression de la limite supérieure des 
modules des valeurs caractéristiques d'une matrice, que nous 
donnons plus loin (cf. chap. II, p . 21). 

4. Applications physiques du théorème de M. Hadamard. — 
a. Considérons un réseau électrique passif sans mutuelles induc­
tances, formé par n mailles indépendantes numérotées de 1 à n, 
chaque maille étant affectée d'un sens de parcours. 

A chaque branche, la nature électrique du réseau fait corres­
pondre trois nombres réels positifs /, r el s représentant respec­
tivement la self-inductance, la résistance et l'élasticité (inverse 
d'une capacité) de la branche. 

Soit alors une maille quelconque de rang i du réseau et supposons 
que cette maille comporte une branche n'appartenant à aucune 
autre-maille et différentes branches communes à cette maille et aux 
mailles de rangs 1, 2, . . . , i — 1, i-\-i, . . . , n. A cette maille 
de rang i, on fait correspondre : 

— Trois paramètres totaux : self-inductance totale, élasticité 
totale, résistance totale. 

La self-inductance totale est, par définition, la somme, positive, 
des nombres positifs qui mesurent la self-inductance de la branche 
non couplée et celles des branches communes à la maille i et aux 
mailles 1,2, . . . , i — 1, i + 1, . . ., n. 

L'élasticité totale et la résistance totale se définissent de façon 
analogue. 
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Ces paramètres totaux, essentiellement positifs, sont notés lu, *,-,, 
ru (i= i, 2, . . . , n). 

— Des paramètres de couplage : nombres réels positifs, négatifs 
ou nuls (ce dernier cas correspondant à l'absence de couplage), 
égaux respectivement aux nombres qui mesurent les self-inductances, 
les résistances et les élasticités des branches communes, affectés 
des signes plus ou moins, selon que ces branches sont décrites 
ou non dans le même sens dans la maille i et les mailles 1,2, . . ., 
/ - 1 , 4 - + - 1 , . . . , / ¾ . 

Ces paramètres de couplage sont notés ltJ, r/,, SJJ {i-^Lj\ 
«, y = 1, 2, . . ., n) et l'on a manifestement 

lij = Ijh rij =r/*> SU = sjf 

Il apparaît alors que le réseau peut être caractérisé par l'ensemble 
des trois matrices symétriques d'ordre n 

T = (/,/), U = (*,), F = ( r / 7 ) . 

En représentant par qt la quantité d'électricité qui circule dans 
la branche non couplée de la maille de rang i, par q,= if (1 ) l'inten­
sité correspondante, qui est dite l'intensité du courant de la maille i 
et en comptant positivement ces grandeurs dans le sens de description 
choisi pour cette maille, à un ensemble de n mailles indépendantes, 
on peut faire correspondre les trois formes quadratiques 

* = 2" 2 2 / Z / W>' U = 2" 2 2*';" qtqh 
1 ; 

/ 

associées aux matrices T, U et F . 
Ces formes quadratiques représentent les trois formes d'énergie 

qui peuvent se manifester dans le réseau [16 ] : 

©, l'énergie magnétique; 
11, l'énergie électrique; 
&*, l'énergie de dissipation. 

(1) La notation q indique une dérivation par rapport au temps. 
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Ces formes quadratiques ne pouvant s'annuler que pour des 
valeurs nulles des variables qi ou qt et étant nécessairement positives 
pour tout autre jeu de valeurs des qt ou des qt doivent être définies 
positives. 

Ainsi, quand on voudra choisir une matrice carrée pour définir 
un réseau, soit de self-inductances, soit d'élasticités, soit de résis­
tances, il faudra tenir compte de celte condition nécessaire. 

Le choix des mailles indépendantes d'un réseau passif comporte, 
d'autre part, comme on le sait, une large part d'arbitraire : 
un réseau peut donc être caractérisé par différentes matrices de self-
inductances, d'élasticités et de résistances. 

Un choix particulièrement intéressant de mailles indépendantes 
est celui où une branche d'un réseau n'est commune qu'à deux 
mailles indépendantes. Avec cette condition qui* peut être satisfaite 
dans de très nombreux cas, en se reportant à la définition que nous 
en avons donnée, les paramètres d'un réseau à n mailles indépen­
dantes satisfont aux inégalités : 

l la > o, ru > o, su > o, . 

(o J ^ 2 , 1 ^ r«>2. |rf/ |' ^^2- 1 ^ 1 

/ J*t' J^i1 J^i 
[ ( « I / = I, 2. . . . , n). 

Ce sont précisément les conditions ( i') qui assurent aux matrices T, 
U et F la propriété d'être définies positives. 

Inversement, des matrices symétriques T, U et F choisies arbitraire­
ment, mais telles que leurs éléments satisfassent aux conditions ( i") 
pourront donc toujours caractériser des réseaux de self-inductances, 
de résistances et d'élasticités. 

M. Clark [ 4 ] , par des considérations topologiques, a montré, 
d'autre part, que les réseaux ainsi définis étaient physiquement 
réalisables. Le réseau complet résulte de la combinaison de ces 
réseaux partiels. 

Notons que le théorème de M. Hadamard peut être utilisé 
à la résolution de problèmes, d'un genre différent du précédent, 
que pose l'Électricité théorique, celui de l'unicité des états d'équi­
libre électrostatique en particulier. 

On sait en effet que les conditions d'équilibre d'un système de n 
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conducteurs, conduisent au système d'équations 

n 

(2 ) Q . ^ C . y V , ( l \ / = I , 2 , . . . , / 1 ) , 

7 = 1 

Qy e t Vy représentant respectivement les charges et les tensions,. 
lesC,7 étant les capacités (i=J) et les coefficients d'influence (i ^j). 

Il est bien connu que les coefficients CtJ satisfont aux conditions 

C„>o, CI/ = C / / <o (*V/)î G"„>y | C l ; | ( 1 , / = 1,2,...,/1). 

Ce sont les conditions de L. Lévy signalées plus haut; d'après 
le théorème de M. Hadamard, le déterminant de la matrice (C,y} 
est donc nécessairement différent de zéro; si donc on se donne 
les Q,, le système (2) conduit à un ensemble unique de solutions 
V , ( î = i , 2, . . ., n). 

b. Le corollaire du théorème de M. Hadamard peut donner d'autre 
part, une justification de certaines règles empiriques auxquelles 
ont recours les utilisateurs de machines mathématiques électroniques. 

L'emploi de telles machines conduit, en général, à afficher 
une matrice A = (atJ) d'ordre n, dont les éléments ont des valeurs 
imposées par la nature du problème à résoudre et le fonctionne­
ment est stable si la matrice A est définie positive. 

En fait, il n'y a aucune raison a priori pour que la matrice A 
que fournit la mise en équation du problème satisfasse à cette 
condition, aussi, dans les machines modernes, a-t-on ménagé 
des dispositifs qui, au lieu de la matrice A, conduisent à afficher 
une matrice A'=1^,A, où 1̂ , est une matrice, dite de permutation, 
déduite de la matrice-unité par permutation de lignes et de colonnes; 
si A' est définie positive le fonctionnement est stable [27]. 

De nombreux utilisateurs sont, dans ces conditions et dans 
le champ réel, parvenus au résultat empirique suivant : le fonction­
nement est, en général, stable si l'on peut former une matrice 
de permutation telle que les éléments de la diagonale principale 
de A' soient positifs et supérieurs aux modules des éléments qui 
se trouvent sur les lignes et les colonnes correspondantes [8, 27] . 

Dans bien des cas on parvient ainsi à satisfaire aux conditions. 
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-du théorème pour la partie symétrique de A' et, d'après le théorème 
<le Bendixson, cette dernière est définie positive; autrement la partie 
symétrique de A' n'est pas du type des matrices H symétriques 
définies positives, les éléments de sa diagonale principale ayant des 
valeurs inférieures à celles des matrices H symétriques définies 
positives correspondantes; mais on peut montrer, en s'appuyant sur 
un théorème de M. Ostrowski (c / . chap. III, p. 44)i que les matrices 
symétriques déduites d'une matrice H symétrique définie positive, 
par diminution de la valeur des éléments diagonaux et augmentation 
des modules des éléments non diagonaux, sont également définies 
positives, pourvu que ces variations demeurent, en module, inférieures 
à une limite que nous apprendrons à calculer. 

Dans ces conditions, en choisissant une matrice H symétrique 
définie positive dont les éléments satisfont aux deux suites d'inégalités 

<i'") a , />2 . l a </ l> au>^\aJi\ (*, / = i > 2, . . . , #i), 

il apparaît que de nombreuses matrices, définies par le critère, 
rentrent dans le type de matrices définies positives déduites de cette 
matrice H particulière par l'opération précédente; la règle empirique 
reçoit ainsi une justification. 

On peut d'ailleurs tenter de justifier le critère par une autre voie. 
Considérons une matrice H symétrique d'ordre n, A - = ( a , 7 ) 

-à éléments réels et soient xt(i= 1 ,2 , . . ., n) ses valeurs caracté­
ristiques qui sont réelles en raison de la symétrie; envisageons 
la matrice également symétrique B = (atj— £Ô\y)? e étant une indé­
terminée réelle; soient xl(i=i, 2, . . . , n) les valeurs caracté­
ristiques de B ; on a évidemment 

X'i = Xt— £. 

Il apparaît donc que si l'on retranche des éléments diagonaux 
d'une matrice H symétrique, définie positive, à éléments réels, 
une même quantité £ inférieure à la plus petite des ses valeurs 
caractéristiques, la matrice obtenue est encore définie positive. 

Soit maintenant une matrice H, non symétrique, définie positive, 
dont les éléments réels, satisfont aux inégalités ( i w ) ; il est clair, 
«d'après le théorème'de Bendixson, que si l'on retranche des éléments 
«de sa diagonale principale une même quantité positive inférieure 
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à la plus petite valeur caractéristique de sa partie symétrique, 
la matrice variée est encore définie positive; elle peut satisfaire aux 
conditions du critère qui se trouve ainsi justifié. 

II. — Critère de M. Mùller. 

__ M. Miiller a donné une généralisation des conditions de 
M. Hadamard qui assurent qu'une matrice carrée est régulière [12]. 

THÉORÈME 1. — Soit le déterminant d'ordre n, A = || atj || ; il est 
différent de zéro s'il existe n2 nombres b^ satisfaisant aux n 
inégalités 

(3) H„ = 7, f l|JLX |̂JLX -S 
V-zfl. 

Zj«pc bv > o (n = i, 2, . . . , n) 

et dans ces conditions, en posant B = || b^ ||, on a 

(4) | A | ^ pg-j 

Formons le déterminant 

D = 

d'éléments 

A B 

Hi H* . . . H/j 

pour lequel 

«Vv = ^ - 2 ^ ^ ^> v = I» 2' • • • > * ) 

n 

hy.= | d^ | ~ 2 I <*|iv | = j p = i 
v = i 

et considérons le système d'équations linéaires et homogènes 

( ( di i — X ) Xi -h d^ Xi -+- . . . -i- di n xn = o, 

( dniXi-hdn2X2-h...-h(dnn— ^)xn= O. 

Soit X'une quelconque des racines de son équation caractéristique p 

(5) 



VALEURS CARACTÉRISTIQUES DES MATRICES CARRÉES. l 5 

il existe une solution non nulle en Xi, #a , . . ., xn du système (5) 
pour laquelle 

m a x | # i | = \xk\ > o ( i = i, 2, . . . , n) 

et de la /rième équation du système (5), il découle 

\' Xk= ^ 1 ^ 1 + . . . - 4 - dknXn, 

SOlt 

Xk 

On en déduit 

m^i«^i 

xh 

V = l 
V9É k 

^irfui-2'*vi=i-
V = l 

Si X4, /\2, . . . , Xfl sont les valeurs caractéristiques afférentes 
au système (5), on a donc évidemment 

| D | = |X, u . . . M ^ i , 
c'est-à-dire 

|AB|^H,H2 . . . H„>o. 

Ainsi, si B est différent de zéro 

. A i . H i H ? . . . H „ 
|A|--l^i— 

Reste à montrer qu'il est possible de trouver n2 nombres b^ 
satisfaisant aux relations (3), A étant différent de zéro. 

Prenons è[XV = Aliv, A^v étant le complément algébrique de a^v 

dans le déterminant A; il vient 

Hu [ A | > o ( n = i, 2, . . . , n), 

et les inégalités (3) sont satisfaites; par ce choix des b^vy il vient 
d'autre part 

B = A"-1 ^ o 
et 

Hi H2 . . . H„ _ | A | » 
IBI ~ | A | « - i , A | ' 

La relation (4) devient une égalité. 
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Ce fait montre que l'inégalité (4) donne une limite inférieur 
de | A | d'autant meilleure que les b^ ont des valeurs voisine 
des AJJ,,. 

Du théorème de M. Miiller, on peut déduire divers résultats. 

i° Posons b^,= <Vv (OJJLV étant le symbole de Kronecker); dans ce 
conditions B = i et 

n 

v = J 

On retrouve le théorème de MM. Hadamard-Ostrowski. 

2° Soient/?i, p2, . . ., pn des nombres positifs et posons 
0JJIV = 0{J.V P[L-

On a 
B =pi / ? 2 . . . p,i 

«t 

V = l 

Ainsi 
H, H, . . . H„ 
P\ f2 . . . Pn 

On établit ainsi une proposition de Von Koch [7] . 

3° Soit enfin x±, x*, . . . , xn une permutation des n premier 
nombres, entiers et posons 

by.v= i pour v = x^, 

&{AV=O pour v ^ x^. 

Avec ce choix des b^, B = i, et il vient le théorème : 

THÉORÈME 2. — Le déterminant d'ordre n, A, est différent d 
zéro si les n inégalités 

n 

(6) ^ = 1 « ^ ! — 2 \a^\>° (̂ == *> 2> •••> n) 
v = i 

sont satisfaites. 
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isi une matrice carrée sera régulière si dans chaque ligne un : 
snt est plus grand que tous les autres au sens précisé par l'iné- > 
(6) et si, dans chaque ligne, cet élément privilégié se trouve l 

une colonne différente de celles où se trouvent les éléments 5 
égiés des autres lignes. 
critère de M. Hadamard n'est qu'un cas particulier de ce 

er. 

nséquence du théorème 2 : formation de déterminants* 
fs [17]. — Soit une matrice à éléments réels A = (a^v) dont 
e n est égal à 3 ou à un multiple de 3, dont les éléments de la 
nale principale sont positifs et considérons la permutation. 
:ulière : 

X\ X» Xz Xi> N X$ X6 Xn X* x,ô . . . xu 

2 * 1 3 5 4 6 8 7 9 . . . n 

a 

« l . r 1 = «12? « i r a = « 9 1 , « i r 3 = « I 3 j • • • > « / i r „ = « n / j . 

supposant satisfaites les inégalités (6) de Millier, il vient 

i «1-+- $A, - + 1K | > y . | « 1 - M A L , V 

v^fo+u [ / . n — 3 
( ) . = 0 , , , . . . , ^ ) 

I ««»-4-3*, I+3A | > / . | «> + ^X, v | 

V f* 1 -f- \ A 

« U , Ik > 2 V I a'Ù" V I ( ^ = ! J 2> ' • • > 3 ) 
^ - Î X 

( V = I , 2 , . . . , 7 1 ) . 

faisant les hypothèses supplémentaires 

3 À < 0 /X = 0 , I, . . . , — 3 — ) ; a. «n_3A,«>-MÀ««»-t-*ù, I - K 

b. Les éléments diagonaux principaux des lignes 4» 7? 10, . . . , (n — 2) 
sont supérieurs à la somme des modules des éléments de ces lignes 
qui se trouvent à leur gauche; 

araît immédiatement, par continuité, que le déterminant de la 
:e A, ainsi que tous ses mineurs principaux sont positifs. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 1 1 8 . 2 
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En effet, en égalant à zéro tous les éléments du déterminant de la 
matrice A, sauf ceux qui constituent les membres de gauche des 
inégalités (7) et les éléments diagonaux des lignes 4, 7? 10, . . . , (n — 2), 
il est facile de vérifier que le déterminant obtenu est positif ainsi que 
tous ses mineurs principaux; faisons ensuite varier de façon continue 
^t toujours dans le même sens à partir de zéro, les valeurs des 
éléments de A que nous venons d'annuler jusqu'à celles qu'ils 
prennent dans A, en opérant de telle manière que les conditions (7) 
de M. Mûller et (8) , (6) soient constamment satisfaites; il apparaît 
que les différents déterminants que nous venons de considérer, ne 
pouvant s'annuler au cours de cette opération, conservent les signes 
«qu'ils avaient initialement; ils demeurent donc tous positifs et la 
matrice A est de déterminant positif. 

Ainsi un déterminant dont l'ordre est multiple de 3, les élé­
ments réels et les termes diagonaux positifs, est positif ainsi que 
ses mineurs principaux si les conditions (7) et (8) sont satisfaites. 

On pourrait généraliser ce résultat. Par exemple, considérons des 
matrices réelles carrées, d'ordre égal à 4 ou à un multiple de \, à 
-éléments de la diagonale principale positifs et choisissons la permu­
tation 

2, 1, 3, 4, 6, 5, 7, 8, io, 9, 11, 12, . . . , (/1 — 1 ) , n. 

Les conditions de M. Miiller étant remplies et en supposant de 
plus 

•a. « i + 4 X , ' + 4 À « 2 - H * X , n - 4 A < o ; 

b. Les éléments diagonaux des lignes 5, 9, i3, . . . , {n — 4) supérieurs à la 
somme des modules des éléments de ces lignes qui se trouvent à leur 
gauche ; 

on obtiendra des déterminants positifs. 
La loi de formation est immédiate. 
A titre d'exemple, considérons la matrice carrée d'ordre 6 (où 

sont écrits en caractères gras les éléments privilégiés) 

2 
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Les conditions (7) et (8) étant satisfaites, son déterminant est 
positif. 

Nous désignerons par « matrice M » les matrices construites à 
partir des considérations précédentes. 

Il est à remarquer que la considération des matrices M peut être 
utile quand on forme la matrice définie positive A' = I^A dont nous 
avons signalé l'emploi dans le fonctionnement des machines mathé­
matiques. 

CHAPITRE IL 

LOCALISATION DES VALEURS CARACTÉRISTIQUES D'UNE MATRICE 

DANS LE PLAN COMPLEXE. 

J. — Méthode générale. 

Étant donné une matrice carrée d'ordre n, A = (a//), nous 
allons voir que l'on peut définir dans le plan complexe un ensemble 
de domaines circulaires à l'intérieur desquels se trouvent les valeurs 
caractéristiques de A [1 ] , [ 1 8 ] . 

Posons 

P z = = 2 > / y | ' Q < = 2 z
| â ^ i (i>j=i>2> •••>») 

et représentons par X,(t '=i , 2, . . ., JI) les valeurs caractéristiques 
de A; ces dernières sont solutions de l'équation 

(0 ll«iy—AM| = o; 

soit lk l'une d'entre elles; la relation (1), écrite pour A = lk, exprime 
que le système, d'équations linéaires et homogènes en xl 

n 

<2) 2 ( ^ ~ ~ X * 8 ^ ^ = 0 (* = I» 2> ••'> n) 
/ = l 

admet un ensemble de solutions non nulles x±, x2, . . . , xn. 
Soit xi la plus grande de ces solutions en module; l'équation de 

rang l du système (2) donne 

(«M—X*)ar/ = — 2 aiixJ 
-l*ï 
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et l'on en déduit 

«//—-A* |.| 07 /1^2 | f l / / ^ h 
t*l 

d'où 

i«//-x*i^2 1^^1^2.1^1 = -̂

Ainsi la valeur caractéristique A/, se trouve à l'intérieur de la 
circonférence 

\an-z | ^ P / . 

Il apparaît donc que les valeurs caractéristiques de la matrice A se 
trouvent dans le domaine du plan complexe constitué par les n 
circonférences C* (i = i, 2, . . ., n) d'équations 

(3 ) \all—z\^Pl ( Ï = T, 2, . . . , n). 

Notons qu'en considérant les grandeurs Qj, on montrerait de la 
même façon que les valeurs caractéristiques de A se trouvent dans le 
domaine formé par l'ensemble des circonférences G't(i=i, 2, . . . , n) 

( 3 ' ) | « f i — S | É £ Q I ( l = I, 2, . . . , * ) . 

O. Taussky [ 2 9 ] a, d'autre part, montré que lorsque la matrice A 
ne peut par une même permutation des lignes et des colonnes se 

ramener à la forme ( TJ 0 ) , où P et Q sont des matrices carrées et o 

la matrice nulle, une valeur caractéristique ne peut se trouver sur 
la frontière du domaine limité par les cercles G/ (ou C')que si toutes 
ces circonférences ont un point commun. 

Ces résultats permettent de généraliser les conditions suffisantes 
obtenues plus haut dans le domaine réel, pour qu'une matrice A soit 
définie positivé. 

Il suffit que les circonférences (3) ou (3') se trouvent tout entières 
à droite de l'axe imaginaire du plan complexe; ceci exige 

(4) <*(«,«) > o , <R(a,f)>P, (ouQO (1 = 1,2, . . . , /1), 

Ils permettent également de donner une limite supérieure des 
modules des valeurs caractéristiques de A; on obtient immédiatement 

(5) |XAi^max j \au\ -4- P/j (ou Q,) (1=1,2 , . . . ,11) . 
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Une conséquence immédiate de ce résultat est que les valeurs 
caractéristiques d'une matrice seront toutes dans le cercle de rayon n 
centré sur l'origine, si ses éléments sont tous, en module, inférieurs à 
l'unité. 

Ces considérations permettent de plus de donner des limites, 
supérieure et inférieure, des parties réelles et imaginaires des valeurs 
caractéristiques de A; il vient 

I min { ûl(atl) - Pt] ^CR(Xk) ^max { (K(an) -h Pt] , r, , 
( o u Qi) 

minj tf(*,i)-P* ) =1 ̂  (**)=: max j <*(«/«) H-Pi) 
( 1 = 1 , 2, . . . , n). 

De plus, quand les conditions (4) sont satisfaites, c'est-à-dire 
quand la matrice est définie positive, une limite intérieure des 
modules de ses valeurs caractéristiques s'écrit 

( 6 ) m i n { | a f f | — P , } ( o u Q t ) ( 1 = 1 , 2 , . . . , / 1 ) . 

Il est à noter que la limite supérieure des modules des valeurs 
caractéristiques d'une matrice donnée par (5) est un cas particulier 
d'un résultat dû à Perron [25, 2 8 ] ; ce dernier a, en effet, établi 
qu'étant donné une matrice A = (&ij) d'ordre n, si Ci, C2, . . ., Gn 

sont des nombres positifs, une limite supérieure des modules des 
valeurs caractéristiques de A est 

2 c/i"'/i 
m a x p ( 1 , 7 = 1 , 2, . . . , /1). 

Cette limite peut d'ailleurs se déduire des considérations qui 
précèdent; considérons, en effet, la matrice 

B = G-» AG, 

où C est une matrice diagonale d'éléments C4, G3, • • • > Gn > o; elle 
possède les mêmes valeurs caractéristiques que A; en raisonnant sur B 
comme on l'a fait sur A, on trouve immédiatement le résultat de 
Perron. 

La limite (5) donnée plus haut correspond au choix 

C I J — Kjt — . . . — C</j 
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Applications. — Quelques propriétés des matrices H réelles 
définies positives [20]. — Considérons la matrice H d'ordre ny 

H = (a/y) dont les éléments supposés réels, satisfont aux inégalités 

<*u>Z. |« / / i (*,y = i , 2, . . . , n). 

Elle est définie positive ; soient | xh |, | x2 |, . . ., | xn | les modules de 
ses valeurs caractéristiques rangés par ordre de grandeur croissante; 
nous allons montrer que l'on a 

n 

m i n 2 I « i / l < \xn | < m a x 2 l aij I (h J = h », - . - , »)-
__ !*i\ _ ifl 

n 

Le fait que \xn\ est inférieur à max^Ja/y] résulte des considé-
7 = 1 

rations qui ont précédé; montrons maintenant que l'hypolhèse 

\xn\< min N j a/y | 

conduit à une contradiction. 
On a 

n n 

2«II=2*"' 
i i 

d'où 
n n 

i i 

et l'hypolhèse envisagée donnerait 

n 

1 /*I 

soit 

2 a « —wmin2-l a'/l < ( 

/** 

ce qui est manifestement en contradiction avec les inégalités défi* 
nissant une matrice H définie positive. 
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Ainsi 
n 

m i n 2 \av\<\xn\< m a x 2 I at/ I» 
/ W /=i 

relation qui est à rapprocher de celle établie par Frobenius pour les 
matrices réelles à éléments positifs. 

Ce résultat peut être complété par le suivant; soient |#,ï_i| et 
| xn | les modules des deux plus grandes valeurs caractéristiques d'une 
matrice H définie positive; nous allons montrer que l'on a 

(7) min[a^—| ajk | ] ̂  | Xn-i \^\xn\ (j ^ k\ i, j , * = i, 2, . . . , n). 

Posons 

—A = max |a f / | («Vy; 1 , / = 1, 2, . . . . , n) 

et supposons que la relation précédente ne soit pas satisfaite. On 
pourrait avoir 

(8) j Xi j ^ I xo I £^.. . ^ I xn | < m'mau— A. 

Nous allons voir que cette dernière relation conduit à une contra­
diction, on a en effet 

1 1 

et, d'après (8), il viendrait 
n 

/ i [ m i n a / z — A ] > 2 « / / J 

soit 

n min<z„ — ̂ « * * > n A. 
i 

Le membre de gauche de cette inégalité est négatif; comme nA est 
positif, il y a contradiction et l'on ne peut avoir la suite d'iné­
galités (8). 

Supposons maintenant que l'on ait 

0 ° ) |a?i| -^ |a?> 1=^...-= | #n- i | < mina»— A ^ | xn | ; 

montrons que ces inégalités conduisent également à une contra-
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diction; de (9) et (10) on peut tirer 

n n — \ n 

^ ^ - 2 ^ ^ 2 ^ >2a/'""^i~"i^mina""+"(kW~i^A 

i l 1 

et comme 
n 

2_jan — (n — O m i n a u ^ m a x a t i , 
1 

on aurait 

| xn \ > max ait-h(n —,1 ) A ^ max I 1^^2^17^ 
(11) 

( ( * » / = i i 2> • • • ' fO-

Udais nous avons vu qu'une limite supérieure des modules des 
valeurs caractéristiques d'une matrice est 

max[au-H P*] ( 1 , / = 1, •- , n)\ 

il y a donc contradiction avec le résultat qu'implique l'inégalité ( n ) ; 
ainsi on a 

min [ a u — | ajk\]^\xn-X\ ^ xn ( / 5 * k\ * , / , Ar = i, 2, . . . , n ) , 

d'où le théorème : 

Une matrice H, à éléments réels,* définie positive a toujours 
deux valeurs caractéristiques supérieures en module à la diffé­
rence entre le plus petit élément de sa diagonale principale et le 
module maximum de ses éléments non diagonaux. 

Nous trouvons ainsi une méthode de calcul d'une limite inférieure 
des modules des deux plus grandes valeurs caractéristiques d'une 
matrice H définie positive quand on se fixe le plus petit élément de 
sa diagonale principale et le module maximum de ses éléments non 
diagonaux. 

Ces résultats sont à rapprocher de ceux de M. Montel relatifs aux 
modules des zéros des polynômes [ 11 ] et qui comportent, en parti­
culier, le corollaire suivant : 

Le polynôme 

(12) aQxn-h aix;i-l-h.. .-4- an 
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dont les coefficients a,- sont tous différents de zéro, a toujours 
un zéro de module supérieur à 

I CL\ 

n a0 

En s'appuyant sur ce résultat, on peut d'ailleurs établir la première 
partie de notre proposition 

mina7f— k^\xn\. 

En effet, les conditions de M. Hadamard impliquent que les mineurs 
principaux de tous ordres de dét(H), comme dét(H) lui-même, sont 
différents de ^éro; le polynôme caractéristique de la matrice H 
satisfait donc aux conditions imposées aux coefficients at du 
polynôme (i-a). Comme dans le cas présent 

n 

i**» 1 = 1 , i« i i = 2 " « > 

il résulte du théorème de M. Montel 

n 

2̂̂ -1̂ " 
i 

c'est-à-dire 
n 

min[ alt- | « , * | ] ^ minazz^ ^ 2 a " ~ 1**1 U^k\ i, / , k = i, 2, ..., n). 
1 

b. Remarque sur la stabilité des systèmes physiques [18]. — 
On sait que la stabilité d'un système physique se ramène, en 
général, à trouver les conditions que doivent satisfaire les coefficients, 
réels ou complexes, d'une équation algébrique de degré n pour que 
cette dernière ne possède pas, de racines à partie réelle positive. De 
telles conditions ont élé énoncées par Routh et Hurwitz dans le cas 
de coefficients réels, par Franck dans l'éventuâÏÏté de coefficients 
complexes. 

Dans certaines études, le premier membre de l'équation algébrique 
considérée se présente sous la forme d'un déterminant d'ordre n et 
cette dernière s'écrit 

03) F ( s ) = || atJ-\- ïljZ || = o (i, / = i, 2, . . . , n). 
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Les conditions (4) sont encore des conditions suffisantes pour que 
l'équation ( i3) n'ait pas de racines à partie réelle positive : on s'en 
rend compte en y changeant z en — z. Si donc elles sont satisfaites, 
F ( s ) aura toutes ses racines à partie réelle négative et il ne sera pas 
nécessaire pour s'en rendre compte de développer le déterminant 
dans le but d'utiliser les critères de Routh, Hurwitz ou Franck. 

On sait, d'autre part, que dans les problèmes de stabilité il est non 
seulement utile de connaître des critères assurant à la partie réelle 

domaine des racines t 

Fig. i. 

des racines une valeur négative, mais aussi de préciser la distribution 
de ces racines au voisinage de l'axe imaginaire du plan complexe^ 
problème que l'on étudie habituellement en ayant recours au critérium 
deNuyquist . 

La connaissance des domaines circulaires où peuvent se trouver 
les racines de l'équation ( i3) permet d'aborder cette question. 

Supposons la stabilité assurée par les conditions (4 ) ; en traçant 
les circonférences délimitant le domaine des racines de ( i3) , on 
obtiendra une figure analogue à celle que nous schématisons ci-dessus 
{flS* 0 e t l ° n repérera la circonférence, ici CA, qui avoisine le plus 
l'axe imaginaire du plan des z. Pour améliorer éventuellement la 
qualité de la stabilité, il faudra écarter cette circonférence de l'axe 
des imaginaires; on pourra le faire en jouant sur les éléments a*, de 
la /rIeme ligne du déterminant ( i3) , éléments dont la signification 
physique est souvent immédiate et certainement plus facile à déceler 
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que celle des coefficients du polynôme obtenu par le développement 
du déterminant. 

Nous avons donc là un moyen de parvenir à une stabilité aussi 
satisfaisante qu'on le souhaite. 

If. — Théorème de M. A. Brauer [1], 

Étant donné la [matrice carrée d'oindre n, A = (a , y ) ; si pour 
un entier m donné (i ^ m ^ n), on a 

04) |«mm— a u l > P n i + P x ( * = i » 2> •••> *)> 

pour tout 1 différent de m, le cercle 

(IÔ) \Z — »,,!,» | = ; P#« 

contient une, et une seule, valeur caractéristique de A. 

En premier lieu, remarquons que la condition ( i4) implique que 

la circonférence (i 5) n'a aucun point commun avec les circonférences 

(16) \z — œtx\^P\ ( X = i , 2, . . . , /i; l^ m). 

Ceci posé, considérons la matrice B, d'éléments b\3 définis comme 
suit : 

ba=aa (kjdm), bmm=amm, bm\=ô (X j6 m). 

Il est clair que amm est une valeur caractéristique de B, 
représentons-la par \K et soient £a, £3, ...,\n les autres valeurs 
caractéristiques qui sont aussi celles du mineur principal B m m de B. 
Les éléments de la diagonale principale de Bmm sont aiU a*>>2, . . . , 
«m—ifm-iï am+\,m+\, . . -, (^nn\ d'autre part, les sommes des modules 
des éléments non diagonaux de chaque ligne de B„m sont au plus 
égales à P i ? P2 , . . . . Pm-i> Pm+i> . . ., P#i, donc 

2 \bk\\^^\aa\ = Pk (^ = 1,2, . . . , / n - i , m + i, . . . , « ) 

À^7rt,# X5ÉÀ 

et il en résulte que Ç2, £a, . . . ,{•» se trouvent dans le domaine délimilé 
parles circonférences d'équation (16). 
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Introduisons alors un paramètre réel t compris entre zéro et un 
et posons 

bkl(t) = bk\ (k^m), bmm(t) = bmm, 

b,nl(t) = tam\ (X j6 m), 

puis faisons varier t de façon continue de zéro à un. Les éléments de 
la matrice B, ainsi que les coefficients de son équation caractéris­
tique, varient d'une manière continue et, par suite, les valeurs 
caractéristiques £M £a, . . . , £ « varient de façon continue, chacune de 
ces dernières se déplaçant sur une courbe continue allant d'un 
point £v à un point Xv(v = i, 2, . . . , n) représentant une valeur 
caractéristique de la matrice A. 

Tous les points de ces courbes doivent se trouver dans l'un des 
cercles ( i 5 ) ou (16), puisque la somme des modules des éléments 
non diagonaux de la mième ligne reste inférieure à P m et que les 
sommes des modules des éléments non diagonaux des autres lignes 
demeurent inchangées. 

Il s'en suit que chacune des courbes joignant £v à Xv ( v ^ 2 ) doit 
rester extérieure à la circonférence d'équation ( i5 ) , alors que la 
courbe joignant Ej à X< demeure dans cette circonférence. 

Ainsi la circonférence d'équation ( i5) ne contient qu'une et une 
seule valeur caractéristique de A. 

COROLLAIRE 1. — Si l'élément amm et les coefficients de l'équa­
tion caractéristique de A sont des nombres réels et si ( i4) est 
satisfaite, la valeur caractéristique située dans la circon­
férence ( i5) est réelle. 

Supposons que sous les hypothèses indiquées, la circonférence ( i5) 
contienne une valeur caractéristique complexe X4; sa grandeur 
conjuguée X, est également une valeur caractéristique de A. 
Puisque amm est réel et que X, est dans le cercle ( i5 ) , ÎA doit s'y 
trouver également; ceci est impossible d'après le théorème deBrauer. 
Ainsi la valeur caractéristique Xi est nécessairement réelle. 

COROLLAIRE 2. — Si tous les éléments de la diagonale principale 
de A, ainsi que les coefficients de son équation caractéristique 
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sont réels et si pour chaque k etl on a 

\<*kk— «n|>P*-+-Px, 

toutes les valeurs caractéristiques de A sont réelles et distinctes. 

Cette proposition résulte immédiatement du corollaire 1. 
Elle permet dans le champ réel de construire des matrices carrées 

non symétriques dont les valeurs caractéristiques sont réelles. 

Application du théorème de Brauer à un problème d'algèbre. — 

On sait qu'étant donné un polynôme de degré n 

f(x) = x"-\- axx"-i-+- a2x"-^-h. . .-h ^_,a? + an (cin^ o) 

dont tous les coefficients sont des entiers réels, ce polynôme est 
irréductible sur le corps des nombres rationnels quand les modules 
de (n — 1) de ses zéros sont inférieurs à l'unité. 

Nous trouverons donc des conditions d'irréductibilité du polynôme 
caractéristique d'une matrice régulière A = (aiy) d'ordre n, à éléments 
réels entiers, en exprimant que (n — 1) de ses valeurs caractéristiques 
se trouvent dans le cercle-unité. 

Les valeurs caractéristiques de A sont solutions de l'équation 

Il «Y - 8 * , #|| = o 

et, dans le plan complexe, elles se trouvent à l'intérieur du domaine 
limité par les n circonférences 

(17) |a„— z\^S \atJ\ 0 , / = 1, 2, . . . , n). 

D'après le théorème de Brauer, le polynôme caractéristique de la 
matrice A sera irréductible si (/1*—1) des circonférences d'équa­
tion (17) sont situées tout entières à l'intérieur du cercle-unité et 
si 1$ nièV est extérieur à ce cercle (et ne le contient pas). 

Pour généraliser les résultats que nous avons signalés dans un 
travail antérieur [19], nous pouvons remarquer qu'étant donné la 
matrice A = (a*,), il est loisible de lui associer une matrice carrée 
également régulière G = (c,-y), d'ordre n à éléments réels, pour 
former la matrice 

B = (bi/) = C-*AC ( » , / = i , 2 , . . . , » ) 

qui possède le même polynôme caractéristique que A et dont le 
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domaine des valeurs caractéristiques est constitué par l'ensemble des 
n circonférences 

\bn— * 1-^2-1 bij\ 0 \ / = I, 2, . . . , n). 
1-½. i 

En appliquant à B le théorème de M. Brauer, on peut alors énoncer 
la proposition suivante : 

Le polynôme caractéristique de la matrice carrée régulière 
d'ordre n. A = (au), à éléments entiers est irréductible sur le 
corps des nombres rationnels, s'il est possible de déterminer une 
matrice régulière C = (ctj) d'ordre n, à éléments réels, telle que le 
domaine des valeurs caractéristiques de B = G - 1 AG soit constitué 
par (n— !) circonférences situées tout entières à l'intérieur du 
cercle-unité, la nlbme étant à l'extérieur de cette circonférence et 
ne la contenant pas. 

Ainsi des conditions suffisantes d'irréductibilité du polynomfe 
caractéristique de A s'écrivent 

n 

2 l M < l ( * > / = '» 2> •••> "; l^ " 0 ; 
0 8 ) < J / = 1 

i & m i n i > i - + - 2 ' 6 m y i ^ = *'2' •"'n^ 

Pour des matrices d'ordre élevé, ces conditions s'avèrent rapide­
ment d'une écriture difficile; nous allons voir cependant que cette 
méthode' permet de trouver simplement des conditions d'irréduc­
tibilité des polynômes à coefficients entiers sur le corps envisagé. 

Soit la matrice A = (a,/) régulière, d'ordre n, à éléments entiers 
et prenons 

0 = (0,8,/), 0 - 1 = ( 1 ^ , ) , 

ètj étant le symbole de Kronecker. ' 
Il vient 

Co Cn 

ct\\ a,\* — • • • a\n — Ci ^ 

Cn 

B m i**» i — w>o . . . a«>/, —— 
= I <?2 C 2 

Cl Cn 

CLo\ — «•>•» . . . «•>/, 

Ci c 2 

« / i l — « / i ° — * * ' « / / « 
C// C/, 
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et les inégalités ( 18) conduisent au critère d'irréductibilité du poly­
nôme caractéristique de A 

i «n i +2* I « y * 

I*J 

< i ( * = i , 2 , . . . , n ; / = i , 2 , . . . , n\jj6 m)\ 

I «mm | > I - h « m / 
/ C m /?£#>* 

( / = I , 2 , . . . , / l ) . 

Les premières des inégalités précédentes montrent que le critère 
ne vaut que pour des matrices de forme très spéciale, en particulier 
pour celles du type 

o i o 
O O I 

0 0 0 

an\ a„2 ««3 

o o 
o o 

o i 

««,/1—1 «7?« 

pour lequel le critère d'irréductibilité s'écrit 

*a 
< ' i 

cfJ-\ 
<* , 

I«««I> i + y j a a ; i R 
j = i 

> ( / ? * » ) • 

soit alors le polynôme 

' • / ( # ) = #*•+• « î ^ - 1 -h . . . -h'a„_iâ?- i - a„ (a„ ^ o ) ; 

on sait que ses zéros sont les valeurs caractéristiques de la matrice 

o 
• « « - i 

o 

qui rentre dans le type précédent. 
Un polynôme à coefficients entiers sera donc irréductible sur le 

corps envisagé s'il est possible de déterminer une suite décroissante 
de n nombres positifs CA(C*< Ck-\ ) tels que 

! « i ! > I + 2 ' a / l " 1 - 7 - 4 - 1 
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Remarquons qu'en prenant tous les c/t égaux on retrouve le critère 
d'O. Perron [26], 

n 

«i>i-+-2la/ !» 

à condition que le polynôme n'ait pas de zéros sur le cercle-unité. 
Notons de plus que ces considérations permettent de définir des 

familles de matrices carrées régulières à éléments entiers dont les 
polynômes caractéristiques sont irréductibles [19] . 

GÉNÉRALISATION DU THÉORÈME DE BRAUER. — Soit une matrice 
d'ordre n, A=(aij) et supposons-la telle que le domaine de ses 
valeurs caractéristiques se décompose en divers domaines Dv ( v ^ n) 

formés respectivement par Rv circonférences (2K.V=TI J; dans 

ces conditions la matrice A possède Rv valeurs caractéristiques 
dans chacun des domaines Dv. 

La démonstration de cette proposition s'obtient sans difficulté 
en utilisant une méthode calquée sur celle utilisée pour établir le 
théorème de Brauer. 

Une conséquence immédiate de ce nouvel énoncé est que si les 
éléments diagonaux au (t = i, 2, . . ., n) sont réels et les coefficients 
du polynôme caractéristique de A également réels, tout domaine Dv 

formé par un nombre impair de circonférences contient au moins 
une valeur caractéristique réelle. 

III. — Extension des résultats précédents. 

On doit à M. A. Brauer [2] une importante généralisation des 
résultats précédents qui se trouve précisée par les théorèmes 
suivants : 

THÉORÈME 1. — Étant donné une matrice carrée A = (a,y) 
d'ordre n, ses valeurs caractéristiques se trouvent dans le 

domaine formé par les —^ ovales de Cassini : 

\z — akk\*\z — « A X | ^ P A P X (*, À = 1, 2, . . . , n; k ^ \ ) 
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et aussi dans celui formé par les ovales 

\z — akk\.\z — «XX|f^Q*Qx (*, * = ï 5 2, . . . , ri\ h 5*£ X), 

P* et QA ayant la signification indiquée plus haut. 

Nous établirons ce théorème en raisonnant sur les P/>. 
Soit w une valeur caractéristique de A; en raisonnant comme dans 

les paragraphes antérieurs, il apparaît que le système d'équations 
linéaires et homogènes 

n 

(19) y£iak\xK=iûxk (k = i, 2, . . . , n) 
X = i 

admet un ensemble de solutions non nulles x±, x%, . . ., xn. 
Soient xr et xs les solutions de plus grand module et sup­

posons \xr | > \xs\. 
Les équations de rangs r et s du système (19) s'écrivent 

<20 ) 

(<JI) — d,r)xr= ^ ClrvXv, 

v ^ / V 

I (u> — « 5 . 0 ^ = 2 a*v^v 

Si xs=o, alors # v : = o pour tout v différent de r ; il en résulte, 
compte tenu de la première équation (20), w = arr si .r, est différent 
de zéro. Ainsi « se trouve dans l'ovale 

| z — arr\>\z — ass\ ^PrPs-

Le théorème est donc établi pour xs=o. 
Supposons maintenant xs différent de zéro. Par multiplication, les 

équations (20) donnent 

d'où 

(w — a r r ) ( w — a,s)xrx6— I N a r v # v \ ( ^ «sv#v 

to — a r r |. | w — a w | . | x,xs | ^ | J?, | / 2 I a™ I ) I Xr ! ( 2 ^ ' a*v ' ) 

= | a ? r | . | f l ? * | P r P * . 

A i n s i 
1 <*> — «r r | . | <*> — ass | ^ P r P 5 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 118. 
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et il en résulte que la valeur caractéristique w se trouve dans l'ovale 

(21 ) | z — arr|.| z — ass | ^ PrPs. 

Le théorème est donc démontré. U est à remarquer qu'il donne 
une meilleure localisation des valeurs caractéristiques que celle 
obtenue par les considérations du paragraphe 1, car l'ovale (21) se 
trouve dans l'un des deux cercles 

| z — arr | ^ P r , | z — ass | ^ Ps. 

Notons que si an = ass, l'ovale (21) dégénère en la circonférence 

{z-arrl^s/PrTl. 

Conséquence. — i° Ce théorème permet de donner une limite 
supérieure des modules des valeurs caractéristiques d'une matrice 
d'ordre n, A = (a/y), elle s'écrit 

(22) l M = i max{ [ akk | + | «xx | +• s/[\akk \ - | «XX | J2-+- 4 P*Px} 

[ (*, X = i , 2, . . . , n; kj£\). 

Soit en effet w une valeur caractéristique de A; il résulte de la 
relation (21) que 

(23) | w — a r r | . | to—ass\ ^ PrP*. 

Supposons | arT\ > \ ass | (
2 ) ; si | w | < | a,r j, alors 

(24) | o) | ^ 1 [ | ar r | H- | ass | ] -f- ï [ | arr | - \a„ \ ] 

^-{\arr\ + \ass\ 

-+• VÏ I «rr | - | ass | ]i -i- 4 P/- P5 } =1 M. 

Envisageons maintenant le cas où | w | > | arr | ̂  | CLSS | ; nous 
pouvons écrire 

o < | w | — | ar/.| ^ | o) — arr |, 
o < | w | — | a551 ^ | w — a5? | 

et, compte tenu de (23), on a 

[ | « | — | ar r | ] [ | w | — | aM | ] ^ 110 — ar r |. | « - - aw' | .-^ P r P*, 

(2) Si | arr | < | ass | la démonstration serait la même. 
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soit 

< 2 5 ) I w P — [| <*rr\ •+- | <*»\] ! w [ -+-1 arrass\ — Pr
mPs^ o. 

Ainsi 

<26) | O) | ̂  i { | arr | -+- | ass | -h V / [ | « r r l - | « , . | p H - 4 P r P , } ^ M. 

Les relations (24) et (26) établissent le théorème. 
On peut établir que la limite M donnée par (22) est meilleure 

que celle (5) obtenue au premier paragraphe de ce chapitre si 

max[| avv| -t- Pv] = | akk\ -+-P* > max[|avv | -+-PV] 
(v = 1, 2 , . . . , /1; v j£ k). 

2° Avec l'hypothèse supplémentaire 

{27) | akk an | > Pyfc Px (k, X = i, 2, . . . , /1; * ^ X ) , 

on peut également donner une limite inférieure du module des valeurs 
caractéristiques de A, elle s'écrit 

m = I min { | akk | -f- | «xx I — \/[\ a>kk \ — | «XX |]a + 4 Pk Px I 

(A-, X = 1, 2 , . . . , / * ; # ^ X) . 

De la relation (26) on tire en effet 

to> I{ |a r r | -+- | a5A| —v^[| arr |— | aw | ] ' - * - 4P r P, } ^ m. 

3° De cette dernière hypothèse (27), on peut déduire de nouvelles 
•conditions suffisantes pour que la matrice d'ordre n, A = (aij) à élé­
ments réels soit définie positive ; on a, en effet, le théorème : 

THÉORÈME 2. — Pour que la matrice carrée d'ordre n, A = (atj) 
à éléments réels soit définie positive, il suffit que l'on ait 

| «**«XXl > P * P x (*, X = i, 2, . . . , n\ k ^ X ) ; 
« * * > o (A: = i, 2, . . . , n). 

Etablissons cette proposition. 
On sait que les valeurs caractéristiques de A se trouvent dans 

le domaine délimité par les ovales 

\ z — akk\.\ z — an\ ^P kPi (*, X = i , 2, . . . , / » ; *5*X), 
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OÙ 

(28) P*Px>o. 

En coordonnées cartésiennes, l'équation des ovales s'écrit 

f(xJy) = [(x-akk)*+y>][(x--aiiy + y'>]--PlPl = o. 

Posons 

(29) ( ^ -^ -+ / = ^ (x-aiiY+ ?*=], 

et l'on a 

-Z =2(x — akk)L-h 2(x — an) K, J- = 2 y ( L + K), 

donc 
,0 v dy _ (x — akk) L -f- (a? — an) K 
^ ° ' « f e - J ( L - H - K ) 

Ceci posé, considérons le point de coordonnées 

(3i) xx = - [akk -H «XX — v/(«U — «XX)9 H- 4PA PX], J'I = O, 

c'est le point où l'ovale considéré est le plus près de l'origine 
des coordonnées. 

Si l'on suppose au > a>x, de (31 ) et (28) on tire 

xx < -[a^-f-axx— v/(«*A— «XX)'] = «XX= «̂K, 

ainsi 
#1 — «** ;= #1 — «XX < o. 

Comme par (29), K et L sont positifs, l'équation (3o) montre 
que la tangente au point (x±, yi) est parallèle à l'axe des y. Cette 
tangente ne rencontre l'ovale en aucun autre point, donc 

(xi-au)*(Xi-any = PI P{ 

et par suite, 

[(*i- cikky+72] K*I - «xxr+r]> PI p* (r ;* o). 

Il en résulte que tous les points de l'ovale et ceujE situés sur sa 
frontière ont une abscisse x supérieure ou égale à # i > o ; ainsi 
les valeurs caractéristiques de A ont leurs parties réelles positives. 
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Ce théorème conduit aux corollaires suivants : 

a. Si l'on a 

|«**«XXl > P*Px (*, X = i, 2, . . , /i; A ^ X), 

si les au sont positifs (k = i, 2, . . . , n) et si les coefficients du poly­
nôme caractéristique de A sont des nombres réels, le déter­
minant A est positif '. 

En effet, si x-\-iy est une valeur caractéristique de A, x — iy 
en est une également et leur produit est positif; comme A, d'après 
le théorème 2, n'a pas de valeurs caractéristiques négatives ou nulles, 
le produit de toutes les valeurs caractéristiques est positif et le 
déterminant de A l'est également. 

5. Toute matrice hermitique satisfaisant aux conditions 
du théorème 2 a ses valeurs caractéristiques positives. 

On sait, en effet, que les valeurs caractéristiques d'une matrice 
hermitique sont réelles. 

Application des théorèmes précédents à la recherche d'une limite 
supérieure ou inférieure des modules des zéros d'un polynôme. — 
Nous avons rappelé que les zéros d'un polynôme sont les valeurs 
caractéristiques d'une matrice dont nous avons donné plus haut 
la forme (c / . p. 3 i ) ; on peut donc déduire des limites pour 
les modules des zéros d'un polynôme de celles (5) et (22) obtenues 
pour les valeurs caractéristiques des matrices [17]. 

Ces limites supérieures s'écrivent respectivement : 

Mi = max[ | au | H- Pi] (« = 1,,2, . . . , n ) ; 

ma\{ | 

(hj = i, 2 , \ . . , '*; »vy) . 

M2= i m ax{ |a / , |H- | a y y | - f -v / [ | «» | - | « / / | ] , - f -4P /P / ! 

La première de ces limites, calculée à partir de la matrice associée 
au polynôme 

f(z) = zn-+- aA zn-*-h...-+- an-xz •+• a„, 

donne la limite supérieure 

(32) L1=max|i , ]j£|«/h>-
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On retrouve une limite classique [31] . 

En faisant z = - dans f(z), on obtient par des considérations 

analogues, une limite inférieure des zéros de f(z) 

(33) /1=s L^J 

i 

De même, la limite M2 de Brauer conduit aux limites, supérieure 
et inférieure, 

(34) L,= maxji,I | | «, | + 4 / | «J* H-4]£i «, | ' 

(35) / , = m i n ( i , 2]ctn 

4 / l^ - i | 2 + 4|««| i+J)1^1 i 

A titre d'exemple, considérons le polynôme 

zu — z' — z — i 

dont les modules des zéros extrêmes s'écrivent 

0,891184 et 1,096129. 

Les relations (34) et (35) donnent 

/2 = 0,5, L2 = i , 7 3 . 

L'encadrement est assez satisfaisant et meilleur que celui auquel 
conduisent les relations (32) et (33); dans le cas présent, 
ces dernières prennent en effet les valeurs 

/, = 0,25, Lt = 3. 

Ce résultat était a prévoir d'après le critère de comparaison 
des limites (5) et (22). 

Notons de plus que les relations (5') permettent de donner 
des limites, inférieure et supérieure, des parties réelles et imaginaires 
des zéros d'un polynôme; en représentant par lk(k = 1,2, . . .̂  n) 
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les zéros de f(z), il vient ainsi 

min \ ai(- « 0 — 2 K I =^(*>0 ̂  m*xj ^( -« i )+2 | a y l 

2 

I 

| ^ ( - « i ) - 2 l a ; l ^ J ( X 0 ^ m a x U {^al)^j\a]\ 

IV. — Remarque sur la localisation des valeurs caractéristiques 
des matrices M. 

Considérons une matrice M; pour trouver le domaine de ses 
valeurs caractéristiques on pourrait avoir recours aux méthodçs 
indiquées aux paragraphes I et III, mais les conditions de M. Mùller 
qui les caractérisent [cf. relation (7), chap. I] permettent également 
de définir de nouvelles zones où elles peuvent se trouver. La conjonc­
tion des ces diverses méthodes permettra donc de délimiter avec une 
plus grande précision le domaine des valeurs caractéristiques. 

Soit, par exemple, une matrice M d'ordre multiple de 3; il est 
facile de montrer que les conditions (7) impliquent que ses valeurs 
caractéristiques se situent à l'extérieur des circonférences 

| «i-f-3X,i-t-3A — z | = | a i + 3 A , * - f - . n l — / . | a n - n , v | , 

V 7̂ 2 + 3 A 

( 3 6 ) < | a-» + 3x,»+3À—-z | = | « • + 3 A , n - s X | —' 7 . | a » + 3 À , v | 
j ^ " " V = 1 

V ; £ l + 3À 

n — 3 \ 
\ ' ' ' 

(i = 0, 1, 

ou à l'intérieur des cercles 

(37) |«3X,3X— * | = 2 v - l ' a , X , V ' ( X = I ' 2> *••> j ) ' 
V ^ 3 À ~ 

Nous allons préciser ces considérations sur un exemple ; soit 

http://-f-.nl
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la matrice M d'ordre 6, déjà envisagée 

O , J o o i 3 

Les considérations du paragraphe I montrent que ses valeu 

J3 (X Î 

(fl(z) 

domaine des valeurs 
caractéristiques 

Racines calculées 

Fig. 2 

caractéristiques se trouvent à l'intérieur du cercle 

| i - - | = 8. 

Les conditions de M. Millier impliquent que ces mêmes vale 
caractéristiques se trouvent, soit dans les circonférences 

urs 

i — x\ = 0 ,5, 1 3 - ^ 1 = 2 , 5 , 

c'est-à-dire, en fait, dans le cercle de centre (3,o) et de rayon 2',5, 
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soit à Vextérieur des circonférences 

| i — #1 = 2, | i — a? | = 4, [r—#| = 6, | i —# | = 2, 

c'est-à-dire, en fait, à l'extérieur de la circonférence de centre (i ,o) 
et de rayon 2. 

La conjonction de ces divers domaines donne la figure 2, où les zones 

hachurées sont celles où ne peuvent se trouver les valeurs carac­

téristiques; notons que leurs valeurs sont 1, 3, \±i\'^i 1 ± « \/11,5. 

CHAPITRE III. 

QUELQUES APPLICATIONS D'UN THÉORÈME DE M. OSTROWSKI. 

I. — Théorèmes de M. Ostrowski. 

Au cours de recherches sur l'intégration des équations diffé­
rentielles, M. OstrowsLi a établi deux propositions qui conduisent 
à des résultats pratiques importants [13]. 

l.> Etant donné une matrice carrée régulière d'ordre n, 
A = (a^), si l'on ajoute aux a R de petites quantités E^ formant 
une matrice E, une condition suffisante pour que la matrice 
A/= A -h E soit régulière est que 

(1) m a x I ^ v K j — - (n,v = 1 , 2, . . . , n), 

les a^v étant les éléments de la matrice inverse A~i de A. 

Considérons la matrice A' = A + E = (a^ -f- £^v) et posons 
max | ê v | = e ; il s'agit de trouver une borne d>o de e telle que 
si s < d, A + E soit régulière. 

Posons dét (A) = Aô, dét (A') = A'0 ; en développant A'0 en fonction 
des s^ et en négligeant les termes d'ordre supérieur à l'unité, 
on obtient 

( 2 ) A o + ^ e j i v A n v (fi,v = 1, 2, . . . , / i) , 
JAtV 

où les A^v sont les mineurs de A0. 
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Or 

donc'si 

^o+2E^vAixv 
l^v 

^ | A 0 ^ l A ^ v l , 
[l.V 

e 2 |Aptv |< |A 0 | , 
{^V 

l'expression (2) est différente de zéro. 
Montrons que cette condition est suffisante pour que le déter­

minant complet A'0 soit différent de zéro, c'est-à-dire qu'en désignant 
par a^ les éléments de A -*, on peut poser 

(3) d = 

2> 
1*1 v 

( H , v = 1, 2, . . . , n). 

liv| 

La démonstration résulte immédiatement du théorème de 
M. Hadamard; il suffit de montrer que le déterminant de la matrice 

A - I [ A H - E ] = I + A - I E , 

où I est la matrice-unité est différent de zéro. 
D'après le théorème précité, il suffit que les sommes 

2 2a^"E/v 
V = l / = 1 

(K = I> 2> . , / i ) 

soient inférieures à l'unité. 
Or, si | s^ | < d, on a évidemment 

2ai" < dZj\ay.v\ <*• 

>̂v 

Le théorème est ainsi établi. 
Ce théorème de M. Ostrowski permet de montrer facilement qu'une 

limite supérieure de modules des valeurs caractéristiques d'une 
matrice d'ordre n est /iM, M étant le module maximum de ses élé­
ments, limite donnée par Hirsch [6]; ce résultat se déduit d'ailleurs 
des considérations générales du chapitre II (§ I). 
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Soit, en effet, la matrice A = (atJ-) d'ordre /i; son équation carac­
téristique s'écrit 

[| «/y— a? 8,/1| = o , 

et, en posant x = - > elle devient 

\\atjZ-htjW = o . 

Soit alors la matrice-unité d'ordre n, In = (o\/), la limite de 

M. Ostrowski s'écrit pour cette dernière d= - et il est clair quêtant 

que 
i 

*v\- z < - , 

la dernière équation ne pourra être vérifiée. 
Une limite inférieure des racines en z de cette équation s'écrit 

donc 

/7M (M = m a x | a / y | ) 

» 
et, par suite, en revenant à la variable x, une limite supérieure des 
modules des valeurs caractéristiques de A est nM. 

2. Étant donné la matrice carrée régulière A = (#„,,), 
d'ordre n, si l'on ajoute aux a^ de petites quantités e^ formant 
une matrice E, une condition suffisante pour que la matrice 
A' = A -f-E soit régulière est que 

y^i\^\9<^r (**' V = I' 2' •••' n>> 

IJL1V 

les a^ étant les éléments de A - 1 . 

La démonstration est analogue à la précédente. 

II. — Applications. 

Nous nous bornons à indiquer les applications qui nous ont conduit 
à utiliser le premier théorème de M. Ostrowski; le second pourrait 
d'ailleurs être utilisé pour traiter des questions analogues. 

file:////atjZ-htjW
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l.:. Formation de matrices définies positives. — Le premier théo­
rème de M. Ostrowski va nous permettre de préciser l'assertion faite 
au premier chapitre à propos de la stabilité de fonctionnement des 
machines mathématiques, qu'étant donné une matrice symétrique 
H à éléments réels, définie positive, la matrice symétrique H'obtenue 
en diminuant de petites quantités réelles les éléments de la diagonale 
principale de H, était également positive. 

Nous allons voir que cette proposition n'est qu'un cas particulier 
d'une propriété plus générale, qui vaut d'ailleurs pour toute matrice 
définie positive symétrique à éléments réels, qu'elle soit du type H 
ou non, en donnant une limite supérieure des modules de quantités 
réelles dont on peut faire varier ses éléments pour qu'elle demeure 
définie positive. 

Soit, en effet, une matrice symétrique A, d'ordre n, définie 
positive : la chaîne de ses mineurs principaux est formée par des 
matrices définies positives. 

Dans ces conditions, supposons que Ton ait calculé les limites d 
de M. Ostrowski afférentes à chacun^ des matrices de la chaîne et à 
la matrice À elle-même; en faisant varier les éléments de A de quan­
tités inférieures en valeur absolue à la plus petite de ces limites, il 
apparaît, par continuité, que, toutes les matrices envisagées demeu­
rant régulières, les signes de leurs déterminants ne changent pas. La 
matrice variée symétrique est donc aussi définie positive ( 3 ) . 

Pour illustrer ces considérations, montrons sur un exemple pour 
lequel le calcul des limites de M. Ostrowski est particulièrement 
simple, comment on peut à partir d'une matrice définie positive, 
construire une famille de matrices également définies positives [11]. 

Considérons la matrice carrée d'ordre n à éléments réels positifs 

Si a est supérieur à l'unité, ce que nous supposerons dans ce qtii 

(3) Depuis la rédaction de ce Mémoire, nous avons montré, que l'on pouvait consi­
dérablement simplifier le calcul en utilisant le second théorème de M. Ostrowski 
(C. i ^ ^ e ^ 

r-V^i>l ~- T l L ' 3 ( i v 2 ^ ï V , ^ ) ^ 
1\ 
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Ta suivre, Mn(a) est définie positive : ses valeurs caractéristiques 
sont en effeta-f-ra—iLgui est simple et a— i, qui est d'ordre n — i. 

Calculons" la limite dn(<*) de M. Ostrowski afférente à cette 
matrice. Déterminons la matrice inverse deM„(a); pour l'obtenir, le 
plus simple est de résoudre le système en xt 

(4 ) *xi-+-^?Xj = } l ( Ï , y = T, 2, . . . , n), 

fît 

que l'on peut écrire 
n 

( 5 ) ( a — i)xi-+-^àxI = yl (1 = 1 , 5 , . . . , / 1 ) . 

/ = i 
n 

Posons ^ \ a ? / = S et additionnons les équations (5); nous obtenons 
i 

immédiatement 

n 

c 1 n H- a — I 

d'où 

#/ = 
7* i 

a — i ( a — i ) ( < z - h n — i ) 

Les éléments diagonaux de la matrice inverse de Mn(a) ont ainsi 
pour expression 

i a -f- n — 2 

a — i a -+- n — i 

et les éléments non diagonaux 

( a — i ) ( a -h n — I ) 

La limite dtl relative à Mn(a) s'écrit donc 

a — i a -+- n — i 
dn = n a -+- in — 3 

/ i 

et il est à remarquer que dn(cc) décroît avec -« 
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Si donc on fait varier les éléments de M7l(a)de quantités, positives-
ou négatives, inférieures en valeur absolue à dn(a), tous les mineurs» 
principaux du déterminant de la matrice symétrique ainsi obtenue, 
comme son déterminant lui-même, demeureront positifs d'après la 
remarque qui précède et la matrice variée sera définie positive. 

Par exemple, soit la matrice 

/ 4 i . . . i 
Mo(4)= 

\ i i . . 4 

il vient 

</6(4) = JL ^o,346 

et une famille de matrices symétriques définies positives peut être-
définie comme suit : ses éléments diagonaux principaux sont compris 
entre 4 + o,346 et 4 — o,346; les autres éléments entre i -f- o,346 
et i —0,346. 

2. A propos d'un problème de vibrations. — En théorie de vibra­
tion on est souvent amené à considérer l'équation 

( 6 ) \\al/z-hbl/\\ = 0 ( 1 , / = 1 , 2, . . . , n), 

le déterminant qui figure au premier membre étant syméjrique et 
d'ordre n, les coefficients a,j elbu- étant réels. Sylvesler [3§TJ~a établi 
que les racines de cette équation étaient réelles et que si, de plus, les 
matrices carrées (atJ) et (btj) étaient définies positives, elles étaient 
toutes négatives. 

Nous nous proposons} dans cette éventualité, de donner une-
méthode de calcul d'une limite supérieure de ces racines [22]. 

Considérons le déterminant d'ordre n 

( 7 ) l l"*/-*-**/l l> 

les Ujj étant supposés petits. 
En utilisant le premier théorème de M. Ostrowski, on sait trouver 

une limite supérieure d des modules des utJ-, telle que pour | utj\<Z d, 
le déterminant (7) ne puisse s'annuler et, par suite, demeure positif 
comme || bLj || auquel il se réduit quand tous les Uij sont nuls. 
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Ayant ainsi déterminé d, il suffira de résoudre les inéga­

lités 
| atJz | <d 

pour en déduire une limite inférieure du module des racines de 
l'équation (6). En fait, en représentant par \a™\ le module maximum 
•des éléments atj, cette limite inférieure est 

-et comme toutes les racines sont réelles et négatives, elles sont bor-
d 

nées supérieurement par — -.—•%-. • 
K l 

Au chapitre IV, où nous étudions une équationqni généralise (6) , 
nous donnerons d'autres méthodes de résolution de ce problème. 

Pour préciser le résultat précédent donnons un exemple numérique 
simple. 

Soit l'équation en z* 

<») 

3-s -+- 4 z -+- i z • 

Z -t- I 3 3 - + - 2 Z 

Z -h 2 z 3z • 

On a 

(«*/): 

/ 3 i i \ / 4 i 2 \ 
( i 3 i ) , (6 iy) = ( i 2 o ) ; 
\ i i 3 / \ 2 o 3 / 

<;es matrices étant définies positives, d'après le corollaire du théo­
rème de M. Hadamard; les racines de (8) sont donc réelles et néga­
tives. 

La matrice inverse de (6/7) s'écrit 

(M-1 H -

_6̂  
i3 
_3_ 
i3 
± 
i3 

i3 

i3 
2 

73 

et il vient 

39 
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Comme |j a™|| = 3, une limite supérieure des racines de (8) est 

d i3 

-p^-s^*-0'111' 
Nous pouvons remarquer que le théorème de M. Ostrowski permet 

de résoudre un autre problème lié au précédent : 
Considérons à nouveau l'équation (6) 

(6) 11^,-8 + ^,11 = 0 

et supposons que ses racines soient toutes négatives, les matrices(a(J) 
et (btf) étant définies positives. 

Proposons-nous de déterminer une limite supérieure des valeurs-
absolues des petites variations réelles et symétriques r)lJ=r)Jl et 
lÂtJ= ixJt (i, j = 1,2, . . . , n) que l'on peut faire subir aux coefficients 
atJ et bij pour que l'équation ainsi obtenue ait encore toutes ses 
racines réelles et négatives. 

Il suffit que les matrices (ctij-hn^) et (bij-^^j) soient définies 
positives, c'est-à-dire que les chaînes des mineurs principaux de leurs 
déterminants respectifs ne comportent que des termes positifs. 

Comme, par hypothèse, les chaînes des mineurs principaux de 
||a,y|| et ||6iy|l ne comportent que des termes positifs, un raisonne­
ment analogue à celui de la première application montre qu'il suffit 
de prendre les r\,j et les p / 7 respectivement inférieurs, en valeur 
absolue, à la plus petite des limites rfdeM. Ostrowski, calculées pour 
chaque terme de l'une et l'autre des chaînes de mineurs principaux 
de || a,, || et | |6 , y | | . 

La connaissance des limites supérieures des |Y?,7| et |/jt,y| permet 
ainsi do préciser la mesure dans laquelle on pourra faire varier les 
paramètres physiques d'un système dont le comportement est régi 
initialement par l'équation (6) pour que la stabilité se conserve. 

Montrons sur un exemple, la mise en œuvre de la méthode. 

2 3 - + - 2 Z -+- I Z -h l 

Z -i- I 3 3 - 4 - 2 Z -+- I 

Z •+• I Z-h 1 2 3 - + - 3 

On a 
2 I 

( « „ ) = ( I 3 I ) , (bi;): 

/ 2 1 1 

I I 2 I 

\ I I 3 

et ces matrices sont définies positives. 
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La chaîne des mineurs principaux de («o) est 

( : ; ) • 

' 2 I ï 

i 3 i 

1 1 2 / 

et les inverses des matrices s'écrivent 

7 7 

Les limites de M. Ostrowski relatives à (atj) sont donc 

5 i 

, 2 ' l 7' 3 

et il apparaît qu'il faut prendre | YÎ/<7 | << ~ • 

La chaîne des mineurs principaux de (b{J) s'écrit 

et les inverses des matrices sont 

\ 3 3 / 

J J 
2 ') 

7 7 
i i 

7 ~~ 7 

Il vient pour les limites d 

i i 

et l'on doit prendre f \LXJ \ < • 

3. Détermination d'une limite supérieure des parties réelles de» 
racines de l'équation aux fréquences propres d'un réseau électrique 
passif [22]. — Considérons un réseau électrique à n mailles indé-

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 1 1 8 . 4 
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pendantes et représentons, comme nous l'avons indiqué, par llJy rlf, 
Sij (i, j = i, 2, . . ., n) les paramètres de ce dernier. 

On sait que l'équation aux fj^^uences propres s'écrit 

<9) Il li/^-ï-n/Z-hsisW = o (i, / = i, 2, . . . , n), 

le déterminant qui figure au premier membre étant symétrique et 
d'ordre n. 

Nous avons indiqué que les matrices (Ziy), (j'o) et (su) étaient 
définies positives et l'on peut montrer que, dans ces conditions, les 
racines de (9) sont toutes à partie réelle négative. 

Nous nous proposons de donner une méthode de calcul d'une 
limite supérieure des parties réelles de ces racines. 

On pourrait songer à utiliser une méthode analogue à celle du 
paragraphe 2, mais elle ne nous conduirait à aucune limitation des 
parties réelles des racines complexes, aussi allons-nous opérer diffé­
remment. 

Faisons le changement de variable 

«(10) z = u — a, 

où a est un nombre réel positif ; l'équation (9) devient 

< u ) Il lijW>-h(rt/— illJa)u-\- ltJa^— rlfa-+- st/ \\ = o. 

S'il est possible de définir un intervalle (o, a,n) de variation de a, 
tel que pour tout a de ce dernier les matrices (r/y — 2.ltJa) et 
{Ujà1—rtJa-}-s,j) {îjj—1! 2> •••> n) soient définies positives, 
l'équation (11) aura toutes ses racines à partie réelle négative et 
puisque z = — a -f- u, les parties réelles des racines de l'équation (9) 
admettront — am comme borne supérieure. 

Tout revient à déterminer am. 

A. Méthode générale. — Considérons la matrice (r,j—2Uja); 
^n posant — 2ltJa = UiJy elle s'écrit (r,j;-f- utj) et pour qu'elle soit 
définie positive, il faut que la chaîrie des mineurs principaux de 
Il #•,/+ uij II soit à termes positifs. 

Puisque la matrice (r//) est définie positive, on est ramené au pro­
blème du premier paragraphe : pour chaque mineur de la chaîne, on 
déterminera la limite d de M. Ostrowski; soit dr la plus petite des 
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limites ainsi obtenues, la matrice (r,y -+- Uij) répondra à la question si 

| Uij I < «V 

et l'on en déduira une première limite supérieure de a 

dr 

| l"l | étant le module maximum des l(J. 
Passons maintenant à la matrice {ltJa

%% — r,Ja-[-slj) qui, en posant 
Itja2—rlja = vlj s'écrit (̂ /./ + s , 7 ) ; il faut que les mineurs principaux 
de y v,j -i-Stj y soient tous positifs; le théorème de M. Ostrowski per­
mettra, comme plus haut, de déterminer une limite supérieure, soit 
ds, des \VJJ\ pour qu'il en soit ainsi et, en résolvant les inégalités 

I /,/tf*7 — rlfa -+- st/\ <d, (a > o), 

on saura trouver un intervalle de variation de a(o, as) tel que pour 
tout a y appartenant, la matrice (l,ja° — ^ija^~s'j) SOii définie 
positive. 

La limite supérieure cherchée — a m des parties réelles desr 
racines de Véquation (9) sera égale au plus petit des nombres ar 

et as changé de signe. 

Donnons un exemple simple pour préciser la marche du calcul. 
Soit l'équation 

(9') 

4 3 ^ - + - 2 3 - + - 2 2 3 ^ - + - 3 - + - 1 3^-+-3 -+-1 

2S0H-'-S -+- I 4 3 ^ - + - 3 3 - + - 2 g * + - + 1 

3 ° H - 3 - + - I 2 7 - + - 3 - + - I 3 3 ^ - + - 2 3 - + - 3 

à laquelle correspondent les matrices définies positives 

(*/) = 

La chaîne des mineurs principaux de \\rtJ\\ est 

2 1 1 

(*•*/) = l l 3 1 
1 1 2 

2 1 

1 3̂ 

'> 1 1 

1 3 1 

1 1 2 
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elle est identique à celle de l'exemple précédent et il apparaît que la 

plus petite limite d'Ostrowski est dr = ^; comme | /™ ( = 4? il vient 

2 x 3 x 4 24 € 

La chaîne des mineurs principaux de || stJ || s'écrit 

2, 
2 I 

I 2 

2 I I 

I 2 I 

I I 3 

et les inverses de matrices qui correspondent aux déterminants ont 
pour expressions 

5 ? i 

£ _ i \ / 7 ~ ~ 7 ~ ~ 7 
3 3 1, / _ 2 5 _ L 
i 2 j ' 1 7 7 7 
3 3 / \ _ i __ i 3 

7 7 7 

Il leur correspond respectivement les limites d'Ostrowski - et -r] 

nous aurons donc as = 

Restent à résoudre les inégalités (a]> o) 

| 4«>_ 2 « | < i , ! 4 « ° - 3 « | < g* I 3« 2 ~ ia | < i , 

j 2 « 2 _ a | < j « 2 - « | < 

«t seules les hypothèses respectives 

^ * ^ 3 ^ 2 ^ I 

fl<2' a < p > « < 3 » « < â » 
a < i 

présentent un intérêt; elles conduisent aux inégalités 

4a° — 2 a + - > o , 4 « 2 - 3 a + - > o , 

3 a2— 2 « - + - r > o , 

2 a ' - a + > o , a 2 — a - + - - > o . 



VALEURS CARACTÉRISTIQUES DES MATRICES CARRÉES. 53 

Elles sont toujours vérifiées, sauf la seconde qui est satisfaite pour 

o < « < i [ 3 - ^ / 9 - ^J*o,i36. 

Ainsi a^ :2=0,136; cette limite est supérieure à ar= —f\ une limite 

supérieure des parties réelles des racines de l'équation (9') est donc 

1 
— «m = — «r = — -7 • 

24 

B. Méthode particulière. — Dans certaines circonstances que 
nous allons préciser, il existe une méthode plus simple pour déter­
miner la limite cherchée. 

Nous avons indiqué qu'il existe des réseaux qui, par un choix 
convenable des mailles indépendantes, sont tels que les éléments des 
matrices (//y), (fij) et (s/y) satisfont non seulement aux conditions 

(12) lu>o, #'n>b, su>o, 

mais aussi aux inégalités de M. Hadamard, 

( i3) lu> 2J/1 h I» r'«> 2 / 1 r" 'I' '"> 2 y ISi/1 

(hj = ï, 2> •••> *)> 

les conditions (12 ) e t ( i 3 ) étant, d'autre part, suffisantes pour que 
les matrices (//y), (r,-y) et ($/y) soient définies positives. 

Pour définir l'intervalle (o , am) de j variation de a ( a > o ) tel que 
pour tout à de ce dernier, les matrices (r,y— 2 //ya)et(Z;ya°—r,-y a + $,-,) 
soient définies positives, il suffira de résoudre les inégalités 

ru —iliLa> 2jj j r,y —ilija\, 

04) 
/Zl a" — rt/ a -+- *„ > 2 I llJ a" —r^a-*- sl} \ 

(i,j = 1, 2, .... n). 

En remarquant que 

| rij— 2 /|ya i < | rtj | -4- ia \ ll} |, 

j Z/ya2— r i ya -+- */y | < | /// | «2 -4- | r/y | a -+-1 *<y | 
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le problème se ramène à la résolution des suivantes : 

(15) 

ru—2lila>jyi\rlJ | + 2 a V |/ iy |, 

j llia
t>—rua-hsil>a't'Si i//y( + a ^ [ rt, | -f-^ \si;\, 

qui impliquent ( i4) et qui peuvent admettre des solutions en raison 
des relations ( i 3 ) . 

Le plus petit intervalle de variation de a(o, am) qui permet, pour 
tout a y appartenant, de satisfaire aux inégalités ( 15) est l'intervalle 
cherché. 

Donnons un exemple très simple; considérons l'équation 

(16) 

On a 

43 2 -+-23-+-2 3 9 - t -3-+-I 

^ + - 8 + 1 4-^-+-2 3-+-2 

et les premières inégalités ( i5) s'écrivent 

qui demandent 

Les secondes donnent 

2 — 8 a > i •+- 2 a, 

o < a < —• 
10 

soit 

4 «" — 2 a -t- 2 > a ' + a + i , 

3«"— 3«-+-1 > o, 

qui est toujours vérifiée. 
On a donc am= o,i et les parties réelles des racines de l'équation 

étudiée admettent pour borne supérieure 

— «m = — 0 , 1 . 

Il est facile de calculer les parties réelles des racines de (16); leurs 

valeurs sont et — -=i la limite trouvée est assez satisfaisante. 
io 6 ' 
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CHAPITRE IV. 

ÉTUDE DES ZÉROS D'UN DÉTERMINANT DONT LES ÉLÉMENTS SONT DES POLYNÔMES. 

Dans divers problèmes de Mécanique quantique et de la théorie 
des petits mouvements, on est amené à considérer des équations de 
la forme 

( i ) || a^z»^ aftz™-*-*-...-h a^ H = ° (/> * = I > 2> •••> *)> 

le déterminant étant d'ordre n et ses éléments constitués par des 
polynômes en z de degré m. 

Nous nous proposons d'indiquer quelques propriétés des racines 
de ce type d'équation [23] en donnant, en particulier, un procédé 
permettant d'utiliser les résultats qui ont été établis précédemment. 

1. Conditions suffisantes pour que les racines de l'équation ( i ) se 
trouvent à l'intérieur ou à l'extérieur du cercle-unité. — Supposons 
que l'équation ( i ) soit satisfaite pour une certaine valeur 
de z, alors le système d'équations linéaires et homogènes 
en x)i)(j= i, 2, . . . , n) 

n 

2 («}ï)*m H- - • • H" a)T)x<kl) = o (y = i, 2, . . ., n) 

admet un ensemble de solutions non nulles en x{
f
l). 

En posant 
a ^ ) = Xjf+1> Cp = o, I , . . . , m); 

ce système est équivalent au suivant : 

n n n 

2 a J 2 ' X r + 1 , + 2 a ^ r + - " +2a)pXi«» = o (y = i,a, •-., n); 

— X^+ 1 )-+-3Xf ) = o J 
( * = I , 2, . . . , / l ) , 

— Xj^ + s X ^ o ) 

qui admet un ensemble de solutions non nulles en X^}, . . . , Xk
m+i) 

( / : = i , 2, . . . , n). 
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Pour qu'il en soit ainsi, il faut que Ton ait 

(«srl)) W 
o o 

( 2 ) 

w («îi}) 
1« si,. 

In £l/l 

= o, 

la notation (afk
))(l=u a, . . . , " » ) représentant la matrice formée 

avec les coefficients afk
], I,A la matrice-unité d'ordre n et zéro la 

matrice nulle. 

D'après le théorème de M. Hadamard, ce déterminant ne peut 

s'annuler si 

(3 ) i *{,r i >2* ! "F i -+-21 ^ ^-- - ^ 2 '» < 
(y, A = i , 2, . . . , n ) . 

Ainsi, des conditions suffisantes pour que l'équation (i) ait ses 
racines à l'intérieur du cercle-unité sont 

(4) k-ïj k k 

(j, * = i, 2, . . . , n). 

On en déduirait immédiatement des conditions suffisantes pour 
que les racines de l'équation ( i ) soient inférieures, en module, à un 
nombre donné M positif. 

La même méthode permet de donner également des conditions 
suffisantes pour que l'équation (i) ait ses racines à l'extérieur du 
cercle-unité; elles s'écrivent 

(5) 
( i ?r i>21 a#}| ̂ 21 <"1}i+• • • + 2 
i j^k k * 

\ (y, k= I, 2, . . . , n). 

et l'on peut en déduire immédiatement des conditions suffisantes 
pour que les racines de l'équation (i) soient supérieures, en module, 
à un nombre donné m > o. 

Les quantités m et M étant données (o < m < M), on pourra de 
plus, compte tenu des résultats précédents, caractériser les équa­
tions (i) dont les racines sont en module comprises entre m et M. 
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2. Domaine du plan complexe où se trouvent les racines de l'équa­
tion (i) . — Supposons que l'on veuille déterminer le domaine du 
plan complexe de la variable z où se trouvent les racines de l'équa­
tion (i) ; nous allons, à cet effet, définir une matrice dont les valeurs 
caractéristiques sont des fonctions simples de ces racines, ce qui nous 
permettra d'utiliser les résultats des chapitres précédents. 

Pour j parvenir nous utiliserons un artifice dû à M. H. Way-
land_[30], légèrement modifié. 

Si l'équation (i) est satisfaite pour une certaine valeur de z, le 
système différentiel en Xk(k = 1, 2, . . . , n) 

n 

(6) 2 (a j °>D '« -+- a^Dm-i + . . . . .+ - aff) xk = o, 
A = i 

j 

où l'on a posé D = — , admet un ensemble de solutions non nulles. 

Représentons, pour simplifier l'écriture, par A .̂ la matrice carrée 
d'ordre n ( ^ ) ( ^ = o, 1, . . . , m) et par x la matrice à une colonne 
dont les éléments sont les xk(k = 1 , 2 , n) ; le système ( 6 ) peut 
alors s'écrire 

il) (A0D™-+- AtD^-i-h . . . -+- km)x=o. M 

Supposons la matrice A 0 régulière, A"1 existe et, en multipliant à 
gauche le système ( 7 ) par A"1, il vient 

(8) (f^D'i -t- Aô1 A D'*-i -+- . . . -4- Aô1 Xm)x = o, 

I7i étant la matrice-unité d'ordre n. 

Introduisons maintenant les nouvelles variables 

x$> = xk, xk" = Dxk°\ xk^ = Dxk^ = D^x^, 

xk
n)= 0 ^ - ^ = . . . D"xk

0) (k = i, 2, . . . , n). 

Le système (8) est équivalent au suivant : 

!

— InDa?<"-i>-t- Aô1Aa7(«-i) + Aë lAo.i?(«-2)-+-...-i-Aô1Ama7(o) = 0, 

— x<mn-hDxWln = ot 

où xW représente la matrice à une colonne dont les éléments 
sont xf\ . . . , x$K 
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Posons xM = qWest, où qto est une matrice unicolonne d'élé­
ments qf], qf\ . . ., çJW; l e système (9) s'écrit 

( 1 0 ) 

(Ao t A l -+-In^)«< , i - 1 ) -+-Aô lA 2gr(«-2)-4- . . . -+-Aô 1Am«(o) = o, 

— q('1-^ ln -+- z y(»-«ï I„ =- o, 

Gomme (10) admet un ensemble non nul de solutions en qw, on a, 

(11) 

A 0
 lAi-*-\nz A ô l A 2 

— In ZÏn 

. . A(j Am—1 A 0 An 

o • o 

- l n Z\n 

Les racines de (1 ) so/2£ donc les valeurs caractéristiques, chan­
gées de signe, de la matrice 

( 1 2 ) 

'Aô lA t Aô!A2 

— I/z O 

A - 1 A , A - * A 

O o 

— h o 

En utilisant les méthodes données au chapitre II, on pourra donc 
déterminer le domaine des racines de l'équation (1). 

Ainsi, en représentant par ajj^ les éléments de la ma­
trice A7 ̂ ^ ( / ^ . = i, 2, . . . , m; j , k=i, 2, . . . , n), il apparaît 
que les racines de (1) peuvent se trouver dans le domaine limité par 
le cercle-unité et les n circonférences d'équations 

0¾) 1^+^1=21^1+2^1 
k^i k 

(y, k= 1, 2, . . . , 

"2 ' "/* atë°l 

n). 

Notons de plus que ces considérations permettent de donner une 
limite^supérieure M des modules des racines de cette équation; on 
obtient, par exemple, 

(i4) M = max j ' » 2 ' "^ ' + ' " + 2 I a;* ( / , £ = 1,2, ...,n) 

et l'on en déduit que les racines de l'équation (1) se trouvent toutes 
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à l'intérieur du cercle-unité si l'on a 

59 

05) '2 2w<' (y, £ = 1, 2, . . . , n). 

JI=I À=I 

Nous obtenons ainsi une nouvelle condition, cependant plus diffi­
cile à expliciter que celles trouvées plus haut, pour que toutes les 
racines de (1) se trouvent à l'intérieur du cercle-unité. 

A titre d'exemple, considérons l'équation, à coefficients réels, 

3 2 

3 9 - f - 3 

3 -+- I 

On a 

A0 = 

3 2 - + - 3 

3 3 — 23°-+- I 

Z*-±- I 

A1 = 

z -h 1 

32-+- I 

33-+-43° 

A3 = 

La matrice A0 étant la matrice-unité, le calcul est très simplifié et 
l'équation (11) prend la forme 

1 -+- z 

1 

o 

— I 

o 

o 

o 

o 

I 

- 2 - + - 3 

I 

O 

— I 

o 

o 

o 

o 

1 

4-+-3 

o 

o 

— I 

o 

o 

I 

I 

I 

3 

O 

o 

— I 

o 

I 

o 

o 

o 

3 

O 

o 

— I 

I 

o 

o 

o 

o 

3 

O 

o 

— I O O 3 

Le domaine des racines est constitué par le cercle-unité et les trois 
circonférences 

:6, -2 -+ -3 | = 5, |4 -+-* |=M-

La mise sous forme (11) de l'équation (1) permet parfois, ainsi 
que nous allons le voir, de préciser plus nettement encore la région 
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du domaine que nous venons de définir par les relations ^i3) où se 
trouvent certaines racines de (1). Nous avons vu, en effet, que 
M. Brauer a montré qu'étant donné une matrice carrée d'ordre n, 
A = (ai/), telle que pour un'e certaine valeur de i:(i ̂  i'^ n) et pour 
tout k différent de iji^ik <^n), 

(16) | « / / —«*AI>2 1^/1+2/ (*kl\ 

l'équation || A — zln\\ = o a une racine et une seule à l'intérieur de 
la circonférence. 

| au- •S' • i - ^ J I an \ 
îîtl 

celte valeur étant réelle si, en particulier, les éléments a{y de A 
le sont. 

Si donc la relation (16) est satisfaite pour certains éléments de la 
matrice (12), on saura préciser la position de certaines racines de (1) 
dans le domaine précédemment défini et, de ce fait, avoir des indi­
cations sur la situation des autres racines et même sur leur nature, 
comme va le montrer l'exemple suivant : 

Soit l'équation à coefficients réels 

3*-+- 1 2 3 3 -+- I 

Z -+• I 3 ^ - + - 5 3 - + - 1 

On a 

et l'équation (11) s'écrit 

12 -+- 3 1 0 1 

1 5 -+- 3 1 1 

— 1 o 3 0 

1 — 1 0 3 

Pour la première ligne, on a 

| i 2 - 5 | > 5 , | i 2 — o | > 3 , | 12 — o | > 3 

et pour la seconde 

| 5 - i 2 | > 5 , | ô — o | > 4, | 5 - o | > 4 . 
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Il en résulte que l'équation susvisée aura nécessairement une 
racine réelle et une seule dans chacun des deux cercles Ci et C2 de 
centres (—12,0) , (—5,o) et de rayons respectifs 2 et 3 ; les deux 
autres racines se trouveront nécessairement dans le cercle-unité. 

Comme le produit des racines est égal au déterminant de la 
matrice Aa de valeur — 1 , le produit des racines situées dans le 
cercle-unité doit être négatif; elles ne peuvent docic qu'être réelles et 
de signes contraires. 

3. Conséquence des résultats précédents. — Le procédé de calcul 
que nous venons d'utiliser permet de donner une solution au 
problème suivant : 

Soient A r̂LjC ĵy) e t B = ( a u + s£-y) deux matrices carrées symé­

triques d'ordre n, définies positives, à éléments réels, les quan­
tités | e/y | étant petites comparées aux |tf;y|; en représentant par yj 

elrij(j= 1, 2, ..., n) leurs valeurs caractéristiques respectives, trou­
ver une limite supérieure des rapports /jt.y = -̂ -7 (y = 1, 2, ..., n) [24], 

On sait [33] que les grandeurs jij sont les racines de l'équation 

J IKiH —(ffi/ + siy)|| = o. 

Le problème revient donc à trouver une limite supérieure de ces 
racines qui sont d'ailleurs réelles et de mêmes signes. 

Les considérations du paragraphe 2 montrent que l'équation 
susvisée est équivalente à la suivante : 

Il A-' B -+-1^11 = o, 

ln étant la matrice-unité. 
D'après la relation ( 14), une limite supérieure des quantités /JL7 sera 

donc la valeur maximum des sommes des modules des éléments de la 
matrice A-*B, sommes effectuées pour chaque ligne. 

En représentant par a,-y(*, j = 1, 2, . . ., n) les éléments de cette 
matrice, on pourra écrire 

t u < i -+-*s m a x V | xu | (*, y = i, 2, . . . , n), 

i 

où 
£ = max I zu I. 
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4. Conditions pour que les racines réelles de l'équation (1) soient 
négatives. — Supposons que le déterminant qui constitue le premier 
membre de l'équation (i) soit symétrique et les coefficients a§] 

réels. Nous allons montrer que si les matrices (a^)(X = i, ?, ..., m; 
j , k = i, 2,. .., n) sont définies positives, l'équation (i) a toutes 
ses racines réelles, s'il en existe, négatives. 

Rappelons que dans le cas où m = 2, ces conditions sont suffi­
santes pour que les racines de l'équation (1) soient toutes, à partie 
réelle négative. 

L'équation ( 1 ) signifie que le système d'équations linéaires et 
homogènes en Xk(k = 1, 2, . . ., n) 

!

n 

>? (ajî>*™+ «f|>3—i + . . . + a)f)xk = o 

(y = i, 2, . . . , n) 

admet un ensemble de solutions non nulles en xk quand z est égal à 
une des racines de (1). 

Considérons une racine réelle de (1) à laquelle correspond un 
ensemble de solutions xk — Uk, nécessairement réelles ; introduisons 
les formes quadratiques Tx associées aux matrices (#)**), le sys­
tème (17) peut s'écrire 

« 8 > ^ - - - ^ - - - - ^ = ° ( * = I > 2 ' • • • • » > • 

où, compte tenu des relations d'Euler, 

(19) 3™T0 - + - 3 ' " - 1 T 1 4 - . . . - f - T m = o. 

Puisque les formes T\ sont définies positives, les coefficients 
de (19) sont tous positifs et les racines réelles nécessairement 
négatives. 
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