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SUPPLÉMENT AU FORMULAIRE 

POUR 

LE CALCUL SYMBOLIQUE 

Par MM. N. W . Me LACHLAN, P. HUMBERT 
et L. POLI. 

NOTE LIMINAIRE. 

Les usagers du calcul symbolique, qui depuis ces dernières années 
deviennent de plus en plus nombreux, ont bien voulu accueillir favo­
rablement le formulaire que nous avons établi, N. W . Me Lachlan et 
moi, el dont M. Villat a fait le fascicule C du Mémorial. Mais, paru 
en 19417 ce formulaire a été rédigé en ig38, et depuis ce temps les 
travaux sur le calcul symbolique, contenant formules ou images 
nouvelles*, se sont multipliés. Aussi avons-nous pensé qu'un supplé­
ment, tenant compte des résultats récents, pourrait rendre quelques 
services. C'est cet Ouvrage que nous donnons aujourd'hui, et que 
M. Villat a, une fois de plus, consenti à accueillir : nous espérons 
qu'il connaîtra le même succès que son aîné. En voici les principales 
caractéristiques. 

Le nouveau fascicule suit exactement l'ordre de l'ancien. Il débute 
par la présentation des notations, ne signalant d'ailleurs que les 
fonctions figurant au supplément lui-même. Viennent ensuite des 
corrections au formulaire de 19^5 où quelques erreurs s'étaient 
glissées, dont nous nous excusons. Le dictionnaire opératoire a été 
complètement remanié : il reprend les formules anciennes, au nombre 
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2 N. W. MC LACHLAN, P. HUMBERT ET L. POLI. 

d'une quarantaine, et en donne à peu près autant de nouvelles, le 
tout présenté dans un ordre beaucoup plus rationnel. Le dictionnaire 
d'images ne contient que des correspondances nouvelles : on remar­
quera en particulier celles qui ont trait aux logarithmes, aux fonctions 
d'erreurs, aux logarithmes intégraux. Mais on notera surtout plusieurs 
sections qui ne figuraient pas dans le formulaire : fonctions eulé-
riennes, sinus d'ordre supérieur, fonction v(#) et fonctions associées, 
qui jouent un grand rôle comme images ou originaux de fonctions 
usuelles, fonctions de Mathieu. Enfin la section consacrée aux fonctions 
discontinues a été enrichie de très intéressantes images, introduisant 
les coefficients du binôme, la fonction Ç de Riemann, les fonctions ft 
de Jacobi, etc. 

Nous présentons aux calculateurs environ 44° correspondances 
nouvelles; on voit que l'ensemble des deux fascicules contient ainsi 
plus de 1100 formules symboliques. Sur celles qui sont dans ce 
supplément, près de 200 sont dues à M. l'abbé Poli, qui nous a 
également fait connaître un certain nombre des errata au fascicule C. 
Aussi avons-nous trouvé juste que son nom figure sur la couverture, 
à côté de ceux des auteurs du premier formulaire. 

P. H. 
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ABRÉVIATIONS ET NOTATIONS. 

Comme dans le fascicule G, nous désignons par t la variable indé­
pendante et par p la variable paramétrique, par m et n des nombres 
entiers, par p. et v des nombres quelconques, pour lesquels il ne 
saurait y avoir de confusion avec des fonctions p(# , m) et v(x) que 
nous introduisons par ailleurs. 

Rappelons les symboles abréviatifs utilisés dans l'expression des 
images de certaines fonctions (Ressel et associées) : 

R = p -H s/pt—a*, s = s/p1— a"; 

S = p -4- y/>2— i , W = )/p*—i; 

T = /> -+- y//?9 — h v = \Jp*—ia*\ 

U = i^ , w = \/p*-i-

y = s/F=T\ 

R(#) désigne, suivant l'usage, la partie réelle de x. 
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DÉFINITIONS ET NOTATIONS UTILISÉES POUR LES FONCTIONS. 

n 

Bn = Nombre de Bernoulli d'ordre n 

ber[x | J v ^ ^ = *tfrv# "̂  iheL>x 

}Q(xi \/i) = l0(x v^) = berx -h ibeix 

combinaison de sinus et sinus int 
graux d'ordre supérieur 

beùtx \ 

C(a?)=l cos — - du = — = / - — 
• ' O 2 V 2 7U « / 0 V W 

C3i = coefficient du binôme 

.r"* xk 

du 

\ » >: * » 2 . 2 ! 4 . 4 ! 

-du 

chi(a?) = y -t- log# -

ci (a?) = — ! < 

DV(*) = 2 " , + Ï *~ 'W V 1 , ( - ) 
•= + r , = ! = i \ 2 / 

fonctions de Kelvin 

intégrale de Fresnel 

cosinus hyperbolique intégral 

cosinus intégral 

\/jU2* 

v + i 
^ 2 * 

?*H>Ï>?) ! fonction de Weber (ou du cjlin 
parabolique ) 

- - x e k , F i ( ; - ; — ) 
/ v \ \ 2 ' 2 ' 2 / 

D-i«)-V/SK*(f) 
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logarithme intégral Ei<«) = j -du 

Ei*(x) = valeur principale de l'intégrale défi­
nissant Ei(— x) 

Ei{—x) = chi(x) — shi(x) 
Ei*(x) = chi(x) -+- shi(x) 
Ei(ix) = ci(x)-±- isi(x) 

erf{x)= -^= f e~uidu 

2 r00 

erfc(x) = i — erf(x) = — I e~"2 rfw 

2 / • * 
erg{x)= — I e11* du = — ierf(ix) 

xns~J 

T(ns-j-hi) 

\JTZ 

5 = 1 

/ (J7, i , 2) = sinj; 
/(a:, 2, 2) = cos# 

F (a?, i , 2 ) = « ' # 

F ( J 7 , 2 , 2 ) = «a? 

fonction d'erreur 

fonction complémentaire 

fonction d'erreur associée 

sinus d'ordre supérieur 

sinus intégral d'ordre supérieur 

fonction hypergéométrique générale 

,F,(P„ ..., %; x)= 2(^7 
m = 0 

Gv(*) = f " - ^ 

m ) . . .(£„ m)m\ 

e~HX du 

g. = symbole de l'intégrale généralisée de 
Hardy. Fo«*r section A, 3 

/ , / • N X ? XTlS~J 

h(x.j,n)= 7 ,Tr; : 
s=l 

h(x, i, 2) = sh# 
A(#, 2, 2) = ch.r 

fonction confluente 

intégrale de Gilbert 

sinus hyperbolique d'ordre supé­
rieur 
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UV\x) = Jv(j?) -4- iYv(ar) = - H ~ i K v ( - Û?) 

Ht0 )(^) = J v f » — i Yv(a?) = - ^ Kv(wr) 

H$,9)<» = - pv H l 1 } ( - ^ ) 

Hm,/z(j?)= cos( /n -+- fOrcJ/n^O) j 
-+-cos(2m— /i )x$n-m^—m(x) > 
-f-cos(2/i—m)r.Jm—ni-n(x) J 

.(*)=2 ( - ! ) ' •(;rM 

- r ( ' - - 5 ) r ( V H - r + - 2 ) . 

He„(*)= ( _ , ) « / « * . « ^ 

= * „ _ ^ iZ l i ) xn-> 

n(n—.i)(n — 7)(n — 3) 
2.4 

Iv(#) = »-vJv(£r)= Î'V J„( — JX) 

(1)"*" - V . r ! T(v -h r - h i ) 

N /x\w 

Jv(*) = i [Hi l ) (a?)+HtV(a?)] 

Jv( y/î^) = ber^x -h ibeivx 

1 / • * 
J * ( # ) = - / (2 cosô)* cos(/ iô—#sin8) 

ï / x ^ + v 

rfe 

3 ^ r ( | i + i ) r (v + i) 

X 0F 2 (^-+-I , V + I ; - g ) | 

fonctions de Hankel 

fonction de Hankel du troisième 
ordre 

fonction de Struve 

polynôme d'Hermite 

fonction de fiessel d'argument ima­
ginaire 

fonction de Bessel 

fonction de Bourget 

fonction de Bessel du troisième 
ordre 
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K v ( » = - . [I^(x)-%(x)l 
2 Slll VJT . vv / j 

= - i ^ E ^ ( i x ) ^ *i-*-iH?\-ix) 

etHx | "i~vKv\oc \Ji)-= ker^x -+- ikei^x 

L v O ) = i -*- iH,(w;) 

(T" 
Sir(r*|)r(,. 

1. .T 

M^ v (^) = / + 2 e 2 i F i ( ^ "+- — fjt; 2 v -+-1 

M0/v(>) = 22vr(v -4- I) y/5 I v / - \ 

P « 0 ) = 2 Fi(—/i , / H - I ; I ; ~ ~ ) 

P(#, v) = T <r-« wv-! afo 

Q(#, v) = T e~u u^-i du 

^ , v ) + Q(« ,v ) = r (v) 

P ( ^ ' 2 / = ^erfsfc 

^ V ' 2 / = ^ C / ^ C ^ 

Ï ' ^ Y 

fonction K de Bessel 

polynôme de Laguerre généralisé 

polynôme de Laguerre 

fonction de Struve d'argument ima­
ginaire 

fonction hypexgéométrique 
confluente 

( -— l^ l t^ l l ) Polynôme de Legendre 

fonctions de Prym 
(gamma incomplètes) 

_ / v V-4-I 
x 2 M - - n i , ; 

\ 2 2 ' 

S(vi ^- )=. - /1 - 8 

3 i 
( l * !> i ) 

«fo 
(i -f- w)v 

fonction de Legendre de seoonde 
espèce 

fonction de Sehïomileh 

= x2 e* W v t _ v ( # ) 

S ( i , —x)=z —e-xEi(x) 

c,: s • Cx - nu*1 , i r é s i n é * •',' 
•&(#) = f Sin • < / # • = — = I /- âfo intégral e de Fresnel 
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s h i ( # ) = f —^du sinus hyperbolique intégral 

Jf30 sin u 
< du »»"»>» intégral 

« U 

\ 
U(#) = o —00 < x < o 
U(x) = I o ^x <QO 

w f tv(*) = *( 2 v ) . M M ( * ) 

_ r ( 2 v ) _ 

fonction brusque unité 

fonction hypergéométrique 
confluente de Whittaker 

Ma,-vO) 

1 __.r 

W 4 (x) = x^le * 
V + - . V 

[-37] = P'us grand nombre entier contenu dans x 

v / . COSV7uJv(#) — J _ v O ) 1 
Y v (a?) = : / smvff f ^ „ 

\ fonction de Bessel de seconde espèce^ 

« Î I H I ^ J - H i » ] 

w u. - l / , __ a)v—l du = Ï .>, v / fonction Bêta eulérienne 
v ' r(fn-v) 

I Y # ) = / e~~u Ux~1 du [ R ( # ) >• o ] fonction Gamma eulérienne 

•A 
(si .r < o, non entier, on prendra la définition de Weierstrass) 

Y = lira H h . . .H log/i f 
n > « L 2 n J } constante d'Euler 

= — V(l) = 0,5772l56649. . . 1 

8(#) = l im/ (# , e) où / f(x,z)dx = l fonction de Dirac 

00 

£ / ^ ) . - ^ - 1 . [ R ( # ) > i ] fonction Zêta de Riemann 



£(#, s 

6 i (o ) , x 

92(w, x 

63(w, x 

Ô - ( O J , x 

fl( # , /w, /2 

v(# 

v(.r5rc 
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fonction Zêta généralisée 

2e ^ *' COS(2/l+l)ftbt> 

COS2/IXW 

C0S2/17U0J 

• du 

• du 

= xv-i e~ 

•du 

ea du 
( v < 0 

d , r . . T'(x) 
= ^ l o g r ( . ) = T i - i 

Wi-H-aA = 2iF(2ar)—T(a:) —2log2 

? W ( I + * ) = ( - I ) « + I » ! Î ; ( I I + I, a;) ( n ^ i 

/ = 0 

H)"2c v y sin(2/i-f-i)7uio I 
71 = 0 

0 
ao 

= 1 - + - ^ - 2 e—n*-1 

1 
00 

1 

0 r ( M - r - i ) 

0 r(m-/n-i) 

= / "F7 1 du 

= / 7T, v du 

•f 

fonctions Thêta de Jacobi 

' f le rapport des périodes est — ) 

[Cf bibliographie, référence 5) 

fonction v incomplète 

fonction v intégrale 

fonction de Schlômilch associée 

d é m é e logarithmique de la fonction 
Gamma 
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CORRECTIONS AU FORMULAIRE 
(Fascicule C du Mémorial). 

Page 5, ligne i 5 ; remplacer Iv par Jv . 
» 7, » i ; ajouter : v différent d'un entier négatif. 
» » . 2 ; » m ^ i . 
» » i3 ; » n ^, o. 
» avant-dernière l igne, ajouter n ^ i . 
» 8, ligne 4; pour cosv/;, lire COSVJZ. 
» io, dernière ligne ; pour X ̂  o, lire Xj ̂  o; ajouter n ^ 2. 
» 11, formule 6 ; lire f(t — loga) D a~P 9 (p ) . 

» 12, » 4 ; » R ( v ) > —'!• 
» » 7; » -h cp(logjo). _ 
» ligne 5, au dénominateur , remplacer x par /a?. 
» i 3 , lignes 5 et 6; lire g(x, t). 
» effacer les lignes i3 et 14. 
» dans la dernière ligne, isoler à droi te le groupe t > b. 
» 14, remplacer la formule 2 par la suite : 

(l*-»^a» )V+lr<V-">K ,<»„). 
V—- V + -

» au second membre de la formule 9, lire 

I _ ( / ? _ h v _ I ) S ( v , / > ) . 
» dernière l igne; ne fermer le crochet qu'après — 1 . 
» i5 , la première figure est inexacte. Voir ce Supplément . 

» 16, formule 7; lire log — •• 

» 17, » 5; ajouter : R ( v ) > — 1 . 
» » 10; pour R(v) > 1, lire R (v ) > o. 
» effacer les formules 11 et 12. Voir ce supplément. 

» avant-dernière formule; remplacer 1 pa r—. 

» 20, effacer la formule 8, n'a pas d' image. 

» avant-dernière formule, lire au second membre 

P \/i \Jp*+l<J—p + v/p2 

22, formule 10; remplacer au premier membre ch-nt par. sh2n-+1^. 
23, supprimer la deuxième formule. 
24, formule 4; remplacer y par a. 
26, » 5; lire sint ci(t) — costsi(t). 
29, » 4 ; remplacer n par v, et ra > — 1 par R ( v ) > — 1. 
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Page 29, formule 9; multiplier au second membre par n ! 
» 3o, ' » 3 à partir du bas; remplacer s par m et ajouter 

R ( v ) > - 2 . 
» 3i, avant dernière intégrale; sa limite inférieure doit être b. 
» 32, formule 8; la remplacer par 

3 24-^-K-) V c o s v * - ( - V l [ * > Ô , - I < R ( V ) < I ] . 

» formule 11, la remplacer par 
xr / N i i t — b 1 / N — ip e~br. P 

Yo(or) + -logF T ÏJ.(«r):> — f ^ l o g â " 
» supprimer les formules 12 et i3. 
» 34, aux deux dernières formules, ajouter t>b. 
» 35, formule 3 en remontant; ajouter R(JJL -+- v) > 1 ; au dénominateur, 

lire 2V-. 
» dernière formule; /i>e I->v(0* 
» 37, formule 3 en remontant; ajouter t>b. 

39, » 8 ; lire H- 4 - — - loë - • 

» 9; ajouter — -f < R ( v ) < - • 

43, » 3 ; remplacer J i 0 ( 2 \[t) par / ——-—-0¾. 

45, » 3 en remontant; remplacer le second membre par— • 

a3 

47, » 3 en remontant; remplacer le second membre par -• 
48, Dans les six premières formules, au second membre, supprimer 

le signe — dans la dernière parenthèse. 

» dernière formule, lire e p* ln l — j • 

5i, remplacer toutes les formules de cette page par celles du présent 
Supplément, article 18 de la section G. 

52, supprimer les formules 1 et 3, inexactes, 
formule 4; la remplacer par 

V*„(2S/t) ^ â / * (2/i)! p(i-pY A (an)! 
y/ 2 2w« ! 

54, supprimer la formule 5. 
55, formule 2; la remplacer par 

/ / - \ (2/H-1) ! . /rc / 1 \ w 



12^ N. W. MCLACHLAN, P. HUMBERT ET L. POLI. 

A. - THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 

Nous rappelons la définition de Yimage et de Yoriginalf 

/ ( O 3 HP), 
? ( / > ) c / ( 0 , 

par Vintégrale de Laptace-Carson 

V(p)=pf e~ptf(t)dt. 

1. THÉORÈME. — Soit /(t) 35 ? ( / 0 ^ supposons que Von ait 

Ç(a?, 0 D ^l(p)h(p)e-xà(P)j 

oà ®t(p) et h(p) sont des fonctions continues de p, indépendantes 
de x\ admettons R[A(p)] ^ / > 0 > °> x étant réel et positif. {Voir 
bibliographie, référence 6). On a alors 

S* 00 

/ Ç(J?, t)f(x)dx D ii(p)<f\h(p)]. 
•• 0 

On tire de ce théorème un grand nombre de conséquences : par 
exemple, le théorème du produit, bien connu par ailleurs : il suffit 

de prendre h(p) =p et d'écrire <p< (p) = ^ £ 2 , on a alors 

5(#, 0 D e-P*it(p), 

donc, si 

5(0 :> ?2(/>), 

on aura 

ï(a?, 0 D W — x), 

d'où la formule 

j\{t-x)f{x)dx D ^ ) ^ ) , 
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2. THÉORÈME. — S i f i ( t ) D cp< [h(p)] et f2(t)>^ y2[h(p)], on a 

r^wp)]f,(P)±=fmKih{P)\fX<j>)*E> 
^o P J* P 

h{p) étant une fonction continue de p. 

3. EXTENSIONS. — L'introduction, dans la définition fondamentale, 
d'intégrales généralisées permet des extensions souvent très inté­
ressantes des règles ordinaires. 

Par exemple, si l'on pose, avec Hardy (Trans., Cambridge, 
Phil. Soc, t. XXI) 

g, f^f(s)ds = Iim f" er-i'f\s) ds, 

on a, lorsque <p(/>) C f{t), les formules suivantes : 

$rAs)ds = nm\ïM], 
J0 >°>0 L p J 

dp, %rmds=r^E 
Jo s -A P 

*Jt s ^ 0 w 

Renvoyons également à un très remarquable article de M. Gilly 
(bibliographie, référence 1) sur l'utilisation, en calcul symbolique, 
des parties finies d'intégrales (au sens de J. Hadamard). 
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B. - FORMULES OPÉRATOIRES. 

a. — Formules élémentaires. 

f(t-a 

e«<f(bt 

a'f(bt 

f(t — \oga 

f'(t 

/(1 

(î £)"* 

>e-»P<f(p) ( < > a, et a réel > o) 

/> — log a r \ b 

D a-Po(p) ( a > i ) 

=>/>?(/>) si / ( 0 ) = 0 

:>/>«?(/>) si / ( 0 ) = / ( 0 ) = . . . = /(«-D(o) = » 
3 ( —l)"J0"tpln)(/>) 

=><-'K*4;)\o>) 
^ * • L i> J 

f p --.p ?(p)(dp)» 
p JP JP 

- [(î5)v<«»L=. 
[5 = 0, 1, . . . , ( n —1)] 

X',X'-'X',/('K<">"=,<-,)*/'(7l)" p 
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rmM=rmdp 
Si 

/ I ( O 3 Ç I ( / 0 
/.(03?'(/»^ 

on a 
•.t 

/*/i(X)/.(«-X)rfX= r/,(X)/,(«-X)«R 

^ 9 i ( p ) ? " ( / > ) 

tf(t)9>(t)Dpj ç i ( X ) / î ( A - / 0 y 

&. _ Transformations du premier groupe. 

^ 2n^\/TzJ{) \ 2 / 
(quel que soit v ^ o) 

i - v v- - i 

T / T \ r™ ^ /1 2 n — i — p # \ <p(#) _* 

Aï)*npl •F-u,-«-',-T-i;^-)j^-'to 

/ ( « ' — i) ^ Trr :̂ /" 6 - ^ ^ 9 ( ^ ) ^ 
^ I ( / O . / 0 



î 6 N . W. MC LACHLAN. P . HUMBERT ET L. POLI. 

t / 0 x 

f(cht-i) zp Ç~e-*\.(x)^ldx 
Jo x 

2*ch*«/(sh«) ^ P f°°ik
p{x)^dx 

c. — Transformations du second groupe. 

?( /»)c / ( f ) 
r* 

<?(\/p) C - L f"e~Tif(x)dx 

p»y(s/p) c -^= f"e~~rtf('tn)(x)dx 
\Jxt J0 

b\l-Kt^K ' (n-s)l t"-' 
s = o 

J° ? ( v £ ) c ^ L f e~"J\'«+i)(x)dx 
VntJo 

+ _ 1 _ V r _ . y - w ( a » - * Q ! / t » « ' ( o ) 
T 5 = 0 

n xi 

p'i(fp) = • ' „ , /"%_"H«.(^y<»)<& 

p'~V<f\p) c *J f *~*K{*fa)f{x)dx, R(v)>-i 

\/¥ï(j)<: f sin(xft)f(~^dx 

_ '(?)^/"'a('^)^* 
d# 
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ÏÏ 
£= ?( v>' + O c / ( o - f / ( s/F^^) J,(*) 
)" -4- I ^ 0 

dx 

! h(asfr=x~*)f(x)dx 
0 

—̂  ^ C / Jo|> */*( '-*)]/(*)« 
1 *A 

^ V Ç / J L A c ' re "xmdx f*H*My *Ay)dr 
\ \/P J V * l *^o ° 

'^ ' (è ) = 7rV.X % " f i H K^)' & 
^ \/7Z2tlt 

V 

x J" JvW^r) ( j ) dy 

4 ^ c f\(t,x)f(x)dx 

— [ [L(t, m — i,x)f(x)dx (#n>o) logm (-1^ *• r 

9(log log/?) )«te 
iogiog/> C J 0 r (*) ^ 

y(iogio^) f'£LLJÙ-ftx)dx 
log/> log log/> J0 r ^ + i ) ^ 

^ l o g ^ l o g ^ ) ] ^ . r t i t ^ w g - i , ^ ^ ^ 
log(jo»log'"/>) ,/0 r(mar) 

^ - } c r/(X)/(«-X)rfX 

^. __ Transformations du troisième groupe. 

. ? ( / > ) c / ( 0 ' 
Z'00 f(x)dx 

MÉMORIAL DES SO. MATH. — N° U 3 . 
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i. Si 

et 

alors 

2. Si 

et 

alors 

3. Si 

et 

alors 

4. Si 

N. W. MC LACHLAN, P. HUMBERT ET L. POLI. 

^ ^ . p T - J i ^ d x 
1 J» (p-hxy-hi 

^ 9 ( I ) » fiP~f°e-^f(x)dx 

-log(i-e-r) D />J B(/>> * + i)f(x)dx, 

e. — Séquences. 

, / ( O 3 ?(/>) 

*(0 3/Q»), 

J» (p-*-*y 

/ ( 0 ^ ?(/>) 

«•(0 3 V^/(j;)> 

/ (O = 90») 

/ ( 0 3?(/») 

dx x 



et 

alors 

5. Si 

et 

alors 

6. Si 

et 

alors 

7. Si 

et 

alors 

8. Si 

et 
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£"(0 3 P~mf(p) (m e n t i e r > °)> 

/ ( 0 ^ ?(/») 

g(t)>pf(eP-i), 

y(p)=-epf P(p,i-x)p*ff(a:)dx. 

/ ( ' ) = ?(/>) 

&& ,k(p), 
\Jt 

jî"(}):>Hp)' 

/ ( 0 3 f(P) 
g(t) ^ <K/>)/[«(i>)] 

*-*««> ^ y } 3 M/>. *) 

<w, fonction quelconque telle que w(o) = o et w(oo) = oo, <{< fonction 
quelconque, K. constante), alors 

>*^>dx. ?CP)=P f h(x,p)^r 
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9. Si 

/ ( 0 3 ?00 
et 

alors 

10. Si 

et 

g{x,t) D p* er-xp*, 

pv-v"?(pv) c. r g(x, t)f(x)dx. 

f(t) D ? ( /0 

g(x, t) D ty(p)h(p)e~**tP), 

où ^ (^) , A(/>) sont des fonctions continues dep, indépendantes de x> 
avec R[A( /? ) ] > o e U réel ^ o, alors 

UP)<?[HP)] C r g(x,t)f{x)dx. 

11. Si 

alors 

12. Si 

alors 

13 . Si 

et 

alors 

f^s/V—b*) D cpQ^—ce-^ ( * > è ) . 

? ( / 0 c / ( * ) pour * < i , 
C o pour t > i, 

— «- /»?(—/>)C/( i—*) pour * < i , 
C ' o pour * > i . 

<?(P)cf(t) ( o < * < o o ) 

# ( / 0 c / ( * - H l ) , 

#(—p) — e-P9(-p)cf(i-t) pour * < ! , 
c o pour £ > i. 

11 est presque inutile de faire remarquer que toutes les intégrales, 
ci-dessus et ci-après, introduisant des limites infinies, ne peuvent 
être utilisées que si elles sont convergentes. 
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J. — Formules pour Vintégration des équations linéaires. 

y(t) D <p(/0 
/ s P9(p) —py(°) 
y" :> />M/0-p\r(° ) - - /> / (<>) 
y Dp^(P)-p^(o)-p^y(o)-py(o) 

p 
*/ >—P9'(p) 
ty">— p^iW—p 9(p)+-py(<>) 

ty» D —2p*y(p) — p*y'(p)-+-2p'>y(o)-+-py(o) 

*/ 3 p?(p) 
ry D 2/^( /0 + / ^ ( / 0 
t*y D 2py(p) + /ip'>y'(p)-hp*y"(p)—2py(o) 

,„, x 3<p"(/0 6?'(/0 6cp(/>) 
J ' Vjr/ p p1 p3 

g. — Original d'un déterminant. 

Si l'on a 

alors 

i 

«l / ( /0 c A//(0» 

flu(/>) # i î ( /0 .-• a^nip) 

« 2 l ( / 0 «2/ i ( /0 

a#il(/0 ann(p) 

« / 0 • ' o • 'o 

A u (Xi) 

A2i (X2 — Xi) 

A31 ( X 3 - ' X 2 ) 

A„_ i , i (X w - i— X«_2) 

A n t ( £ — Xw_i) 

. . . Â l 7 l ( X i ) 

. . . A î n ( X î — X i ) 

A w w ( ? - ~ X n_i) 



22 N. W. MC LACHLAN, P. HUMBERT ET L. POLI. 

DICTIONNAIRE D'IMAGES. 

\. — Fonctions algébriques. 

li + ty >p-*-PÀ*pEi(—p) 

— 2 ' 

(i + O3 

D / > « - l 

± ( / 1 — 2) ! /? -+-/>« é?/>Ei'( — / 0 

/ iVirc/i") 
\___L ±_J D / ?«-i_ I ! pn-2+ 2 ! n/i-3 — 

(I-+-0" 

D /> [ S ( /rc — n,p)— CJ S ( /n — n-f-i , />) 
(i-+-Ow 

•4- C£ S ( m — n -h 2,7? ) — . . . ] 
(/i entier^, o) 

7 J 7 D r ( v + i ) /? i -vS(vH-i , / ? ) ( v > —i 

(TTTy ( ^ < x ) L / > 2 : ( v , / 0 ( v < i > 
o ( * > i ) J 
F-* ( * < i ) | P ( /> ,v ) 

o ( * > i ) | / ^ 1 

_ L _ D r ( i - v)/> 4» Q(/?, v) (v < i> 

o—pA(p,j, n) 
tn-hi 

i 
Z> —peaPEi(— ap) ( a > o ) 

— r: D rc» ePerfc Jp 

v * D ^ïû/ï — ^ j 0 ^ e r / c ^P 
I-+- £ 

V̂ i + ï DU—^-r= e^er/c y/p 

file:///___L
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s/T^Tt (t<i) ) D i _ _ fi^e-Pergsfc 
° C > 0 ) 2 y/? 

—L= (*<o ) —̂ r 
yji — t > 3 V n/> e~P erg \Jp 

o ( * > 0 / 

D np erfc \Jp (t > i) 
t >Jt — \ 

D y 7 ^ e _ / ? —n\fp erfc & 

D 2/? — 2 sjizp ePp erfc \[p 
(l-+- t) y/lH-1 

x(ap) (t>a) (**— a9) * D -±±L(2aypl>K1 
fn 

) 
(ap) (t>a) 

- rG) -^ 
V — -

2 * V/5C T ( V -H i ) _ , _ / v v / \T 

(I + i t ) » 3 X — y -\H
vi<.P)-Y

vi(PÏ\ 
r 

1
 3 J L [ H , ( « / ' ) - V 1 ( a / , ) ] - - i - ( a>o) 

H - f s 3/>Gv(/>) 

<*+y /^>-+(rW<*- i ) v
 D K v 0 > ) ( , > I } 

V — 1 

i V - 3 2 ' T^±L)pe*D^.t)(^p) 

(' + ' / 
f v+ l . . p 

L ^ 3 i ' r ( ^ + I ) &'**>-{*+»( fip) 

(i + O 

(2/>y 

, Ï r(v + s) fn / i \ 
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r ( i + v) ^ - ^ 3 ( 2 / , ) ' e ! D _ V ( ^ ) ( v > - i ) 
0 ( ' < ! ) ] 

•UL-t,,»,, «_,. 1 — V 

r(n-v)v/* Mr>(2/>)* C ,̂,̂ ,,(̂ ) 
0 <«<! ) } 

*~ ( f > l ) U / » e - / ' S ( v , / , ) 
o ( * < i ) ) 

V — 

t -(. + 0 » D r ( v - , n - I ) ^ wMo» ) e» 

( » 1 < v + î) 

a + < 2)V-Ï D 2v-t ^ r ( v + ^ - [ H . Q o ) - Y V ( J P ) 1 
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2 — Exponentielles et logarithmes. 

i i I eat ebt\ i 
ab a — b \ a b ) (p — a)(p — b) 

(i—e-atY . . T a" 1 

i — e~at 

2 a» log H 
1 L p + <*i 

2 

^ I T ÇV l P2\ 

Tt*^e KAT) 

k t t l D - Jîzpe-«\/p 
a 2 

t 

e-V' 3 1 - 1 / er /c — 

• î— D sjxp ekp erfc —— 
yjt 2 \Jp 

1_ 

5*-m / I 3 

<-x>më) 
r « r ' D pa-Pï*(a, p) 

e-e-'—e-"-} P ( a , /? •+• 0 ( « < 0 
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l o g ( n - f ) D — C/»EÏ( — / 0 
, a 
loS a _ t ^ e~aPEi(ap) (a non réel positif) 

log(*'—i) D — |>/>Ei( — /?)-f-e-^E;(/?)] 
= — 2[ch/> chi(/?) -h sh/? shi(/0] 

( < > 0 
log(** — i) D — [CA»Ei'( — /?)-+• e - * E i ( / 0 ] 

-1- 2[cos/> cip -+- sin/? «/>] 
C>0 

log** r>— ( I o g / ? - + - T ) 3 - — ( l 0 g p - f . T ) - f rçf(i) 

log(*-h y^TT) 3 J Ï C [ H , ( / » ) - Y , ( ^ ) ] 

log(v^+ v^^ï) D ^ ? K 0 ( | ) 

l o g t _ 9 r ; > ine-Pergsfp 
1 z yt •+• t 

^ l o g ( v / ï + v/T^T) ( * > i ) l r_.f 
nt > D — v7?Ei( — /?) 

o (*<i ) 1 

,g( ,^)(,> ;)j3K^ 

n' 
log'(C— 1) 3 [**(/>) -+-7 J2 + *•"(/>) . . 

ilog(i-i-<'<) 3 —k(p, n — i, n) 

r-Uog»< ( f > i ) ) , *"[/>'^QQ>,v)] . ^ ^ 
o ( < < i ) ) 3 5 ^ < » , v > o ) 

<v log'«3 î ^ ^ f [V(v + 1) - log/>]> + Ç(a,v)}, 

R ( v ) > - i 
f l o g ' i D r(v- i - i ) ( 

* - L ^ 1 - i { [ V ( v + i)-log^]» 
. -KaVOf+O-Slog/^a.vJ-alfP.v)}, 

R ( v ) > —1 

j ^ ^ i [ I o « < - 5 ^ + 0 ^ - ^ + 1)} 
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ta— I 

log* 

* - i - I 

D X(/>, a ) 

7U9-h l o g ' * T: =>/»[*'(/>)-v*0»)] 

( e « - i y i o g ( « ' - i ) D r (
r

v
( ^ ) '

) [y (v + i ) r ( / > - v ) - r ( p - v ) ) 

- log- D ch/?shi(/?) — sh/?chi(/?) 
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3. — Fonctions circulaires. 

sin at — at eos at D 
aïp 

(p*+a*)* 

sin3* D *P 
(P2-^i)(pt,-+-9) 

cos3* D , ^ ( ^ + 7 ) 
. (/^ + 0(/^-+-9) 

eos 6* — cos g* », p^-ha* 
D — loff — 

* J
 2 ^ ^ 2 + , ^ 

s ine*—sin <7* (b — a)p 
; D parctsr- v 
* ^ 6 / ) ' + 2 ^ 

sin a* cos 6* » 2 a» 
: r ^ — arctsr £—— 
* 2 ë

/ ? ^ _ a > H - ^ 2 

sin a* sin 6* /? „ />" -f- ( a •+- 6 )2 

* D 4 ° g /?-?H-(a — 6) ' 

sin"* 2 /?2 / 4 \ 
- J 3 - D ^ a r c t g . - X - l o g ^ + i ) 

sin3 * » 
o ^ [ a a r c t g l - a r c t g ^ - ^ j 

cos 

T" 3 fg[ 41og(^+ 4) 
— log(/>"-i-i6) — 61og/>] 

2 y/^ \ 4 2 / 

r3-I^A^.-I, , ) 
2 v/w \ 4 2 / 

cos v/î D 1 — - i / - e~ ^erg - i — 2 V /> 5
2 V ^ 

sin Jt 1— — ~ 1 
— — D ^ / ' ^ kperg—— 

\t 2 v7? 

sin7 => V ^ M a ^ ) 

C O S I D - 2 p — Aer(2s/p) 

* s i n * D —ipkei(2s/p) 

- c o s - D 2pker{2\Jp) 
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*-*-! COS (™ - Ç \ D 2P * ker^2 y(p) 

* - v - i sin ( — — - J o 2/? 2 X:eiv (2 y/p) 

T" / /~sin«v^3* a \ / 3 * \ 3a"» 
- f l ' H - e I ^3 ^ cos—^— D - T T i 

\ v 2 2 / /?J -h a3 

T"/ /7rsinav^3* a v / 3 A 3ap 7 

- a f + e 2 ( ^3 Y hCOS—^ D , ^ , 
\ v 2 2 / /?3-+-a3 

T «i/3< 3 / ^ 
e - ^ + 2 e cos—-— D —r^-—7 

2 /?*-+-«* 

/?° arctg y/? 
sin* log* D 

—p a r c t g - — T/>° 
COS* log* D 

/?2H-I 

£_log(/>»H-l) 
2(/?"-+-i; 

s i n j D ^ K ^ ^ ) ( * > & ) 

arc cos* t> - [ 1— l0(p) -t- L o ( / 0 ] ( * ^ 0 

I r . . . T 

* arctg* D - [ smpcip — cuspsip] 
P 

— [cospcip -+- sinpsip] 

t ' 2 
1 7 : . . 

arc tg - D siûpcip -+- cospsip 

a x C™ 
c o s - D - ( i — e—aP)-hai K0(ap)dp 

* 2 J 

et g v* = arc cos , z> -eP erfc dp 
V v/T-f-i 2 

2 1 
- a r c sin — (* > 1) ?t ^Uerfïï 

1 ( * < o ) 
y/2* _ I 

a r c t g ^ D -T=rG^( /?) - f -G, ( /? )J 

arctg*771 D — mk(p, m — i, 2m) 
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log(i-+-*(>)-f-*arctg* 
t>+£ ^ P (cos p cip -h sin p sip) 

^^^^ X ( cos/? sip — sin/) cip ) 

^ i ^ O : (o<*<2)/ 

° ( 2 < * < o o ) ) 

Si l'on a 

alors 

A ( 0 *Pi(p), 

A(*)cosv* D P&y(p-t-vi), 
h(t) sinv* D —/? J ç(p H- v»), 

•<ft et J signifiant les parties réelle et imaginaire de 9(p + v*). 
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4. — Fonctions hyperboliques* 

••^iM^.v") 
ch at sin at — sh at cos at D 4 «V 

/?*-+- 4 «4 

2 #/?^ 
ch a* sin a* — sh at cos a* D —— 

/?4-h 4«* 
2 ^ 0 9 

sh at sin a* D — l-—-
/?*-h 4 a4 

»4 

ch a* cos a* D —— 
/?4-+- 4 a4 

2 « i p 
sh at— sin a* D ——±—-

/? 4 — a4 

i_ . , 2at,p> 

chat — cos at D —-—-—-
p*— a* 

2ap^ 
sh at — sin at D — 

jo4— a4 

2p 4 

ch at -+- cos at D — 

cha* — i D 

/ ? 4 — a 4 

ai} 

p*— a* 
/— j _ 

chftD-i/-e'Perf^- -+-1 
2 V /? 2 y//? 

5 - ^ - D yfcp e'P erf'-?-
y'* 2 v/? 

- i -ch - i 3 jt y't/'0 ' ' i t ( 3 Vp) 
yft sft ~- —I 

ft 2 

^ , v ^ ( i + I ) 
v/* 2 

y/ch* — i P~* 



32 N. W. MC LACHLAN, P. HUMBERT ET L. POLI. 

sh \J2t sin \j~2t / — . 1 
— - — D dxp sin -

sft ' P 
ch y/2* cos y/2* / — 1 

-= D \J7ZpCOS — 
s/t P 

ch y/2* sin \J2t D 4 / ?L cos h sin -
V 2p L /> /> J 

sh / 2 * cos J~2t D 1 / — cos sin — 
\ 2Pl p p] 

ch2 fi sin 2 y/* r / - T / i \ / i ?:\ 

sh 2 y/* COS 2 y/* 1 r- _ / I \ . / I 7C \ 

— - , — 3-2'^J, G0-U-4) 
Sh 2 y/* Sin 2 y/* r r- . / I \ / I ^ \ 

ch 2 y/* cos 2 \/* | / - . / 1 \ . / 1 TU \ 
-J = a » * ^ J _ , ( - ) « n ( - + î ) 

y/* ch y/2* cos y/i7 D - i / - ( cos sin — ) 
2 \ p \ p p p] 

Jt ^h 1/2 * sin 1/2 * D - 4 / * ( sin h - cos - ) 
2V/ P\ P p p) 

ch y/2* sin 1/2* =L sh J21 cos y/2 * D i / — °. S -
V /> sin/> 

Ch2 y/* sin 2 y/* ± sh 2 y/* COS 2 l/* 4- / - T / i \ cos i 
x ï T ï * - D 2+7ry//?J, - . -

,T x \ / ? / s inp 

ch 2 y/* cos 2 y/* =t sh 2 \/* sin 2 y/* -J , - T / 1 \ cos 1 
,T ^ -T\p/ smp 

e ^ h ' ô j B ^ + Lv) 
)' (/> + 1) 0> + 2 ) . . . Q> -H m) ) 

• . h ^ . h J 3 r ( m + i) | — ( / , — t ) ( / > - 2 ) . . . ( / , - , r a ) ( 
2 2 2 m ( / ^ - ^ ) ( / / - 2 2 ) . ( / > ' — m 2 ) 

r» r(v-t-i) rr /> + i l n / x ^ 
i h ï 3 ^ ^ ^ H v " t ' 1 ' 2 J' R w > ° 

£ 3 r ( v + i)[£ç(v +!,£)--!;] R(v)>o 

' I_cthl3/»[v(^)-Iog|+i] 

file:///j~2t
file:///J7ZpCOS
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iog
s±LoioSr-w(p)--±-

t D 2 \ 2 / 2/? 

logch* D wf-E\—w(£\ — \0g2—± 

log' Sh* D [V ^ n- 1 + y -+- log2jV ± 

Si Ton a 

alors 

shy D^Kt(bu) (t>b) 

h(t) -ïpv(p), 

A(*)chv*D -[tp(j5 + v) + ç(j5 — v) ] 

/ i (*)shv* D ^[<p(/> — v) —?( />-+-v) ] . 

T U * 

~6~ 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N* 1 1 3 . 
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S. — Logarithme intégral et fonctions associées. 

Ei(-oLt) D — l o g i - 1 — 
a 

ŝi a n'est pas un nombre négatif réel) 

E i* ( (3* ) D — log ^ - = ^ ( (3 réel positif) 
r 

*Ei( — *) D —! —1og(o i - 0 
p -+- J p 

— — D — 2 y / ^ log( fp -+- {/p -+- I ) 
y/* 

E ^ ( - ^ ) ^ - 2 K 0 ( y ^ ) 

E , - ( g ) D 2 K 0 ( a y ^ ) 

2 y/: 

4 * / 

Ei(— a) — Ei(— e-<) (* > — loga) 

-=• E i ( — —- ) D y/jô[cos y//? ci y//? — *in y//? si sfp\ 
izt \ 4 * / 

— E n — — ) D /?[cos fp si fp— sin fp ci fp] 
JU * \ 4* / 

( K - l o g a ) ! 3 1 * ^ ' ^ ( a < l ) 

5¾ y/* D .— e / y c 
2 2 _ ^ 

v/* 2 \ iP/ 

si- D 2kei(2 fp) 

ci- D — 2ker(2 fp) 

shi ( * ) D - log — = arg coth/? 

c h i ( * ) D - i l o g ( ^ - i ) 

chi(*) -+- cit D — log y//?4—i 
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Chi(*)_ cit D -]0sr£-±l 
2 & /?2__ i 

2[*chi(*) — sh*] D — i - l o g ^ — i) 

^(fi)D£pEi*(J_) 
S/t. 2 \4 />/ 

ch* shi(*>— sh* chi(*) D —£-— logp 
/ > 2 — i 

ch*chi(*)-+- sh*shi(*) D ^ logo 
/? 9 — i y 

ch y/* chi ( y/*)-f-sh v/*shi(y/*) D I l / - e ^ E i ( — — \ 

Ch y/* Shi ( y/*) — sh ft Chi ( y/*) y/Ç^ T1 

• 7:: D e ?Ei 
ft 2 

C(*)sin* — S(*)cos* z> &-
^2(^-+-1) 

C(*)cos*-h S(*) sin* D —Â S/P 
v/2(/>9+0 

G(*0cos*s ,+ S(*0sin*9 D £==.( si^-cos^-
2 y/2 7U \ 4 4 

. />9 . /> 2 \ 
— CI —- s in ^7- ) 

4 4 / 

C(*>) s i n * ' - S(**)cos*> D £ = / 5 i -Z! s i n II 
2 \J2% \ 4 4 

• P" P9\ 
- ci £-- COS ^7- ) 

4 4 / 
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6. —- Sinus et sinus intégraux du nlème ordre. 

/ ( * , / , n) D p/ 

M^'WlKïï^ï) 
4t ^ \4/> 2 2 / 

f(t;j, n) o — ^=k(^>% « _ / _ I , /i) 

i £ « / (* ' , » - / + 2 , i») Z>-pT\(p%j, n) 

sjt \4P 2 2 / 

T,, , • , rpsi-tds 
F(<, /, n) o— I 

A(£,y, . ) 3 - , ^ ( , , ^ , ) ( , . ^ , ) 

r ^ A ( s , z T i ' ï ) »**•(*:/.») • 

^>^Kè)-'"è- s(éh'é] 
• ^ ^ ^ K è ) - c * » ( î ? ) - è ] 
/<**<>V£[c(è)-è+1,(è),hè] 

-^^*«'av^[0(è)*è-"(è)-è] 
F (y/*, y, w) ̂  y/rc/? p / i y rç\ 

2 \4/>' 2 ' 2 / y/* 
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7. — Fonctions d'erreur. 

— erf ft D p log -f= = 2/? arg coth y//? 
1 \IP — 1 

fa eaterf \/at -, l P L 
D 

V̂TU * p — a 

e^erffa~t—2i/^D a 

7U (p-a)fp 

erg ft D —= 
s/p-

e~lerg fi D 
P-+-I 

"7= —ergftD s/p—i 
\/7Zt 

fkte-liergt D i-+- Z - E i Y — ^ - ^ 

— cr/c* D i — e * er/c — 

y/rc * erfc ft D —=. arctg fp 
fp /? -+-I 

-¥— er/c ft "5 fp arctg y/jp 
2 V* 

2ler^C~rt ^ - / ? E i ( - 2 y/£) 

-4 / — elerfc -- D \Jp( sin 2 fp ci2 fp — cos2 fp si2 fp) 
2 V t ^i 

-—= elerfc — D p(cos2 y//? ci2 \p -h sin 2 fp si2 fp) 
Itft ft 2* 

1 

e'erfc-p. D x fp[lli(2 fp) — Yx(2 y/Jô)] — i 

v/* 
I / ' ^ / C - ^ D T U / ? [ H o ( 2 i / ^ ) - Y 0 ( 2 V / ^ ) ] 
* y* 
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f~a~t V? • ealerfc \Jat D I - a 
p -+- \J' ap 

A A ~h r s fit e-^ 2 i / - e *l — \'a erfc —— D — — 
V ? J 2 y/* y//> 

eat^erfc^ + 2ty-a ^ fpe-*fp_ 

2 v/* V//> -+- \la 

erfc - ^ - e"^*erfc & + *'& 3 ^ ^ ' ^ 
2 ft * 2 y* y/p-h y/6 

(**î)«^.^V?-"a e-\/ap 

e-\
lab erJc 

\]b — 2* V/G 

2 v/* 

+ ^ 6 c r / c ^-^2tfa ^ 2 ^ ^ 
2 V* 

«f e-^erfc^-2/^0 

. L 2 y/* 

e/aô é?//c 
y/è -+- 2* v/« 

2 ^ * J p —a 

a 
erfc — — e — e-'b 

\/L. 

I H- 2 (*+?Wc 

H/ — e 
y arc 

e-\/bp 

VU 

D *>• 
eb{\ — \'\ -+-«/?) 

i -h y/1 -+- a/? 
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8. -— Fonctions eulérienne s. 

r(< + i)D pl(eP, x) (t<x) 
D O (t>x) 

F(7V7)- : , />v(e"" ) 

w-l--—)openp,(e-P,n) 

tm 

Y——)^p^e-P,m) 

TTTZ T ^ p enPu.(e-P, m, n) 
l ( * - t - / 1 - + - 1 ) y r v ' ' ' 

X"tT(^T)T^^G) 
r0 0 **#»* / 1 \ 

l \r{x^)Y
d^Avm) 

TïaT* (p-Tïy ( a > 0 ) 

^ - / ^ , ^ («><>) • r («) (/>-i- i)a 

r ( v - o 
(2 />) 

e'P(£, a - t - i ) 1 
3 „ / „ ,v ( a ^ - 0 

— W T É ? ) " 

r(« + o pa(p-i) 

p * 

V^* \ 4 * / v - i 
/> 

i/jc< \ 4 * / v - -
v /> s 
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9. — Fonctions v (t), fi (t, m,) et analogues. 

v ( i ) 3 r1— 
log/) 

^o^p-.(l) 
T U * \P/ 2 y/71 

v(e~at) D ' 
log/? H- « 

(e-t)>p f dx 

\ (p-hx)T(x + i) 

dx v ( i - ^ ) D r ( / > + i ) f w
f ."(/? -+-X-+-1) 

v ( * ) / , a o 

——tz>pJ l(x + i,p)dx '0 

v(*)iog*-Hi D r ? ( a ? + i ) ^ 
*/0 />* 

z"00 /gy'(aQ 1 

J0 r(a?-+-0 * ^ log log/? 

v ( * , /1) D * 
/>" ,0g/> 

v(2y/7, 2/i) 

2 y/ju* ̂

3 * v G , n ) 
2 v ( 2 ^ / l ) 3 ^ / j v ( i , ^ _ L ) 

vi(*, n) D — Ei(—rclog/?) 

/ # , r(m-f-i) 

\j.(e-at, m) D 

log"1"*"*/? 

T(m~*-i) 
(an-log/?)™-^ 

[JL ( 2 y/*, /w ) / - / 1 \ 

2 m + i y/::* \/> / 

««./ \ /* ' \ à . N r(m +1) log log/? 
T(m -f-i)^*, m ) - 3 ^ ^ 1») 3 l 0 J + i ; ^ 

/* N r ( m - h i ) 
fx(*. /n , rc) D — ^ -r-
r v ' ' ; /?" log^-^-i/? 
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M-(2 y/*, m, 2n) /— / i \ 
7 = — " 3 V/*JM -J m, n) 

fx(i — e - ' , /w, / i ) D T(p - f - i ) / "FT ' : 

V(« + ,),*(*, m,n)-± Mt, m, n) 3 r(m +1) loglog/, 
7 dmrK ' ' ' /?'* log"^1/? 

4V ^X\fi' X) 3 ^ ^ 2J:-+-I) —X(v/p,i) 
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10. — Fonctions de Bessel. 

t"Jn(at) D i 3 . . ( 2 / i — O-TT 
anp 

/ • ' « - t - i 

^ « O ^ ^ - ^ + v ' - x J g , R(v)>-3 
V V 

*" J v ( 2 y / ^ * ) D a *pj>(-, v j , R ( v ) > o 

V / — t 

(f + obt) J v ( û f ^ ' + 2 é 0 D i / - / ? ^ 6 ' -K t (6 r ) , R ( V ) > —O 

<V<-»f;K(£H-t(f)] 
'V--^K(f)-ï(f)] 
7 J v W ^ P}V(S/P)KV(V'P) 

i?gv/*Jo(2y/*) D C ~/" j"Et*^- I^- logJ 

J v (2t fsh*) D/?r , ( a ) K j ( a ) , R ( v ) > — i , a > o 

sjt 

Jv(*)J,v(2«V /'0 3 £ « yi J v ( ^ ) > R ( v ) > - i 

a - 1 r ( ^ - + - ^ + / ) __«* „N 

* ' M a f l ^ ) 3 - 7 = — * * V - ^ M „ V ( - ) , 
V a r ( 2 v + i) ^ \ W 

FW {AH-v-+- - j > o 

j / 2 _ v ^ 6 \ D 2 / ? J v ( 2 y / ^ ) K v ( 2 y / ^ ) 

' • " ' ' -V; f [ '•(S)-(^-ï) 
-*(SMS*Ï)]' 

w * ' V î f [ j-(S)-K«-i) 

e{b—a)t 
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/ 3v(x)dx D i- I 

?Q 

X'[i,(^)-I,(v^)]^^ i/|[lo(^)-.,(^)]sh3L 

J-^^r4iè(.-/>)]Kv[l6(^/,)] 

R ( v ) > - I 

R ( v ) > - i , < > 6 
,— V-f- -

t V (-1)^(^)^-^(26)^+1 

*"*•»'•&. I xr(t±-V. + .>, W 
,(tlH-V-M) + /w 

1 — ï 
' J (JJLH-V —1) + m 

/?z!r(v -1- m -+- i)(2p) 
R(l* + v ) > - 2 , *>& 

J o ( a j ) ^ D —— 

J 50(ay)dx D — *>6 
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11. — Fonctions de Bessel de seconde et de troisième espèce. 

*•<**> 'r^r'NêH'fé)] 4v/ît/> 

- / \ 
Y0(2v/"0 => — I ^ E i M - I ) 

Y2v(ay/<) 

^^[^^(^) "•"***(£)]' 
i < R ( v ) < ^ 

i Y v ( H ) 3 i , Y v ( v ^ ) K ¥ ( v ^ ) 

^ Y,(av/Ï) rfx = n ^ , ( ^ ) H , ( / « ) _ H l ( ft)\0( ft)] 

HV»(a^)a«~[i-iE,-(-l)] 

H<02'(2V/f) 3 c~ ?[ i- t- iE**(— -i") I ' 

- I < R ( v ) < I 

7 H « > ( Î ) D / » H » » ( V ^ ) K V ( V ^ ) 

iHi"(? )D/ ,H(") (v^)K v (^) 
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12. — Fonctions de Bessel d'argument imaginaire. 

.-'•u(!\=-£-

• , ( i ) ^ 
V/?-f-i 

i 

V7/? — i 

/- opW-i) 
v* 

logy/ÏJo(2^*)Di[jE^(^)+lûgl] 

1 0 ( 2 ^ 2 * ) -h J 0 ( 2 y/2*) D 2 c h -

I 0 ( 2 y/2*) — J 0 ( 2 y / 2 * ) D 2 s h -

/̂  

Is i îMD .££_p(f f V) 
ê a ï (v ) ^ 

* « ! „ ( « * ) : > 1 . 3 . . . ( 2 / 1 - 1 ) ^ ^ ^ -

y/r. 2 -

R ( J J L H - V ) > - 1 

Hl 

v 

( ^ y ^ ^ ^ ^ ) = f ( s ) v ^ - ^ R(V»-I 

(r-+-2è02Iv(« \Jf-+->bt) ^i/^^pij) ei>PK^^,(bs), R(v)> — i 

v + l 

R ( v ) > - i , * > & 
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f e-'^loias/r— x')dx D —P 

J0 s(s i' + à) 

f e-'>*>lo(aJt*—x*)dxz>-^—— 
Jb *(*-+- A) 

00 

r / \ V 1 emp Xm ( X \ 
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13. — F o n c t i o n s K de B e s s e l . 

îy-Kv(0 ^ *PKV(\/R)KJ-J=\ 

Kt(*aft) 3 l^ .E i* ( —) 

K 0(2y/*) —logy/*I0(2y/*) D e? log/? 

r^-'K„(a^i) D - L J : ^ - L ÎZ 
2 \ja 

i 
> - 2 

,, t r\ a ' v r ( 2 v - ) - i ) Ç^fa" \ D . i 
«vK2 v(2a.v/î) D ^ 5 e ' Q ^ ' - 2 V ) ' R ( v ) > ~ i 

/ N — 

; v K v ( ^ ) l v ( v r * ) 3 V ^ / , w _ v . , v ( ^ ) » R ( v ) > - -

2/> 

^.^) + ̂ ,(./.).^^(7)^5---(7)-5] 
log*'[j0(2v/*)-f-ïo(2y/*)] D 4 l o g / ? c h -

2K 0 (2y/*) — 7:Y0(2y/*) 

log*'[j0(2v/*)-f-ïo(2y/*)] 

2Ko(2v/*)-+-^Yo(2V /*) 

• Iog*[j0(2y/*) — Io(2v/*)] D 4 log/? sh - j 

J
r0 0 x , n 1 . R 

r K . c « * ) r f * D - - - i o g -

/*" Kv(a*)*fc3 — ^ - ^ T 7 « [ ( ? ) ~ ( l ) J 
^/ 2 a cos — 2 a cos -

2 
- i < R ( v ) < i 
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m 

2**K w (2y /* ) D r ( # n 4 - i ) s ( m - + - i , - \ 

2* 2KV(*) D r([jL-f-v-+-i)r( |jL-+-o- V — 1 

CfA-4- V > I , f x > — 0 
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14. — Fonctions de Kelvin (ber et bei). 

— ber(2\/t)Dp^cos±—iJ 
dt 

-r bei (2 ft) D p sin — 
P 

b e r ^ f t ) ^ ^ J v - t ( ^ ) cos ( ^ + ¾ 

- J / Ï \ / 1 3v-+"6 \ 1 Jv + i ( — ) cos 1 ;— TZ J 
— \2p/ \2p 4 / J 

— J / I \ • / I 3v-+"6 * \ 1 
J V - H I ( — Isinl 1 ; — n ) 
- F - \ 2 / ? / \2/> 4 / J 

ÔCTv(2V^) — ^ « v ( 2 v / ï ) 3 J v ( - ) COS f - -h — j j R ( v ) > — I 

ber^ft) beiv(ift) D - J v ( - j sin ̂ - -* - - ^ J ? N R ( v ) > — v 

ber»v ( 2 y/2 * ) y 1 / i \ / 1 3rc 3V7U\ 
2^-1 ^ D y/îr^Jv - ) cos ( r - + - - — - J 

y/* \W \/> 4 2 y 

^ ^ M D ,/r^i / l \ e i T 1 / l _ ^ ! ^ 

R ( v » - I 

ft 

V 

^—l-r)2[ berjas/t"-h2bt) 

^ J - ' G ) s i n G - T + 3-r) 
R(v)> 

5 

I 

2* 

&(/>-") + — 
- i ^ ï v ( « y / * 2 - f - 2 6 * ) ] D ^-^-—™ J R ( v ) > —1 

R ( v ) > - i 

V P 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — W 1 1 3 . 
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15. — Fonctions ker et kei. 

ker(2 ft) z> cos — ci h sin — si — 
2L P P P P \ 

kei ( 2 y/ * ) D sin — ci cos — si — 
2 L P P P Pi 

ker(2 ft) 

log* ber(2 y/*) 3 log» cos h — sin — 
2 ° \ y / OJ /> 4 P 

kei (2 ft) 

log* bei (2 sj't) D log/? sin —cos — 
2 D x °J p 4 p 

* -<^^ f ! -(ç*ï)HiH-(é)] 

-»(ç-î)N£H-tè)]i 
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16. — Fonctions de Struve. 

" [ H 0 ( O - V0(*)]= ["e-t^dH D ^ logQU 

^ [ Y 1 ( « * ) H 0 ( « * ) - Y 0 ( « * ) H l ( a * ) ] D — [log - - ^ l o g £ -+-^1 
2 x r \ _ a r ' a r j 

7uV/*[K0(y/*)Ll(v/*) + Lo(v/^Ki(v/*)]= f KtisP) dx 

>i\/p*Mù)-*{if)] 
TZt 

[K0(«*)L,(r/*)-+-L0(âr*)K l(a*)] D i [log - - £ l o g - -h £-~\ 
•J I ce o CL o I 

*vLov (2 ft) D —ePerf — 
/>'v ^ y//? 

*vL-.v(v/ï) => —: ! ePp(-, - - 2 v V ) 

r ( i - " ) , - l * ' ' 
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17. — Fonctions et polynômes de type hypergéométrique. 

r. ~ / 3 5 2m + i P \ i 
\t0lm( -—, , . . • , ; —_ ) -} ep-

\2m 2m 2m ' m"1) JJ 

e» ,D-(7:)--(^'-r(-S^--) 
2 pn 

(la suite s'arrètant lorsqu'on obtient une puissance positive de /?) . 

+ \ 2 W -

3 2 « r ( „ + l ) ^ ( - L - x ) " 

') (/> + !)' 

He.„(y/Ï) 

<'->"p«(£r) -T»U{-p) 

{-l)m+''m(mZZ)\ e~hh^{ft) D («V/p)™Kn(aV^) 
^ ( i - t - < ) v ' F i ( — " > « - l - fx -» -v - t - i ; f i - i - i ; i — t) 

X e W v _ „ , + M + t (p) 
£• î 1: t -n 
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18. — Fonction hypergéométrique confluente de Whittaker. 

r ( a + v + - i r f a - v + - ) 

-W A.-..L, ''> 
T, / 3 3 i \ 

X *F ! ( a -+- v -} - - , a — v -f- - ; a — £x -t- 2 ; - — / ? j 

v - 1 i i 
* 2<s2W , (*) D r(2v + w + i ) ( i - p ) m p - m * - m , R ( v ) > — -

m + v-f- J v 2 
— v—1 * / T \ v — t n - 1 U. + V — 

* ^ ^ W a , v ( * ) D r ^ - v + I j / ? ' ( l - / 0 

I [JL -+- v (entier positif), \L — v H — (non entier négatif) , R(v)>— -

i / i 

* *e ' W ^ ( 0 3 ( - i ) T ^ - v + - j 

x(/>-+-i) /> 

(mêmes conditions que ci-dessus) 

v-t-t / 

* s e*Wv , , ( 0 3 ^ + 1 ) ( - 1 ) ^ 1 - -

([JL H- v entier > o) 

W , (a* ) 

t 
t 

1—w ! (0 3 iog(/?-+-0' 
v/* - , - ' ° 

W,,oQ»0 _ KojO ^ £ logfj-t-y^IÎ) 
y/2* y/îî TU y/ /? 9 — i 

—a—v—2 

• < a w
v + : , v ( O D r ( a + v + 2 ) ^ ( ^ H - 0 

( a H_V H_^> 0) 

* *««W M . f ( 2 ( ) 3 2 *r(n-n-|A)(2-/>)''-'/>e--" ., ( » ^ 0 
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19. — Fonctions de Mathieu. 

i° Définitions et notations. — Les fonctions de Mathieu, 
cem(x, q) et sem(x, q) sont les solutions périodiques, paires et 
impaires, de l'équation de Mathieu 

yr-^-(a — 2q cos2#)jK = o 

dans laquelle on pose aussi q = k-. 
Les fonctions dites modifiées, Cem et Sem , sont les solutions 

périodiques (de période ici) de 

y— (a — o q ch 2x)y = o. 

Elles sont développables en séries de fonctions de Bessel, par les 
formules suivantes, où les coefficients A et B sont connus : 

C«'« <*>*)= • ^ ^ 2 A ^ I J , , ( * * . M ) , 
6 

Ce,n+l(x, q)= ^ " ^ f i f } c o t h g ^ a i •+• i) A ^ t " Jwitkchx), 
S 

se->n+i(-, qj 

Se2n+1(x, q)= kB^n+i) th^(-0A(2^H-i)BCVj--i1)J^-f-i(2^ch^)? 

S«.B+,(*, ¢ ) = - ¾ ^ coth*2(a» + ?) B%t*> J.„-,(2*sh*). 

Des solutions de seconde espèce, correspondant respectivement 
à chacune des quatre fonctions périodiques ci-dessus, sont repré­
sentées par les séries suivantes, introduisant les fonctions K de Bessel : 

F«*'« <*>*)= Cel"l0JnV 2 ( - 0 ^ A<,V> K,A(-2ikshx), 

Fek,n+l(x, q)= ^ g ë ^ c o t h ^ - ' ^ ^ ' + OA«3t , )K, J+ i(^2i*«h*), 

Ge*,n+1 (*,?) = 8 t B ( w ) t h « 2 1 ( " + 1 ) ^ V a " K w ( - » , * c h » ) , 

GC*,„+ ,(J?, q) = - s ± j ± ^ l l l coth*2(-i)*(2*- (-2)Bl,«t' )K„+.(-2i*sh*). 
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Il est également utile de considérer des fonctions correspondant 
au paramètre — q \ elles se relient aux précédentes parles formules 

Ce2n (x,—q) = (—i)n Cé?,„ ( * + T ' v ' 

Fek2n (x, — q) = (— i)n Fekin U + ^ J A 

Se.>„+i (x, —q) = (—!)"-" iGe*n+i ( ^ + ^ ?)> 

Gehn+l(x, — q)'= (—i)" Fekin+Jx-i-™, qj. 

2° Images symboliques. 
-j^RCn+l) Dep f ip \ 

. Se,n+1[argch(i-M),<?] = 7 — T -^==Gek.,^[»echjj. q), 
seîn+ii-,q ) " " * 

S<>,„+»[argch(i+*),<?] o **B)'^\ - ± ^ = = G « * . » ^ ( a r g c h g , g ) , 

C«,.[argch(.+«),7] j Ç L ^ F ^ U i j ) , 

vfi^ï «.»(*<*) V 7 

C e ,„+ , [argch ( l + Q , y l 3 **A',-+ V ^ F ^ ^ / a r g c h ^ . A 

C g , B [Tgch( .+Q,y1 3 ( - . )»*AIV» / ) F e ^ / . r g s h A . - g V 

C e , ^ [ a r g c h ( i + Q y y ] = ( - i ) ^ ^ A ' , ' » ^ " ^ ^ . ( a r g . h P , _ A 

^ ^ ce[«n+l^q)
 V 2 • 7 

( — i ^ T t À ^ ' " * 1 ' 
Se ,„+i [argch( i+0 . î ] 3 7^ T~ 

se«n+t(-i qj 

X ^ ^ ^ F e ' W , ( a r g S h ^ ' ~ î ) ' 

(—QuffArB^11-*-̂  

**»#H-l(-> ? ) 

X / ? T Iy, (2 A: sh w) F ¢^1,,+1(11, — ?)< 
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20. — Fonctions diverses. 

a' — Fonctions de Schlômilch. 

'*i-vs(v, O ^ ^ f r o - v ) 

~ = e 'S^V, I ) D 2 v ^ e - V ^ S ( 2 V - I , 2 y^) 

*7*e ' s(Vl 0 D 2^~n/'s(2v> 2v7) 

6. — Fonctions thêta. 

e2(o, w'o D fpih(b^p) 

A / 0 . x ,—ch2w \//? 04(w, :u9*) D ^ -X£ 
sh y//? 

c. — Fonction de Dirac. 

8 ( * ) D / ? 

S ' ( * ) D / > * 

8(")(*) D /? / i + i 
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2t. — Fonctions discontinues. 

' - [ ' ] 3 - ' ' p eP— i 

« - L O - ^ i o g - * -
2 ^ % . s h | 

L 2 J sh/? 

[-:-]-m-'+<-""'- • 2 i — e~P 

eP — i 
aW D 

eP—a 

i — a d i 

i — a ef — a 

[««] D Ç ( / ? ) R ( / 0 > i 

Cft, D ' 

C 5 , a [ ' - « l D 

l'i - ( e T _ i)'4 

e/> — i 
( e / ? _ a)"-^ 1 

i l ' i , i 
D 10 2 3 [*] ° i — e-P 

B[t) e-P(i—e~P) 
[* ] ! * « - ' — i 

Série de Fibonacci ( u0 = o, w4 = i, . . . , w/l+i = w,i — un-\ ) 

eP — i 

Fonction brusque unité : 

U(* — a ) D 6-«/' 

Fonction gradins : 

U ( * ) + - U ( * — a ) - + - U ( * — 2 « ) - + - . . . D — - 1 

i — e-«/> 
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Fonction créneaux : 

U ( * ) - U ( * - a ) - f - U ( * - 2 a ) + . . . D i t h 2 £ 

Si Ton pose, pour abréger, I±JM 

(_ï)a D 0 (W 4 / ? ) 
COS 7tto 

sin 2 7raw 
^ 92(w, 4/?) 

Si Ton pose \_\ft\ = (3 : 

sin( a p-t - i )7cco 
—* : D W3(W, p) 

sin 7co) >\ * r t 
. NoCOS(2B-+-l) rcw A , 
(— I)? — D 0 4 ( w , / ? ) 

COS7UO) V ' ^ 7 

file:///_/ft/
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(Oxford, Clarendon press, 1947). 

8. POLI (L.). — Sur deux règles du calcul symbolique (Ann. Fac. Se. Lyon, 

1945). 
9. POLI (h.). — Sinus du Nme ordre et calcul symbolique (Ann. Soc. Sci. 

Bruxelles, t. LX, sér. I, 1946, p. i5). 
10. POLI (L.). — Nouveau théorème du' produit (Ann. Soc. Sci. Bruxelles, 

t. LXII , sér. I, 1949, P- l 5 5 ) -

Signalons d'un mot les importantes recherches de M. PARODI sur l'appli­
cation du calcul symbolique à la résolution d'équations intégrales (voir, par 
exemple, Bull. Se. Math., 2 e série, t. 69, septembre 19^5 et t. 70, juillet-août 1946, 
ou Revue Scientifique, fasc. 4, 1947, P- 233) ainsi que son ouvrage sur les 
Applications physiques de la transformation de Laplace, C. N. R. S., 1948. 

Enfin, comme témoignage de l'intérêt suscité dans ces dernières années par 

le calcul symbolique et quoique leurs auteurs n'emploient pas les mêmes nota­

tions que nous, rappelons deux exposés récemment parus sur la question : 

POTIER (R.) et LAPLUME (J.). — Le calcul symbolique et quelques applications 
à la Physique et à l'Électricité (Actualités scientifiques, Hermann, fasc. 947, 

1943). 
HERRENG (P.). — Les applications du calcul opérationnel (Publication des 

laboratoires de VÉcole Normale Supérieure, Masson, 1944). 
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