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SUPPLEMENT AU FORMULAIRE

POUR

LE CALCUL SYMBOLIQUE

Par MM. N. W. Mc LACHLAN, P. HUMBERT
et L. POLI.

NOTE LIMINAIRE.

Les usagers du calcul symbolique, qui depuis ces derniéres années
deviennent de plus en plus nombreux, ont bien voulu accueillir favo-
rablement le formulaire que nous avons établi, N. W. Mc Lachlan et
moi, et dont M. Villat a fait le fascicule G du Mémorial. Mais, paru
en 1941, ce formulaire a été rédigé en 1938, et depuis ce temps les
travaux sur le calcul symbolique, contenant formules ou images
nouvelles, se sont multipliés. Aussi avons-nous pensé qu’un supplé-
ment, tenant compte des résultats récents, pourrait rendre quelques
services. C’est cet Ouvrage que nous donnons’ aujourd’hui, et que
M. Villat a, une fois de plus, consenti & accueillir : nous espérons
qu’il connaitra le méme succés que son ainé. En voici les principales
caractéristiques.

Le nouveau fascicule suit exactement I'ordre de 'ancien. 11 débute
par la présentation des notations, ne signalant d’ailleurs que les
fonctions figurant au supplément lui-méme. Viennent ensuite des
corrections au formulaire de 1941, ou quelques erreurs s'étaient
glissées, dont nous nous excusons. Le dictionnaire opératoire a été
complétement remanié : il reprend les formules anciennes, au nombre
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2 N. W. MC LACHLAN, P. HUMBERT ET L. POLI.

d’une quarantaine, et en donne a peu prés autant de nouvelles, le
tout présenté dans un ordre beaucoup plus rationnel. Le dictionnaire
d’images ne contient que des correspondances nouvelles : on remar-
quera en particulier celles qui ont trait aux logarithmes, aux fonctions
d’erreurs, aux logarithmes intégraux. Mais on notera surtout plusieurs
sections qui ne figuraient pas dans le formulaire : fonctions eulé-
riennes, sinus d’ordre supérieur, fonction v(z) et fonctions associées,
qui jouent un grand rdle comme images ou originaux de fonctions
usuelles, fonctions de Mathieu. Enfin la section consacrée aux fonctions
discontinues a été enrichie de trés intéressantes images, introduisant
les coefficients du binéme, la fonction { de Riemann. les fonctions 6
de Jacobi, etc.

Nous présentons aux calculateurs environ 440 correspondances
nouvelles; on voit que 'ensemble des deux fascicules contient ainsi
plus de 1100 formules symboliques. Sur celles qui sont dans ce
supplément, prés de 200 sont dues a M. 'abbé Poli, qui nous a
également fait connaitre un certain nombre des errata au fascicule C.
Aussi avons-nous trouvé juste que son nom figure sur la couverture,
a c6té de ceux des auteurs du premier formulaire.

P. H.
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ABREVIATIONS ET NOTATIONS.

Comme dans le fascicule G, nous désignons par ¢ la variable indé-
pendante et par p la variable paramétrique, par m et n des nombres
entiers, par p et v des nombres quelconques, pour lesquels il ne
saurait y avoir de confusion avec des fonctions p.(z, m) et v(z) que
nous introduisons par ailleurs.

Rappelons les symboles abréviatifs utilisés dans 'expression des
images de certaines fonctions (Bessel et associées) :

P=p+p+a, g=Vp=+1;
Q=p+VFTE,  r=ypTa
Rep—Vp—ad,  s=Vp—a
S=p+ pr—i1, u=\p:—1;

T=p+\/p°—z, v=\/pr—ia’;

Y —
U=I-|_"—p+_l., W=¢Pq_l7
P
¥ =¢t’——b".

B (z) désigne, suivanl I'usage, la partie réelle de «.
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DEFINITIONS ET NOTATIONS UTILISEES POUR LES FONCTIONS.

]
A(wr, j’ n)= _ZF(x7 s, n)f(z,j+1—s,n)
s=1 combinaison de sinus et sinus int
graux d'ordre supérieur

n
+ 2 F(z,s, n)f(x,n+ j+1—s, n)
s=/-+1
B, = Nombre de Bernoulli d’ordre n
bei,x . s Lo
beryz Iy (zi i) = ber,z + ibei,x fonetions de Kelvin

Jo(2i Vi) = 1o(z \/7) = berz + ibeix

x ° AT
Tu <
C(=) =f €0s — du = I__j ot _u du intégrale de Fresnel
0 2 Vem sy Wu
C?, = coefficient du binéme
. z’ xt .
chi(z) =y + logz + Peryias "l “+... cosinus hyperbolique intégral
. *cosu
ci(z) = —f = du cosinus mtégral
X u
vl z
Dua)=2"""a W, (%)
—emy = 2
ST T
— & 1-"
V2 T g (Y. 1.2
= I—v I\T 550 o fonction de Weber (ou du eyhn
r ( Py ) parabolique )
V1 .
e o
T2 - 1—v_ 3 2
— re * .F‘(—;—;——)
2 2 2

2

Da.(z)=¢e *Hen(z)

—
=t/ ZeverfeZ
,D_l(x)_\/2e erfe Vi

by =/ 2%y (%)
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x
, eu
Ei(z) = f ” du logarithme intégral
—w

Ei*(z) = valeur principale de lintégrale défi-
nissant E{(— z)

Ei(—z) = chi(x) — shi(x)
Ei*(z) = chi(z) + shi(x)
Ei(iz) = ci(z)+ isi(z)

k4
2
erf(z)= —\/—; f e~ du fonction d’erreur
)

erfe(z) = 1— erf(a) = \/i_ [ e

_x fonction complémentaire
e 9
=-——=W 1 1($
T —z’;
2 [T . , A
erg(z)= T e du = —ierf(ix) fonction d’erreur associée
T Yo
® .
. xll&—]
z n)= — 1) = sinus d’ordre supérieur
f( ’J’ ) szx( ) P(ns—]—'—l) mu P!
f(x, 1,2)=sinx
f(z, 2, 2)=cosz
w .
F(z,j,n)=—G f /.(L’a:‘]’—n-) dz sinus intégral d’ordre supérieur
x

F(z, 1,2)= siz
F(x, 2,2)=ciz

. (a1, m)...(ap, m) ™

— fonction hypergéométrique générale
L (B ) (B ) ]

(&1 erey Ory Bry ey Bs3 £) =

w
x"l
oFs(By, ... s xr) = 2 fonction confluente
s(Bry v B 2) (B1, m). . (B m)ym!
m=0

©  gv—1
Gy(x) = f s e—ux du mtégrale de Gilbert

, 1+Uu

G = symbole de I'intégrale généralisée de
Hardy. Voir section A, 3

L)

. N xns—] sinus hyperbolique d’ordre supé-
h(z, J, n)-—3 T(ns—j +1) rieur
s=l1

h(z, 1,2)= shz
h(z, 2, 2) =chz
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H(2) = Jy(2) + i Yy(z) = ?;i—v-ixv(—u)
* fonctions de Hankel
B (2) =, (2) — iYy(2) = 2 i+t Ky(iz)
H(2) = — i—vH{ (— )
HO () = — v H{(—2)
Hpn(z)= cos( m + n)xdn, () ) -
- cos(zm —n )ﬂJn—m,—m(-Z’) fonction de Hankel du troisiéme

ordre
“+cos(2n —m)rIm_p,—n(x)

en (_1):-(f)v+°"+l
HV(x)=§F(I'+ g)I‘Zv+r+ g) '

re 2

— dnr
Hen(z)= (—1)e® 7—e

fonction de Struve

= gn— M zn—> polynéme d’Hermite

- n(n—1)(n —2)(n —3)

n—é
2.4 x “+...
Iy(z) =i~v),(iz)= ], (— iz)
(f )\H_n" fonction de Bessel d’argument ima-
2 ginaire

T riT(v+r—+ri)
1=0

o (—1)r z v+or
JV<””>=§rz—r<—v%:r)

fonction de Bessel

Jo(@) = 3 [H(2) + B (2)]

Jv( ﬁx) = ber,z + ibet,x
ki
I (z) = ;[f (2cos8)t cos(nd—zsinb) db fonetion de Bourget
[

W+ |
L (e +1)T(v +1) ' fonction de Bessel du troisiéme

3\ | ordre
ong<p+1, V41, —-E) ‘

Juv(z) =
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T
= ——JI, —IL(zx
Ky(z) 251,11‘/7:[ W(z) v(2)]
fonction K de Bessel
- % M HG (i) = %i—v-i H® (— iz)

el } =V K\,(x y/'_i) = keryx + ikei,x
eryx .
L& er dr + x 1 gu
2 () = 2% - —— ( g+ g— olynéme de Laguerre généralisé
m(Z) n! d.z‘"< ) poly: ¢ g

Li(z)=Ln(z)

polynéme de Laguerre

L,(2) = i~1H,(iz) \
x \ vHar+1 .
@ (—) fonetion de Struve d’argument ima-
'\ 2 ginaire
- 3\ . 3
r=oC{r+ - )T{v+r+ -
2 2
vti E 1 fonction 1 dométri
3 T3 . . A onction hypergéométrique
Myv(z)=z ‘e 1F1<5+v——y, 2V —+1; x) confluente

Mo,;,(x) =22 (v + 1) \/E Iv(%)

1—x )
P.(z)=,F, <—n, n+r1; x;‘T) (—1£Lt<1) Polynéme de Legendre

P(z, v)=f e~ y—tdu
0 o

fonctions de Prym

Q= [ " e w—t du (omma Incomplétes)
2w, v)+ Q(z, v) =T(v)
P(x, -;) N
Q(x, ;) N e
VAT (v +1)

Q@)= 2 (2 ’
T <v -+ —) fonction de 'Legendre de seconde
2 ) espéce )
v VI 3 1 |
><o|.‘1(—2~+l, > ,V+5,;§) (!x|>l)
® du
—_— e—ul‘
$(v, 2) ‘/0 (1 +u)y 2
v v fonetion ‘de Scehlomilch
-1 =
=z e*W , ,l__v(x)s
—=
73

S(1, —x)=—e*Ei(x)

x 9 Ty
. 2 1 simnu
S(z) = sin Tu: du = du intégrale de Fresnel
> Vu
0 ' \/ o ’
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X
shi(z) = f S—l;-lidu sinus hyperbolique intégral
°
o s
siz = — S0 Ju sinus intégral
. U

fonctivn brusque unite

U(z)=o0 —-oo<w<o}
U(z)=1 oLy <™ )

r'(—2
W@ = — 20 My (o)
T (— —p—v
2 fonction hypergéométrique
confluente de Whittaker
LY, (a)
I
T (-2' — BtV
z., (x
Wo,v(@) =V/?;“v (;)
1yl
W o y(z)=2" 2'D (V)
Py n p‘_;
v+i =%
W , (z)==z ‘e
Vg,

[#] = plus grand nombre entier contenu dans z

cosvad,(z)— J_y(x)
sinvrw

Yy(z)=

fonction de Bessel de seconde espece

i
— L [HP(2)— H(2)]
1
LGoT(y) . ”
B(p, v)= f ub—1(1—upy—tduy = ————=" fonction Béta eulérienne
’ A L (p+v) .
T(z)= f e—t yr—1 du [R(z)> o] fonetion Gamma eulérienne
‘ 0

(si < o, non entier, on prendra la définition de Weierstrass)

—lim[1+l+ +—I-—lon
y_n*a ittt g

= — W¥(1) = 0,5772156649. . .

constante d’Euler

’ x
3(x)=1im f(z, ¢) ol f f(z,e)dz =1 fonction de Dirac
£>0 Jo

{(z)= 2 r—lx [R(z)>1] fonction Zéta de Riemann

1 =1
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W, )= Drmrs  [R@)>1]

=0
Si(w, )=

n=0

fa(w, )=
[}
03(w, ) = l—l—z - 2e—nta
1
B, (w, ) = 1+2(—-1)n e—ntx
1
P T(u+1
1(w>y)=f %d“
[
p(z, m)=f
0
w(x, m, n)= f
0
b xe
f O
A xw
V(x’n)=_/,: mdu

v
vi(z, n) = Ma’u
’ o ©

xhyum
= au
F(u—+1)

‘Zu+uu’m
—du
T(u—+n—+1)

v(z)=

Z(v, ) =a¥1 e—-‘”f e"utju
0
4 logl(a) = (2)
Y(xr)= a]obf(x)— T(z)

‘I"(l—f—.ar;):‘IJ‘(.7:)+;I

Sl

.
(i) '
2(—1)"2e sin(2n+1)nw

cos(2n—+1)7w

cos2nrww

cos2nrnw

(v<)

W(i + x) =2W(2z)— ¥(z)— 2log2

Y (1+x)=(—1)"tn!{(n+1, z)

(n>1

fonction Zéta généralisée

fonctions Théta de Jacob:
f (le rapport des périodes est %v)

(Cf bibliographie, référence 5)

fonction v incomplélé

fonction v 1ntégrale

fonction de Schlémileh associée

déri ée logarithmique de 1a fonetion
Gamma
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CORRECTIONS AU FORMULAIRE

(Fascicule C.du Mémorial).

Page 5, ligne 15; remplacer 1, par J,.

» 7, » 1;ajouter : v différent d'un entier négatif.
» » 25 » o omX>I.

» » 13 » n>o.

» avant-derniére ligne, ajouter n > 1.

» 8, ligne 4; pour cosvt, lire cosvx.

» 10, derniére ligne; pour X > 0, lire k1> 0; ajouter n > 2.
» 11, formule 6; lire f(t — loga)> a=Po(p).

» 12, » 4; » R(V)>—1.

» » 7; » +9(logp).

» ligne 5, au dénominateur, remplacer x par Va.

» 13, lignes 5 et 6; lire g(«x, t).

» effacer les lignes 13 et 14.

» dans la derniére ligne, isoler & droite le groupe ¢ > b.

» 14, remplacer la formule 2 par la suite :

vt
(2b) iI‘(v+I)K
v

(2—02)y> 1(bp).
v—- + =
V=p ’
» au second membre de la formule 9, lire
1—(p+v—1)8(% p).
» derniére ligne; ne fermer le crochet qu'aprés —1.
» 15, la premiére figure est inexacte. Voir ce Supplément.
» 16, formule 7; lire log v ; 2.
» 17, »  5;ajouter: R(v)>—1.
» » 10; pour R(v) >1, lire R(v) > o.
» effacer les formules 11 et 12. Voir ce supplément.
. b
» avant-derniére formule; remplacer 1 par =

cos?¢
» 20, effacer la formule 8,

n’a pas d’image.

» avant-derniére formule, lire au second membre

Ve

R

» 22, formule 10; remplacer au premier membre ch27¢ par sh2n+1g,
» 23, supprimer la deuxiéme formule.

» 24, formule 4; remplacer v par a.

» 26, » 5; lire sint ci(t) — cost si(t).

» 29, » 4; remplacer n par v, et n > —1 par R(v) > —1.
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Page 29, formule 9; multiplier au second membre par !
» 30," » 3 & partir du bas; remplacer s par m et ajouter
R(v)> —a.
» 31, avant derniére intégrale; sa limite inférieure doit étre b.
» 32, formule 8; la remplacer par

: (L2
(i_:%) [Yv(a)’)+.l_v(ay)§___5i_:l_v—;b_§]
> %[(g)_vcosvx_(qu [t>b, —1< R) <1].

» formule 11, la remplacer par
—2p e—br

loo'P
nr °a

Yo(ay) + Llog =2 1y (ay) >
» supprimer les formules 12 et 13.
» 34, aux deux derniéres formules, ajouter t > b.
» 35, formule 3 en remontant; ajouter R(ux + v) > 1; au dénominateur,
lire 2v.,
» derniére formule; lire I>,(¢).
» 37, formule 3 en remontant; ajouter t > b.

» 39, » 8; lire + P[fl—o—?log%]-

s
» »  9; ajouter — % <R(v)< %
» 43, » 3; remplacer Jio(z \(Z) parfw -J"—(Ezi—x—)dx.
¢
» 45, » 3 en remontant; remplacer le second membre par -I—J
» 47, » 3 enremontant; remplacer le second membre par — i:;-

» 48, Dans les six premiéres formules, au second membre, supprimer
le signe — dans la derniére parenthése.

-2 0
» » derniére formule, lire e ?°I, (Bo—) .
» 51, remplacer toutes les formules de cette page par celles du présent
Supplément, article 18 de la section C.
» 52, supprimer les formules 1 et 3, inexactes.
» formule 4; la remplacer par
Do,,(2\/l)3 = (2nr)! p(1—p)»
Vit 2 27n!

» b4, supprimer la formule 5.
» 55, formule 2; la remplacer par

Heonn (VE) > <22_n;;>_v/% (&)

b
(1+p) *
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A. — THEOREMES GENERAUX.

Nous rappelons la définition de I'image et de 'original;

S(t) > 9 (p),
o(p) < f(2),

par 'intégrale de Lapiace-C arson

wp)=p [ e fera

1. Tutorime. — Soit f(t) D 9(p) et supposons que U’on ait
8=, t) > 91(p) h(p)e~=hip),

o 91(p) et h(p) sont des fonctions continues de p, indépendantes
de x; admettons R[h(p)]> p,> o0, z étant réel et positif. (Voir
bibliographie, référence 6). On a alors

[t 0 f(@)dz > 0u(p) 5[ (P
o

On tire de ce théoréme un grand nombre de conséquences : par
exemple, le théoréme du produit, bien connu par ailleurs : il suffit

de prendre h(p) = p el d’écrire ¢, (p) = y,‘on a alors

E(z, t) > e PZou(p),
donc, si

E(Z) > o:(p),
on aura

E(w, t) > E(t‘—x)’
d’ou la formule

j‘tE(t—-W)f(x)dx S @),
o P
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2. Trtorime. — Si fi(¢)D>oi[h(p)] et f2(tyD9a[h(p)], 0n a
® d w
S Totenr @2 = [Catnen e 2,
h(p) étant une fonction continue de p.

3. Exrensions. — L’introduction, dans la définition fondamentale,

d’intégrales généralisées permet des extensions souvent trés inté-
ressantes des régles ordinaires.

Par exemple, si 'on pose, avec Hardy (7rans., Cambridge,
Phil. Soc., t. XXI)

g [ rsras =tim [ eteioyas
on a, lorsque ¢(p) c f(¢), les formules suivantes :
- = lim | 2(2)
o omgn] )
EAQFRNY S 10
g’[ s ds —£ P dp,
AC)) Po(m)
g:/; Tds D‘[ -—m—-dm.

Renvoyons également a un trés remarquable article de M. Gilly
(bibliographie, référence 1) sur I'utilisation, en calcul symbolique,
des parties finies d’intégrales (au sens de J. Hadamard).
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B. — FORMULES OPERATOIRES.

a. — Formules élémentaires.

J(8) > 2(p)
san> 5(2)-
f(t—a)> e2ro(p) (t>a,etaréel>o)

—_—a
entf o) > =L (£57°2)
P p—loga
atf(bt) > p—loga‘P( B )

f(t—loga) > a—Pe(p) (a>1)
f(t)>po(p) si flo)=o

n—1

Sm(2) > pro(p) — X, prf ) (0)

§=0

> pre(p)  si floy=f'(0)=...=fir—1)(0)=0
tnf'(t) > (—1)"prgln)(p)

e f(e) > (—irp s [ 2]

(e2) 70> (—on(p35) " 5(p)
(—1n(t+1)1f(¢)>per i;_ ["_";(P)]
f(t) f 9(p)(dp),,

(% di) f(t):pf pf pf 2(p) (dp)"
i [(33) 7] =0

[s=o0,1,...,(n—1)]

ftft ff(t)(art)uD ?<p)

0
t t t n
S ef et [Cesy s (—orp (5 )" EED

)
L)
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ftf(—t)dt:fmigp—)dp
[ a5 (7P,
[

Si®)>e(p)
f"(t)D:P’(P\’

Si

ona

t t
N RCSTICSE S I CSVICRSEL

5 e (p) 9o(p)
p

t d ®© dn
() e (M) 22 ) fa(h—p) =

[ 10emT> [ a0s0-nF
bt . dx
SO503p [0 AC—PT

b. — Transformations du premier groupe.

J) o %»[ow e—p_":q (%) dxz

3

2
J-,p:f» () 2w:p> (l)dx
13 —_ L H —
f > 3 J, %( 33 z

v
°

2T v(r+1) '

w _ P°X A Ca sl
e * He\L2Z Jo@v)z *  do
)¢

(quel que soit v 5 o)
)2 e )
1(2) > 2/ [ sinta VYo (%) s

t“f( )>p f ba(aVEP)  © 9(e)dn
) (e B SRS ) E e

Sf(et—1) > T(_PT).[ e—rzr—to(x)dx

AR 2n+1\/—
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f(sht) :pf Ip(2) 22 g
0 x
Sf(cht—1) > pf e—xl,,(x)%x_)dx
. 0

2kchi¢ f(she) :pf”J;(x)¥dx
0

¢. — Transformations du second groupe.
o(p) < f(2)
- _ =
s(vp) c L_f e Mf(z)dr

0

pe(Vp) c —f e ”f(""’(z)dx

¢—2<—r>"~s‘2"—23> S0

3)' {n—s
ng 1 ~ T
P ?(\/';) C ;/T;f e f( 'l+1)(.z‘)d$

s (2r—125)! fI°s)(0)
+4\/7‘t 2( g

(n__s)l n—s

?(\/—)c ,,_,_,‘/o‘we_gﬂe,;(ﬁz)f(x)dx

\/nz"t °

OB e 2L [T (B ) o an

o(Vp) c — ‘é’; fwﬂ_%,l’<%i—i>f(x)daz
p'e (1’—,) c zg‘/omx—-’.lv(z‘/ﬂ)f(w)dx, R(v)> —1
Ve (3) < [ ”sin<xﬁ>f(f”-°)dx

() < 7, (o)) 2

?wp—ﬂ)cﬁfo ¢ “[f(x—[ yf(y)ﬂ\,_rmeiy]dw

p
p+1
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T S0~ [ FT=F) u(a) o

'
,‘,—,’ﬁ_a‘z‘P(VP""aq)CfJo(avt’—x")f(x)dz

/l
ﬁ}%} c £1J0[2 Vz(t— )] f(#)dz

as

?
PT?<-\;—;>C\/—:‘—;£ e M ;dmf W(2yay)y f(y)dy

p <.v<71—;> f _‘1 e,,( )dx
< f

V

(Vi) (2) &
9 (logp) tx
“logp < /; I‘(x+1)fkw)dx

log -
:o—l(o—g,,pi) £ v(t, 2) f(z)dx

HBD) ¢ [ @) (m>0)
B e o
St [ sy
ﬂlioggfﬁl?ag:f))] / _M_t_';%%_"ﬁ fla)ds

i) fotfo\)f(t—x)dx

d. — Transformations du troisiéme groupe.

_s(p) € fUt)
o) DPf : (z)dx

(p+a)

. (t)apf _P*T_ f(a)de

(p+.v)’+1

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 3.
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smt _ Sfl=)
(03p [T

\/Zq;<?> \/;PTf e~VPx f(x)dx

G(t) Pf“/ e“"erfc P/_ f(w)d

2yxr %

?(—100‘1‘)3[ P(‘;Tl)f(x)dx

— logt

— loo(1 — e— ®
?[_lo(;"(gl_ ei,t))] > pf B(p, z +1)f(z)dz.
0

e. — Séquences.

1. Si
CS(2) o 5(p)
et
&(2) > f(p),
alors
:P(P)_Pf (Pg_(*_‘,z.):dx“
2. Si
S(2) > 9(p)
et
1
s> Vps()s
alors
?(p°) c ‘(Tgtg(-tf)-
3. Si
JS(t) > 9(p)
et
Lol
£(1)> \/—;f( )
alors
?(p)=p \/;f e—’\/ﬁé%da_;.
0
4. Si

J(t) > o(p)
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et
&(t) > p—mf(p) (m entier > o),
alors
= °_s®)
wpy=(me0ip [ e
5. Si
J(@) > o(p)
et
&(t) > pfler—1),
alors
spy=—er [ P(p, 1—2)p*g(a)da.
6. Si
f(&)o9(p)
et
~
11(7‘;—) >h(p),
alors
a2/ L(%)>VP)
7. Si
S(£)232(p)
et
ﬁ ‘P(})Dh(}’)i
alors
o 2 (P}
st )°;¢;h(4>
8. Si.
J(2) > 3(p)
&(t) > ¥(p)flu(p)]
el
e—Fult) tq'f(i;) > k(p, k)

{u, fonction quelconque telle que u(0)=o et u(w) =, ¢ fonction
quelconque, K constante), alors

o(p)= pj;“h(w, P)i(—:—)dw-
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9. Si

J(2) > o(p)
et
&z, t) >pY e—xp""’
.alors
- M e, t da.
Pre(ph) f (@, 1) f(z) dw
10. Si
S(t) > o(p)
et

8(2,t) > 4(p) h(p) e~=rtp),

ou ¢(p), ~(p) sont des fonctions continues de p, indépendantes de z,
avec R[A(p)] > o el = réel > o, alors

wp)slrpl e [ gz 0 (o) d.

11. Si
S(aV=8%) +c > 9(p),
alors
faVe—5°) 5> g(p)—cetr  (¢>8).
12. Si
?(p) < f(2) pour t<1,
c o pour ¢>1,
alors
—ePe(—p)cf1—2) pour <1,
C o pour ¢>1.
13. Si
Hp) e f(2) (o<t<w)
et
&(p) c f(t+1),
alors

g(—p)—ePe(—p)c f1—t) pour t<1,
< o pour ¢>>1.

Il est presque inutile de faire remarquer que toutes les intégrales
ci-dessus et ci-aprés, introduisant des limites infinies, ne peuvent
étre utilisées que si elles sont convergentes.
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J- — Formules pour Uintégration des équations linéaires.

y(t) > 9(p)
Y > pe(p) —py(o)
Y > pre(p)—p°y(o)—py'(o)
"' > pie(p)—piy(o)—pry (o) —py'(o)
ty > —¢'(p)+ 2p)

p

ty'>—pdp)

ty'> — p*¢'(p)—p o(p)+py(o) ]
ty" > —2p2e(p)—pi¢'(p)+2p°y(0)+py(o)
2y > ¢'(p)— 29'(P) 2«9(917)

p P
2y’ > py'(p)
£y’ >2p9(Pp)+p°¢"(p) .
2y" > apo(p)+4p° e’ (p)+pe’(p)—2py(0)
m, 3¢"(p) 69'(p) 69(p)
By > — -+ — .
Y ?"(p) 7 T

g. — Original d’un déterminant.

Silon a
aij(p) € Ay(e),
alors
au(p) ain(p) ... an(p)
I ae_q(p) ...... e ag,,(p)
j Zomcl PRI
anp(p) ... .. ann(p)
t An—s As
c f d)\,,_l'/‘ Dones .. f dhy
[] [] []
A“ (7»1) cee Ain (Al)
Agl ()s:—)\i) ce Agn()\:—)-()
= Aal ()\3—")\g) ...........
N O e P

Ant(t—Xnt) o Apn(E—ney)

e b



[
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C. — DICTIONNAIRE D'IMAGES.

1. — Fonctions algébriques.

I .
(T:T)-i Dp-f-plePEz(—p)

— 2! .
(=T 4 ~+p°+ p*e’ Ei(—p)
-(——(-—ll_):—g(ni) > pri—plpr—24 gl pn—3—

E(n—2)!p+prerEi(—p)

n

Gxom > p[S(m—n,p)—CiS(m—n-+1, p)

+C},S(m——n+2,‘“p)—...]

(n entier> o)
fAd

> L(v—+1)pt—vS(v+1, p)

o (<0
o (t>1)
=t (e<n) ) Pp,v)
o (¢e>ni T p?

> pE(v, p)

Fogn > TE— P er e, v)

(1+t)":%Q(p, vV +1)

ti .
w1 2 PAR T R)

a_i_tb—pe“PEi(—ap)
1

—————— D wpePerfc

oo fe Vp

_l?_ > Vnp—npeﬁerfcﬁ
1+ ¢

Vit o1+ ﬁ_el’erfc V3

ay/p

(v>—1

(v<n)

(v<1)

(a>0)


file:///___L
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1—t (¢<1) — ﬁe“l’erg Vp
o (‘>1)}DI 2 \/p d
Ly erers p

Vi+1

1
= <0
o (t>1)

> Vapererg \Jp

t—\/tl__?_lbxperfc\/; (t>1)

'tt—l > Vrper—=perfe\p

I — . -
— D 2p — 2 \/Rp ePp erfc
YT i Vzpepperfe \p

*(3)

(e2— a’)—'%a ——\/—;—(2a)17p%K%(ap) (t>a)
3 P i 1 5
(#—a?) *> L\/éz(za)‘fpflﬁ%(ap) (¢>a)

(s 2 VL0 D (B, P Y, 0]

V4=
F

I

t -+ \/t=+ a?

tv—l

i PGy(p)

(t+ye=1)p+(@+ye—1)~"
Ver—1

1
ap

> Z[Hi(ap)— Yi(ap)]— (a>o0)

> 2pKi(p) (¢>1)
v—1i

5 v+i L
5 F(vjl)pe’D—(wu(\/ap)

- +1 ’ .
(1+12)

v
V41

H vt P
id 22" r(‘é-H) VP €2 Dyt (V2p)

(1+t)_’_

v

3
—Vif > (v +v2) of D—(wi)( x_)
(2p) Var
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(Ve—1)

F(1+v) (¢>1)

o (t<r1)

(Ve—1)

L(1+v)t ¢>1

o (t<r)

v
3

> (2p) *e

L]

D_, (y2p) (v>—1),

1—v

5(2p) % e

ol

D+ (v2p)

1
P (t>1)

} D pePS(v,p)
o (t<1)

-

V—lf— =

P vp—i
t 1+-12)

I\ v 2
PO (v—p—+ - p? Wuv(p)e?
2
1

I
(H<V+;>
Ve

(4 8) " E > 2y (v 1) prov [ (o) — (e
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2. — Exponentielles et logarithmes.

_1__+ 1 (e“‘ g”_‘ I
ab” a—b\a b>3(p—a)(p——b)

(‘ i e—at)‘z

—_—> pflog[[— _a___]
t (p+a)

“+2ap log[1+

a
p+a

(£)r( 22

t(x+e—¢)Dplogr<p+1>r<p+a)
2 2

2
tet D% p—'ﬁp"e‘ erfcf—)

E3
o i P2 2
ot (8

s VaRlei—1)

_i
e ‘—1

2
- 3

2
e g2 D;\/Epe-aﬁ

e~e¢”'> pa—rP(a, p)
e t—e2>P(a,p+1) (a<L1)

25
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logt (¢4>1) .,
0 (t<l)}3—El(‘—P)
log(1+¢) > — erEi(— p)

a
log

;2 e2rEi(ap) (@ non réel positif)

log(?—1)> —[erEi(—p)+ePE!(p)]
= —2[chp chi(p)+ shpshi(p)]
(¢>1)
log(t*—1) > — [ePEi(— p)+ ePEi(p)]
+ 2[cosp cip + sinp sip]
(2>71)

logit > — (logp +~v)'— %’(logp + )+ ¥'(1)
log (¢ + VZ+1) > 2 x[Ho(p) — Yo(p)]
1 2 P
log(Vz+ Vt+1) > ze’ K,,<—>

2

1+2\t+¢ _
logm—tbzxe Perg \/p
5 -
ﬁlog(\/t-;-\/t—l) (t>1) > — VPEi(—p)
o (t<1)
log(t+ y—1) (¢>1) |
0 (t<) § 2 @

1 ’
T log't > plv(p)—er]
log?(et—1) > [W(p) + Y+ ¥(p) + &

IElog(1+t") > —A(p,n—1,n)

eilogme (t>1) ) om[p'—vQ(p, V5J

0 (t<l)5 dym (m,v>o)
rlogt > ”—”p:"—‘){[lr(v +1)—logpT + % (20},
R(v)>—1

tvlogdt > I'(v + .
g (VT\'I-Z{[W(v—I—I)—logp]?'

. [T +1)— 3logp]L(2, v)— 2%(3, v) },
R(v)>—1

IW&%’ [Iogt-—— %‘F(n+ 1)]2—%‘11"(n +1)}

> PII.

[logp — %‘I’(n+1)]2+ %'If’(n+ :);
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1

t(w2+ log°t)

> pler—v(p)]

Coer > Mp = A5, 8)
‘lao—;‘ > A(p, @)
ﬁjTlg,; > plv(p)—v'(p)]
(et— 1) loglet—1) > S (W0 4D T (p =) =T (p—¥)]

TI- log
2

t

{ —

== > chp shi(p) —shp chi(p)
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3. — Fonctions circulaires.

. a?
sinat — at cosat > —TdL;
(p*+a?)
. 6
sin?t > P

(pP+1)(p°+9)
cos’t > —LPTT) (P’ 7)
(P°+1)(p’+9)

cosbt — cosat Ploop + a’

t 2 pi+ b
sin b¢ — sin at (b—ap
—_— = tg ~— L

¢ :Parc°p’+2ab

sin at cos bt 2a
— 5 Larag 2%
¢ 2 p—a+ b2

:zsinatsinbtD P p’+(a-+b)

t 4logp-;+(a_b)a

s’ ¢ P 4
—r Dparctg;— £-log <I+P )
sin3¢ _ p o 2P
— > Z[zarctg; — arctbpo+ 3]
sin4¢

7 D,%[ 4log(p2+ 4)
—log(p"+16)—610gp]
sin¢® > —L_A<Po %) 2)

2yw

4
’ I
cost> > ——p—_A(P7, — > 2)
4 2

2z
1 /7~
cosﬁ:x—-;\/—'e Werg
P

sin f > ape "’erg—-

Vi 2y/p

smlt >ap - /;el(fl\/—)

2vp

cos; > —2p(71;/(er(2 Vp)
;sinit > —2pkei(2yp)

ltcoslt > 2pler(2yp)



SUPPLEMENT AU FORMULAIRE POUR LE CALCUL SYMBOLIQUE. 20

t—v—1cos (—2—" — 7) >2p lcer,,(2 Vp)

. vt
t—v—1 sin(% — ?) Sa2p * keiy(2yp)

3a’p

at .
e_az+e. (Jg simna ﬁt

a\/—t>

Pi_|_ a’

Jap’

eat ot (\/—sma\/_t cosaiat) S
a\/gtD
2

at
e—9t4 2¢e° cos

sin¢ logt >

costlogt >

siny >
arc cos¢ D

tarctgt >

I
arctg; ]

: a
arccos > >

arctg \/Z = arc cos

1
Vi1

pP+a

3
Pi+ a’

1
® arctg — —
P gP P

p’+1
— —P——--log(pi—l-l)
2(p°+1)
1
— parctg — —vp°’
p gp p
pi-+1
P
— 3 +x)l°g(P +1)
bp
?Kl(bQ) (¢>0)
=L +Le()]  (E#D)
1 . . .
? [sinpcip — cospsip]
— [cospcip + sinpsip]
g — sin pcip + cos psip
Z—e)+a [ Ki(ap)dp

0

> -7-2:- ererfe\p

%arcsin:/—2 (l>l)‘§>erf\/ﬁ
1 (<)
3r°tal_t37§[GL)(P)+G%(P)]

arctg¢m > — mA{(p,

m—1, 2m)
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log (x +:,_)'__z farctge > p(cospeip + sinpsip)

X (cospsip — sinpcip)

cos\I—(f—1p
=y

(o<t ) -
Vie(e—1y s mpera(yih)
o (2 <t < )

%
P 2e¢ *® >
1008t|3p°+:<1+——1—eﬂﬁ (t>wv)

h(t) > po(p),

Sil’on a

alors

h(t)cosvt > PRo(p +vi),
h(t)sinve > —py o(p + vi),

-R et J signifiant les parties réelle et imaginaire de o(p + vi).
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4. — Fonctions hyperboliques.

shvt > ;%B(—B—;_——Z, V—I—I)

. at
chat sinat — shat cosat > _da'p
P£+4a¢
. 2ap?
ch at sin at — sh at cos at D——E—
pt+ bat
2 9
shat sinat > 24P
P+ bat
&
chat cosat > A
pt+ia*
20}
shat — sinat > -—P—
pt—at
a‘) >
chat —cosat > ‘ P‘
P —
. 2ap?
shat — sinat DP‘ Pa‘
2 p*
chat + cosat > %
pr—a
chat —1 > —
p—a

C- TR
chyt > l\/—e‘/”erf-—_-.+t
2V p 2yp

shy = e‘/’er———-
i > V=p f@

Vicha /it 2 \/ e” +I

LIPS W\/;PEJ 1 _1(3\/1;)

i =
sh? \/2 \/”P (ep )
)

7

ch \/— V= P 41
vz P<”

pV2Q

\/ht—-—l 1(!)

31
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sh\/zt sm\/ 1
D> yxpsin—
—G Vrp 7

ch\/ﬁc_os Vat 5 \/n_pcos—l
Ve P
ch /22 sin /27 > 3 [cos L4 sint
2p p p

shy/2¢cos t:\/ [c q—l-—sml]
Vateos Vot ap L°%p P

ha i 1
c o\/tfmzﬁa RENH <1
tT ¢

1
5]12\/?(13052\/;D _2T“\/P7J1 (
t *

sho/tsina ¢ 1 1

—\/11—\/—-3 2%x\/pJ '<— cos

iy “T\P

chzﬁcosz\/t

__1—.____ D
tT

Vtch /2t cos /2t > 5‘/3 <cosl — 2sin
p p
tsh\/2tsm\/2t> (sml+3cosl
v \/p p prP P

ch /22 sin /22 4 sh /27 cos /2t > ‘/2; :?;1:

1 -+ 3
chz\ﬁsmz\/__shz\/?cosz\/ts247:\/;% (1);::511)

%

t + i 3
chz\/tcoszﬁ_:shz\ﬁsmz\/zbzkﬂ/PJ 1<£>C(')Sl
A ~$\p/ sinp
vt

0)

e ° shV > —B(p—l—l v)

p+1)(p+2)...(p+m)$

mt .t T(m+1) |—(p—1)(p—2)...(p—m)
2Sh—2—5h ED om (P.-,_Ia,)(l).,__lzl) .(P.,_mg)
[ad r
i :—(y;vﬂpt[v+x,£—:—j], Rv)>o
¢ .
tht:I‘(v+1)[pC<v+I,f)—;:—V] R(v)>o

L P\ _1og 2
;——ctht:p[lll‘<2> log2+1]


file:///j~2t
file:///J7ZpCOS
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ht
logsT > log-{:— —‘I"(£>— L

2 2p
; 1
log cht > ‘If(g) —‘P‘(—i—’) —logz——l—J
log® sh R oo | - L 72
0g”sh¢ > [‘F<2>+P+y+lo,,2] +p2+ 3

shy:%Kl(bu) (t>b)

Sil'on a
h(t)> po(p),
alors

h(t)chve > g[q;(p—l-v) +o(p—v)]

R(tyshve > Llo(p—v)— 9(p+ )]

MEMORIAL DES SC, MATH. — N° 113, 3
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5. — Logarithme intégral et fonctions associées.
Bi(—at) > —log L%

(si @ n’est pas un nombre négatif réel)

Ei*(B1) > —log 22 (B réel positif)

B
tEi(—1t) > P:"I —%'Og(P"‘l)
E—l—(y__;—t—) D——Z\/;—ﬁlog(\/;+\/}?1-)

> pleos yp si Vp — sin Vpei Vp)

Ei(—a)—Ei(—e!) (t>-loga) > P(a,p) (a<y)

o (t <—loga)
.- X 1
st \Jt O —erfc
Vi Serfe—x
cz\_/tb\/:cpEl(__l_)
Vi 2 ip

si; > 2kei(a vp)

ci; > —aker(2\/p)

I
1

shi(z) > élog ii = arg cothp

chi(t) > — ilog(p"—l)
chi(¢) + cit > —log yp*—1
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. . 1 p+1
chi(t)—cit > ;log i

a[zchi(t)—sht] > _7‘51og(p°—x)

chi(i\/}) DEE#< 1 )

vi. 2 4p
cht shi(z)— shz chi(¢) > Pf_l logp
cht chi(z) -+ sheshi(¢) > — P{’"_I log
— 1
¢h Vz chi (yz) +sh Vzshi (2) > %\/%e‘_”Ez(— ZI;)
ch 2 shi (£) —sh Vzchi (7) V=P e;‘,—,Ei(__ L)
Ve 2 P
C(¢t)sint — S(¢)cost > _L
Va(p +1)
: Vp
G(t)cost + S(¢)sint > _LPVP
Va(p®+1)
) 3
C(#2)cost®+ S(2*)sint” > — p_( si L cos £~
2 \/ax 4 4
—cz%’ sm%z>
C(t°)sint>— S(¢#°) cost® 3—2 %( siE Sin_fz_"

+ci%’cos%-)
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6. — Sinus et sinus intégraux du n'me ordre.

f(¢j,n)> "+I

SV, 4, m) > 5\/—./(#,
ALl s i 3)
Alpon—i=ion)

ﬁtf<t,> n—j—+ ;’ ”) >—p’A(p’, J, n)
2

J+1
2

n
y —
2

)

f(z':j, n)D'—'

. Yz
h(t, j, n) > 1

J+1

2)

h(L
(3

sl-l ds
ST

R\, j, n) > 1\/E

)

2

h(\/t7.], n)D \/—h
Ve

F(s, J,n)D—f

._.,_.’_

2

s im > = [y
:/ A(% 1, )>PA<\/—J:")
; A (5 L35 2) > AR jin) -
————f("i}z"“: 21':p:C )sings —s(75
_&%ﬂbs/m_c )‘3054[_],“‘5

- =T s .

10202\ o) i35

[ L1 1

1—f(Vt, 4, 4) > PLC )sm@-——s 7
F (v, hn) Vrp 1 jon
S (s

~
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7. — Fonctions d’erreur.

\/P

—erf Viop log = 2pargcoth \/p

~e

ﬁe“‘er;f\/;t+—l—_— 52

yrst pP—a

a a’
T (p—a)Vp
erg \Jt >

eaterf \Jat —

p—1

Vp

p—+1

F_ergfa\/p—:,
VE p

Te—"ergt > — ——e E:

e—terg \/i >

[
S—"

Vrtetergt > 1+ %Ez

AI’E_,‘ Al'ﬁ
~

Oy

erfct>1—e erfc

\/ﬂ:terfc\/-t > Tﬁar“g \/'—___ .

p+1

Lerfc vt o paretg \p

%erfc—l—— > —pEi(—2p)

Ve
— 1
%\/z:—eTerfc :;—_ > yp(sm2 ypciz Vp —cos2 Vpsia Vp)
¢
- 1
vz eerf———;—ta p(cos2 Vp iz {p + sina Vp siz Vp)

28\t
eerch_DuJ_[Hl(2 )——Y;(z \/_)]—1

:Te“erfc\—;-Z 5= p[Ho(2yp)— Yo(2Vp)]
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2\/“—t+e"‘erfc¢&~t:>1+———=
g p+Vap
T - —/ap
2\/£e “—\/Eer‘fc—{—&-De =
F 2/t Vp

eaH-\/Eerfc ‘/Z -+ Z.t VIE > \/Ee—‘\lsli
2Vt Vp+va

erfc V —-eb""‘/—berf \/a—j—zt\/_ \/be—\all
2 V¢ 2ve \p+yb
(t+ ) cia__ at —5_ eV
2 Vi w P

e—\/n er fc _b___.,”ﬁ

2/t

+ eVab erfc Vb +;_t \/— 2eVbl(p+a
2

e‘”[ e—'/——erfc \/_ " ;: \/a

+ eVab erfc v + 2t \/a] 2P o
a

2\/t P—
[,._2_1 b+2
erfc = —eb] 1+ 2(b -+ ——) erfe =
2 — 2\/_
a a
(b—2L)
+4¢/ L, ‘i

eb(t-—g‘1+ap)

I+ {1+ ap
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8. — Fonctions eulériennes.

T(t+1)> phier, z) (< x)

S>o (t>x)
o 2 PYe”)
m > perpy(e=r, n)
et > e )
(m

— npu(e—p
1‘(t+n+z)°1”’ p(e7?, m, n)

meror>(5)

L
fo” mzi’"m 4z > *‘(p’ ”‘)

o

P(¢, a) 1
Ma) °  ane (470
QU a) 1 .
Iay > e (@>°)
P( e, v—l) 1 I &
T = 755)°
(2p) |
e!P(t, a+1) 1 (az—1)

I(a+1) Dp“(p——l)
) v—1 I —P(\/;,zv)
(4t) P(Z;a v> > /= E——

(At)vp<l,.v+l> DM’_Z‘L‘)

4t

L
V=3

(41) :Q('I't’v> DM

1
V—3

(4t)"Q<% H,,) 5 Q(x/i:fv;x)

p

39
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9. — Fonctions v (&), u (¢, m,) et analogues.

v(t) D> —— logp

S5 ()

v(e—at) >

I
logp + a
- i dz
vie ')Dpf (p+.z')I‘(x+l)

v(ii—e—t) > I‘(p+1)f v

p+x+1)
Iv(t) :pf {(x+1,p)dx
v(t)logt +1 Df Ej.—(—“’fi-}d.z:
0 p=
* ey (z) I
———dz > —r
jo‘ I'(z+1) loglogp

v(t, ) > ———

Il logp

CTEB RN

2v(2ﬁ,n)>\/§v<}),n;l>

vi(t, n) > — Ei(— nlogp)

I'(m—+1)
]Ogm+1p

_ T'(m +1)
F'(e e, "l) D (a+logp)"""1

w(2ve, m) S \/_P(—’ m)

u(t, m)>

om+1 \/rt
. I'(m—+1)loglo
W(m +1)p(s, m)— d—,-,;l«l(ﬁ m) > _(__h_)_u__"%;_glf
o
T(m~+1)

w(¢ m, n) > p*logm+ip
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_
w2yt m, 2n) \/;P(;r), m, ,,)

am+1y/xy

p(t—e=t, m n):l‘(p-o—:)fu—M———
. b T(p+n—+x+1)

I'(m—+1)loglogp

T
)\(—I-, .1:) > f I‘—(—u—_';gdu
14 A p

—J—z)\(z‘z,z) > \/:_1—)7\(\/-, 2)

4‘/%7\(;5—1;, .z‘) > w(yp, 22 +1) — A (Vp,1)

J
W(m +1)u(t, m, n) — S (& mym) >
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10. — Fonctions de Bessel.

arp
thJy(at)y > 1 3., (2n—1)—L

'/l+l

) (at):—l +3vp +v—1];v, R(v)>—3
v

< ) R(v)>o

b,
(r+»b:) 3.(aVTT32bt) > \/ pa"bv+° K ,(br). R(M)>—1
V4 V+°

v
£, (2y/at) > a

%Jv<3> > pa(VP)Ku(VP)
logV2Jo(2y2) > e—/_’ [El (— —> —logp]

Jy(2asht) > pl, (a ) (a), R(v)>—1, a>o0
S+ oV

SV —p)
1G5 (- 2)

- _p_n’ a’
Iy () Jay(2aV2) > -ge 7 JV<§7>, R(v)>—1

I
1 I‘<p.+v+—> a?
w— *2 /) —3 a®
t *Joy(2aVt) > —— 2/ o 1—p M <_ >
o( \/) JaT(av+1) p e p )

R (p. + v+ %) >o0
elb—a)t

1 (202 5 201,(> VBB K, (2 yap)

Jo(2) cost® > \/g 2 [ J0<PI—;> cos(—j:—; _ .2_>
(%) (5 +3)]

ey T ()l
~%o(fs) i (5 + 7))
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* I
f J(x)dzr > '~ 79

fJ(\/—)de \/—e 8

{

‘[[J (Vo) + L(Va) ] de 5 L ‘/_ [o §’;> l(#)]ché
b[l[h(v’i)—l.(ﬁ)]dﬁc > 1\/; [b(#) _ Il(gx;)] sh#

SR s /52, RO >~
‘/o‘qJ-»v[ziav Ja’ﬂ:—e T (:‘j‘”), RO)>— 1

Jl(}‘i) > plv[%b(r—p)]Kv[éb(""'P)]’
B RV >—1,t>b

1

_ Vs

§ 2 b 2
yI(ay) > \/E a"p(;—) K, 1(br), RO)>—1, 6>

§ Z (_ 1)'"(ab )"m+v(2 b)p.+1

m=0

[ )
y¥ly(ay) > —= <u+v >
r{—— K
2\/; x 2 meet '(p.+v+1)+m(bp)

v —
'I‘(v +m—+1)(2p) ey —iiem

R(p+v)>—2,t>0b

e—br

f Jo(ay)dz >

e—b(p+a) e—br

f Jo(ay)dx > . t>b
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11. — Fonctions de Bessel de seconde et de troisidme espéce.

Y, (ayi) > “ie“i':[“"(fi)*"'(%)]

4y=p
1
N - | N I
‘0(2\/t) > —;_:e”EL (— ;)
1 - 2 _1
Yo(?“t)—F' ;logtJo(z\/t) > _;-Ee plogp

a?

sz(a\/t) e~37 . <a° 1 (((1
_\/?—Dn—'npcos_wt sinvely @>+“K" 81’) ’

I 1
_£<R(V)<§

~

lth(%') > pY,(Vp) K. (VP)

~/o‘tY1(a\/;) dr =n e[ Y, (V) Ho(Vi) —H,( Vi) Ye(V0)]
> ()= ()]
O (2y7) > ;%[1_ %E""(*i‘)]
B (av) > ¢ [1 Lee (= 1) |

H{ (242 [7p ~5 e L)Lk ( L
: \(/'t\” > ors "[e wﬂ”(zp> WKV(ZP)]’

1 I
_5<R(v)<§

50) , TP ety () i )]

\/t Cosvm

H&”(\%) > pHM (Vp)Ky(Vp)
H{,”(%) DpHV’(\/;)Kv(\/PT)

P T
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12. — Fonctions de Bessel d’argument imaginaire.

_ . il Ei* 1 log 1

log Velo(2yt) > eP [g L (;) +legy
To(2v22) + Jo(2y2t) > 2ch§
To(2y2¢) — Jo(2y22) > 2sh1—f

a

7
I\,(z‘\'/a)D {J"e P 2,\/)
v Y P
t° a’T'(v)

tnl,(at)y > 1.3...(2n—1)a" s’f+1

B4V 41 B

I e P T

g °p z

CTRGVaD) > =it By (5)
R(p+v)>—1

Pt
? 9
- 3 T + 1
e ' [V<t§ ) > 2“"(.[4(\‘\‘ —I—[Z) e]"' —3———"7 !(Po)’ R(V) > Z

v

e\ 7 252) > L (2 evir—s) —
(i-Tz'E) L(aye+2bt) > L <R> eblp—s), R(v)>—1

- vl

v b g
£+ 2b8)*L,(a o'+ 2Dbt) > \/-72; a"p(—;) e”PKH_:(bs), R(v) >—1
— v+l

yIy(ay) > \/% a"‘p‘<;> Kv+:(bs),
R(V)>—1,t>0b

[/ 5o u () (5]

o~
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t
f e—"”lo(a\/t’—-z’)dx >

0

_P
s(s+b)

t —b
v —1 Fy—— L7
e"l ecly(aye—zx )dxbs(s+)\)

. emp gpm x
l;(-l‘) DPZ ']T!- ?ﬁv(;e—ﬁ, m)

m=0 ’
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13. — Fonctions K de Bessel.

1
Y]

i _
¢ —K,(2) > 2pKV(\/R)K.,<-\/I—E)
Ko(2ay7) > "{-m(%)

1
Ko(2VE) — log yElo (2 yE) > ¢ logp

ot B I‘<—p+v+é>l‘(-—p+v+%>
[4 *Ko‘,(2 \/at) >

2ya
= a 1
= e'PPp.+1Wp.,V(;>, R(v—p)>— >
VKo ( \/-) a"VI'(2v+1)';,—’ a’ R I
tvKay(2ayt DTe Q ;,——2\: 5 (v)>—§
N
I‘(v+;>e°/’ . .
Ky (VI L (V) > __‘;:T_\v_!)‘,(}—n), RO >—
2}) ~ 9’ 9

Ki(ayi)— %Y;(a\/?) >4/ 2[R ( %) b s —Ka( %) g ]
o St ST (E) ()
2Ko(2vE) — = Yo(2V7)

— log£[J,(27) + Le(2y?)] > 4logp chI—I)

2Ko(2V/7) + = Yo(2V/2)
~+logt[Jo(2y7) — Lo(2V/7)] > 4 logp sh}—;

*® T 1
[ Ko(az)dz > — — > log

© 1
f zKo(az)dzx > % —=
]

© % 1/p  a, R

t

» n % R\¥ a)"]
f Ky(az)dz > vE 25 SV [(3) —\R/ }’
L

2@ COS —
2

—1<R(v)X1
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m
28" K (2y2) 5> T(m +I)S(m+l,}—l))

1

T e
26 *Ky(&) > T(p+v+1)T(p+1)——

v—1

(b+v>—1,p>—1)
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14 — Fonctions de Kelvin (ber et bei).

d
l—i—tber(zg/t)sp(cosp-; —1)

d
—L—ﬁbet(zﬁ) >p sin;l)

1. /= I 1 3wz
beru(22) > a\/m J“:‘(z’ﬁ) °°5(5+7)

. 1 n[ 1 . 1 3
beiv (212) > 5\/1? oot (55) 0 (55 7)

bers (21/2) — beiv (24/7) > Jv<§)cos<§+¥>, R(v)>—1
ber, (2 yt) bei, (2 V) > ng(;—) sin (l—fﬁ-vi) s R >—r
bersy(2y/2t 3 3
s T () (G )
R(v)>——
beia, (222 — . 3 3
_lv_f/z_‘/_):¢ﬂp1,,(;1’>81n(}f__7ﬂ+_;§),
R(v)>—+
v
(ﬁ—tz_b)-[ berv(a\/t"+2bt)
N bip—v)+ 2
' i beiy(ayiabt)] > L, R(v)>—1
v . ‘
t? ® —f—[b (‘/—>de 2v 1 3vm
Wt—_; | e ery(Vz —Ecos \/—F+T ) R(v)>—1
P‘
v
Y -
& -, v o/ 3
= e “beiy,(Yz)dx DI%SIHK\—/I;-F%)’ R(v)>—1

—— e

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 113. &
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18. — Fonctions ker et Aeci.

lter(z\/;)D-——l[cos—l-ci—l—+sinisil—l
2 p P P P
Lei(z\/;)D——l[sinlcil——cosisi—[—]

2 VN 4 P P
Icer(zﬁ)

— %logt ber(24/t) > logp cos% +

kei (2 /)

T .1
- s1n —

4

— %logtbei(z Vi) logp sin% — -}cos—;—;

/ = _
—,.\7:5 I 1:) ( 1
ke t)> cos | o— + - Ji(—
r(v2) 16 vp (810 i) 17'\8p
+sin(—l—+7c -Y !
8p Z) i ‘<5
ki (v8) > Z2VEE n (L7 [ (5
16/p ! 8p 4/ L \8p
I =\ [ 1
—cc»s(§;+z> _Yl(ﬁ_ﬁ

— L
o~
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16. — Fonctions de Struve.

2 [H (1) — Yo(0)] =f”e—z~hedo > _gilogQU
?[Y‘(at)Ho(at)— Yo(at) Hi(at)] > 2 [logg - —f;log% + fr-’]
Ve [Ke(V) L (VD) + L(V) K (V)] = [ K (V) d
) ' — 1
1 T 5 { 1
> 5/ 55 [ (55) —%(55) ]
%f[Ko(at)Ll(at)+Lo(at)Kl(at)] > %[log% — ls'_’-: log% + g]

1
) S 1

t'Lo, (2 t) > —ePerf—
(2 V0) > cPery L

Loy (V) 5> ——1—— PP (l, = —2v)
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17. — Fonctions et polynémes de type hypergéométrique.

3 5 2m—+1 m I
2 F —y ——y sty — | D —p ™
\/-0 m(2 2 ) b )

[I

p (1) = t nt (PP

e Dn(ﬁ) He,,(\/;)D 7 (1 1!+2!
2°p

(la suite sarrétant lorsqu’on obtient une puissance positive de p).

D211(2 \/t) S 2,,11( > P(I_P)"
v (a+p) °

v 3 v-1?

D)= Dale1) > 5

el (e 1) 3 (5 )

\/t 2p
(t_l);:Pn(t+:> > %,!—'L,,(——p)
1 92m+n+1 —1,- 2 ’__ —
(— 1)m+n _'Lz‘fme “LZH'"(%) > (a \/_P)"’""'"""’Kn(a \/P)

Wa+ e Fi(—n,n+p+vy—+1;04+1;1—1¢)
By
>Sr(p+np °
p

x e’ \V\,_pL gt ( )
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18. — Fonction hypergéométrique confluente de Whittaker.

l‘(cz—f—v—i—é) l‘(a—v+ )

W) T'(a—m+2)

R L )
> oF ahVA oy e — VAo a—p-&-z,——p
w _ . -
m+v+:7 v(t) > I'(2y +m +1) (1— p)m p~™v="m, R(v)>
~ 1 v—p-+l- p.+v—1
¢ 3e°Wy,,~,(t)DI‘<p——v+-2—>p .([—P) M
[H +v— % (entier positif), p —v + % (non entier négatif)], R(V)>— é
1 t

1
_V_o o B+v— 1
t e ‘v“,v(t)b (—[) I‘(l.L—v_Fg)

1 1
V-, BV
X (p+1) ° °

(mémes conditions que ci-dessus)

— —+
t W, 1 w2 I‘(p.—l—l)(—l)l’f""p”(l— —>pL '
+p-+.7 P

(1 =+ v entier > 0)
a’t —— a’ a’p+1
We 81.Wp"v(—4—2) °l"‘ lKov(a \/——)

5> — ——pPy(p)

[4 SIN VR

‘_w,

Vi =

Woo(28) _ Ke(6) tog(p + VF7=T)
T Vat N \/p —1 .
—_— =Y —

W (t):I‘(a-i—v-&—g)p(p—Fé) :

V-I—”’ v

, o(t):o log(p +1)’

(a+v+§>o>
1
e W o _u(2t)d2 ‘Ta+n—p)(2—p)ipe—" (n>1)

e e
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19. — Fonctions de Mathieu.

1° Définitions et notations. — Les fonctions de Mathieu,
cem(Z, q) et sem(x, q) sont les solutions périodiques, paires et
impaires, de I'équation de Mathieu

Y'+(a—2q9cos2z)y =o0

dans laquelle on pose aussi g = k2.
Les fonctions dites modifiées, Ce, et Sen, sont les solutions
périodiques (de période n7) de

Y'—(a—o2qch2z)y =o.

Elles sont développables en séries de fonctions de Bessel, par les
formules suivantes, oil les coefficients A et B sont connus :

Cenn (2, q)= ceyzg’?,:]q)ZA(’IL)JU(,]‘.S}W,),

Cernyi(z, q)= E}i’%]—) coth .1;2(2.9 + 1) A Jo 1 (2k chz),
1

S$€rp41 (E’ (_I)

Sexnia(r, q) = TEByATT th-’DZ(-—-—I)’ (25 +1) BOAV Jo oy (2k chz),

Sesnio(Z, q)=— S—ek’)LE;",(:—*_’,)gl cotth(zs + 2) B Jog o (2k sha).

Des solutions de seconde espéce, correspondant respectivement
a chacune des quatre fonctions périodiques ci-dessus, sont repré-
scntées par les séries suivantes, introduisant les fonctions K de Bessel :

’n
TAY ™

Feky (z,q)= 5229 N (— 1y A Koy (— 20k sha),

Feksni1(z, q)= % coth zZ(—I)S(zs +1) ARV Koy y(—27kshz),

S€rp4o (— ) q)

rkB(’n+l)

Gekspir(x, q) =— % coth wZ(—:)‘@ s+2) Bl Kog o (— 2k sh z).

Geksp i (2, q)= th mz( 25 +1) B Kog 1y (— 20k chz),
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Il est également utile de considérer des fonctions correspondant
au paramétre — g; elles se relient aux précédentes par les formules

Cexn (2, —q)=(—1)" Ceopn (z‘+ﬂ—l, q),
Fekin (2, —q)=(—1) Fek, <x+——, q),
Se-;,,.,_i (x, — q) =~(— I)""H iCe-),,.H (.Z' -+ '—, q),

Gekoni(z, —q)=(—1)" Fekrpit (.z + =, q

2° Images symboliques.
x kB A+ per )
- \/mGekon_., (argch Py AR 4
S€an+1 <; I q>

= k> By i+ per
$€5 40 (gv q) VP 4k

Seopiifargch(1+12),9] >

Se’n+"[arg0h(l +t), q] Geka,,_,_e.(arb Ch o ) q)

o ' (on) .
Ce’”[ara____(:h(l—b-t), q] 2> —_1: A: . P er FBkn:( Po'bh 7 9>
Vo + 2t ce»,l(as q)
(o 1) ]
Ceonsa[argech(t+1), ] :I———————“kA‘:+' pePFek,,.+1<argché’;—c7q>y
-+ 2t Ce’)n+| (‘q" q)
o — s (on)
Cevn[a:‘/?ih—(l_+t)7 9] ) _(__QL;:_{\"_n_p epFek.,n <argsh 2£I—c’ _— q),
'+ 2t ce,,,(-—,q
2

Cesnri[argech(1+0),q] (—1)r+imk ARr+y)

Ve + 2t

: - perGekinia (arg sh Epl-c’ — q),
ce(°n+1)(5' q *

(__ I)" n-kB(l"n+1)

T
S€opn41 ('— ’ q)

hed —P=:Fekﬁn+l( T"’Sh—p—) -_ 9)
Vp + 4k

ﬂ]‘A(’n+l) Pe[’ - & _
Seqpti[argeh(1+ 5),—ql> ceqn+:(0, ) \/;)T—_Z-k_' Geksnia (arb ch ok’ 4)-

(—l)" nkB({’"'H)
S 32u+l(t7 q) 2 —'—T——
$€rn4+1 (‘2‘2 q)

xpfwl,,(zkshu)Fekznu(u, —g)du.
0

Sernia[argch(1+1), q]
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20. — Fonctions diverses.

a. — Fonctions de Schlomilch.
—_ pV
t—vS(y, t) > —HI‘(I——V)
1
—e ‘S(v, i) >2VpeVpS(av—1, 2 \Jp)
\/nt t
v, —l-> > 2pe—vPS(ay, 2 Vp)
t\/t . 4

b. — Fonctions théta.

82(0, =°¢) > \Vpth(4y/p)
04,((,0, 7:"[) > V;M

shyp
c. — Fonction de Dirac.
3()op
&(2) > p?

5(")(t) > pu+1
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21.

(¢1> 5=
t—[t]>

t—[f]— 2>

EF

— Fonctions discontinues.

[t ] [t+l] 1+ (—1)td
- I )|— = S
12 2 2

alll >

1— alll

I—a
[et] >

el—fe!] >

Cﬁ)a[l—-n] >

l+ +x + o [t]
Big
>

Série de Fibonacci (u,=

Uiy >

Fonction brusque unité :

O, Uy =1, ..

ep—1
(eP— a)r+1

—er

e P(l—e—'P)
TeeP—1

er—1

er—el—1i

U(t—a)> e-ar

Fonction gradins :

U@)+U(t—a)+U(t—2a)+... D

1— e—4pP

R(p)>o

R(p)>1
R(p)>1

s Unyp1=Un— un_i) .
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Fonction créneaux :

U(t)—U(t—a)+U(t—2a)+... > %th%’-

Si l'on pose, pour abréger, [%t] =a:

" sin 2 Taw
Ccos Tw

(=1 > 0y(w, 4p)

sin 2 Taw
sin Tw

2 Og(u), AP)

Sil'on pose [{/z] = :

sin(2f +1) rw
sin ww

cos(2B +1) nw
Cos T

> 63("‘)7 P)

(_1)6 Dei(w;P)
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D. — REFERENCES.

Nous ne oitons ici que quelques références a des publications récentes,
renvoyant le lecteur aux listes données, soit dans le Formulaire, fascicule C
du Mémorial, soit dans le fascicule CV, Le calcul symbolique et ses applications
a la physique mathématique, par P. HumBerT et S. Coromso.

1. Giiry (J.). — Les parties finies d’intégrales et la transformation de Laplace-
Carson (Revue Scientifique, 83¢ année. fasc. 5, 1945, p. 259-270).
2. Humeert (P.). — Quelques séquences symboliques (Ann. Fac. Sci. Lyon,
1942, p. 85-92). !
3. Humsert (P.). — Sur les fonctions K de- Bessel (Mathematica, t. XVII,
1941, p- 59-6/!)'
4. Humsert (P.). — Nouvelles correspondances symboliques (Bull. Sc. Math.,
2@ gérie, t. 69, juillet-aolt 1945). ,
5. Humsert (P.) et Porr (L.). — Sur certaines transcendantes liées au calcul
symbolique (Bull. Sc. Math., 2¢ série, t. 68, novembre-décembre 1944).
6. Mc Lacaran (N. W.). — A general theorem in Laplace transformations
(Math. Gazette, t. 30, 1946, p. 85).
7. Mc LacrLan (N. W.). — Theory and application of Mathieu functions
(Ozford, Clarendon press, 1947).
8. Pour (L.). — Sur deux régles du calcul symbolique (Ann. Fac. Sc. Lyon,
1945). .
9. Porr (L.). — Sinus du Nme ordre et calcul symbolique (Ann. Soc. Sci.
Brugzelles, t. LX, sér. I, 1946, p. 15).
10. Porr (L.). — Nouveau théoréme du’ produit (Ann. Soc. Sci. Bruaelles,
t. LXII, sér. I, 1949, p. 155).

Signalons d’un mot les importantes recherches de M. Parop1 sur l'appli-
cation du caleul symbolique a la résolution d’équations intégrales (voir, par
exemple, Bull. Sc. Math., 2° série, t. 69, septembre 1945 et t. 70, juillet-aotit 1946,
ou Revue Scientifique, fasc. 4, 1947, p. 233) ainsi que son ouvrage sur les
Applications physiques de la transformation de Laplace, C. N. R. S., 1948.

Enfin, comme témoignage de 'intérét suscité dans ces derniéres années par
le calcul symbolique et quoique leurs auteurs n’emploient pas les mémes nota-
tions que nous, rappelons deux exposés récemment parus sur la question :
Porier (R.) et LarLume (J.). — Le calcul symbolique et quelques applications

a la Physique et a I'Electricité (Actualités scientifiques, Hermann, fasc. 947,

1943).

Herrexc (P.). — Les applications du calcul opérationnel (Publication des

laboratoires de U'Ecole Normale Supérieure, Masson, 1944).
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