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LES

ENSEMBLES PROJECTIFS ET ANALYTIQUES

Par M. W. SIERPINSKI.

LES ENSEMBLES PROJECTIFS.

Introduction. — La théorie des ensembles projectifs créée par
Nicolas Lusin en 1924 est devenue une branche importante de la
théorie des ensembles de points, le grand intérét a étudierlaprojection
comme une des opérations les plus simples et en méme temps les plus
importanies de la Géométrie étant incontestable. Or, la notion
. d’ensemble projectif semble présenter un grand intérét philosophique,
grace surtout aux liaisons avec la Logique mathématique (voir plus
loin, n° 13). ' ' ' ‘

L'étude de propriétés des ensembles projectifs est difficile;
cependant pour comprendre ce que sont les ensembles projectifs
et quels sont les problémes qui s’y posent, on n’a pas besoin de
connaissances spéciales. Je tacherai tout d’abord d’expliquer d’une
facon aussi élémentaire que possible, ce que sont les ensembles
projectifs, quelles méthodes on emploie pour les étudier, quels sont
les théorémes les plus importants de leur théorie et les problémes
encore non résolus.

1. Ensembles ouverts. — Un ensemble plan E est dit ouvert (ou
ensemble G) s’il jouit de la propriété suivante : quel que soit le
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point p de Uensemble E, il existe un cercle de centre p dont
Uintérieur est entiérement situé dans I’ensemble E.

Pour les ensembles linédaires il faut remplacer les cercles par les
intervalles (segments) (dont le centre est en p); pour les ensembles
dans 'espace R, a 3 dimensions les cercles par les sphéres. Générale-
ment on peut considérer les ensembles ouverts dans I'espace R, & m
dimensions.

L’espace euclidien a m dimensions, Ry, est 'ensemble de tous les

systémes (Zi, Zs, ..., Zm) de mnombres réels (pris dans un ordre
donné). L’intérieur d’une sphére de R, au centre p = (a4, as, ..., @m)
et au rayon r est 'ensemble de tous les points (Z1,°%3, -.-, Tm)

de Ry, tels que
(Z1— a1+ (Z2a— @22+ ... +(Zm— am)2< re.

L'intérieur (ou lextérieur) d'un cercle, d’une ellipse ou d’un
triangle est un ensemble ouvert plan, mais n’est pas ouvert dans
Pespace a 3 dimensions. Pareillement I'ensemble de tous les
points (z, y) du plan qui ne sont pas situés sur les axes des coordon-
nées.

La circonférence d’un cercle n’est pas un ensemble plan ouvert.
L’axe de coordonnées est un ensemble ouvert linéaire, mais n’est pas
un ensemble ouvert plan. La propriété d'un ensemble d’étre ouvert
est donc une propriété extrinséque : propriété d’un ensemble par
rapport'a 'espace dans lequel il est situé.

On démontre sans peine qu’'une somme d’un nombre fini ou d'une
infinité quelconque d’ensembles ouverts dans R,, est un ensemble
ouvert dans R,,. Le produit (c’est-a-dire la partie commune) d’un
nombre fini quelconque d’ensembles ouverts dans R,, est toujours
ouvert dans R, ou vide, mais cela ne subsiste pas pour une infinité
d’ensembles ouverts. Par exemple si 'on désigne par S, l'intérieur

I .
du cercle 22+ y* = 1 les ensembles S,(n =1, 2, ...) sont ouverts

dans le plan, mais leur PlOdl.lll',, qui est év1demment I'ensemble formé
d’un seul point (0, 0), n’en est plus.

2. Opérations élémentaires. — E élant un ensemble de points situé
dans R,,, on appelle complémentaire de E (par rapport a R,,) etl’on
désigne par GE l'ensemble R, —E, c’est-a-dire 'ensemble de tous
les points de Ry, qui n’appartiennent pas a E. (Par exemple le complé-



LES ENSEMBLES PROJECTIFS ET ANALYTIQUES: 3

mentaire de intérieur d’un cercle par rapport au plan est 'ensemble
de tous les points de la circonférence de ce cercle et de tousles points
extérieurs du cercle considéré.)

On a évidemment (pour tout ensemble E situé dans Rx)

CCE =E.

E étant un ensemble de points situé dans le plan, on.désigne par PE
la projection orthogonale de 'ensemble E sur I'axe d’abscisses.

(%1y a2y +« s Tm—1, Zm ) étant un point de Ry, onappelle projection
de ce point sur R,_4 le point (24, Za, ..., Zm_1) de Ry_,.

E étant un ensemble de points situé dans Ry, on désigne générale-
ment par PE I'ensemble de projections sur R, de tous les points
de E (et l'on appelle 'ensemble PE projection sur R,—, de
Pensemble E.

3. Ensembles projectifs. — On appelle projectifs les ensembles
qu’on obtient en partant des ensembles ouverts d’un espace a un
nombre fini quelconque de dimensions et en effectuant un nombre
fini de fois successivement les opérations de prendre le complémen-
taire et de faire la projection. '

La famille de tous les ensembles projectifs situés dans les espaces
4 un nombre fini quelconque (variable) de dimensions peut étre
définie comme la plus petite famille @ d’ensembles satisfaisant aux
trois conditions suivantes :

1° la famille @ contient tous les ensembles ouverts d’un espace &
un nombre fini quelconque de dimensions;

2° siEe®, CE€®;

3° siEe®, PE€®.

11 est a remarquer que tous les ensembles qui ont été effectivement
définis jusqu’a 1924 pour fournir des exemples de toute espéce étaient
tous projectifs (*). Or nous verrons dans le n° 9 comment on peut
nommer un ensemble linéaire non projectif.

4. Classes d’ensembles projectifs. — On appelle fermés ou
ensembles F les complémentaires des ensembles ouverts. Les
ensembles F de R,, coincident avec les ensembles CG de R, et les

(') Cf. N. LusiN, Fund. Math., t. 10, p. go.
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ensembles G de R,, coincident avec les ensembles CF de R,,. Les
ensembles ouverts dans R,, ne sont pas ouverts dans R, 4, cependant
les ensembles fermés dans R,, sont aussi fermés dans R, 4.

On démontre sans peine que les projections des ensembles ouverts
de R, coincident avec les ensembles ouverts de R,,_4 (pour m = 2,
3, ...). Dong, les ensembles PG coincident avec les ensembles G.

On démontre que les ensembles PCG (ou G sont des ensembles
ouverts de R,,) coincident avec les ensembles (de Rn_,) qui sont
sommes de séries infinies E;+ E,+... d’ensembles fermés (de
I'espace Ryn_4) : ces ensembles sont appelés Fo. Les ensembles CPCG
(ou G sont ouverts dans R,,) coincident avec les ensembles (de Rin._1)
qui sont produits ( partie commune) E, E, E; ... d’une suite infinie
d’ensembles ouverts de R,,_, : ces ensembles sont appelés Gs.

Les ensembles fermés et les ensembles Gj jouent un réle important
dans I'Analyse et dans la théorie des ensembles de points. Les
ensembles F (fermés) coincident avec les zéros des fonctions conti-
nues. Par exemple pour qu’un ensemble plan E soit fermé, il faut et
il suffit qu'il existe une fonction continue f(z, y) de deux variables
réelles, telle que E coincide avec I'ensemble de tous les points (z, y)
du plan, tels que f(z, y) =o. '

Les ensembles F de R,, coincident aussi avec les ensembles de R,,
qui contiennent leurs points d’accumulation.

Comme exemple du réle joué par les ensembles Gz dans I’Analyse,
citons la proposition suivante : f(z) étant une fonction quelconque
d’une variable réelle, l'ensemble de tous les points z auzquels f(x)
est continue, est toujours un Gs.

Inversement, pour tout ensemble linéaire Gz, E, il existe une
fonction f(z) d’une variable réelle, telle que E coincide avec
I'ensemble de tous les points x auxquels f(x) est continue.

Voici une autre proposition qui concerne le role des ensembles Gz
dans la théorie de la mesure : tout ensemble mesurable (au sens
de M. Lebesgue) peut étre enfermé dans un ensemble Gy de méme
mesure.

Quant au rdle des ensembles Gs en Topologie, il suffira de citer le
théoréme de M. Lavrentieff, d’aprés lequel une homéomorphie entre
deux ensembles situés dans les espaces a un nombre quelconque de
dimensions peut étre toujours étendue a deux ensembles G contenant
respectivement ces ensembles.
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Les projections des ensembles Gj, c’est-a-dire les ensembles
PCPCG, ou G sont des ensembles ouverts de Rmi2 sont appelés
ensembles analytiques de R,, et désignés par (A).

La théorie des ensembles analyliques n’existe pas depuis beaucoup
plus de 30 années. Malgré ce temps si court elle s’est développée
en une branche importante de la théorie des ensembles et de la
théorie des fonctions de variables réelles. Nous lui consacrerons un
Chapitre spécial.

Les ensembles analytiques sont trés généraux. Pour s’en rendre
compte, il suffit de constater que tous les ensembles qui étaient
considérés en Mathématique jusqu’a 19go5 élaient des ensembles
analytiques. Au moment ou Souslin et Lusin introduisaient les
enscmbles analytiques (en 1917), tous les ensembles de points qu'on
savait nommer (méme les monstres artificiellement créés) étaient ou
bien analytiques ou bien complémentaires des ensembles analy uques

Les ensembles analytiques coincident avec les images continues de
I'ensemble de tous les nombres irrationnels (voir n®21). Voici encore
un théoréme qui lie d’une fagon simple les ensembles analytiques
avec les ensembles ouverts.

Pour qu’un ensemble linéaire E soit analytique, il faut et il
suffit qu’il existe un ensemble ouvert plan G, tel que E est
Uensemble de tous les nombres réels x pour lesquels il existe (au
moins) un nombre irrationnel y, tel que le point (z, y) n’appar-
tient pas & l’ensemble G (voir n° 33).

Les ensembles qui sont analytiques en méme temps que leurs
complémentaires [c'est-2-dire les ensembles qui sont a la fois (A) et
C(A)] coincident avec les ensembles mesurables B [c’est-a-dire avec
les ensembles qu’on obtient en partant des intervalles et en effectuant
dans un ordre quelconque un nombre fini ou une infinité dénom-
brable d’additions et de multiplications d’ensembles (théoréme de
Souslin, voir n° 27)].

Les ensembles analytiques sont désignés par Py, leurs complémen-
taires par Cy. Les ensembles P, et Cy constituent la premi2re classe
d’ensembles projectifs. On définit, pour n =1, 2, 3, ... parl'induc-
tion les ensembles P, et C, comme il suit.

Par définition, les ensembles P, sont les ensembles PC,_, et les
ensembles C,, sont les ensembles CP,. Suivant cette notation P, sont



6 W. SIERPINSKI.

des ensembles Fy, G, les ensembles Gs. Les ensembles qui sont a la
fois P, et Cn sont appelés B, (ou ambigus de classe n). On démontre
que les ensembles PB, coincident avec les ensembles P, (voir n° 27).
(et, généralement, les ensembles PB, coincident avec les ensembles
P,, pour n =0, 1,2, ...) On obtient donc toutes les classes projec-
tives Py, Gy, Py, G,, ... si 'on prend pour classe initiale celle des
ensembles B, (c’est-a-dire mesurables B) au lieu'de G, comme le fait
M. Lusin et plusieurs autres auteurs.

En partant des enscmbles ouverts d’un espace 4 un nombre fini
quelconque de dimensions et en appliquant successivement les opéra-
tions de prendre le complémentaire et de faire la projection, on obtient
ainsi les classes suivantes d’ensembles :

G, CG(=F), PCG(=F,), CPCG(= G;), PCPCG[=(A)],
CPCPCG[= C(A)], PCPCPCG, CPCPCPCG,

qui sont désignés par

(1) G, F, Py, G, P, C, P, C,y, Py, Cs,

Le probléme qui se pose, c’est quelles sont les relations entre les
familles d’ensembles de la suite (1).

On démontre sans peine que tout ensemble G (c’est-a-dire ouvert)
est un Py et un G, et il en résulte tout de suite (par 'induction) que
tout ensemble P, et tout ensemble C,_, est a la fois un ensemble P,
et C,, donc qu’il est un ensemble B,,.

L’autre probléme qui se pose, c’est si chaque famille de la suite (1)
contient des ensembles qui n’appartiennent pas aux familles précé-
dentes. La méthode qui sert a résoudre ce probléme est celle des

ensembles universels que nous traiterons dans les numéros sui-
vants.

5. Ensembles universels. -— Un ensemble plan U est dit universel
par rapport a une famille ® d’ensembles linéaires si, en le coupant
par les droites paralléles a 'axe d’ordonnées on obtient tous les
ensembles (linéaires) de la famille ® et seulement des tels ensembles.
Un ensemble situé dans 'espace a 3 dimensions est dit universel par
rapport & une famille @ d’ensembles plans, si en le coupant par les
plans paralléles au plan YOZ on obtient tous les ensembles (plans)
de‘la famille ® et seulement de tels ensembles. Pareillement on définit
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(pour m =4, 5, ...) les ensembles situés dans R,, et universels par
rapport & une famille ® d’ensembles de Rp_y (*).

Voici maintenant un théoréme qui permet d’appliquer les ensembles
universels a4 la démonstration d’existence de plusieurs classes
d’ensembles.

Soit ® une famille formée d’ensembles linéaires et d’ensembles
plans, jouissant des deux propriétés suivantes :

1° L’intersection d’un ensemble plan de la famille ® par une
droite est un ensemble linéaire de la famille ®. :
2° Un ensemble semblable (au sens géométrique) & un ensemble
linéaire de ® est un ensemble de ®.

Dans ces conditions, en désignant par D Uensemble de tous les
points de la droite y = x, nous pouvons affirmer que si U est un
ensemble plan de la famille ®, universel pour les ensembles liné-
aires de la famille ®, alors DU est un ensemble de la famille ®
dont le complémentaire D — U (par rapport & la droite D) n'ap-
partient pas a la famille ®.

Admettons, en effet; que 'ensemble D— U appartientala famille ®:
d’aprés la prapriété 2° de la famille @, la projection orthogonale H
de D—U sur la droite 2 = o (en tant qu’un ensemble semblable a
I'ensemble D — U) serait donc aussi un ensemble de ® et par suite,
d’aprés la propriété de ’ensemble universel U, il existerait un nombre
réel a, tel que la droite z = a rencontre U en un ensemble E dont la
projection sur la droite 2= o est ’ensemble H.

Désignons par Q la projection de DU sur la droite z=—o0:
I’ensemble H sera évidemment le complémentaire de Q par rapport &
la droite 2 = o (D — U étant le complémentaire de DU par rapport
a la droite D).

Or, désignons par p le point (@, a) et distinguons deux cas :

(1) L’idée générale d’ensemble plan et universel par rapport a une famille donnée
d’ensembles est due 3 M. H. Lesescue (Journ. Math., 6° série, t. 1, p. 207). La
notion a été étudiée surtout par M. N. Lusiy, C. R. Acad. Sc., t. 181, 1925, p. 95
et Lecons, p. 146 et 290. Cf. aussi W. Siereinskl, Fund. Math., t. 14, p. 82,
0. Nikopy™m, Fund. Math., t. 14, p. 145, G. KuraTowskl Topologie, t. 1, p. 172 et
L. V. KantoroviteH, Journ. Soc. Phys. Math. Leningrad, t. 2, 1929, p. 13-21.
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1° peDU. Il en résulte que a€Q, donc a non €H et par suite
(a, @) non €E (puisque H est la projection de E sur I'axe z = o).
Or, E est 'ensemble de points communs a U et a la droite x =a : le
point p(a, a) étant situé sur la droite z =a, il résulte de (a, a)
non €E que p non €U, contrairement 2 ’hypothése que p € DU.

2° pnon €DU. D’aprés peD, onadonc peD—U, doncaecH
(H étant la projection de D—U sur la droite z=0 et a étant
Pordonnée du point p), et par suite (a, a) €E (puisque E est un
ensemble situé sur la droite z=—a, dont la projection sur la
droite x = o est H) donc (a, a) €U (puisque EcU) et, d’apres
p €D, peDU, contrairement a 'hypothése.

L'hypothése que l'ensemble D —TU appartient a la famille @
implique donc toujours une contradiction. Or, d’aprés la propriété 1°
de la famille ®, 'ensemble DU appartient 4 ®.

Notre théoréme est ainsi démontré.

D’apres ce théoréme, si @ est une famille d’ensembles linéaires et
d’ensembles plans, alors, pour démontrer qu’il existe un ensemble
linéaire de la famille @ dont le complémentaire n’appartient pas ad,
il suffit de démontrer que la famille @ jouit des propriétés 1° et 2° et -
qu’il existe un ensemble plan de la famille ® universel pour les
ensembles linéaires de cette famille.

On démontre sans peine par l'induction que, pour n = o, 1, 2, ...,
la famille @ de tous les ensembles linéaires ou plans P, (resp. C,)
_jouit des propriétés 1° et 2°. Pour démontrer qu’il existe un
ensemble P, qui n’est pas un G, (ou inversement) il suffira donc de
démontrer qu'il existe (pour n =o, 1, 2, ...) un ensemble plan P,
(resp. C,) universel pour les ensembles lméaires P, (resp. Cp).

‘Nous commencerons par démontrer l'existence des ensembles
ouverts universels. :

6. Un ensemble ouvert universel. — Soit
(2) 817 82) 83;

une suite infinie formée de tous les intervalles ouverts aux extrs-
mités rationnelles. (On sait définir effectivement une telle suite.)
Supposons encore que ¢, désigne I’ensemble vide.

Tout ensemble linéaire ouvert (n’exceptant pas ’ensemble vide)
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est évidemment la somme_de tous les intervalles de la suite (2) qu'il
contient. x élant un nombre irrationnel de U'intervalle (o,1), soit

SRS SEN | S | S
(G a)y T v(e,z) T @) T

son développement en fraction continue infinie.
Posons

G(z) = dyj1,z) + Sy2,x) + dy(3,x) + ey

ce seront évidemment des ensembles linéaires ouverts, déterminés
pour tout nombre irrationnel = de Pintervalle (o,1).

Soit M P'ensemble de tous les points (z, y) du plan, tels que
z est un nombre irrationnel de I'intervalle (o,1) et ¥ non € G(z).
Soit F 'ensemble formé de tous les points de I'ensemble M et de tous
les points d’ accumulauon de cet ensemble, et soit U le complémen-
taire de F par rapport au plan. On démontre sans peine que U est
un ensemble plan ouvert universel pour les ensembles ouverts
linéaires (').

Pareillement, si 'on comprend par la suite (2) une suite infinie
formée de tous les intérieurs des cercles rationnels (c’est-a-dire dont
le centre a des coordonnées rationnelles et le rayon est rationnel), on
ohtient un ensemble ouvert dans I’espace a trois dimensions, universel
pour les ensembles ouverts plans. Généralement, en utilisant les
hypersphéres rationnelles & » dimensions, on démontre l’existence
d’'un ensemble ouvert dans R,.., universel pour les ensembles
ouverts de R,. Le complémentaire (par rapport a R,,4) d’un tel
ensemble est évidemment un ensemble fermé de R,.,, universel
pour les ensembles fermés de R,.

7. Ensembles projectifs universels. — On voit sans peine que si
Pensemble U situé¢ dans R4 est universel pour les ensembles d’une
famille ® situés dans R,,, son complémentaire CU (par rapport
a Rp.q) est universel pour la famille de tous les complémentaires
(par rapport a R,,) des emsembles de la famille @, et ensemble PU
(situé dans R, ) est universel pour la famille de toutes les projections
(sur Ry, ) des ensembles de la famille ®.

L’existence des ensembles universels ouverts dans R,, entraine

(*) Cf. W. Sierewsk1, Fund. Math., t. 7, p. 198.
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ainsi l’existence des ensembles universels projectifs de toute classe
(finie), et le fait que nous savons nommer un ensemble universel
ouvert dans un espace 4 un nombre fini quelconque de dimensions
entraine que nous savons aussi nommer un ensemble universel
projectif de toute classe (finie) donnée, situé dans P'espace a un
nombre fini quelconque de dimensions. [Il n’existe pas cependant
pour aucun ~ naturel, un ensemble B, plan universel pour les
ensembles B, linéaires (*).]

En particulicr la méthode indiquée plus haut permet de construire
un ensemble plan Q universel pour les ensembles P, linéaires (en
partant, comune on voit sans peine, d’un ensemble ouvert universel
dans l'espace R;). Soit maintenant E l'ensemble linéaire qu’on
obtient en coupant l'ensemble plan Q par la droite y=z.
M. C. Kuratowski a remarqué qu’'il manque complétement de
méthode pour décider si I'ensemble E est mesurable ou non (?).
M. Kuratowski observe encore que l’ensemble E s’obtient de
trois ensembles suivants : l’ensemble de nombres naturels, la
parabole y == 22, le plan 5 =%+ y, a Paide de cinq opérations
suivantes : 1° addition (d’ensembles); 2° soustraction (d’ensembles );
3° projection paralléle a un axe; 4° remplacement des points par des
droites passant par ces points paralléles a un axe (de l'espace
m-dimensionnel, ou m est arbitraire); 5° changement des axes (X
"en Y par exemple).

On voit ainsi que méme parmi les ensembles obtenus d’une fagon
tellement élémentaire il y en a dont la mesurabilité présente un
probléme non résolu. .

Or, en 1927 j’ai nommé un ensemble P, linéaire, E, tel qu'il
n’existe aucune méthode pour décider si cet ensemble jouit de la
propriété de Baire ou non, et que ’hypothése que E jouit de la pro-
priété de Baire entraine que tout ensemble P, linéaire jouit de la
propriété de Baire (?).

Ensembles infiniment universels. — On dit que le systéme
d’ensembles plans Uy, U,, ... est infiniment universel pour les
ensembles linéaires d’une famille ®, si les -intersections des

(!) N. LusiN, Legons, p. 325, Note de W. SierpINskI (lemme ).
(*) C. R. Congrés Int. Math., & Ziirich, t. IT, 1932, p. 117-118.
(3) C. R. Soc. Sc. Varsovie, Cl. 1II, t. 19, 1927, P. 477.
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ensembles U,(n =1, 2, ...) par les droites z = const. sont des
ensembles de @ et si, quelle que soit la suite infinie E;, Ea, ...,
d’ensembles linéaires de @, il existe un nombre réel a, tel que les
intersections deés ensembles U;, U, ... par la droite z=a sont
respectivement les ensembles Eq, Eo, .. ..

M. N. Lusin a donné une méthode pour construire des ensembles
doublement universels a partir des ensembles universels ('), elle
utilise la courbe péanienne remplissant le plan et est aussi applicable
a la construction des ensembles infiniment universels si I'on utilise
la courbe péanienne remplissant Uespace a x, dimensions, mais il est
nécessaire d’admettre que la famille d’ensembles considérés reste
invariante par rapport aux transformations continues |ce qui est le
cas pour les ensembles P,(n=o0, 1, 2, ...), mais ne l'est pas pour
les ensembles C,(n =0, 1, 2, ...)]. Une autre méthode de construire
des ensembles infiniment universels & partir des ensembles universels,
applicable aux familles d’ensembles satisfaisant a certaines conditions
simples (en particulier aux ensembles P, et G, pour n =o, 1, 2, ...)
a été donnée par moi (2).

8. L’existence des ensembles projectifs de toute classe. — Comme
nous 'avons démontré dans le numéro précédent, il existe, pour toat
nombre n =0, 1, 2, ..., un ensemble U, plan qui est un P, uni-
versel pour les ensembles P, linéaires. D’aprés les remarques finales
du n° B, 'intersection E, de 'ensemble U, par la droite y =& sera
un ensemble P, qui n’est pas un G, et év1demment le complémen—
taire de E, par rapport a la droite y = z sera un ensemble C, qui
n’est pas un P,. i

Les ensembles qui sont des P, ou des Cn, mais qui ne sont ni des
Pr ni des C; pour k <<n constituent la ni*me clgsse d’ensembles
projectifs. Tout ensemble Py et tout ensemble Cyr étant a la fois
un Piq et un Criy (n° 4), on voit tout de suite que I’ensemble E,
(qui est un P, sans étre un C.) ne peut pas étre ni un Pz, ni un Gy
pour k << n : c’est.donc un ensemble projectif de classe n (et pas de
classe inférieure).

Il est ainsi démontré qu'il existe des ensembles projectifs de toute

) C. R. Acad. Sc., t. 189, 1929, p- 392.
) W. Sierrinski, Mathematica, t. 12, p. 31.

&
¢
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classe (finie) et I'on sait méme nommer un ensemble projectif (P,
ou C,) de toute classe n donnée.

On voit sans peine qu’en se bornant dans les raisonnements des
n® B, 6 et 7 a lintervalle (o,1) [respectivement a lintervalle
m-dimensionnel (0o <z; <1; {=1,2,..., m)] on démontrerail
existence des ensembles P, qui ne sont pas C, (ou inversement)
situds dans Vintervalle (0,1), et, pareillement, dans un intervalle (a,
b) donné quelconque. On en conclut qu’il existe, pour tout nombre
naturel #, un ensemble M, qui est un P, sans étre un C, situé dans
Iintervalle (2n—72, 27 —1) et un ensemble N, qui est un C, sans
étre un Py, situé dans lintervalle (2n —1, 2 n).

On démontre sans peine que ’ensemble M, + N, estun B,.,. Or,
toute portion (c’est-a-dire partie contenue dans un intervalle) d’un
ensemble P, (resp. C,) étant un P, (resp. Cr), on conclut que
Pensemble M,, &+ N, n’est ni un P, ni un C,. Il existe donc dans
toute classe d’ensembles projectifs des ensembles ambigus. qui
n’appartiennent pas aux classes inférieures.

9. Construction d’un ensemble non projectif. — Posons mainte-
nant M =M, 4+ M.+ M; 4. ... Si Pensemble M était projectif, ce
serait un ensemble P, ou C, d’une classe n déterminée, donc, en
tout cas, ce serait un ensemble C,,4 ainsi que la portion M., de M
[ située dans I'intervalle (2n, 224 1)], contrairement a la définition
de ensemble M, ,. L’ensemble M n’est donc pas projectif. Nous
avons ainsi nommé un ensemble linéaire non projectif.

- Quant a Vezistence des ensembles linéaires non projectifs, elle
‘résulte sans peine de I'évaluation de la puissance de la famille de
tous les ensembles projectifs. Notamment la puissance de la faiille
de tous les ensembles ouverts (d’un espace euclidien) étant celle du
continu, on démontre sans peine par 'induction, que, pour tout
nombre naturel n donné, la puisgance de tous les ensembles P, et C,
est celle du continu et 'on en déduit tout de suite le méme pour la
famille de tous les ensembles projectifs. Or, la famille de tous les

ensembles linéaires étant de puissance 22™ > 2%, il en résulte Pexis-
‘tence des ensembles linéaires non projectifs. Cette démonstration est
cependant non effective.

I’exemple donné plus haut montre en méme temps que la somme
d’une infinité dénombrable d’ensembles (linéaires) projectifs
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peut étre un ensemble non projectif (dans le cas ou les classes de
ces ensembles ne sont pas bornées; ¢f n° 14).

Ce fait donne lieu 2 une généralisation des ensembles projectifs.
On peut notamment envisager la plus petite famille ® d’ensembles
de points satisfaisant aux conditions 1°, 2° et 3° du n° 3 et encore a
la condition 4° que voici :

4° SIE=E;~+E;+..., 00 E;(n =1, 2, ..,) sont des ensembles
de R, appartenant a la famille ®, 'ensemble E appartient encore
ad.

On voit sans peine qu’une telle famille ® contient tous les ensembles
projectifs situés dans un espace & un nombre fini quelconque de
dimensions, et qu’elle contient encore d’autres ensembles, non pro-
jectifs (par exemple I’ensemble M défini plus haut). On pourrait
méme considérer une classification transfinie des ensembles de cette
famille ® présentant une analogie étroite avec la classification trans-
finie des ensembles mesurables B (voir n° 23), et pourrait méme
démontrer, dans cette classification, I'existence d’ensembles pro-
jectifs de toute classe transfinie, c’est-a-dire d’une classe arbitraire
n’appartenant pas aux classes précédentes.

10. Projection et image continue. — E étant un ensemble situé
dans R,, et f( p) une fonction définie pour les points p de E dont les
valeurs sont des points de R, (ou n est >. = ou << m), on désigne
par f(E) Pensemble de tous les points f(p), ot p€E et I'on
appelle f(E) image de 'énsemble E obtenu a I'aide de la transfor-
mation (fonction) f.

Si f est une fonction continue dans E [c’est—é\-dire, si, p(p, q)

désignant la distance entre les points p et ¢, les formules p,eE
pour n=0, 1, 2. ... et limp(pa, po) =0 entrainent toujours. la

formule lim p(f(p,,), S( p0)> = o] , 'ensemble f(E) est dit image

contmue de ’ensemble E.

La prolectlon PE d’un ensemble E est un cas particulier d’une
transformation continue, notamment lorsque f(p) est la projection
du point p de Ry, sur Ry y.

Soit maintenant f(E) un ensemble lingaire (pour fixer les idées)

MEMORIAL DES SC. MATH., — N° 112. 2
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qui est une image (continue ou non) d’un ensemble linéaire E. Ona
évidemment

©) F(B) =P R 12 =70 reE],

XY

ou E [¢(=, )] désigne I'ensemble de tous les points (z, y) du
¥

plan dont les coordonnées satisfont & la condition ¢(z, y). La

formule (3) prouve que 'ensemble de valeurs d’une fonction f(y)

définie pour y € E est la projection de son image géométrique [de la

courbe x = f(y), ou y€E].

Introduisons maintenant une opération Q en quelque sorte inverse
par rapport a la projection. E étant un ensemble situé dans R,
désignons par Q (E) 'ensemble de tous les points (21, 22, ..., Zm, Zm11)
de R4, tels que (24, s, ..., zm) € E. On a évidemment PQ(E)=E
[mais pas nécessairement QP (E) = E]. On démontre sans peine par
I'induction que si E est un ensemble P,(resp. C.), Q(E) l'est
également.

Soit maintenant f(E) une image continue (linéaire) de ’ensemble
linéaire E et prenons au lieu de ’ensemble

Ele=r0), rer1
XY

Pensemble superposable avec ce dernier,

H= [y =r@), 2<EL

XY

Soit H=H+H' la fermeture de l'ensemble (plan) H. La
fonction f(z) étant continue pour x €E, on voit sans peine que
H=H.Q(E). Si Eestun Cn—1, Q(E) l'est également et 'ensemble H,
étant fermé, on en déduit sans peine que H est un ensemble C,—;.
L’ensemble (3) est donc une projection d’un ensemble plan C,_; :
c’est donc un ensemble P,. '

Ainsi : toute image continue d’un ensemble (linéaire) C,_, est un
ensemble P,. Il en résulte que les ensembles P, (linéaires) coin-
cident avec les images continues des ensembles C,_,. Ce résultat
peut étre généralisé aux ensembles C,_, situés dans un espace a un
nombre fini quelconque de dimensions. On pourrait donc, dans la
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définition des ensembles projectifs remplacer I'opération de projec-
tion par celle d'une transformation continue des ensembles [ comme
le fait par exemple dans son livre M. Kuratowski, dans le chapitre
consacré aux ensembles projectifs (*)]. Cela permet de traiter les
ensembles projectifs linéaires sans sortir de I'espace linéaire (2).
En particulier, on peut définir la famille de tous les ensembles
projectifs lindaires comme la plus petite famille d’ensembles linéaires
contenant les ensembles linéaires ouverts et close par rapport a 'opé-
ration de prendre le complémentaire et par rapport aux transforma-
tions continues des ensembles (3).

Les images continues des. ensembles Cn_, coincidant avec les

ensembles P, on conclut tout de suite que toute image continue d’un
ensemble P, est encore un ensemble P, (pour n =1, 2, ...). Done,
en particulier, tout ensemble homéomorphe (c’est-a-dire image
biunivoque et bicontinue) d’un ensemble P, est un ensemble P,.
+ Le produit d’un ensemble C, par un Gg étant un C, (ce qu’'on
démontre par l'induction), il en résulte moyennant le théoréme de
M. Lavrentiefl mentionné aun®4 (*) que tout ensemble homéomorphe
d’un C, est un C,. Donc les ensembles P, (resp.' C,) sont des incva-
riants topologiques (*) (ce qui est vrai aussi pour n = o).

On peut définir pour tout nombre naturel n un.ensemble C,_,
lindaire, soit H,, tel que les ensembles P, (linéaires) coincident avec
les images continues (linéaires) de I'ensemble H, (¢). Il exisle aussi-
un ensemble linéaire fermé, H,, tel que les ensembles P, (c’est-a- .
dire F;) coincident avec les images continues de H,. Tel est par
exemple I'ensemble Hy—= E,+E;+ ..., ou E, estI’ensemble parfait
non dense de G. Cantor situé dans Pintervalle (n —1, n).

Il existe également un ensemble linéaire fermé K, (par exemple
I'ensemble H, augmenté de 'ensemble de tous les entiers négatifs),

() Topologie, t. 1 (Monografje Matem atyczne, t. 111, Warszawa-Lwow, rg33,
P- 234, 2¢ éd. Warszawa-Wroclaw 1948, p. 361.

(?) Dans cet ordre d’idées ¢f. mon Mémoire Contribution & la fondation de la
théorie des ensembles projectifs (C. R. Soc. Varsovie, Cl. 111, t. 21, 1928, p. 219-233).

() Cf. W. Sierpinsgt, Fund. Math., t. 7, p. 237.

(%) Fund. Math., t. 6, p. 149.

(*) Pour C, linvariance topologique a été démontrée par une autre voie par
M. P. ALEXANDROFF, Fund. Math., t. 5, p. 164.

(®) W. SierpInski, Fund. Math., t. 11, p. 122,
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tel que tout ensemble (linéaire) Py indénombrable est une image
biunivoque et continue dans un sens de 'ensemble K.

M. M. Kond6 a démontré qu’il existe un ensemble linéaire K, qui
est un C; tel que tout ensemble P, indénombrable est une image
biunivoque et contnue dans un sens de l'ensemble K, (). Or le
probléme reste ouvert s’il existe un ensemble linéaire (pas nécessaire-
ment projectif) K., tel que tout ensemble P, de puissance du continu
soit une image biunivoque et continue dans un sens de 'ensemble K.

11. Projections biunivoques. — On dit qu’un ensemble E situé
dans R, est une projection biunivoque (univalente) d’un ensemble H
situé dans Ry, si E=PH et si tout point de E est la projection
d’un et d’un seul point de H. ‘

Les projections biunivoques des ensembles fermés coincident avec
les ensembles P, (c’est-a-dire F).

Il suffit évidemment de démontrer que tout ensemble P, de R, est
une projection biunivoque d’un ensemble fermé de Ry 4. Soit, pour
fixer les idées, m ==1, et soit E un ensemble P, linéaire. Nous pouvons
donc poser E=E,+E,+.. ., ou Ej(n=1, 2, ...) sont des
ensembles linéaires fermés et bornés. Désignons par H, I'ensemble
de points (z, y) du plan, ot z€E,; et y=o0 et désignons,
pour n =2, 3, , par H, 'ensemble de tous les points (z, y) du
plan, ou ze€kE, ——(E1+Eg+ . +Eqn)et

y=1:p(x, Ey+Ex+ ... +E,),

ou p(z, F) désigne la distance du point z a ’ensemble fermé F. On
démontre sans peine que 'ensemble plan H—=H, + H,+4 ... est
fermé et que l'ensemble E est une projection biunivoque de
I’ensemble H.

Les projections biunivoques des ensembles C, coincident avec
les ensembles By (voir n° 28). M. M. Kondé a démontré que les
ensembles P, coincident avec les projections biunivoques des
ensembles C, : sa démonstration est fort compliquée (*).

(1) Fund. Math., t. 31, p. 30 et, par uneautre méthode, Proc. Imp. Acad Japan,
t. 14, 1937, p. 59.
() Jap. Journ, Math., t. 15, 193g, p. 223.
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12. Projection et somme. — Un rdle important dans I’Analyse

moderne joue lopérateur E[cp(x)]'introduit par M. H. Lebesgue.
r

E[qa(.z')] désigne I'ensemble des z qui satisfont a la condition 9.

Cette condilion peut étre une équation, une inégalité, plusieurs
inégalités, en général une fonction propositionnelle dont la variable z
parcourt un ensemble donné (par exemple I'ensemble de tous les
nombres réels) et qui devient vraie pour toute valeur de « satisfaisant
a. la condition ¢(z) et fausse dans le cas contraire. Par

exemple E[o < x = 1] est 'ensemble de tous les nombres de I'inter-
valle (fermé) (o, 1).
Pareillement on désigne par E [cp(.’i‘, )] I'ensemble de tous les

'l‘, 3.
systémes (z, y) qui satisfont a la condition ¢ (z, ), ou ¢(z, y) est
une fonction propositionnelle de deux variables. Dans le cas ou ces

variables sont des nombres réels E [¢(z, y)] est un ensemble plan.

Pagexemple E [#*+y?=1]estlacirconférence du cercle 22+ y2==1,
x5

E [#2 + y2 << 1] est l'intérieur de ce cercle.

S .z')'étant une fonction (réelle) d’une variable réelle, E [y =/(=)]

x, Yy

est image géométrique de cette fonction [la courbe y = f(=)].

D’aprés un théoréme connu de M. Lebesgue, pour qu’une fonc-
tion f(z) d’une variable réelle soit limite d’une suite infinie de fonc-
tions continues, il faut et il suffit que, quel que soit le nombre réel a,

les ensembles E[f(x) >a]et E [f(x) < a] soient des P,.

Les ensembles E[f(.z') >ajet E[f(x) < a] jouent, comme on

sait, un grand réle dans I'étude de diverses propriétés de la fonc-
tion f(z) (surtout dans la théorie des fonctions mesurables B, respec-
tivement L). Or, le premier de ces ensembles est, comme on voit
sans peine, la projection sur l'axe d’abscisses de la p:

\\'ﬁ\\l“
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courbe y = f(x) située au-dessus, de la droite y = a, c’est-a-dire
E[f«an> a]=P R =s@),»>al
x”

Voici maintenant une formule qui prouve qu’il existe un rapport
étroit entre l'opération de projection et celle de somme. Clest
Pégalité suivante pour tout ensemble plan E :

(4) PE =2 E [(x, »)€E].
y o

En effet, si aePE, il existe (au moins) un point (z, y) de
I'ensemble E dont la projection est @, c’'est-a-dire il existe au moins
un nombre réel b, tel que (a, b) €E, d’ou

aeE[(x, b)eE] et anE[(a‘, y)eE]
x y x

D’autre part, si
aEZE [(z, »)eE],
L

il existe (au moins) un nombre réel b, tel que

€ E[(x) b)eE],
donc que (a, b)€E, et a est la projection du point (a, b) de E,
d’ou a € PE.
La formule (4) est ainsi démontrée. Une formule plus générale de
ce genre est l'égalité suivante pour toute fonction proposition-
nelle ¢ (z, y) de deux variables réelles

(5) PR o2 1 —ZE[v(w,ﬂ] .

r"r

Pour la démontrer, désignons par E l'’ensemble de tous les

(1) Cf. C. Kuratowskl et A. Tarski, Fund. Math., t. 1, p. 243, proposmon (12),
aussi C. Kuratowski, Topologie, t. I, p. 10, (3).
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points (z, y) du plan pour lesquels la proposition ¢(z, y) est vraie.
On a donc

Eletz m1=E,

'z" 3~

donc

PE[‘P(&‘:J’)]=PE§

a‘.l y
or, on a évidemment I’équivalence

o(z, y)=[(=, y) €E]

et la formule (4) donne

PE=Y o= 1)1
y x

On a ainsi I'égalité (5).

La formule (3) montre que opération de projection se réduit a
celle de sommation, mais, en général, de sommation indénombrable.
C’est pourquoi la projection est si difficile a étudier. D’autre part, la
formule (5) permet d’exprimer certaines sommes indénombrables
d’ensembles par les projections : I'importance de ce fait tient, d’aprés
une. remarque de M. Kuratowski au fait que la projection est une
opération continue.

13. Les opérations logiques et les ensembles projectifs. —
MM. Kuratowski et Tarski ont montré (*) qu’il existe un rapport .
intime entre les principales opérations logiques et les ensembles
projectifs.

Les cing opérations logiques sont exprimées par les symboles

4 . X et I
o désigne la négation de «;

a + B est la somme logique (= «a ou »);
«.B estle produit logique (= «a et B»);

¢(«) désignant une fonction propositionnelle, ch(x) veut dire

x

(*) Fund. Math., t. 17, p. 240-248.
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«il existe un z, tel que ¢(z)»; [1 ¢(z) veut dire «quel que soit z,

ona ¢(z)». ’

Le role des ensembles projectifs dans la théorie des opérations
logiques repose sur la proposition suivante qui attribue a P'opé-

ration 2 une interprétation géométrique

(6) E[Z ?(2, 1) ]~PE[v<x,y>] .

X, ¥

La formule (6) est une conséquence immédiate de la formule (5)

dun® 12, sil’on remarque que vu le sens du symbole logique Zq;(x,y)

on a 'identité

E[Zwm] _YEtstz

Une fonction propositionnelle ¢(z1, Za, ..., #,) de n variables

réelles est dite projective, sil’ensemble E [¢(x4,_¢'g, ey n)]
X1y Xgyesey, Xy .

(c’est-a-dire 'ensemble de points de R, qui satisfont a la condition g)

esl projectif ().

MM. Kuratowski et Tarski ont démontré que les cing opérations
logiques effectuées sur des fonctions propositionnelles projectives
conduisent toujours & des fonctions propositionnelles projectives (*).

Grace a ce fait il suffit souvent d’écrire la définition d’un ensemble
en termes logiques pour pouvoir en déduire que cet ensemble est
projectif; plus encore : les relations entre les opérauons logiques et
entre les classes boréliennes et projectives sont si intimes que la forme
de la définition permet souvent d’évaluer la classe de I'ensemble
considéré. Comme on voit, on a ainsi une application de la logique
mathématique aux mathématiques pures ().

En 1936 M. Kuratovski a démontré que 'application de 'induction

(!) Fund. Math , t. 17, p. 243, proposition (12).

(*) Cf. C. Kurarowsk1, Topologie, t. I, p. 243 (VIIL) (2¢ édition, p. 369)
() Fund. Math., t. 17, p. 246.

(*) Voir C. Kuratowski Fund. Math. 17, p. 24q.



LES ENSEMBLES PROJECTIFS ET ANALYTIQUES. 2T

transfinie dans le domaine des ensembles projectifs ne conduit pas
(dans des hypothéses trés générales) en dehors de ce domaine (*). En
particulier il en a déduit que la surface de M. Lebesgue dont la
nature était jusqu’a ce temps inconnue, est un ensemble projectif (2).

[Le probléme de la projectivité de la surface de M. Lebesgue a été
posé par M. Lusin qui s’en est occupé a plusieurs reprises (*)].

Ce résultat, rapproché de ceux dont nous avons parlé plus haut,
met en évidence le réle fondamental de la notion d’ensemble projectif
dans l'étude des ensembles et fonctions effectivement définissables (*).

Il est encore a remarquer que M. K. Menger a montré (*) que la
notion d’ensemble analytique est étroitement liée avec celle de
'ensemble de M. Brouwer.

14. Propriétés des ensembles projectifs. — Somme et produit. —
n étant un nombre naturel donné, toute somme el tout produit d’un
nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles P,(resp. Cn)
d’un espace R, @ un nombre m fini quelconque (mais fixe) de dimen-
sions est un ensemble P (resp. C,) (%). On exprime ce fait en disant
que les classes P, (resp. C,) sont closes par rapport aux opérations ¢
et 4 [ce qui ne subsiste pas pour n = o, notamment la classe P,
(resp. Cy) n’est pas dénombrablement multiplicative (resp. additive)].
Il en résulte tout de suite que la classe B,(oii n =1, 2, ...)est
aussi close par rapport aux opérations o et & ; elle est encore close par
rapport & 'opération G (complémentation) (et, plus généralement, a
I'opération p — diftérence de deux ensembles). .

Puissance. — On démontre que tout ensemble P, indénombrable
contient un sous-ensemble parfait et par suite est de puissance du
continu (voir n® 28). On ne sait pas s’il en est de méme pour les

(\) Fund. Math., t. 21, p. 269. C/f. aussi C. KURATOWSKI et J. v. NEUMANN, Arnals
of Math., t. 38, p. 521.

(*) C. R. Acad. Sci. 202, p. 1239, aussi Topologie I, 2° éd. (1948), p. 38o.

(*) Voir par exemple son livre, p. 298 et suiv.

(%) Cf. aussi la Note de M. Kuratowsk1, Les suites transfinies d’ensembles et les
ensembles projectifs (Fund. Math., t. 28, p. 186-196).

(%) Jahresber. d. deutschen Math. Ver., t. 37, p. 213-226.

(® W. Sigrpinsk1, Fund. Math., t. i1, p. 126 et 13, p. 239; N. LusiN, Legons,
p- 277; C. Kuratowskr, Topologie, t. I, p. -236, (3). Quant a la démonstration
"pour n =1, voir plus loin, n° 19.
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ensembles C,. Or, M. K. Godel a signalé (Proc. National Academy
of Sc., t. 24, p. 536) que 'hypothése qu’il existe un ensemble C,
linéaire de puissance 2™ sans sous-ensembles parfaits est non contra-
dictoire avec les axiomes habituellemient admis de la théorie des
ensembles, si ces axiomes ne sont pas contradictoires. Or, on a démon-
tré (voir n° 24) que tout ensemble C; (et, plus généralément, tout
ensemble P,) totalement imparfait (c’est-a-dire dépourvu de sous-
ensembles parfaits) est de puissance < x,, (1) (voir n° 25).

Il en résulte tout de suite que tout ensemble C, (ou méme P,)
indénombrable est soit de puissance x4, soit de puissance du continu,
mais on ne sait pas s’il existe des ensembles C, (ou P,) de puissance x,.
On ne sait pas démontrer des théorémes analogues pour les
ensembles G, : la puissance de ces ensembles (donc, & plus forte raison,
des ensembles projectifs de classes > 2) nous est complétement
inconnue.

On démontre que tout énsemble P, est une somme de x, (alephun)
ensembles B, (c’est-a-dire mesurables B) (voir n° 24). Il'en résulte
sans peine que s'il existe une décomposition de la droite en deux
ensembles P, totalement imparfaits, Phypothése du continu est vraie.
Or, on ne sait pas si une telle décomposition existe.

Mesurabilité. — On démontre que tout ensemble P, (donc aussi
tout ensemble C,) est mesurable au sens de M. Lebesgue (voir n°24);
on ne sait pas cependant si c’est toujours le cas pour les ensembles P,
(et méme pour les ensembles B,) et 'on connait des ensembles indi-
viduels P, tels qu’a I'état actuel de mathématique nous ne connaissons
aucune méthode pour résoudre la question s’ils sont mesurables ou
non (voir n° 7).

Or, M. K. Godel a signalé () que I’hypothése qu’il existe un
ensemble linéaire B, non mesurable L n’est pas contradictoire avec
les axiomes habituellement admis de la théorie des ensembles, si ces
axiomes ne sont pas contradictoires.

(*) On appelle ensemble de puissance x, tout ensemble indénombrable qui a méme
puissance que tout son sous-ensemble indénombrable. L’hypothése de G. Cantor que
I'ensemble de tous les nombres réels est de puissance x, est connue sous le nom de
Ihypothése du continu. Jai consacré tout un livre & I’étude de cette hypothese et de
ses conséquences [ W. Sierpinski, Hypothése du continu, (Monogr. Matem., t. IV.
Warszawa-Lwéw, 1934)].

(2) Proc. Nat. Acad. of. Sc., t. 24, 1938, p. 556.
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M. Kuratowski et moi, nous avons démontré (') que I'existence
d’un ensemble plan B, non mesurable L résulte de 'hypothése
suivante de N. Lusin (2). Il existe une transformation y = f(z) de
Pintervalle (0,1) en sous-ensemble de cet intervalle dont I'image

géométrique E[y = f(z)] est un enscmble C, dépourvu de sous-

x,Y
ensemble parfait (non vide) (cf, n° 29).

Les mémes remarques concernent la propriété de Baire (méme au
sens large): En particulier nous ne savons pas s'il existe une décom-
position de la droite en deux ensembles P, dont chacun soit de
deuxiéme catégorie dans tout intervalle.

Tutorimes pE REDUCTION. — On dit qu’une famille ® d’ensembles
satisfait au théoréme de réduction si. étant donnés deux
ensembles V, et V, de ®, il existe deux ensemb_le.s' disjoints 'V,
et Vy, de @, tels que V,cU,, VocU, et Vi+V.=U,+1U, (¥)

On dit que la jamille ® d’ensembles satisfait au théoreme
de réduction généralisé si, étant donnée une suite infinie

d’ensembles U', U2, ... de®, il existe une suite infinie d’ensembles
disjoints V', V2, ... de @, tels que

VicUr pour n=1,2, ... et 2V"=ZU".

' n=1 n=1

M. Kuratowski a démontré (loc. cit.) que les ensembles Py, C,
et P, satisfont au théoréme de réduction généralisé. Or ce n’est pas
le cas pour les ensembles C,, P, et C,. On ne sait rien sur ce
probléme pour les ensembles Py ou C,.

M. Kuratowski a également démontré (loc. cit., p. 190) que si @
est une famille d’ensembles dénombrablement additive et satisfaisant
au théoréme de réduction généralisé, la famille W de tous les complé-
mentaires des ensembles de la famille @ (par rapport a 'espace dans
lequel ils sont situés) satisfait aux deux théorémes de séparation
généralisés suivants :

On dit qu’une famille ¥ d’ensembles situés dans un espace &

(') C. R. Acad. Bulgare, t. 61, p.-207-211 (Note du 21 février, 1941).
(?) Legons sur les ensembles analytiques, p. 287.
(3) C. Kuratowskr, Fund. Math., t. 26, p. 18].
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satisfait au premier théoréme de séparation généralisé, si étant
donnée une suite infinie d’ensembles E;, E,, ... de W, telle

que I IE,. =o, il existe une suite infinie d’ensembles Ho(n=1,2,...)
n—1

qui, de méme que leurs complémentaires par rapport a & appar-

tiennent a W et qui satisfont aux conditions

L
E,.cH, pour n=1,2, ... et IIH,,:o.
n=1

On dit qu’une famille W dlensembles (situés dans un espace &)
satisfait au deuziéme théoréme de séparation généralisé, si,
étant donnée une suite infinie E,, E,, ... d’ensembles de W, il
existe une suite infinie Hy, H,, ... d’ensembles dont les complé-

\

mentaires (par rapport i lespace &) appartiennent a ¥ et
tels que

En—ﬁEmcH,, et fIH,,:o.

m=1 n=1

La notion de séparabilité des ensembles (au moyen des ensembles
d’une famille donnée) est due 8 M. Lusin qui a démontré les deux
théortmes de séparation pour les ensembles Py (voir n°30). Pour les
ensembles G, ils ont été démontrés par M. Novikoff ().

L’étude des théorémes de séparation pour les classes projeclives
supérieures semble étre extrémement difficile.

Séparabilité unilatérale. — On dit qu’un ensemble de points E,
est (unilatéralement) séparable d’'un ensemble E, au moyen d’'un
ensemble H, si 'enscmble H contient E, et n’a aucun point commun
avec E.. .

11 existe pour tout nombre naturel » deux ensembles de points
dont chacun est (unilatéralement) séparable de l'autre au moyen
d’un ensemble P, ainsi qu’au moyen d’'un ensemble C, mais qui ne
sont pas séparables au moyen d’un ensemble B, (?).

(1) Fund Math., t. 25, p. 465. ]
(?) N. Lusiv, Lecons, p. 325, Note de W. SIERPINSKI.



LES ENSEMBLES PROJECTIFS ET .ANALYTIQUES. 25

18. Les ensembles projectifs et le crible de M. Lusin. — E étant
un ensemble de points situé dans le demi-plan y > o, nous désigne-
rons par K(E) et nous appellerons ensemble criblé au moyen du
crible E (*) 'ensemble de tous les nombres réels z, tels que la
perpendiculaire élevée en z a 'axe OX coupe I'ensemble E en un
ensemble de points (non vide) qui n’est pas bien ordonné a I'aide
de cette convention que le rang des points soit conforme a la direction
positive de 'axe OY (en d’autres termes en un ensemble contenant
une suite infinie de points dont les ordonnées vont en décroissant).
On a (pour n =1, 2, ...) les théorémes suivants (*) :

1. 8¢ E est un ensemble P, plan, K(E) est un ensemble P
linéaire.

I1. Les ensembles P, linéaires coincident avec les ensembles K(E),
ot E sont des ensembles C,—, plans. '

Soit, en effet, E un ensemble P, plan et désignons pour & naturel,
par Hy I'ensemble de tous les points (2, y) du plan, pour lesquels il
existe au moins un point (z,, ¥,) de E, tel que z=uz, et
o<y0—y<%- Posons ‘

(7) H=HHyH;...;
on voil sans peine que
K(E) = P(H). -

Or, désignons par Fy Pensemble de tous les points (z, ¥, 5) deR;,
tels que (z, y)eE et 0 <5< % : ’ensemble F, est évidemment le
produit de I'ensemble Q(E) (voir n® 10) par l'ensemble ouvert
formé de tous les points (z, ¥, 5) de Ry, 00 0<<5<C ';E L’ensemble E
étant un P,, les ensembles Q(E) et F; le sont donc aussi. Or,
Pensemble Hy est, comme on voit sans peine, une image continue de
Iensemble F; [ohtenue en faisant correspondre au point (2, y, z)

de F; le point (#, y — z) de H;] : donc Hy est encore un Py, de
méme que 'ensemble (7). Le théoréme I est ainsi démoniré.

(*) Cf. N. Lusiy, Fund. Math., t. 10, p. xo.
(*) W. Sigreinsk1, Fund. Math., t. 12, p. 1; C. Kuratowskl, Fund. Math., t. 17,
p- 257. :
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Il résulte tout de suite du théoréme I que si E estun ensemble C,_4,
K(E) est un ensemble P, (tout ensemble C,_, étant un P,). Donc,
pour déduire du théoréme I le théoréme II, il suffira de démontrer
qu’il existe pour tout ensemble linéaire M qui est un P, un
ensemble E qui est un C,_, tel que M=K(E).

Soit donc M un ensemble P, linéaire : il existe don¢ un ensemble
plan N qui est un €,_,, tel que M = P(N) et, comme on voit sans
peine, on: peut supposer que 'ensemble N est situé dans le demi-

plan y > 0. Désignons par N, I’ensemble de tous les points (x, y+ ,Ic)a

ou (z, y)eN. L’ensemble N; (comme superposable avec N) est
un C,—,, de méme que I’ensemble

E=N;+ Ny+....

Or, on voit sans peine que M = K(E). Le théoréme II est ainsi
démontré. '

16. Les ensembles projectifs dans les espaces meétriques. —
Soit M un espace métrique complet et séparable (!). On appelle
ensembles P, de I'espace. M les ensembles contenus dans M et qui
sont des images continues de I’ensemble de tous les nombres irra-
tionnels '(?). En partant des ensembles P, on définit ensuite les
ensembles P, et C, par 'induction comme il suit : les ensembles C,
sont des complémentaires ( par rapport 8 M) des ensembles P, et les
ensembles P, sont des images continues des ensembles C, (3).

M. W. Hurewicz a démontré que dans I’espace de sous-ensembles
fermés de Pintervalle [ métrisé d’aprés M. Hausdorfl (+)] ensemble
des ensembles fermés indénombrables est un P, qui n’est pas.
un G, (%).

(') Un espace est séparable, s'il contient une partie dense finie ou dénombrable,
complet, si toute suite satisfaisant au critére de Cauchy est convergente:

(*) Cf. le livre de M. Lusix, p. 135; aussi mon livre Introduction to general

Topology, Toronto, 1934, p. 136, 145, 151 et 152; F. HAusDoRFF, Mengenlehre, 1927,
p- 209 (II) et 21 (III).
- (®) Cf. mon livre cité, p. 1go et G. STEINBACH, Beitrdge zur Mengenlehre
(Inaugural-Diss., Bonn, 1933, p. 35); aussi C. Kuratowskl, Topologie, t. I, p. 234.
C/. aussi ma Note dans Fund. Math., t. 1, p. 237.

(*) F. HausboRr¥r, Mengenlehre, 1927, § 28.

(%) Fund. Math., t. 15, p. 4.
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J’ai démontré (*) que dans I'espace de tous les ensembles fermés
plans contenus dans le carré:- QoL z <1, o<y i) métrisé
d’aprés M. Hausdorff, 'ensemble de tous les ensembles fermés situés
dans le carré Q et jouissant de la propriété que toute droite z = a,
ol 0 < a <1, le rencontre en une infinité indénombrable de poinl:s
est un C, qui n’est pas un P,. Or, si 'on y remplace les mots une
infinité indénombrable par les mots un ensemble au plus dénom-
brable, on obtient un ensemble C, qui n’est pas un P,.

Dans l'espace de tous les ensembles fermés contenus dans le
cube (0 Zx £ 1,0 Zy 1,05 1) métrisé d’aprés M. Hausdorff,
I'ensemble de tous les ensembles fermés F tels qu’il existe pour tout
nombre a de P'intervalle (o, 1) un nombre b de cet intervalle, tel que
la droite z = a, ¥ = b a un ensemble au plus dénombrable de points
communs avec F est un ensemble C; qui n’est pas un P; (?).

M. Mazurkiewicz a démontré (*) que dans I'espace de toutes les
fonctions continues f(z, y), définies pour o =z < 1, 0 =y < 4 I,
métrisé par la formule

p(fs g)=max | f(z, )= &( 7)),
0<y<1

I'ensemble de toutes les fonctions f(z, y) qui, pour une au moins
valeur y sont partiellement dérivables par rapport a z pour tous les z
de l'intervalle o <z <1, est un P, qui n’est pas un C,.

MM. Banach et Kuratowski ont démontré (*) que dans I'espace de
toutes les fonctions continues y = f(z), 0o <z = 1 (ou la distance
de deux fonctions f el g est égale a max | f(z) — g(x)]|) il existe

[E L)
des ensembles linéaires de toute classe C, [c’est-a-dire contenant,
avec f(z) et g(z), la fonction Af(z)+ pg(x) pour A et p réels
arbitraires].

) Fund. Math., t. 25, p. 261.

) W. Siereinsk1, Fund. Math., t. 25, p. 263.
} Fund. Math., t. 28, p. 7.
)

(
(
(
(*) Studia Mathematica, t. 4, 1933, p. 95-99.
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Introduction. — La naissance de la théorie des ensembles analy-
tiques esl assez curieuse. C'était en 1916. M. Nicolas Lusin, alors
Jeune professeur a 'Université de Moscou, recommanda a son éléve,-
_ Michel Souslin, d’étudier le Mémoire de M. Henri Lebesgue, Sur
les fonctions représentables analytiquement ().

Dans ce Mémoire M. Lebesgue énonce, entre d’autres, le théoréme
que si une fonction représentable analytiquement est & valeurs
distinctes, sa fonction inverse est aussi représentable analyti-
quement. La démonstration de ce théoréme, donnée par M. Lebesgue,
était ‘basée sur quelques lemmes, parmi eux sur le lemme que la
projection sur une droite d’un produit infini descendant d’ensembles
plans est le produit des projections de ces ensembles. M. Lebesgue
ne donne pas de démonstration de ce lemme, en le regardant comme
évident, ce qui fut sans doute l'avis des lecteurs du Mémoire de
M. Lebesgue pendant dix années. Or, M. Souslin, en étudiant ce
Mémoire, remarqua que ce lemme était faux.

En eflet, si I'on désigne par E, 'ensemble de tous les points (, )

du plan, tels que z=oeto <yr<< ,—Il, le produit E,E,E;... de ces

ensembles, donc aussi sa projection sur ’axe OX, est un ensemble
vide, cependant la projection de chacun de ces ensembles sur
I'axe OX, donc aussi le produit de ces projections, est I'ensemble
formé d’un seul point (0,0). Or, on a E,,, cE, pour n=r1, 2...,
c’est-a-dire que la suite considérée est descendante, contrairement
au lemme de M. Lebesgue.

Par hasard jétais présent au moment ou Michel Souslin commu-
niqua & M. Lusin sa remarque et lui donna le manuscrit de son

(') Journ. Math., 6 série, t. I, 1905.
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premier travail. C’est tout sérieusement que M. Lusin a traité le
jeune étudiant qui lui déclarait avoir trouvé une faute dans.un
Mémoire d’un savant éminent. Je fus aussi un des premiers qui,
immédiatementaprés M. Lusin a lules manuscrits de Michel Souslin;
je sais donc bien combien M. Lusin a aidé son éléve et comme il le
guidait dans ses recherches. Les ensembles analytiques sont appelés
par plusieurs auteurs ensembles de Souslin : il serait plus juste de
les appeler ensembles de Souslin et Lusin.

M. Souslin ne se contenta pas de constater que le lemme de
M. Lebesgue est faux. Il se mit & examiner si les conséquences que
M. Lebesgue en a déduites étaient vraies. Une d’elles était la propo-
sition de M. Lebesgue qu’une projection sur une droite d’'un ensemble
plan mesurable B est mesurable B [ce qui résulterait immédiatement
du (faux) lemme de M. Lebesgue sur la projection d’un produit
descendant d’ensembles, vu que la projection d’'une somme (quel-
conque) d’ensembles est la somme des projections de ces ensembles
et que la projection d’un rectangle est un segment]. Pour construire
un exemple d’un ensemble plan mesurable B dont la projection est
non mesurable B, M. Souslin a créé toute une théorie qu’il appela
théorie des ensembles (A) (analytiques).

Cette théorie a élé ensuite simplifiée et développée par M. Lusin
qui a aussi démontré a 'aide d’elle que le théoréme de M. Lebesgue
sur I'inversion des fonctions représentables analytiquement, bien
que déduit d’un lemme faux, est cependant vrai.

Les deux premiéres publications de la théorie des ensembles (A)
étaient les deux Notes aux Comptes rendus de I’Académie des
Sciences (séance du 8 janvier 1917, t. 164, p. 88 et 91) de M. Souslin,
Sur une définition des ensembles mesurables B sans nombres
transfinis et de M. N. Lusin, Sur la classification de M. Baire.
En 1917, M. Lusin commenga a écrire un travail étendu sur les
‘ensembles (A) dont une partie fut publiée seulement en 1926 dans le
volume 10 des Fundamenta Mathematice (p. 1-95). En 1930
parut dans la Collection de Monographies de M. Borel le livre de
M. N. Lusin Legons sur les ensembles analytiques et leurs appli-
cations.

Quelques propositions concernant les ensembles (A) ont été
démontrées par M. Lusin et par moi dans deux Mémoires que nous
avons publiés ensemble en 1918 dans le Bulletin de I’ Académie

MEMORIAL DES 8C. MATH, — Ne 113, 3
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des Sciences de Cracovie (*) et en 1923 dans le Journal de Mathé-
matiques (?). ~

Quant a Michel Souslin, il est mort en 1919 sans avoir publié sur
la théorie des ensembles (A) rien de plus que la Note citée des
Comptes rendus.

Plusieurs propositions et problémes de la théorie des ensembles
analytiques ont été l'objet de travaux d’autres auteurs, comme
Alexandroff, M" Braun, Godel, Hurewicz, Kantorovitch, Keldych,
Kolmogoroff, Konds, Kunugui, Kuratowski, Lavrentieff, Liapounoff,
Livenson, Mazurkiewicz, Montgomery, Neubauer, von Neumann,
Nikodym O., Novikoff, M" Piccard, Poprougenko, Sélivanowski,
Sierpinski, Steckel, Szpilrajn, Urysohn.

Outre le livre cité de M. Lusin, la théorie des ensembles analy-
tiques est traitée dans les Ouvrages suivants :

F. Havsporrr, Mengenlehre, Berlin u. Leipzig, 1935, p. 90-93,
177-181, 184-193, 262, 274-275 et 289-290. '

H. Hann, Reelle Funktionen, 1 Teil, Leipzig, 1932, V Kapitel,
p. 339-398 : Die analytischen Mengen.

C. Kurarowskr, Topologie,t..I (Monografije Matematyczne,t. I11),
Warszawa-Lwéw, 1933, § 34 : Ensembles projectifs (p. 234-246)
et § 35 : Ensembles analytiques (p. 246-267) et 2° édition, War—
szawa- Wroclaw, 1948, p. 360-421. :

K. Kunveur, La théorie des ensembles analytiques et les espaces
abscraits (Journ. of the Faculty of Science Hokkaido Imperial
University, série 1, vol. IV, p. 1-40 (Sapporo 1935).

N. Lusin, Mémoire sur les ensembles analytiques et projectifs
(Recueil mathématique de la Société Math. de Moscou, t. 33,
1926, p. 237-290.

N. Lusin, Sur les ensembles analytiques (Fund. Mathem. t. '10
1926, p. 1-g5.

W. Siereinski, Funkcje przedstawialne analitycznie, Lwéw 1925,

~ Chap. V, p. 71-101 (en polonais).

(1) Sur quelques propriétés des ensembles (A) (Bull. Ac. Sc. Cracovie, 1918,
P- 37-48).
(?) Sur un ensemble non mesurable B. (Joum Math., ¢ série, t. II, 1923,

p. 53-72).
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— Zarys teorji mnogosa, t. 11 (Topologja Ogdlna, Warszawa,
1928, § 63-78, p. 153-215) (en polonais).

— Introduction to general Topology, (Toronto, University Press,
1934, p. 135-190).

— Lectiuni despre multimile analitice, Cluj, 1937, p. 1-16 (en
roumain).

G. Steweacu, Beitrdage zur Mengenlehre (Inaugural-Disserta-
tion, Bonn, 1930, p. 8-34).

Les Mathématiques en U'U. R. S. S. pendant trente années
1917-1947 (en russe, Moscou-Leningrad, 1948) contient un article
de MM. Liapounoff et Novikoff (pp. 243-255) qui donne I'exposé
des résultats obtenus par les mathématiciens russes dans la théorie
des ensembles analytiques et projectifs.

17. Ensembles analytiques comme noyaux de systémes. détermi-
nants. — Il existe plusieurs définitions équivalentes des ensembles -
analytiques. Nous commencerons par celle qui est historiquement la
premiére, celle de M. Souslin. Nous verrons a la fois comment
M. Souslin a été conduit aux ensembles (A).

Les ensembles mesurables B (linéaires, plans, etc.) sont les
ensembles qu'on obtient en partant des ensembles élémentaires
(segments, rectangles, etc.) et en effectuant un nombre fini ou une
infinité dénombrable de fois les opérations d’addition et de multipli-
cation (prendre la partie commune) d’ensembles (*).

Prenons comme ensembles élémentaires plans les rectangles (fermés)
dont les c6tés sont paralléles aux axes des coordonnées Il sera
commode de considérer aussi des rectangles dont les dimensions sont
nulles, c’est-a-dire les segments paralleles aux axes et les points.
(Il suffirait d’ailleurs pour notre but de considérer seulement les
rectangles rationnels, c’est-a-dire dont les sommets ont des coor-
données rationnelles). On pourra alors dire qu’un produit (d’un
nombre fini ou d’une infinité quelconque) de rectangles est un rec-
tangle (ou bien un ensemble vide).

La projection sur une droite d’'un ensemble élémentaire plan est

(*) Pour.la critique de cette définition, voir N. LusiN, Recueil Math. Moscou, t. 33,
1926, p. 239-247; cf. ses Lecons, p. 17-fo.
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dvidemment un segment ou un point, donc un ensemble élémentaire
linéaire.

La classe la plus simple des ensembles mesurables B aprés les
ensembles élémentaires c'est la classe des sommes d’un nombre fini
ou d’une infinité dénombrable d’ensembles élémentaires. La projection
d’une somme (d’un nombre fini ou d’une infinité quelconque)
d’ensembles étant la somme des projections de ces ensembles, on voit
tout de suite que la projection d’un ensemble plan mesurable B dela
classe considérée est un ensemble (linéaire) mesurable B de la méme
classe.

La classe suivante d’ensembles mesurables B est formée de produits
d’une infinité dénombrable d’ensembles de la classe considérée touta
Iheure. Les ensembles plans de cette classe sont donc de la forme

E=H 2R;{'=(R}+R;+...)(R‘{+R§+..,)(Ri—FRg-l—...)...

m=i1n=t
oit R™ sont des rectangles, ce qu’on peut aussi écrire

(1) CE= 2 RIRIRL....,

Ngy Ngseee

la sommation 2 s'étendant a toutes les suites infinies de nombres
Ry, Nge ..t

naturels 7y, ny, ..

Cherchons maintenant la projection PE de l'ensemble E sur
axe OX. La projection d’une somme étantla somme des projections,
la formule (1) donne

(2) PE= ¥ P(RLRLRS...)-

Ny, Na. ...

La projection d’un produit n’étant pas, en général, égale au produit
des projections, nous ne pouvons pas rem placer P(R; R ...)
par P(R;) P(R7) . ...

Or, on démontre sans peine que la projection d’un produit descen-
dant de rectangles fermés c’est-a-dire dont chacun est contenu dans
le précédent) est égal au produit des projections de ces rectangles (et
cette proposition subsiste pour les produits descendants d’ensembles
fermés et bornés). 11 faut donc remplacer le produit R, R ... par
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un produit descendant de rectangles, ce qu'on achéve sans peine. en
posant

R R2...RE =Rpyny..on, pour k=t1,2. ...

et en remarquant que
(3) R:’z‘Rﬁ,RZ, e = R":Rﬂu'lg Rn,,n,,n, et

On a maintenant
B’li 2 R"p ny > R"lv Ny, Ny S ...

et
(4) P(Rn, RaynyReynyomye « ) = P(Ra ) P(Rayyny YP(Rug s - o
Posons généralement

P(Rpy,ny,...inp) = 8nyy g, o.cympr

ce seront évidemment des segments (ou des ensembles vides).
D’aprés (2), (3), (4) et (5) on trouve

(6) PE= ¥ Bn0m,mdn,mm---

Ny, Ney ...

Les projections des ensembles mesurables B de notre classe sont
donc des ensembles de la forme (6).

Mais ce qui est important, c’est que sil’on considére des ensembles
mes'urables B de classes supérieures (et méme transfinies), leurs
projections sont toujours des ensembles de la forme (6) (comme
nous le démontrerons plus loin, n° 19).

C’est cette forme (6) qui était tout d’abord I'objet d’une étude
~ de M. Souslin. °

Nous dirons, d’aprés Souslin, qu’on a un systéme délerminant
d’ensembles {E, . .1, lorsqu’on a fait correspondre a tout systéme
fini de nombres naturels n,, ny, ..., n; un ensemble (d’éléments
quelconques) E, , ... On appelle noyau du systéme déterminant
S{Enn,..m} 'ensemble ‘

N= 2 En‘En‘,n,En,,n,,n, Lo

nyyng, ...

On appelle ensembles analytiques linéaires (resp. .plans) les



34 W. SIERPINSKI.

noyaux des systémes déterminants formés de segments (respective-
ment reclangles).

On pourrait appeler ensembles analytiques d’un espace méiriqlie
quelconque .M les noyaux des systémes déterminants formés
d’ensembles fermés (resp. ouverts) de cet espace. L’analyticité d’un
ensemble ainsi définie est relative a 'espace dans lequel il est situé.
L’espace M est par rapport a lui-méme toujours analytique comme
noyau du systéme délerminant formé d’ensembles, a la fois fermés
et ouverts, tous — M, mais n’est pas nécessairement analytique par
rapporl a un de ses sur-espaces. On pourrait envisager des ensembles
absolument analytiques, c’est-a-dire analytiques dans chaque espace
qui le contient.

M. K. Menger définitautrement 'analyticité d’un espace. 1l appelle
un espace métrique M analytique s’il exislte un systéme determi-
nant{E, , . }formé d’ensembles ouverts de M, tel que : 1° quelle que
soit la suite infinie n,, n,, ... de nombres naturels, siE, , .o

pour k=1, 2, ..., 'ensemble l] E,,h,,,;__”,,k contient un et un seul
k=1
point, et 2° quel que soit le point p de M, il exisle une suite infinie 7,

ny; . .. de nombres naturels, telle que I'ensemble I I E, ... €st

k=1

formé d’un seul point p ().

Une telle définition des espaces analytiques semble étre trop vaste.
En effet, d’aprés une remarque de M. E. Szpilrajn, il existe 22*
ensembles linéaires qui sont des espaces analytiques de M. Mefger.
 Nolamment on démontre sans peine que si E est un ensemble quel-
conque situé dans 'intervalle (o, 1) et H son complémentaire par
rapport a cet intervalle, H, la translation de H le long de la droite
de longueur 1, l'ensemble E—+H, est un espace analytique de
Menger. '

On ne sait pas s'il exisle des ensembles linéaires qui ne soient pas
des espaces analytiques de M. Menger. I est enfin & remarquer qu’il
existe des espaces métriques non séparables qui sont des espaces
analytiques de M. Menger, par exemple 'espace D, de M. Fréchet (2).

(") Jahresb. d. deutsch. Math. Ver., t. 37; 1928, p. 22 et p. 305, renvoi (°).
*) Voir W. SigrpiNsk1, Fund. Math. 35, p. 208. -
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18. Opération A. — Le noyau du systéme déterminant R
est dit résultat de l'opération A effectuée sur les ensembles du
systeme {E, ., .1

® étant une famille donnée d’ensembles, désignons par @, la famille
de tous les ensembles qui sont des résultats de opération A effectuée
sur les ensembles des systémes déterminants formés d’ensembles de

la famille ®. Une des propriétés les plus importantes de 'opération A
est la suivante :

Quelle que soit la famille ® d’ensembles, on a la formule
(7) (®Ps)a = Dy

En d’autres termes, si chacun des ensembles E,p g ...,m, (00 My,
My, ..., m; est une suite finie quelconque de nombres naturels) est
le résultat d’opération (A) effectuée sur les ensembles de la famille @,
le noyau du systéme déterminant {E,, . . .1 est aussile résultatde
Popération (A) effectuée sur les ensembles de la famille ®.

La démonstration de cette proposition de la théorie générale des
ensembles, bien que tout a fait élémentaire, n’est pas d’ailleurs facile.
On démontre notamment que si 'on a I’égalité

E = 2 EmyEmy, my Eny,me,my |
my,ms, ...
et si 'on a pour tout systéme fini de nombres naturels my, m,, ..., m;

Emy, my, oo, my — Eu, M, oo, M Ty, My, ooy My
ny Tty Ny

gy Mgy aee

bl

alors, en comprenant par p; et g les nombres naturels bien définis
pour tout nombre naturel & par la formule

k=or1(2gqr—1),

et en posant, pour tout systéme fini de nombres naturels n,, n,, .. ., ng

nys Prgsy -+ -»]’nqk

E =
Mgy Mgy eeey Nk '7-,”_—:7 q"’("lk"‘)"' o Tnapp—1(3g;—1)’

on aura la formule
E= 2 E": En,,n, E"h Ny, ny = - * (1)‘

4y Py e

(') Voir par exemple W. Sierpinskl, Intr. to general Topology, Toronto, 1934,
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Or, il est a remarquer que si ® est une famille (simplement)
additive et multiplicative d’ensembles, la famille de tous les ensembles

Al
2 |EG1E‘1£:“!E“A»¢5. LR ERE

ou la sommation s’étend a toutes les suites infinies a,, oy, ... for-
mées des nombres o et 1 et ou E; , . sont (pour lout systéme
fini a;y @y, ~ .., @, de nombres o et 1) des ensembles de la famille @,
coincide avec la famille @3 (*).

K. Menger a démontré. que les noyaux des systémes: détermi-
nants {E, , 1 ou Emwn-m sont des intervalles finis et fermés
de I'espace R,, et o, pour tout &k naturel, il n’existe qu’un nombre

fini d’ensembles E,, ,, . . non vides, coincident avec les ensembles
fermés et bornés de R, (?).

19. Opérations o et 3. — @ étant une famille donnée d’ensembles,
on désigne par ®,, respectivement par ®; la famille de tous les
ensembles qui sont des sommes, respectivement des produits d’une
infinité dénombrable d’ensembles de la famille ® ( pas nécessairement
distincts). On a évidemment, pour toute famille ® d’ensembles,

(8) bch; e Dcd;,
puisque, si E€ ®, on a

E=E+E+... et E=E.E....
Or, on a pour toute famille @ d’ensembles les formules
(9) Pocdy et Pz

En effet, si E€®;, on a E=E,+E,+..., oo E,€® pour
n=1, 2, .... Posons, pour tout systéme fini de nombres naturels
Rgy Nay ..., Ny ' )

Enhn,, . .l,nk = En“

p- 135-140 (Th.70); aussi Fund. Math.,t. 21, p. 261. Cf. F. HAusboRFF, Mengenlehre,
1927, p. 92. Cf. aussi n° 28.

() W. Sigreinskl, C. R. Soc. Sc. Varsovie, t. 22, 1929, p. 163.

(2) Jahresb. d. deutsch. Math.-Ver., t. 37, 1928, p. 222-223; ¢f. aussi la définition
des ensembles de points « finis » de BRouwer; Math. Ann., t. 93, p. 245.
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I'ensemble E sera, comme on voit sans peine, le noyau du systéme
déterminant {E, , 1 d’ou Ee®,.

D’autre part, si Ee®;, on a E=H,H,H,, ..., ou H,e® pour
n=1, 2 .... Posons, pour tout systéme fini de nombres naturels
Ny, Nay « ooy N 2

En,,n,,...,nk‘: Hk,

I'ensemble E sera, comme on voit sans peine, le noyau du systéme
déterminant {E, , . 1, don Ec®,.

Les formules (9) étant ainsi établies pour toute famille ® d’ensembles
nous pouvons y remplacer ® par ®@,, ce qui donne, d’aprés (7)

(10) (B)sc®y et (Dy)sc®a

On exprime les formules (10) en disant que la famille @, est close
par rapport aux opérations ¢ et d.

Soit, en particulier, ® la famille de tous les intervalles fermés : la
famille @, est alors celle de tous les ensembles analytiques linéaires
et la formule (10) prouve qu'une somme et un produit d’une
infinité dénombrable d’ensembles analytiques est un ensemble
analytique.

20. Opération B. — @ étant une famille donnée d’ensembles, on
désigne par ®g la plus petite famille ¥ d’ensembles contenant la
famille ® et close par rapport aux opérations ¢ et 9, c’est-a-dire telle
que® c ¥ = W, = W;. On démontre sans peine qu’une telle famille @y
existe pour toute famille ® d’ensembles.

En effet, il existe des familles W contenant @ et closes par rapport
aux opérations ¢ et 4 : une d’elles est la famille ®, (n° 19). Or, on
démontre sans peine qu'un produit (partie commune) d’un ensemble
quelconque de familles contenants @ et closes par rapport aux opéra-
tions g et 3 est de méme nature. Le produit de toutes les sous-familles
de la famille ®, qui contiennent la famille ® et sont closes par rapport
aux opéralions o et o est donc la plus petite famille jouissant de ces
propriétés : c’est donc la famille @y.

En particulier, si @ est la famille de tous les intervalles, ®@; est
(par définition, si l'on veut) la famille de tous les ensembles linéaires
mesurables B.



38 W. SIERPINSKI.

11 résulte tout de suite de notre définition de la famille ®; qu'on a
la formule

(11) Dy Py,

quelle que soit la famille ® d’ensembles.

Si Pon prend, en particulier, comme ® la famille de touslesi inter-
valles, il résulte tout de suite de la formule (11) que tout ensemble
mesurable B linéaire est un ensemble analytique..

La démonstration pour I'espace Ry, est tout a fait analogue.

21. Ensembles analytiques comme projections des ensembles G5. —
Soit E un ensemble analytique linéaire (non vide). Conformémenta la-
définition de la fin du n° 17, E est le noyau d’un systéme déterminant

-formé d’intervalles fermés, } 3, ,, . ..}

(12) Z 8": 8"“"38"5:"1,’137 AR
’ ny,n

et nous pouvons supposer que pour chaque suite infinie donnée
d’indices ny, ny, Ry, ..., les intervalles d,, 4, ,;, ..., forment une
suite infinie descendante, c¢’est-a-dire que

( 13) 6"1 2 8”1:": > 8"1:":,"3 S ...

puisque, si ce n’était pas le cas, il suffirait de remplacer chaque
intervalle 9, ,, ., par le produit 8,38, , . 0, ., . . sans altérer le
noyau du systéme déterminant.

On peut encore supposer que lalongueur de U'intervalled,, , ., est

. I . . . . « .
toujours < ; si ce n’était pas le cas, il suffirait de diviser chaque
intervalle 9, , . . enunnombre fini (variable) d’intervalles de lon-

N ¢ . , , .
gueur < 7 et de modifier le numérotage des intervalles o

Ny,Ny,.. . 0"
Cette modification nous permet également de supprimer tous les inter-
valles vides, de sorte qu'on pourra supposer que chaque inter-
valle 3n, ns....,n €St mOND vide.

Dans ces condmons tout prodmt

(14) 3"18"1,": B"u”x,"a' L]

se réduit, comme’ on voit sans peme a un point déterminé par- 1a
suite infinie de nombres naturels n., n,, ng, ..., donc aussi parle
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nombre irrationnel z dont le développement en fraction continue
infinie est

— 1
(15) w__E.z‘—l—,n‘ +l

L .
1(2) ins

(ou Ez désigne I'entier le plus grand < ).

Nous avons ainsi défini dans 'ensemble N de lous les nombres
irrationnels une fonction f(z) et 'ensemble f (N) de toules les valeurs
Jf(z) de cette fonction (pour z € N) est évidemment ’ensemble E. Or,
si z et 2’ sont deux nombres irrationnels dont les développements en
fraction continue ont les mémes & premiers dénominateurs, les points
correspondants f(x) et f(2') sont contenus dans le méme intervalle

Oy my,...ns, de longueur << -I]E Il en résulte tout de suite que la fonction

JS(x) est continue dans ’ensemble N.

Nous avons ainsi démontré que les ensembles analytiques sont des
images continues de l’ensemble de tous les nombres irrationnels (1).

Or, I'ensemble N est un C, (un Gg) : les ensembles P, coincidant
avec les images continues des ensembles C, (n° 10), il en résulte que
les ensembles analytiques sont des ensembles P, .

La réciproque est aussi vraie. Soil, en effel, H un ensemble P,
linéaire : c’est donc une projection PE d’un ensemble plan E qui est
un Gy, donc un Gj plan et 'on peut poser E=E,E.,E,, .... o0
E,.(n=1, 2, ...)sonldes ensembles ouverts plans. Or, tout ensemble
ouvert plan est comme on voit sans peine, la somme de lous les
rectangles rationnels (fermés) qu’il contient (¢’est-a-dirve des rectangles
dont les ¢otés sont paralléles aux axes de coordonnées et dont les
sommets ont des coordonnées ralionnelles). On peut donc présenter
I'ensemble E sous la forme (1) du n° 17 et il en résulte, comme nous
savons, que PE est un ensemble analylique.

Ainsi : lessensembles analytiques coincident avec les ensembles
projectifs P,. La démonstration a été donnée pour le cas des
ensembles linéaires, mais pour l'espace R, elle est tout a fait
analogue.

Vu la définition des ensembles P, (n° %), nous pouvons aussi dire

(1) C'est cette propriété des ensembles analytiques qui est prise comme leur défi-
nition par M..N. Lusix dans son livre, p. £35.
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que les ensembles (A) coincident avec les projections des
ensembles Gs. ;

Les images continues des ensembles P, étant des ensembles P,
(n° 10), nous concluons encore que toule image continue d'un
ensemble (A) (en particulier la projection) est un ensemble (A)

Or, M. Hurewicz a démontré que deux ensembles analytiques qui
ne sont pas des ensembles F, sont chacun une image continue de
Pautre (*).

922. Ensembles analytiques comme ensembles de valeurs de fonctions
continues partout d’un coté, respectivement semi-continues. — Si au
lieu du développement (15) en fraction continue on prend le dévelop-
pement du nombre & (ot 0 < & < 1) en fraction infinie dyadique

2= 2T 2T e 9T T R R

et si Uon conserve la définition de la fonction f(z) du n° 21 [comme
point (14)], on obtient, comme on voit sans peine, une fonction f(x)
définie dans Vintervalle o << 2 <1 etcontinue partout du coté gauche.b
On en conclut que les ensembles (A) (linéaires) sont des ensembles
de valeurs d’une fonction d’'une variable réelle f(z) continue du
cété gauche en chaque point z ()

De telles fonctions admettent, comme on sait, un ensemble au plus
dénombrable de points de discontinuité et sont limites de suites con-
vergentes de fonctions continues, donc des fonctions de classe =1 de
Baire.

D’autre part, on démontre que I'image géométrique J:E[y =f(x)]
de toute fonction f(z) d’une variable réelle de classe ./__/.yl de Baire
est un ensemble Gg (plan) : I'ensemble de valeurs (pour z réels) d’une
telle fonction f (), en tant que coincidant avec la projaction PJ, est
donc un ensemble analytique.

‘Or, toute fonction f(#) de classe =1 est une somme d’une série
convergente de polynomes en x a coefficients rationnels. Done, les
ensembles analytiques linéaires coincident avec U'ensemble de

(*) W. Hurewicz, Fund. Math., t. 12, p. 101.
(*) Fund. Math., t. 10, p. 169; cf. ibid., p. x2-15.
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valeurs que prend pour z réels, la somme d’une série convergente
de polynomes & coefficients rationnels.

On démontre aussi que les ensembles analytiques linéaires coin-
cident avec 'ensemble de valeurs (pour z réels) d’une fonction f(x)
semi-continue supérieurement (*). Il en résulie sans peine que les
ensembles (A) linéaires peuvent étre obtenus a partir des ensembles
plans fermés par un procédé trés simple. On prend un ensemble plan
fermé F (pas nécessairement borné, mais borné sur toute droite
paralléle a 'aze OY), onle coupe par les droites paralléles a 'axe OY;
sur chaque paralléle on choisit le point de F dont I'ordonnée est
maximum et l'on projette le sous-ensemble de F ainsi obtenu sur
I'axe OY. L’ensemble fermé¢ F étant choisi convenablement, on peut
obtenir ainsi tout ensemble (A) linéaire (2).

M. Poprougénko a démontré (*) que pour qu'un ensemble linéaire
E soit analytique, il faut et il suffit qu’il exisle une fonction continue
Jf(z), telle que E soit 'ensemble de toutes les valeurs f'(z), z parcou-
rant ensemble de tous les points z auquels f(z) admet la dérivée
unique et finie.

Il a démontré aussi (*) que pour qu’un ensemble linéaire soit un
ensemble (A), il faut et il suffit qu'il soit I’ensemble des valeurs de la
fonction dérivée d’une fonction continue dérivable en tout point sauf
aux points d’uh ensemble au plus dénombrable.

On voit ainsi comment 1'étude de I'ensemble de valeirs des fonc-
tions d’une nature trés simple conduit aux ensembles analytiques
lindaires et méme les plus généraux.

23. Ensembles boréliens. -— ® étant une famille donnée d’ensembles
posons ®(©) =@, —=® et définissons pour les nombres ordinaux
a << Q par 'induction transfinie les familles ®@® et ®,, comme il
suit :

(16) @‘“’_(sz(g)) et q)m=<2qna_> )
\,<¢ o E<d 13

On a ainsi
¢(1) = Pg, P = Bs, D) = By, Dp) = By

(1) W. Sierpinski, Bull. Acad. Polonaise des Sc. et L., 1927, p. 637.
(?) Loc. cit., p. 7o1; cf. aussi Fund Math., t. 11, p. 244,

(%) Fund Math., t. 18, p. 77.

(%) Loc. cit., p. 8o.
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On a, pour toute famille ® d’ensembles

Pp = 2 dla) = 2 Bq).
A wa alQ

D’aprés (16) on a, pour a < @, ®F==@ et (P )s= Py : la
famille ®(* est donc dénombrablement additive, et la famille @, est
dénombrablement multiplicative. On appelle par suite les ensembles
de la famille @@ de classe additive a et ceux de la famille ®(,) de
classe multiplicative a relativement a la famille ®@.

Il y a des problémes difficiles de la théorie générale des ensembles
concernant les classes boréliennes initiales. Par exemple nous ne
savons pas démontrer sans faire appel & ’hypothése du continu qu’il
existe une famille ® d’ensembles, telle que

D57 Pose= Posos (1)-

D’autre part, méme en admettant 'hypothése du continu, nous ne
savons pas résoudre le probléme d’existence d'une famille ®
d’ensembles, telle que

D56 %~ Posod = Podosa (%)-

Si @ est la famille de“lous les ensembles de R, (ou, plus générale-
ment, d’un espace métrique quelconque) qui sont a la fois F; et Gs,
les ensembles de la famille ®), respectivement @, sont dits ensembles
boréliens (ou mesurables B) de classe « additive respectivement
multiplicative. Les familles

o), q)(lh o), ‘I)(:), @), (I)(Ii)a L)

sont ici formées respectivement des ensembles
Fs, G35, Gso; Fos, Fose, Goods

Les ensembles appartenant a la fois aux familles @* et @, sont
dits ambigus de classe o.

La famille ®® (ot 0 <<a << Q) est dénombrablement additive et
simplement multiplicative, et la famille ®, est dénombrablement
multiplicative et simplement additive.

(1) W. SierpINskI, Recueil Math. Moscou, nouvelle série, t. 1, (43), p. 303.
. (*) Cf. Fund Math., t. 30, p. 65.
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Ona
B + Py € Q(B)Q(p) pour 0 Lo < B<LQ.

'On démontre pour o << a < Q l'existence des ensembles plans ®(*),
respectivement @, universels pour les ensembles linéaires ®(®), res-
pectivement ®,, (1) et I'on ¢n déduit I'existence des ensembles boré-
liens (linéaires) de toute classe « << Q qui n’appartiennent pas aux
classes inférieures (¢f. n° 8).

Une généralisation d’ensembles boréliens, respectivement analy-
tiques, respectivement projectifs a été considérée par L. Maximoff (2)
en partant d’une généralisation d’espace o-dimensionnel de Baire.

24. Décomposition des ensembles analytiques en une somme et en
un produit de x, ensembles boréliens. — Soit @ une famille quelconque
d’ensembles et soit E un ensemble de la famille ®, (voir n° 19):
c’est donc un noyau d’un systéme déterminant {E, , ..} formé
d’ensembles de la famille ®.

Posons, pour tout systéme fini de nombres naturels ny, ng, ..., 7

0 —
(17) En,,n,,...,nk—' En.,n.,...,nm

®

o —41 — R o
(18) En‘,n,,...,nk - En,,n,,...,nkz Eni,n,,...,nk,n

n=1

pour tout nombre ordinal « < Q, et
(19) Ez,,n,,...,nk=l_lEi‘,n,,...,nu
E<a

pour tout nombre ordinal o de seconde espéce.
On démontre sans peine par 'induction transfinie que

-2
(20) En,,n,,...,nketpnv

pour tout systéme fini de nombres naturels ny, n,, ..., nx et tout
nombre ordinal « << Q.

(1) Voir par exemple W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 14, p. 8g; ¢f. L. V. KaNT0-
rovrrex, Journ. Soc. Phys. Math. Leningrad, t. 1, 1929, p. 13-21; C. KURATOWSKI,
Topologie, t. 1, p. 172. . )

¢2) Sur les espaces transfinis, (Recueil Math. Moscou), Nouvelle série, t. 3, 1938,
p. 553-558.



44 W.. SIERPINSKI.

Posons

(21) Sa =z E%,

n=1

nous aurons encore S* € @ pour o < .
On démontre la formule

(22) E=H5a.

Donc :

Tout ensemble de la famille ®, est un produit de x, ensembles
de la famille @y (*).

Posons encore

(23) , To= 2 E;.:,,n,,...,nk_ E:t:—'llu :nk)’

Ny Nayeeey Nk

la sommation s’étendant a tous les systémes finis de nombres naturels
Ry, Ra. ..., ng. On démontre que

(24) E=2(Sa—Ta).
alQ

Désignons par ®,la famille formée de tous les ensembles de la
famille @ et de tous les ensembles de la forme E. —E,, o0 E;e®et
E, € ®. D’aprés (20) et (23), on trouve, pour « <Q, Tee 00, d'out
S“—T“e@npap. Or, on démontre qu’on a (pour toute famille @
d’ensembles) @p,q, C Pyp. Donc :

Tout ensemble de la famille ®, est une somme de x, ensembles

de la famille @,y (?).

En particulier, si ® est la famille de tous les segments de R,
(vespectivement rectangles de R., etc.), les formules (22) et (24)
prouvent que tout ensemble analytique (de R,,) est une somme et
un produit de v, ensembles mesurables B (*).

(') Voir Fund Math., t. 8, p. 366.

(?) Loc. cit., p. 363.

(®) N. Lusin et W. Sierpinsk1, Journ. Math., t. 2, 1923, p. 62, aus:nC KURATOWSKI,
Topologie, t. 1, p. 264.
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En posant, pour a << Q.
Ee = CSa— ¥ C8%

on obtient, d’apreés (22) <
(25) CE = 2 E2,
a<Q

ce qui est une décomposition d'un complémentaire analylique en une
somme de x, constituantes disjointes qui sont toutes mesurables B.

La condition nécessaire et suffisante pour que 'ensemble E [done
aussi (E)] soit mesurable B est qu’il n’y a dans le développement (25)
qu’un nombre fini ou une infinité dénombrable de constituantes non
vides ().

M. Lusin a démontré qu’il existe des complémentaires analytiques
pour lesquels les classes des constituantes tendent vers () et méme
d’une maniére monotone (3). Or, on ne sait pas s'il existe des com-
plémentaire analytiques non mesurables B dont les constituantes
soient de classes bornées (par un nombre ordinal << ) et, en parti-
culier, au plus dénombrables (c¢f. n° 25).

Si I'ensemble analytique E est non mesurable B, il y a une infinité
indénombrable de constituantes E* de CE qui sont non vides. Si 'on
prend un point de chacune de ces constituantes, on obtient un
ensemble indénombrable qui est toujours de premiére catégorie
(c’est-a-dire de premiére catégorie sur tout ensemble parfait) et dont,
tout homéomorphe est de mesure nulle (*).
~ Une proposition analogue a lieu pour les constituantes disjointes

de l'ensemble analytique E lui-méme qu’on obtient du dévelop-
pement (24) (®).

Quant au développement (24) M Sophie Piccard a démontré que
ses termes forment une suite transfinie non décroissante (c’est-a-dire
Sa— Te ¢ S8 — TB pour a << f <) (°).

(rl) N. Lusin et W. SierpiNsk1, Bull. Aéad. Cracovie, 1918, p. 39.

(*) N. Lusiy, Fund. Math., t. 17, p. 5, (cf. n° 31).

(3) N. LusiN, Sur les classes des constituantes des complémentaires analytiques
(Ann. Sc. Norm. Sup., Pisa, 2° série, vol. 2, 1933, p. 271).

(*) N. LusiN et W. Siereinsgl, R. Acad. Lincei, t. 6, vol. VII, p. 214 et W. SiER-
pINSKI, Fund. Math., t. 7, p. 188.

(5) W. Sierpinsk1, Fund Math., t. 24, p. 33 et Publ. Math. Univ. Belgrade. t. 2.

1933, p. 10.
(%) S. Piccarp, Fund Math., t. 21, p. 152.
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On démontre qu’il existe (pour tout ensemble analytique E) un
nombre ordinal p<<Q (dépendant de E), tel que l'ensemble
E — (S#—T#) est de mesure nulle (). Il en résulte que tout ensemble
anralytique est mesurable L.

La mesurabilité L des ensembles analytiques a été énoncée par
M. N. Lusin dans sa Note du 8 Janv1er 1917 des C. R. Acad. Se.,
t. 164, et démontrée pour la premiére fois dans la Note de N. Lusin
et W. Sierpinski du Bull. Acad. Cracovie, 1918, p. 44. Cf. aussi
Fund. Math., t. 10, p. 26 et C. R. Soc. Sc. Varsovie, t. 22, 1929,
p- 135.

Plus généralement on démontre qu’un noyau d’un systeme déter-
minant formé d’ensembles mesurables L est mesurable L (2).

On démontre qu’il existe pour tout ensemble analytique E et tout
ensemble parfait P un nombre ordinal p. << Q (dépendant de E et de P)
tel que 'ensemble E — (S*— T#) est de premiére catégorie de Baire
relativement a P (*), Les ensembles mesurables B jouissant de la pro-
priété de Baire, il en résulte que les ensembles analytiques jouissent
de la propriété de Baire. Plus généralement, on démontre que la
propriété de Baire est un invariant de l'opération (A) (%).

Soit maintenant H un ensemble P, linéaire, Il existe donc un
ensemble plan analytique, soit E, tel que H = PCE, et il résulte de

(25) que H :Z PE*. Les ensembles E* étant mesurables B, les
alQ

ensembles PE* sont analytiques (n°21 ), donc sommes de x, ensembles

mesurables B et il en résulte (vu que x} =x;) que tout ensemble P,

(linéaire) est une somme de x, ensembles mesurables B. On ne sait

pas s'il en est de méme pour les ensembles C, et pour les ensembles

projectifs de classes supérieures.

25. Puissances des ensembles analytiques et de leurs compléme);-
taires. — M. Souslin a démontré que tout ensemble analytique

(*) E. SELivanowskl, Fund. Math., t. 21, p. 24 et W. SiErpINskI, ibid., p. 31.

(®) N. Lusiv et W. Siemeinski, Bull. Acad. Cracovie, 1918, p. 44; E. StpiLRAIN
Furd Math., t. 21, p. 229; C. KuraTowsKI, Topologie, t. 1, p. 58, S. Saks, Theory
of the Integral (Monografje Matematyczne,t.7), Warszawa—Lwow. 1937, p. 50.

(3) Furnd Math., t. 21, p. 32.

(%) O. Nikopym, Fund Math., t. 7, p. 43; C. KURATOWSKI, Topologze, t. 1, p. 56;
E. SzpiLRAIN, Fund. Math., t. 21 P 229.
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indénombrable contient un sous-ensemble parfait (non vide) (1) et
par suite est de puissance da contina. Tout ensemble mesurable B
étant analytique, il en résulte, en particulier, que tout ensemble
indénombrable mesurable B contient un sous-ensemble parfait
(non vide), ce qui était démontré en méme temps et indépendamment
par MM. Alexandroff () et Hausdorff (3) en 1916. Leurs démonstra-
tions, fondées sur une méme idée, sont assez compliquées et utilisent
les nombres transfinis. Une démonstration sans faire appel aux
nombres transfinis et a la théorie des ensembles analytiques a été
donnée par moi (*). (Je définis une propriété I d’ensembles dont je
démontre qu’elle appartient aux ensembles fermés et aux sommes et
produits d’une infinité dénombrable d’ensembles qui en jouissent,
et je prouve que tout ensemble indénombrable a propriété Il contient
un sous-ensemble parfait).

Tout complémentaire analytique et, plus généralement, tout
ensemble P, étant une somme de x, ensembles mesurables B (n° 24),
il résulte tout -de suite du théoréme de Alexandroff-Hausdorff que
tout ensemble P, (donc' aussi tout complémentaire analytique)
dépourvu de sous-ensembles parfaits est de puissance < x,. Les
ensembles P, ne peuvent donc avoir une puissance intermédiaire
entre x; et 2%. On ne connait pas d’énoncé analogue pour les
ensembles C.,. '

Or, on ne sait pas démontrer, sans faire appel a ’hypothése du
continu, 'existence des complémentaires analytiques (respectivement
des ensembles P,) de puissance x,. D’autre part, méme en admettant
I’hypothése du continu, nous ne savons pas résoudre le probléme s’il
existe des complémentaires analytiques linéaires indénombrables sans
sous-ensembles parfaits. Or, M. K. Godel a signalé (°) que I'existence
de tels ensémbles est non-contradicloire avec les axiomes habituel-
lement admis de la théorie des ensembles (si ces axiomes ne sont pas
contradictoires).

(1) C. R. Acad. Sc., t. 164, 1917, p. 89, et Fund. Math., t. 10, p. 25. Voir aussi
N. LusiN, Legons, p. 151 et W. SIERPINSKI, Introduction to general Topologie,
Toronto, 1934, p. 158 (th. T8).

(2) C. R. Acad. Sc., t. 162, 1916.

(3) Math. Ann., t. 11, p. 430.

(*) Fund. Math., t. 5, p, 166.

(®) Proc. Nat. Acad. of Sc., t. 24, p. 556.
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Or, M. Lusin a nomm¢ un ensemble C; linéaire, E, tel que si'on
savait nommer un point de E on saurait nommer un complémentaire
analytique linéaire indénombrable et sans partie parfaite, et si 'on
réussissait & démontrer que 'ensemble E est vide, on aurait démontré
que de tels complémentaires analytiques n’existent pas (*).

26. Ensembles analytiques non mesurables B. — Dans le n°8 nous
avons construit un ensemble P, linéaire qui n’est pas un C,. Un tel
ensemble est donc analytique sans étre un complémentaire analytique
et par suite ne peut pas étre mesurable B (tout ensemble mesurable B
étant analytique et tout complémentaire d’'un ensemble mesurable B
étant mesurable B). :

Il existe donc des ensembles analytiques linéaires non mesu-
rables B et nous savons définir effectivement un tel ensemble, soit E.
La fonction caractéristique f(z) de cet ensemble E est non mesu-

rable B, puisque I’ensemble E[f(.z:) =1] = E est non mesurable B.

Elle est donc non représentable analyliquement, c¢’est-a-dire ne rentre
pas dans la classification de Baire. Elle satisfait cependant a la
condition de Baire, c’est-a-dire elle est continue sur tout ensemble
parfait quand on néglige un ensemble de premiére catégorie par
rapport a cet ensemble parfait, puisque I'ensemble E, en tant que
analytique, jouit de la propriété de Baire (n° 24).

Donc, on sait définir effectivement une fonction non représen-
table analytiquement satisfaisant a la condition de Baire (?), ce
qui résout un probléme posé par M. H. Lebesgue et regardé par lui
comme difficile.

Quant a l’existence des fonctions non représentables analyti-
quement satisfaisant 4 la condition de Baire, elle a été démontrée
en 1914 par M. Lusin a 'aide de ’hypothése du continu (*) et
ensuite en 1917 sans faire appel a cette hypothése, mais a l'aide de
I'axiome de choix (*).

(1) N. Lusiy, Fund. Math., t. 10, p. 92 et Lecons, p. 206; ¢f. aussi la Note de
N, Lusiy dans les C. R. Acad. Sc., t. 131, 1925, p. 280.

(?) Voir N. LusiN et W. SlERPll\SKl, Journ. Math., 7° série, t. II, 1923, p- 53.

(?) C. R. Acad. Sc., t. 158, 1914, p. 1259.

(*) Fund. Math., t. 2, p. 157.



LES ENSEMBLES PROJECTIFS ET ANALYTIQUES. 49

En ce qui concerne I'existencé des fonctions non représentables
analytiquement (d’une variable réelle), elle résulte tout de suite du
fait que 'ensemble de toutes les fonctions rentrant dans la classifi-
cation de R. Baire a une puissance inférieure a celle de I'ensemble
de toutes les fonctions d’une variable réelle (ce qu’on démontre a
'aide de nombres transfinis et d’axiome du choix). Le premier
exemple effectif d'une fonction non représentable analytiquement a
été donné en 1go5 par M. H. Lebesgue (!) a 'aide de nombres
transfinis. En 1924 j’ai donné un exemple effectif d’une fonction non
représentable analytiquement sans faire appel aux nombres transfinis
et & la théorie des ensembles analytiques et sans utiliser les opé-
rations d’addition et de multiplication & partir d’une infinilé non
dénombrable d’ensembles ni dans la construction ni dans la
démonstration (2).

27. Théordme de Souslin. — Soient E et E; deux ensembles ana-
lytiques, noyaux de systémes déterminants formés de segments
(respectivement rectangles, etc.). On a donc la formule (22) du

n° 24 et une formule analogue E,; = HSV Or, on démontre que
[24°) )
si EE,=o, il existe des nombres ordinaux p<<Q et v<<Q, tels

que S#S} =0 (*). Comme E c S¢ et E, c S} et comme les ensembles S+
et S} sont mesurables B, on en conclut que deuz ensembles analy-
tiques disjoints sont séparables B, c’est-a-dire peuvent étre enfermés
dans deux ensembles disjoints mesurables B. C'est le premier
principe des ensembles analytiques de M. Lusin (4). La démons-
tration mentionnée fait usage de nombres transfinis; M. Lusin en a
donné aussi une aulre, sans utiliser les nombres transfinis ().

Le théoréme en question est une conséquence d’une proposition
de la théorie générale des ensembles (¢); il résulte aussi du théoréme

(') Journ. Math., 6° série, t. L.

(2) Fund. Math., t. 5, p. 87.

(?) Voir par exemple, N. Lusin et W. SierpINsk1, Journ. Math., 7° série, t. II,
1923, p. 58-60.

(*) N. Lusin, Legons, p. 156.

(®) Loc. cit., p. 157; voir aussi mon livre, Introduction to general Topology,
p- 159.

(®) Voir, W. Siereinskl, Fund Math., t. 25, p. 29 et 21, p. 265; cf. aussi S. STECKEL,
Ann. Soc. Polon. Math., t. 1, 1929, p. 260.



50 W. SIERPINSKI.

de réduction (pour les ensembles C,) de M. Kuratowski (voir n° 14).

Soit maintenant E un ensemble analytique dont le complémen-
taire E; = CE est aussi analytique. D’aprés le premier principe de
M. Lusin il existe donc deux ensembles mesurables B, M et N tels
que EcM, CEcN et MN = o, ce qui donne tout de suite E=M et
prouve que 'ensemble E est mesurable B. On a ainsi ce

Tatorime pE SousLin (!). — Pour qu’un ensemble soit mesu-
rable B, il faut et il suffit qu’il soit analytique en méme temps
que son complémentaire.

En d’autres termes, les ensembles mesurables B coincident avec
les ensembles projectifs By [c’est-a-dire qui sont & la fois P, et C,

(ef. n° 4)].

28. Théoréme d’unicité de N. Lusin. — Un systéme déterminant
{E,,h,,,“”,,,k} est dit systeme d’unicité, si m,, m,, ... et ny, na, ...
étant deux suites infinies dislinctes (au moins dans un terme) de
nombres naturels, on a toujours

€
l lEm,,m,,...,mk En,,n,,...,n,r = 0.
k=1

® étant une famille donnée d’ensembles, désignons par @y la famille
de tous les ensembles qui sont noyaux de systémes d’unicités
{Enr,...,n.} formés d’ensembles E, , . de la famille ®. On a
évidemment ®; c®,. On démontre qu’on a pour toute famille ®

d’ensembles
: (‘DU )U = @y.’

La démonstration de cetle égalité est tout a fait analogue a celle de
'égalité (7) dun® 18 : il faut seulement supposer que les systémes
déterminants considérés sont des systémes d’unicité (2).

® étant une famille quelconque d’ensembles, désignons par @, la
plus petite famille F d’ensembles satisfaisant aux trois conditions
suivantes : 1°® cF; 2° une somme d’un nombre fini ou d’une infinité
dénombrable d’ensembles disjoints de F appartient a F; 3° FzcF.

(*) M. Sousriy, C. R. Acad. Sc., t. 164, 1917, p. 89; aussi N. Lusix et
‘W. Sierrinski, Bull. Acad. Cracovie, 1918, p. 42. :
(%) Voir W. SierriNskI, Fund. Math., t. 21, p. 255 (th. III).
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On démontre que la condition nécessaire et suffisante pour qu’on
ait pour une famille ® d’ensembles @, c @ est 'inclusion ® c By (*).

Si la famille ® d’ensembles est telle que, E;, E,, ... étant une suite
infinie quelconque d’ensembles de @, les inégalités E,E, ... E,2 0
pourn =1, 2, ... entrainent E,E,E... £ 0 (?), et si®, c Dy et ® C @y,
on a '

(26) ®y = Ppe  (3),

Ces conditions sont, comme on voit sans peine, remplies, si ® est
la famille de segments (respectivement rectangles, etc.) et l'on a
alors ®5.=®j. La formule (26) donne alors ce

Tutorkme p’unicirt pe N. Lusiv (*). — Pour qu'un ensemble
linéaire (respectivement plan, etc.) soit mesurable B, il faut et il
suffit qu’il soit noyau d’un systéme d’unicité formé de segments
(respectivement rectangles, etc.).

On en déduit la proposition suivante :

Pour qu’un ensemble linéaire (respectivement plan, etc.) soit
mesurable B, ¢l faut et il suffit qu’il soit une somme de deuz
ensembles, dont U'un est au plus dénombrable et 'autre est un
ensemble vide ou une image biunivoque et continue (dans un sens)
.de Uensemble de tous les nombres irrationnels (*).

Il en résulte sans peine que, parmi les ensembles linéaires mesu-
rables B existe un, soit E, tel que tout ensemble indénombrable
mesurable B linéaire (respectivement plan, etc.) est une image
biunivoque et continue (dans un sens) de cet ensemble E : c’est
notamment ’ensémble E formé de tous les nombres naturels et de
tous les nombres irrationnels de I'intervalle (o,1) (¢).

. Or, on démontre que pour qu’un ensemble linéaire soit une image
biunivoque el continue (dans un sens) de I'ensemble de tous les

(') Loc. cit., p. 262 (th. IV).

(?) Pour les familles ® d’ensembles fermés compacts d’un espace métrique cette
condition équivaut au Durchschnittsatz de G. CANTOR.

(2 Loc. cit., p. 271 (th. VIII).

(*) C. R. Acad. Sc., t. 164, 1917, p. 90; cf. aussi F. HausDorrr, Mengenlehre,
1935, p. 185 (I1I) et p. 192 (IV).

(*) W. Sigmpinski, Fund. Math., t. 3, p. 30; N. Lusin, Lecons, p. 39.

(*) W. Sigreinsgi, Fund. Math., t. 26, p. 49.
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nombres irrationnels, il faut et il suffit qu'il soit un ensemble mesu-
rable B condensé (1).

Une conséquence du théoréme d’unicilé est que toute image
biunivoque et continue (dans un sens) (donc, en particulier, la
projection biunivoque) d'un ensemble B mesurable est un ensemble
mesurable B. Plus généralement, toute transformation d’un ensemble
mesurable B a I'aide d’une fonction de Baire a valeurs distinctes
donne un ensemble mesurable B (?).

29. Les classes des fonctions et de leurs images géométriques. —
S (z) étant une fonction d’une variable réelle, désignons par J(f) son
image géométrique, c'est-a-dire 'ensemble plan

1=K =ren.

a,y

I1 se pose d’une fagon naturelle le probléme, quel est le rapporti entre
la classe de la fonction f et celle de I'ensemble J(f). [Les fonctions
continues étant, par définition, de classe zéro, on définit par Iinduc-
lion transfinie, les fonctions de classe < a (ot & << Q) comme limites
de fonclions de classes << «].

On démontre sans peine que si la fonction f(x) est continue,
Pensemble J(f) est fermé. La réciproque n’est pas vraie : soit, en.
effet, f(z)= ;Ic- pour z o ¢t f(0o)=o0; l'ensemble J(f) est ici
fermé [composé de I'hyperbole zy =1 et du point (0,0)] et cepen-
dant la fonction f(z) est discontinue (au point zéro). Or, on voit
sans peine que pour que la fonction f(z) soit continue, il faut et il
suffit que pour tous les nombres réels a et b > a la partie de J(f)
contenue dans la bande @ .<< 2 < b soit un ensemble fermé et borné.
Cette condition peut étre remplacée par celle que J(f) soit fermé et
connexe (c’est-a-dire soit un continu). La connexité seule de I'en-
semble J(f) ne suffit pas pour que la fonction f(x) soit continue :
il existe des fonctions discontinues dont I'image géométrique est
connexe ().

(') W. SierPINSKI, Mathematica, t. 2, p. 18.

(*) N. Lusiv, Fund. Math., t. 10, p. 6o.

(*) Voir C. Kuratowski et W. Sierpinskl, Fund. Math., t. 3, p. 306, ou Pon donne
‘un exemple d’une fonction de classe r dont I'image géométrique est un ensemble
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On démontre sans peine que si 'image géométrique J(f) d’une
fonction f(z) est un ensemble F;, f(z) est une fonction de classe -Z1.
La réciproque n’est pas vraie. Or, si f(z) est de classe 1.
I'ensemble J(f) est un Gs. C’est un cas particulier du théoréme
suivant : Si f(z) est de classe < «, J(f) est un ensemble de classe
multiplicative < a (*). D’autre part il existe des fonctions f(z) de
classe de Baire quelconque dont les images J(f) sont des ensembles Gj.
Cela résulte sans peine du fait que, « étant un nombre ordinal quel-
conque < £, il existe une fonction ¢(y) de classe > a inverse d’une
fonction f(#) de classe << 1 (?).

Or, on 'démontre que pour que f(x) soit une fonction de Baire,
il faut et il suffit que son image géométrique J(f) soit un
ensemble mesurable B (*).

On peut y remplacer les mots mesurable B par analytique (*). 11
en résulle tout de suile que si y — f(z) est une fonction de Baire
qui prend chaque valeur réelle une et une seule fois, sa fonction
inverse # = f~'(y) est aussi une fonction de Baire [puisque les
ensembles J(f) etJ (f~*) sont superposables]. On ne peut cependant
rien conclure sur la classe de la fonction f~1(y), lorsqu’on sait que
la fonction f(x) est de classe a > 1.

Dans le cas ou f() est une fonction de Baire quelconque a valeurs
distincles, 'ensemble E de toutes les valeurs de f(«) pour x réels,
c’est-a-dire le domaine d’existence de la fonction f~1(y), en tant
qu’une image biunivoque de Baire de la droite, est un ensémble
mesurable B (voir la fin du n® 28) et 'on démontre que f~*(y) est
une fonction de Baire définie sur E (3).

connexe et ponctiforme. Un exemple d’une fonction de classe 2 dont Vimage géo-

métrique est connexe ponctiforme et dense dans une portion du plan a été donné

par M. Vieroris ( Monatshefte f. Math. u Phys. t., 31, p. 202), c’est la fonction
f(x):limﬁupM’:—”—'f—%, o r=(0,aa,...). -

(1) Voir W. SIERPINSKI, Fund Math., t. 2, p. 78; pour les espaces métriques sépa-
rable, voir C. Kuratowskl, Topologie, t. I, p. 183. Une généralisation aux espaces
métriques. quelconque: a été donnée par M. D. Moxteomery, Fund. Math., t. 25,
p- 532; voir.aussi C. Kuratowskl, Fund. Math., t. 25, p. 541.

() Voir W. Sierpinskl, Fund. Math., t. 3, p. 26.

() W. Siereinskl, Fund. Math., t. 2, p. 78 (th. III).

(%) 1bid., p. 79 (th. IV).

(*) N. Lusix, Fund. Mdth., t. 10, p. 63 et Lecons, Chapitre IV.
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M. Lusin a étudié des fonctions f(z) dont les images J(f)
sont des complémentaires analytiques (*). On ne sait pas si
toutes ces fonctions sont mesurables L et si elles jouissent de la
propriété de Baire. En résolvant un probléme posé par M. Lusin (2),
M. K. Kunugi a défini deux fonctions f4(z) et f2(z) d’une variable
réelle, dont les images J(f1) et J(f.) sont des complémentaires
analytiques, telles que f,(z) << fa(z) pour = réels et qu’il n’existe
aucun ensemble E mesurable B situé entre J(f1) et J(fs) [c'est-
a-dire au-dessus de J( f1) et au-dessous de J(f2)] et qui soit coupé
par chaque droite paralléle a 'axe OY au moins en un point (?).

On ne sait pas 'il existe une fonction f(z) d’une variable réelle
dont I'image géométrique soit un complémentaire analytique (plan)
dépourvu de partie parfaite. Si une telle fonction f(z) existe,
hypothése du continu est vraie (puisqu’un complémentaire analy-
tique sans partie parfaite est de puissance x, voir n® 23) (*) et 1l
existe un ensemble plan B, non mesurable L (¢f. n° 14).

En allant plus loin, on peut étudier les fonctions f(z) dont les
images J(f) sont des ensembles P,. On démontre sans peine que
dans ce cas J(f) est un ensemble B,. La démonstration s’appuie sur
la formule évidente

can =R <+ i@ >

:rly

et sur le fait que si l’ensemble E[f(x)::g] est un Py, les .

ensembles E[f(x) <ylet E[f(x) >y] le sont aussi.

‘r’y m’.‘-‘. .

Une fonction d’une variable réelle f(z) est caractérisée non seule-
ment par I'ensemble plan J(f), mais aussi par chacun des ensembles
plans
e wH=Kr<sen e nn=Eu>s@n

x,y x,y

Pour que la fonction f(#) soit de classe < «, il faut et il suffit que
chacun des ensembles (27) soit de classe additive < a (*).

'y Mathematica, t. 10, p. 71-8o.

)
) Loc. cit., p. 8o. . :

) Voir M. Konpo, Proc. Imp. Acad. Tokyd, t. 42, 1936, p. 311, renvoi (?).
)

)

2
3
4) N. Lusin, Legons, p. 287.
s

(
(
(
(
(®) W. Sierpinskl, Fund. Math., t. 2, p. 79-80 (th. V).
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Pour que f(z) soit une fonction de Baire, il faut et il saffit que
chacun de deux ensembles (27).soit analytique (*). Or, I'analycité
d?un des ensembles (27) n’entraine pas que f(z) est une fonction de
Baire (comme le montre I'exemple d’une fonction caractéristique
d’un ensemble analytique non mesurable B) (?).

30. Uniformisation des ensembles plans. — On dit, d’aprés
M. Lusin, qu'un ensemble plan E est uriformisé au moyen de
I'ensemble HcE, si toute parallele a 'axe OY qui rencontre E,
rencontre H en un et un seul point. :

Tout ensemble fermé plan peut étre uniformisé au moyen d’un
ensemble Gz (?). Or, il existe un ensemble fermé plan qui a sur
toute droite paralléle a 'axe OY au plus deux points et qui n’est pas

uniformisable au moyen d’un ensemble F,. [Telle est la fermeture

de 'image géométrique de la fonction

Jf(z) =22—"Enw,

n=1
ou E¢ désigne 'entier le plus grand =< ¢ (* )] Or, siF est un ensemble

fermé plan, tel que toute droite paralléle 4 'axe OY ou bien n’a
aucun point commun avec F, ou bien a précisément deux points
communs avec F, F peut étre uniformisé au moyen d’un ensemble
qui est a la fois Fs et Gs (). ‘

Tout ensemble F, plan peut étre uniformisé au moyen d’un
ensemble qui est a la fois Fs et G, et il existe un ensemble F, plan
qui n'est pas uniformisable ni au moyen d’un Fo ni au moyen
d’un Gg.

1 existe des ensembles G plans qui ne sont pas uniformisables au
moyen d’un ensemble analytique : tels sont les ensembles Gz plans
dont la projection sur I'axe OX n’est pas mesurable B (°). M. Lusin

(1) N. Lusiy, Mathematica, t. 10, p. 73 (th. IV).
(2) Ibid., p. 72.

(®) S. Braun, Fund. Math., t. 28, p- 214.

(%) Ibid., p. 217. .

(%) W. Sierrinski, Mathematica, t. &, p. 178-179.
(¢) Voir Fund. Math., t. 16, p- 138.
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a démontré que tout ensemble plan mesurable B peut étre uniformisé
au moyen d'un complémentaire analytique (). M. M. Kond6 a
démontré qu’on y peut remplacer les ensembles mesurables B par les
complémentaires analytiques (?). 1l en déduit que tout ensemble
plan P, peut étre uniformisé au moyen d’un ensemble P, () et
que tout ensemble plan B, peut étre uniformisé au moyen d’un
ensemble B, (%). Une conséquencd immédiate du théoréme de
M. Kondd est que tout ensemble P, linéaire est une projection
biunivoque d’'un complémentaire analytique plan (®). Ce résultat
comprend comme cas particuliers, ceux de S. Mazurkiewicz (pour les
ensembles P, (¢) et de W. Sierpinski. Une autre conséquence facile
du théoréme de M. Kondé est que le probléme si tout ensemble
(linéaire) P, indénombrable contient un sous-ensemble parfait est
équivalent au probléme analogue concernant les ensembles C,. Il en
est de méme pour le probléme d’existence des ensembles linéaires P,
de puissance x;. Une autre conséquence facile du théoréme. de
M. Kondd est que le probléme si tout ensemble linéaire B. est
mesurable ou non équivaut au probléme (posé par M. Lusin) si
toute fonction d’une variable réelle dont I'image géométrique est un
complémentaire analylique est mesurable.ou non.

On déduit aussi du théoréme de M. Kondé que la famille des
ensembles Cy, ainsi que la famille des ensembles P,, satisfait au
théoréme de réduction généralisé (7) (¢f. n° 14). Il en résulte que la
famille de tous les ensembles analyliques, ainsi que la famille de tous
les ensembles C., satisfait aux deux théorémes de séparation généra-
lig¢s. On en déduit, en particulier, que si I'on supprime de deux
complémentaires analytiques leur partie commune, on obtient des
ensembles restant séparables simultanément au moyen de deux
complémentaires analyliques (*). M. Lusin a posé le probléme si

(') N. LusiN, Mathematica, t. 4, p. 59; aussi- W. Smapméxl, Fund. Math., t. 16,
p. 136.

(*) Jap. Journ. Math., t. 15, 1939, p. 198.

(®) Loc. cit., p. 229.

(%) Loc. cit., p. 230.

(%) Loc. cit., p. 223.

(%) Fund. Math., t. 10, p. 172.

(") Voir W. SIERPINSKI, note & paraitre dans les C. R. Soc. Sci. Varsovie, 42, 194g."

(®) N. Lusin, Legons, p. 217.
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'on a une proposition analogue pour la séparabilité multiple (*). On
a ici le théoréme suivant :

Ei, Ey, ..., E, étant un nombre fini quelconque des complé-
mentaires analytiques situés dans un espace complet et sépa-
rable, il existe dans cet espace n complémentaires analytiques
H,, H,, ..., H,, tels que H,H,...H,= o ¢t que E,—E,E,...E, cH;
pour k=1, 2,.... n(?). Or, le probléeme reste ouvert st Ei.Es ...
étant une suiteinfinie des complémentaires analytiques (linéaires),
il existe toujours une suite infinie Hy, H,, ... des complémentaires

analytiques, tels que HH,H,...=o0 et E.—E.E,E;... cH;
pourk=1,2,.... ‘

Les ensembles plans analytiques, en tant qu’ensembles B,, peuvent
ére, d’aprés le théoréeme de M. Kondo, uniformisés au moyen
-d’ensembles B,. Or, il existe des ensembles plans analytiques qui ne
sont pas uniformisables ni au moyen d’un ensemble analytique ni au
moyen d’un complémentaire analytique. Tel est par exemple
I'ensemble plan E =E; + E,. ou E, est un ensemble analytique non
mesurable B situé sur la partie négative de l'axe d’abscisses et E,
est un ensemble plan mesurable B dont la projection sur I'axe OX .
est un ensemble non mesurable B situé sur la partie positive de
'axe OX. 4

M"e Braun a démontré (*) qu'il existe une fonction f(z) semi-
continue supérieurement, dont I'ensemble des valeurs coincide avec:

Pensemble de tous les nombres réels, telle que ’ensemble E[x =f(]
X,)

n’est pas uniformisable au moyen d’un ensemble analytique. En
posant F(z, y)=f(y)— on obtient une fonction semi-conlinue
supérieurcment de deux variables réelles, lelle qu’il exist¢ pour

lout z réel des nombres récls y vérifiant I'équation F(z, y)=o,
" mais qu’il n’existe aucune fonction de Baire o(z), telle qu'on

ait F[z, o(z)] = o pour tout z réel [})uisqu’alors I’ensemble -

(1) C. R. Acad. Sc. U. R. S. S., 1934, p- 283.
(*) W. Siereinsk1, Fund. Math., t. 36, p. 44.
(3) Fund. Math., t. 28, p. 3or1.
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E[y: cp(x)] serait un uniformisateur mesurable B de I’ensemble

Yy

E[z=f<y>]] (.

Y

31. Opération du crible. — Soit R I'ensemble de tous les nombres
rationnels 7, tels que o<<r<<i. ® étant une famille donnée
d’ensembles, désignons par @ la famille de tous les ensembles

*
)
E =ZE,.,E,,.E,m. .

*
ot la sommation Z s’étend a toutes les suites infinies décroissantes

F>r">... de nombres de R, et ou E; € ® pour reR.
L’opération K est dite celle du crible de M. Lusin (?). On
démontre qu’on a, pour toute famille ® d’ensembles

brc®r (3)
et, si ® est une famille (simplement) multiplicative, on a
Px=®x ()
et .
Qx = Pr;

or, ces formules ne subsistent pas pour les familles quelconques
d’ensembles (°). , :
Dans le cas ou @ est une famille d’ensembles de R, on peut donner
a P'opération du crible une forme géométrique, ce que nous ferons
ici pour m =1 ().
Soit R=(ry, ra, ...) et soit {E },cg un systéme d’ensembles
linéaires. Soit

(28) K":Z .E[err,y=r],

reR x,y

(1) Cf. P. Novikorr, Fund. Math., t. 17, p. 16 et Lusiy, C. R. Acad. Sc., t. 189,
1929, P 424.

(?) Cf. N. Lusix, Fund. Math., t. 10, p. g-10; N. Lusin et W. Sierpinsk1, Journ.
Math., 7° série, t. 1I, 1923, p. 54-55.

(®) W. Sierpinskl, Fund. Math., t. 11, p. 17.

(%) Loc. cit., p. 18.

(%) Voir W. Sierrinski, Fund. Math., t. 34, p. 71.

(%) Cf. N. LusiN, Fund. Math., t. 10, p. 3-4 et Legons, p. 178-179.
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ce sera un ensemble plan dont tous les points 6nt des ordonnées
rationnelles (appartenant a R).

Appelons ensemble criblé au moyen du crible K, I'ensemble E
de tous les points a de 'axe OX pour lesquels la perpendiculaire
élevée en ce point a a I'axe OX coupe le crible K, en un ensemble
(non vide) qui n’est pas bien ordonné d’aprés la grandeur (croissante)
des ordonnées de ses points.

On voit sans peine que lorsque { E, },¢p parcourt tous les systémes

d’ensembles de la famille ®, E parcourt tous les ensembles de la
famille @y.

Crible binaire de M. Lebesgue (*). — Soit, en particulier,
{Er},en le systéme d’ensembles linéaires définis comme il suit :
n étant un nombre naturel donné, divisons lintervalle (o, 1)
en 2" intervalles égaux et numérotons-les au moyen des nombres 1,
2,3, ..., 2" de gauche a droite. Supprimons ‘maintenant les inter-
valles ayant les numéros impairs; ’ensemble des points restants est
formé de tous les points de segments équidistants fermés en
nombre 27—t dont chacun est de longueur 1:2” : ce sera, par défi-
nition, I’ensemble E, . Le crible (28) correspondant est dit crible
canonique de M. H. Lebesgue.

Soit E I’ensemble criblé au moyen de ce crible canonique et soit z
un point de 'ensemble CE. La perpendiculaire élevée en ce point z
a 'axe OX coupe donc le crible canonique en un ensemble (évidem-
ment au plus dénombrable) de points qui est bien ordonné d’aprés
la grandeur (croissante) d’ordonnées de ses points (ou vide)
soit p(z) le type d’ordre de cet ensemble : ce sera donc un nombre
ordinal < Q.

Désignons par E 'ensemble de tous les pomts z de l'axe OX
pour lesquels p(z) = « : nous aurons donc

(29) CE = ZE“.

a<Q

On démontre que I'ensemble E est analytique non mesurable B (*)

() N. LusiN, Fund. Math., t. 10, p. 3; ¢f. H. LEBESGUE, Journ. Math., 1905,
p. 213, lignes 25-32 et p. 214, llgnes 1-17.
(2) Pour une simple démonstration, voir C. KURATOWSKI, Fund. Math., t. 29,

p. 57.
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‘et que la formule (29).n'est autre chose que la décomposition du
complémentaire analytique CE en constituantes disjointes [cf. n° 24,
formule (25)]. On démontre que ces constituantes sont toutes non
vides. A

Quant a I'ensemble I lui-méme, on peut le décomposer en 2*
ensembles disjoints suivant les Lypes d’ordre p(z)  d’ensembles
(non bien ordonnés) d’ordonnées de points en lesquels la perpendi-
culaire élevée au point z a ’axe OX coupe le crible canonique. Ces
ensembles ont été étudiés par M. Hartman (*) et par M. Kunugui :
ce dernier a démontré qu’ils sont tous mesurables B (2).

Crible normal. — Un ensemble plan est dit crible normal (plan)
de M. Lusin s’il est une somme d’une infinité dénombrable de
segments paralléles a I'axe OX et dont les extrémités ont des coor-
données rationnelles (*). Pareillement on dit qu'un ensemble situé
dans R; est un crible normal a 3 dimensions, s'il est une somme
d’une’ infinité dénombrable de rectangles, dont les cotés sont paral-
leles aux axes OX et OY et dont les sommets ont des coordonnées
rationnelles.

On démontre qu’il existe un crible normal universel 3 3 dimen-
sions, ‘U, tel que, quel que soit le crible normal plan K, il existe un
nombre réel c, tel que I'intersection del’ensemble U parle plan y =¢
est le crible K (4).

M. N. Lusin a utilisé le crible normal universel a la construction
d’un complémentaire analytique plan, tel que les classes de ses
constituantes lendent vers ().

On démontre que la famille de tous les ensembles criblés au
moyen des cribles normaux plans coincide avec celle de tous les
ensembles analyliques linéaires. '

' 32. Opération du crible généralisé. — Soit E un ensemble plan
donn¢ et soil 7 une propriété donnée dont les ensembles linéaires
peuvent jouir ou ne pas jouir. Désignons par I'z(E) I'ensemble

) Fund. Math., t. 29, p. 20g-214. )

) Journ. Fac. Sc. Hokkaido, série I, vol. 8, 1939, p. 12 (th. 9).
) Cf. N. Lusix, Fund. Math., t. 10, p. g-20.

) W. Sigreisski, Fund. Math., t. 17, p. 1.

) N. LusiN, Fund. Vath., t. 17, p. 5.
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de tous les nombres réels a, tels que 'ensemble (linéaire) de tous
les points. communs a E et a la droite z = a jouit de la propriété .
@ -étant une famille donnée d’ensembles plans, désignons par @r. la
famille de tous les ensembles I'x(E), ou. E€ ®. L'opération I'y est
celle du crible généralisé (dépendant d’une propriété donnée =
d’ensembles linéaires).

En particulier, si w est la propriété d’éire un ensemble non vide,
Popération Tz coincide avec celle de projection. On peut donc
regarder I'opération du crible généralisé comme une généralisation
de opération de la projection. '

Si m est la propriété d’étre une droite (paralléle a 'axe OY), on a
évidemment I'x(E) = CPC(E).

33. Cribles fermés. — Soit, en particulier, ® la famille de tous
les ensembles fermés plans. On a ici les résultats suivants :

Si m est la propriété d’étre un ensemble formé d’un seul ¢lément,
la famille @p_ coincide avec celle de tous les ensembles F, linéaires (*).

Si m est la propriété d’étre un ensemble contenant plus qu’un
élément, la famille @1, coincide avec celle de tous les ensembles F
linéaires (2). ' ,
" Si 7 est la propriété d’étre un ensemble infini, la famille @, coin-
cide avec celle de tous les ensembles Fy5 linéaires (). '

Si m est la propriété d’étre un ensemble indénombrable, la
famille ®r, coincide avec celle de tous les ensembles linéaires analy-
tiques (*). '

Si m est la propriété d’étre un ensemble qui n’est pas bien ordonné
d’aprés la grandeur des ordonnées de ses points, la famille @y, coin-
cide avec celle de tous les ensemblés linéaires analytiques (*).

'Si = est la propriété de contenir (au moins) un point a I'érdonnée
irrationnelle, la famille ®r, coincide avec celle de tous les ensembles
lindaires analytiques (°). Voici comment on démontre cette derniére
proposition.

(1) W. Sieremskt, C. R. Soc. Sc. Varsovié,t. 22, 1929, p- 1.

(?) W. SIERPINSKI, Mathematica, t. 5, p. 51.

(®) Fund. Math., t. 6, p. 163. }

'(*) S. MazurkiEwicz et W. Siereinskl, Fund. Mdth., t. 6, p. 163 et 166; aussi
C. KuraTowskl, Fund. M_ath., t. 17, p. 261. .

(%) W. SIERPINSKI, Fund. Math., t. 17, p. 77.

(¢) C. Kuratowskl et E. SzPILRAIN, Fund. Math., t. 18, p. 168.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 112. 5
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Soit E un ensemble plan fermé donné. L’ensemble E, de tous les
points de E & Y'ordonnde irrationnelle s’obtient en retranchant de E
toutes les droites y == b, ou b est rationnel. L’ensemble-somme S
de ces droites est un Fg, donc I'ensemble E; 2= K-S est un G et
Pensemble I'x(E) est évidemment la projection de E, sur 'axe OX :
c’est donc un ensemble analytique (n° 21). '

"D’autre part, soit H un ensemble analytique linéaire donné. Il
exisle une fonction z == f(y) définie et continue dans I'ensemble N
de tous les nombres irrationnels, telle que f(N)==H (n° 21).

Soit J =y €N, 2 =/(»)] et soit F-= T =1J + ' la fermeture de

l’ensemble, (plan) J. La fonction f(y) étant continue dans N,
I’ensemble F —J est contenu dans la somme de toutes les droites
y=b, ou b est un nombre rationnel. Il en résulte que I‘,;(F‘)_—'_l‘,t(J).
Or, on a évidemment Ir(J) =H. On a donc H =T,(F), et, F étant
yn ensemble plan fermé, on trouve He®r..

Notre proposition est ainsi démontrée.

Soit @ la famille de tous les ensembles fermés plans

Si n est la propriété d’'un ensemble d’ordonnées d’étre dénom-
brable dont les ordonnées constituent une suite tendant vers —oo,
'la famille ®p, coincide avec celle de tous les ensembles Gsos
linéaires (). :

_ Si « est la propiété (d’ensemble linéaire) d’étre isolé (ou vide),
la famille ®p, coincide avec celle de tous les ensembles Ggss
linéaires (2).

Si  est la propriété d’ensembles linéaires de conlenir au moins un
point d’accumulation a Uintérieur de tout intervalle aux extrémités
entiéres, la famille ®. coincide avec celle de tous les ensembles
F 4305 lindaires ().

W étant une famille donnée d’ensembles linéaires, le probléme se
pose s'il existe ou non une propriété m d’ensembles linéaires, telle
que (en désignant toujours par @ la famille de tous les ensembles
fermés plans) on ait ¥ =®r,. Voici un théoréme qui fait comprendre
I'importance de ce probléme : .

(1) S. Brauy, Fund. Math., t. 18, p. 138.
(*) Voir Fund. Math., t. 18, p. 143.
(%) Voir Fund Math. t. 18, p. 143.



LES ENSEMBLES PROJECTIFS ET ANALYTIQUES. 63

§'il existe pour la famille W d’ensembles linéaires une pro-
priétém, telle que W = ®r, il existe unensemble E de la Sfamille W
dont le complémentaire n'appartient pas & W. De plus, si la

propriété © peut étre définie effectivement, 'ensemble E le peut
étre aussi ().

Citons encore le théoréme suivant :

Si W est une famille de puissance < 2™ d’ensembles linéaires,
il existe une propriété =, telle que W c ®p, ().

On démontre sans peine, powr toule propriété m d’ensembles
linéaires, I'inégalité-égalité @ < 2%. Or, on démontre que l'en-
semble & de toutes les familles @y, (différentes), ou m est une pro-

priété quelconque d’ensembles linéaires est de-puissance 22™, donc
de méme puissance que l'ensemble de toutes les familles de puis-
sance < 2™ d’ensembles linéaires. Malgré ce fait il existe parmi ces
derniéres celles qui n'appartiennent pas 4 & (par exemple la famille
de tous les ensembles linéaires mesurables B) (?).

34. Cribles fermés et les fonctions analytiques d’une suite inﬁx{ie
d’ensembles. — Une fonctions f(E,, E,, ...) faisant correspondre a
loute suite infipie d’ehsembles lindaires E,, E,, ... un ensemble
linéaire est dite, d’aprés MM. Kantorovitch et Livenson (*) fonction
analytique, si E,, E,, ... et Hy, Hy, ... étant deux suiles infinies
d’ensembles linéaires et @ et b deux nombres réels, tels que
a€f(Ey, Ey, ...)etbnon €f(Hy, Hy, ...), il existe toujours au
moins un nombre naturel k, tel qu'on a ou bien a€E; et b non
€ H;, ou bien @ non €Ey et beH;. 4

F désignant la famille de tous les ensembles fermés linéaires et f
étant une fonction analytique d’une suite infinie d’ensembles linéaires,
désignons par Fy la famille de tous les ensembles f(E,, E,, ...),.
ou E,eF pour n=1, 2, .... Ceci posé, on a les théoréemes
suivants (%) :

(1) W. SierpinskI, C. R. Soc. Sc. Varsovie, t. 24, p. 59.

(2) Loc. cit., p. 69.

(®) Loc. cit., p. 6o.

(4) Fund. Math., 18, p. 224-225.

(*) W. Siereinskl, C. R. Soc. Sc. Varsovie, Cl. 111, t. 41, séance da 25 juin 1948;
Cf. M. Konpo, Journ. Fac. Sc. Hokkaido, série 1, t. 7, 1938, p. 10 (th. 4). -
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Quelle que soit la fonction analytique f d’une suite infinie
d’ensembles linéaires, il existe une propriété n d'ensembles liné-
aires, telle que ®r_=F.

Quelle que soit la propriété = d ‘ensembles linéaires, il existe
une fonction analytique [ d’une suite infinie d’ensembles
linéaires, telle que Fy—=®r .

1l résulte de ces théorémes que toute famille d’ensembles linéaires
qui peut étre obtenue par 'opération du crible généralisé en partant
des ensembles fermés plans peut étre aussi obtenue au moyen d’une
fonction analytique d’une suite infinie d’ensembles linéaires fermés
et inversement.

35. Cribles formés dans les espaces métriques. — L’opération du
crible peut étre encore généralisée si I'on remplace le plan par le
produit carlésien (combinatorique) X >< Y de deux ensembles X et Y
donnés quelconques [X >< Y désigne ici I’ensemble de tous les sys-
témes (z,y),ou zeX etyeY] '

Supposons que les ensembles X et Y sont des espaces métriques
indénombrables et que X est complet et séparable et Y compact.
Dans ce cas désignons par 2% l'espace des ensembles fermés, non
vides, contenus dans Y, métrisé selon M. Hausdorff (*).

Au lieu de considérer une propriété = de sous-ensembles de Y, on
peut [ comme le font MM. Kuratowski et Szpilrajn ()] envisager une
famille K de sous-ensembles de Y (la famille de tous les sous-
ensembles de Y qui jouissent de la propriété =).

E étant un ensemble contenu dans X < Y, désignons par I'(E, K)

I’ensemble de tous les éléments a de X, tels que ,E[(a, y)eEleK.
"
@ étant une famille de sous-ensembles de X >< Y, désignons par g

la famille de tous les ensembles T'(E, K), ou E€ ®.
MM. Kuratowski et Szpilrajn ont démontré ce théoréme (*):

Soit ® la famille de tous les sous-ensembles Jfermés de Uespace

(') F. HausporrF, Mengenlehre, 1935, p. 146.
(?) Fund. Math., t. 18, p. 161-169.
(*) Loc. cit., p. 165 (th. 5).
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X > Y. Pour que la famille ®g soit contenue dans la famille des

ensembles bor éliens, respectivement analytiques dans X, il Jaut

et il suffit que K constitue un ensemble borélien, respectivement
analytique dans Y.

Ces auteurs ont déduit de ce théoréme la proposition suivante :

La famille de tous les ensembles fermés indénembrables con-

tenus dans Uintervalle 1 = (0o =z <), la famille de tous les
ensembles fermés contenus dans 1 dans lesquels la relation <
n'établit pas un bon ordre et la famille de tous les ensembles
Jermés contenus dans 1 et contenant des points irrationnels cons-
tituent chacune dans 2' un ensemble analytique non borélien (1).

On voit ainsi que dans I'espace des ensembles fermés il y a des
ensembles (familles d’ensembles fermés) non-boréliens qui se pré-
sentent d’une fagon tout a fait naturelle (2).

36. Cribles boréliens et analytiques. — Jusqu'a présent nous
n’avons considéré que les cribles fermés. Passons maintenant aux
aulres cribles.

Soit @ ]la famille de tous les ensembles plans mesurables B.

Sim est la propriété d’un ensemble d’étre formé d’un seul point,
la famille ®p_ coincide avec celle de tous les complémentaires ana-
lytiques linéaires. C’est le théoréme de M. Lusin sur la projection
de Uensemble d’unicité (®).

Si m est la propriété d'un ensemble d’étre (exactement) dénom-
brable, la famille ®p_coincide avec celle de tous les complémentaires
analytiques linéaires (*). Il en est'dg méme (pour (R=1, 2, ...)
pour la famille ®r_, olt 7, est la propriété d’étre un ensemble au plus
dénombrable contenant au moins 7. éléments, ainsi que pour la

(1) Loc. cit., p. 16g (th. 10).

(?) Le premier exemple d’une telle famille d’ensembles fermés est di &
M. W. Hurewicz (Fund. Math., t. 15, p. 4-17), mais sa démonstration est assez
longue.

(*) M. Lusin, Legons, p. 255-259; cf. S. Braux, Fund. Math., t. 20, p. 168.

(4) S. BrauN, Fund. Math., t. 20, p. 172 (th. 9).
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famille @y , ou & est la propriété d’étre un ensemble au plus dénom-
brable contenant au moins un point isolé.

Si 7 est la propri¢té d’ensembles linéaires d’étre fermés non vides
etsi E est un ensemble plan mesurable B, 'ensemble I‘,,(E) est un
complémentaire analytique (*). On en déduxt (2) que si E est un
ensemble plan mesurable B et si loute paralléle a 'axe OY coupe E
en un ensemble fermé, la projection de E sur laxe OX est
mesurable B.

Si est la propriété d’ensembles linéaires d’étre un F; non vide,
la famille ®r_ coincide avec celle de tous les complémentaires ana-
lytiques linéaires.

En particulier, si toute paralléele a l'axe d’ordonnées coupe
Iensemble plan mesurable B, E, en un ensemble F,. la projection
de E sur axe d’abscisses est un ensemble mesurable B (ce qui géné-
ralise certains résultats de MM. Lusin, Novikoff, Braun et
Kunugui) (?). :

Soit maintenant ® la famille de tous les ensembles analytiques
plans.

Si 7 est la propriété d’un ensewble d’étre formé d’un seul élément,
la famille @p_coincide avec celle de tous les ensembles linéaires qui
sont des différences de deux ensembles analytiques (*).

Si m est la propriété d’'un ensemble de contenir plus qu'un
élément, Tespectivement de contenir une infinité d’éléments, respec-
tivement de contenir une infinité indénombrable d’éléments, la
famille @p_ coincide avec celle de tous les ensembles analytiques
linéaires (). Il en est de méme si 7 est la propriété d’un ensemble

(linéaire) de n’étre pas bien ordonné suivant la grandeur des ordon-
nées de ses points (°).

(') K. Kunueul, Journ. Fac. Sc. Hokkaido, t. 8, 1940, p. 88 (th. 11).

(%) Loc. cit., p. 99 (corollaire 1); ¢f. P. Novikorr, C. R. Acad. Sc. U. R. 8. S:
nouvelle série, t. 23, 1939, p. 864-865.

(3) V. ARseniN, Sur la nature des projections de certains ensembles mesu-
rables B (Bull. Acad. Sc. U. R. S. S., t. 4, 1940, p. 403-410).

(*) Cf. W. SieRrINsKI, Mathematica, t. 5, p. 51.

(%) Loc. cit., p. 51 et 52.

(®) N. Lusiy, Lecons, p. 180 et W. Sierpinski, Fund. Math., t. 17, p. 3o.
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37. Ensembles criblés de E. Sélivanowski. — La famille de tous
les ensembles criblés (lindaires) est définie comme la plus petite
famille d’ensembles contenant les intervalles et close par rapport aux
opérations K (n° 31) et C (complémentation) (*).

Les.ensembles criblés admettent une classification transfinie qui est
définie comme il suit. Cr, est la famille de tous les ensembles analy-
tiques et, pour 0 << a << Q, Cr, est la famille’de tous les ensembles
qui n’appartiennent pas aux classes précédentes et qui s’obtiennent
des ensembles de classes précédentes el de leurs complémentaires au
moyen de opération K. On démontre que ces classes sont toutes non
vides (pour 0 <<a<<Q (2). Tout ensemble criblé ne contenant
aucun sous-ensemble parfait est de puissance < x; (*).

E. Sélivanowski a démontré (loc. cit.) la mesurabilité (L) et la
proprié¢té de Baire des ensembles criblés. Les théorémes de sépara-
tion pour les ensembles criblés ont éié donnés par M. Novikoff (*)
qui a aussi démontré¢ que tout ensemble criblé linéaire est une pro-
jection biunivoque d’un complémentaire analytique (5).

M. Kuratowski a démontré que tout ensemble criblé de
E. Sélivanowski est un ensemble B, (¢), ce qui a été signalé sans
démonstration par MM. Kantorovitch et Livenson (7). C'est une
conséquence immédiate du théoréme de M. Kuratowski, d’aprés
lequel les classes projectives P, et Cn, ot > 2, sontinvariantes par
rapport a 'opération A (*).

38. Cribles fonctionnels. — Ces cribles ont été étudiés par

(1) Cf. E. StLvanowskl, C. R. Acad. Sc., t. 184, 1927, p. 1311 et Recueil Math.
Moscou, t. 35, 1928, p. 384 (7), et N. LusiN, Sur quelques résultats nouveauz de la
théorie descriptive des fonctions (en russe), Rapport & la séance de mai de
P’dcad. Sc. U. R. S. S., 1935, p, 48. .

(%) E. Strvanowskl, loc. cit.; N. Lusiy, loc. cit., p. 48; ¢f. O. Nikopyw, Fund.
Math., t 14, p. 146 et renvoi (°).

(3) W. Sierpinskl, Fund Math., t. 9, p. 45.

(%) N. Lusn, loc. cit., p. 53.

(3) Voir N. Lusiv, loc. cit., p. 61.

(¢) C. R. Acad. Sc., t. 203, 1936, p. g13. .

(").C. R. Acad. Sc., t. 190, 1930, p. 1115 et Fund. Math., t. 18, p. 217. Cf. aussi
N. Lusin, loc. cit. p. 61.

(*) C. Kumarowskl, loc. cit., p. 9t1 et Fund. Math., t.28, p. 194. Cf. aussi
L. Kantoroviren et E. Livensow, C. R. Acad. Sc., t. 204, 1937, p. 466.
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M. D. Montgomery (*). f(z, y) étant une fonction réelle de deux
variables réelles, respectivement une fonction définie pour @ <z .<b,
¢ <Ly <d, et étant une propriété de fonctions réelles d’une seule
variable réelle, désignons par I'x(f) I'ensemble de tous les nombres’
réels z, tels que la fonction (d’une variable réelle) o(y) = f(z, y)
jouit de la propriété «. En supposant que f(z, y) est une fonction de
Baire, M. Montgomery étudie les ensembles T'n(f) pour diverses
propriétés n. 1 démontre, entre autres, les théorémes suivants :

Si m est la propriété d’étre une fonction bornée dans Uinter-
valle (a, b), respectivement d’étre une fonction absolument
continue dans (a, b), la condition nécessaire et suffisante pour
qu’un ensemble E situé dans (a, b) soit un complémentaire analy-
tique est qu’il existe une fonction de Baire f(z,y) telle que
To(f)=E ().

Si n est la propriété d’étre une fonction non décroissante et
st f(z, y) est une fonction de Baire, Tx(f) est un complémentaire
analytique (3).

39. Les ensembles analytiques et les limites topologiques d’en-
sembles. — M. P. Alexandroff a démontré (%) que pour qu’un
ensemble linéaire E soit analytique, il faut et il suffit qu’il existe un
systéme déterminant {z,, ,, . .} formé de nombres réels, tel que

E = 2 (kli__n;x,,‘,n,,...,nk)

ny,ng, ...

En désignant par ItE;, respectivement [¢Ey la limite topologique
k i .
supérieure, respectivement inférieure (*) de la suite d’ensembles

E«(k=1, 2, ...) d’unespace métrique séparable, il a démontré que, .
quel que soit le systéme déterminant {E, , . } d’ensembles de cet .
espace, les ensembles

2 -l‘—tE”h"h-“)"I( et 2 ltE"u"hnn”k
¢ 3

ny, ng, ... ny, Ny, ...

(1) Amer Journ. of Math., t. 56, 1934, p. 569.

(?) Loc. cit., p. 579 et 581 (th. 16 et 19).

(®) Loc. cit., p. 584 (th. 22).

(*) Fund. Math., t. 5, p. 162, renvoi (1) et t. 25, p. 562-563.
(®) F. Hausporrr, Mengenlehre, 1935, p. 146-147.
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sont toujours analytiques dans cet espace (c’est-a-dire sent noyaux
de systémes déterminants convenablement choisis d’ensembles fermés
de cet espace). Une démonstration bien simple de ce théoréme a é1é
donnée M. Kuratowski (1).

E(, E,, ... étant une suile infinie d’ensembles, désignons par
Sf(Ey, Eqy ...) la somme de tous les produits E, E, E, ..., ou
n<ny<...etE,5E,>....

Si Ei, E,, ... sont des ensembles linéaires fermés, les ensembles
J(E4, Ea, ...) coincident avec les ensembles analytiques linéaires (2).
On démontre aussi que I'opération f(E,, E,, ...) effectuée sur les
ensembles analytiques donne toujours des ensembles analytiques ().
Or, on prouve sans peine que f n’est pas une fonction analytique.

40. Ensembles analytiques dans les espaces métriques non sépa-
rables. — M. Banach a posé le probléme si un ensemble situé
dans un espace métrique quelconque qui est analytique en tout son
point, .est analytique (*). Ce probléme est résolu positivement par
M. D. Montgomery () qui a aussi démontré que le mot aralytique
peut éire remplacé par complémentaire analytique (°).

41. Fonctions analytiques positives et opérations de M. Hausdorff.
' Une fonction f(Ey, E,, ...) d’une suite infinie d’ensembles est
dite, d’aprés MM. Kantorovitch et Livenson () fonction analytique
positive, siles formules

(30) pe€ f(E;, Eyy ...) et gmnon €f(H, Hoy ..0)

entrainent toujours 'existence d’un (au moins) nombre naturel k,
tel que .

3 peEr et gnon €eHi  (c¢f. ne34).

Soit f(Ei, Ea, ...) une fonction analytique positive. Désignons

(1) Recueil Math. Moscou, t. 43, 1936, p. 403-fo4.
(2) W.Siereinskl, Fund. Math., t. 6, p. 100.

(3) Loc. cit., p. 105.

(%) Voir W. Siereinskl, Fund. Math., t. 21, p. 112.
(*) Fund. Math., t. 25, p. 530 (th. 2).

(°) Cf. C. Kurarowskl, Fund. Math., t. 25, p. 537.
(') Fund. Math., t. 18, p. 225.
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par N I'ensemble de toutes les suites infinies de nombres naturels n,
Ry, ..., telles que E, E, E, ... cf(E, Ey, ...) quelle que soitla
suite infinie d’ensembles E;, E,, .... On démontre qu'on a pour
toute suite infinie d’ensembles E,, E,, . ... P'égalité

(32) J(Ey, Eay )= Y En B Bp,y o
N

la sommation Z s’étendant a toutes les suites infinies de nombres
- .
naturels ny, ns, ... qui appartiennent a N.

On appelle fonctwn de H’ausdorﬁ"toute fonction d’une suite
infiiie d’ensembles définie par la formule (32), ou N est un ensemble
de suites infinics de nombres naturels (qui caractérise la fonction
considérée). Au licu de caractériser la fonction de Hausdorfl par
Iensemble de suiles (ny, s, ...) on peut la caraclériser par

Pensemble de nombres irrationnels I—‘ -+ I———[ —-+.

Il résulte de I'égalité (32) pour les fonctions a‘nalytiques positives
que ces derniéres sont des fonctions de Hausdorff. Or, on démontre
sans peine que toute fonction de Hausdorft est une fonction analy-
tique positive. Ainsi les fonctions analytiques positives coincident
avec les fonctions de Hausdor [f.

On démontre que la famille de toutes les fonctions de Hausdorff
est la plus petite famille F de fonctions d’une suite infinie d’ensembles
jouissant de deux propriétés suivantes :

1* les fonctions
Sir(Ey, Eey L) =Eyg, ot k=1,2,...

appartiennent a &,
2° la somme et le produit d’un nombre fini ou d’une infinité quel-
conque de fonctions appartenant &4 & appartient & F (*).

L’ensemble N de suites infinies de nombres naturels étant donné
et @ étant une famille quelconque d’ensembles, désignons par @y la
famille de tous les ensembles (32), od E,€® pour n =1, 2, ...

(1) W. Sireinsk1, C. R. Soc. Sc. Varsovie, t. 19, 1927, p. 463.
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On a, pour toute famille' ® d’ensembles et toute opération Hy de
Hausdorff
& c By,
el
dbcy entraine ®p, € Yy,.

On démontre (!) qu'il existe un ensemble de suites N, tel que
Dy, = By

(quelle que soit la famille @ d'ensembles) : c’est notamment
I'ensemble N 'de suites infinies n,, n,, ... telles que la suite
infinie ny, ny—ny, ny— n,y, ny— ns, ... est une suite extraite de la
suite infinie géométrique 1, 2, 4, 8, .... Cela prouve que l'opé-
ration A est un cas particulier de 'opération de Hausdorff.

Il existe aussi un ensemble de suites infinies d¢ nombres naturels N,
tel que la famille @, ou ® est la famillle de tous les ensembles
linéaires fermés, coincide avec la famille de tous les complémen-
taires analytiques linéaires (2).

Or, il n’existe aucune opération de Hausdorff Hy, telle qu’on ait

Ou, = Pu,
quelle que soit la famille ® d’ensembles (*).

H,y et Hy étant deux opérations de Hausdorfl, il existe toujours une
opération de Hausdorff Hy, telle que

By = (Pray g

quelle que soit la famille ® d’ensembles ().
& étant un ensemble de puissance < 2™ d’opérations de Hausdorff,
il existe toujours une opération de Hausdorfl H, telle que

Py < Py
quelles que soient la famille ® d’ensembles et Popération Hy de

Pensemble & (®).
Quelle que soit la famille ® de puissance < 2™ d’ensembles

(1) F. Hausporrr, Mengeniehre,. 1935, p. 93.
(*) W. Siereinskl, Fund. Math., t. 15, p. 211,
(3) W. Siereinskl, Fund. Math., t. 10, p. 427.
(%) ‘W. Siereinskl, Fund. Math., t. 15, p. 201.
(%) W. SierpiNsk1, Fund. Math.. t. 16, p. 1.
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lindaires, il existe toujours une opération de Hausdorff Hy, telle
qu’en désignant par A la famille de tous les intervalles aux extrémités

rationnelles, on a
Aged® (1)

Hy étant une opération quelconque de Hausdorff il existe toujours
une opération de Hausdorff H,, telle qu’on a

(Puy)e= (P )y,

quelle que soit la famille ® d’ensembles formés d’éléments d’un
ensemble arbitraire & ou W désigne la famille de tous les complé-
mentaires par rapport a & d’ensembles de la famille W ().

Soit, F, respectivement ® la famille de tous les ensembles fermés
lin¢aires, respectivement plans. Etant donnée une opération de
Hausdorff Hy, il exisle une opération de Hausdor H,, telle que

Fu, = (Pny)r,

ou W, désigne la famille de toutes les projections (sur 'axe OX)
d’ensembles (plans) de la famille ¥ (*). On peut y remplacer les
ensembles fermés (linéaires, respectivement plans) par les ensembles
ouverts (4).

Il résulte sans peine de deux derniers théorémes que, pour chaque
classe des ensembles projectifs P,, respectivement C,, ou n=1,.
2y . ..., il existe deux opérations de Hausdorff, Hy_ et Hy , telles que
cette classe peut étre représentée comme résultat de opération Hy
effectuge sur la famille de tous les ensembles fermés, et comme
résultat de 'opération Hy effectuée sur la famille de tous les ensembles
ouverts (dans R). Ce théoréme a lieu aussi pour les classes projec-
tives transfinies (*).

Opération A généralisée. — N étantun ensemble donné de suites
infinies de nombres naturels et ® étant unc famille quelconque

() E. SzeiLraan, C. R. Soc. Sc. Varsovie, 1930, p. 13 et W. Srerpinskl, Fuynd.
Math., t. 16, p. 6.

(*) W. Sierrinsk1, Fund. Math., t. 15, p. 209.

(®) S. Braun, C. R. Soc. Sc., Varsovie, t. 23, 1930, p. 89.

(%) Voir W. SiempINskI, ibid., p. 15. Pour une généralisation de ces théorémes
voir F. Havsporer, Fund. Math., t. 20, p. 100.

(®) 8. Brauw, loc. cit., p. 99. Cf. L. Kantorovitea et E. Livenson, C. R. Acad.
Sc., t. 190, p. 1114.
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d’ensembles, désignons par @, la famxlle de tous les ensembles de la
forme
E =2 En, Engny Enpng,...,
N

ou E,.,,,,,,,_,,,,k €® pour tout systéme fini de nombres naturels n,,
R, ..., ng (et ou la sommation s’étend a toutes les suites infinies de
nombres naturels n,, n,, ... formant 'ensemble N).

On démontre qu’il existe pour tout ensemble N de suiles infinies
- de nombres naturels une opération de Hausdorff Hy, telle que

Py = by,

quelle que soit la famille ® d’ensembles : il suffit notamment de
désigner par M 'ensemble de toutes les suites infinies

mp = 20—l on+n—l 4 oftRyt.e.t+ng—1 (k=1, 2, .. 2)

correspondant aux suites ny, n,, ... de N ().

Le systéme déterminant {Engny....ne} d’cnsembles d’un espace
métrique est dit régulier par rapport & U'ensemble N de suites, si
on a, quelle que soit la suite infinie 7,, n,, ... appartenanta N :

0 # E"n"p---,nk+: < En,,n,,...,nk pour k= I, 2, ...,
et

lim 3(En,,n,....,n) = 0,

ou 6(E) désigne le diamétre de 'ensemble E.
Désignons par 3™ et appelons ensemble caractéristique de 'opé-

: . . . 1 1
ration Ay ’ensemble de tous les nombres irrationnels ITI -+ |~EI ...
1

correspondant aux suites 74, s, ... qui constituent I’ensemble N.
On démontre que pour qu'un ensemble linéaire soit le résultat
d’une opération Ay effecluée sur un systéme déterminant régulier par
rapport a N d’ensembles lindaires fermés, il faut et il suffit qu’il soit
une image continue de lensemble caractéristique x™ de cette.
opéralion (2).

() Voir W. Siereinsk1, C. R. Soc. Sc. et L. Varsovie, t. 22, 1929, Cl. IH, p. 175;
¢f. aussi F. HAusDORFF, Mengenlehre, 1935, p. 93.
(*) W. Siereinskl, loc. cit., p. 176..
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42. Probldmes qui conduisent aux .ensembles analytiques. —
1° M. Lebesgue a remarqué (*) que 'opération qui consiste a joindre
(par les segments rectilignes) les points d’un ensemble plan E deux
a deux permet de former des ensembles non mesurables B a partir
des ensembles mesurables B. Or, cetle opération ¢ effectuée sur les
ensembles analytiques donne toujours des ensembles analytiques (3).

En effet, E étant un ensemble analytique plan donné, désignons par S
Pensemble de tous les systémes (21, 1, @2, ¥», t) ot (21, ¥y ) €E,
€28 y2>EE et 0 =t~ 1. L’ensemble E étant analytique, on voit
sans peine que Iensemble S l'est aussi (dans R;). Or, o(E) est
évidemment une image continue de I'ensemble S, comme ’ensemble
de points (z, ¥), oz =z1+ (Zs—x1) L, Yy = Y4 + (y2—y1) t, ot -
(%4, ¥y Tay ¥a, t) €S. L’ensemble ¢(E) est donc analytique.

Si E est un ensemble analytique situé dans Ry, 'ensemble D(E)
de toutes les distances entre deux points quelconques de E est égale-
ment analytique (*). Or, il existe un ensemble plan Gz, E, pourlequel
I'ensemble D (E) est non mesurable B (*). On ne sait pas si le mot
plan peut y étre remplacé par linéaire.

Si E, et E, sont des ensembles analytiques linéaires, Pensemble Z
de toutes les sommes x +y, on z€E, et y €K, est analytique (*).

On en déduit que toute base hamelienne est non mesurable B (°).
On ne sait pas si lorsque E, et E, sont des complémentaires analy-

. tiques, Vensemble Z Dest aussi (On sait seulement que Z est alors
un P;, en tlant que projection sur la droite y=2z du produit
cartésien E, =< E,). '

5° On dit, d’aprés P. Urysohn qu’un point p d’un ensemble
plan E est linéairement accessible s'il existe un segiment rectiligne pq
tel que tous ses points, le point p excepté, soient étrangers a E.
Soit a(E) Uensemble de tous les points linéairement acce551bles de
I'ensemble E.

On démontre que si E est un Fy, a(E) est un ensemble analytique

() Arin. Ec. Norm. Sup., (3), t. 35, 1935, p. 242.
() W. SierpiNsky, Fund. Math., t. 7, p. 147.

() Loc. cit., p. 146.

(*) Loc. cit., p. 145. ;

(®) W. Sierpinskl, Fund. Math., t. 1, p. 109.

(%) Loc. cit., p. 110.
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et si E est analytique, a(E) est un P, (). Or, il existe un ensemble
fermé plan E pour lequel 'ensemble a(E) n’est pas mesurable B (?).
Il existe aussi un Gy plan, E, tel que 'ensemble E n’est pas analytique.
Il existe un ensemble ouvert dans R;, tel que ’ensemble-somme de
toute les droites (illimitées) qu’il contient est non mesurable B (?).
D’autre part, ’ensemble-somme de loutes les droites contenues dans
un ensemble ouvert (ou dans un Gs) de Ry, (ou m > 1) est toujours
analytique (*).
3° f(a, y) étant une fonction continue pour o Zx 1,0y <1,
considérons les valeurs de 2 dans Vintervalle (o, 1) pour lesquelles il .
existe dans (o, 1) une et une seule valeur de y, telle que f(z, y) =o
et soit A(f) 'ensemble de toules les valeurs de y correspondant a
ces z. On démontre que ensemble A(f) est analytique et que [(la
fonction continue f(z, ) élant convenablement choisie) ] ce peut étre
un ensemble analytique arbitraire situé dans U'intervalle (o, 1) (). '
4° Soit E un ensemble analylique situé sur 'axe OX. II existe,
pour tout  naturel, un ensemble Gs, soit Hn, situé dansle plan XOY
entre les droites y = net y = n -1 et dont la projection sur'axe OX
est 'ensemble E(n° 21). L’ensemble H-=H, +-H,+ ... est encore
un Gj : soit f(, y) sa fonction caracléristique; ce sera une fonction
de classe << 2. Or, on vérifie sans peine que

(33) ¢(z)= hm f(=, y)
- y=+=
oulim f désighe Popération (de Cauchy-Hadamard) qui consiste a

prendre la plus grande limite d'une foncuon est la fonction caracté-
msuque de 'ensemble E, donc que

(34) Erster ==k

Si E est un ensemble analylique non mesurable B, la fonction cp;(x)
[(d’aprés (34)] n’est pas une fonction de Baire. Donc :

(*) O. Nixooyy, Fund. Math., t. 1, p. 250; ¢f. N. Lusiv, Fund. Math., t.12, p. 158
et C. Kurarowski, Topologie, t. I, p. 245.

(%) O. Nikopywn, Loc. cit., p. 257 et Ann. Soc. Polon. Math., t. T, 1929, p. 7). Cf.
P. UrysonN, Proc. Acad. Amsterdam, t. 28, 1925, p. 984.

‘(}) 0. NikopyM et W. Sierpinskl, Fund. Math., t. T, p. 259.

(*) Loc. cit. p. 261.

(°) W. SIERPINSKI, Fund. Math, t. 7, p. 155
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Il existe une fonction de classe 2 de Baire de déux variables
réelles, f(z, y), telle que la fonction (33) n'est pas une fonction
de Baire ('). Or, on démontre que si f(x, y) est de classe <1, la
fonction (33) est une fonction de Baire de classe < 3. On démontre
aussi que si f(z, y) est une fonction de Baire, les ensembles

E [¢(#) > a] sont analytiques, quel que soit le nombre réelaetl’'on
en déduit que la fonetion (33) est mesurable L (?) Plus généralement,
on démontre que les fonctions qu’on oblient en partant de fonctions.
de Baire d’un nombre fini quelconque variables réelles et en appli-
quant un nombre fini de fois (dans un ordre quelconque) les opéra-

tions lim et lim sont mesurables L.
k y=+w

Or, il existe des fonclions de Baire de classe 2 de trois variables
réelles f(z, y, z) telles qu’il manque actuellement complélement de
méthode pour décider si la fonction (d’une variable réelle)

(35) o(z)= lim lim f(=z,y, 3) 5

_ mre =
est mesurable L ou non (*). On démontre notamment que E étant un
ensemble P, linéaire quelconque, il existe une fonction de classe < 2
_de trois variables réelles, f(z, y, z), telle qu'on a, pour la
fonction (35),

Eie@r=01=% (.

. 5° f(z)étant une fonction d’une variable réelle, désignons par T (f)
I’ensemble de tous les nombres réels 2 qui satisfont a la condition

J(t) #= f(=) pour ¢<a.

On démontre que pour qu'un ensemble linéaire E soit un complé-
mentaire analytique, il faut et il suffit qu’il existe une fonction d’une

(%) N. Lusin, Legons, p. 318-319.

(?) C. Kuratowskl, Topologie, t. I, p. 267 et F. Hausborrr, Mengenlehre, 1935,
P- 275; ¢f. aussi M. NEUBAUER, Monatshef. Math., u. Phys., t. 38, 1931, p. 13y.

(%) D’aprés une remarque de M. Mostowski on peut démontrer que I’hypothése
qu’il existe une fonction f(z, y, z) de classe 2 telle que la fonction (35) est non.
mesurable L est non contradictoire avec les axiomes habituellement admis de la
théorie des ensembles. .

(*) W. Sieremnsk1, Fund. Math., t. 36, p. 55.
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variable réelle f(z) de classe <1, telle que T(f) =E("). Or, si f(z)
est une fonction de Baire, T(f) est toujours un complémentaire
analytique (?).

6° Comme on sait, il n’existe aucun ensemble plan mesurable B
universel pour les ensembles lindaires mesurables B (n° 7). Or, j’ai
démontré (3) qu’il existe un ensemble analytique plan dont les inter-
seclions par les droites paralléles a 'axe d’ordonnées donnent tous les
ensembles mesurables B linéaires et seulement des ensembles mesu-
rables B. Le complémentaire de cet ensemble plan jouissant évidem-
ment de la méme propriété, on peut remplacer dans notre énoncé le
mot analytique par complémentaire analytique.

M. N. Lusin a démontré (%) qu’il existe un complémentaire analy-
‘tique plan universel pour tous les complémentaires analytiques
lindaires qui sont ou bien au plus dénombrables ou bien contiennent
des sous-ensembles parfaits. (I appelle un tel ensemble plan complé-
mentaire analytique semi-universel). '

7° On dit que la surface z=f(z, y) est universelle pour les
fonctions de Baire (d'une variable réelle) si, quel que soit le nombre
réel a donné, la fonction ¢(z) = f(z, a) est une fonction de Baire
et si pour toute fonction de Baire (d’une variable réelle) donnée ¢ ()
il existe un nombre réel a, tel que ¢(z) = f(=, a) (pour z réel). On
démontre qu’il n’existe aucune surface universelle pour les fonctions
de Baire, dont l'ensemble de points serait analytique (*). Or,
M. K. Kunugui a construit une surface universelle pour les fonctions
de Baire, dont I'ensewble de points est un complémentaire analy-
tique (*). z=f(z, y) étant cette surface, on démontre sans peine
que la fonction ¢(z) == f(z, #) (qui est définie eflcctivement et dont
I'image géométrique est un complémentaire analylique) ne peut étre
majorée par aucune fonction de Baire (7).

(*) S. Braun, C. R. Soc. Sc. Varsovie, t. 24, 1931, p. 215 et W. Sierpinsk1, Fund.
Math., t. 15, p. 290.

(2) W. SieErPINsKI, loc. cit.

(®) Fund. Math., t. 12, p. 75.

(%) N. LusiN, Sur quelques résultats nouveaux de la théorie des fonctions (en
russe) (C. R. Acad. Sc. U. R. 8. S., mai 1935, p. 18,

(%) W. SierpiNskI, Bul. Math. Soc. Roum. Sc., t. 35, 1933, p. 225.

(®) K. Kunuveul, Proc. Imp. Acad. Tékyd, t. 12, 1936, p. 273.

(") Cf. M. Koxpé, Proc. Imp. Acad. Tékyd, t. 12, 1936, p. 3x0.



78 W. SIERPINSKI. — LES ENSEMBLES PROJECTIFS ET ANALYTIQUES.

8° Les dérivées partielles des ensembles plans. — E étant un
ensemble plan, on appelle, d’aprés M. Lusin, dérivée partielle de E
par rapport & U'aze OY et lon désigne par E| 'ensemble-somme
de tous les ensembles (EDY, la sommation s’étendant a toutes les
droites D paralléles a'axe OY (). ‘

On démontre (?) que la dérivée partielle d’un ensemble plan
P,(ou n=o0, 1, 2, ...) est un ensemble P,.

En appelant ensemble auz sections dénombrables un ensemble
plan que toute droite paralléle a 'axe OY rencontre en un ensemble
au - plus dénombrable de points, M. Lusin a démontré (*) que la
dérivée partielle d’un ensemble plan mesurable B aux sections dénom-
brables est un ensemble mesurable B. Or, il existe un complémentaire
analthue plan aux sections dénombrables dont la dérivée partielle
n’est pas un complémentaire analytique.

43. Choix effectif d’un point dans un complémentaire analytique.
— Un ensemble analytique E étant défini comme noyau d’un systéme
déterminant {E, , | formé de segments, le probléme de nommer
un point du complémentalre CE (dans le cas, ou CE n’est pas vide)
a é1é regardé pendant plu51eurs années comme trés difficile et ne fut
résolu positivement qu’en 1935 par M. P. Novikoff, dont la méthode
a été simplifiée par M. N. Lusin (*).

Le systéme déterminant {En rn,...n} (dont le noyau est E) étant
donné, nous avons montré dans le n° 24 comment on obtient une
décomposition effective de I'ensemble CE en une série transfinie de
type € de constituantes (qui ne sont pas toutes vides, si GE £ o).
MM. Lusin et Novikoff définissent effectivement un point qui appar-
tient 4 la premiére constituante non vide. '

(*) N. LusiN, Sur quelques résultats nouveaux de la théorie descriptive des
fonctions (en russe) (C. R. Acad. Sc. U. R. S. S., 1935, p. 39-4o).

(2) Par un raisonnement analogue a celui de ma Note des Fund. Math., t. 12,
p- 2.

(®) N. Lusn, loc. cit., p. fo.

(¥) N. Lusiy et P. Novikorr, Fund. Math., t. 25, p. 559-560. L’ensemble E y est
supposé défini au moyen d’un crible denomblable formé d’intervalles de Baire, mais
cette différence n’est pas essentielle.
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