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REPRESENTATION CONFORME A LA FRONTIERE
DOMAINES GENERAUX

PAR

G. GATTEGNO

Mattre de Conférences A I’'Université de Londres.

ET

A. OSTROWSKI

Professeur 3 I'Université de Bale.

AVANT-PROPOS (V).

Dans cet exposé, nous essayons de rassembler, en les ordonnant,
les résultats acquis, dans ces derniéres décades, sur le comportement
de la transformation conforme a la frontiére, résultats dont il n’est
pas nécessaire de souligner I'importance.

Nous avons surtout insisté sur le c6té géométrique du probléme,
les recherches en question introduisant des paramétres qui précisent,
d’un point de vue souvent nouveau, le comportement métrique des
domaines.

Le caractére’ systématique de notre exposé nous a obligés, quel-
quefois, & modifier la terminologie, lorsqu’elle ne pouvait étre main-

tenue dans une exposition générale. Nous nous en excusons aupres
des Auteurs.

(f) Ce manuscrit a été¢ envoyé A la direction du Mémorial des Sciences Mathé-
matiques en 1939. Il ne nous a pas été possible de tenir compte de toutes les
publications parues depuis. Nous nous excusons auprés des Auleurs.
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Le grand nombre de travaux sur ce sujet ne nous a pas permis de
nous limiter au cadre habituel d’un fascicule du Mémorial; nous
avons di répartir la maliére en deux fascicules, dont le présent
concerne les domaines a frontiére générale et la théorie de la mesure
conforme et le second intitulé : Représentation conforme & la
Jrontiére; domaines particuliers, contient les recherches sur les
domaines a frontiéres particularisées.

Qu’il nous svit permis de remercier M. Villat d’avoir consenti de
bonne grice a cette division de notre exposé.

ABREVIATIONS ET SYMBOLES .

ac. : accessible.

C-U: cercle-unité.

F(D) : frontiére du domaine D.

H; : demi-plan #z > o.

K-U : circonférence-unité.

point i. : point idéal.

point iac. : point idéal accessible.

TC : transformation conforme.

3 ->3%, : 3 tend vers 3,.

23, : 5 lend angulairement vers 3, c'est-a-dire en restant dans

un angle de sommet en z, contenu dans un anglée de sommet en 3,
entiérement intérieur au domaine.

z >» 5o : 5 tend totalement vers z,, c’est-a-dire sans d’autres restric-
tions que celle de rester a P'intérieur d’un domaine donné.

34 (1) 32, : 5 décroit (croit) monotonement vers z,.

S >fo: ftend presque partout vers f,.

E-F : élément-frontiére.

() Les renvois a cette Table se feront a P’aide des lettres A et S.
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CHAPITRE L

ETUDE TOPOLOGIQUE DE LA FRONTIERE.

1. Notations. — Les domaines que nous aurons a considérer, au
cours de cet exposé, sont des domaines simplement connexes, situés
dans le plan de la variable complexe. Leur frontiére aura plus d’un
point et par suite, sera un continu. De plus nous supposerons queé le
point de I'infini n’est pas intérieur au domaine.

Les transformations topologiques que nous allons considérer, dans
ce chapitre, seront des transformations continues biunivoques de
Vintérieur du domaine en question et ne seront pas supposées étre
nécessairement conformes.

Par D, (Dg, etc.), nous désignerons un domaine simplement
connexe dans le plan de la variable z (¢, elc.), représentant par C.
un cercle et par K; sa périphérie, C-U désignera I'intérieur du
cercle-unité, K-U sa périphérie, et H; le demi-plan Bz>o0 du
plan des z.

Par F (D) nous représenterons la frontiére de D et nous appellerons
région, 'ensemble D 4 F(D).

1l est, quelquefois, plus indiqué d’étudier directement la corres-
pondance entre deux domaines, sans passer par l'intermédiaire de
C-U ou de H,, comme c’est, par exemple, le cas dans 'étude de la
conformité relative. Nous supposerons alors, que 'un des domaines
se trouve dans le*plan des z, la correspondance étant effectuée par
les fonctions continues

z=f(§), ;=?(z)°

Deux notions sont trés importantes pour l'étude topologique des
frontiéres :

1° L'entaille. (Einschnitt) ; qui est une ligne de Jordan simple

contenant ses extrémités, dont tous les points sont intérieurs a D,
sauf une extrémité qui est un point de F(D).

2° La transversale (Querschnitt) : qui est une ligne simple de
Jordan cortenant ses extrémités, dont tous les points sontintérieurs
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a D, sauf les deux extrémités qui sont situés sur F(D). Si ces deux
points, coincident géométriquement, nous conserverons a la ligne sa
dénomination, lorsque l'intérieur (et I'extérieur) de la ligne fermée
qu’elle forme contient d’autres points de F (D).

Ces deux nolions définies comme nous venons de le fxire, ne sont
pas invariantes vis-a-vis des transformations topologiques.

J. Ferrand [4] introduit un invariant topologique, la séparatrice,
dont les transversales sont un cas particulier, et démontre que les
propriétés fondamentales des transversales dont on a besoin pour
I’étude topologique de la frontiére appartiennent aux séparatrices.

2. Les difficultés du probléeme. — De la correspondance biunt-
voque des intérieurs de deux domaines D; et Dy il ne résulte pas une
correspondance biunivoque ponctuelle des frontiéres : soient {¢,} et
{zn} deux suites de points intérieurs correspondants. De ¢,—¢ il
s’ensuit, si ¢ est intérieur & Dy, que z,—> 3, ou z est intérieur a D, et
est'image de ¢. Il n’en est plus en général ainsi lorsque ¢ se trouve
sur F(Dy). Alors, aucun point limite de { 5, } n’est intérieur a D,
mais un fait nouveau peut se produire : I’ensemble des points-limites
de {3,} peut contenir plus d’un point de F(D;) et méme avoir la
puissance du continu.

La correspondance ponctuelle entre D, et Dy cesse, en général,
d’étre biunivoque a la frontiére. La correspondance .de F(D;) et
F(Dy¢) devient biunivoque si I'on substitue aux points certains
ensembles de points-frontiéres, constitués d’intervalles d’éléments-
Jfrontiére, dont la théorie sera esquissée dans les numéros suivants.

La définison des éléments-frontiére constitué un progrés trés
important dans cette théorie, da a Carathéodory [1] et que Keebe [2]
et Kerékjarts [1], p. 108-120, ont développé.

3. Les points-frontiéres accessibles et les points-frontiéres idéaux.
— Un point-frontiére est dit accessible, ou plus exactement acces-
sible suivant une entaille L s’il est extrémité de cette entaille. Dans
la suite nous emploierons I’abréviation ac. pour le mot accessible.

Il est commode de donner a toutes les entailles de D une méme
origine O. Deux entailles L et L' seront dites équivalentes si :

1° Elles aboutissent en un méme point géométrique de F(D);
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2° Si les domaines qu’elles comprennent entre elles ne contiennent
aucun point-frontiére.

Il s’ensuit, immédiatement, que deux entailles équivalentes & une
méme troisiéme, sont équivalentes entre elles et que deux entailles
peuvent toujours étre remplacées par deux autres qui leur soient
équivalentes et qui, excepté O, n’ont pas de point commun a 'inté-
rieur de D.

Par classe d'équivalence d'entailles, nous entendons I'ensemble
de toutes les entailles de D, qui sonl équivalentes entre elles. Si
toutes les entailles aboutissant & un méme point géométrique P de la
frontiére, forment une seule classe d’équivalence, P est dit point-
frontiére simple et formé d’un seul point idéal. Dans les autres cas,
P est dit multiple et a chaque classe d’équivalence d’entailles abou-
tissant en P correspond un point idéal. On a donné des exemples de
points multiples, sur lesquels sont concentrés des points idéaux en
nombre infini 4 puissance du continu (Carathéodory [ 1]).

Il est évident que ces nolions ne concernent que les points ac.

Si nous associons a chaque point-frontiére idéal ac. (dorénavant
nous écrirons point iac. pour point idéal ac.) une entaille, de maniére
que les entailles associées a deux points iac. distincls ne soient
sécantes qu'en O; on voit que I'on peut définir deux ordres circu-
laires pour les points iac. suivant le sens de rotation autour de O.

L’ensemble (A) des points iac. de F(D) est dense en soi, dense
sur F(D) (en ce sens que Lout cercle de rayon ¢ centré en un point-
frontiére, en contient toujours une infinité), et posséde sur F(D) la
puissance du continu.

Nous dirons que F(D) contient un arc accessible (arc ac.) 7y si
tous les pointy de y sont ac. d’'un méme cété de v, les extrémités
étant exclues.

4. Définition*fles éléments-frontiére d’aprés Koebe. — Comme
pour l'ensemble des nombres rationnels, on peut définir, dans
I’ensemble (A), des coupures.

Considérons une suite de couples emboités de points iac. P,P’,
tels que les portions'de F(D) qui les portent, ne contiennent pas
a leur intérieur, deux points iac. fixes. Cette suite est appelée une
coupure dans (A). Deux suites de couples emboités de points iac.
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déterminent, par définition, la méme coupure si et seulement si
chaque couple de l'une contient une infinité de couples de P'autre.
Nous appellerons ces coupures : éléments-frontiére (Randelement
de Kceebe [2]) et nous utiliserons la notation E-F. Carathéodory (1]
utilise la dénomination : bout-premier (Primende).

Soit y, une transversale qui joint P, a P). Nous ‘appellerons
domaine contigu au couple P,P, (et nous le désignerons par g»)
celui des deux domaines découpés par v, dans D, qui conlient sur-sa
frontiére les couples P, 1 P, ..., de la suite.

Une suite de points intérieurs a D sera dite converger vers I'E-F
dsfini par la suite { P, P/} si elle n’a qu’un nombre fini de ses points
a Pextérieur de tout g,. Soit L une ligne de Jordan intérieure a D,
partant de O, et ne contenant pas son autre extrémité. Supposons
que pour chaque g, on puisse supprimer de L une portion connexe
partant de O et telle que la portion restante soit complétement inté-
rieure & gn. Dans ces conditions L est dite converger ou aboutir &
I'E-F défini par la suite { P,P,}. L'ensemble limite de toutes les
suites de points intérieurs a D, qui convergent vers cet E-F,
forme, par définition, U'ensemble des points dont est constitué
notre E-F.

L'ensemble (E) de tous les E-F d'un domaine D est de par sa
définition méme, lui aussi, ordonné circulairement et de plus, il
est complet, en ce sens qu'a toute coupure dans (E) correspond
un élément de (E). Il est dense en soi et posséde la puissance du
continu.

Soient E, et E; deux E-F distincts de D et désignons par I,
Iensemble des E-F de (E) qui suivent E; et précédent E,, et par
T, celui des E-F de (E) qui suivent E, et précédent E,, une fois
fixé le sens de rotation autour de O. I et I’ sont appelés intervalles
d’E-F; ils sont fermés si E, et E; en font partie.

Un point-frontiére est dit simple s'il n’appartient qu’a un seul
E-F et multiple, si plusieurs E-F le contiennent; dans ce dernier cas
il y a, eoncentrés en lui, autant de points idéaux simples, qu’il y
a d’E-F qui le contiennent.

5. Description de la correspondance des F(D) a Paide des E-F.
— On peut établir, sans sortir de la topologie, nne correspondance
continue et biunivoque, entre un domaine D et C-U, telle qu'il en
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résulte une correspondance biunivoque entre les E-F de D et les
points de K-U (Kerékjarté [ 1], p. 106-120.)

Soient.maintenant, D et D’ deux domaines simplement connexes
et supposons qu'il existe entre eux une correspondance topologique.
Par des transformations particuliéres de Kerékjartd, on passe a deux
cercles C et C' de circonférences K et K'. Il suffit alors de considérer
les correspondances topologiques entre G et C'.

Dans une telle correspondance 7 entre G et C/, on est amené a
considérer, sur K et K', des ensembles d’intervalles fermés séparés,
I, et I);, au plus,dénombrables (mais qui peuvent étre finis ou vides)
et qui jouissent des propriélés suivantes : représentons I, par un
point idéal p, et I’ par le pointidéal p;; p. et p, sont dits points
généralisés. Considérons les points de K et K/ non situés dans les
[, et I, comme points idéaux simples, 7 établit entre les points
idéaux de K et K’ une correspondance biunivoque telle, qu’a chaque
point généralisé de l'une, cerrespond un point simple de l'autre et
que toute suite de points intérieurs a C, dont tous les points limites
sont.contenus dans I, (qui converge vers le point généralisé p,)
a pour image une suite tendant vers le point simple correspondant
de K et réciproquement.

Pour les domaines généraux, il en résulte une correspondance
biunivogue entre les E-F et intervalles d’E-F de I'une et de I'autre.
Si dans cette correspondance a un E-I' contenant le point P iac.,
correspond un E-F contenant le point iac. P’, nous dirons que P
et P’ se correspondent.

6. Les E-F d’aprés Carathéodory. — Une transversale ¢ partage un
domaine D simplement connexe, en deux autres D’ et D", également
simplement connexes. Nous dirons de trois transversales ¢, ¢/, ¢"
que t sépare t' de t', si ¢ est dans D' et ¢' dans D" ou inversement.

Soit { t, | une suite de transversales, elle est dite suite fondamen-
talesi :

1° Deux quelconques des transversales n’ont pas de point commun
(y compris leurs extrémités considérées comme points frontiéres i.);.
2° Si £4(k >o0) sépare ¢,y de te 4t

3° Si elles convergent vers un méme point (la convergencé étant
entendue au sens habituel).
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Soit D, celui des deux domaines que détermine ¢, dans D et qui
contient Zn,.; D1 est toujours un domaine partiel de D,. Deux
suites fondamentales de transversales {¢,} et { £,} seront dites équi-
valentes, si tout domaine Dy correspondant a ¢ contient toutes les
transversales £, sauf un nombre fini d’entre elles et réciproquement.

D’aprés la définition d’une suite fondamentale {ta}, il résulte que
les couples des extrémités P, P, de ¢,, sont des couples emboités de
points iac. distincts ne contenant pas a leur intérieur plus d’un
point ac. fixe. Ils définissent donc un E-F, E. Les domaines D,
sont les domaines contigus aux couples P, P}, et toute suite { p,},
de points intérieurs 4 D converge vers E, si tous les Pn 4 partir
d’un certain », restent a I'intérieur de chaque D,,.

Carathéodory [1] définit un E-F comme ensemble limite des
domaines D,, correspondant & une suite fondamenlale de transver-
sales, il montre, de plus, qu'on peut se borner pour le définir 2 une
suite fondamentale de transversales circulaires concentriques, le
point vers lequel doit tendre la suite fondamentale, étant leur centre
commun.

Deux suites fondamentales définissent un méme E-F, si et seule-
ment si elles sont équivalentes. ‘

L’ensemble des points géométriques communs aux frontiéres de
tous les domaines D, déterminés par une suite fondamentale de
transversales, est précisément 1'ensemble des points dont est formé
I'E — F, défini par la suite en question.

7. Les E-F de différentes espéces. Exeniples. — Soient E un
E-F de D, L un arc simple de Jordan convergeant vers E. Soit €
'ensemble des points limites de L. &, est toujours une partie de E.
Il existe toujours des points de E appartenant a €, pour tout L
convergeant vers E. Nous les appellerons points principauz
(Hauptpunkte) de E, les autres points de E étant appelés points
accessoires (Nebenpunkte).

Les points principaux d’un E-F sont points limites d’au moins
une suite fondamentale de transversales définissant cet élément.
Carathéodory prend cette propriété comme définition des points
principaux [1].

Si E contient un point iac. P, P est le seul point principal de E.
Dans le cas contraire, il existe un, continu de points principaux.
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Quant aux points accessoires, ou bien ils manquent complétement
ou bien ils sont en nombre infini & puissance du continu. Tous les
"quatre cas sont possibles, et nous distinguerons des E-F de. quatre
espéces (Carathéodory [1]).

E est dit de premiére espéce s'il contient un point iac. et pas de
points accessoires; de seconde espéce s'il contient un point iac. et
une infinité de points accessoires; de troisiéme espéce lorsque les
points principaux sont non ac. et qu’il n’y a pas de points acces-
soires; enfin de quatriéme espéce s’il y a une infinité de points
accessoires & c6té d’un continu de points principaux.

On peut trés aisément trouver des exemples de domaines ayant
des E-F des quatre types, nous le ferons a I'aide d’un carré et
d’entailles rectilignes.

Soit C; le carré OPQR de coté unité, O élant Porigine des coor-
données, P sur I'axe positif réel, R sur 'axe positif imaginaire.

1° Tous les points de C; sont iac. et Gy n'a que des E-F de
premiére espéce;
2° Soient A, A,, ... les points de l'axe réel d’abscisses

2ln(n:= 1,2,3,...) et menons de ces points les paralléles A, By,
A,, By, A;Bs, ..., a 'axe imaginaire et de lorgueur 1/2. Nous
formons ainsi un domaine simplement connexe C,. Les entailles
A;B, tendent vers OB (B milieu de OR). B est un point iac., mais
tous les autres points de OB ne le sont pas, ce sont dés points acces-

soires. Donc, C, contient un élément-frontiére de seconde espéce
en OB.
3° Menons les diagonales OQ et PR, prolongeons A,B; jusqu’a

leur rencontre L; avec PR. Des points My, M,, .. sur RQ et
3

d’abscisses 2 (n =1, 2, ...), menons les paralléles & OR arrétées
on

en Ny, Ny, ... sur OQ. Nous engendrons ainsi un domaine simplement

connexe C,. Les segments A, L, et M\N; tendent vers OR; tous les

points de OR'sont des points principaux non-ac. Le domaine C,4
contient en OR un E-F de troisiéme espéce.

4° Reprenons nos entailles de 2° et les points My, M3, .. .. Menons

les segments M;T; paralleles a OR et de longueur constante 2—1—6
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(o < o< ) Le domaine simplement connexe C; ainsi formé conuent

Ci(t—
en OR un E-F de quatriéme espéce. Le segment & ( 6), 5/

est formé de points principaux non-ac., les points restants étant des
points accessoires (2).

Désignons par €,, €,, €,, €, les ensembles d’E-F des quatre
espéces, contenus dans F(D). Carathéodory [1] a consiruit un
domaine tel que dans chaque intervalle, €, ait la puissance du
continu. Il a de plus montré- que pour tont domaine, € +€, ala
puissance du continu dans chaque intervalle d’E-F.

Si €,+ €, est vide, alors €, a la puissance du continu dans
chaque intervalle (Urysohn [1] et Weniaminoff [1]).

Notons encore la Note de Frankl [1], dans laquelle I'auteur
cherche a exposer une méthode de construction d’un domaine ayant
les propriétés suivantes : Dans F(D) &, est vide; le diamétre de

chaque E-F est au moins égal a ; et deux E-F distincts ne possédent

jamais de points communs.

Le probléme qui reste a résoudre se rapporte surtout a I’existence
et & la puissance de €&, et €, dans chaque intervalle.

D’aprés Gross [1], p. 23, la condition nécessaire et suffisante pour
qu’un ensemble de points fermé M puisse étre un E-F d’un domaine
convenable, est que M forme toute la frontiére d’un domaine
simplement connexe G (qui pourrait contenir ' & son intérieur).
On peut aussi caractériser les sous-ensembles de M qui sont dans un
domaine convenable des ensembles totaux de points principaux

(Gross [1], p. 23-23, cf. aussi Carathéodory [1], p. 355-361).
CHAPITRE 1L
LES LEMMES GENERAUX.

8. Principe de syméirie et valeurs limites sur un arc frontiére. —
Dans ce numéro D désignera un domaine simplement connexe dont

(2) On peut déduire des figures données dans Montel [2] des exemples plus
généraux.
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* . . e
la frontiére contiendra un arc de Jordan AB =S, comme arc ac.
et f(z) sera une fonction holomorphe dans D.

I. Tutorime pE Scawarz (principe des images). — S étant un
segment de droite, si f(z) reste holomorphe sur S et y prend des
valeurs réelles, elle peut étre prolongée au travers de S dans le
domaine D/, symétrique de D par rapport &S et prend en devz
points symétriques des valeurs conjuguées.

‘Plus généralement

II. S étant un arc de cercle, si, lorsque z est sur S, les valeurs
de f(z) restent sur un arc de cercle o, f(z) peut étre prolongée
oy travers de S dans le domaine D' symétrique de D par rapport
a S et les valeurs de f(z) en deuz points de D + D' symétriques
par rapport a S, sont symétriques par rapport i c.

Il est remarquable que dans ces énoncés, on puisse remplacer
I’hypothése d’holomorphie sur S par celle de continuité, I’holomorphie
étant conséquence des hypothéses ainsi élargies; ce fait trouve de
nombreuses applications dans ’étude du comportement a la frontiére
de la représentation conforme.

ITI1. S étant un segment de droite, f(z) reste holomorphe &
Uintérieur de S, si, lorsque z tend vers les points de S en restant
a Uintérieur de D, les valeurs de f(z) tendent uniformément au
voisinage de chaque point intérieur de S, vers une suite de
valeurs réelles.

On peut, sans altérer la conclusion de cet énoncé, remplacer les
hypothéses d’existence et de réalité des valeurs limites de f(z)
sur S, par la condition (explicitement beaucoup moins restrictive)

lim 3 f(z)=o,
z tendant, vers tout point intérieur a S, uniformément au voisinage

de chaque point intérieur de S.

Partant de cette remarque, on peut étendre le théoréme III dans
deux directions :

1° En remplacant le segment S par un arc analytique régulier
z2=9(¢), 0 <t<t1, ¢(t) étant analytique dans (o,1);
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2° En supposant que J f(z) atteint uniformément, pour chaque
point intérieur a S, une valeur limite, la suite des valeurs sur S
formant une fonction holomorphe de ¢ dans (o,1).

Ces généralisations s’obtiennent directement ( Painlevé [2], 1887,
p- 27-28), ou bien, d’aprés Schwarz, comme conséquences de
théorémes analogues a I, II, III, relatifs & la régularité des fonctions
harmoniques [celle a considérer ici étant J f£(z)] (Cf. A. Harnach,
[1], 1887, p. 133).

Signalons encore un résultat de Keebe, suivant lequel la symétrie,
par rapport & une ligne fermée simple de Jordan, définie convena-
blement, n’est possible que si cette ligne est analytique. (Kebe, [2],

p- 219).
De ces faits, on peut conclure

IV. S étant un arc de cercle, si f(s) tend uniformément vers
zéro lorsque s tend vers les points de S, f(z) est = o dans D (?).
On peut en déduire en particulier, qu’une fonction holomorphe
dans D et continue sur S, est univoquement déterminée par ses
valeurs sur S. Carleman [2} a donné une formule qui permet le
calcul de f(%), en un point ¢ intérieur a D, au moyeli des valeurs

de f(z) sur S

£ = lim =% ff(z)“"(“(z‘:‘g‘:)i) i
S

/._>,°211i Z—co

o &, est un.point convenable intérieur a D, k un nombre positif
et an I'angle sous lequel on voit S de ¢,.
On doit 2 Kaebe [ 1], [2] la généralisation suivante de [V :

V. Lewue pe Koese. — 8¢ f(z) est uniformément bornée au
voisinage de S, elle est identiquement nulle dans D, s'il existe une
suite N, de lignes simples convergeant vers S, telles que les valeurs
mazima M, de | f(z)| sur X, tendent vers o lorsque n—c0.

(3) Ce théoréme est quelquefois altribué & Schwarz, avec renvoi 4 I'un de ses
mémoires. Mais, 3 1d référence on ne trouve que 'énoncé du principe de symétrie.
Le théoréme IV ci-dessus en est une conséquence immédiate, mais encore, il fallait
le trouver.
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9. Valeurs limites .en un point frontiére. — On doit a Linde-
loef [3], p. g-12, les deux propositions suivantes qu’on emploie a
chaque pas dans la théoric qui nous occupe.

I. Soit f(z) holomorphe dans le domdine D du numéro
précédent. Soit a un point intérieur & S, désignons par S, et S,
les parties de S qui se raccordent en a. Supposons que f(z) reste
continue sur S, et S, et tende respectivement vers w, et ws lorsque
5 tend vers a suivant Sy et S,. Alors, ou bien ©,= v, et f(z) tend
vers w, lorsque s tend vers a par Uintérieur de D, ou bien f(z) ne
reste pas bornée dans D au voisinage de a et méme, prend, dans
chaque voisinage de a dans D toute valeur finie, & U’exception
d’une seule au plus.

II. Soit f(s) holomorphe et bornée a Uintérieur de la demi-
bande B, Bz > a, o1 < I35 << 9s. Supposons que f(z) tende vers
une valeur délerminée w lorsque s tend vers l’infini suivant une
ligne de Jordan L située dans B, alors f(z) tend uniformément
vers o dans la demi-bande B, Wz>a, ¢, +¢ < Jz<gs—e,
e>o0. Si Lest le rayon 3z=19¢, (ou Jz=y¢,), f(z) restant
continu sur L. alors f(z) tend uniformément vers w dans
Be>a,00=Fzs20:—¢, e>0 (o dans Bz>a, o1+ £ F 220,
£>o0).

Dans le cas ou L est un rayon Jzi= Poy 91 << 90 << 93, c¢ théoréme
avait été démontré déja en 1912 par Montel qui d’ailleurs utilisait
sur f(z), une hypothése beaucoup moins restrictive a savoir : que
/f(2) admet dans B deux valeurs exceptionnelles. On peut démontrer
une extention correspondante du théoréme II, en utilisant la trans-
formation classique par la fonction modulaire ou encore, en faisant
usage du théoréme de Schottky.

Il existe un grand nombre de recherches sur les valeurs limites
d’une fonction holomorphe suivant les rayons dans les demi-bandes
(Cf. Hardy-Ingham-Pélya [1]), mais elles n’ont pas trouvé, jusqu’a
ce jour, d’application dans la théorie de la représentation conforme.

10. Valeurs limites des fonctions harmomiques. — Il en est
autrement des théorémes sur les limites des fonctions harmoniques
dans les demi-bandes, dont nous allons nous occuper maintenant.

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 109, 2
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Nous désignerons, dans ce numéro, par ®(z), 3=z + iy une
fonction harmonique et réguliére dans la demi-bande B, y' <<y < y’,
Z > z, telle que sa valeur dans B reste inférieure 2 une borne Kg,
dans chaque demi-bande B

<
y+il<y<y'—3,; £ >xp+ 9 3>o.

On a alors les résultats suivants :

I. Supposons que ®(z) tende vers une limite w lorsque z tend
vers Uinfini sur un arc de Jordan M situé dans B et qui admet &
Uinfini Uasymptote y =y,, y'<<yo<<y' ®(z) possede alors, la
méme limite le long de tout arc de Jordan M' ayant & l'infini la
méme asymptote. (Ostrowski [3], p. 393-393.)

I'. La conclusion de 1 subsiste si M cotncide avec un des rayons
y=y" ou y=y", lorsque ®(z) reste bornée dans B et continue
sur M. (Ostrowski [3], p. 392-393.)

‘I'. Sidans 1, M’ estsitué entre M et le rayony=y’, la conclusion
de 1 subsiste si Uon suppose seulement que ®(z) est bornée et
harmonique dans la portion de B comprise entre M et y =y'.
L’énoncé symétrique, relatif a y = y" est évidemment vrai éga-
lement. (Ostrowski [3], p. 393.)

Il1. Soient M, et M, deux rayons\y = y, et y = y, situés dans B.
Si ®(3) posséde sur M, et M, deux valeurs limites ¢, et §., alors
la différence

b —
o) —(E=2 -y + b)
tend vers zéro lorsque z tend vers U'infini en restant dans Bs,

pour tout 3 > o. (Ostrowski [3], p. 393-398.)

IV. Supposons, en plus des hypothéses de 11, que ®(z) soit
bornée dans B et soit M' un arc de Jordan contenu dans B allant
a linfini et y possédant pour asymptote un des rayons extrémes
y =y (ou y=y"). Si ®(z) posséde une limite le long de M', la
valeur de cette limite s'obtient en remplagant y par y' (ouy") dans

$r— ¢

371:7,—2(.}’—3’1)'*4‘1'
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Si ¢y =13 et st M" est un arc de Jordan situé dans B, allant &
Vinfini et le long duquel ®(z) posséde une limite, cette limite est
égale a §,. (Ostrowski [3], p. 393-398.)

III. Dans les hypothéses de 11, on a pour x t o (*)

SR ST
dx dy " yi—ya

dans chaque By, d > o. (Ostrowski [3], p. 397.)

- IV. 8i ®(3) a dans B une oscillation finie ¢, on a pour une
Sfonction f(z), holomorphe dans B et telle que 3 f(5) = ®(z) et
pour tout point z de B distant de F(B) de ¢

FEQIEE-

(Lindeleef [\1], p. 13. Cf. aussi Keebe [3], p. 5g et Jensen[1], p. 28).

V. 8¢ ®(z) reste continue sur la frontiére de B, bornée en
module dans B et si ®(z+iy'), ®(x +iy") convergent vers la

P I

méme constante lorsque x4 w, les dérivées partielles‘a;»\(—,;

de ®(3) tendent vers zéro avec x 4 w dans chaque Bs.
Ce théoréme est équivalent au théoréme suivant de Lichtenstein [ 1] :

St une fonction W(w), w = u + iv, est harmonique dans C-U,
y est représentable par Uiniégrale de Poisson et posséde des
valeurs limites continues en un point o de K-U, on a

(w—a)¥,—>o, (w—a) ¥, —>o,
lorsque wy—> =« (*) de Uintérieur de C-U.

Signalons enfin les résultats de Visser [2], p. 28-33, dont Pauteur
tire quelques conséquences sur le comportement a la frontiére-de la’
représentation conforme.

11. Le lemme de Julia et les théorémes qui s’y rattachent. — Dans
les recherches sur la représentation conforme, un lemme remarquable,

(%) Voir A et S.
(%) Voir A et S.
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aulant par la simplicité de son énoncé, que par l'aisance de sa
démonstration, a rendu de trés grands services, c’est le lemme dit de
Schwarz (*) que nous donnerons sous la forme générale obtenue
par Lindelcef [1] et qui se déduit de I'énoncé classique par deux
transformations linéaires.

L. Soit f(z) holomorphe et telle que |f(5)| <M dans C-U,

alors pour tout s et z, dans C-U on a
) M2(f(s) — f(50))
M —f(20) /(=)

3 — 3p

=M

I— 5032

Partant de cette inégalité et effectuant des transformations
conformes appropriées, on a déduit du lemme I un grand nombre
d’autres inégalités qu’on trouve surtout dans les mémoires de
Jensen [ 1], Kebe [3] et Lindelef [ 1] (on y trouve aussi une biblio-
graphie compléte).

Dans certaines circonstances, on peut faire tendre dans la formule
(1), 3, vers des points de K-U. Ce passage a la limite a é1é effectué, .
pour la premiére fois, par Julia [1], qui a obtenu, en substance, le
résultat suivant :

II. Leume oe JoLia. — Soit f(z) holomorphe dans C-U et telle
que | f(=)| <1 pour | s| < 1. Supposons que f(z) reste holomorphe
en s=1et que Uon ait f(1)=1 et f'(1) =a. Alors, « est réel et
positif et U'on a pour tout s intérieur & C-U

= f()P  li—zp
(2) =17 =TT

Depuis la premiére démonstration de Julia, bien d’autres en ont
été proposées qui sont plus directes et qui en réduisent considéra-
blement les hypothéses. (R. Nevanlinna [1], K. Lewner dans
Bieberbach [1], p. 125, Carathéodory [3].)

On arrive & une intelligence compléte des conditions dont dépend
la conclusion du lemme de Julia, lorsqu’on a égard a Pimportant

(%) Ce lemme a été donné par Schwarz, dans le cas particulier ol f(z) est univa
lente; 'énoncé général est di A Carathéodory, la démonstration élémentaire que
P'on treuve dans les Traités est due A E. Schmidt.
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résultat suivant qui se trouve implicitement chez Wolfl [1], 1926,
et a été retrouvé en 1929 par Carathéodory [3] et indépendamment
par Landau et Valiron dans un travail commun [1].

UI. Soit f(s) holomorphe dans C-U, telle que | f(5)|<<1 pour
|2| <v. Alors si sy»1 de Uintérieur de C-U, la limite

lim 1 =f(2) _
:)—»i I—3

existe toujours, avec o fini ou infini. o = o si et seulement si f(z)
est identique & une constante de module unité. Si « est fini 5 o,
a est positif et l'on a

o

lim f'(3)=a.
5 1

*De plus, on a pour z réel et z 4 1

lim I—if(z)l = lim | I'—f(z)l = o.

SA1 I—23 A1 I—3

Si 'on suppose dans IlI, f(0) =o, on a a1, I'égalité n’étant
possible que pour f(z) =ei®z. Cetle relation peut étre précisée,
si P'on suppose f'(o) donné, ou que f(z) ne prend pas cerlaines
valeurs dans C-U. (Unkelbach [2], [3].)

Pour la constante «,la limitation suivante est parfois utile :

IIT'. 8%, sous les hypotheéses de I, on a pour une suite de
points z, de C-U.
4 — If(z'l) l
Bn—>1, f(z,.)-—>1, ——l-:——lzn-l——>ao,
la constante a de 111 vérifiera Uinégalité a < x,. (Implicitement
dans Carathéodory [3], voir Valiron [2], p. 109-110, et Visser [3],
p- 105-106.)
Utilisant le théoréme III, on peut donner du lemme de Julia
I’énoncé suivant qui contient le plus petit nombre d’hypothéses :

IV. Si dans les hypothéses de 111, o est fini et £ o0, (2) en
résulte. (Carathéodory'[3] et Julia [1].)
Pour le demi-plan I’énoncé de 1II est particuliérement sim
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V. Soit f(z) holomdrphe dans H, et telle que Wf(z)>o.

Si 2>, alors'-f—(fz-)- et fi(5) convergent vers la méme constante
réellec, finie et égale a
B/(2)
Inf T

dans le demi-plan (Landau et Valiron [1D-

5i dans les hypothéses de V, f(z) est réel sur Paxe réel et ¢ = o,

Wolff [3] démontre que f(—zz—_\/—“?z_ tend vers zéro si 5w, dans H..
= V8 f(z)

La constante « de II et la constante ¢ de V sont respectivement
appelées dérivées angulaires de f(z) en z =1 et 5 =co.

Wolff [3], 1930, et Visser [1], 1932, montrent que le théoréme III
n'est vrai que si 'on se borne a la convergence angulaire.

D’aprés Valiron [1] la fonction f(5) de V est univalente dans un
domaine contenu dans H, et contenant des angles d’ouverture aussi
proche de @ que I'on veut. Ostrowski tire ce résultat de la relation
S(2)Y— f(z")

suivante : — ¢, lorsque z et 3/, oul’un de ces deux points
) q ’ y

tendent vers I'infini en restant dans Uangle |arg z | < g —&.

Mentionnons encore, ici, une extension a 'espace du théoréme de
Wolff-Carathéodory-Landau-Valiron, due & Warschawski [2].

Pour d’autres démonstrations de Il etV voir Ahlfors [1], p- 29-30;
Visser [2], p. 33-34; M. Riesz [1], 1931; R. Nevanlinna (4], [8],
1929; [3], 1936, p. 4o2-405.

CHAPITRE 1II.

LES THEOREMES GENERAUX SUR LA CORRESPONDANCE DES FRONTIERES
DANS LA TRANSFORMATION CONFORME.
HYPOTHESES D'ORDRE ZERO.

12. Les théorémes généraux sur la correspondance des E-F. —
Dans la suite nous utiliserons la notation TC pour transformation
conforme.

I. Dans la TG de Dy sur C-U du plan des 3, les systemes d’E-F
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de Dy correspondent biunivoquement, dans Uordre circulaire, auz
points de K-U.

II. Dans la TC de Dy sur Dy il y a une correspondance biuni-
voque entre les E-F des deuz domaines, conservant Uordre circu-
laire des E F.

1l est évidemment une conséquence immédiate de I. Le théoréme II
a été établi pour la premiére fois par Carathéodory [1] en tg13.
Pour prouver qu’a un E-F de Dy correspond un point de K-U déter-
miné, Carathéodory utilise le théoréme de Fatou qui affirme qu’une
fonction holomorphe et bornée dans C-U posséde presque partout
sur K-U des limites radiales. Pour démontrer que, réciproquement,
a chaque point de K-U correspond un élément-frontiére déterminé
de Dy, Carathéodory, s’appuyant en derniére analyse sur le principe
de symétrie, prouve qu’a une transversale circulaire de Dy correspond
toujours une transversale de C-U, et la démonstration s’achéve
aisément.

Une deuxiéme démonstration, extrémement simple et élémentaire
en ce qu’elle n'utilise pas les notions de la théorie des fonctions de
variables réelles, a été donnée par Keebe [2] qui s’appuie d’une part,
sur sa définition des E-F et d’autre part, sur les deux lemmes IV et V'
dun°8.

Une troisiéme démonstration se trouve dans Lindelef [3], 1915.
Il y a lieu de citer encore : le mémoire de Montel [1], 1917, p. 37-48,
qui contient les principes d’une quatri¢me démonstration de I; le
mémoire de G. Faber [1], 1922, dans lequel une cinquiéme démons-
tration est donnée, utilisant les sommes finies approchant I'intégrale
de Dirichlet; une sixiéme démonstration se trouve dans le livre de
Montel [2], 1927, p. 103-118, et enfin une septi¢éme démonstration est
due & Tsuji[1], 1930.

D’auatre part, Osgood et Taylor [1] ont fait paraitre en 1913,
presque en méme lemps que Carathéodory publiait son mémoire [1],
un mémoire oi se trouvent des développements qui suffisent a établir
qu’il y a une correspondance biunivoque entre Pensemble des points
jac. de F(Dy) et un ensemble de points de K-U partout dense. Dans
ce méme mémoire sont contenus d’autres résultats qui se rapportent
aux E-F de différentes espéces, bien que la notion d’E-F n’y figure
pas explicitement.
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J. Ferrand [3], [4] a donné une nouvelle démonstration de I utili-
sdnt, dans le premier mémoire, la méthode de Montel et un lemme
de Cartan-Ahlfors, et dans le second un lemme sur les transversales
circulaires.

Pourtant, jusqu’aujourd’hui on n’a pu démontrer le théoréme sui-
vant dd & Carathéodory [1], qu'en faisant usage du théoréme de
Fatou :

II. Dans la TG de Dy sur C-U, U'ensemble des points de K-U
qui correspondent auz points iac. de F(Dy), c’est-a-dire auz E-F
de premiére et seconde espéce, a pour mesure 2n. Donc Uensemble
des points de K-U qui correspondent auxr E-F de troisitme et
quatrieme espece, a la mesure nulle.

Soient %4, ¢y deux points de Dy ou F(Dy), on appelle distance
intéricure en Dy de ¢, & £, la borne inférieure p (4, 2, Dy) des lon-
gueurs des lignes polygonales ou recuﬁables joignantZ, a¢, et situdes
dans Dy, sauf éventuellement Z, et C, Cette notion introduite par
Keebe [2], p. 221, nous permet d’énoncer le théoréme suivant qu’on
lui doit également.

IV. ¢(t) est uniformément continue dans Dy relativement a
0 (%1, Cay Dy); c’est-a-dire qu’a chaque ¢ > o correspond un 4(g) > o,
tel que |9 (L1) — 9(La)| << & 501t une conséquence de p < 9.

Le théoréme IV est, comme l'indique Koebe, en relation étroite
avec un théoréme qu’Osgood a énoncé sans démonstration en 1go3 [t}
Le théoréme d’Osgood et IV sont corollaires I'un de I'autre; celui de
Keebe trouve, d’ailleurs, une précision quantitative remarquable
dans le théoréme IV du numéro suivant, qui est di-a Lindelcef.

Pour la distance intérieure p(Z4, &2, Dz) de deux points £, §, de Dy
correspondant & deux points 3, et z, de C-U, une borne inférieure
ne dépendant que de 'aire 2{% de Dy, supposée borné, se déduit de la

relation (1) de Beurling que nous donnons au n° 22. On a 'inégalité

2

1"l \— 2> \ .
I— 213

La borne donnée est exacte, fait équivalent a la relation citée de

Beurling. Cette inégalité ne rend pourtant pas compte du fait que
deux points Z;, ¢» de Dy dont la distance peut étre trés grande,

A t
p2(81, Lo, D) > — —--log
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peuvent trés bien correspondre 2 un couple de points z,, z, trés
proches dans C-U, ce qui arrive si {13 {; se trouvent dans une poche
de Dy qui peut étre trés étendue, mais & entrée trés étroite.

On doit & Lavrentieff une notion tenant compte de cette éventua-
litd. Etant donnés deux points %y, {3 de Dy et un point g, qui sera
maintenu fixe dans toute la déduction, il existe des transversales
rectifiables de Dy séparant le couple ¢;, ¢, de ¢,. Désignons par
t(¢1, ¢2) la borne inférieure des longueurs de toutes ces transver-
sales; nous appellerons proxzimité de {i, ¢, par rapport a Dy le
nombre

P(Cl) C") D:)= B]in[t(CH :2)7 P(:l, t*; Dt)]'

A Taide de cette notion, un résultat de Lavrentieff [4] apporte une
précision remarquable au théoréme IV de Keebe.

V. Soit { = ¢(5) une TC de Dy sur C-U telle que z = o corres-
ponde & ¢, et soit M une borne supérieure des distances-des points
de F(Dy) a ¢y. Alors. si ¢y, ¢y sont deux points de Dy et z, et z,
leurs images,

121—22|<K1 \/my
1
P, % D) < K (e ) 108l a0zl 7
ow K, est une constante absolue, tandis que la fonction K(M) ne
dépend que de son argument (Lavrentieff [4]; voir également le
théoréme II du n° 13).

Les résultats suivants de Lavrentieff [3] appartiennent au méme

ordre d’idées :

V'. Soit Dy un domaine simplement conneze et ¢, s deuz points
de Dy séparés par une transversale rectiligne s de longueur 2¢.
Supposons que la distance intérieure de ¢y et Ly au milieu de s
soit > r—+ex 2¢e. Alors, si par la TC de Dy sur C-U & ¢, et ¢,
correspondent Uorigine et 3, on a

11—z < -24-:—2
(Lavrentieff [3], p. 202-203).

V. Supposons que la partie de Dy située dans le cercle |¢| < p
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contient l'origine, est simplement conneze, et a un point-frontiére
a distance <&, o <e <p, de Uorigine. Alors, dans la TC de Dy
sur C-U par laquelle z = o passe en { =0, 'image de I’ensemble des

points de Dy situés dans || > ¢ possede un diameétre <‘K \/ -ga

N étant une constante absolue (Lavrentieff [3], p. 203-204).
Dans la démonstration de II donnée par Carathéodory, on
pourrait remplacer le théoréme de Fatou par le théoréme suivant de

Fejér [1], 1914, que son auteur déduit de la théorie des séries de
Fourier :

VL. Si 7= f(3) effectue la TC de C-U sur un domaine d’aire
Jinie, le développement de f(z) suivant les puissances de z
converge presque partout sur K-U.

Le lien entre ce théoréme et celui de Fatou est établi par :

VII. Sous les hypotheses de V1, le développement de f(z) su-
vant les puissances de z, converge partout sur K-U uniformément,
sur chaque ensemble de points oi la limite lim f (re'®) existe uni-

ry A1
Jormément (Landau [1], 1916).
Enfin, par le théoréme suivant de De la Vallée-Poussin [1], 1930,
on atteint le méme but :

VIII. L’image de chaque ra;yon de C-U dans Dy est de longueur
Jinie, sauf pour un ensemble de rayons aboutissant sur K-U en
un ensemble de mesure nulle.

En supposant I'aire de Dy finie (ce qui est permis), 'intégrale de
o T 1 1
Dirichlet f f \f'(3)[2rdr db est finie, il ex résulte que f |f(z)|2rdr
0 0 0

1
et a plus forte raison f |/(5)|dr est convergente pour presque
0

chaque 6 (De la Vallée-Poussin [1], p. 24-25) et 'on en tire la méme
conséquence que Carathéodory du théoréme de Fatou.

VIII a été publié avec un énoncé plus général, par Tsuji[1], 1930,
qui utilise, lyi aussi, pour sa démonstration, l'intégrale de Dirichlet :

IX. Dans les hypotheses de VII1, chaque point de K-U, sauf en
un ensemble de mesure nulle, jouit de la propriété suivante : toute
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ligne convexe, aboutissant en ce point et n’y étant pas tangente &
K-U a pour image une ligne rectifiable (de longueur finie).

Ce résultat développe dans une certaine direction un théoréme de
Lavrentieff (III du n° 16).

Signalons enfin le théoréme suivant de O. J. Farrel [ 1], 1932.

X. La condition nécessaire et suffisante pour que f{({) soit
limite uniforme d’une série de polynomes sur D;+ F(Dy), est
que : 1° tout point de F(Dy) n’appartienne qu’'a un E-F; 2° que
F(Dy) soit ausst frontiere d’un domaine infini.

13. Compléments. Précisions quantitatives. — I. Sous les hypo-
theses du numéro précédent, sotent

(1) E=/(a)

une fonction effectuant la TC de Dy sur C-U, et 3, un point de
K-U correspondant par (1) d’un E-F, E,. Soit | une lighe de
Jordan aboutissant en z, et située entre deux cordes de C-U
issues de z, alors Uensemble des valeurs limites de f(z) le long
de 1 coincide avec les affizes del'ensemble des points principaux
de E,. En particulier la condition nécessaire et suffisante pour
que f(z) posséde en 3z, une seule valeur limite angulaire, est
que E, soit un E-F de premiére ou seconde espéce.

Study. émit celte hypolhese en 1913 et établit qu’elle serait vraie
dans le cas général si son exactitude était prouvée dans le cas ou
I est un rayon de C-U aboutissant en z, (Study [1], p. 65-69).
D’autre part Keebe a démontré a I'aide de son théoréme sur la dila-
tion (Verzerrungssatz), que I'ensemble dés valeurs limites atteintes
le long de ! ne dépend pas du choix particulier de ! (Kebe dans
Study [1], p. 127).

La premiére démonstration compléte de 1 a été donnée par
Lindelof [3], 1915, p. 28-32; une autre est due & Montel [1], 1917,
p- 48-52, une troisiéme a Gross [2], 1918, p. 254, qui a donné plu-
sieurs théorémes généraux sur le comportement des fonctions méro-
morphes dans C-U dont le résultat ci-dessus peut étre déduit
(Gross [2], p. 258-269; [3], p. 50). Citons encore une quatriéme
démonstration due & Tsuji [1], 1930.

Un autre résultat de Lindelof est relatif aux E-F de troisiéme et
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quatriéme espéce. Soit E, un tel E-F, ¢, ¢, les affixes de deux points
distincts de E,. Soient dans C-U deux suites {o,} et {o, | de trans-
versales tendant vers z, image de E,, vérifiant les conditions sui-
vantes : 1° chacune de ces iransversales' sépare 3z, de z=o0;
2° chaque transversale sépare celle qui suit de z=o0; 3° entre les
transversales g, et oy, de { o, | latransversaled) de | o/, | est toujours
comprise; 4° la fonction f(5) tend sur o, pour n 4 oo vers la limite &,
et sur o, vers la limite ¢.

Tragons dans C-U un arc de cercle T joignant le point 5, avec le
point diamétralement opposé z; et désignons par y, le dernier point
ou cet arc rencontre la transversale o, et y,,, le premier point ou il
rencontre la transversale ¢,., en allant de 5, & z,. Alors, d’aprés

Lindelst [3], p. 32-35,

Il. On a pour n4t o

Yn— %o

— | > .
Yn+1— %0

Montel [1], p. 52, déduit II d’un théoréme trés général sur les
valeurs limites des fonctions analytiques.

On peut préciser, al'aide de quelques inégalités dues a Lindelsf [3],
le fait topologique énoncé au n° 2, & savoir : qu’a ¢ tendant vers F(Dy)
correspond un point de C-U tendant vers K-U.

II. Soit Dy un domaine fini de diametre (la plus grande
corde) k;  un point intérieur & Dy correspondant & z = o de C-U.
Soit q la plus courte distance de » & ¥ (Dy). Alors, a tout point ¢
de Dy situé & distance inférieure & r(<< q) de F(Dy) correspond,
par notre TG un point z dont la distance & K-U est inférieure a

k
log 2
iy
log 7 -+ log =
(Lindelof [3], p. 15-16).
L’autre résultat de Lindelf est relatif a arg f(z) :

IV. Soient ¢, sous les hypothéses de IIi, un point de F(Dy),
Lune ligne simple de Jordan dont tous les points sont intérieurs
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@ Dy et & une distance de ¢, inférieure'a r (<< q) et soit o L oscil-
lation de 3 sur l. On a

I
2 log —
gq

o< 4arctg
log ~
°r

pour r <r, (Lindelof 3], p. 16-18).

Ces inégalités précisent le comportement de 5 = (%) sur F(Dy).
Quant a la fonction inverse ¢ = f(z), cerlains renseignements sur
son comportement aux points de K-U sont donnés par les théorémes
généraux sur les fonctions univalentes, puisque, lorsque D¢ est un
domaine étalé (schlicht) a plus d’un point frontiére ne contenant pas
le point a I'infini & son intérieur, la fonction f(3z) est la fonction
holomorphe et univalente dans C-U, la plus générale. Supposant
d’abord f(z) normée et f(0)=o, f'(0) =1, on a les inégalités sui-
vantes déduites par divers auteurs du théoréme de la dilatation de
-+ Keebe :

[5] [2]

(I—_,.TTW—lf(z),_([ =T (Pick),
1—|z| e I+ 3] .
Gxiz) ) <[ f(8)) <= Sa=Tay (Pick),

Iarof(z)légloo.l__’__ﬂ

(Bieberbach).
Si D¢ est un domaine borné, les rclations ci-dessus peuvent étre
‘améliorées (voir par exemple, G. Pick [1]).

Dans Montel [3], on trouve des renseignements bibliographiques
sur ce sujet allant jusqu’en 1933.

Les inégalités de cette nature fournissent des renseignements sur
I'ordre de croissance de f(z), f/(z) et de arg f'(s), lorsque = tend
radialement vers un point frontiére. Lorsque 5 tend vers un point’s,
de K-U totalement de Pintérieur de C-U, on a :

V. Soit z, un point de K-U, E, 'E-F correspondant et {, un
point de E,. Supposons que le point géométrique ¢, soit au plus
de multiplicité dénombrable et gu’il en soit de méme du point &
Uinfing, s'tl appartient a F(Dy). Alors

2T

S toglf(e) — o
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est conpvergente. De plus, si le point & Uinfini n'est pas intérieur
a Dy, la fonction log|f(5) —to! est représentable par Uintégrale
de Poisson. Si le point & Uinfini est un point intérieur & Dy et
correspond & 2’ de C-U, la fonction log l (s—3") (f( 3)— 2;0) I est
représentable parlintégrale de Poisson (Ostrowski [2], p. 254-262).

Dans la démonstration donnée par Ostrowski, la restriction que &,
soit de multiplicité au plus dénombrable est essentielle, méme si le
point & linfini est extérieur au domaine, mais on ne sait pas encore
si cette condition est essentielle en soi.

V1. Si le domaine Dy est borné, f (3) peut étre représentée par
Uintégrale de Cauchy étendue ¢ K-U

s =50 [LD g (1z1<y)
(De la Vallée-Poussin [1], p. 26).

Les résultats suivanss de Biernacki [1] sont valables [sous certaines
conditions assez générales et probablement généralisables, portant
sur l'allure de F (D) au voisinage de ¢,] pour un point ac. &,
de F(Dy). Supposons pour fixer les idées que -£,= o et corresponde
dz=1. Alors :

VIL. 8¢ les branches de F (Dy) aboutissant en ¢, sont analy-
liques (sauf en 8,), Uoscillation de log|f(z)| sur la partie de
Uarc |z—1|=r contenue dans Uangle larg(s —1)| < 2-—-—«,
a>o reste, pour r assez pelit, inférieure & une constante ne
dépendant que de a.

Deux résultats analogues de Biernacki [1], assurent l’existence
d’une borne pour Iloscillation de log|f(%)| sur tout Parc de
|.:, —1|=r contenu dans C-U, lorsqu’on impose a F(Dy) certaines
conditions au voisinage de Z,. On trouve dans le méme mémoire un
théoréme analogue relatif a I'oscillation de log e ()]

Dans Wolff [B], on trouve le résultat suivant apparenté aux pré-

cédents. Nous renvoyons pour la notion de 'accessibilité linéaire
au n° 3 du second fascicule.

VIIL. Soit Dy un domaine situé dans la bande B, [ 4P —12- et
limité par deux courbes de Jordan T, I, sétendant de —
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& +=. Supposons, de plus, que par une TC de B sur Hs, par
laquelle les deuz points — w et -+ o vont respectivement en 5= 0
et 5=w, Dy se transforme en un domaine pour lequel ces deux
points sont linéairement ac. Considérons une TC de Dy sur B par
laquelle les deux points + @ se correspondent. Pour >0 soit
A(E) la longueur de U'image de la transversale Wg=: de la
bande B. Alors, pour 4 wonalimi(t) L.

Enfin, au probléme résolu par le théoréme III de Lindeldf, se rap-
porte le résultat suivant de Lavrentieff [ 1], [2] :

IX. Sous les hypothéses de 111, considérons tous les points de Dy
dont les distances intérieures & » sont >p, p>o, Alors, pour

chacun de ces points on a 1 —|9(%)| < % et Uaire de l'ensemble

des points correspondants dans C-U est < %—:, K, et K, étant
indépendants de p.

l4. Domaines jordaniens. Domaines variables. — Si F(D) est
une courbe fermée simple de Jordan, chaque point de F(D) est ac.
et simple; il résulte du théoréme I, n° 12, que :

1. La TC de ’intérieur d’une courbe simple fermée de Jordan
sur C-U engendre une correspondance biunivoque et bicontinue
entre les régions correspondantes.

Ce théoréme énoncé comme probable par W. F. Osgood dans son
article de I'Encyclopadie der Mathematischen Wissenschaften,
b1, n° 19, p. 56, daté d’aoit 1gor, et développé dans Osgood [t
1903, a été démontré pour la premiére fois par Carathéodory [2], 1913
et par Osgood et Taylor [ 1]-dans un travail paru la méme année (7).
La démonstration de Carathéodory repose essentiellement sur le
théoréme de Fatou cité au n° 12, celle d’Osgood et Taylor sur ana-
lyse détaillée des valeurs limites de la fonction conjuguée de la fonc-
tion de Green. La démonstration de Carathéodory a été considéra-
blement simplifiée et rendue tout a fait élémentaire par Kebe [1], [2]

(1) Une démonstration de Taylor a été présentée par Osgood 2 la Société Mathé-.
matiqee Américaine de New-York en avril 1gro (Taylor [1]). Les résultats de
Carathéodory ont été présentés i la Société Mathématique Allemande 3 Karlsruhe
en septembre 1grr.
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qui évile I'emploi du théoréme de Fatou (Cf. aussi Carathéodory [3]).
En ig14, Lindelof [2] a publié une démonstration trés courte de ce
résultat et la méme année, Courant [ 1] a donné une démonstration
trés simple utilisant I'intégrale de Dirichlet (Cf. aussi la démonstra-
tion de Montel [ 1], p. 47).

Deux autres démonstrations trés simples utilisant, elles aussi,
lintégrale .de Dirichlet, ont été publides plus récemment par
Wolff [2], 1930, et M¢ Shane [1], 1937. Une démonstration utilisant
la méthode du balayage a été donnée par De la Vallée-Poussin [2].
Enfin, Jessie Douglas [1], 1931, a donné dans le cadre de ses
recherches générales sur le probléme de Plateau, une démonstration
directe de la possibilit¢ de la TC d’un domaine jordanien sur C-U,
biuniforme contours compris ( Cf. aussi la démonstration analogue
de Courant [3], 1937, p. 695-697, ou I'on trouve, p. 696, quelques
remarques sur le probléme dans le cas des frontiéres les plus géné-
rales).

Il'y a liea de souligner la hardiesse de la conjecture d’Osgood, eu
égard a 'époque ou il I’a formulée. En effet les seuls résultats surs,
qu’on avait en 1900, étaient le théoréme classique de Picard, relatif
a l'angle formé de deux arcs analytiques, donné en 1893 dans son

Traité d Analyse | Cf. Picard§ 1] (*)], etle théoréme de Painlevé 1],

1891, qui assure la continuité de la transformation en un point fron-
tiére ou deux arcs A tangentes continues se raccordent, théoréme
considéré a cette époque, comme trés général. Avx méthodes de
Painlevé se rattachent les mémoires de von Dalwigk [1], 1897 et
Hintikka [ 1], 1g12.

Le théoréme I admet une extension au cas d’une suite de domaines
jordaniens D, limités par des courbes I', et convergeant vers un
domaine D, également jordanien, limité par I. La convergence des
domaines peut étre*définie dé deux maniéres :

A. Supposons que la courbe T coincide avec I'ensemble des points
dont la distance a T, tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini. Si
P est un point courant de T, on suppose qu’on peut associer a
chaque ¢ > o un d(¢) > o tel que : si P, et P, sont deux points arbi-

() Picard a donné, pour la premiére fois, la démonstration de ce fait dans son
cours de la Sorbonne de 1888. ( Voir son Traité d’Analyse, 11.)
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traires de D dont la distance a P est moindre que ¢, on puisse les
relier par une ligne polygonale de longueur moindre que ¢ et situde
dans tous les D, a partir d’un certain n. Alors, .la suite D, est dite
converger vers D.

. B. Supposons qu’on puisse représenter chaque I', au moyen d'un

paramétre ¢ variant de o & 27, { = {,(¢), de maniére que les fonc-
tions §, convergent uniformg¢ment dans I'intervalle << o, 27 > vers
la fonction §(¢), fournissant une représentation paramétrique de I';
alors, on dit que la suite D, converge vers D. Cette définition peut
étre énoncée plus simplement, faisant usage de la notion, due a
Fréchet, de ’écart entre deux courbes de Jordan (Cf. Rado [1]).

On peut démontrer que les définitions A et B, sont équivalentes et
aussiéquivalentes a une troisiéme définition due & Markouchevitch [ 1],
p. 874-875.

Lorsqu’on emploie la définition B, on parle de convergence para-
métrique des domaines. )

Alors on a le théoréme suivant qui parait revenir a Carathéodory
(voir Courant [ 1], p. 101-102 et Lichtenstein [2], p. 375). ‘

II. Soit {D,} une suite de domaines jordaniens, convergeant
(dans le sens précisé plus haut) vers un domaine jordanien Dy.
Soient t = ¢, (3) les fonctions qui effectuent les TC des D, sur C-U
du plan des z, supposées normées d’une fagon indépendante de n :

@n(o) = Co:

¢o indépendant de n et ¢, (o) réel positif. Alors, la suite ¢.(z)
converge uniformément sur C-U + K-U, vers une fonction ¢ ejfec-
tuant la TC de Dy sur C-U.

Un théoréme équivalent a II et se rapportant a la TC $ur le plan
coupé suivant un segment de droite, se trouve dans Courant [1], sa
démonslratién reposant sur U'intégrale de Dirichlet. Mais une défini-
tion suffisante de la convergence (correspondant a notre définition A)
n’a é18 donnée que dans l'article cité de Lichtenstein [2], p. 375,
note 636. '

Dans sa forme donnée ci-dessus, le théoréme II a été donné par
Courant [2], qui utilise aussi la définition A de la convergence des
domaines. Rado [1] démontre II, en partant des inégalités de

MEMORIAL DES 8C. MATH. — Ne 109, 3
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Lindelef [3]. Dans le cas ou Dy de Il, est intérieur a tous les
domaines D,, Farell [1], 1932, p. 573-576 et Markouchevitch [1],
1936, p. 866-875 ont donné des généralisations de II, dans lesquels
les D, sont les domaines les plus généraux.

Notons enfin, les théorémes de Fejér [1] :

III. Le développement de Taylor de la fonction f(z)effectuant
la TC de C-U sur un domaine jordanien D reste uniformément
convergent sur K-U.

etde Denjoy [1],[2]:

IV. La condition nécessaire et suffisante pour que le dévelop-
pement de Taylor de f (3) converge uniformément sur K-U, est
que F (D) soit un continu cyclique et que D soit borné.

Pourla définition purement géométrique d’un continu cyclique, cf.
les travaux cités.

CHAPITRE 1IV.

LA MESURE CONFORME.

15. Les précurseurs. — Soit f(z) une fonction holomorphe
dans C-U et continue sur K-U. Supposons que sur la moitié de cette
circonférence | f(z)|<<M et sur 'autre moitié | f(5)| << m. Quelles
bornes pour | f(0) | peut-on en déduire ?

Pour répondre a cette question on peut utiliser artifice suivant,
dd, en principe, a Painlevé et qu’il a donné dans sa thése [2], 1887,
p- 29. On considérele produit F(z) = f(5) f (—3). On a évidemment
sur K-U, |F(3)| <Mm, donc a Iorigine |F (0)| < Mm et | f(0)|</Mm.

Cet artifice est susceptible de bien des applications. Lindelsf [3],
p- 7, 11, 17, I'a employé dans ses recherches sur la théorie des fonc-
tions et dans celles surla représentation conforme. A. Khintchine[1],
1923, p. 72-75 en a méme donné une application au cas ou le
nombre des facteurs de F () tend vers l'infini.

L’essentiel des résultats obtenus dans cette direction consiste en
ce que, dans le cas de C-U, I’¢nfluence des bornes de | f(3)| sur un
arc de K-U, sur les valeurs du module de f(z) au centre, ne dépend
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que de 1'angle sous lequel on voit cet arc de l'origine. Et ce fait
trouve sa premiére expression génédrale dans le théoréme suivant :

I. TutorimE pEs DEUX coNsTANTES (énoncé particularisé). — Soit
f(z) holomorphe dans C-U et continue sur K-U. Supposons que
| £ ()| soit inférieur & m sur un arc, ou un ensemble d’arcs o
de K-U de longueur totale 2na et que sur la partie restante
de K-Uor ait |f(z)| <M, alors on a

If(0) ] < Mi—#me.

On peut démontrer ce théoréme en utilisant P'artifice de Painlevé
ou en appliquant au log|f(z)|, l'intégrale de Poisson [traitant
convenablement des zéros de f(2)] ou bien encore a I'aide de I'iné-
galité de Jensen

°

tog| £(0) = 5= [ log|f(e®)]

qui semble étre la vraie source des résultats en question.
Par une transformation lindaire on peut remplacer I'origine par un
point quelconque z, intérieur & C-U et 'on obtient I'inégalité

1f(/‘o'o\ l 2 ma(z) Mi"ﬁ(zu),

ou «(z,) peut étre interprétée comme angle sous lequel on voil o
de z,, mais cet angle est ici un angle non euclidien, c’est-a-dire
qu’on remplace les rayons de C-U par des arcs de cercles orthogo-
naux a C-U et passant par z,.

Par des transformations conformes appropriées combinées & un
emploi convenable de chaines de cercles (comme celles employées
dans le prolongement analytique), on obtient I'énoncé général
suwant :

II. TatoriME DEs DEUX coNsTANTES. — Soit D un domaine
dont F(D) est constituée par un nombre fini d’arcs de Jordan
simples, se répartissant en deuz ensembles non vides Cy et C,.
Soit z, un point intérieur & D, alors, il existe une quantité
A =2A(D, 50, C), 0 <A <1 telle que, si f () est holomorphe dans D
et continue sur F(D) et que de plus |f(z)| < m sur Gy et
|f(3)| £Msur Cy, on a

() [ f(50) ]| £ mAM1—A;
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zo variant sur un ensemble quelconque fermé E contenu dans D;
A\ reste compris entre deux' constantes positives <1, qui ne
dépendent que de E. (T. et R. Nevanlinna [1], Ostrowski [1]).

Le premier-exemple d’une inégalité de cette nature est contenu
dans le théoréme des trois cercles d’Hadamard, qui servait, combiné
a des chaines de cercles, aux mémes fins que le théoréme II, avant la
découverte de ce dernier.

III. TatorkME pEs TROIS CERCLES. — Soit £ (z) holomorphe dans
la couronne circulaire ry<| z| << r, et continue sur sa frontiére;
supposons que Uon ait | f(z)| ZMy sur |z|=r,et|f(z)| < M,sur
{2a| = ra, alors on a partout dans la couronne, pour | z | =r:

ng’I—_’ log,’—
I rs
log — log —=
f(B) <My "My 7 (%),

Enfin, il y a lieu de citer encore un artifice utilisé par Carleman [1]
dans son mémoire sur le nombre des valeurs limites d’une fonction
entiére d’ordre fini, qui emploie implicitement le principe de
Uélargissement du domaine et quelques inégalités rentrant dans
le type (1), mais ou A est particularisée suivant les configurations
géométriques spéciales. Nous reviendrons aux n° 17 et 21 sur ce

mémoire qui a profondément influencé I'école scandinave.

16. Definitions. — Soient I' = F(Dy) la frontiére de Dy et y un
ensemble de points iac. de I'. Soit {, un point intérieur a Dy.
Effectuons une TC de Dy sur le cercle G, de circonférence K, telle
que 5 = o de G, corresponde a £,. Soit g I'ensemble des points de K,
correspondant a y. Si g est mesurable au sens de Lebesgue (a la
mesure zéro), cette propriété subsiste si I’on remplace le point ¢, par
un point quelconque intérieur a Dy. Alors, nous dirons que y est
thesurable (a la mesure zéro) en Dy. La mesure de g est dite mesure
(ou longueur) conforme de y en Dy par rapport a ¢, et sera dési-
gnée dans ce qui suit par Mp,5,Y- On appelle m; vy également angle

conforme sous lequel on voity de ¢ en D. R. Nevanlinna [2], [3]

(?) Le troisi¢me cercle qui semble manquer dans I’énoncé est le cercle concen-
trique passant par z.
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utilise les dénominqtions masse angulaire, mesure angulaire et
pour le quotient de m;y par 27 il dit mesure harmonique. myrY
est la variation de la fonction conjuguée 4 (%, ¢) de la fonction de
Green g(%o, ¢) sur lensemble y. On trouve dans le livre de
R. Nevanlinna {3], p. 30-37, quelques considérations sur les lignes de
niveau de g (%o, ¢) et de (%, ¢) qui présentent un certain intérét
pour la théorie de la mesure conforme.

Cette notion a é1¢é introduite pour le cas du cercle par K. Lewner
[1], p. 112 et dans le cas général d’aprés Ostrowski dans la thése de
Warschawski [ 1], p. 339. Pourles ensembles généraux de points iac.
voir Beurling [ 1} p. 25-26, R. Nevanlinna [2], [3] et Ostrowski [ 3],
p- 413.

Si y est un ensemble quelconque de points frontiéres i. de D et.y*
'ensemble des points iac. de T contenus dans y, nous dirons que
est mesurale si y* est mesurable, et nous poserons par définition

my et = my vy,
On a évidemmentsi { =T —~:
myY + mpgy = 2w

L. Soit E un ensemble mesurable B (1°) dans le plan des ¢.
L’ensemble des points de T contenus dans E est_mesurable. Si E
est ouvert et contient des points de T, 'ensemble des points de T
contenus dans E a une mesure conforme positive. (Ostrowki [3],
1936, p. 413-417.)

Ce théoréme a été donné en 1929 par Ostrowshi [2], p. 251-252,
dans le cas ou E est un cercle et par Beurling en 1933 [ 1], p. 71-75,
pour le cas ou E est un ensemble fermé.

J. Ferrand [ 4], p. 21, a montré que la démonstration d’Ostrowski
permet d’établir que :

L’ensemble des E-F ayant un pointiac. intérieur & un ensemble
ouvert O est mesurable et de mesure positive.

Elle a méme établi [4], p. 22, le résultat plus précis : L’ensemble
des E-F ayant au moins un point principal intérieur & un

(™) Un ensemble est dit mesurable B s’il est obtenu & partir de domaines'rectan-
gulaires, par des opérations d’addition, soustraction, multiplication en nombre fini
ou dénombrable.
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ensemble ouvert Q est mesurable et de mesure positive, s'il n’est
pas vide.

D’autre part on a divers théorémes assurant qu’un ensemble de
points frontiéres iac. soit-de mesure conforme nulle.

II. L’ensemble des points i. concentrés en un point géométrique,
bien qu’il puisse avoir la puissance du continu, est toujours de
mesure conforme nulle. (Wolff [2], p. 97, Cf. aussi Wansink [1],
p- 23-24).

Ce résultat est d’ailleurs une conséquence immédiate des théorémes
sur 'unicité des fonctions holomorphes et bornées.

Un autre résultat trés général ést da & Lavrentiefl, qui ulilise une
extension de la notion de distance intérieure aux points iac. qu’on

peut atteindre suivant des lignes de Jordan rectifiables de longueur
finie.

1. Dans une TG fize de D sur C-U, auzx points iac. de F(D)
situés a la distance intérieure >p, p > o0, d’un point intérieur
fixe, correspond sur K-U uri ensemble de points dont la mesure est

sur K-U inférieure a é y o k est indépendant de p. (Lavrentieff [1]
et [2]). - ‘

Quelques autres résultats appartenant au méme ordre d'idées ont
été donnés par Lavrentieff quelques années aprés.

Soient &> o0 et {, un point intérieur & D. Soit £* un point iac.
de F(D); supposons qu’a chaque r> o suffisamment petit corres-
"ponde un point ¢, de D jouissant des propriétés suivantes :

1° ¢, peut étre joint a ¢, par une ligne de Jordan dont tous les
points sont & une distance de F(D) >~ r.

2° Chaque entaille de D joignant ¢, a ¢* traverse la circonférence
IC —& l =Tr.
3°Ona

1
p(&r Y D) <Kr%,

K étant indépendant de r. Alors on dit que {" est accessible suivant
une pointe d’ordre «, fait évidemment indépendant de Z,.

IV. Chaque poirtiac. de F(D) est accessible suivant une pointe
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d’ordre 2, sauf un ensemble de points iac. correspondant & un
ensemble de points de K-U de mesure-nulle. (Lavrentieff [3],
p. 207-211).

La notion de mesure conforme est invariante vis-a-vis des TG
dans le sens suivant : Supposons que par une TG, Dy aille en Dy, &
en ¢, et que 'ensemble y* des points iac. contenus dans un ensemble y
de points i. de F(Dy) se transforme en un ensemble de points iac.
1" appartenant 4 un ensemble de points i. de F(Dy) qui ne contient
aucun autre pointiac. (1a correspondance entre y* ety étant entendue
comme 4 la fin du n° 5, Chap. I). On a alors

mDC,C.’-’ = mD(,{ﬂ'* = mnv,gﬂ“= mb‘,,cg’."-

Pour chaque f(3) holomorphe dans D avec |f(z)[<1 et telle
que | f(z) | reste a la limite ¢, ¢ > o, lorsqu’on approche indéfini-
ment des points iac. de y (sauf sur un ensemble de mesure nulle),
on a l'inégalité

1
o5 MY
(1) [f(z)|<e™
et my,y est le plus petit exposant pour lequel une telle inégalité
peut avoir lieu. (R. Nevanlinna [2], Ostrowski [3], p. 415.)

Au moyen de la mesure conforme et en utilisant la notion d’inté-
grale de Stieltjes on peut écrire la formule correspondant a I'intégrale
de Poisson dans tout domaine simplement gconnexe, méme lorsque
la dérivée normale de la fonction de Green n’existe pas sur la fron-
tiére. Il suffit de remarquer que l'intégrale de Poisson-Stieltjes

L3
I
Py == [ PQdmyyry
[}

out vy ¢ désigne la portion de F(Dy) qui va d’un point iac. fixe ¢’ a un
point iac. ¢ et out ¢, est un point intérieur & Dy, devient, par une TG
de Dy sur C-U amenant g, a P'origine, la moyenne arthmétique de
Gauss.

Bien que, dans cet exposé, nous nous bornions aux domaines
simplement connexes, signalons que R. Nevanlinna a étendu la défi-
nition de la mesure conforme au cas d’'un domaine arbitraire multi-
plement connexe. On trouve de nombreux développements sur ce
sujet dans son livre [3].
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17. Le- lemme de Loewner-Montel (Principe de¢ I'élargissement
du domaine).

I. Soit v* un ensemble mesurable de points iac. de F(Dy),
Y Uensemble des pointsiac. de F(Dy) complémentaire a y'. Ilexiste
alors une et une seule fonction Py .(¢) harmonique et uniformé-
ment bornée dans Dy, telle que, pour chaque point dey", saufenun
ensemble de mesure nulle, il y ait une entaille, aboutissant en ce.
point, le long de laquelle Py 1.(%) possede la limite 1 et que pour
chaque point de v, sauf pour un ensemble de mesure nulle, il y
ait une entaille le long de laquelle Py . (%) posséde la limite o.
(Ostrowski [3], p. 415.)

Soit y un ensemble quelconque de points de F (Dy), contenant vy,
mais aucun autre point iac. de F(D¢); on pose, par définition,

PD,y*(c) = PD,Y(C)

et P, (¢) est appelé le potentiel caractéristique de v. (Ostrowski
[3], R. Nevanlinna [3].)

Siy est un arc ac. de.F(Dy), PDC,Y(:) posséde 1, a l'intérieur de ™
cet arc, comme limite totale, c’est-a-dire pour la convergence tolale
de 'intérieur de C Uj le fait analogue pour F(Dy) — y a aussi lieu
avec la limite totale o.

H. Lemume oe LoEwntErR-MoNTEL.

A. Soient D et D, deux domaines simplement connezes, D, <D.
Soit y un ensemble de points iac. communs i F(D) et F(Dy), c’est-
a-dire que pour chaque point de v, il existe une entaille aboutis-
sant & ce point et contenue entierement dans D et D, ('1). Alors,
st y est mesurable en D, il U'est aussi en D, et U'on a, pour tout ¢
commun & D et D,,

® MY 2> My, 2

B. 8¢ D, est non identique a D et si y n’a pas la mesure oen D,
c’est Uinégalité qui a lieu. De plus, siT, désigne U'ensemble des

(1) 1l n’est pas exclu que des entailles aboutissant en un point ¢ soient équiva-
lentes dans D sans I'étre dans D, (ou inversement). Ces points de F(D) se décom-
posent pour D, en un ensemble de points iac. de F(\Dl) (ou inversement).
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points iac. de F(D,) situés a Uintérieur de D et T Uensemble des
points iac. de F (D) situés a Uextérieur de Dy, on a

my Y —my et Z my o Ti— my T = my, ¢ Ty.

La partie A de ce théoréme a é1é démontrée par'Lewner (1],
P- 112, pour le cas ou y est un arc et antérieurement, dans un cas
spécial par Montel [1], 1917, p. 31-32. L’inégalité utiliséé par
Leewner peut étre précisée dans quelques cas particuliers; cf.
Unkelbach [2], [3]. Il y a lieu de citer le mémoire de Carleman [}
ol cette inégalité était utilisée pour une configuration géométrique
particuliéré, sans toutefois que le principe ait61é explicitement dégagé.
R. Nevanlinna [1], p. 63, appelle cette inégalité le principe de
Carleman. Pour diverses extensions, mais toujours pour le cas d’arcs
de Jordan, voir Warschawski [1], p. 338-345 et Nevanlinna [3],
p- 63-106, ainsi que Polya et Szege: [1], p. 22-23.

La partie A pour le cas général, ainsi que la partie B de II ont été
données par Ostrowski [3], p- 422-424.

L'inégalité (1) peut étre remplacée par une autre, a certains égards
plus suggestive, en introduisant ensemble v des points iac. complé-
mentaire & y dans F(D) et v, ensemble de points iac. complémentaire
4 y dans F(D,), il vient alors -

mp Y < Mp r Y15

on peut donc dire qu’en passuntde D a D, et en remplagant -} par ?1
on rapproche y de ¢ au sens conforme; on dit aussi que y est éclipsé
(abgeschirmt) par ;.

De la formule suivante, on peut déduire, dans des cas particuliers
importants, le théoréme 11

Po,y(2)=Pog(a)+ = [ £(5, 2)dPo,(2),
Y1

ou g (¢, =) est la fonction de Green du domaine D, P, (%) le poten-
tiel conjugué de Pp, (), Dy la partie de D dont la frontiére a en
commun avec F(D) ensembley, tandis que y, représente 'ensemble
complémentaire de y dans F(D,).

Cette inégalité a été donnée par R. Nevanlinna [2] pour une confi-
guration spéciale, pour. un cas plus général par Beurling [1], enfin
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pour le cas ou y et y sont constitués d’un nombre fini d’arcs de
Jordan par R. Nevanlinna dans [3], p. 95.

On peut utiliser II pour démontrer le théoréme suivant de
Carathéodory [4], p. 39-40.

III. Soient D et D, deuzx domaines simplemént connexesD; <D,
Y un arc commun & F (D) et F(D,). Représentons conformément D
et D, sur C-U de telle sorte qu'a 1 corresponde U’arc AB de K-U.
Un arc de cercle intérieur a C-U joignant A a B a pour image
deuz lignes vy, Yy, joignant les extrémités de y respectivement
dans D, D,. Alors v, est dans le domaine limité par vy et v.

Carathéodory démontre Il en s’appuyant sur le lemme suivant qui
a une certaine analogie avec le lemme de Schwarz.

IV. Soit w = f(z) holomorphe dans C-U et telle que | f(z)|y
reste inférieur a 1 et que pour z réel, f (z) est aussi réel. Soit F le
Juseau circulaire et symétrique par rapport a Uaze réel ayant
ses sommets auz points + 1 et —1 et entiérement intérieur & C-U.
A toute valeur de z dans F correspond une valeur de w intérieure
au méme fuseau dans le plan des w.

Dans le cas ou la mesure conforme pour D ou pour Dy peut étre
calculée directement, les inégalités ci-dessus donnent des limitations

ponir la mesure conforme de y en D et y; dans D;,.

Dans le numéro suivant nous résumerons les résultats du calcul
direct de la mesure conforme pour quelques configurations parti-
culiéres.

18. Configurations particulieres dépendant d’un paramsétre essen-
tiel. -— I. Soient H un demi-plan, S un segment de droite contenu
dans F(H), z un point intéricur a H. Si S est vu de z sous
Uangle o (entendu dans son sens habituel) or a

my,;S = 2a.

II. Soit R, Uintérieur d’un angle de sommet a Uorigine, d’ou-
verture amo et de cétés s, et sy. Le lieu géométrique des points
de B, pour lesquels my, .51 = a, est la demi-droite issue de l'origine
situde dans R, et faisant avec s, U'angle oa.
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WIL. Soit S, un fuseau circulaire limité par les arcs s, et s,
Jaisant entre eux les angles 2no. Le lieu géométrique des points
de Sq tels que ms, ,$1=a, est l'arc de cercle situé dans S, passant
par les sommets du fuseau et faisant avec s, l'angle ao.

Supposons que S%_= S est le demi-cercle |z | <<p, Wz > o et dési-

gnons par I' la demi-circonférence de F(S) et par A le diamétre
<< —ip, {p >. Alors, d’aprés Julia [2], on a

o= arclg_ZPT__zf_F > éal‘ctg‘lg >“§-’
mszA_I—-—-arctg—W> 4%’
) ms.5A>I-—

=y E—— 1)

1
dont on dédgit par la transformation z = w® des formules correspon-
dant a une configuration plus générale.

IV. Soit B une bande limitée par les deux droites paralleles s,
et s, distantes de a. Le lieu géométrique des points z de B pour

lesquels my .51 = a, est la droite paralléle & s, située & la dis-

ca
tance — de s,.
ax

V. Soit-H'®) le domaine obtenu en supprimant d'un demi-
plan H un demi-cercle de rayon p orthogonal a ¥ (H) et dont nous
désignons par Kj la demi-circonférence faisant partie de F (H'®).
Alors, si z est un point de H®), on a

mn(e),;K'Pé 4 arc sin I%ll;—z-_'-l—_fp—z’
Uégalité n’étant vraie que pour les points de la perpendiculaire
a F(H) passant par le centre de K.

VI. Soit E,, p > o, l'extérieur du cercle K, de rayon p, coupé
suivant le prolongement, jusqu'a Uinfini, d’un rayon de K,
Alors, pour un point z de E, a distance du centre de K, égale
ad>pona

2Ved

mEp,KPé arc sin s
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Uégalité étant vérifiée par les points qui sont situés sur la demi-

droite T symétrique de la coupure par rapport au centre de K,.
On obtient tous ces énoncés a partir du premier a I'aide de TC

élémentaires (voir, par exemple, Ostrowski [3], p. 417-419).

VII. Soit T un triangle dont les angles sont ay, a,, a; et les
totés correspondants l,, 1y, ly; construisons le triangle T' dont les
cétés sont T — oy, T— g, T— 0, €t désignons ses angles corres-
pondants par Ay, ke, Ay, Alors, si D est Uextérieur de T, le cété 1,
pourv=1, 2, 3 est vu du point & Uinfini sous U'angle conforme 1,
par rapport a D. (Unkelbach [ 1], p. 263.)

VIIL Soit Q=A:A;A;A; un quadrilatére symétrique par
rapport a AjA,. Soit o, Pangle de Q en A,. Désignons par 1, un
coté de Q aboutissant en A, et par ly un cité de Q aboutissant
en A,;. Si D est Uextérieur de Q désignons par Ay, Ay les angles
conformes sous lesquels l,, 1, sont vus du point & Uinfini par
rapport a D. On a

3 . %12y _ ag—ay
c051.1_2———-(ﬂ_\m), COS)“"___-—z(n—a,)
(Unkelbach [1]).
19. Distance comme paramatre essentiel. — En général on peul

dire que si un point est trés éloigné de F (D), la mesure conforme
d’une partie de la frontiére par rapport & ce point sera trés petite.
Naturellement, il s’agit 12 de distance relativement a I'étendue du
domaine, puisque la mesure conforme est invariante par rapport aux
similitudes.

Les trois théorémes suivants (Ostrowski [3], p. 426-432) servent
a préciser cette affirmation un peu vague.

I. Soient Dy un domaine et ¢ un segment de droite d’extré-
mités A et B contenu dans F(Dy). Soit K un arc de cercle
Joignant A a B et délimitant avec ¢ un segment circulaire X
extérieur a Dy, auz angles ama, o =a<<1. Désignons pdr 1 la
partie restante de ¥(Dy). Effectuons une TC de Dy sur D, situé
au-dessous de l'aze réel et F(D.) comprenant un segment L' de
cet aze, correspondant & X. Soit k un arc de cercle reliant les
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extrémités de L et formant avec L un segment circulaire S situé
au-dessous de Uaze réel, auz angles nf. Alors les images des
points de D, extérieurs a S sont situés dans Dy entre o et un arc de
cercle C joignant A & B du c6té opposé a X, C et o faisant les angles
an(1—a)(1—B).

Conovrrane. — 1. Sous les hypotheses de 1, les points de Dy, d'ott
Uon voit o sous un angle conforme > amB, sont situés entre o
et un arc de cercle joignant A & B et faisant avec o Uangle

am(1—a) (1—B).

Cororrare. — 2. Sous les mémes conditions, I’angle conforme
sous lequel on voit o d’un point ¢ de Dy dont la distance au milieu

de o n'est pas inférieure & d > ;, est dans Dy au plus égal a

onf =27 — arctg2—‘-i-
I— <4 g

La borne donnée dans ce dernier corollaire est naturellement trop
grande, puisqu’elle reste toujours positive. Néanmoins cette valeur
peut étre utile dans bien des cas.

La démonstration de I est une conséquence assez immédiate du
lemme de Lewner-Montel et du théoréme 11T du numéro précédent. Si
Pon suppose que Dy de I ne contient pas le point a I'infini & son inté-
rieur, on peut remplacer la borne ci-dessus par une autre essentiel-
lement plus précise. Les deux évaluations que nous allons donner se
rattachent aux théorémes V et VI du n° 18, pour la premiére en
s’appuyant sur le théoréme V on a une démonstration simple.”

11 Soit Dy un domaine simplement connexe situé dans le demi-
plan H; posons 3 =F(H). Soit C un ensemble de points de F(Dy)
mesurable en Dy et dont tous les points ac. sont au plus & la dis-
tance p d’un point ¢, de 8. .1lars, si € est un point de Dy ala
distance d > p de (o, on a

¢ G £ 4 arc sin
"lpc"_C__é c d’+p”

Dégalité n’étant vérifiée que si Dy coincide avec le domaine H'?) du
théoreme V, n° 18, K| étant centré en Lo, C coincidant, & un
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ensemble de mesure nulle pres, avec K'p et ¢ étant situé sur la
perpendiculaire & 3 passant par .

Le théoréme suivant, qui se rattache au-théoréme VI, n° 18, est
plus précis mais beaucoup plus difficile 4 démontrer.

II1. Supposons qu'un domaine simplement connezxe D ne conte-
nant pas le point & U'infini & son intérieur, posséde un ensemble C
de points de F(D) mesurable en D et dont les points iac. soient
contenus dans un cercle de rayon p. Alors, on a pour tout point s
de D quiest a la distance d> p du centre du cercle
2Ved

mp..C < 4 arc sin
D,z _.4 p+d’

légalité n'étant vérifiée que si D coincide avec le domaine E, du
théoréme VI du n° 18, C coincidant & un ensemble de mesure
nulle pres, avec K, et z étant sur la demi-droite symétrique de la
coupure par rapport au centre de K.

La démonstration de III utilise essentiellement une inégalité par
laquelle E. Schmidt [1] et R. Nevanlinna [2] ont résolu un impor-
tant probléme se rattachant a un théoréme de Milloux.

Supposons qu’une fonction f(z) soit holomorphe dans D et que
son module ne dépasse pas . Supposons de plus que sur un continu G
formé de points intérieurs & D ou de points iac. de F(D), |f(z)]
reste a la limite <<, (0 << p. <1); alors il résulte du théoréme des
deux constantes qu'a chaque z, de D correspond un nombre
positif A < 1 indépendant de f(z) et de p tel que Ponaait | f(z,) | < p*.

La grandeur de A dépend surtout du continu G. Or, supposons
que C relie deux ensembles A et B fermés disjoints, alors il existe
une borne inférieure positive de A, dépendant de A el B et naturel-
lement aussi de z, et de D.

Le premier éxemple d’'un énoncé de cette nature a été obtenu par
Milloux [1], p. 348, son domaine D est C-U, le continu C un arc de
Jordan joignant z, a l'origine. La valeur de A déduite dans ce cas par
Milloux de I'inégalité de Carleman mentionnée au n° 17, a été amé-
I—|Zo
1+ ilzo [I
n’a été trouvée que par E. Schmidt [1] pour un arc de Jordan et
par R. Nevanlinna pour un arc quelconque. Foir aussi Beurling [1],

p. 94-108.

. . . 2 .
liorée par plusieurs auteurs, mais sa valeur exacte A= ~arcsin
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Lavrentieff [3], p. 190-197, esquisse une démonstration d’une
inégalité un peu plus générale. Sa configuration contient un autre
paramétre en plus, a savoir la longueur d’un arc de K-U ne contenant
pas de point de C.

BRelativement & une configuration de Carleman [2], p. 4, on a
en désignant par D le domaine fini limité par AOByA, ou AOB est

'angle |argz | << ? » Yun arc de Jordanintérieur a I’angle et joignant A

4 B, et en désignant par R et R’ la plus grande et la plus petite
distance de O & vy, en supposant d’abord a =1 :

IV.

2 2Rz 4 z z
mp,zYé Earctgﬁ-;-;—lz-l—z> Ealctg'ﬁﬁ >“E

. . . k)
et en particulier si | args | < ;=M

lmp,z'y > |——1:—I ;inn.
Pour la ligne brisée AOB on a

x .2R'8z
mp’z(AOB)él — Ea!‘ctgm‘

1
Par la transformation z = w* on'déduit les formules correspondant
au cas ou « est quelconque (Julia [2]).

V. Désignons par d la distance du point z & la ligne brisée
AOB, « étant quelconque et supposons que pour &¢>o on ait
|3 —Af>¢,|5—B|xe. Alors,on a

M(D) < —ﬂl—— < 2a(D, o),
d)z|*

o2 A (D), Ay(D, ¢) sont deux constantes positives ne dépendant
respectivement gue de D et D, ¢ (Julia [2]).

Au méme ordre d’idées se rattache le théoréme suivant de
Lavrentieff [3], p. 188-1g0 :

VI. Soit D un domaine contenant Uorigine et découpé dans
C-U par une transversale y de C-U.
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Si le diametre de y est d < é, ona
a
mpoY X >

et les théorémes suivants de J. Ferrand [4], p. 28-32.

VIL. La mesure conforme de lensemble Ey des E-F de F(D)
séparés de ¢, par Uune au moins des transversales portées par un
cercle de rayon R assez petit est bornée uniformément par un

nombre de lu forme K \/R.

VIII. L’ensemble des E-F contenant un point principal o
JSizeest de mesure canforme nulle.

IX. Pour un domaine convexe, la mesure de Ey de V1L est infé-
rieure & KR et un ensemble de F (D) de mesure linéaire nulle est
toujours de mesure conforme nulle.

Notons enfin le cas particulier suivant de VILI, qui est une consé-
quence du théoréme de Fatou :

X. L’ensemble des points de K-U, extrémités des entailles
sur lesquelles f (z) a une limite unique w, est de mesure conforme
nulle quel que soit w.

Signalons enfin un résultat de Visser [4], qui a un certain rapport
avec la questlon traitée dans ce numéro.

20. Angle comme paramétre essentiel. — La mesure conforme
d’une portion y de la frontiére par rapport a un point z n’est pas
seulement « petite » quand la distance directe de 5 a v est relati-
vement grande, mais aussi lorsque, pour parvenir a y, une ligne
partant de z doit faire de nombreux détours pour rester dans D. Les
théorémes suivants peuvent étre employés pour obtenir une évalua-
tion de la mesure conforme dans de tels cas.

I. Soient D un domarine et y un ensemble mesurable dans D de
points iac. de F(D), t une transversale de D séparant tous les
points de y d'un point intérieur z, de D. Soit D' celui des deux
domaines dans lesquels t décompose D, qui contient z,. Sup-
posons que la mesure conforme de t en D' par rapport & 3, soit
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égale i 2B et que ln mesure conforme de y en D pour tout point
de t soit < ama, Alors, on a

mpzY <2rnaf.

Le lecteur retrouvera aisément, en utilisant la définition de la
mesure conforme qui se rattache a la formule (1) du n° 16, la
démonstration de I qui est due a Ostrowski.

Au moyen de cetie inégalité, qu'on peut généraliser de diverses
maniéres, on peut trouver des évaluations pour la mesure conforme
pour des domaines de formes variées en les décomposant en des
domaines partiels d’une facon convenable.

L. Soit D un domaine situé dans un demi-plan H, F(D) ayant
en commun avec F(H) un segment fini et fermé ¢ comme arc ac.
Soit s un segment de droite situé dans H dont les extrémités sont

sur F(D). Si s fait avec o Uangle a, %é > o0, alors la mesure

conforme de o par rapport & chaque point de s en D est moindre
que 2(m — a) (Ostrowski [3], p. 433-440).

On peut, dans cet énoncé, remplacer s par une ligne de Jordan,
contenue dans un angle convenable ou encore par un arc de cercle
coupant F(H) en-un point 3’ extérieur a o et faisant avec cette fron-
tiére 'angle o.

Le théoréme suivant, di en partie essentielle & R. Nevanlinna, se
déduit du lemme de Loewner-Montel :

II1. Pour les domaines convexes, la mesure conforme d'un
ensemble de points-frontiére par rapport & un point intérieur s,,
est au plus égale au double de U'angle ordinaire sous lequel cet
ensemble est vu de z,; Uégalité n’a lieu que si Uensemble en
question est de mesure nulle ou que le domaine considéré est le
demi-plan.

Enfin signalons quelques théorémes spéciaux mais trés variés
qu'on peut obtenir a I'aide des théorémes VII et VIII du n° 18,
Unkelbach [1] et deux résultats dus a Chepelev et Lavrentieff [1],

1937, p. 319-322.

21. Longueur des transversales rectilignes comme paramétre. —
Signalons maintenant des inégalités qui s’obtiennent en combinant le
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lemme de Leewner-Montel avec le résultat du théoréme I, n° 13. Les
prefiiéres ont été obtenues implicitement par Carleman [1] dans le
mémoire cité plus haut, sans qu’il y soit naturellement question
explicitement de mesure conforme. (Cf. R. Nevanlinna [3], p. 67-68.)

1. Soit 3o un point intérieur & D, désignons par0(t) la longueur
totale de Pensemble des segments O, de la droite Bz =t > Rz,
située a Uintérieur de D ou sur F(D) et par Dy celui des domaines
simplement connexes dans lesquels D est décomposé par Oy, qui
contient z,. Alors

8(¢)

My~ 0 < § arctg SE—%z)

On obtient, toujours avec Carleman [ 1], sous les hypothéses de I,
un résultat plus précis qui découle de I'inégalité différentiele

(llog mDE’gn 05 4
4 — .
di = =m0(f)
II. On a, st
B L1 <Ey
sl

iy, 5,0 < (Mg z,0,) e " V@
(R. Nevanlinna [3], p. 71.)

HI. Soient D un domaine simplement connexe limité par les
arcs de Jerdan o + 3"+ o'+ @' pris dans cet ordre et L un arc
rectifiable situé & Uintérieur dé D reliant §' & B" sans couper
o'+-o'. L'arc étant pris pour paramétre sur L, désignons par
p(s) la distance du point de L de parametre s & o'+ «'; alors,
on a

s ds

mps(f' + B") > 2%‘8"-/;, .
(R. Nevanlinna [3], p. v8.)
Passons enfin aux théorémes d’Ahlfors sur les oscillations des
transversales rectilignes dans la transformation conforme.
Soient z, et 2, deux points iac. de F(D), sz, < R z,. Pour plus
de commodité, supposons que pour chaque £ tel que ¥z, <t < Rz,
la droite 8z =£ coupe D suivant un segment 0; dont la longueur est

8(t). Représentons D conformément sur la bande |v| < ga a>o,
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du plan des w = u + v, de telle sorte que 3, et z, aillent respecti-
vement en — o et 4+ oo.

Soient uy(E), u(£) la plus grande et la plus petite valeur de u sur
Pimage de 0;, alors on a I'inégalité fondamentale d’Ahlfors :

Iv. S¢ .
1] dE
A: —0(5)>2 pour Ei<k,

alors

%
u1(E»)—u2(§,)>_aj; % —ba.

On peut aisément s’affranchir de la restriction que la droite
portant ¢ ne recoupe plus D, nous renvoyons pour cela a Ahlfors[1]
et aux exposés des traités de Bieberbach [ 1], p. 281-284 et R. Nevan-,
linna [3], p. 87-92.

Sous quelques hypothéses essentiellement plus restrictives que
celles de 1V, Ahlfors [1], p. 12-17, a établi une borne supérieure
pour u,(£) — u;(E) : « 2 -te Hauptungleichung». Le résultat suivant
analogue a la « 2 - te Hauptungleichung » a été déduit trés simplement
de IV par Grootenboer.

Soient en plus des hypothéses ci-dessus, z, =+ o et supposons

que D+ F(D) soit dans la bande |35]<12’ et contienne pour
Bz>2, la demi-bande | Jz|< }—f—), Bz> 2z, pour un £ fixe,

o<<h<<i.8Si z3(u), #,(u) sont pour u > u, la plus grande et la
plus petite valeur de M|(z) sur I'image du segment Ww =y,

| Iw| < —;fa on a
V. Stug—ui>z2aet z(uy) o,
zi(ug) — x5 (Ur1) > ]iab—(ug— u) —126.

(Grootenboer [ 1], p. 30; [2], p. 131-133).

22. Les résultats de Beurling. — Dans sa (hése (193%),
Beurling [1] a abordé le probléme de I'évaluation de la mesure
conforme pour les grandeurs euclidiennes (par exemple : angle
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ordinaire, longueur, aire) par une méthode trés générale et féconde
en applications.

Puisqu’une grandeur euclidienne n’est pas invariante vis-a-vis
des TC, pour obtenir de tels invariants, on considére toutes les
valeurs de la grandeur géométrique en question pour tous les
systémes d’éléments géométriques impliqués dans sa définition et se
déduisant l'un de Pautre par TC (systémes homologues). Les
bornes supérieures et inférieures de toutes les valeurs de la grandeur
géoméirique considérée sont alors des invariants relativement
aux TC.

Considérons par exemple la dislance inlérieure p(z, 5, D) dans D
des points z et 3,. Si D a une aire égale & 7R}, posons

P(:~ perty I))
e TeEE— ]

e, <o, D)= Ry

qui est appelée distance réduite dans D de 5 a 3,. Appliquons a D
toutes les TC imaginables et formons les distances réduites des
points correspondants z' gt 5, dans le domaine D' cortespondant;
leur borne inférieure A(z, 30, D) appelée distance extrémale de z
a 3, dans D, est ¢videmment invariante par rapport aux TC.

Cetle fonction A(z, 303 D) est reliée a la fonction de Green
g(3, 50, D) du domaine D par la relation remarquable découverte
et démontrée par Beurling [1], p. 29-30,

(1) e f+e M =1.

Si z ou 3, ou tous deux sont remplacés par un ensemble de points
intérieuts de D ou de points iac. de F(D),’on obtient une définition
tout a fait semblable.

A Taide de la fonction 4 on oblient la limitation suivante pour la
mesure conforme (Beurling [1]. p. 30).

I. Soit v un ensemble mesurable de points iac. de F(D), on‘a,
z étant un point intérieur a D,

mp, £ 2w e =R,

Siy est un arc frontiére, c'est a-dire correspond dansla TC sur
C-Ua un arcdeK-U, on a '

mpv >4 e D,
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Notons encore quelques propriétés, éablies par Beurling [t1,
P- 42, de la fonction A pour un domaine simplement connexe

A2(31, 25, D) < A2(34, 2., D)+ 1°( 25, 33, D)+ log 4,
A (31,1, DY AN (%, Y, D)Y=+22(ag, 2o. D)+ log2we.
La deuxiéme' de ces relations se démontre a l'aide du lemme
suivant de Beurling [ 1], p. 43.
Soit p(z) une fonction harmonique réguliére et positive dans
le domaine D simplement connexe. Alors, on a

O‘}J'(so) s 2
log {J-(Zl)\ 2’(2. 2>, D) +log 4,

5y et 5, étant deux points quelconques de D.

II. Soient vy un ensemble de points iac. de F(D) et z un point
intérieur a D. Désignons par r(z, D) la distance (ordinaire)
de 5 a F(D), par r(z. ) la distance (ordinaire) de z a y; on a
alors

mpsy < 8 arctg ‘/:é:’;)));
)

Pinégalité est exacte, U'égalité pouvant avoir lieu quelle que soit

la valeur de ;%‘;‘3—; (Beurling [1], p. 55).
Signalons enfin deux résultats assez généraux oblenus par Julia

dans un mémoire [2] antérieur & celui de Beurling.

T Soct y un arc de Jordan rectifiable contenu dans F(D) le
long duquel la tangente est une fonction continue de Uarc satis-

faisant & la condition de Lipschits d'ordre 1. Désignons par Y
un arc fermé de Jordan contenu ainsi que ses extrémités & Uinté-
rieur de y. Soit D' une partie de D limitée par 7 et une transver-
sale de D joignant les extrémités de . Alors on a, si 5" reste dans
D' et que d représente la distance de s i v,

(D, Y, D)< m—':l——f <D, ¥, D),
o M et Xy sont deux constantes positives ne dépendant que de D,

D' et.
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IV. Supposons que les conditions de 111 soient remplies, sauf
en un point z, intérieur & Y, ou les deux parties de Y Sorment
Pangle ta entre elles. Alors, au liew de Uinégalité de 111. on a

mp,s Y

(D, v, D)< — <}(D, %, D).

diz—z|%

23. La méthode de Vintégrale de Dirichlet. — L’emploi du lemme
de Leewner-Montel conduit a des évaluations trés précises et.s’adapte
bien aux configurations géométriques qu’on a a considérer; toutefois,
il est essentiel qu'une seule portion connezxe de la frontiére soit
variée. Si des variations ont lieu a la fois en plusieurs endroits, on
ne peut pas obtenir par cette méthode, aussi aisément, dés renseigne-
ments sur les altérations de la mesure conforme aux différents
endroits. Par contre, la méthode de l'intégrale de Dirichlet, qui, il
est vrai, fournit des évaluations moins précises, est beaucoup moins
« sensible » aux variations de la frontiére a 'extérieur d’un certain
voisinage du lieu considéré. )

Un théoréme utile dans cette question est le lemme suivant de
Wolff [4], qui s’appuie sur I'intégrale de Dirichlet et une inégalité
portant sur I'aire du domaine image dans C-U

fA/n‘lZ_% ’pdpa'cp_éxn

Soit & un point'de F (D) tel qu’il existe des points deD distants
de o de plus de h, positif fixe. Soit Q(¢) une fonction holomorphe
et univalente dans D avec | Q| <1. Désignons par G, la circonfé-
rence de centre o et de rayon p(p << h) et par ¢(p) Uensemble des
arcs de G, qui sont intérieurs a D. La longueur A(p) de U'image
de o(p) par Q(¢) posséde alors la propriété suivante :

e

Soient e >o0,3>0 tel que 3=e °. Alors on a

l(P)é{MPflj—grd? }%,
a(p)
f;mw % 2am,

et il existe un p avec 3?<<p << 3 pour lequel A(p) < ¢ (Wolff [4]).
i
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Un résultat analogue, un peu plus faible, a été établi antérieure-
ment par Tsuji [1], qui a été inspiré par la maniére dont Gross [1],
[2], [3] avait utilisé V'intégrale de Dirichlet. Un résultat particulié-
rement important, dans la méme direction, a été établi par Denjoy [3];

I1. Si Dy est borné on a pour presque chaque point z, de K-U:
Viz—20| 9'(3) > o (2 > 20

(¢f. également Denjoy [4] et Wolff [6], [7]).
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INDEX DES TERMES (%).

Accessibilité suivant une pointe d’ordre a (16)
Angle conforme (16).

Arc accessible (3).

Arc éclipsé (17).

Convergence angulaire (A et S).

» paramétrique (14).
» radiale (12).
» totale (A et S).

Dérivée angulaire (11).
Distance extrémale (22).
» intérieure (12).
» réduite (22).
Domaine étalé (13).
Elément-frontiére (&).
» de premiére..., quatri¢me espéce (7).
Entaille (1).
Intervalle d’éléments-frontiére (4).
Masse angulaire (16).
Mesure angulaire (16).
» (ou longueur) conforme (16).
»  harmonique (16).
Point accessible (3).
»  accessoire (7).
frontiére simple, multiple (3).
* idéal (3).
idéal accessible® (3).
généralisé’ (5).
»  principal (7).
Potentiel caractéristique (17).
Proximité (12).
Suite fondamentale de transversales (6).
Transversale (1).

T 8 v v

(1) Le nombre entre parenthéses renvoie au numéro ou ce terme a été introduit
pour la premiére fois.
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