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SUR

LES FONCTIONS ORTHOGONALES

DE PLﬁSiEURS VARIABLES COMPLEXES

AVEC LES APPLICATIONS

A LA THEORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES

Par Stefan BERGMANN.

—  —

INTRODUCTION:

Beaucoup de méthodes de la théorie des fonctions analytiques
d’une variable complexe ne s'étendent pas au cas de fonctions analy-
tiques de plusieurs variables complexes (*). Pour traiter.des questions
semblables a celles étudiées dans le cas d’une variable complexe, il
est nécessaire d’utiliser des procédés nouveaux. Parmi ceux-ci nous
citons en particulier les systémes de fonctions ¢ de n variables
complexes orthogonales dans un domaine @. Dans nos considé-
rations ultérieures, nous nous bornerons pour plus de simplicité au
cas de n =2 (2).

L’utilité des systémes de fonctions orthogonales résulte en grande

(1) Parfonction analytique de  variables complexes réguliére dans un domaine @327
4 2n dimensions, on entend une fonction f(3,,..., %,), qui est développable-autour
de chaque point{¢, ,..., £,} € (3 en une série de puissances des (3, — t;),k=1,2,...,7,
cette série étant uniformément convergente dans un voisinage suffisamment petit
du point {¢,.., ¢,}. On dit que f ést de carré sommable en @ si I'inté-

grale f |fPdz dy, ... dz dy,, existe.

(2) Alors que pour passer de n =1 a n = 2 Ton rencontre des circonstances nou-
velles pour lesquelles on est obligé de créer des méthodes tout a fait nouvelles, le
passage de n =23n>2(n # ) n'offre généralement aucune difficulté essentielle.
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2 STEFAN BERGMANN.

partie dés propriétés suivantes que posséde le « noyau »
2?“}’(31, ENTEICHNE

d’un tel sys:téme de fonctions fermé pour la classe E(®3) des fonctions
analytiqdes de carré sommable, a savoir :

1° II est une fonction réguliére des variables z,, 2, t, t,, dans
chaque point intérieur, {2;, 22} € B, { ¢4, ta} € B.

2° Il est indépendant du choix parucuher du systéme fermé { ¢™}.

Nous 'appelons la roncTION NOYAU DU.DOMAINE B et mous le dési-
gnerons par Kg(z, 7).

3° Sil’on cherche le minimum de I'intégrale

A |k |2dw, dw = dz, dy dz, dys, Zp=Zk+ LYk,

h variant dans le champl des fonctions analytiques dans & et de carré

sommable avec | A(¢y; £3) | =1[{#, ta} = {¢} arbitraire € 3], alors

ce minimum est égal & ———
w( )

Kp(z,2)

= s3=4{zZ, Bl l={t, t2l.
Km(t, t)’ - { 1 i { 15 2}

Lorsqu’on_opére avec des systémes de fonctions orthogonales de’
plusieurs variables complexes, on peut, par conséquent non seule-
ment employer les méthodes fondamentales de-la théoric des fonctions

orthogonales dans le domaine réel, mais il se préserite dans ce cas
" des circonstances beaucoup plus simples (en:relation ayec les pro-'

priétés indiquées du noyau, ¢f. Chap. II). ' .
La méthode se révéle surtout trés appropriée pour le traitement de
certaines questions concernant les fonctions de la classe £ (&), o
'on demande que les fonctions satisfassent & des conditions de nature
linéaire (par exemple pour le probléme d’interpolation). Nous
obtenons d’une fagon relativement simple des critéres pour I'existence
et P'unicité de fonctions de carré’sommable dans &3 satisfaisant aux
conditions indiquées, des bornes supérleures pour 'ensemble de ces
fonctions, etc. (Chap. III). (Remarquons que pour beaucoup de ces
problémes il y a des systémes orthogonaux spéclalement appropriés.)
Particuliérement importantes sont les relations qui apparaissent

" dans ’étude des transformations pseudo-conformes.

et est atteint pour

h=f(s)=
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La représentation biunivoque d’un domaine de I’espace euclidien a
2n-dimensions sur un autre domaine par n fonctions analytiques
de n variables complexes est appelée dans le cas n > 1 REPRESENTATION
psEUDO-cONFORME ('). Nous considérons en particulier le cas n= 2.

Une représentation pseudo-conforme d’'un demaine X en un
domaine 3 transforme une fonction analytique de deux variables
complexes, définie dans L en une fonction analytique de deux
variables complexes définie dans (3. Dans certains cas, ce domaine (3
peut étre choisi de maniére quel’étude des fonctions de deux variables
complexes y soit plus simple que dans le domaine primitif &. On
concoit dés lors que la représentation pseudo-conforme soit un
procédé trés important pour I'étude des fonctions de deux variables
complexes.

Dans la:théorie des transformations pseudo-conformes, on ren-
contre d’abord deux problémes :

1. Deux domaines sont_dits £QuivALENTS, quand on peut les repré-
senter I'un sur 'autre par une transformation pseudo-conforme. Il
s’agit de chbisir, par un procédé bien déterminé, dans une classe de
domaines équivalents, un certain « domaine réprésentatif » de la
classe considérée, de classifier les domaines représentatifs et d’en
étudier les propriétés principales. De plus, il faut trouver effecti-
vement et étudier la transformation pseudo-conforme qui représente
un domaine donné de la classe sur le domaine représentatif (2).

II. Borner les variations des grandeurs attachées a la métrique
euclidienne pour certaines catégories de représentations pseudo-
conformes.

(1) Les domaines ne seront pas nécessairement univalents. Mais pour des raisons
de simplicité, nous nous bornerons dans la suite (sauf avis contraire) aux transfor-
mations pseudo conformes de domaines univalents.

(?) Les méthodes actuellement connues ne permettant pas d’aborder ce probléme
dans sa généralité, nous considérerons dans la suite un probléme plus particulier, &
savoir le probléme du choix d’un domaine représentatif dansla classe des domaines
qu'on peut transformer mutuellement par des transformations w, = w, (3, 2,), k=1, 2
normées en un point fixe { ¢}, c’est-i dire pour lesquelles on a

‘ (L4
wi(ty &)=th k=1,2, (—‘b‘

oz, >5’= tP= 8im Be=1, 8, =0, k#£ n.
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L’étude de ces problémes dans le cas des représentations conformes
est basée essentiellement sur deux théorémes fondamentaux,. a savoir
le théoréme de Riemann-Poincaré, qui dit qu’on peut représenter tout
domaine simplement connexe dont le bord contient au moins deux
points sur Z’intérieur d’un cercle, et le lemme de Schwarz.

Ces deuk théorémes fondamentaux sont de ceux dont on ne connait
pas de généralisation immédiate. Toutefois, I'introduction de la fonc-
tion noyau, qui est un invariant intégral dans les transformations
pseudo-conformes, permet de donner des théorémes susceptibles de
remplacer jusqu’a un certain point les théorémes indiqués : comme
on sait, le théoréme de Riemann-Poincaré permet de définir une
géométrie a 'intérieur d’un domaine simplement connexe en intro-
duisant dans le cercle la métrique hyperbolique de Poincaré (qui est
invariante par rapport aux transformations conformes du cercle ¢n
lui-méme) et en définissant comme distance de deux points P, et P, du
domaine envisagé la distance hyperbolique de leurs images dans le
cercle unité. La théorie des fonctions orthogonales permet, a I'aide
de la fonction noyau, de déterminer une métrique hermitique inva-
riante par rapport aux transformations pseudo-conformes. L’étude
plus approfondie de cette métrique nous mettra en mesure de trouver
des « coordonnées représentatives » par rapport a un point intérieur
dont l'introduction est équivalente dans le cas d’un domaine simple-
ment connexe du plan a la représentation sur le cercle. Il résultera de
plus, que certaines grandeurs lides & cette métrique invariante sont
en méme temps les minima (sous certaines conditions) d’intégrales
positives étendues au domaine. On déduira de ce fait que le minimum
pour un domaine @ CC g est plus petit que le minimum correspondant
pour le domaine g, et 'on en conclura qu’il en est de méme pour les
grandeurs qui nous intéressent. Cette méthode de démonstration,
que nous appellerons « méthode des problémes de minimum »,
remplacera pour nous le lemme de Schwarz. (Dans le cas de trans-
formations conformes, elle conduit au lemme de Schwarz, dans la:
forme qui lui a ét¢ donnée par Pick; ainsi qu’aux autres théorémes
liés a ce lemme.)

Il est d’ailleurs évident que le développement de la théorie des
transformations pseudo-conformes demande en outre I'utilisation de
méthodes différentes des méthodes mentionnées plus haut. Les
méthodes suivantes paraissent étre particuliérement fécondes :
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Pemploi de la théorie des groupes (¢f. E. Cartan, 1, H. Cartan, 3 et
d’autres travaux) ainsi que celui de la théorie des surfaces remar-
quables et des fonctions dites « fonctions de classes élargies » (cf.
Bergmann, 7, 14, 16, 20 et d’autres travaux), méthodes que nous
n’emploierons pas ici & quelques exceptions prés.

Je mentionnerai encore que les transformations pseudo-conformes
peuvent s’appliquer au'ssi dans la théorie des équations aux dérivées
partielles linéaires. On sait qu'une équation elliptique

AU + A (3, 5) U+ B (3, %) Us+ C(3, 5)U =0 (Uz= %‘z—l)
est transformée par une représentation conforme en une équation de
méme forme. De méme il existe des types d’équations aux dérivées
partielles de quatre variables complexes dont la forme reste invariante
par des transformations pseudo-conformes. On peut utiliser alors
cette propriété — au moins pour cerlaines questions — en n’étudiant
ces Lypes d’équations que dans des classes particuliéres de domaines
pour lesquels I'étude se fait d’une fagon plus simple que pour les
domaines généraux, équivalents aux domaines particuliers envisagés.

Dans ce fascicule nous donnerons, aprés avoir parlé des étres
géométriques qu’on rencontre dans la théorie des fonctions analy-
tiques de deux variables complexes (Chap. I), les théorémes fonda-
mentaux de la théorie des fonctions orthogonales dans le domaine
complexe (Chap. II) : nous indiquerons ensuite les problémes dc
minimums déja mentionnés et les applications de ces méthodes a
plusieurs questions de la théorie des fonctions (Chap. III), et finale-
ment nous établironsla métrique invariante et étudierons ses propriétés
locales (Chap. IV).

Le fascicule suivant : « Sur la fonction-noyau d’un domaine et ses
applications dans la théorie des transformations pseudo-conformes »,
est consacré & une étude précise du comportement de la fonction-
noyau et de la métrique, surtout dans le voisinage de la frontiére; de
plus nous y étudierons quelques autres applications de méthodes
exposées, en particulier nous traiterons des problémes indiqués sous I
et IT a la page 3.

Le but que nous nous sommes proposé dans ces fascicules est de
mettre en évidence les idées essentielles des méthodes indiquées et de
donner leurs applications les plus importantes; mais nous n’avons
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pas cité tous les résultats obtenus. Nous ne prétendons pas dans ce
travail étre complet, méme pas en ce qui concerne la bibliographie.

Je voudrais exprimer mes vifs remerciements 2 M. E. Cartan qui a
eu la bonté de revoir une partie du manuscrit et dont les indications
m'ont été particuliérement précieuses. Je remercie également
M. N. Aronszajn qui a fait un examen critique de tout le manuscrit
et qui m’a donné des conseils trés utiles; M.* B. Fuchs, avec lequel
je me suis entretenu souvent des questions ici traitées et dont j'ai
utilisé plusieurs remarques, ainsi que M. W. Doeblin pour ses
remarques concernant la rédaction.

I. — NorarioNs. ELEMENTS DX L'ESPACE, DE DEUX VARIABLES COMPLEXES.

1. Préliminaires. — Pour I'édification de la théorie des représen-
tations pseudo-conformes que nous avons en vue dans ce qui suit, il
n’est pas nécessaire d’utiliser des théorémes de la théorie des fonctions
analytiques de deux variables complexes.

De la théorie des fonctions orthogonales complexes, que nous déve-
lopperons dans le Chapitre II, on peut tirer un certain nombre de
résultats intéressants sur la représentation des fonctions analytiques
de deux variables complexes.

Nous supposons le lecteur familiacisé avec les théorémes fonda-
mentaux de la théorie des fonctions analytiques, qu’on trouve dans
tous les cours classiques sur la théorie des fonctions analytiques
d’une variable complexe. Comme nous ne supposons aucune connais-
sance particuliére en plus, il nous sera utile de dire quelques mots
sur les étres géométriques qui interviennent dans la théorie des
transformations pseudo-conformes. En méme temps, nous explique-
rons les notations que nous emploierons dans la suite.

2. Notations. — Nous désignerons les variables complexes et leurs
conjuguées par

(1) Bp= Zr+ LYk, Zr=Br— LYk (k=1,2),

1
Zy, ¥1, %a, ¥a étant les coordonnées cartésiennes de Tespace a
quatre dimensions. Pour une fonction réelle ou complexe des

quatre variables-réelles z,, ¥y, #a, y2, nous écrirons généralement
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cp(z,, Za, _z-;, Z) ouyplus briévement qa(z, _z-). Par

~ 2 g o ~ 2
dy —-kz ld_-’l‘—k dzy -+ ;J—%‘dyk] = /Z[Ak dzi—+ Bi dZi),
=1 - =1

. . d
nous définissons les dérivées 2% — Ay, 2 =B, k=1,2 et nous
- 9z 0z

obtenons ainsi :

_do 1/ d? . do --iql_.l(g?_ . do
(2) 9zk=m-;(a—m*‘m)' =05 2 \om T Fn)]
(k=1,2)."

Une fonction ¢ est appelée fonction analytique (ou réguliére) We
deux variables complexes z,, 3, dans un domaine connex® 3, si elle
y admet des dérivées partielles continues et si I'on a de plus

do

(3) Ek=°7 (k=172)

(équations différentielles de Cauchy-Riemann).

On peut alors montrer a I'aide de la formule de Cauchy qu’en
chaque point intérieur P(¢,, t;) du domaine @3 la fonction ¢ admet
un développement en série procédant suivant les puissances des
(31— t), k=1, 2, et uniformément convergent dans un voisinage
suffisamment petit de P.

Souvent on prend cette derniére propriété comme définition et
Pon en déduit inversement les équations (3).

Une variété dont les coordonnées sont données par

4) Ty = gx(uy, Uy, . -‘~: uk), Ya= Yu(u1, us, ..., ux)
[x=1, 2, u&“’guxg u!ﬁ' 1,

ol 9y, Yx sont des fonctions continues des variables réelles u,, qui,
dans un voisinage suffisamment petit de chaque systéme des para-
métres uy, forment unc transformation biunivoque de ’ensemble des
paramétres, sera appelée pour k=1 courbe, pour k =2 surface,
pour k = 3 hypersurface.

Nous désignerons les variétés toujours par des letires gothiques ou
rondes, o l'indice supérieur indique la dimension de la variété
considérée. Toutefois les domaines a quatre dimensions seront écrits
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sans I'indice supérieur. En opérant avec des ensgmbles nous emploie-
rons les signes usuels § ou + (ensemble réunion), — (ensemble
différence), . (partie commune), < (produit topologique de deux
domaines), @ (fermeture de I'ensemble 03), C (inclusion), etc.
Ainsi, par exemple : l’ensemble réunion d’une famile d’en-
sembles £"(a) dépendant du paramétre o, lorsque « parcourt un
ensemble W™ sera désigné (1) par 8£"(«); une barre sur la lettre
aERrR™

désignant une variélé ouverte indique qu’elle doit étre prise
avec sa frontiére; lintersection d’une variété £" par la surface
& (51, 23) = const. sera désignée par f".[g(z., %)= const.]. La
frontiére d’une variété sera dénotée généralement par la méme lettre
qfie 1a variété, ainsi ¢* signifie la frontiére du domaine @, b la
courbe frontiére de B2, etc. Par E(.... .) sera désigné I'ensemble
des points dont les coordonnées satisfont aux égalités ou inégalités
indiquées dans la parenthése.

Remarquons enfin que si nous disons gu'une fonction est analy-
tique dans un £%, n<3, nous sous-entendons qu’il existe un
domaine §, £" (G, ou la fonction est analytique.

3. Surfaces. — L’¢galité f(z,. 2, 2, Zg) = o0, ounila partie réelle
ni la partie imaginaire de f n’est identiquement nulle, définit une
surface 9t? (pour f suffisamment réguli¢re). Si f est analytique
dans gt? et si f, et f, ne s’annulent simultanément en aucun point
de IT?, I1? sera appelée surFACE ANALYTIQUE (resp. morceau de surface
analytique). E(A 2, + Bzy+ C=0) sera nommé PLAN ANALYTIQUE.

Un plan analytique est déterminé complétement par la donnée de
deux de ses points. Deux plans analytiques non paralléles se coupent
toujours en un point. Dans un hyperplan'passe par chaque point un
plan analytique unique (Study, 1).

Deux plans quelconques dans I'espace a quatre dimensions for-
ment deuxz angles, définis par des propriétés extrémales. Dans le
cas des plans analytiques, ces deux angles sont égaux, nous pouvons
parler de 'ANGLE FORME PAR DEUX PLANS ANALYTIQUES

(5) A2, ars1+ brzs=o0 (k=1, 2)
Il .

(*) En générdl dans ce qui suit les £(a) constituent une famile des variétés
disjointes, et par suite 8£7(a) a la dimension (m + n).
aen™
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(Reinhardt, 1). En partant de la formule usuelle pour Pangle entre
les deux vecteurs OS et OT appartenant a A? respectivement a A2,
O = A2.2A3, on obtient pour I'angle  de ces deux plans

cosy = |a151+b1_b-21

() VU@ P+ 161 1) Gas Pt 162 1)
|,a1bz— as by |

V@ P+ 16 ) (@ P [ 6:P)

siny =

Etant donnés deux vecteurs OS et OT, nous désignons par
¢ = X (0S8, OT) I'angle réel (') entre OS et OT. Maintenant, si 'on
considére les deux plans A? et A2 analytiques qui passent (et sont
déterminés) par le vecteur OS, respectivement OT, on peut consi-
dérer l'angle y que forment ces deux plans et lappeler ancrLE
ANALYTIQUE ENTRE LES VECTEURs. Pour chaque vecteur OT C A2

Fig. 1.

nous pouvons, trouver une direction OS'<C A? de sorte’ que
< (08', OT)=1y. Si nous posons ¢=<(0S, OY'), nous trouve-
rons la relation cos( = cosy cos¢. L’angle ¢ sera appelé ancLE DE
DEVIATION (2).

(1) Cest ’angle au sens habituel entre les deux vecteurs OS et OT dans Pespace
euclidien réel A quatre dimensions.

(?) M. Fuchs [3] a considéré ces angles en les appelant premier et second angle
analytique entre deux vecteurs.
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Courbure d’une surface. — Soient dy l'angle que forment les
plans analytiques tangents a la surface analytique @3 aux points {z}
et {z+ds} et ds la distance de ces deux points. Nous appelons
courbure de la surface @2 au point { 5} la grandeur 21%- Si I’équation

de @2 est donnée par z,=g(z), on obtient pour la courbure
&'

I'expression = (Fuchs, 3).
[i+1g P
Remarque. — On peut aussi définir la courbure & I'aide d’une

métrique non euclidienne, pourvu que par le transport paralléle de
{z4-dz} en {5} le plan analytique tangent 3 &2 en {z -+ dz} soit
transformé dans un plan analytique.

4. Hypersurfaces. — Une hypersurface 6* sera souvent définie par
une relation de la forme

(7) ® (31, B2, Z1, B2) = 0,

® étant une fonction réelle. Pour certaines questions envisagées dans
la suite, il est utile d’obtenir une forme normale bien déterminée
pour certaines classes d’hypersurfaces. Supposons que 'origine Q
appartienne a §°, ®(o, 0,0, 0) =0, et que ® admette des dérivées
partielles du second ordre continues. 63 admet alors au point Q res-
pectivement ’hyperplan tangent et un plan analytique tangent

(8) A131+ 1B+ BB+ A>Ty =0 et Q131+ Te 3y = o,
ou
27 24=2,=0 931 2y=2,=0

Par la transformation orthogonale

(9)

{ z}= eM1e0sI 3+ eMrsinTz,

—_ S =vo— 8
3% =— eBisin Iz, + e cos Yz, (Y1— 8 =712—8),

nous introduisons des variables nouvelles z}, 3} que nous appellerons
COORDONNEES NORMALES RELATIVES AU POINT Q pE 8% [ Bergmann, 11]. St
83 est la frontiére d'un domaine @3, on prend I'axe des z; de telle
fagon qu’a la normale intérieure corresponde la direction x| > o.

L’équation de ’hyperplan tangent devient maintenant

(10) 2y +3Z;=o0.


file:///z-/-dz
file:///z-/-dz/
file:///z-/-dz/

SUR LES FONCTIONS ORTHOGONALES DE PLUSIEURS VARIABLES COMPLEXES. II

Si I'on introduit au lieu de z; les variables z} et y} I'équation de
Phypersurface au voisinage de (0. o) devient

(11) 2zi=ayi?+ 2iy§(bz§—3§;) “+ €332+ C252 4o | 35 |°+ Yo,

ou a et @ sont réels et -
lim $:(r1; 33, %3) _

‘ =o.
vi>o0ztse YiZ2+|23]

Par la transformation

(12) 21 =2y +2b3 30+ ez + dz) 32, 25 =z,

I’équation devient
(13) 22y =ay@+ o |3, |2+....

Nous remarquons que pour chaque domdine @3 dans lequel ’ensemble
des valeurs de 25 omet deux valeurs a, et a,

:‘ =(Ax£ AT+ A|b[1)e—lued,

A étant une constante réelle quelconque, on peut déterminer (12) de
fagon que cette représeniation soit dans & biunivoque, car en posant

I
d— —onadans @
Oq Xg

1+ 2bzy+ ds = d(8y— a1) (3 — a2) # 0.

Par la transformation

" z' ’ " 7
(14) a = 11 ’ 29 =3y,
(1+ —az’,)
63 prend la forme
" - . ‘F " zII =y
(15) 2dle sy P WO, 5, F),  lim  SFLENED

Yoo Vi+|5"[2

que nous appelons « représentation canonique » podr 83 dans Q (0,0).
(Bergmann, 11).

Courbure d’une hypersurface. — Si nous avons une hyper-
surface 82 nous pouvons caractériser sa courbure de la fagon suivante.
Dans chaque point {5 de I'hypersurface prenons trois directions
orthogonales (qui forment un triédre de coordonnées normal par
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rapport a §%) : deux directions T, et T, se trouvant dans le plan
analytique tangent au point {5}, et la troisiéme direction N étant la
section de I’hyperplan tangent avec le plan analytique qui contient la
normale & §2. Nous envisageons aux points {z} et {z+4 dz} les
directions indiquées T,, T;, N et nous formons avec leur aide les six

grandeurs
dy, dy, dy, de do (d?)
(2;)1}, (E)T:’ (E;)N, (dS)T‘, ( dx)T:, ds
ot dy désigne I'angle analytique, do I'angle de dévialion entre les
directions correspondantes, ds la distance entre {2} et {5+ d3)

et (‘;_Z)T la détivée, prise dans la direction T,.

Ces grandeurs caractérisent complélement le tenseur de courbure
de T'hypersurface, les composantes du tenseur de courbure de
I'hypersurface s’exprimant linéairement a I'aide des grandeurs indi-
quées [Mitrochin, 1].

Pour beaucoup de questions, il importe de savoir si pour une
hypersurface 82 il y a des surfaces analytiques passant par le point Q
et qui sont situées entiérement d’un méme coté de 83. L’hypersurface
® = o est dite psEupo-coNVEXE du coté ® > o (respectivement ® << o)
au point Q, si toute surface analytique, qui passe par Q, posséde
dans chaque voisinage suffisamment petit de Q au moins un point
situé dans @20 (respectivemcat ®<o0). Si @ est deux fois différen-
tiable sur un morceau b, de la surface 63= E(® = o) contenant le
point Q alors la quesuon de savoir si 82 est pseudo-convexe peut
étre résolue a I'aide du signe de « ’expression de Levi »

o q"‘z q)zi
6) L(®)=—| %, @5 @3, | G,=20, o .= 20
(1 % P33 Psz, %= 9zz’ Zmn " gz 0%n
q>;, <I>z,2, q)5n5=

Pour la convezité de ® = o du cété® > o (respectivement ® < o)
dans un point Q sous les hypothéses données, il est nécessaire _
qu'on ait dans b} L(®)2o0 et il est suffisant qu'on ait dans b?
L(®) > o [Levi, 2].

La démonstration de ce résultat s’obtient en mettant Phypersur-
face ® =o sous la forme normale canonique. On constate que

sign.[L(®)] =—sign.[¢].
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Le cas 0 = o dans b? sera considéré plus loin.
Le cas ou ¢ > o dans b? a 'exception d’un ensemble a deux dimen-
sions de b} ol c=o0 n’a guére été examiné jusqu’a maintenant.

Unmorceau b} d’hypersurface qui peut éire représenté sous la
fornre )

(17) f(zl’zﬂy )‘)=°’ aé}‘

[[7aN

b,

ou f(%y, 33, A) est une fonction continue de z,, 3,, A telle que pour
chaque A = ()= const., I'intersection de b} et E[f (31, 22, \") = 0]
soit un morceau d’une surface analytique, s’appelle morceau d’hyper-
surface analytique.

On peut démontrer que pour que b} =E |_(I>(z., Bay 51, z,) =o],
ou @ est deux fois continiment différentiable, soit un morceau d’une

hypersurface analytique, il faut et il suffit qu’on ait en chaque point
de b3

L(®)=0=0 [Levi, 1].

On considére souvenl des morceaux d’hypersurfaces analytiques
représentées sous la forme

a8 b z=hW(Z,)), Ze@=E[|Z|<1], Aest=E[o<r<2x],

ou h™(Z, 1) sont des fonctions continues des variables Z, A et, pour
chaque A fixe, des fonctions analytiques d’une variable complexe Z.

27
b? est ensemble réunion 3= § 32(1) de surfaces analytiques
. A=0

32 (N) =E[3x=hrM(Z,1), Z e €2, Aconst.]

dites LAMELLE DE b3,
27
92=)‘si'()‘)’ (A =E [2x= A (Z, X), | Z| =1, X const.]
=0

s’appelle surrace LaTERALE du morceau b d’hypersurface analytique.

Le module d'une fonction analytique de deux variables com-
plexes z,, 3, dans 3, prend son mazximum dans h® sur la surface
latérale G [Bergmann, 20].

Dans chaque lamelle 32(1) la fonction

FYZ) = f[AW(Z, }),  RR(Z, })], X const.,
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est une fonction analytique d’une variable complexe Z et le maximum
de | F(Z)|, lorsque le point varie sur la lamelle 32(1) est pris sur la
frontiére it (1) C g2

Remarquons encore qu’on a, dans le cas d'une hypersurface ana-
lytique, les relations suivantes pour les grandeurs introduites a la

page 12
(%)= (#)m (F)me = (@)mim

ou H est la courbure moyenne de Phypersurface.
Dans le cas d’une hypersurface ® = o quelconque, il vient

de\ _ 1 . .
<‘—£)N_ §H+L(¢) [Mitrochin, 1].

5. Quelques domaines particuliers i quatre dimensions. — Un
domaine X, ayant la propriété que, son interséction avec chaque plan
analytique passant par le point O(O € &) est un cercle de centre O,
est appelé pomaine cercrt [Behnke, 4, Carathéodory, 2]. Le point O
(que nous prenons pour plus de simplicité comme origine des coor-
données) est appelé centre du domaine cerclé. Si I'on introduit les
variables angulaires s = z, 57", alors chaque plan analytique, passant
par O, est donné par s = const. L’intersection de ce plan avec le
domaine X est un cercle de rayon r = ¢(s) o ¢(s) est une fonction
réelle positive de la variable complexe s. Le domaine cerclé & est
défini analytiquement par

(19) [31 2+ |22 P<r°=92(s), mz3'=s.
La frontiére de K est donnée par

lz2l =g+ [sPTF=R(s), 2 =s.

On peut écrire aussi | 54 | <R*(£), ot =2, 5, et R* (¢) = | ¢ |~ R(¢~).
Un domaine cerclé avec le centre {3, 23} admet le groupe de

transformations

(20)T(J) zi— 29 = (zxr—5%)e?®, (k=1,2, 0£T<2n),

chaque cercle du centre {3}, 53} restant invariant par la transfor-
mation T(J). Quelquefois on donne le nom de démaine cerclé a tout
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domaine qui admet la transformation T(2), tandis que les domaines
considérés par nous sont appelés domaines cerclés parfaits.

Un réle important est joué par une classe particuliére de domaines
cerclés, & savoir par les pomaines cercLEs pE Reinaaror {1] que nous

désignerons par la lettre € et qui admettent le groupe de transfor-
mations

(21)T (91, 92) 25= 29 = (zr—3%)e®  (oSorS2n, k=1, 2).

L’équation de I'hypersurface frontiére d’un € peut étre écrite sous
{a forme g (|5 — 3} |, | 23— 2%|) = 0, ou g est une fonction réelle.
Mentionnons parmi les domaines cerclés de Reinhardt le bicylindre

8=Ellal<r, k=1,2]
et 'hypersphére
K=E[lzP+[z<r]

Si 'on veut se représenter plus intuitivement des domaines & quatre
dimensions on peut considérer une des coordonnées, par exemple y,,
comme le temps et substituer ainsi & 'espace & quatre dimensions un
espace mobile a trois dimensions. Les différentes figures sont alors
des sections avec les espaces y3 = const. [Bergmann,-13].

La figure 2 nous donne par exemple une image concréte du
bicylindre, tandis que la figure 3 représente Ihypersphére (*).

Fig. 2.

Je=-% Je=0

Les domaines € sont des cas particuliers des DOMAINES SEMI-CERCLES
pE Harrocs [1] $ qui admettent le groupe de transformations

{22) sl=2z1, z3—28=(s—13)e"” (0S9<2x),

(') L’hypersphére et le bicylindre étant des domaines symétriques, on a naturel
fement des images analogues pour les valeurs positives de ¥,.
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avec le plan invariant z, = 3. Les domaines semi-cerclés, en parti-
. e . .
culier les domaines cerclés de Reinhardt, apparaissent donc avec la

Y-8 a2 Yeu-l Y=o

représentation indiquée comme une suite de corps de rotation avec
I’axe de rotations z, = o.

Les domaines cerclés et semi-cerclés rentrent dans la catégorie des
DOMAINES (my, my) cercLés pE H. Cartax [3], c’est-a-dire des
domaines bornés qui admettent le groupe de transformations

(23)H 2i— 29 = (zr— 23) e (oLeLanm),

oi m,; et m, sont deux nombres premiers entre eux, et {29, 23} est
un point intérieur du domaine.

Dans le Chapitre II, du fascicule suivant, nous introduirons unc
nouvelle catégorie de domaines, les DOMAINES REPRESENTATIFS, en
partant de la notion de « la fonction noyau ». Il apparait que les
domaines (m,, m,) cerclés de H. Cartan, m,*msy>> o0, sont des cas
particuliers de ces domaines représentatifs.

Dans ce qui suit, nous allons envisager des domaines qui admettent
d’autres groupes de transformations. Parmi ces domaines nous allons
mentionner particuliérement les suivants : soit 82[y, J,(Y), Ja(y)]
un domaine angulaire du plan z,=1y limité par deux demi-droites
issues du point z, = o et formant avec I'axe positif de z, les angles
34 (y), respectivement J3(y); soit P2 un ensemble du plan des z,.

Nous désignerons par & le domaine § 82[y, ¥,(Y), Ja(y)]. Le
YERP
domaine $" admet le groupe de transformations

(24) si=kz, 33=2a,
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4. . . :
k étant réel. (Les points invariants de la transformation_sont sur la
frontiére du domaine) [Bergmann, 11.]
Par la transformation
21
(25) A= R Ba= A

ot R 3£ o et réel, 8 est transforiné sur un domaine que nous appel-
lerons J. Le domaine J

Je=0
est la réunion J =8 3?[(y), J2(y), R] de domaines plans
YEP .

32[2,(Y), Da(y), R] situés dans z,=+ el limités par deux arcs
de cercle se coupant aux points 3;,=0 e’z,:R et formant au
point z,=o les angles 3,(y), respectivement J,(y) avec l'axe réel.

Domaines avec une surface frontiére remarquable [Bergmann,
7, 8, 13, 14, 20]. — Sil’on tente de généraliser quelques théorémes
importants de la théorie des fonctions d’une variable, on voit ‘que la
frontiére d’un domaine de I'espace z,, 3, ne joue pas, du point de vue
de la théorie des fonctions, le méme réle que la courbe frontiére
d’un domaine plan. Indiquons par exemple que dans le cas du bicy-

lindre
E=E[lat|<ri(k=1,2)],

dans la formule de Cauchy

1 f(tg, tg)dt; dts
Gripd i—z) (a—22)

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 106,
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nous intégrons le long de la surface
©=E[lal=n] (k=1,2),
et non le long de toute hypersurface frc;xitié.tge
Ellz1]l=231, |2:1%3 et |z|Sr, |spi=rl

De plus, chaque fonction f(z, 35) réguliére dans'@ atteint le maxi-
mum de sa valeur absolue en un point de €. Une surface frontiére
£ P'un domaine O possédant : 1° cette derniére propriété et-2° telle
qu’il existe une formule intégrale, représentant chaque f réguliére
dans 51 a 'aide des valeurs de f sur §? est appelée SURFACE FRONTIERE
REMARQUABLE de IR ('),

Un cas important de ces domaines est fourni par des domaines o
dont la frontiére est constituée par un nombre fini de morceaux
d’hypersurfaces analytiques/ b}, k=1, .2, ..., nv L’ensemble de
leurs surfaces latérales ®} forme la surface frontiére remarquable §2
d’un tel domaine oN. ’En effet chaque fonction f réguli¢re dans O
atteint le maximum de sa valeur absolue sur la frontiére, c’est-a-dire
dans un des Y, k=1, 2, ..., n par exemple, dans h3. Mais d’aprés
nos résultats précédents, | f| doit atteindre son maximum sur 83 .
Ainsi 1° est démontré. La démonsiration de 2° est indiquée dans les
travaux Math. Zeitschr., 39, 1934, p. 75-94, 605-608 et Recueil
Mathématique, 1, (43), 1936, p. 851-862.

Quelques types de ®es domaines (dans la représentation mention-
née) sont considérés dans le travail de Bergmann, (13; § 4).

Il. — LES FONCTIONS ORTHOGONALES ET LEURS PROPRIETES (2).

1. Notations. — Soit 3 un domaine univalent, f et g deux
fonctions de variables complexes Z;, 3, réguliéres dans @. Soit

(1) * posséde encore d’autres propriétés importantes, analogues A celles d’une
courbe frantiére; nous renvoyons le lecteur aux travaux indiqués.

Remarquons qu’on distingue deux catégories de surfaces frontiéres remarquables
spéciales, A savoir des surfaces magima et des surfaces de détermination (Comp. les
travaux cités).

(%) Toutes les considérations de ce chapitre pourraient étre présentées d’une
maniére plus simple et plus intuitive si 'on voulait utiliser la notion de I'espace de
Hilbert et se servir de ses propriétés.
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dw = dz,dy, dz,dy, I'élément de volume (euclidien). Par
LﬁdwsLRe(ﬁ)dw+ij;lm(f§)dwsJa(f, &),

nous entendrons toujours une intégrale quadruple prise au sens de
Lebesgue. (Re = partie réelle, Im = partie imaginaire.)

Ja(f. f) posséde toujours une valeur finie ou infinie. Dans le
premier cas, c’est-a-dire si Jg(f, f) << o, nous dirons que f est de
carré sommable.

Nous supposons dans ce qui suit que @ est tel qu'il existe une suite
infinie de fonctions réguliéres dans &, de carrés sommables et
linéairement indépendantes. Remarquons que ceci est vrai pour tout
domaine borné et pour certains domaines non bornés.

Remarque. — On pourrait, au lieu d’une intégrale au sens de
Lebesgue, considérer I'intégrale généralisée, c’est-a-dire

lim .o do,
m>» o am
ou By, m=1,2,... est une suite de domaines emboités les uns
dans les autres et tels que @ =1lim &,. Il est facile de démontrer
m>» o

que si pour une suite By,

m>» »

lim f |fl2ds = A,
‘Bm

il en est de méme pour une suite quelconque de domaines Bn,
jouissant des mémes propriétés. La méme remarque est vraie pour
Ja(f1, f2) sida(fu fi) < ooy k=1.2.

Nous utiliserons dans la suite des indices doubles (mn). Nous
supposerons toujours qu’ils sont rangés comme suit : (mn) sera dit
avant (pg) silona m+n<p-+gqousim+n=p—+gq, n<p.
Par (myn,), v=1, 2, ..., nous entendrons toujours l'indice (mn)
qui se trouve a la v-iéme place dans Tordre considéré.

2. Systéme de fonctions orthogonales. — Une suile de fonctions
réguliéres dans @ : ¢V (3), v =1, 2, ..., (3) = (%1, 53), esl appelée
systeme de fonctions orthogonales et normées si 'on a

(1) JG[?M, olM] = 8vp.7 ap-v= o, VEWR s Syy=1.
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Pour les domaines cerclés de Reinhardt
C=E[lz2<g(zl) |s|<R]

un systéme de fonctions orthogonales et normées est formé, par
exemple, par les polynomes

Z"ZV

@ wE=TE, = f Lg(roJrertrimd(r),

Am,n, ny—+1

car on a

‘ f SR P I TG do
* e

8iry) oz o
= [ f 7"4"""‘"'1*"'1 "5""""!""’ drydry f elpi(my—my) d% f elpatny—ny) d‘F2
{ o r,

3==0 0 0

=0, si v#p,
R:
f (r}p)mg(ro)]vrd(ry), si v=p.

@A)

n+l

Dans le cas du bicylindre & = E [ | 21| << ri], on obtient
,.”.:n+l ’J21+|

Amp = ———————————————y
V(im+1)(n—+1)

dans le cas de ’hypersphére 8¢ = E[ | 31 |+ | 52 |” << r?]

Tml
Amn = T rinFn-s _nm
(m—+n—+2)!

et enfin dans le cas du domaine ¢,= E[a]z. |;+|z2|<1],p entier,
olali,ona

_ pl(m+1)p—i1]'n!
Amn= W‘/aﬂtm+1)[(m+1)p ey [Bergmann, 17].

Dans le cas d’un domaine cerclé X, sil’on orthogopalise pour chaque
m les monomes 37'3;'™", n=o, 1, 2, ..., m, on obtient un systéme
de polynomes { Pnn (351, 32) { homogeénes, orthogonaux dans . Ceci
résulte de I'orthogonalité dans chaque X des expressions (/) =zmz"
et ) =z™3" si my,—+ n,7~ my+ n,. Pour le démontrer, $M{®
étant borné dans X, on peut enlever de & les points du plan z,=o0
et un bicylindre |z:| <<e, k=1,2, ¢ étant assez petit. Soit X' le
domaine nouveau etintroduisons dans X/, au lieu des variables z,, 24
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les variables s = Z-:, Z3. On aura X'= E [e <[22 | <R(s), |s| <], et

ﬂ shvgn. dsdgf mfl-nv+i —mp.+m:.-H dz2 dzs = o,
Isl<e e<il<R()
car g} el TP H m 4 n, £ my,—+ ny, .sont orthogonaux dans
I'anneau e <| 22| <<R(s). Notre proposition en résulte puisqu’on
peut faire ¢ aussi petit qu’on veut.

Dans Ie cas d’un domaine semi-cerclé S=E[|2.| <R(z), 2| <1]
on peut prendre comme fonctions orthogonales des fonctions de la
forme 3}, fyn(%1), ou 'on a

T

V41 f,!|<l[k(z‘)]2v+sz"(zl)fvm(zi)d31 a3, =

Pour le voir il suffit de tenir compte de I’égalité
./;;z;fvn(z,)'z'i;fum(z, ) dw

= ﬂ ﬂ 243% day dBs fun(51) Fam(a1) day dEs
121 1<1 Y| 3| <R (24)

3. Le noyau et ses propriétés. — L’expression th(")(z)cp(")(t)
v=1
est appelée noyau du systéme {9™(2z)}. Le noyau du systéme de
fonctions orthogonales que nous avons indiquées pour le bicylindre
est donc

@) i z(m+l)(n+1)z’"z"? ;’2'= r%rE—

=2 ,._m-i-z rgn+) 7:2 (l"? _z ;1)> (r§ _ Zg;g)z.

m=0 n=0

De méme dans le cas d’un domaine circulaire

@,,=E[a|z,|;+-|zzlf‘<l] (p > o entier, o< aflr);

le noyau du systéme envisagé est

(5 aP(l— PN [(p+1)(1—zgtg)"+(p—x)al’zlti]
7!2[(1——22[9) —aPz,t,]

Dans le cas particulier,a savoirquand €, =# =E[! 5, |2+ | 22 |2 <7?]
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nous obtenons

o

(5a) 2 2 (n+m+2)! (z8)" (2:,6)" _ 2r?

= —
n2rim! p! riim+n) n2[r— 2,8 — 2 %)

n=0 m=0

[Bergmann, 11, 17].

Nous voyons que les noyaux considérés sont des fonctions régu-
liéres de quatre variables complexes z;, 3, Z, s en chaque point
intérieur du domaine. Mais ceci estvrai aussi dans le cas général. On
a, en effet, le

Tatorieme 1. — Le noyau 2 o™ (2) 9™ (t) d’un systéme ortho-
v=2

gonal et normé dans ® des fonotions ¢V (3z),v=1, 2, ..., régu-

liéres dans @ est pour {z}e€®, {t{€ B une fonction réguliere des

quatre variables z,, 3., ?,, ts [Bergmann, 4].

Pour le démontrer nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme. — 8i la fonction f(3) est réguliére dans un bicylindre
Jfermé
E=EllalSre,  k=1,2],
on a,
Js(f,f) = l./(o)o) PJS(IJ) -+ Iflz,(oao) ngs(zl, 21) -+ If;’(o,o) PJG(zi) Zg)-l-....

La formule intégrale'de Cauchy conduit 4 un développement de f(z)
en série Zcnn 3] 53=f(0,0) + f3,(0,0) z + fi,(0,0) 3+ . . . unifor-
mément convergente dans E. Comme d’aprés (3) Js[s™ 2]+, s3] =0
si v £ p, on obtient la relation indiquée.

Démonstration du théoréme 1. — Soit { z{ € B et (34, 5,) (B,
ou &(zy, 33) =E[|&— & |<<rx, k=1, 2]. Alors, comme les ¢V
sonl orthogonales et normées dans &

n n 2 n 2
2|9(v)(z)lz=f Z?(V)(})?(_v)(z") d.,,,gf 29(\;)(,)—""?(\.,(5) du,
v=t ®|v=1 ’ Slznm) | 32

n 2
Z"s(z‘,s,)(l7 l) 2 ?(V)(z)?(v)(z)| dw,: dt;d't'i dtgd{g

v=1
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en vertu du lemme. Comme : Jg, ., (1, 1) ==?rjr}, il en résulte

n
1
2]?(‘"(5) PSmr

n2r
v =1 .

Ceci étant valable pour toute valeur de » nous obtenons

(6) Z!?(v’(z)l’é i

v=1

de telle sorte que la série est convergente et uniformément bornée
dans chaque domaine partiel, ¥ se trouvant entiérement a I'intérieur

n
de &. ch“’)(z)cp(")(t), n=1, 2, ... sont des fonctions réguliéres
v=1
des quatre variables complexes z,, 2., ¢, t; dans (B < @3).
Les expressions

n

< 1e0(2) [[9(8) |

v=1

Z eM(2)9M(2)

v=1

étant uniformément bornées d’aprés (6) et I'inégalité de Schwarz,

dans chaque domaine F*( (3>< B) la fonction limite Z‘qa(v) (8) g™ (o)
v=1

représente dans (@3 > ®) aussi une fonclion réguliére.

4. Théoremes de Fischer-Riesz. — Le développement d'une fonc-
tion suivant les fonctions orthogonales. — Etant donné un systéme
orthogonal et normé ¢¥)(z) dans @ et une fonction analytique f(z)
de carré sommable, on appelle les grandeurs a,=IJa(f, o),
v=1, 2, ... les coefficients de Fourier de f par rapport au sys-
teme { ¢ }. On a toujours

) Z lay 2<Tg(fs f) (inégalité de Bessel).
v=1

Lorsqu’on’ veut approcher la fonction f(s) dans & par une combi-
n

naison linéaire de ¢ de la forme Z b,9"™ (2) les b, étant constants

v=1
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et n fixe, et si on veut rendre minimum D'écart quadradratique
.moyen

(8) M"=fm

=gl N+ Dlbv—ayt— Flavl,  av=1Iglf, ?"],

v=1 v=1
/s

il faut prendre b,=a,.

Si le systéme des fonctions { ¢¥)(z)} jouit de la propriété, que pour
chaque fonction f(z) d’une certaine classe F, I'écart quadratique
moyen M, peut étre rendu arbitrairement petit en prenant n suffi-
samment grand, on dit que le systéme {¢™(z)} est fermé (') par
rapport & & et a la classe des fonctions F.

Dans le cas des fonctions orthogonales réelles on sait, d’aprés le
théoréme de Fischer-Riesz que, si {¢™} est un systéme fermé pour
les fonctions de carrés sommables, alors :

2

dw

=X buev (2)

A. Chaque fonction de carré sommable peut étre « représentéc »

@ @
par une expression 2 a, g™, Z a,y™ convergeant en moyenne qua-
v=1 V=1

dratique vers la fonction.

©
B. Pour chaque suite ay, v=1, 2, ..., Za3 il existe une fonc-

v=1
tion de carré sommable telle que ses coefficients de Fourier sont
égaux a a,.

Passons au cas des fonctions de deux variables complexes : si le
systéme { 9™ (z)} est fermé par rapport a laclasse F' des fonctions
analytiques dans @ et de carré sommable, les propriétés A et B
subsistent et méme peuvent étre renforeées de la maniére suivante :

A. Tatorime Ila. — Si le systéme {eM ()} des fonctions régu-
lieres dans ® est fermé par rapport & @ et F, chaque f € F peut
étre représentée dans & sous la forme

(9 f(z)= P e(2)Iglf, o],

v=1

(1) Cette terminologie se trouve dans Kartzuarz-STEINHAUS, Theorie der Ortho-
gonalreihen (Monografje Matematyczne, Warszawa, Vol. 6, 1935),
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la série (9) étant : 1° convergente en moyenne dans & vers f,
c'est-a-dire

n 2
(10) iim [ f(—’»)-—‘gl?“"(z)-'a[f, ]| do
= n‘i“:[la(f,f) —g Talf; 9] 1=] =o.

2° Convergente uniformément et absolument. dans chaque
domaine partiel G de G se trouvant entiérement & Uintérieur de
®. [Bergmann, 4.]

Démonstration. — 1° Le choix a,=Jag(f, ¢™), v=1, 2,...
dans (8) rend P’écart M, minimum; il en résulte par définition d’un
systéme fermé la relation (10).

Remarquons qu’il suit de (10)

(11) Ja(fL )= Z |Iglfs o]z (égalité de Parseval).
v=1

2° La convergence absolue de (9) résulte de 'inégalité de Schwarz,
de (11) et du théoréme I, car

(2) D 1Ialf e1e(2) IS / D 1IsLfs o1 X fet(a) e

v=1 v=1

g\/ Jalf, /) Q190 I

La convergence uniforme résulte de I'égalité de Parseval et du théo-
réme I, car

Nials ?‘”’]?“{’(z)lé\/ [Jaa D= D1 Ialf o] I‘] PALLIOTS

v=n v=1 v=1

Il suit du lemme (voir p. 22)

1 [f(t) — S Jalf; o] w(t)] I
ém\/wﬂﬁ— S sl S0,

v=1
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ou R(¢, t,) signifie la distance du point {¢} de la frontiére de @,
car E[lzk—‘k[<v y k=1 2] C . {9™(2)} étant un systéme

fermé, on a, en vertu de (10),
~

Jim [f(t) — X Ialf; ¢V an(t)] =o,

v=1

d’ot résulte (g).

B. Tatorime I15. — Si 2 | ay|* < w, alors il existe une fonction
v=1

&(z) réguliere dans & telle que :

n n
=0
v — v) ’
S L e

v=1 v=1

2° av=1Ja(g, oM)

[Bergmann, 14; Hammerstein, 1].

Démonstration. — Nous poserons g (z) =2 ay 9™ (3). L'existence
v=1

et la régularité de g dans chaque 7 ( @ résulte de

(13) [glaw‘”’(z)l] Zlavl*ZI?“"(Z)l§ SR z)],,ZIavI’.

Pour démontrer le 1° il suffit de montrer que
q

] o S

v=n y=n

nep

La suite gn,(3) =2a,,q;(‘"(z), p=1, 2, ... de fonctions holo-
v=n
morphes converge uniformément dans tout ¥, ¥ @B vers

&n(z) =2 ayg"(z). On a donc

vy=n

Y (gn gn) = lim J5 (gnp, £1p)< Jim V@ (§nps §np) = Dl av I

v=n
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1l en résulte que Jg(gn, g,,)<2‘[a\,|2 et2|av [* étant convergent,
v=1
il s'ensuit le 1°. Le 2° résulte du 1° car, pour p fixe et n—o0, on a

_ n .
Halg sW]—anlt=|lg Lg - zav?“", q:‘u)]

v=1

S la g zav?“" Z“W“"] Ja[om), o]

v=1 v=1

n
= Jas g Zavqp(v), &— zav?(")]—>0

v=1

Remarque. — On démontre de maniére analogue que, si

2|ay << et 2|by|2<<, on peut intégrer (Za,q,(vy 2 bvcp‘“’>

v=1 V=1
terme a terme.

B. L’existence des systémes fermés. — Trtorime III. — 11 existe
pour chaque ® et pour la classe E(®B) des fonctions analy-
tiques f(z) de carré sommable dans B un systeme fermé (V) (z)}
[Bergmann, 3; Welke, 2].

Remarque. — Ce théoréme est un cas particulier d’un théoréme
général concernant l'espace de Hilbert. Nous en donnons ici une
démonstration, dont l'intérét réside surtout dans le systéme fermé
cohstruit. Pour plus de simplicité nous nous limiterons aux
domaines @3 bornés.

Démonstration I. — Soit{t}={t, t,} un point fixe intérieur
a . Nous désignons par E™)(®) 'ensemble des fonctions f de E(®3)
pour lesquelles on a, les (mn) étant ordonnés comme il a été indiqué
au paragraphe 1,

(14) Smimp=0 pour kv,  fumn=T1,
. . dmtnf(t, t) .
ou fmn déstgpe'——d‘—;{:—(-g;-,;—’u La classe E™ () n’est pas vide, car

(81— ty)™ (z,— t9)"
my! ny!

probléme variationnel : déterminer la fonction f € E™ (), qui rend
intégrale Jo(f, f) minimum. Soit h,(3), hp€ EM(®B), p=1, 2, ...

. Nous nous posons maintenant le

elle contient
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une suite de fonctions pour laquelle lim J@(kp: hy,)=A ou
p>w

(15) A = borne inf. Jg (A, k).

€ EV(®)
Du lemme (¢f. p. 22) il suit que dans chaque domaine 3, la
suite est uniformément bornée dans son ensemble, elle forme donc
une famillenormale dans 6. On peut trouver une suite partielle 4, telle
que k,,(z) converge uniformément dans tout (@ vers une fonc-
tion g(z) qui satisfait visiblement aux corditions (14). On a donc,

(16) Iz (g, 8)= kl_;"l Jg (hpps hpi) S kl;"; I& (hpyy hpi) = A,

par conséquent Jg(g, g)SA. D’autre part, par définition, on a
Ja(g, g)2A, dou I'on déduit en vertu de (16) que Jg(g, g) =A.

II. Pour chaque fonction I(z), l€ E(®), qui satisfait aux condi-
tions

(17) lgng=o0 (k<v)
ou
Lo drr it t)
K770 7T
on a
(18) Ja(g,l)=o.

En effet g + cle EM (®) pour chaque constante c. Si ’on pose
Ja(g, 1)

cy =— Jm(l, l),
\
un calcnl immédiat montre quey
J 2
To(g+eily g+el)=A— L ;’;((5;” l))l i

Ceci n’est possible, d’aprés la définition de A, que si 'équation (18)
est vérifiée [ Bergmann, 11].

III. Il n’existe qu’une seule solution de notre probléme. En effet,
s’il y avait deux solutions g, et g., (g1 —'gs) satisferait aux condi-
tions (17) et 'on aurait d’apreés (18)

Ig (g1, 81— &) =Ju (82, g1— 82) =0,
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d’ou il résulterait Jo(g— g2, &1— &2) = 0 et par suite, d’aprés le
lemme, 11— &2-

IV. Faisons parcourir v dans (14) les valeurs successives 1, 2,
3, ... et désignons les solutions des problémes d'extremum cor-
respondants par gV (z), v=r1, 2, .... Comme d’aprés (14)
g\ (z) satisfail aux conditions auxiliaires (17) qui sont posées
pour le probléme correspondant & v, v<<k, on a, d’aprés II
Ja(g™, gh) =0, pour v<k, c’est-d-dire les fonctions g™ (3z),
v=1, 2, ... sont orthagonales. Nous les normons, c’est-a-dire
nous posons B
g6 (z)

Yo (3) = ;
Dae(g®, g®)P

et nous obtenons un systéme orthogonal et normé {{¥(z)}; nous
allons montrer qu'il est fermé par rapport & E(®3).
S

Soit f E € (®) et f1*)(z) =Z a,yV)(z). Nous allons déterminer les a,
v=1

de telle fagon qu’on ait
(19) f(l;‘ltnv(t)=fmvnv(t) (v=1,2, ... s).
Ceci est possible, car en remplagant dans les équations (19)

S
S () parz ay i, (t), on obtient s équations pour déterminer les a,
v=1
(v=1,2, ..., s), le déterminant des coefficients des a, étant différent
de zéro d’aprés la propriété (14). D’autre part, sil'onaa,=Ja(f, )
les conditions (19) sont salisfaites, car (f1)— f) satisfait aux condi-
tions auxiliaires (17) et d’aprés II

Jlﬂ[f(")_f: ‘W"] = Jﬁ[za"q‘(v)_fa '-W"] =0 (k=1,2, ..., $),

v=1
d’oi vésulte ar=1Ja (f, $1)).

Si nous posons g(z) =2 a, Y™ (z), cetie série sera, d’aprés le
v=1 h

théoréme II, uniformément convergente dans chaque domaine partiel

F intérieur a B, g est donc une fonction analytique de z,, 2, dans
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B etl'on a lim f9(3) = ¢g(%). Comme pour />y on a, d’aprés (14),

on(2) =0, il s'ensuit que Gu,n,(t)=finn,(t) = fr,n(t), C'est-

a-dire 4
[dmv+n,,q(zh 52)] _ [dmv+nvf(51, Zz)]
— dav dal =1y dzs dzl sk=1lk

Cette relation étant vraie pour chaque (myn,), comme f et ¢ sont
des fonctions analytiques dans @, on y a
f(@)=q(z)= P aiyv(z),  av=lalf; 4 (2)],
v=1
c’est-a-dire que chaque fonction f de E(®) est développable suivant
les ¢V (z). Le systéme {4 ()] est donc fermé.

6. Fonction noyau et fonction minimum. — Dans chaque domaine
@ il y a évidemment une infinité de systémes fermés de fonctions
-orthogonales, le point { ¢} utilisé¢ dans la construction ci-dessus étant
arbitraire. Mais, le noyau d’un systéme { ¢'¥ ()}, fermé pour E(3),
est indépendant du choix du syst¢éme, comme on le voit d’une
remarque, formulée plus loin.

Tutoreme IV. — Le noyau

(20) D 9(2) F(E)

v=1
d’'un systeme {9V (z)} fermé pour la classe E(®) est, pour z =t,
égal & [Ny (£)]™" ou Njy(t) est le minimum de Jo(f, f) lorsqu’on
envisage toutes les f(z) € E(®) avec f(t) =1 [Bergmann, 11].
Démonstration. — En vertu du théoréme II, {¢™¥) (5)} étant fermé
pour E(®), chaque fonction f envisagée est égale & z ay9™(z). En

v=1

(¢
posant @, = ?T(—)i_-&, on peut représenter f sous la forme

ZI M (e) |2
v=1

D@ + AJem(2)

fla)= 2=
PAEEIOTE
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Vu que f(t) =1, o0n aEAvcp(V)(t) = o. D’apreés I'égalité de Parseval
v=1
on a

PACRICEN ML NECIOIES W
J(B(f:f)= V=1 o y=t

ﬁwmu)vf ) iﬁm(v)(zwr

Le minimuin sera atteint si tous les A, disparaissent. Il existe donc
une fonction unique qui rend Jg(f, f) minimum, & savoir :

v=1

N (0 9 (2)

v=1
PAERIGTE
v=1

hnd —1
etleminimum Aj(¢) est égal [2 o ™(2) ]’]

v=1

(21)

Remarques. — 1. Les deux grandeurszllcp(‘"(t) |2 et (21) ne

dépendent pas du systéme { 9™ (3) {, mais utﬁ&uement du domaine &
et du point auxiliaire { £}. Il en est de méme du noyau (20).

Nous appelons (20) et (21) réspectivement « FONCTION NOYAU DE 3 »
et « FONCTION MINIMUM DE (3 CORRESPONDANT A { ¢} » et désignons dans
la suite par Ka(z, Z) et Mg (3, t).

II. On a

(22) Kg (¢, 7) = max | R(2)%,
hel

ou L désigne I'ensemble des fonctions g, réguliéres dans @ et telles
que Ja(g, )<t

T1I. Soit #2, $2(C 6 un morceau d’une surface analytique. Dési-
gnons par f' le bord de #?, Ka( %, 5) prend son maximum par rap-
port & 3? dans un point de f*, c’est-a-dire pour chaque {z}€3* ona

K(B(t: t)g { ?Ig?p K@(E; E).
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En effet pour chaque { ¢} la fonction

K&(z: Z)
\/Ka(t: ;)

satisfait & Jo(h, h)=1 et a |A(t, t)|?=Ka(¢, £). A(z, t) étant
dans $? une fonction réguliére de 54, 21, il existe un point {{/% } €f*
tel quon ait |A(¢, ¢)|S|R(E™, t). D'aprés la remarque II on a
[h(E®, t) |2§Ka;(£(°), £l0)) d’out résulte notre affirmation.

Cette propriété a lieu méme si { ¢ ()} n’est pas fermé.

Ka(t, 1) et M4 (2, ¢) joueront un réle fondamental pour le déve-
loppement ultérieur de la théorie.

h(z, t)=

Dans le cas d’une seule variable et d’un domaine simplement connexe ces
fonctions sont intimement liées a la fonction qui représente ce domaine sur le

cercle. En effet, si E=w(3, ¢), |ws(¢, t)| =1, w:(¢, &)= [-d-—o-v%’t-)],

z =t représente le domaine B? sur le cercle £, de telle sorte que { ¢} cor-
respond au centre du cercle, alors, d’aprés un théoréme connu, w;( 3, t) rendra
I'intégrale

J=Llfz(z)[’dwdy, 3=z + 1Ly,

mimimum. si ’on n’envisage que les fonctions analytiques dans 2 avec
fi(t)| =1, fe(t) = d";,(tt), car J est égale & I'aire du domaine dans lequel

B2 est transformé par f(z) et d'autre part le cercle &2 est représenté par une
fonction g() = (£ —¢) +a(t — )*+..., g(E) # (§ — ¢), sur un domaine dont
I'aire est plus grande que celle de &2, w;(z, t) est donc dans ce cas la fonction

minimum Mg: (3, ) et 'aire de &2 est ————
ﬂ‘( t t)

La fonction noyau pour le cercle f2=E(|3| <r) est

[Bergmann, 41; Bochner, 1].

(23) Kg:(3,7) = 2(rie z)

Comme l'existence de la fonction minimum est démontrée sans utilisation
du théoréme de Riemann-Poincaré, il se pose la question suivante : ne serait-il
pas possible, par ce moyen, de démontrer de nouveau le théoréme de Riemann-
Poincaré. Dans ce but il faut montrer que le domaine M{* qu’on obtient par la

transformation w(z) = f M$:(3, t) dz d'un domaine B2, simplement connexe,

est un cercle. Mais, ceci n’a été démontré jusqu'a maintenant que dans le cas
ot M2 est un domaine étoile [Bergmann, 10; Schiffer, 1].
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En ce qui concerne la fonction noyau pour des domaines doublement
connexes du plan, voir Zarankiewicz [1, 2] et Kufareff [1].

7. Le probléme de la formation effective de la fonction noyau. —
Jusqu'a maintenant on ne connait qu’une seule méthode pour former
effectivement la fonction noyau correspondant & un domaine donné &,
a savoir celle qui est basée sur la construction d’un systéme de fonc-
lions orthogonales, fermé pour la classe E() des fonctions régu-
lieres de carré sommable dans & (*). Nous allons donc envisager cette
question pour des domaines particuliers.

Le systéme (2) est fermé pour un domaine cerclé de Reinhardt
comme nous allons le montrer.

CGomme il résulte de la formule de Cauchy, toute fonction réguliére
dans un bicylindre y est développable en une série de puissances
uniformément convergente. Chaque domaine cerclé et convexe C de
Reinhardt peut étre représenté comme la réunion d’une infinité de
bicylindres &, dont les centres sont a V'origine. Si f est réguliére
dans ¢, elle est réguliére dans chaque bicylindre &; el y est repré-

sentable sous la forme 2 al?, z™ z2. Comme

mn

w - [ 9mn

alht) = | —— L y
mn 037 035 |7, =z,=0

les a!p, sont indépendants de k. Donc f est représentable dans € sous

Ia forme Zamnz',"z';. Comme d’aprés (3) le systéeme (2) est formé
de fonctions orthogonales dans chaque €, donc (2) constitue un
systéme de fonctions orthogonales fermé pour E(€). Les fonctions
noyaux pour &, €, et % sont données par (4), (5) resp. (5 a).

Soit K = E[[z., |<R(s), s= z—;J un domaine cerclé. Le systéme

de polynomes homogénes P, (24,2;) (introduit a la page 20) ortho-
gonaux dans X est fermé pour E(X).

Démonstration. — Chaque fonction g (2, 22) = g(533, 53) régu-

(') Remarquons encore qu’il y a aussi d’autres méthodes, comme celle indiquée
au paragraphe 5 pour montrer l'existence d’un systéme fermé pour E(a®) de fone-
tions orthogonales [ p. e. Bergmann, 3). Mais ce sont des démonstrations d’existence
qui ne donnent aucune possibilité de construire effectivement le systéme.

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 106, 3
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liere dans le voisinage du point z,=3,==0 peut étre représentée
dans le voisinage de ce point (c’est-a-dire si z, est suffisamment
petit, s quelconque) sous la forme d’une série,

(24) g(SZg, z!) = g(O, 0)+ z:[goi+sgm] -+ z% [%gog+ S&11 -+ -;- Szg-m]-l—-..,'
ou

Emn= dm+ng(zl, .Zz)
mn dz{"dz’j Z4==39==0

Si l'on écrit alors les fonctions f,,, ,, indiquées au paragraphe 5, on
peut les mettre dans | z5 | << R(s) sous la forme

BTty go(s) + vty (s) +. . .,
ou la condition (14) n’impose aucune resiriction aux ¢, (s), p21.

D’aprés un théoréme de Tonneli sur les intégrales multiples de
Lebesgue, on a

I 5¢ (fmopr fm-,ny)=‘ ‘/.9;:[ 33 frayn, (825, Z0) ” dws, dw,
= [ o f[ Ussfmassn s rdon
1s1<= 1231 <R (s)

= R 2 (my+ny+2+)
= dwsl:Z!qP-(s)‘!Em\(,:)-]ﬂv-l—2+l~‘~):|’
p=0 ‘

151< ™

dw;, = dz; dys, dws = du dv (s=u-+1iv).

Comme les ¢, (s), p =1, 2, ... ne sont assujetlis & aucune restric-
tion, le minimum de Pintdgrale sera atteint, si 'on choisit pour p21
gu(s) =0. g,(s) est un polynome de degré (m, -+ n,;) d’ou suit que-
les f,,, ., sont des polynomes homogénes en zy, 55 de degré (m,—+ n,).
Or on peut exprimer linéairement tous les (m,~+ n,-1) polynomes
S, (315 %3) de degré (my+n,) par les polynomes Pnm (2, 32)
n + m = n,-+ m,. Chaque fonction ¢™(z,, z2) [cf. p. 20] est done
use combinaison linéaire d’'un nombre fini de Pp,. Comme {{™}
est fermé pour E(X), il en est de méme pour { Pyn}.

D’une fagon analogue on démontre que si S est un domaine semi-
cerclé, s = E[| 23| <R(z1)], il y a des systémes de fonctions ortho-
gonales Qpnn (34, 22) fermés pour E(S) de la forme

an(zh 32) = 53"fmn(‘i)-
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Remarque I. — Un réle important est joué dans la suite par les
fonctions minima f(z) satisfaisant aux conditions

1. f(t)=1;
2. f(t)=o0, fu(®)=1, . ju(t)=o0;
(25) 3. J()=0, fru()=o, [fu(t)=1
—_ dm‘Hlf(zh 52)
P =[5 b

ou { ¢} est un point fixe, intérieur a 3.

Nous les désignerons par Mg (z, £), M%'°(3, t), Mg’ (2, ¢t). Lapre-
miére et la troisiéme sont les solutions des problémes de minimum
considérés par nous lorsqu’on pose dans (14) v=1 resp. v=3. Dans
le cas d’un domaine cerclé X, on obtient ainsi

(26) My (3, t) =1, My (%, t)= (82— ta).
Une considération analogue donne

(27) M3 (3, &) = (31— t1)
[Bergmann, 5; Welke, 1].

Remarque II. — Pourles fonctions introduites dans la remarque I,
on obtient dans le cas d’un domaine semi-cerclé $

(28) Mi(s, )= g1(s— 1), Mz'=ga(s—t), My =(8—t)gs(s1—h)

od gx(¢) sont des fonctions d’une variable complexe { convenable-
ment normées [ Welke, 1]. .

Passons maintenant au cas d’'un domaine @ simplement connexe
quelconque. En orthogonalisant les fonctions 27 23, (m, n) =1, 3,. ..
a Paide du procédé de Schmidt, on peut construire pour chaque
domaine 3 un systéme de polynomes orthogonaux P! (z),v =1, 2,....
Il se pose la question de savoir pour quels domaines simplement
connexes ce systéme est fermé pour E(a3).

Si Pon se borne dans cette direction ala classe E*(®) des fonctions
réguliéres dans le domaine fermé @, alors on a le théoréme suivant
que nous donnons ici sans démonstration.

Tatorime V. — On a pour chaque fonction f(2,,3,) régulitre
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dans le domaine &

(20)  fla m)= DavPWi(a, 3), oi ay=lalf,PV], (s} €8,

v=1

st le domaine & satisfait aux condt’tions suivantes :

Il existe un domaine étoilé D contenant B. Soit W' un chemin
continu reliant les points t\') et £*) du plan complexe. Il existe
deux fonctions

(30) wy = p1(z1, 32, t), W= pa(51, B3, t)

avec les propriétés suivantes :

1. Pour chaque t fizxe dans un voisinage 9 de W', p, et p, sont

des fonctions régulieres de z, et 3, dans E; pour chaque zy, 2,

fize de B, p, et p, sont des fonctions régulicres de t dans W*;
enfin p, et p, sont continues en fonction de z,, 3, et t.

2. Le point w, = pi(z1,%a,t), k=1, 2 se trouve dans 6 pour
tous t de w' et 3,, 3, de B.

3. pi[z1, 72y ] =54, k=1, 2.

4 Ily a un R tel que 1° Uhypersphére |z,|? +|32|* <R? est
comprise & Uintérieur de ® et 2° il existe un point t") =t (R)
sur ', 3£ tel qu’on ait pour tous les points z,, 25 de B et
les points t compris entre t©) et t'? sur w',

lPl(zh 33, £) |2 | po(B1, 22, £) PSR

[ Hammerstein, 1].

En partant de la théorie des domaines avec une surface frontiére
remarquabfe, Mme Aravijskaja [1] a donné une méthode différente
pour construire des systémes de fonctions orthogonales, fermés
pour E*(®). La méthode n’est applicable qu’a une catégorie assez
restreinte de domaines mais qui ne sont pas nécessairement simple-
ment connexes.

(1) Chaque domaine &toilé satisfait aux conditions indiquées dans le théoréme V.
On peut prendre p, =5, ¢, k=1,2,0 S¢St
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8. Systémes particuliers de fonctions orthogonales complexes et
leurs applications. — Remarquons que pour différentes applications
il est utile d’introduire différents systémes de fonctions orthogonales,
mais on a peu traité cetie question.

Dans le chapitre précédent nous avons introduit des domaines
possédant une surface frontiére remarquable qui, comme nous I’avons
indiqué, joue du point de vue de la théorie des fonctions, un role
analogue & la courbe frontiére dans le cas des fonctions d’une
variable.

I convient de considérer des systémes de fonctions qui sont ortho-
gonales par rapport a une surface frontiére remarquable (§2) d’un tel
.domaine.

En rapport avec ces questions on n’a considéré jusqu'a présent que
des classes trés spéciales de surfaces §2 a savoir celles qu'on repré-
sente sous la forme
(31) {,l 21| =R(e; ), e=arca (oSeS2s);

ze= el (oY <an),

R(e, ), R(¢, $)2¢ > o, étant une fonction périodique en ¢ et §,
des périodes a7, satisfaisant a la condition de Lipschitz

IR(2, ) —R(e", ) ISA1[0 — 9" 1 + As| § — /|

Bien que les résultats formulés ici puissent étre étendus aux cas ou
$? est d’une forme beaucoup plus générale que (31), nous supposons
toujours dans ce paragraphe que $? posséde la forme indiquée.

Soit I un domaine avec une surface remarquable $2. Nous dirons
qu’un systéme de fonctions QVi(z,, z3), v=1, 2, ..., réguliéres
dans o, différentiables dans OT 4 $2, est un systéme de fonctions
orthogonales par rapport a £2, si 'on'a

ﬁ OV (21, 50) O (a, 2 do = By, By=1, Byu=o0  (v3p),
5 ;
ou

D[R(g, $)e's, et¥]
Dfe, ¢]

Comme dans la démonstration du théoréme I, nous montrons

do =

dy dyp.

que 2]9(")(z.,z2)|2<ao pour chaque {z,,52} € M. Dans ce but

v=2
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om waomire que pour tout {3, z}} € JR 1l existe une constante
a(z}, £3) > o dépendant seulement de {20, 23} et IR, et telle que
poar chegque f réguliere dams 3 on ait :

S 170z o 2a(at, 28 15(at, )
La plupart des th#orémes démontrés dans ce chapitre pour les

¢y, 3,) valables aussi pour un systéme de Q™{z,, z,). Spécia-
lement on démontre que chaque f, réguliére dans 31T, avec

firedo<e,
$2

peut &tre représentée dans N sous la forme

32 , = Q) (z,, QM do,
(32) Son, 22) = Fobi(a =) JLramao
QW (3, 53),v=1, 2, ... étant un systéme fermé [ Bergmann, 8].

Le fait que les intégrales qui figurent comme coefficients dans (32)
ne dépendent que des valeurs de f sur ¥2 présente une certaine

importance pour quelques problémes. En particulier, il serl pour
démontrer le théoréme suivant :

Soit $2/une surface quelconque de la forme (3v), situde tout
entiere & Uintérieur d’'un domaine & et soit f(3,, z,) une fonction
réguliere dans & avec Ja(f, f)<<w. 8 y est une valeur lacu-
naire de f dans @ et si |f|<M sur 2, on « alors entrey et M
Uinégalité

111255 [+ VITE+SH — | 21] pour S$>o,
HIE%IE”‘ pour S =o;

{ =By fs,+ By fz,+ B3 M, H =|B,fs |2+ | Bs fz,+ Bsfz, |2
(o
f“_ (dzk z‘=z,=0’

Bi(k=1,2,...,6)etS ne dépendant que de & et 5? [Bergmann, 8]

On utilise aussi ces fonctions dans la théorie de certaines équa -
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tons imiégrales dams le dommaine de variables complexes [Berg-
mann, 418].

Je voudrais encore indiques que Fon peut, en utilisant la théorie
de fonctions orthegonales réelles, domner des indications sur le
comportement du développement (32) sur la surface frontiére remar-
quable. On n’a fait jusqu’ici aucene recherche dans cette direction.
Je vais donc me borner 4 indiquer quelques résultats que I'on obtient
immédiatement en partant de théorémes connus.

1. 1L est toujours possible de ranger un systéme QU (z,, %),
vV=1,2, ..., de telle fagon gue, pour la suite nouvelle QV='(z,, z,),
m=rt, 2, ..., chaque développement

¥ @, 2" (a1, 2), <2| av < :o)

m=g v=1

converge dans @& et I'expression

converge presque parioul sur £2.

2. Pour chaque sysiéme Q)(z,, z,), il existe une suile partielle
km, m=%, 2, ..., telle que

L J

ku o .
2 Za\.ﬂ(v}(zh 33) <Z | @y |2 <m>

m=1 V=Rpy—+1 V=1
converge dans @3 et presque partout sur £2.

3. Si

log**'ﬁ S Q) do Iz <o,
,2

alors (32) converge presque partout sur £.
On obtient 41, en partant d’un théoréme de Menchoff (*); 2, d'um

('y Sur la sore matien des séries de fometions ortRogorales par les. méthodes
linéaires (en russe) (Bull. Ac. Sc. U. R. S. S., 193, p. 203-200,)-
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théoréme de Marcinkiewicz (1), et 3, d’un théoréme de Menchoff (?).

Quant aux autres catégories de fonctions orthogonales mention-
nons les systémes de fonctions doublement orthogonales, ¢’est-a-dire
orthogonales par rapport a deux domaines différents. On a dans ce
cas .
Ja[e™, e ]=0 et Jg[pW, pW]=0  (v#p).

L’introduction de telles fonctions est utile dans ’étude d’une fonction,
donnée par sa série de Taylor [ Bergmann, 3].

Il s’avére utile d’introduire aussi des systémes biorthogonaux (3).
M. Aronszajn [1, 2] les a utilisés pour obtenir des invariants par
rapport aux transformations pseudo-conformes.

Ill. — SUR QUELQUES PROBLEMES DE MINIMUM.

1. La méthode des problémes de minimum. — Déja dans le
chapitre précédent nous avons vu que la considération de certains
problémes variationnels est un procédé analytique important pour
'éiude de plusieurs problémes (démonstration de la convergence du
noyau, de I'existence d’un systéme fermé). Il se montre que I’établis-
sement d’'une connexion entre des problémes varationnels d’un type
particulier et certains problémes de la théorie de la représentation
pseudo-conforme, est trés utile pour un grand nombre de questions.
En effet, certaines grandeurs qui jouent un grand réle dans la carac-
térisation d’un domaine, sont en méme temps des extréma de Jg(f, f)
lorsqu'on envisage les fonctions fe E (@) qui satisfont en un
point {¢t}€@® a certaines conditions auxiliaires. Nous avons déja
appliqué ce procédé au § 6 du Chapitre IT ou nous avons démontré
que la quantité [K(¢,7)]"" est égale au minimum A'(¢). Cette
méthode nous permettra de donner des lmutatlons pour les diffé-
rentes grandeurs étudiées (cf. Chap. IV). Pour ‘démontrer que ces

(1) Sur la convergence des séries orthogonales' (Studia Mathematica, 6, 1936,
p- 3g-45.

() Sur les fonctions orthogonales (Fundamenta mathemat;cw, 4, 1923, p. 82-
105).

(*) Deux suites' { )} et {¢™} sont appelées biorthogonales et normées si
J(B(?(v)) ‘;‘(F)) = sv,u S, =1,8,=0,v#p.
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grandeurs sont égales aux valeurs minima A de Jg(f, f), le plus simple
est d'exprimer ces derniéres minima & l'aide de la fonction noyau,
de la fonction minima et de leurs dérivés respectivement au moyen
d’un systéme { ¢ (2)} fermé pour E (a3).

2. Les problémes de minimum [Bergmann, 4, 11, 18]. — Nous allons
introduire des symboles pour quelques matrices. Soit atgp, p =1,2,....

g =1, 2,..., nunsystéme de nombres complexes tel que 2 | ogy [2<< o0
V=1
pour g =1, 2, ..., n. Soient d’autre part X,, ..., X, des nombres
complexes. Nous employons les symboles suivants pour k=1,
2, .., 0
]

X| 211\, aw Zaw a—gv e }.‘.ah,ilw
[X]Jt= X, , [DJf = TasyTiy Zaay gy ... sy Gky
(l) / Xl/ Dopydyy ZohyTay ... D CkyEiy,
EE'W cp(")(z)
_ Sy 30V (2 '°
(A= T ) =3 o
| I7109 () v=t

Le symbole [D]¥ désigne la matrice [D]* sans la s*®° colonne.
[[D]# est donc une matrice de k lignes et (kK — 1) colonnes].

Nous allons chercher maintenant la fonction f(#)(3) € E(®) satis-
faisant a la condition

(2) A  ZAvpn=X;, (¢g=1,2,...,1); Ay=1Jg[fn), o]

qui rend Pintégrale Jo(/, f) minimum. D’aprés 'égalité de Parseval
ona

Ia(fi /)=Z[AV[%

(1) La premiére et la troisiéme de ces matrices sont des matrices  une colonne
tandis que la seconde représente une matrice & n lignes et n colonnes.

Elles sont écrites pour un cas spécial d’'une fagon plus développée 2 la page 45 for-
mule (9).

0
3 désignera partout dans ce chapitrez .

v=1
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D’aprés § 4 du Chapitre II, pour chague suite A, avec 2| A, |2 < w,
il existe une fonction EA, 9% (3, 3,); par conséquent, notre pro-
bléme seréduita déterminer le minimum dela forme hermitique ZA, A,

sous la condition (2). Pour obtenir les valeurs de A, rendant 2A A,
minimum, nous différentions I’expression

n
ZAVKV_Z [Hs <Z Ayagy— xs) - Es (zxs;sv—‘ X.s)]
s=1
par rapport a A,, v—u, 2, ... et nous obtenons

Avy= ) poas (v=r1,2, ...).

En remplagant dans (2) les A, par les expressions obtenues et en
changeant Y'ordre de 1a sommation nous avons

n n
Zaqﬂ l:.;;w= ;szaqy;ﬂ= Xq (,q=17 2, .., n)
s=1 s=1
- X1»[D]?
(2a) p.s=(._"1)(s+1)\[ I"[DJZ]

i)~

on obtient (pour les détails ¢f. Bergmann, 4, 11 p. 94, 18) les
résultats suivants :

I. La fonction minimale () (z) cherchée est (*)

o [EEpeti(a)]" l

(3) f‘"‘(w)—Z(—r'l—"[ﬂ';)[]E AXPOB| Sopuinis) =— LEE__ LD
_N\ D] | CEXFDRIT, o 550 e ()] [ D4 ]
—El I[D]*] [( Y=Y ][( 1)k "![D]L_ll ]

(') Remarquons qu'on obtient pour f)(z) la troisiéme expression de (3) si 'on
considére la deuxiéme expression comme une forme bilinéaire de variables X,

etsZa,, (), ¢ =1, 2,... n et si on lui applique la transformation de Jacobi.
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ou [-..]7 resp. [...]" désigne la matrice conjuguée resp. transposée
de[...]*. La valeur minimum s’écrit

(4) Iglf™, f‘")]‘—2AvAv—ZA\'ZFa“w:Zb’-quv%v—Zw

q=1

[ o [X]"
[X]" [D]»

S (X, XTI
D 1 e 12

[[XJEPTAL 2
(— 1)kt |[]%]E¢—1]]‘

_ N (D)
= DT

Comparer les exemples plus loin ou les formules sont écrites de fagon
plus développée.

IL. Il n’existe qu'une seule fonetion minimale. Supposons en effet
qu’il existe cncore une autre solution 2C,9";-on aurait alors
d’apreés 2 et (2a)

$A,(€,—1K,) = 2(@,-&)(2 E¢FW> = Z i 2(C— &) @y
g=1

7=1
Comme 2C, oy = ZAypy = X4, on a
Z(CGv—Ay)agpy=o0 (g=1,2,.. n)
d’ou il résulte que ZA,(C, — A,} = o et par conséquent que
|Gy t=3|Ay 2+ 2| Cy— Ay 2+ 2Re[2A,(C—A, )] > 2| A, 18,

a moins que tous les (G, — A,) ne soient nuls.
Nous supposerons dans la svite que les ogy sont de la forme

. dm"‘l’g(v,l(t@ t;)‘
dgv= 2 B g, () ot e (¢) = —"dt;"_dtg’_ ).

p=1

(1) Les (m,p,) sont les systémes des doubles indices ordonnés suivant la conven
tion du § 2, Chap. IL

Dans certains problémes nous admettrons que les o® sont prises pour des points
différents { £,, £, },..., { £,'), &,{2}. CE. par exemple dansleprobléwme Finterpolatron.
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Alors la condition A devient

1

(5) AW DO S, () =Xy (g=1, ..y 1)
p=1
am+p f(n) (¢, ¢
St = _—'_(}]:m;"“’—)'

Tueorime IV. — Soit {t}egéa. Soient Zg resp. As les
minima de Uintégrale Jg(h, h) resp. J&3 (h, k) avec les mémes
conditions (5). On a Uinégalité

(6) AgShg
[Bergmann, 11].

Démonstration. — Désignons les fonctions minima correspon-

dantes par fg(z, ) resp. fa(3, t). fg(5,t) et fa(3, t) satisfaisant
aux mémes conditions (5), on obtient

xg= [1/g(s )1t dug fg fatz O doss [ [7a(z 01 dos= g,

Comme les A forment en méme temps les grandeurs caractéristiques
pour le domaine considéré [par exemple 7‘% =Ka(t, i)], ce

: (]

théoréme rend dans beaucoup de questions des services analogues a

ceux que rend le lemme de Schwarz dans le cas des représentations
conformes. [ Cf. le fascicule suivanl. ]

3. Exemples. — Nous allons donner maintenant quelques exemples de
problémes varationnels qui seront importants dans la suite :
1. Si les conditions auxiliaires ont la forme
DAY A=K, fiol) =Ko, eer Sr(®) = Xy,
ce qui revient &
(é) A qu= ?‘:X},,n,(t), Xp= men,. pour M =1,2, ..., %,

nous désignerons dans ce qui suit la fonction minimale par Mfg"“x‘""" (3, 2)
et le minimum correspondant par k}"'"x"‘*"(t).
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Pour abréger nous poserons
K= Km(ti, 178 ;1, ;z),
om+n+p+q Ka(ti ts; ; ?
=2 z 2)3 Kooﬁ(zaz)':
It It dtf ot]

()P"HIK@(zh 295 1, t:)
dtt dt§
Nous obtenons alors pour Mk“x"““(z, t) et ApXeXe(¢) (grandeurs dont
nous aurons ultérieurement besoin a plusieurs reprises) les formules

Kmnpg =

o K(z,7) Kew(z, ;), Kowi(3, 7)
Xoo K Kooto Koodt
Xio Kiow Kioo Kiom
Xo1 Ko Kot Koo
MXWXMXM - 01 0100 110 101
(9) ® (2 ) K Koots Kooz
Kiow Kioo Koot
Kuw Ko Ko
\Xoo k K (37 K ‘
— -l—xooK(z, ;)+ Xi0 Koo Koo’fé(z,_;) K109 |
K . K l K Koot
Kioo Kioto
Xeo K& Kow||K (57 K  Kuw
X0 Kimw Koo Kooﬁ(z, ?) Koo Kioe
Xo1 Kow  Komw Koot ( 3, —i) Ko Ko
-+ — 1)
| K Koo Koot
K Koo _ _
Ko Ky Kaoqo K Kioi
0
1o T Kouw Kow Koo
(IO) ).fé‘“x“’x“(t) N
X0 K Koots :
Xoo K * Xio K]Oﬁ Kioi'o
L X0 l2 -X10 Kiow " Xot Kow Koo
=g | Kol l K Kuw . ko |K  Kom K
. 0010
Koo  Kioio J Kie Ky ' Ko Kio Kios
0 010
0T Ko Ko Kogin

xﬂﬂ

Remarquons que les grandeurs Xg'(¢) et )\’&“X“(t) s'obtiennent de la for-

mule (10) en négligeant dans le premier cas les deux derniers termes du
membre droit de (10) et dans le second cas en négligeant le dernier terme.

2. Considérons maintenant les conditions auxiliaires :
(1) AW f()y=0, wfn(t)+uwfu(t)=1,

ol u; et u, sont deux constantes complexes arbitraires. A ces conditions
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correspondent les conditions A avec
(a) { n=3, ay=eM(t), aw=1we\}(2) +usol)(t)=1,
Xi=o, Xy=1.
Nous n’écrirons pas explicitement la formule pour la fonction minimale

dont nous n aurons pas besoin dans la suite. Pour le minimum que nous dési
gnons par A% (t) nous obtenons
K I
K Uy KOOTO"' Us Kooa -
u1 Kyooo + %2 Kosge H(u, @)

(13) 2=

2 logK (¢4, s, 1, tz)
dtp, 0ty
H(u, @) =| v 2Kus+ w1 %Ky + v % Kos+ | us | Kogig-

Tna=

Nous allons encore traiter & 'aide de notre méthode deux autres
problémes qui n’interviennent pas dans nos considérations ultérieures,
mais présentent néanmoins un certain intérét. Il est d’ailleurs possible
d’établir une connexion entre ces questions et nos considérations °
ultérieures.

4. Probléme d’interpolation [Bergmann, 18; Minjatoff, 2]. — Soit a
trouver la fonction minimale f(z) € £(03) prenant les valeurs X,,¢ =1,2, ..., n,
aux points { tw) ! e€@. Les conditions supplémentaires sont maintenant
AW f(89)) =X, clest-d-dire A avec agy = ¢V (29), g =1, 2, ..., n.

Posons x5 = Kg (0, 70),

X4 _
X X1 A5 e xa
[X]t= 2, [d)f={ ool ’
Xk
K (z, qm)
K(z, &)
. \K(z, 2th)

alors la fonction minimale f() (z) et la valeur minimum X s’écriront

[K(=9)]t=

n

(14) SriE) = J oo (a), A= NG

|[XJ¢[dT} ]

ciNTidk
[[K ()1t [d]E]
(k) — k+1_______—
M Y T =TT

Cr= (— 1)k+t
(15)
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[d]} signifie que dans la matrice [d]* on a supprimé la derniére colonne,

et [d]} signifie la matrice conjuguée de [ 4]}
Par exemple, on a

' X
Co= :
l VKRG, 7).

K(s, @)

$i(z) =
VK (2, 7))
I X, K(e, 7w)
(16) < Com — X K(t(z)3 ) _ ,
K(a, a) K(‘“’af‘“) K (e, 2a))
K(z@,70) Kz, s2)
K(z, t0) K(z, 7o)
i) () =— K(z, ) K(_t“’, @) _ :
K(t(l), 2(1)) K(t(i), f“)) K(t(l), t(l’)
K(e@,70) K(z@,7@)
& ‘ .
$(%)(3) est une combinaison linéaire Za{f)K(z, Zw), ont les oY ne dépendent
p=t

pas de z. Pourv < kon a

@(17) Jos[K(Z, ™), Y (s, ttp))]

xV 211 ' 7y g
- - 1 AT RoT v Rok—1 =0,
VITeT11 [ATET | corvvveeererrmeeeeeees
RV KEaT et k1

car, d’aprés la définition de la fonction-noyau et la remarque du para-
graphe 4, Chapitre II, on a

Is[K (5, W), K(z, t0)] = f K(z, i) K(Z, t0) du; = K (), T9) = »,5.
[+:]

4

1l'en résulte que pour v < k, Jg[$, qatk)] = 0; le systéme { Y% (3)} est donc
orthogonal. Par un calcul simple, on constate que ce systéme est aussi
normé. Comme pour p<v, $M(t®) =0, (14) représente simultanément
une formule d’interpolation et un développement suivant les fonctions
orthogonales y¥(3z). Les Cy sont en méme temps les coe fficients de Fourier

par rapport au systéme {$V(z)}.
Ce résultat et les théorémes sur les fonctions orthogonales nous permettent
d opérer le passage & n = oo. A étant la valeur minima, la :condition'ne'ces-
_saire et suffisante pour Vezistence d'un f(3) € E(®B) avec f(10)) =X,
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g=1,2, ... est évidemment

(18) Sici<e

v=1

Si cette condition est réalisée, la fonction cherchée sera donné par

f(3)= "X, Cy it (2).

v=1

On peut d’ailleurs montrer que la condition nécessaire et suffisante pour
I'unicité de la solution du probléme d’interpolation envisagé est que { (V(z)]
soit fermé par rapport aux fonctions de la classe E(@). [Minjatoff, 2.]

Remarquons que par des méthodes analogues, on peut aussi traiter des
problémes d’interpolation, ou les valeurs de la fonction ne sont pas données
en des points isolés, mais sur un ensemble dénombrable de surfaces. [Berg-
mann, 18.]

5. Application i la théorie des fonctions entiéres ou méro-
morphes. — Nous allons envisager maintenant un probléme de la
théorie des fonctions entiéres qui peut aussi étre traité a 'aide des
méthodes employées plus haut.

On dit que f* est une fonclion-zéro de f dans un domaine &
si f* s’annule au moins dans un point de & et si Z, est réguliére dans 3.
Supposons donnée une suite { f™}, v=1, 2, ... de fonctions régu-
liéres dans @, pour lesquelles on a fas (log | f™])> dw << 0. Soit B,

m=1, 2, ... une suite de domaines, G,k C B, et telle que
B =0+ (By— By)~+...,et supposons que les /) et B, soient telles
que /™ s’annule au moins une fois dans (B, — @,_, ), mais ne s’an-
nule pas dans ®,_,. Le probléme est de savoir s’il existe une fonc-
tion f avec [z (log| f])? do < o, pourlaquelle loutes les fonctions f)

soient des fonctions-zéro dans @ ('). A l’aide de la théorie des fonc-

(t) Si Pon n’exige pas que [“(IOBLM)’ dw < 0, on voit facilement qu'on peut

trouver pour toute suite f™, v =1, 2, .{. une telle fonction f dés que @ admet
la propriété suivante : Il existe une suite de domaines

B, B,CB.y B=00+(B—®B)+...,
tels que pour chaque @, il existe un systéme de fonctions orthogonales
FO) (2, 11 %2y 75)

biharrﬁoniques dans @ qui est fermé pour la classe des fonctions biharmoniques
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tions orthogonales, on peut montrer qu’il existe pour chaque
domaine 3,, (ou 3) une fonction %5, () [ou x5 (2)] équivalente (*)

a f)(z) dans B, [ou 3] ayant la propnété suivante : chaque fonc-
tion g(5) réguliére dans @, ne s’annulant pas dans B3, [ ou 3] et telle

q“efa (log|g|)? dw < [ou f(log,g|)’dm<oo] satisfait a

v) .
~fa ]oglx;m'.log[g|dm=o [ou‘[;loglx(‘;)l.loyg[dw:o]

Nous dirons que x:;’m [ou x5 ] est une FONCTION-ZERO ORTHOGO-
NALISEE PAR RAPPORT A B3, [ou B] (2).
O démontre que x“;’m( z) a la propriété extrémale suivante : Si h(z)
est équivalent a x“;’m(z) dans &, alors

(19) S (ros|xg | dos [ ctoginiy2ao.

On a un résultat analogue pour x'(z). On a le théoréme suivant

que nous communiquons ici sans démonstration.

Tutorime VII. — Pour qu’il existe f(z) réguliére dans 6 avec
/‘(log|f|)2 dw << o possédant les fonctions f¥(3), v=r1, 2. ...

comme fonctzons-zero il est nécessaire que

m 2
li f lo o || a
(20) ml-;nw asm o8 E X'('sm o<

et suffisant que
] dw <=» [Bergmann, 16].

li f 1 v)
(2') ml;-nu ‘gMLog ].—l-‘X

ve=1

Remarquons que la seule différence entre la condition nécessaire

dans @,,. On appelle fonction biharmonique dans un domaine g la partie réelle
d’une fonction g(3,, 5,) analytique dans g.
(‘) Deux fonctions f(z) et g(3) réguliéres dans g sont dites équivalentes dans ¢
f(z) . 8(2)
g(z) " f(3)
(?) Dans le travail [Bergmann, 16] on emploie le terme « normée » au lieu de
« orthogonalisée ».

(par rapport & la division) si =——= sont réguligres dans g.

MEMORIAL DBS SC. MATH. — Ne 106, 4
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et la condition suffisante est que x!¥)(z) sont orthogonalisées dans un
cas par rapport & 33, dans I'autre cas par rapport a 3,,.

L’introduction des fonctions-zéro orthogonalisées permet de plus,
de donner des limitations pour des fonctions f méromorphes dans
avec L (log|f|)*dw =F < qui possédent des fonctions-zéro et
des fonctions-péle (?) données, limitations ne dépendant que de F,
des fonctions-zéro et des fonctions-pole. Rappelons qu'une fonc-
tion f soit dite méromorphe dans @, si dans un voisinage de chaque
point de 3 on peut représenter f sous forme*d’un quotient de deux
fonctions réguliéres dans ce voisinage.

Deux systémes des fonctions,

SV (v=1,2,..,10) et fVM (v=l+1,...,71)
sont appelés systéme complet de fonctions-zéro et de fonctions-pdle
r

H )

de f dans B si f =1 —est une fonction réguliére dans @ et n’y

II fo

v=1
s’annulant pas.

Tutorime VIII (que nous indiquons sans démonstration). —
St f(5) est une fonction méromorphe dans B avec

f(log|f])’dw=F<oo
aB

possédant un systéme complet des Sfonctions-zéro et fonctions-pdle,
données par les fonctions orthogonalisées Xg'(z),v= 1,2y 00yl

etv=(l+1),..., r, alors on a pour f(z) dans @ la limitation
(22) [ﬁ:(’;j]“msu)glfw)lg[ﬂ(z)}ﬂ S(s),

ou H(z) est une fonction ne dépendant que de & et

1
T
s= [ogisirdo, S(a=-2

II @

v=l+1

[Bergmann, 14].
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IV. — LA METRIQUE INVARIANTE
PAR RAPPORT AUX TRANSFORMATIONS psnuno—conromfxﬁ.

1. Introduction d’'une métrique invariante. — Dans™Ce chapitre,
nous allons définir a I'aide de la fonclion-noyau une métrique inva-
riante par rapport a toute représentation pseudo-conforme. A cet
effet démontrons d’abord le

Tutortme IX. — Dans une représentation pseudo-confornie
(1) 2], = gk(51, %2), ek = hi(s1, 23)]  (k=1,2)
d’un domaine @ sur un domaine @", les fonctions-noyau se trans-
Jorment de la maniére suivante :

D(Zi ) Zg)

-4
Dz, z5)|

(2) K@+ (3], 235 21, 33) = Ke (21, 225 %1, %2)
'

[Bergmann, 11.]
Démonstration. — La représentation étant biunivoque, les déter-
minants fonctionnels

D(z1, 23)

1 D(zlv z;)
D(z1, 72) ),

B ) = DG )

C(z1, %2) =
sont différents de o et o & U'intérieur de @ resp. B*.
Par la correspondance

(3)  f(a1, 32) > f*(31, 23) = flhi (3], 23), ha(51, 23)]1 E(51, 33),

la classe E(®) de fonctions analytiques de carré sommable dans &
devient £ (3*). De plus on a Ja(f1, f2) =J&" (f7, f3)-

' En particulier, un systéme des fonctions orthogonales et nor-

mées ¢ (z), fermé pour E (), se transforme en un systéme des

fonctions et normées dans "

9 (2"), 9* (%) = ¢M[ha (3], 23), ko (2], 23)] E(21, 23)

qui est fermé pour E(a#"). D’aprés le théoréme IV, le noyau du
systéme fermé pour E(") est égal a la fonction-noyau Kg+ (2", 57),
nous obtenons la relation (2).

() On a .
D(z},y1 2523) _ | D= 22) [
D(zyy, Y1y Ty ¥2) "D(2,,2,)
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En vertu des ¢équations différentielles de Cauchy-Riemann
[ef. (1. 3) (*)], on

dlogE (s}, 53) _ dlogE(sy, 53)
(4) d_/‘ dz,l =0.

11 s’ensuit que les grandeurs

logKag (21, 343 %1, 3a)

(03) =
(5) (zi, 23, Zl, Zg) dzm dzn

se transforment par une représentation pseudo-conforme comme les
composantes d’un tenseur contrevariant, hermitique, du second

ordre. En effet, d’aprés (2), (4)et(I.3)

e _ 2logkar 2 ?logKg dz, 97, _ 3 @ 93p 9zq
mn . dzh, 0Zh e dz,d8, daz}, Iz, —p “ r7 dz3, OFL

D’autre part on a Tjns =Tum, K@g (54, 32; %1, %) étant hermitique
par rapport a z; et %, c’est-a-dire : Kg(z, 7) = Ka(¢, ).
Tutorime X. — La forme différentielle hermitique
2

(6) dsz (Zi, Zz) = J'(Z1, Z9; 31, Eg) Z T(r?-n) (Zl, Za; B 22) dzm dzn,

m,n=1

ot J est une grandeur quelconque positive invariante par rapport
auz transformations pseudo-conformes (?), définit une métrique (*)

(}) (I. 3) = Chapitre I, formule (3).
(?) Nous introduisons un facteur J indéfini parce que, pour diverses applications,
1l nous sera utile de pouvoir le changer. Le plus souvent nous prendrons J =1 ou

I= ‘/_.__h__
(T T5—]T3))

(3) La géométrie donnée par la forme différentielle (6) est un cas particulier d’une
géométrie riemannienne donnée par une forme différentielle

ds*=3g,,dz, dog @, 3 =1,2,71, 2

de quatre variables dz, = dz{!)+ idz(?), dz;= d.z-a, a=1, 2 dzh), a=1, 2,
k=1, % ¢tant des variables réelles, et gap_.g;g, g.g_.g,p, 8on= &aa=0 etc.
(On peut chaque forme différenticlle de quatre variables réelles dzM, a =1, 2,

k =1, 2 écrire sous la forme indiquée.) On obtient dans notre cas pour les g,p
les valeurs :

'

Bap= g:}'=°, 8= %To@’ @, B=1,2 ;-v 2.

Mais dans notre cas il est préférable d’opérer avec deuz variables complexes.
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définie positive invariante par rapport auz transformations
pseudo-conformes [Bergmann, 11].

Démonstration.. — Comme les T{®) se comportent comme les
composantes contrevariantes d’un tenseur du second ordre, la
forme ds&(z,2,) est invariante. D’autre part, en vertu de (III. 13),
le minimum de f |h|2dw avec les conditions supplémentaires
(II1. 12) est ¢

HOES: -

2
[K@ E T( umu,,]

m,n=1

Il en résulte, J étant supposé > o, que (6) est une forme définie
positive.

1l en résulte en particulier que le déterminant de la forme (6)
. It K Kooro Koot
(7) D= J’[TiiTzi— | Ty 2] = e Kisw Koo Kiow
| Koo Koo Kosst

est positif, ce qu'on peut d’ailleurs aussi démontrer directement.
(cf. Bergmann 11, p. 5.)

2. Quelques propriétés locales de la métrique G. — La géomaétrie
invariante définie par (6) avec J =1 sera brié¢vement appelée G (*).
La translation paralléle dans G est caractérisée de la facon suivante :
les symboles de Christoffel sont donnés par

aT JT JT JT
(8) [7:1] [T” Jz% = T azm] [Ifl] [T“ o‘zlz T dzu]

Les autres sont soit conjugués de ceux-ci, soit nuls. Pour les compo-
santes du tenseur de la courbure on obtient

v _ d v
(9) Rwe =~ 7, [!*7*] :

(") En ce qui concerne la géométrie (6) oir J 3 1; cf. le travail (Bergmann, 12).
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Les autres composantes de ce temseur sont soit comjuguées de
celles-ci, soit nulles.
Mentionnons encore le tenseur hermitique (de Ricci)

2
. . __ e« _ _ dlogh
(10) Ri= 2 Roz= ER.M =7 97,0z
a=1

=1

Ce tenseur est lié a I'invariant absolu

K K
(an =95 =TaTaz o
par la relation qu’on obtient aisément
_ da2logd
(12) R+ Tie= 5—= -

Pour les composantes de la torsion on a
(13) St =o0.
Si l'on prend la formule asuelle pour la courbure riemannienne

d’une métrique donnée par Zg.dx,dxz; dans I’élément plan défini

par les vecteurs { u, }, {va}, @ =1, 2, 1, 2, nous obtenons

Z Ry kUnoijok .
2(gn gik— Enk&rj)Unv1U; Ok

(La sommation étant étendue aux indices 1, 2; 1, E.) Si { oo} appar-
tient au méme plan analytique que {u,} (c'est-a-dire si vy = au,,
V3= AUy ), nous gbtenons une grandeur qui est désignée par couRBURE
DANS LA DIRECTION ANALYTIQUE | Uq }, 2 =1, 2

SRy Ut U ,
2 Ts: T]Tt'l-l:,, WiljUf

(14) R=

Riopf =

92 Tux 5 9Tup ITx%
dzqup_’_ZT P 5a I3
P,
La méthode des problémes de minimum conduit au résultat sui-
vant :

Tatorime XI. — L’invariant J de la géométrie G est toujours
positif et la courbure R dans n’importe quelle direction analy-
tique est < 2[Bergmann, 11; Fuchs, 5].
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La démonstration de la premiére affirmation résulte de 'égalité

K Mo1()heot ()

=5="wor

comme on le vérifie en comparant les formules (III. 10) et (7).
Si I'on prend comme condition A!!) dans le probléme de varia-
tionnel envisagé au § 2 du chapitre III

(]5) f(t)=f10(t)=fol(t)=07 u?fao(t)-F 2u1u2f“(t)+ ll%foﬁ(l):l,
c’est-a-dire si Pon pose dans A

ay=9M(t), ay=9Y)(),  awv= P} (L),
ay=u3 o () + 2uru2o) (£) + udofy(2);

+
Xi=Xs=Xs=o0, X,=1, fmn.___d'"_"f(_‘h_‘?)

ot Ity
on obtient pour le minimum
(16) Al = !
K(2—R)ZTofuaug’
et il en résulte la seconde affirmation.
3. L’espace primitif. — Ainsi nous avons appris 4 connaitre

quelques propriétés locales de la géométrie G. Il se’pose maintenant
le probléme d’examiner globalement la géométrie considérée et d’en
déduire les conséquences pour la théorie des transformations pseudo-
conformes.

L’espace riemannien qui est défini par la métrique (6) dans une
classe de domaines équivalenls (¢f. p. 3) sera désigné comme
’ESPACE PRIMITIF DE LA CLASSE envisagée.

Dans le cas des transformations conformes et de domaines simple-
ment connexes, ayant au moins deux points frontiéres, la fonction
minimale M (3, ¢) estla dérivée de la fonction (normée d’une certaine

(*) La signification de A!(£), A9!(¢), X!(¢) éclaire par exemple :

2 1) = akeSue¥u(g) [of. (IIL 10)] pour Xy=o0, X;g=10, X, =1.
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fagon) qui représente le domaine sur le cercle ct qui transforme le
point { ¢} dans le centre du cercle. La forme différentielle -

o logKg:(3, 2

dsg (3) = LIBREE D), g

définit la métrique hyperbolique du cercle dd a Poincaré.

Dans le cas'de domaines doublement connexes, elle représente une
métrique dont la courbure est négative mais non constante.

Comme on peut représenter tout domaine doublement connexe sur
une couronne circulaire @ <<|z|<C1, il suffit d’envisager une telle
couronne. La courbure x(z) ne dépend évidemment que de |z] et
ses valeurs sont distribuées comme suit : x(z) décroit de — 2 jusqu’a
son -minimum pour |z| variant de @ jusqu’a y/a; pour |z| variant
de \a jusqu'a 1, x(z) croit jusqu'a — 2 [Zarankiewicz, 1, 2;
Kufareff, 1].

L’introduction de I'espace primitif permet de considérer le pro-
bléme des transformations pseudo-confornies d’une fagon nouvelle :
chaque domaine @ d’'une classe de domaines équivalents peut étre
oblenu en introduisant les coordonnées z,, 3, correspondant a &
dans Pespace primitif. La représentation de & sur B* signifie dans
celte conception que nous passons dans I'espace primitif des coor-
données 3z, 2, a des coordonnées nouvelles 3z;, z;. Cette fagon.
d’envisager le probléme permet maintenant d’utiliser les résultats
de la géométrie différentielle dans la théorie des. représentations
pseudo-conformes. Il en résulte en particulier Vexistence de certaines
grandeurs : invariants absolus (scalaires), invariants intégraux
(densités), tenseurs, etc., qui se transforment d’une facon bien
déterminée pendant le passage d'un domaine de la classe a un autre.

Remarquons de plus que la théorie des fonctions orthogonales
nous met en mesure de calculer effectivement pour certains domaines
la fonction noyau et par conséquent toutes les grandeurs que nous
avons mentionnées.

{ Indiquons enfin qu’en connexion avee certaines considérations
(par exemple celles concernant les domaines minimaux, ¢f. chap. II,
§ B du fascicule suivant) 'étude des transformations pseudo-conformes

W = {wi (31, %)}, k=1, 2, {z1,3:}€eB
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pour lesquelles on a en chaque point de @

(17)

D(Wi, Wg) I
D(zl’ 3%) I_

présente quelque intérét.
(Les transformations W laissent le volume invariant. )
L'introduction de la fonction noyau permet aussi dans ce cas
d’établir des métriques invariantes par rapport aux transformations W
et différentes de G, par exemple’ des métriques qui sont respecti-
vement données par

2

02
a8)  dn=ldK|() e di= 3 goe

my,n=1

dzp dz,.
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