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A LA MÉMOIRE 

DE BRONISLAW BERGMAN 





SUR 

LES FONCTIONS ORTHOGONALES 
DE PLUSIEURS VARIABLES COMPLEXES 

AVEC LES APPLICATIONS 

A LA THÉORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES 

Par Stefan BERGMANN. 

INTRODUCTION: 

Beaucoup de méthodes de la théorie des fonctions analytiques 
d'une variable complexe ne s'étendent pas au cas de fonctions analy­
tiques de plusieurs variables complexes (1 ). Pour traitcr^des questions 
semblables à celles étudiées dans le cas d'une variable complexe, il 
est nécessaire d'utiliser des procédés nouveaux. Parmi ceux-ci nous 
citons en particulier les systèmes de fonctions cp(v) de n variables 
complexes .orthogonales dans un domaine &. Dans nos considé­
rations ultérieures, nous nous bornerons pour plus de simplicité au 
cas de n = 2 ( 2 ) . 

L'utilité des systèmes de fonctions orthogonales résulte en grande 

( i ) Par fonction analytique de n variables complexes régulière dans un domaine <B2« 
à 2AI dimensions, on entend une f o n c t i o n / ( - s n . . . , zn); qui est développable*autour 
de chaque point} tx,..., tn] € £82" en une série de puissances des (*k— £*),&= I,3, . . . ,TI, 
cette série étant uniformément convergence dans un voisinage suffisamment petit 
du point { *n.'.., tn } . On dit que / est de carré sommable en &2n si l'inté­
grale / | / 1 2 dxx dyx .., dxn ~dyn existe. 

(2) Alors que pour passer de n = .i à n = 2, Ton rencontre des circonstances nou­
velles pour lesquelles on est obligé de créer des méthodes tout à fait nouvelles, le 
passage de ra = 2 à / z > 2(/15^ 00) n'offre généralement aucune difficulté essentielle. 
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2 STEFAN BERGMANN. 

partie des propriétés suivantes que possède le « noyau » 

2 ?(V) (*1, * l ) ? M ( ' l ! * 0 

d'un tel système de fonctions fermé pour la classe E{tà) des fonctions 
analytiques de carré sommable, à savoir : 

i° Il est une fonction régulière des variables z^ £2, £<, £$, dans 
chaque point intérieur, {£4, £a }€'<&,{ l4, £a} € <&. 

2° Il est indépendant du choix particulier du système fermé {cp(v*}. 
Nous l'appelons la FONCTION NOYAU DU.DOMAINE fà et î ous le dési­

gnerons par K#(£, 7). 
3° Si l'on cherche le minimum de l'intégrale 

Jf | h \2dio, dm =• dxi dyr dx^ dy2, Zk = Xk -+• iyk, 
(B 

h variant dans le champ des fonctions analytiques dans & et àVcarré 
sommable avec | h(tA ; t2)\ = i[{t^ t^} = {t} arbitraire € &], alors 

ce minimum est égal à -.—=r et est atteint pour 
K«(-'> 0 

"K^U, 7) 

M*, 0 
Lorsqu'on_opère avec des systèmes de fonctions orthogonales de 

plusieurs variables complexes, on peut, par conséquent, non seule­
ment employer les méthodes fondamentales de-la théorie des fonctions 
orthogonales dans le domaine réel, mais il se présente dans ce cas 
des circonstances beaucoup plus simples (eo*relation ayec les pro­
priétés indiquées du noyau, cf. Chap. II). 

La méthode se révèle surtout très appropriée pour le traitement de 
certaines questions concernant les fonctions de la classe E (<B), où 
l'on demande que les fonctions satisfassent à des conditions de nature 
linéaire (par exemple pour le problème d'interpolation). Nous 
obtenons d'une façpn relativement simple des critères pour l'existence 
et l'unicité de fonctions de carré; sommable dans (B satisfaisant aux 
conditions indiquées, des bornes supérieures pour l'ensemble de ces 
fonctions, etc. (Chap. III). (Remarquons que pour beaucoup de ces 
problèmes il y a des systèmes orthogonaux spécialement appropriés.) 

Particulièrement importantes sont lés relations qui apparaissent 
dans l'étude des transformations pseudo-conformes. 
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La représentation biunivoque d'un domaine de l'espace euclidien à 
2 ^-dimensions sur un autre domaine par n fonctions analytiques 
de n variables complexes est appelée dans le cas n > i REPRÉSENTATION 
PSEUDO-CONFORME (*). Nous considérons en particulier le cas AI = 2. 

Une représentation pseudo-conforme d'un domaine (9L en un 
domaine 6h transforme une fonction analytique de deux variables 
complexes, définie dans (X en une fonction analytique de deux 
variables complexes définie dans Û&. Dans certains cas, ce domaine 6h 
peut être choisi de manière que l'étude des fonctions de deux variables 
complexes y soit plus simple que dans le domaine primitif (9L. On 
conçoit dès lors que la représentation pseudo-conforme soit un 
procédé très important pour Pétude des fonctions de deux variables 
complexes. 

Dans la théorie des transformations pseudo-conformes, on ren­
contre d'abord deux problèmes : 

I. Deux domaines sont_clits ÉQUIVALENTS, quand on peut les repré­
senter l'un sur l'autre par une transformation pseudo-conforme. Il 
s'agit de choisir, par un procédé bien déterminé, dans une classe de 
domaines équivalents, un certain « domaine représentatif » de la 
classe considérée, de classifier les domaines représentatifs et d'en 
étudier les propriétés principales. De plus, il faut trouver effecti­
vement et étudier la transformation pseudo-conforme qui représente 
un domaine donné de la classe sur le domaine représentatif ( a ) . 

II. Borner les variations des grandeurs attachées à la métrique 
euclidienne pour certaines catégories de représentations pseudo­
conformes. 

(1) Les domaines ne seront pas nécessairement univalents. Mais pour des raisons 
de simplicité, nous nous bornerons dans la suite (sauf avis contraire) aux transfor­
mations pseudo conformes de domaines univalents. 

(2) Les méthodes actuellement connues ne permettant pas d'aborder ce problème 
dans sa généralité, nous considérerons dans la suite un problème plus particulier, à 
savoir le problème du choix d'un domaine représentatif dans la classe des domaines 
qu'on peut transformer mutuellement par des transformations wk = wh(zl9 *,), k = 1, 2 
normées en un point fixe { t } , c'est-à dire pour lesquelles on a 

w*('n **) = *n * = i, a, \jjjr)z - t =8*»> 6 * t = I > 8**=o> kjân. 
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L'étude de ces problèmes dans le cas des représentations conformes 
est basée essentiellement sur deux théorèmes fondamentaux,, à savoir 
le théorème de Riemann-Poincaré, qui dit qu'on peut représenter tout 
domaine simplement connexe dont le bord contient au moins deux 
points sur l'intérieur d'un cercle, et le lemme de Schwarz. 

Ces deux théorèmes fondamentaux sont de ceux dont on ne connaît 
pas de généralisation immédiate. Toutefois, l'introduction de la fonc­
tion noyau, qui est un invariant intégral dans les transformations 
pseudo-conformes, permet de donner des théorèmes susceptibles de 
remplacer jusqu'à un certain point les théorèmes indiqués : comme 
on sait, le théorème de Riemann-Poincaré permet de définir une 
géométrie à l'intérieur d'un domaine simplement connexe en intro­
duisant dans le cercle la métrique hyperbolique de Poincaré (qui est 
invariante par rapport aux transformations conformes du cercle en 
lui-même) et en définissant comme distance de deux points P1 et P2 du 
domaine envisagé la distance hyperbolique de leurs images dans le 
cercle unité. La théorie des fonctions orthogonales permet, à Taide 
de la fonction noyau, de déterminer une métrique hermitique inva­
riante par rapport aux transformations pseudo-conformes. L'étude 
plus approfondie de cette métrique nous mettra en mesure de trouver 
des « coordonnées représentatives » par rapport à un point intérieur 
dont l'introduction est équivalente dans le cas d'un domaine simple­
ment connexe du plan à la représentation sur le cercle. Il résultera de 
plus, que certaines grandeurs liées à cette métrique invariante sont 
en même temps les minima (sous certaines conditions) d'intégrales 
positives étendues au domaine. On déduira de ce fait que le minimum 
pour un domaine Oh CZ <§> est plus petit que le minimum correspondant 
pour le domaine g,, et l'on en conclura qu'il en est de même pour les 
grandeurs qui nous intéressent. Cette méthode de démonstration, 
que nous appellerons « méthode des problèmes de minimum », 
remplacera pour nous le lemme de Schwarz. (Dans le cas de trans­
formations conformes, elle conduit au lemme de Schwarz, dans la 
forme qui lui a été donnée par Pick^ ainsi qu'aux autres théorèmes 
liés à ce lemme.) 

Il est d'ailleurs évident que le développement de la théorie des 
transformations pseudo-conformes demande en outre l'utilisation de 
méthodes différentes des méthodes mentionnées plus haut. Les 
méthodes suivantes paraissent être particulièrement fécondes : 
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l'emploi de la théorie des groupes (cf. E. Cartan, 1, H. Cartan, 3 et 
d'autres travaux) ainsi que celui de la théorie des surfaces remar­
quables et des fonctions dites « fonctions de classes élargies » (cf. 
Bergmann, 7, 14?, 16, 20 et d'autres travaux), méthodes que nous 
n'emploierons pas ici à quelques exceptions près. 

Je mentionnerai encore que les transformations pseudo-conformes 
peuvent s'appliquer au#ssi dans la théorie des équations aux dérivées 
partielles linéaires. On sait qu'une équation elliptique 

AU -4- A (*, *)U,-+- B(*, z) UF-+- C(«, *)U = o / u s = ^ \ 

est transformée par une représentation conforme en une équation de 
même forme. De même il existe des types d'équations aux dérivées 
partielles de quatre variables complexes dont la forme reste invariante 
par des transformations pseudo-conformes. Oii peut utiliser alors 
cette propriété — au moins pour certaines questions — en n'étudiant 
ces types d'équations que dans des classes particulières de domaines 
pour lesquels l'étude se fait d'une façon plus simple que pour les 
domaines généraux, équivalents aux domaines particuliers envisagés. 

Dans ce fascicule nous donnerons, après avoir parlé des êtres 
géométriques qu'on rencontre dans la théorie des fonctions analy­
tiques de deux variables complexes (Chap. I), les théorèmes fonda­
mentaux de la théorie des fonctions orthogonales dans le domaine 
complexe (Chap. II) : nous indiquerons ensuite les problèmes de 
minimums déjà mentionnés et les applications de ces méthodes à 
plusieurs questions de la théorie des fonctions (Chap. III), et finale­
ment nous établirons la métrique invariante et étudierons ses propriétés 
locales (Chap. IV). 

Le fascicule suivant : « Sur la fonction-noyau d'un domaine et ses 
applications dans la théorie des transformations pseudo-conformes », 
est consacré à une étude précise du comportement de la fonction-
noyau et de la métrique, surtout dans le voisinage de la frontière; de 
plus nous y étudierons quelques autres applications de méthodes 
exposées, en particulier nous traiterons des problèmes indiqués sotisl 
et II à la page 3. * 

Le but que nous nous sommes proposé dans ces fascicules est de 
mettre en évidence les idées essentielles des méthodes indiquées et de 
donner leurs applications les plus importantes; mais nous n'avons 
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pas cité tous les résultats obtenus. Nous ne prétendons pas dans ce 
travail être complet, même pas en ce qui concerne la bibliographie. 

Je voudrais exprimer mes vifs remerciements à M. É. Gartan qui a 
eu la bonté de revoir une partie du manuscrit et dont les indications 
m'ont été particulièrement précieuses. Je remercie également 
M. N. Aronszajn qui a fait un examen critique de tout le manuscrit 
et qui m'a donné des conseils très utiles; M.*B. Fuchs, avec lequel 
je me suis entretenu souvent des questions ici traitées et dont j'ai 
utilisé plusieurs remarques, ainsi que M. W. Dœblin pour ses 
remarques concernant la rédaction. 

1. — NOTATIONS. ÉLÉMENTS DB L'ESPACE, DE DEUX VARIABLES COMPLEXES. 

1. Préliminaires. — Pour l'édification de la théorie des représen­
tations pseudo-conformes que nous avons en vue dans ce qui suit, il 
n'est pas nécessaire d'utiliser des théorèmes de la théorie des fonctions 
analytiques de deux variables complexes. 

De la théorie des fonctions orthogonales complexes, que nous déve­
lopperons dans le Chapitre II, on peut tirer un certain nombre de 
résultats intéressants sur la représentation des fonctions analytiques 
de deux variables complexes. 

Nous supposons le lecteur familiarisé avec les théorèmes fonda­
mentaux de la théorie des fonctions analytiques, qu'on trouve dans 
tous les cours classiques sur la théorie des fonctions analytiques 
d'une variable complexe. Comme nous ne supposons aucune connais­
sance particulière en plus, il nous sera utile de dire quelques mots 
sur les êtres géométriques qui interviennent dans la théorie des 
transformations pseudo-conformes. En même temps, nous explique­
rons les notations que nous emploierons dans la suite. 

2. Notations. — Nous désignerons les variables complexes et leurs 
conjuguées par 

( i ) * * = #*-+-*>*, zk = &k—iyk (A: = 1 ,2 ) , 

&n y\, #2» y2 étant les coordonnées cartésiennes de l'espace à 
quatre dimensions. Pour une fonction réelle ou complexe des 
quatre variables réelles xK, y*, # 2 î y2, nous écrirons généralement 
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cp(^,, £2, ^n *a) ou^plus brièvement <pyz, z). Par 

2 2 

k=zl ' A = l 

nous définissons les dérivées -r̂ - = A*, -== = B*, k= 1,2 et nous 
QZJc ôzk 

obtenons ainsi : 

, . <te 1 / c?9 . e>cp \ <?<p 1 / ^9 . ^9 \ 
(2) *z=Jz-k = Atek-lWkr ^ = wh = -Adx-k +

 lWkr 
(k=h 2 ) . -

One fonction cp est appelée fonction analytique (ou régulière) lie 
deux variables complexes Z\, z2 dans un domaine connexS d5, si elle 
y admet des dérivées partielles continues et si l'on a de plus 

(3 ) ^ = 0 , ( * - ! , » ) 

(équations différentielles de Cauchy-Riemann}. 

On peut alors montrer à l'aide de la formule de Cauchy qu'en 
chaque point intérieur P ( ^ , t2) du domaine 6b la fonction 9 admet 
un développement en série procédant suivant les puissances des 
(z/,— ^ ) , / : = 1, 2, et uniformément convergent dans un voisinage 
suffisamment petit de P. 

Souvent on prend cette dernière propriété comme définition et 
l'on en déduit inversement les équations (3) . 

Une variété dont les coordonnées sont données par 

(4) #x=?x(wi> w2, . . ' . , uk), 7 X = < K ( M I , W2, . . . , uk) 
[* = I ,2 , "*°><W^4'>], 

où cpx, ^x sont des fonctions continues des variables réelles wx, qui, 
dans un voisinage suffisamment petit de chaque système des para­
mètres wx, forment une transformation biunivoque de l'ensemble des 
paramètres, sera appelée pour A = i courbe, pour /:==2 surface, 
pour k = 3 hypersurface. 

Nous désignerons les variétés toujours par des lettres gothiques ou 
rondes, où l'indice supérieur indique la dimension de la variété 
considérée. Toutefois les domaines à quatre dimensions seront écrits 
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sans l'indice supérieur. En opérant avec des ensembles nous emploie­
rons les signes usuels S o u + (ensemble réunion), — (ensemble 
différence), ^ (par t i e commune), x (produit topologique de deux 
domaines), 6h (fermeture de l'ensemble t13), (^ (inclusion), etc. 
Ainsi, par exemple : l'ensemble réunion d'une famille d'en­
sembles %n(a) dépendant du paramètre a, lorsque a parcourt un 
ensemble %m sera désigné ('*) par S ^ " ( a ) ; une barre sur la lettre 

désignant une variété ouverte indique qu'elle doit être prise 
avec sa frontière; l'intersection d'une variété jf" par la surface 
g(*\, *2) = const. sera désignée par £n. [g(z{, * 2 ) = const.]. La 
frontière d'une variété sera dénotée généralement par la même lettre 
que la variété, ainsi P signifie la frontière du domaine c6, b1 la 
courbe frontière de î î2 , etc. Par g ( ) sera désigné l'ensemble 
des points dont les coordonnées satisfont aux égalités ou inégalités 
indiquées dans la parenthèse. 

Remarquons enfin que si nous disons qu'une fonction est analy­
tique dans un i?", ra<^3, nous sous-entendons qu'il existe un 
domaine ^ , £n(Z_Çj o u la fonction est analytique. 

3. Surfaces. — L'égalité f(zK.z2, zi}z2) = o, oùni la partie réelle 
ni la partie imaginaire de / n'est identiquement nulle, définit une 
surface si2 (pour / suffisamment régulière). Si / est analytique 
dans w,2 et si fZt et fZi ne s'annulent simultanément en aucun point 
de # l 2 , 9V* sera appelée SURFACE ANALYTIQUE (resp. morceau de surface 
analytique). E ( A ^ + B ^ H - G = o) sera nommé PLAN ANALYTIQUE;. 

Un plan analytique est déterminé complètement par la donnée de 
deux de ses points. Deux plans analytiques non parallèles se coupent 
toujours en un point. Dans un hyperplan passe par chaque point un 
plan analytique unique (Study, 1). 

Deux plans quelconques dans l'espace à quatre dimensions for­
ment deux angles, définis par des propriétés extrémales. Dans le 
cas des plans analytiques, ces deux angles sont égaux, nous pouvons 
parler de I'ANGLE FORMÉ PAR DEUX PLANS ANALYTIQUES 

( 5 ) 3^1, akZi-hbkZ2=o (£ = 1,2) 

(l) En général dans ce qui suit les ff»(a) constituent une famille des variétés 
disjointes, et par suite 8C"(a) a la dimension (/n-+-/i). 
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(Reinhardt, 1). En partant de la formule usuelle pour l'angle entre 
les deux vecteurs OS et OT appartenant à ,312 respectivement à J312, 
O = 3L2. 3L2, on obtient pour l'angle x de ces deux plans 

DOS* r - ' 

( 6 ) J V(\«i\'+\ài\1)i\*t\i-t-\bt\*) 
. I «1^2 — ci^bi I 

s i n y = '• • ' • 

Étant donnés deux vecteurs OS .et OT, nous désignons par 
<\> = < (OS, OT) l'angle réel (') entre OS et OT. Maintenant, si l'on 
considère les deux plans 512 et 2K\ analytiques qui passent (et sont 
déterminés) par le vecteur OS, respectivement OT, on peut consi­
dérer l'angle % que forment ces deux plans et l'appeler ANGLE 

ANALYTIQUE ENTRE LES VECTEURS. Pour chaque Vecteur OT CI 312 

Fig. 1. 

nous pouvonss trouver une direction O S ' d 3 t 2 de sorte' que 
< (OS' , OT) = x. Si nous posons cp = < ( O S , OS'), nous trouve­
rons la relation COS<]J= cos^coscp. L'angle cp sera appelé ANGLE DE 

DÉVIATION (2) . 

(1) C'est l'angle au sens habituel entre les deux vecteurs OS et OT dans l'espace 
euclidien réel à quatre dimensions. 

(2) M. Fuchs [3] a considéré ces angles en les appelant premier et second angle 
analytique entre deux vecteurs. 
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Courbure (Tune surface. — Soient d% l'angle que forment les 
plans analytiques tangents à la surface analytique © 2 aux points {z} 
et \z-\-dz) et ds la distance de ces deux points. Nous appelons 
courbure de la surface ® 2 au point {z} la grandeur -^- Si l'équation 

de © 2 est donnée par z2=g(zi), on obtient pour la courbure 
I s" I l'expression —-—7 (Fuchs, 3). 

Remarque. — On peut aussi définir la courbure à l'aide d'une 
métrique non euclidienne, pourvu que par le transport parallèle de 
\z-\-dz\ en \z\ le plan analytique tangent à Q&2 en \z-\-dz\ soit 
transformé dans un plan analytique. 

i. Hyper sur face s. — Une hypersurface 63 sera souvent définie par 
une relation de la forme. 

(7 ) * ( * i , **, Î I , 3 Î ) = O, 

<& étant une fonction réelle. Pour certaines questions envisagées dans 
la suite, il est utile d'obtenir une forme normale bien déterminée 
pour certaines classes d'hypersurfaces. Supposons que l'origine Q 
appartienne à £3, <&(o, 0 ,0 , 0) = 0, et que $ admette des dérivées 
partielles du second ordre continues. G3 admet alors au point Q res­
pectivement l'hyperplan tangent et un plan analytique tangent 

(8 ) aiZi-h aiZi-+- a2£2-+- a»Zî= o et â1zi-hâ^zt=i o, 

o ù 

ak=\jrk)z^
 ak=\wk)z \àzkJ Zx=z-$ 

Par la transformation orthogonale 

z\ = — e*0* sm 3^i -+- e">* cos;?-z2 

nous introduisons des variables nouvelles £*, z\ que nous appellerons 
COORDONNÉES NORMALES RELATIVES AU POINT Q DE63 [Bergmann, 11]. Si 
B3 est la frontière d'un domaine d3, on prend Taxe des x\ de telle 
façon qu'à la normale intérieure corresponde la direction x\ >> o. 
L'équation de l'hyperplan tangent devient maintenant 

(10) * î - f - * î = o. 

file:///z-/-dz
file:///z-/-dz/
file:///z-/-dz/
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Si l'on introduit au lieu de z* les variables x\ et y\ l'équation de 
l'hypersurface au voisinage de (o. o) devient 

(n) ix\ = «rî2-f- iiy\(bz\— bz\) •+- c*.*2-f- c^-t-tf | z\ |*-+- <\>2, 

où a et d sont réels et 
lim i i M l i k I | ) = 0 . 

Par la transformation 

(12) ^ = ^ + 2 è ^ ' 2 + C 3 ' 2
2 + dz\z'2

2, z% = z'2 

l'équation devient 

(i3) ix\ =ay?-+-<f\z'2 |2-f-.... 

Nous remarquons que pour chaque domaines dans lequel l'ensemble 
des valeurs de z2 omet deux valeurs ai et <x2 

ai 
a2 

• (A ± ^A2-*- A | b | - i ) e-*arc*# 

À étant une constante réelle quelconque, on peut déterminer (12) de 
façon que cette représentation soit dans 6h biunivoque, car en posant 

d = on a dans Oh 
a t a 2 

1 -+- ibz2 -+- dz2
2 = d(z'2-r- 0^) ( z2 — a2) 5½ o. 

Par la transformation 
z' * 

(i4) *'i = -j j j T» *'2 = *2, 

P prend la forme 

(15) 2 * ^ t f | * 5 l » + n r ï , * i , 3 5 ) , lim ^ ^ = o 5 

que nous appelons « représentation canonique » pour 63 dans Q(o,o) . 
(Bergmann, 11). 

Courbure d*une hypersurface, — Si nous avons une hyper-
surface 63 nous pouvons caractériser sa courbure de la façon suivante. 
Dans chaque point [zf de l'Hypersurface prenons trois directions 
orthogonales (qui forment un trièdre de coordonnées normal par 
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rapport à G3) : deux directions T< et T2 se trouvant dans le plan 
analytique tangent au point {z }, et la troisième direction N étant la 
section de l'hyperplan tangent avec le plan analytique qui contient la 
normale à B3. Nous envisageons aux points {z\ et t[z-\-dz) les 
directions indiquées T1} T2, N et nous formons avec leur aide les six 
grandeurs 

( S V T / ( S / T 2 ' ( A / N ' W T / \*)T,' W N ' 

où d% désigne l'angle analytique, rfcp l'angle de déviation entre les 
directions correspondantes, ds la distance entre { z } et { z -+- dz ( 
e t ( d ) *a dérivée, Pr i s e dans la direction T,. 

Ces grandeurs caractérisent complètement le tenseur de courbure 
de l'hypersurface, les composantes du tenseur de courbure de 
l'hypersurface s'exprimant linéairement à l'aide des grandeurs indi­
quées [Mitrochin, 1 ] . 

Pour beaucoup de questions, il importe de savoir si pour une 
hypersurface 63 il y a des surfaces analytiques passant par le point Q 
et qui sont situées entièrement d'un même côté de B3. L'hypersurface 
O = o est dite PSEUDO-CONVEXE du côté O >> o (respectivement <& <" o) 
au point Q, si toute surface analytique, qui passe par Q, possède 
dans chaque voisinage suffisamment petit de Q au moins un point 
situé dans <D>o (respectivement <&^o). Si <& est deux fois difleren-
tiable sur un morceau bA de la surface S3 = [?(<& = o)'contenant le 
point Q alors la question de savoir si B3 est pseudo-convexe peut 
être résolue à l'aide du signe de « l'expression de Levi » 

( 1 6 ) L ( 4 > ) = -

&z.za &zoZa 

Zk àzk
 ZmZ»~-dzmf/zn 

Pour la convexité de <D = o du côté O > o (respectivement <& < o) 
dans un point Q sous les hypothèses données, il est nécessaire 
qu'on ait dans b3 L(<D)>o et il est suffisant qu'on ait dans b3 

L ( * ) > o [ L c v i , 2] . 

La démonstration de ce résultat s'obtient* en mettant l'hypersur­
face <& = o sous la forme normale canonique. On constate que 
s i g n . [ L ( * ) ] = — sign. [or]. 
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Le Gas o- = o dans bj sera considéré plus loin. 
Le cas où o* > o dans b3 à l'exception d'un ensemble à deux dimen­

sions de b3 où o-=o n'a guère été examiné jusqu'à maintenant. 
Un "morceau b3 d'hypersurface qui peut être représenté sous la 

forme 

( I7 ) /(Zy, z2,\) = o, a<:\<b, 

où f(zit £2, A) est une fonction continue de zA, z2, A telle que pour 
chaque X = A ( 0 > = const., l'intersection de b3 et E [ / ( ^ ? 2̂? A'°)) = O] 

soit un morceau d'une surface analytique, s'appelle morceau d'hyper-
surface analytique. 

On peut démontrer que pour que b j = E! [/*K^> *2J*<> *a) = 0 ] , 
où <ï> est deux fois continûment difFérentiable, soit un morceau d'une 
hypersurface analytique, il faut et il suffit qu'on ail en chaque point 

L(<ï>) = cr = o [Levi, 1 ] . 

On considère souvent des morceaux d'hypersurfaces analytiques 
représentées sous la forme 

(18) |)3 * X = À ( * ) ( Z , X), Z e « » = E [ | Z | < i ] , X € 0 * = E[o<;X^27r], 

où A(X)(Z, X) sont des fonctions continues des variables Z, X et, pour 
chaque X fixe, des fonctions analytiques d'une variable complexe Z. 

211 

J)3 est l'ensemble réunion l ) 3 = S^2(A) de surfaces analytiques 

J*(X) = E [ * x = A (X ,(Z»Â)> Z € Œ2, X const.] 

d i t e s LAMELLE DE I)3. 

£ 2 = 3 i i ( X ) , i i(X) = E [*x = AW(Z, X), I Z | = 1, X const.] 
X=o 

s'appelle SURFACE LATÉRALE du morceau I)3 d'hypersurface analytique. 

Le module d'une fonction analytique de deux variables com­
plexes Z\, z2 dans, l)3, prend son maximum dans f)3 sur la surface 
latérale § 2 [Bergmann, 20]. 

Dans chaque lamelle 32(X) la fonction 

FTZ) « / [ ^ ( Z , X), h&(Z, X)], Xconst., 
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est une fonction analytique d'une variable complexe Z et le maximum 
de ) F(Z) |, lorsque *le point varie sur la lamelle J2(X) est pris sur la 
frontière i 1 (X)C^ 2 . 

Remarquons encore qu'on a, dans le cas d'une hypersurface ana­
lytique, les relations suivantes pour les grandeurs introduites à la 
page 12 

(*x,=m,-m-° - ai'i"-
où H est la courbure moyenne de Fhypersurface. 

Dans le cas d'une hypersurface ¢ = 0 quelconque, il vient 

( â ) = J H " + - L ( * ) [Mitrochin, 1]. 

5. Quelques domaines particuliers à quatre dimensions. — Un 
domaine ^C, ayant la propriété que> son intersection avec chaque plan 
analytique passant par le point 0 ( 0 € ^C) est un cercle de centre O, 
est appelé DOMAINE CERCLÉ [Behnke, 1, Carathéodory, 2 ] . Le point O 
(que nous prenons pour plus de simplicité comme origine des coor­
données) est appelé centre du domaine cerclé. Si l'on introduit les 
variables angulaires s = zA z~*, alors chaque plan analytique, passant 
par O, est donné par s = const. L'intersection de ce plan avec le 
domaine #C est un cercle de rayon r = 9(5) où 9(5) est une fonction 
réelle positive de la variable complexe s. Le domaine cerclé ÛC est 
défini analytiquement par 

(19) \*i [2-4- 1*2 | 2 < r * = 9
2 ( 5 ) , * i * â ' = s, 

La frontière de tK est donnée par 

uii = ?(o[n-i*i»r*=R(Oi £ = *. 

On peut écrire aussi | zK | < R*(£), où t = z2 z\K et R* (t)=\t |-1 R(£-'). 
Un domaine cerclé avec le centre \z*, z°2) admet le groupe de 

transformations 

(ao)T(Sr) * î - * î = (**-**)«*, (A = 1,2, 0 ^ 2 * ) , 

chaque cercle du centre \z\, z\) restant invariant par la transfor­
mation T(2r). Quelquefois on donne le nom de ddmaine cerclé à tout 
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domaine qui admet la transformation T ( â ) , tandis que les domaines 
considérés par nous sont appelés domaines cerclés parfaits. 

Un rôle important est joué par une classe particulière de domaines 
cerclés, à savoir par les DOMAINES CERCLÉS DE REINHARDT(1] que nous 
désignerons par la lettre £ et qui admettent le groupe de transfor­
mations 

(2l)T(çi , «p.) z\— z\=(zk— z\)e^ (ogçjfc^23c, X: = i, 2). 

L'équation de l'hypersurface frontière d'un C peut être écrite.sous 
la forme g( \ zh — z* |, \z2 — z\ \ ) = o, où g est une fonction réelle. 
Mentionnons parmi les domaines cerclés de Reinhardt le bicylindre 

S = E [ | * * 1 < r * , * = i ,2} 
et l'hypersphère 

^ = E[l*i l 2 -H*2| 2 <r 2 ] . 

Si l'on veut se représenter plus intuitivement des domaines à quatre 
dimensions on peut considérer une des coordonnées, par exempley2j 

comme le temps et substituer ainsi à l'espace à quatre dimensions un 
espace mobile à trois dimensions. Les différentes figures sont alors 
des sections avec les espacesy 2 = const. [Bergmann,*13]. 

La figure 2 nous donne par exemple une image concrète du 
bicylindre, tandis que la figure 3 représente l'hypersphère (1 ). 

Fig. 2. 

Les domaines C sont des cas particuliers des DOMAINES SEMI-CERCLÉS 

DE HARTOGS [1 ] S qui admettent le groupe de transformations 

( 2 2 ) Zx = 3 i , z*2-r-z^ = (zi—z^)ei .«P ( ° = ? = 23U)> 

( l ) L'hypersphère et le bicylindre étant des domaines symétriques, on a naturel 
lement des images analogues pour les valeurs positives de yv 
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avec le plan invariant z2 = z\. Les domaines semi-cerclés, en parti­
culier les domaines cerclés de Reinhardt, apparaissent donc avec la 

~Tfg. 3. . 

représentation indiquée comme une suite de corps de rotation avec 
l'axe de rotations x2 = o. 

Les domaines cerclés et semi-cerclés rentrent dans la catégorie des 
DOMAINES (ra4, m2) CERCLÉS DE H. GARTAN [ 3 ] , c'est-à-dire des 
domaines bornés qui admettent le groupe de transformations 

(23)H • V * 
zk~ zl=(zk—zX)eimk9 ( < > ^ 2 * ) r 

où mK et m2 sont deux nombres premiers entre eux, et j z\^ z\} est 
un point intérieur du domaine. 

Dans le Chapitre II, du fascicule suivant, nous introduirons une 
nouvelle catégorie de domaines, les DOMAINES REPRÉSENTATIFS, en 
partant de la notion de « la fonction noyau ». Il apparaît que les 
domaines (mA, m2) cerclés de H. Gartan, mi-m2'>o. sont des cas 
particuliers de ces domaines représentatifs. 

Dans ce qui suit, nous allons envisager des domaines qui admettent 
d'autres groupes de transformations. Parmi ces domaines nous allons 
mentionner particulièrement les suivants : soit 62[y> 2ft (y), 2r2(y)] 
un domaine angulaire du plan z2 = y limité par deux demi-droites 
issues du point zK = o et formant avec l'axe positif de xA les angles 
3F { (Y), respectivement S 2 (y ) ; soit $ï2 un ensemble du plan des z2. 
Nous désignerons par 2T~ le domaine S ^2[y> 2N(Y)> ^ ( y ) ] . Le 

domaine S"1" admet le groupe de transformations 

(24) z\=*kzu zl^z2y 
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k étant réel. (Les points invariants de la transformation,sont sur la 
frontière du domaine) [Bergmann, 11.] 

Par la transformation 

( 2 5 ) 
Z\ 

I - H ^ R - I 3 

où R 7^ o et réel, S^ est transformé sur un domaine que nous appel­
lerons 3. Le domaine 3 

Fig. 4. 

,y2=° 

est la réunion 3 = &%2[3A(y). 2r2(y), R] de domaines plans 

32[2^(y), 3 2 ( y ) , R] situés dans z2 = f et limités par deux arcs 
de cercle se coupant aux points zK = o ePzA = R et formant au 
point zA = o les angles 2N(y), respectivement Sr2(y) avec l'axe réel. 

Domaines avec une surface frontière remarquable [Bergmann, 
7, 8, 13, 14, 20]. — Si l'on tente de généraliser quelques théorèmes 
importants de la théorie des fonctions d'une variable, on voit que la 
frontière d'un domaine de l'espace zl9 z2 ne joue pas, du point de vue 
de la théorie des fonctions, le même rôle que la courbe frontière 
d'un domaine plan. Indiquons par exemple que dans le cas du bicy­
lindre 

S = £\\zk\<rk(k = i, 2)], 

dans la formule de Gauchy 

( 2 

i (T /(tuH)dhdh 
KiYJj (*i —*i)(fc—*0 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N° 106. 
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nous intégrons le long de la surface 

W=*E[\zk\ = rl] (* = i, 2), 

et non le long de toute l'hypersurface frontière 

E [ l * i | = * i , \Z2\%z2 et l^i'.^ri, l ^ r - j ^^ l . 

De plus, chaque fonction f(zi} z2) régulière dansé attelai, le maxi­
mum de sa valeur absolue en un point de €2 . Une surface frontière 
i 2 d'un domaine 3ÏI possédant : i° cette dernière propriété efc~2° telle 
qu'il existe une formule intégrale, représentant chaque / régulière 
dans jrt à l'aide des valeurs d e / sur i 2 est appelée SURFACE FRONTIÈRE 

REMARQUABLE de Jïl (1). 

Un cas important de ces domaines est fourni par des domaines OTi 
dont la frontière est constituée par un nombre fini de morceaux 
d'hypersurfaces analytiques/1)£, /: = 1,.2, . . . , ns L'ensemble de 
leurs surfaces latérales 6? forme la surface frontière remarquable i 2 

d'un tel domaine 2ïl. "En effet chaque fonction / régulière dans J\ï 
atteint le maximum de sa valeur absolue sur la frontière, c'est-à-dire 
dans un des J)*, k= 1, 2, . . . , n par exemple, dans l)î. Mais d'après 
nos résultats précédents, | / | doit atteindre son maximumsur©?(^i 2 . 
Ainsi* i° est démontré. La démonstration de 20 est indiquée dans les 
travaux Math. Zeitschr., 39, 1934, p. 70-94, 6o5-6o8 et Recueil 
Mathématique, 1, (43), ig36, p. 851-862. 

Quelques types de #es domaines (dans la représentation mention­
née) sont considérés dans le travail de Bergmann, (13; § i). 

II. — LES FONCTIONS ORTHOGONALES ET LEURS PROPRIÉTÉS (2). 

1. Notations. — Soit Oh un domaine univalent, f et g deux 
fonctions de variables complexes i 4 , z2 régulières dans Oh. Soit 

(1) ^2 possède encore d'autres propriétés importantes, analogues à celles d'une 
courbe frqntière; nous renvoyons le lecteur aux travaux indiqués. 

Remarquons qu'on distingue deux catégories de surfaces frontières remarquables 
spéciales, a savoir des surfaces maxima et des surfaces de détermination (Gomp. les 
travaux cités). 

(2) Toutes les considérations de ce chapitre pourraient être présentées d'une 
manière plus simple et plus intuitive si l'on voulait utiliser la notion de l'espace de 
Hilbert et se servir de ses propriétés. 
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du = dxKdyK dx2dy2 l'élément de volume (euclidien). Par 

ffgdt*^ f Re(/f)rfa>-4-i f l m ( / £ ) « f t o - J a t / ; g), 

nous entendrons toujours une intégrale quadruple prise au sens de 
Lebesgue. (Re = partie réelle, Im = partie imaginaire.) 

$a>(f. f) possède toujours une valeur finie ou infinie. Dans le 
premier cas, c'est-à-dire si J<B(/ , / ) < OO, nous dirons que / est de 
carré sommable. 

Nous supposons dans ce qui suit que Oh est tel qu'il existe une suite 
infinie de fonctions régulières dans Oh, de carrés /sommables et 
linéairement indépendantes. Remarquons que C£ci est vrai pour tout 
domaine borné et pour certains domaines non bornés. 

Remarque. — On pourrait, au lieu d'une intégrale au sens de 
Lebesgue, considérer l'intégrale généralisée, c'est-à-dire 

lim im / • • • d<a, 

où 0hm, m = 1,2, . . . est une suite de domaines emboîtés les uns 
dans les autres et tels que Oh = lim Ohm. H est facile de démontrer 

que si pour une suite Ohm 

lim f |/|»rfw = A, 

il en est de même pour une suite quelconque de domaines Ohm 

jouissant des mêmes propriétés. La même remarque est vraie pour 

J * ( / ^ / 2 ) s î J<6(/*>/0<°°> k = \.i. 
Nous utiliserons dans la suite des indices doubles (mn). Nous 

supposerons toujours qu'ils sont rangés comme suit : (mn) sera dit 
avant (pq) si l'on a m-+-n<p-i-q ou si m-f-n—p-\-q, n<p. 
Par (mv7iv), v = i , 2, . . ., nous entendrons toujours l'indice (mn) 
qui se trouve à la v-ième place dans l'ordre considéré. 

2. Système- de fonctions orthogonales. — Une suite de fonctions 
régulières dans Oh : <p(v)(*), V = T, 2, . . . , (*) = (*<,s a) , est appelée 
système de fonctions orthogonales et normées si l'on a 

(1) J<B[9<V), q>W] = &vii, ô ^ v = o , V ^ J A , s Ô v v = i . 
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Pour les domaines cerclés de Reinhardt 

e = E [ | * 2 i 2 < s - ( i * i l ) , l * i | < R ] , 

un système de fonctions orthogonales et normées est formé, par 
exemple, par les polynômes 

(a) ?M(,)=-i_i, a* = [^(rOl^rJ'-.rfCrï), 

car on a 

/ Z^Z^Z^Z^dtà 
Je 

\ •.R p&rx) r»K rm 
1=1 I r™v+»v+1 rgv+n|i+i afr-i rfr2 / e^Any—m^dyi I e'?if*v—V d<p2 

SI V ^ fi, 
*R* 

= ~7 f ( ^ ) ^ ( ^ ) 3 ^ ^ ) , si v = JA. 

Dans le cas du bicylindre S = |T [ | zk | < rk], on obtient 

rm+\ rn+\ 

dans le cas de l'hypersphère 2t= £ [ | zK |2-f- | £ 2 1°< r2] 

y (m -+- n -4- 2) ! flm»=tr»+»+«l 

et enfin dans le cas du domaine (3,,= E[a | zK |^-r-|*2|<iJ)/> entier, 
o < a ^ i , on a 

. / pf ( /n-h i)o — \\\n\ 
amn^ni/ ','y.M/ ^ - 77 [Bergmann, 471. 

Dans le cas d'un domaine cerclé JC, si l'on orthogonalise pour chaque 
m les monômes zfz"1'71, n = o, 1,2, . . . , m, on obtient un système 
de polynômes {Pmn(zi, z2) j homogènes, orthogonaux dans ÙC. Ceci 
résulte de l'orthogonalité dans chaque ÙC des expressions t\>{')=z\nvzrï2

v 

et tyW = z™v.zn^. si mv + ^v^m^-f -^ . Pour le démontrer, vpMljJw 
étant borné dans 3C, on peut enlever de JC les points du plan z2= o 
et un bicylindre \zk| < s , /r = 1, 2, e étant assez petit. Soit #C' le 
domaine nouveau eUntroduisons dans JC', au lieu des variables zx, z2 
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les variables s= ^ , z2. On aura M= E[ Ê <I*2 j<R(s ) , M<°°]? e t 

z* *-

(f Sn« Jn* dsds ff zm,+nv+l 5JHi+î -M dzt dz* = o, 

car Zf'+n^x et i^^"*"1, mv -+- /iv 7^ m^ -h /î ., .sont orthogonaux dans 
l'anneau e < \z2 | < R ( $ ) . Notre proposition en résulte puisqu'on 
peut faire £ aussi petit qu'on veut. 

Dans le cas d'un domaine semi-cerclé S = E [ | £ 2 | < c R ( ^ ) , \*i | < ' ] 
on peut prendre comme fonctions orthogonales des fonctions de la 
forme z\fvn(z\)<> où l'on a 

rrrr if [R(^l)]2V-h2/vn(^l)/vm(^)^1^1 = 0. 

V H " " I a / l * l l < l 

Pour le voir il suffit de tenir compte de l'égalité 
/ *S/vn(*l)^/|iiii(*l)rfw 

= // // ^ 2 ^ dz2 dz2fvn(zi)fv.m(zl)dzl dzi. 

3. Le noyau et ses propriétés. — L'expression 2 ? ( v , ( * ) ? ( v , (0 
V = l 

est appelée noyau du système {<p(v)(^)î- Le noyau du système de 
fonctions orthogonales que nous avons indiquées pour le bicylindre 
est donc 

oo QO 

De même dans le cas d'un domaine circulaire 

C / > = E U | * I ^ I ^ 2 | 2 < I J (f>o entier, o < « g i ) ; 

le noyau du système envisagé est 

q/>( l - zJ2)
P "[(j>^rl)(l — zJ%^^(p — l)aPZi'ti] 

7T2[(l— Z2~t»)P— ClPZihY 

Dans le cas particulier, à savoir quand (^ = 2^= E [ | ^ i2 + | *2 |2</*2] 
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2/*2 (5*0 Y y (/i-4-m-4-2)!(^171)
m(^272)

ra 

7i=o m = o L l L J 

[Bergmann, H , 17]. 
Nous voyons que les noyaux considérés sont des fonctions régu­

lières de quatre variables complexes zK, z2, tK, t2 en chaque point 
intérieur du domaine. Mais ceci est vrai aussi dans le cas général. On 
a, en effet, le 

00 

THÉORÈME I. — Le noyau \ * <p(v>(3)<pW (t) d'un système ortho-
V=2 

gonal et norme dans Oh des fonctions <pfv,(^), v = i, 2, . . . , régu­
lières dans Oh est pour { z j € &, {t{$0h une fonction régulière des 
quatre variables zif z2> tu t2 [Bergmann, 4]. 

Pour le démontrer nous avons besoin du lemme suivant : 

LEMME. — Si la fonction f (z) est régulière dans un bicylindre 
fermé 

£ = E[I**I^*, * = i ,2] , 
on a 

w , / > = 1 / ( 0 , 0 ) i2Js(i,i) + 1 / ; ^ 

La formule intégralede Cauchy conduit à un développement de f(z) 
en série 2 c m n < l ^ = / ( o , o ) + / ^ ( 0 , 0 ) ^ + / ^ ( 0 , 0 ) ^ . + . . . unifor­
mément convergente dans g. Comme d'après (3) Js[z™*z^,z™v,z

7y\ = o 
si v ;p̂ /A, on obtient la relation indiquée. 

Dèmonstratipn du théorème 1. — Soit \z\cOh et S(zi9 z2)(^_0hJ 

où S(zu z2) = E[ |Ç*—*k\<.r k , /: = i, 2]. Alors, comme les <p(v> 
sont orthogonales et normées dans S 

n « 2 . 

yi?( i"(*)ia= f y«p<v>(o?Mcô d*t* f 
£ 1 J* £Tl * •'«f*»'.) 

2?(V)(0?<VK*) diùt 

£ J «(W 'J) 2?(v,(*)?<v,(*) dtùt = dt\dt\ dtvdtz 

file:///z/cOh
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en vertu du lemme. Gomme : J ^ ^ i , I) = TC3 r2 ri, il en résulte 

n 

SIROPS ^ . 

Ceci ét^nt valable pour toute valeur de n nous obtenons 

oo 

V = l 

de telle sorte que la série est convergente et uniformément bornée 
dans chaque domaine partiel, W se trouvant entièrement à l'intérieur 

de Oh. 2, (? (V)(*)CP (V>^)' nz=li 2* - ' • sont des fonctions régulières 
V = l _ _ 

des quatre variables complexes zu z2, tA, t2 dans (Oh x Oh). 
Les expressions 

2?M(*)?(VK0 g2l9 (v ,(*)llçM(OI 

étant uniformément bornées d'après (6) et l'inégalité de Schwarz, 
00 

dans chaque domaine F 8 ( ^ ( ^ X (B) la fonction limite ^<p ( v )(^)? ( v )(0 
V = l 

représente dans (Oh x Oh) aussi une fonction régulière. 

4. Théorèmes de Fischer-Riesz. — Le développement d'une fonc­
tion suivant les fonctions orthogonales. — Etant donné un système 
orthogonal et norme cp<v>(-̂ ) dans Oh et une fonction analytique f(z) 
de carré sommable, on appelle les grandeurs a v =J<B(/ , <jp(v,)> 
v==i , 2, . . . les coefficients de Fourier de / par rapport au sys­
tème {cp(v)}. On a toujours 

00 

(7) 2 ' a v |2 = J * ^ f* (inégalité de Bess*l). 
V = l 

Lorsqu'on* veut approcher la fonction f(z) dans Oh par une combi-
n 

naison linéaire de <p(v> de la forme 2 & v ? ( v ) ( ^ ) I e s &v étant constants 
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et n fixe, et si l'on veut rendre minimum l'écart quadradratique 
.moyen 

(8) M « = / / ~ 2 ^ ç ( v , ( z ) d(° 
V = l 

n n 

V = l V = l 

/ 
il faut prendre 6V = av. 

Si le système des fonctions {cpiv>(*) j jouit de la propriété, que pour 
chaque fonction f (z) d'une certaine classe F, l'écart quadratique 
moyen M„ peut être rendu arbitrairement petit en prenant n suffi­
samment grand, on dit que le système {<p(v,(*)} est fermé ( ' )par 
rapport à Oh et à la classe des fonctions F. 

Dans le cas des fonctions orthogonales réelles on sait, d'après le 
théorème de Fischer-Riesz que, si {<]/v)} est un système fermé pour 
les fonctions de carrés sommables, alors : 

A. Chaque fonction de carré sommable peut être « représentée » 
oo oo 

par une expression ^a v ^ ( v ) > 2<3vi]/
v> c o n v e r g e a n l e n m o y e n n e qua-

V==l v = i 

dratique vers la fonction. 

B. Pour chaque suite av, v = i, 2, . . . , ^a2 il existe une fonc-
V = l 

tion de carré sommable telle que ses coefficients de Fourier sont 
égaux à av. 

Passons au cas des fonctions de deux variables complexes : si le 
système { ^ ( z ) } est fermé par rapport à la classe F des fonctions 
analytiques dans Oh et de carré sommable, les propriétés A et B 
subsistent et même peuvent être renforcées de la manière suivante : 

A. THÉORÈME lia. — Si le système {cp(v)(s)} des fonctions régu­
lières dans Oh est fermé par rapport à Oh et F, chaque f € F peut 
être représentée dans Oh sous la forme 

(9) /(-o=2?(v)(*)w, ?(v)], 

(1) Cette terminologie se trouve dans KAR^ZMARZ-STEINHAUS, Théorie der Ortho-
gônalreihen {Monografje Matematyczne, Warszawa, Vol. 6, 1935). 



SUR LES FONCTIONS ORTHOGONALES DE PLUSIEURS VARIABLES COMPLEXES. 25 

la série (9) étant : i° convergente en moyenne dans Oh vers / , 
c'est-à-dire 

I n |2 

= Hm !*</, / ) - 2 I J^î/» ?(v)l I2 = °-

20 Convergente uniformément et absolument* dans chaque 
domaine partiel i de Oh se trouvant entièrement à l'intérieur de 
Oh. [Bergmann, 4?.] 

Démonstration. — i° Le choix ^ = 1 ^ ( / , <p<v>), v = 1, 2 , . . . 
dans (8) rend l'écart Mn minimum; il en résulte par définition d'un 
système fermé la relation (10). 

Remarquons qu'il suit de (10) 
00 

(n) J<,(/, / ) = J ) I W , ?M] I* (égalité de Parseval). 

2° La convergence absolue de (9) résulte de l'inégalité de Schwarz, 
de ( 11 ) et du théorème I, car 

« / 00 » 

(12) 2 I J« & *(V,] ̂ ' ^ ! =1 / 2 I J<8 C/' ^ '* ]£ ' ?M(^) ' 
v=i y v=i v=i 

La convergence uniforme résulte de l'égalité de Parseval et du théo­
rème l, car 

2 ^ ^ ^ ^ ^ ^ c ^ î i ^ i / 1 J-» c/; ^>—2 'J* ̂  *Cv,]i" j 2 , 9 ( v ) c * ) , a ' 
v=n V L v=i Jv=l 

Il suit du lemme (voir p. 22) 

/ (o-2J^ [^ç ( v ) ] c p ( v ) (° 
IL v=i JI 

< 
JC[R(<I. 7^]î 4 / J « ( / . / ) - 2 ! J« LA ?(v)] l2> 
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o ù R ( ^ , t2) signifie la distance du point {t ) de la frontière de Oh, 

car E \ \*k— i*\<-r* * = i ,a | C ^ - {?(v)(*)} étant un système 

fermé, on a, en vertu de ( 10), 
V 

Hm / ( 0 - 2 I» t/, ?M] «M(0 - o, 

d'où résulte (9). 
00 

B. THÉORÈME II b. — Si 2 I av|2 < oo, afo/\s il existe une fonction 

#(*) régulière dans Oh telle que : 

L v=i v=i J 
2° « v = J * ( ^ , 9 (v)) 

[Bergmann, 14; Hammerstein, 1], 
«e 

Démonstration. — Nous poserons #•(*) = 2 <*v?(v,(*)- L'existence 
v = i 

et la régularité de g dans chaque ¥(^0h résulte de 

(>3) [ 2 1 « v , « w 1 ] g 2 1 ^ 1»21 »«(*) 1 ¾ ^ [ R ^ , ^ 2 1 * | 2 -
Lv=/i J v=zn v=i L V ' / J

 v=/i 

Pour démontrer le i° il suffit de montrer que 

Hm J<J 2av?(v)> 2a v < ? t V ) = °' 

n-\-p 

La suite # 1 / , ( ^ ) = 2 ^ 9 ^ ( ^ /> = I> 2> ••• d e fonctions holo-
V=3/l 

morphes converge uniformément dans tout # , WÇ^Oh vers 

£"/i(i)=2av<£ (v ,(*)- 0 n a d o n c 

V = /l 

M<?«, <?*) = UmJ9(gnp, gnp)^ Mmi(A(gnp, gn ) = Y | «v |» 
V = /l 
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00 00 

11 en résulte que Jœ(gn, # i ) ^ 2 l a v l 2 e t 2 l f l v l 2 é t a n t c o n v e r g e n t > 

il s'ensuit le i°. Le 20 résulte du i° car, pour p. fixe et /i->oo, on a 

|J*[tf, 9 ^ 1 - ^ = J<B 

< Jd 

= Jo5 

71 n i 2 

^ - 2 a v ? w ) j ^ 
v=:i J I 

n n 

g- 2a*<p(v,i # - 2 a ^ ( v ) 

/i n 

^ - 2 a v ? ( v ) ' ^ ~ 2 a v ? ( v ) 

J < B [ < ? H «p(^l 

->o. 

Remarque. — On démontre de manière analogue que, si 

2 | a v | 2 < o o et 2 | 6 v | 2 < o o , on peut intégrer / 2 a ' ? ( v ) > 2 * V ? Ï V ) ) 

terme à terme. 

5. L'existence des systèmes fermés. — THÉORÈME III. — Il existe 
pour chaque Oh et pour la classe E.(Oh) des fonctions analy­
tiques f(z) de carré sommable dans Oh un système fermé {ty(y,)(z)} 
[Bergmann, 3; Welke, 2] . 

Remarque. — Ce théorème est un cas particulier d'un théorème 
général concernant l'espace de Hilbert. Nous en donnons ici une 
démonstration, dont l'intérêt réside surtout dans le système fermé 
construit. Ppur plus de simplicité nous nous limiterons aux 
domaines Oh bornés. 

Démonstration I. — Soit {£] = {£,, t2} un point fixe intérieur 
à Oh. Nous désignons par E^(Oh) l'ensemble des fonctions / de E(Oh) 
pour lesquelles on a, les (mn) étant ordonnés comme il a été indiqué 
au paragraphe 1, 

( l 4 ) fmknk=0 pour * < V , / W v r t v = I , 

oùfmn d é s i g n e - ^ f f j ^ ' ° - La classe E^(Oh) n'est pas vide, car 

elle contient (Zi~ti>mv(z*~~t*'n, . Nous nous posons maintenant le 

problème variationnel : déterminer la fonction/ €/^v,(<fc), qui rend 
l'intégrale J*( / , / ) minimum. Soit hp(z), hp€E^(0h),p = i, 2, ... 
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une suite de fonctions pour laquelle lim J^(AA,, hp)=A où 
p>oo 

( i 5 ) A = borne inf. J<B(/I , h). 
h ÉEW(<8) 

Du lemme (cf. p. 22) il suit que dans chaque domaine %(^Oh, la 
suite est uniformément bornée dans son ensemble, elle forme donc 
une famille normale dans Oh. On peut trouver une suite partielle hPk telle 
que hpk(z) converge uniformément dans tout %(^Oh vers une fonc­
tion g(z) qui satisfait visiblement aux conditions (i4)« On a donc, 

(16) Jg (g, g) = lim J s (hPki hPk) g lim J^ (hPky hPk) = A, 

par conséquent 3&(g, # ) ^ A . D'autre part, par définition, on a 
3<&(g, £")^A, d'où l'on déduit en vertu de (16) que 5&(g>, g)=A. 

IL Vour chaque fonction l(z)} leE(Oh), qui satisfait aux condi­
tions 

(17) lmknk = 0 (k^) 

OÙ 

_ d™+*l(tA, h) 
lmn" dl?dt% ' 

on a 
(18) J<©(#, o = °-

En effet g -{- cl^E{v)(0h) pour chaque constante c. Si l'on pose 

__5q(g,l) 

un calcul immédiat montre quef 

1^(^011 
J<8 (g -+- ci /, # -t- et l) = A — 

J a ( / , 0 

Ceci n'est possible, d'après la définition de A, que si l'équation (18) 
est vérifiée [Bergmann, 11]. 

III. Il n'existe qu'une seule solution de notre problème. En effet, 
s'il y avait deux solutions g\, et g2, (g\—V2) satisferait aux condi­
tions (17) et l'on aurait d'après (18) 

Mtf- i î <Ti— tfa) — H(gî, gi—g2) = o, 
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d'où il résulterait 3a(gx — g2, gA— g2) = o et par suite, d'après le 
lemme, g\ = g%-

IV. Faisons parcourir v dans ( i4) les valeurs successives i, 2, 
3, . . . et désignons les solutions des problèmes d'extremum cor­
respondants par g{v)(z), v = i, 2, Comme d'après ( i 4 ) 
g{k)(z) satisfait aux conditions auxiliaires (17) qui sont posées 
pour le problème correspondant à v, v < / r , on a, d'après II 
J<s(#"(v)> g{k)) = °i P o u r v < * > c'est-à-dire les fonctions g[*] (z), 
v = i, 2, . . . sont orthogonales. Nous les normons, c'est-à-dire 
nous posons 

¥k) (z) = " j » 

et nous obtenons un système orthogonal et norme {^(v)(*)}? n o u s 

allons montrer qu'il est fermé par rapport à E(&). 
s 

S o i t / E € (Oh) elfs)(z) = 2 av^(v,(^)- N o u s allons déterminer les av 
V = l 

de telle façon qu'on ait 

(19) / A U ( 0 = / i » . m ( 0 ( v = i , 2 , . . . , * ) . 

Ceci est possible, car en remplaçant dans les équations (19) 
s 

fmni1) p a r 2 a v ^ " ( 0 ' 0Ï1 obtient s équations pour déterminer les av 

V = l 

(v = 1, 2, ..., s), le déterminant des coefficients des av étant différent 
de zéro d'après la propriété (i4). D'autre part, si l ' onaa v = J«( / , ty{y)) 
les conditions (19) sont satisfaites, car (fs)—f) satisfait aux condi­
tions auxiliaires ( 17) et d'après II 

J a [ / w - / > * » ] = j J 2 ^ 4 ^ - / 1 + ^ \^° ( * = I ' 2 ' ~"'î> 

d'où résulte a * = J « ( / , ^ (A))-

Si nous posons q(z) = 2 aAM (zh c e t t e s é r i e s e r a ' d , a P r é s l e 

V = l 

théorème II, uniformément convergente dans chaque domaine partiel 
g intérieur à Oh, g est donc une fonction analytique de *,, z2 dans 
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Oh et l'on a lim f^(z) = q(z). Gomme pour / > v on a, d'après ( i4) , 

+j£»,(0 = oTil s'ensuit que ?mvn.XO = / m L ( 0 =/m,*v(Oi c'est-
à-dire 

r dm*+-nvq(zi, Z2) 1 ^ r^m»+w'/(*i, *2)1 
J2j t=/ t L dz\n*dz% ] S k = t k dz^dz^ JZk=lk L ^ . ^ - . 

Cette relation étant vraie pour chaque (m^n^)x c o m m e / e t q sont 
des fonctions analytiques dans (B, on y a 

•0 

V = l 

c'est-à-dire que chaque fonction/de E(Oh) est développable suivant 
'les tyW(z). Le système (^(v)(-s)} est donc fermé. 

6. Fonction noyau et fonction minimum. — Dans chaque domaine 
Oh il y a évidemment une infinité de systèmes fermés de fonctions 
•orthogonales, le point [t] utilisé dans la construction ci-dessus étant 
arbitraire. Mais, le noyau d'un système {cp(Ar>(^)}, fermé pour E(&), 
est indépendant du choix du système, comme on le voit d'une 
remarque, formulée plus loin. 

THÉORÈME IV. — Le noyau 

(20) 2 ? , V ' ( * ) ^ r ) 

V = l 

d'un système {<p(v> (z)} fer/né pour la classe E(Oh) est, pour z = t, 
égal à [ 5 ^ ( 0 ] - 1 °ù \ B ( 0 est Ie minimum de $&(f, f) lorsqu'on 
envisage toutes lesf(z)eE(Oh) avec f(t) = 1 [Bergmann, 11]. 

Démonstration. — En vertu du théorème II, {<pW (z)} étant fermé 

pour E(Oh), chaque fonction/envisagée est égale à 2 «v?(v)C^)- En 

posant a v = ^ -> on peut représenter/ sous la forme 

2l? ( v ) ( '> ! 2 

v = i 

Î
ao 

2t?w(Ô+Av]9<v)(z) 

2I? ( V ,OI 
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Vu quef(t) = i , on a2-A-vcp(vl(0 = o. D'après l'égalité de Parseval 

on a 

J« ( / , / ) = 
2 1 <p,v,(o+AVi» 2 ' *Mrô ia* 2 'Av |S 

v = i V = l V = l 
,2 ( _°°__ |2 

12 2i? ( v )(oi2 | 2 i ? ( v ) ( 0 1 

Le minimum sera atteint si tous les Av disparaissent. Il existe donc 
une fonction unique qui rend J&(/, / ) minimum, à savoir : 

ce 

2^KÔ?M(-s) 
<«) —« 

2iï(vi(oi4 

V = l 

et le minimum X^(j) est égal à 2 1 ^ ^ ( 0 1 1 ) 

Remarques. — I. Les deux grandeurs2 I ? ( v l (0 I2 e t ( 2 I ) n e 

V = l 

dépendent pas du système {cplv) (z)}, mais uniquement du domaine <® 
et du point auxiliaire { t } . Il en est de même du noyau (20). 

Nous appelons (20) et (21) respectivement « FONCTION NOYAU DE Oh » 
et « FONCTION MINIMUM DE. Oh CORRESPONDANT À { t } » et désignons dans 

la suite par K&(z, t) et M® (z, t). 

II. On a 

(22) K<B(*, 7) = max|MOI2', 
h ç L 

où L désigne l'ensemble des fonctions g, régulières dans, d3 et telles 
que J*(g, g)<:i. 

III. Soit i2 , $2Ç_<& un morceau d'une surface analytique. Dési­
gnons par f • le bord de i2 , Kœ(z, *) prend son maximum par rap­
port à J2 dans un point de ff, c'est-à-dire pour chaque {t} € J2 on a 

K^(^,ï)^ {^
x

t lK^(ç,Ç> 
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En effet pour chaque { t ) la fonction 

K * U , t) 
h(z, t) = 

y/ iuUï) 

satisfait à J^(/ i , A) = i et à | A ( t , r ) | 2 = K < a ( * , t). h(z, t) étant 

dans i 2 une fonction régulière de zA, z2, il existe un point {£(°)} € f i 

tel qu'on ait |A(*, 0 I ^ I M £ l 0 ) > *)• D'après la remarque II on a 

|A(£(°), « ) | a <K«(g ( 0 ) , £(0)) d'où résulte notre affirmation. 
Cette propriété a lieu même si { 9(v> (z)} n'est pas fermé. 

K(e(£, 7 ) et M^(-s, ¢) joueront un rôle fondamental pour le déve­

loppement ultérieur de la théorie. 

Dans le cas d'une yseule variable et d'un domaine simplement connexe ces 
fonctions sont intimement liées à la fonction qui représente ce domaine sur le 

cercle. En effet, si £ = w(z> t), \wz(t, t)\=i, wz(h 0 = "£z Y 

z = t représente le domaine ÎJ2 sur le cercle Jt2, de telle sorte que { t} cor­
respond au centre du cercle, alors, d'après un théorème connu, wz(zy t) rendra 
l'intégrale 

J = f\fz(z)\*dxdy, z=x + iy, 

minimum- si l'on n'envisage que les fonctions analytiques dans $2 avec 

ft(t) | = i , ft(t) = ' j i car ô est égale à l'aire du domaine dans lequel 

$>2 est transformé par f(z) et d'autre part le cercle il2 est représenté par une 
fonction g(Z) — (%--t)-*-<z(Ç--t)*-*-..., g(Ç)?ï (Ç--t),sur un domaine dont 
l'aire est plus grande que celle de &2. wz(z, t) est donc dans ce cas la fonction 

minimum M ^ * , t) et l'aire de &2 est -——-[Bergmann, 1; Bochner, 1]. 
KJ82\*> t) 

(23) 

La fonction noyau pour le cercle iH2= E( \z \ < r) est 

r2 

K *(*»') - W ( r ._ , ï )« ' 

Comme l'existence de la fonction minimum est démontrée sans utilisation 
du théorème de Riemann-Poincaré, il se pose la question suivante : ne serait-il 
pas possible, par ce moyen, de démontrer de nouveau le théorème de Riemann-
Poincaré. Dans ce but il faut montrer que le domaine Ht2 qu'on obtient par la 

M$2(z, t) dz d'un domaine B2, simplement connexe, 

est un cercle. Mais, ceci n'a été démontré jusqu'à maintenant que dans le cas 
où Ht2 est un domaine étoile [Bergmann, 10; Schiffer, 1]. 
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En ce qui concerne la fonction noyau pour des domaines doublement 
connexes du plan, voir Zarankiewicz [1, 2] et Kufareff [1]. 

7. L»e problème de la formation effective de la fonction noyau. — 
Jusqu'à maintenant on ne connaît qu'une seule méthode pour former 
effectivement la fonction noyau correspondant à un domaine donné Oh, 
à savoir celle qui est basée sur la construction d'un système de fonc­
tions orthogonales, fermé pour la classe E(<&) des fonctions régu­
lières de carré sommable dans Oh (1 ). Nous allons donc envisager cette 
question pour des domaines particuliers. 

Le système (2) est fermé pour un domaine cerclé de Reinhardt 
comme nous allons le montrer. 

Gomme il résulte de la formule de Cauchy, toute fonction régulière 
dans un bicylindre y est développante en une série de puissances 
uniformément convergente. Chaque domaine cerclé et convexe C de 
Reinhardt peut être représenté comme la réunion d'une infinité de 
bicylindres S/, dont les centres sont à l'origine. Si / est régulière 
dans £, elle est régulière dans chaque bicylindre Sk et y est repré­
sentable sous la forme 2 a m / i * r * 2 - Comme 

\àz?àz$\z 
%mn—m | A*niA~n I _^ = o ' 

les a\ntl sonl indépendants de k. D o n c / e s t représentable dans C sous 

la forme 2?amnz"lz2» Comme d'après (3) le système (2) est formé 

de fonctions orthogonales dans chaque (2, donc (2) constitue un 
système de fonctions orthogonales fermé pour E(C). Les fonctions 
noyaux pour S, Cp et 9t sont données par (4) , (5) resp. ( 5 a ) . 

Soit ÔC = E I z-i i < R(5)> s = ~ u n domaine cerclé. Le système 

de polynômes homogènes Vmn(zA,z2) (introduit à la page 20) ortho­
gonaux dans 3C est fermé pour E(âC). 

Démonstration. — Chaque fonction g(zx, z2) =zg(sz2, z2) régu-

(1) Remarquons encore qu'il y a aussi d'autres méthodes, comme celle indiquée 
au paragraphe 5 pour montrer l'existence d'un système fermé pour E(<&) de fonc­
tions orthogonales [p. e. Bergmann, 3]. Mais ce sont des démonstrations d'existence 
qui ne donnent aucune possibilité de construire effectivement le système. 

MEMORIAL DBS SC. MATH. — N* 106. 3 
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lière dans le voisinage du point zA=:z2 = o peut être représentée 
dans le voisinage de ce point (c'est-à-dire si z2 est suffisamment 
petit, s quelconque) sous la forme d'une série, 

(24) g(sz2, z2) = g(o, o)-*-zi[goi + sgio]-hzn ^#02-4- sgu -H - J2g** -+-...,' 

où 
Yà™+"g(zx,zi)~\ 

#^-1 âzmâzn }zi=z2%__ 

Si l'on écrit alors les fonctions fmvnv indiquées au paragraphe 5, on 
peut les mettre dans | z% \ <C R(s) sous la forme 

z™*+n*qQ(s) •+• z™^n*+1qi(s)-h. .., 

où la condition ( i 4 ) n'impose aucune restriction aux q^s), / Â > I . 
D'après un théorème de Tonneli sur les intégrales multiples de 
Lebesgue, on a 

J Jc( /^v^v, / /w v / iv )= / I Zifnivnv(sZ9, Zo) !9 dtùZl do), 

= I dlàs II \Ztfm^(SZt,Zt)\*dtûz% 

d(ùZi = dxï dyt, duys = du dv (s = u -+• iv). 

Comme les q^(s), /JL = 1, 2, . . . ne sont assujettis à aucune restric­
tion, le minimum de l'intégrale sera atteint, si l'on choisit pour J*>I 

qxk(s) = o. q0(s) est un polynôme de degré (mv-r-7iv) d'où suit que* 
les/mv/7, sont des polynômes homogènes en Z\, z2 de degré ( m v + ru*). 
Or on peut exprimer linéairement tous les ( mv 4- AIV -4- 1 ) polynômes 
fm*n*(z** z%) ^ e degré (mv + 7iv) par les polynômes P n m ( ^ , *a) 
n + m = n v + mv. Chaque fonction ^(v)(*t> ^ ) [ c / p. 20] est donc 
une combinaison linéaire d'un nombre fini de Vmn. Comme {4*(v) ! 
est fermé pour J?(0C), il en est de même pour { P m n } . 

D'une façon analogue on démontre que si 'S est un domaine semi-
cerclé, S = E[| z2 j < R(zA ) ] , il y a des systèmes de fonctions ortho­
gonales Q m n (* i , z2) fermés pour E("S) de la forme 

Qmn(Zi, Zt) «a *?fmn(*i)-
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Remarque I. — Un rôle important est joué dans la suite par les 
fonctions minima f(z) satisfaisant aux conditions 

2- / ( 0 = o, / w ( 0 = i, • / . i ( 0 = °; 
(25) {S. / ( 0 = o, / . . ( 0 = o, /o i (0 = « 

j/«-(0-[ ^ ^ ] n = j . 

où { £ J est un point fixe, intérieur à Oh. 
Nous les désignerons parMJ^s, t), M%l0(z, t),M^A(z, t). La pre­

mière et la troisième sont les solutions des problèmes de minimum 
considérés par nous lorsqu'on pose dans ( i4) v = i resp. v = 3. Dans 
le cas d'un domaine cerclé #C, on obtient ainsi 

(26) Mkto 0 = 1, M £ ( * , O = ( * , - /,). 

Une considération analogue donne 

(27) M™(3, 0 = ( * i - ' i ) 

[Bergmann, 5; Welke, 1]. 

Remarque II. —Pour les fonctions introduites dans la remarque I, 
on obtient dans le cas d'un domaine semi-cerclé "S 

(28) M*,(*,*) = * l ( * i - * l ) , M£Q= * , ( * ! - * ! ) , M ^ r * » ^ , - * . ) * ! ^ ! - - * ! ) , 

où gk(t) sont des fonctions d'une variable complexe Ç convenable­
ment normées [Welke, 1 ] . 

Passons maintenant au cas d'un domaine Oh simplement connexe 
quelconque. En orthogonalisant les fonctions z™z\, (m, n) = 1 , 2 , . . . 
à l'aide du procédé de Schmidt, on peut construire pour chaque 
domaine Oh un système de polynômes orthogonaux P<v) (z), v = 1,2, . . . . 
Il se pose la question de savoir pour quels domaines simplement 
connexes ce système est fermé pour E(dh). 

Si l'on se borne dans cette direction à la classe E*(Oh) des fonctions 
regulier.es dans le domaine fermé <S, alors on a le théorème suivant 
que nous donnons ici sans démonstration. 

THÉORÈME V. — On a pour chaque fonction f(zA,z*) régulière 

http://regulier.es
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dans le domaine dh 
00 

(29) / ( * i , * 0 = 2 a v P , v , < , , ' ; , l ) ' oA av=J<BE/. p | v ) ] . M * <B, 
v=i 

si le domaine Oh satisfait aux conditions suivantes : 
Il existe un domaine étoile Si conte fiant-Oh. Soit tt»1 un chemin 

continu reliant les points t{{) et £(,J) du plan complexe. Il existe 
deux fonctions 

(30) Wi=)?i(^i, Z2, t), Wy=pt(Zt, Z2j t) 

avec les propriétés suivantes : 

1. Pour chaque t fixe dans un voisinage lU 2 deU) 1 ,^ etp2 sont 

des fonctions régulières de zA et z2 dans 15 ; pour chaque zA, z2 

fixe de J0i, pA et p2 sont des fonctions régulières de t dans 1U ; 

enfin pA et p2 sont continues en Jonction de zA, z2 et t. 

2. Le point w/,=pk(zA,z2,t), /t = i, 2 se trouve dans Oh pour 
tous t de tfl1 et zA, z2 de Oh. 

3. pk[zA, z2, t^)] = zh k= 1, 2. 

4. Il y a un R tel que i° V hyper sphère \ zA | 2 -\- \ z2 \2 <C R2 est 
comprise à l'intérieur de Oh et 20 il existe un point *0) = £(3>(R) 
sur W1, £3) yé tW tel qu'on ait pour tous les points zA, z2 de Oh et 
les points t compris entre £(3> et t{2) sur tu1, 

\pv(zu zt, 0 l2-+" I M*u z*, 0 l2^ Rs> 

[Hammerstein, 1 ] . 
En partant de la théorie des domaines avec une surface frontière 

remarquable, Mme Aravijskaja [1] a donné une méthode différente 
pour construire des systèmes de fonctions orthogonales, fermés 
pour E*(0h). La méthode n'est applicable qu'à une catégorie assez 
restreinte de domaines mais qui ne sont pas nécessairement simple­
ment connexes. 

(1) Chaque domaine étoile satisfait aux conditions indiquées dans le théorème V. 
On peut prendre ^ = ^ ^ = 1 , 2 , 0 ^ ^ 1 . 
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8. Systèmes particuliers de fonctions orthogonales complexes et 
leurs applications. — Remarquons que pour différentes applications 
il est utile d'introduire différents systèmes de fonctions orthogonales, 
mais on a peu traité cette question. 

Dans le chapitre précédent nous avons introduit des domaines 
possédant une surface frontière remarquable qui, comme nous l'avons 
indiqué, joue du point de vue de la théorie des fonctions, un rôle 
analogue à la courbe frontière dans le cas des fonctions d'une 
variable. 

11 convient de considérer des systèmes de fonctions qui sont ortho­
gonales par rapport à une surface frontière remarquable ( i 2 ) d'un tel 
domaine. 

En rapport avec ces questions on n'a considéré jusqu'à présent que 
des classes très spéciales de surfaces i 2 à savoir celles qu'on repré­
sente sous la forme 

( | * i | = R(<p, 40, ? = arc^i (o<;cpg2Jc); 
( s s = e ' * ( o ^ g 2 7 u ) , 

R(cp, 40i R(<p? 4 , ) ^ c > ° » étant une fonction périodique en cp et >̂ 
des périodes 27:, satisfaisant à la condition de Lipschitz 

| R(Ç> «j,) - R(Ç', f ) | g A, | ç - ç' | -+- A.| ,|i - 4/ |. 

Bien que les résultats formulés ici puissent être étendus aux cas où 
i 2 est d'une forme beaucoup plus générale que (3i), nous supposons 
toujours dans ce paragraphe que P possède la forme indiquée. 

Soit 3îl un domaine avec une surface remarquable i 2 . Nous dirons 
qu'un système de fonctions 0 ^ ( ^ , z2), v = i , 2, . . . , régulières 
dans 3Tt, différentiables dans 0Tl + i a , est un système de fonctions 
orthogonales par rapport a i 2 , si l'on a 

L 
OÙ 

û ^ (-Si, , 5 9 ) 0 ^ ) ( ^ 1 , ^j)fifo = 8Vjlj 8 V V = I , 5yyL= o ( v 7^ H1)* 

do = dy dy. 

Comme dans la démonstration du théorème I, nous montrons 
co 

que ^V| f t ( v ) (^ ,£ 2 ) | 2 < ° o pour chaque {^,52} € 3TI. Dans ce but 
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®n i»©itfU>e <|*e pour *©«* {^J, ^ } ç 3& il existe une constante 
««(«s1?, z\) > o dépendant seulement de { JSJ, *J | et 3R, et telle qtfe 
pawr cfc*qiie / régulière dans m cm ait : 

JTj/(^, *)i««faâ«(Ji, *j)i/(*t, **)<•. 

La plupart des théorèmes démontrés dans ce chapitre pour les 
y<v)t(zA} z2) valables aussi pour un système de Sï (vî(s f, z2). Spécia­
lement on démontre que chaque/, régulière dans 3ït, avec 

| / i * « f o O , 

peut être représentée dans DR sous la forme 

(32) /(*!, J»Î) = 2Û Ï V > ( J 8 1 ' **)][/QWd0> 
V = l * 

£(V)(-Si, ^J ) ,V = I , 2, . . . étant un système fermé [Bergmann, 8 ] . 
Le fait que les intégrales qui figurent comme coefficients dans (82) 

ne dépendent que des valeurs de / sur S2 présente une certaine 
importance pour quelques problèmes. En particulier, il sert pour 
démontrer le théorème suivant : 

Soit Syune surface quelconque de lu forme (3i), située tout; 
entière à l'intérieur <cPun domaine & et soit f(zA, z?) une fonction 
régulière dans <& avec J<s(/, / )< tx> . Si y est une valeur lacu-
waire de f dans <S et si \f\ <M sur S2, on a alors entre y et M 
Vinégalitë 

l Y l ^ t + v / l ' P + S H - l l l ] pour S > o , 

l ï i^Jirr pour s==o; 

où 
l = Bi/^-4- B2/ ,2-4- B3M, H = | B ^ |*+- | B 5 /^H- B 6 / , 3 |«, 

fzk=\àïl)Zl=Zi=o' 

Bk(k = i ,2, ' . . . ,G)etSne dépendant que de Oh et P [Bergmann, 8] 

On utilise aussi ces fonctions dans la théorie de certaines équa-
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tions intégrales, dans le domaine de variables complexes [Berg­
mann, 18] . 

Je voudrais encore indique» que l'on peut, en* utilisant k théorie 
de fonctions orthogonales réelles, donner des indications sur le 
comportement du développement (32) sur la surface frontière remar­
quable. On n*a fait jusqu'ici aucune recherche dans cette direction. 
Je vais donc me borner à indiquer quelques résultats que l'on obtient 
immédiatement en partant de théorèmes connus. 

1. Il est toujours possible de ranger un système Qiv>(*f. * 2 ) , 
v = i,2> . . . y de telle façon que, pour la suite nouvelle &Vm)(zA7 z2), 
m = i, 2, . . . , chaque développement 

^avmtFm\zu s*), ( 2 | a v | 2 < a ° 
m=t \ v = i 

converge dans Oh et l'expression 

converge presque partout sur i 2 . 2. Pour chaque système QP](zitz2)r il existe une suite partielle 
kmr m = t, 2, . . . , telle que 

2 2a*û<v>(*i, *«) 
/ »= i v = * m _ 1 + l 

converge dans Oh et presque partout sur i 2 . 

3. Si 

lag2v,. je fafy) do < o c , 

alors (3a) converge presque partout sur i 2 . 
On obtient 1, en partant d'un théorème de Menchoff( '); 2^ d*un 

(1) Smr la sont ma4i*n de» séries dm fimetions ort&ogejtales par tes: méthodes 
linéaires (en russe) {Bull. Ac. Se. U. R» S, S., 19¾¾ p.- 208-229,). 
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théorème de Marcinkiewicz (*), et 3, d'un théorème de Menchoff(2). 
Quant aux autres catégories de fonctions orthogonales mention­

nons les systèmes de fonctions doublement orthogonales, c'est-à-dire 
orthogonales par rapport à deux domaines différents. On a dans ce 
cas 

J<s[?(v), <?W] = o et Jg[?(V), <pW] = o (V^JJL). 

L'introduction de telles fonctions est utile dans l'étude d'une fonction, 
donnée par sa série de Taylor [Bergmann, 3 ] . 

Il s'avère utile d'introduire aussi des systèmes biorthogonaux (3) . 
M. Aronszajn [1, 2] les a utilisés pour obtenir des invariants par 
rapport aux transformations pseudo-conformes. 

III. — SUR QUELQUES PROBLÈMES DE MINIMUM. 

i . La méthode des problèmes de minimum. — Déjà dans le 
chapitre précédent nous avons vu que la considération de certains 
problèmes variationnels est un procédé analytique important pour 
l'étude de plusieurs problèmes (démonstration de la convergence du 
noyau, de l'existence d'un système fermé). Il se montre que l'établis­
sement d'une connexion entre des problèmes varationnels d'un type 
particulier et certains problèmes de la théorie de la représentation 
pseudo-conforme, est très utile pour un grand nombre de questions. 
En effet, certaines grandeurs qui jouent un grand rôle dans la carac-
térisation d'un domaine, sont en même temps des extréma de J&(/, / ) 
lorsqu'on envisage les fonctions feE(oh) qui satisfont en un 
point {£J€d3 à certaines conditions auxiliaires. Nous avons déjà 
appliqué ce procédé au § 6 du Chapitre II où nous avons démontré 
que la quantité [K( i l 7) ]~ l est égale au minimum ^(t). Cette 
méthode nous permettra de donner des limitations pour les diffé­
rentes grandeurs étudiées (cf. Chap. IV). Pour démontrer que ces 

(1) Sur la convergence des séries orthogonales {Studia Mathematica, 6, 1936, 
p. 39-45. 

(2) Sur les fonctions orthogonales (Fundamenta mathematicœ, 4, 1923, p. 82-
io5). 

(3) Deux suites-{ <pCv)} et { <|/v) } sont appelées biorthogonales et normées si 
J * ( 9 M i * ( l°) = V 8w = i, 8 ^ = 0, v * |t. 
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grandeurs sont égales aux valeurs minima X de J<©(/,/)? le plus simple 
est d?exprimer ces dernières minima à l'aide de la fonction noyau, 
de la fonction minima et de leurs dérivés respectivement au moyen 
d'un système { yW(x) } fermé pour E(Oh)> 

2. Les problèmes de minimum [Bergmann, 4 ,11,18] . —Nous allons 
introduire des symboles pour quelques matrices. Soita^,/? = 1,2,.... 

q = 1, 2, . . . , n un système de nombres complexes tel que V | açv |
2<«> 

v = i 

pour gr = 1, 2, . . ., n. Soient d'autre part X, , . . ., Xn des nombres 
complexes. Nous employons les symboles suivants pour £ = 1, 
2 , . . . , n : 

' L a i v a i v S a t v a2V . . . 2 « i v a * v \ 

i a s v ^ l v 2 <*2V a2V • • • S 0C2v a/5"V 

^2a/fcvaiv S a ^ v a 2 v 

/Sâ l v(p(v)(^)\ 

\ s^ v ? (v ) (^) / 

Le symbole [D]* désigne la matrice [D]* sans la siëme colonne. 
[ [D] j est donc une matrice de k lignes et (k — 1) colonnes]. 

Nous allons chercher maintenant la fonction /<") (z) € E(Oh) satis­
faisant à la condition 

(2) A 2 À v a ? v = X ? ( ? = i , 2, . . . , n); A v = J « [ / » i , ©M] 

qui rend l'intégrale 5<s(f,f) minimum. D'après l'égalité de Parseval 
on a 

W > / ) = s lAvl2-

( l) La première et la troisième de ces matrices sont des matrices à une colonne 
tandis que la seconde représente une matrice à n lignes et n colonnes. 

Elles sont écrites pour un cas spécial d'une façon plus développée à la page 45 for­
mule (9). 

2 désignera partout dans ce chapitre \ • 
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D'après § 4 du Chapitre H, pour chaque suite A^ avec 21 Av |
2 < oo, 

iï existe une fonction £Av<pM(»,, ^2); par conséquent, notre pro­
blème se réduit à déterminer le minimum de la forme hermitiqne 2 Av Av 

sous la condition (2). Pour obtenir les valeurs de Av rendant 2AVAV 

minimum, nous diffiérentions l'expression 

J^AVAV —JM ^ * ( 2 A v a 5 V ~ " X V " ~ F J ( ZjAJgjy—x* ) 

par rapport à Av, v = 1, 2, . . . et mous obtenons 

n 

A v = 2 * J L - , a * v (v = I > 2> • • • ) • 
Sz=i 

En remplaçant dans (2) les Av par les expressions obtenues et en 
changeant l'ordre de la sommation nous avons 

on obtient (pour les détails c/. Bergmann, 4, 11 p. 94, 18) les 
résultats suivants : 

I. La fonction minimale f(n)(z) cherchée est (*; 

I o [ K ^ K * ) ] ' 1 1 I 

(3) ^ ^ . ^ - ^ i l ^ ^ L ^ ^ . - I w |[p[Di- 1 

~JL |[D]*J r ' l[D]*->| Jl> ; l[D]*-*l J 

(1) Remarquons qu'on obtient pour fnHz) la troisième expression de (3) si Ton 
considère la deuxième expression coranwe «ne forme bilinéaire de variables X 
et«£a v9^(-8), q = r, 2,... AI et si on lui applique la transformation de Jacobi. 
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où [777]" resp. [. . .]'n désigne la matrice conjuguée resp. transposée 
de [ . . . ] n . La valeur minimum s'écrit 

(4) J^[/^/ ( w )] ' = 2 A v A v = 2 ^ 
q=.t qz=l q = l 

- 2 / - 0 x« . jDi-r -
7 = l 

l [Xl n [Dl" 

V | [ D ] ^ I 
"2à | [D]*| 

_ _ T U + 1 (-0-
| [*]*M 

| [ D ] * - i | 

Comparer les exemples plus loin où les formules sont écrites de façon 
plus développée. 

II. Il n'existe qu'une seule fonction minimale. Supposons en effet 
qu'il existe encore une autre solution ZGv<p(v);'on aurait alors 
d'après 2 et (2 a ) 

SAv(Cv— Â"v) = ï(Cv —Sv)l ]j£?7«Vv U ^ ^ î ^ v - Â v j ^ v . 
\q=\ J q=z\ 

G o m m e 2 G v a g v = 2 À v a 9 v = X g , o n a 

S ( C V — A v ) a 7 V = o ( £ = 1 , 2, . . n) 

d'où il résulte que 2Av(Cv — Av) = o et par conséquent que 

S | Cv |
s = 2 | Av |*-f- £ | Cv— Av i

2H- 2Re[SAv(Gv-Av )] > 2 | Âv |", 

à moins que tous les (Cv— Àv) ne soient nuls. 
Nous supposerons dans la suite que les « ^ sont de la forme 

(1) Les (m^pu) sont les systèmes des doubles indices ordonnés suivant la conven 
tion du § 2, Chap. IL , , 

Dans certain» problêmes nous admettrons que ïes ç w sont prises pour des points 
différents {tx

(l\ tfl)},..., { t x
l \ A/* }. Cf. paf exemple foa»Ieprt»blëai« dftoteTpefcifTon. 
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Alors la condition A devient 

/ 

(5) AU) 2 ^ ^ - ^ ^ = ^ (* = ! , . . . , / ! ) 

JmpK*)— ôtfôt'i 

THÉORÈME IV. — Soit \t\G.<%,(^_Oh. Soient Xg resp. \& les 
minima de l'intégrale Jg(A, h) resp. ioh (A, h) avec les mêmes 
conditions (5). On a Vinégalité 

(« ) A^X<B 

[Bergmann, H ] . 

Démonstration. — Désignons les fonctions minima correspon­
dantes par f§(z, t) resp. fa(z, t). f$(z, t) et /<B(*, t) satisfaisant 
aux mêmes conditions (5) , on obtient 

^=^1 /^ (^0^^^ /1 /^ (^01^^^^1 /^ (^01^^=½. 

Gomme les X forment en même temps les grandeurs caractéristiques 

pour le domaine considéré par exemple i =Ka(t, t) , ce 

théorème rend dans beaucoup de questions des services analogues à 
ceux que rend le lemme de Schwarz dans le cas des représentations 
conformes. [Cf. le fascicule suivant.] 

3. Exemples. — Nous allons donner maintenant quelques exemples de 
problèmes varationnels qui seront importants dans la suite : 

1. Si les conditions auxiliaires ont la forme 

(7) AU) / (O = X00, / io(0 = X10, . . . , ^ , ( 0 = = 3 ^ , 

ce qui revient à 

(8)A ^ = ^ , ^ ( 0 , X ^ X / n ^ Pour jx = 1, 2, . . . , x, 

nous désignerons dans ce qui suit la fonction minimale par M^0'"*"1*"* (z, t) 
et le minimum correspondant par Xj00,*,Xmj,,l*(0. 
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Pour abréger nous poserons 

K s K t ô ( l i ? h\ £1, h), 

K mnpq • 
. __ à*n+"+P+<! Kg(tu h \ 7 i , h) 

àt? àt% âtP St\ 
Koop? (z, t) = 

àP+9Kg(zu Zù~ti,h) 

àtPA di% 

Nous obtenons alors pour M^°XloXol(s, t) et Xx
3

ooXloX°1(0 (grandeurs dont 
nous aurons ultérieurement besoin à plusieurs reprises) les formules 

o K ( * , ï ) Kooïô(*r, 7) K00ôïU, 7) 

(9) M X ° ° X " X " ( * , O = -

Xoo 
Xio 

Xoi 

K 

Kioôô 

KQIÔÔ 

Kooïô 

KioïÔ 

Koiïô 

Kooôï 

Ktoôï 

KQIÔÎ 

Koi 

— X0OK(S, t) 

K Kooïô «-oooi 

K10ôô Kioïô K10ôï 

Koiôô Koiîô 

Xoo K 

Xio 

Ko: 

Kiooo 

K (z't) K 

K Q Q I 5 ( ^ , t) Kn 

Xoo 

Xio 

X Q I 

K 

Kioôo 

Kooio 

KioîÔ 

Koioo Kono 

KOOIO 

KIOÏÔ 

K Kooio 

Kioôô Kioïô" 

K (z,l) K Kioôô 

Kooïô \ z , t) Kooïô Kioïô 

Kooïôv^j t) Kpiïô KQIÔÏ 

( 1 0 ) 
^X00X10X0i / ,\ 

Xoo 

•Xio 

K 

Kioôô 

K 
Kioôô 

Koiôô 

Xoo 

Xio 

X . t 

Kooïô Kooôï 

Kioïô Kioôï 

Koiïô Koiôï 

K Kooïô 

KJOÔÔ Kioïô 

Koiôô Koiôï 

' K 1 

K 
K Kiooo 

Kooio Kioio 
K 

Kjoôô 

Kooio 

Kioïô 

K 
Kioôô 

Koiôï 

Kooio 

Kioïô 

Koooi 

Kioôï 

Kono KQIOI 

Remarquons que les grandeurs ) ^ ( 0 et ^Xi0(t) s'obtiennent de la fox-
mule (io) en négligeant dans le premier cas les deux derniers termes du 
membre droit de (io) et dans le second cas en négligeant le dernier terme. 

2. Considérons maintenant les conditions auxiliaires : 

( n ) AW / ( 0 = °> MI/IO(0 •+• "2/oi(0 = i> 

où Ui et Ui sont deux constantes complexes arbitraires. A ces conditions 
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correspondent les conditions A avec 

a l v = cp(v) (t), a 2 v = ul9\^(t) + « l Ç f t ( t ) = I, | /1 = 2 , 
( 1 2 ) 

X i = o, X j = i 

Nous n'écrirons pas explicitement la formule pour la fonction minimale 
dont nous n'aurons pas besoin dans la suite. Pour le minimum que nous dési 
gnous par À ^ ( 0 nous obtenons 

(i3) Xg(0 = - K 
K U\ Kooio -+- M^KOOOI 

M1K1000-H &2K0100 n(u} M) 

A /71/1 = 

"• / j * mnUmUn 1mn^mun 
/tt,fl = l 

_ s = ^ l o g K ( ^ , t%iu9 F») 

H ( M , u) == | «i |2KioïôH- «î^KioôTH- W2ttiK0iïôH- I M2 rKoiôï. 

Nous allons encore trai ter à l 'aide de notre méthode deux autres 

problèmes qui n ' in terviennent pas dans nos considérations ul tér ieures , 

mais présentent néanmoins un certain intérêt . Il est d 'ailleurs possible 

d 'établir une connexion entre ces quest ions et nos considérations 

ul tér ieures . 

4. Problème d'interpolation [Bergmann, 18; Minjatoff, 2]. — Soit à 
trouver la fonction minimale/(s) € E(Oh) prenant les valeurs X,,,q = 1, 2,. . . , /1, 
aux points { tW } G Oh. Les conditions supplémentaires sont maintenant 
AU) :f(tW) = X7, c'est-à-dire A avec agv = <f(vK*(?0, £ = 1, 2, . . . , n. 

Posons x^p = Ka(tW, *(p)), 

[X]* = 

[K«]*= K(^,W) 

AK(*,«*Ï). 
alors la fonction minimale /W(z) et la valeur minimum X s'écriront 

(14) / n , ( ^ ) = 2 G v * ( v ) ^ ) j x = 2 Gv 

v = i v = i 

( i 5 ) . ^ - ^ - ^ •itrfJ^lltrf]*!' 

+w (,) = (-,)*«Jli<^Ml, 
V^PFMTRF 
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[d]^ signifie que dans la matrice [d]k ou a supprimé la dernière colonne, 
et [Û?]£ signifie la matrice conjuguée de [Û?]J. 

Par exemple, on a 

P Xi 

V / K ( ¢ ( 1 ) , 7 ( 0 ) 

...., x K(*, 7(D) 

V/K(Ï(D, 7(D) 

(16) C, = -

Xt 

x2 

K( «m, 7(D) 

K( *(»), 7(D) 

vA" (¢ (1 ) , ¢ ( 1 ) ) 

tyW(z)=-

K(¢(1),7(0) K(¢(1), 7w) 

K(¢0), 7(D) K(¢(2), ¢(2)) 

K(JB, ¢(1)) K ( ^ D , 7(D) 

K ( * , 7W) K(¢(1), 7(2)) 

s/ K ( ¢(1), 7(D) 
K ( ¢(1), 7(D) K ( ¢(1), 7(2)) 

K( ¢(2), 7u)) K ( ¢(2), 7(2)) 

A. 

tyW(z) est une combinaison linéaire "V«[f ̂ ( ^ , 7(^)), où les a ^ ne dépendent 

pas de z. Pour v < k on a 

(17) J«[K(*,?v)), +(«(*, ^ i ) ] 

V / ' | [ ^ - M i [ ^ 

xi7 

x2v" 

XiT 

X9Î 

JtiA-i 

X2ÏPÏ 

X/fclV * H Î X * l A - l 

car, d'après la définition de la fonction-noyau et la remarque du para­
graphe 4, Chapitre II, on a 

J<B[K(S, <M), K ( S , 7 < P > ) ] = f K(* , ÏM)K( ï , *lp))rfto, = K(*<PÎ, 7(v)) = Xpv. 

II- en résulte que pour v < k% J<6[^v>, Vk>] = o; le système { $(*)(*)} e^ rfo/ic 
orthogonal. Par un calcul simple, on constate que ce système est aussi 
norme. Comme pour jx<v, < p ) ( ^ ) ) = o, (i4) représente simultanément 
une formule d'interpolation et un développement suivant les fonctions 
orthogonales ^)(z). Les Cv sont en même temps les coefficients deFourier 
par rapport au système {tyW(z)}. 

Ce résultat et tes théorèmes sur les fonctions orthogonales nous permettent 
d opérer le passage à n = oo. X étant la valeur minima, la [condition^néces­
saire et suffisante pour l'existence d'unf(z) € E(G) avec f(tW) = Xa, 
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q = i , 2, . . . est évidemment 
ce 

(18) 2 ! c v i s < œ -
V = l 

Si cette condition est réalisée, la fonction cherchée sera donné par 
00 

V = l 

On peut d'ailleurs montrer que la condition nécessaire et suffisante pour 
l'unicité de la solution du problème d'interpolation envisagé est que S^(v)(^)j 
soit fermé par rapport aux fonctions de la classe E(0h). [Minjatoff, 2.] 

Remarquons que par des méthodes analogues, on peut aussi traiter des 
problèmes d'interpolation, où les valeurs de la fonction ne sont pas données 
en des points isolés, mais sur un ensemble dénombrable de surfaces. [Berg­
mann, 18.] 

5. Application à la théorie des fonctions entières ou méro-
morphes. — Nous allons envisager maintenant un problème de la 
théorie des fonctions entières qui peut aussi être traité à l'aide des 
méthodes employées plus haut. 

On dit que / * est une fonction-zéro de / dans un domaine Oh 

si / * s'annule au moins dans un point de Oh et si ^ est régulière dans Oh. 

Supposons donnée une suite {/(v)|, v = i, a, ... de fonctions régu­

lières dans Oh, pour lesquelles on a / (log | / ( v , | ) ° du <oo. Soit Ohm, 

m = i, a, . . . une suite de domaines, ôhmCZOh,n+\. et telle que 

Oh = Oh, 4- (<#2 — <B4 )-+-.. . , et supposons que les /(v> et <ftv soient telles 

que / f v ) s'annule au moins une fois dans (0hv— d3v*.f), mais ne s'an­

nule pas dans 0hv_^A. Le problème est de savoir s'il existe une fonc­

t ion /avec / (log | / | ) 2 d w < oo, pour laquelle toutes les fonctions/(v) 

soient des fonctions-zéro dans Oh ( 1 ) . A l'aide de la théorie des fonc-

(1) Si l'on n'exige pas que / (log | à\)2 du> < oo, on voit facilement qu'on peut 

trouver pour toute suite /< v ) , v = i , 2, . / . une telle fonction / dès que <Sb admet 
la propriété suivante : Il existe une suite de domaines 

<&mi S w C ^ T O + „ ^ = ^ - + - ( « , — *!) H-. . . , 

tels que pour chaque <bm il existe un système de fonctions orthogonales 

biharmoniques dans (B qui est fermé pour la classe des fonctions biharmoniques 
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tions orthogonales, on peut montrer qu'il existe pour chaque 
domaine Ohm (ou <fc) une fonction y™ (*) | o u x&(z)] équivalente (1 ) 
*fv)(z) dans ^m [ou Oh] ayant la propriété suivante : chaque fonc­
tion g(z) régulière dans Oh, ne s'annulant pas dans Ohm [ou <&] et telle 

q U e X ( I o g l ^ l ) 2 r f w < 0 0 [ o u A 1 0 ? ! ; ? ! ) 2 rfw<»ll satisfait à 

X l o gU (i |- l o«^lr f a ) = ° [ouXIOglX^ 1-^1^1^ = 0] 
Nous dirons que y^ Tou y^ "1 est une FONCTION-ZÉRO ORTHOGO-

WALTSÉE PAR RAPPORT A Ohm [ou Oh] ('). 

Oit démontre que y^ (z) a la propriété extrémale suivante : Si h(z) 

est équivalent à y}£ (z) dans Ohm, alors 
m 

(,9) f^Mi!L\y*>sfmfr8\kwd.. 

On a un résultat analogue pour X#(*)- ®n a ^e théorème suivant 

que nous communiquons ici sans démonstration. 

THÉORÈME Vil . — Pour qu'il existe f(z) régulière dans Oh avec 

I ( log|/ | )2rfw <; 00 possédant les fonctions f^(z), v = i, 2. . . . 

comme fonctions-zéro, il est nécessaire que 

[ 1 m i - p 

Ipg TTtf ^w<^ 
I V = l | J 

et suffisant que 

[ I m 11* 
log T T yllM rfw < x> [Bergmann, 16]. 

I " | J '* 
Remarquons que la seule différence entre la condition nécessaire 

daris ÏSJ. On appelle fonction biharmonique dans un domaine $ la partie réelle 
d'une fonction g(z„ z%) analytique, dans g. 

(1) Deux fonctions f(z) et g(z) régulières dans § sont dites équivalentes dans § 

(par rapport à la division) si ^ \ et £ 7 ¾ sont régulières dans §. 
g(z) f{z) 

(2) Dans le travail [Bergmann, 16] on emploie le terme « normée » au heu de 
« orthogonalisée ». 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N« 106. 4 
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et la condition suffisante çst que x l v )(^) s o n t orthogonalisées dans un 
cas par rapport à Oh, dans l'autre cas par rapport à Ohm. 

L'introduction des fonctions-zéro orthogonalisées permet de plus, 
de donner des limitations pour des fonctions / méromorphes dans Oh 

avec / (logj/|)2rfo) = F < oo qui possèdent des fonctions-zéro et 

des fonctions-pôle (3) données, limitations ne dépendant que de 'F , 
des fonctions-zéro et des fonctions-pôle. Rappelons qu'une fonc­
t i o n / s o i t dite méromorphe dans Oh, si dans un voisinage de chaque 
point de Oh on peut représenter / sous forme~d'un quotient de deux 
fonctions régulières dans ce voisinage. 

Deux systèmes des fonctions, 

/ M (v = i , 2 , . . . , 0 et /iv) (v = / + i , . . . , r ) 

sont appelés système complet de fonctions-zéro et de fonctions-pôle 
r 

JI/M 

de / dans (B si / v~/+ 1 est une fonction régulière dans <8 et n'y n/ (v) 
V = l 

s'annulant pas. 

THÉORÈME VIII (que nous indiquons sans démonstration). — 
Si f(z) est une Jonction méromorphe dans Oh avec 

Al°g| / | ) srfa) = F<oo 

possédant un système complet des fonctions-zéro et fonctions-pôle, 
données par les fonctions orthogonalisées ^ ( v , (^) , v = i, 2, ...., Z 
et v = ( Z + 1 ), . . . , r, alors on a pour f(z) dans Oh la limitation 

(M) Jff^]v/^S^)g|/^)|^H(^)]^F:=¥S^)5 

oàïl(z) est une fonction ne dépendant que de Oh et 

S = f(lo«|S|)»«fo>, S ( J O = J S ! 

n xs?<*> 
[Bergmann, 14]. 

V = / - h l 



SUR LES FONCTIONS ORTHOGONALES DE PLUSIEURS VARIABLES COMPLEXE?. 5 l 

IV. —- LA MÉTRIQUE INVARIANTE 

PAR RAPPORT AUX TRANSFORMATIONS PSEUDO-CONFORMES. 

1. Introduction d'une métrique invariante. — Dansée chapitre, 
nous allons définir à l'aide de la fonction-noyau une métrique inva­
riante par rapport à toute représentation pseudo-conforme. A cet 
effet démontrons d'abord le 

THÉORÈME IX. — Dans une représentation pseudo-conforme 

(0 *l= gk(zi, zt), [zk=hk(z*A,zl)] (A: = 1,2) 

d'un domaine Oh sur un domaine Oh*, les fonctions-noyau se trans­
forment de la manière suivante : 

V(Zl, Zj) 

D(*î,*î) 
(2) K&*(z*, zl; z\, z\) = K<a(,si, zt\ ziy zt)\ 

[Êergmann, 11.] 

Démonstration. — La représentation étant biunivoque, les déter­
minants fonctionnels 

D(z*A, z*2) „( * M D(*i, *i) 
G^^2>=D(^17) (1)' E ( ^ ' ^ ) = D R ^ I ) 

sont différents de o et oo à l'intérieur de Oh resp. Oh*. 
Par la correspondance 

(3) / (*! , *2)->/*(*î, z%) = / [ A i W , *3), h2(z*A, z*2)] E(*î, *J), 

la classe E (Oh) de fonctions analytiques de carré sommable dans Oh 
devient #(<B*). De plus on * Jafjiifz) = 3* (fï, fî)-

En particulier, un système des fonctions orthogonales et nor-
mées 9 ( v )(^), fermé pour E(Oh), se transforme en un système des 
fonctions et normées dans Oh* 

?*(v)(**), ?*<VK**) = <r-(v,[*i(*î> *S)> h<*\> ^ ) I E W 3 *î) 

qui est fermé pour E(Oh*). D'après le théorème IV, le noyau du 
système fermé pour E(Oh*) est égal à la .fonction-noyau K&*(z*, z*), 
nous obtenons la relation (2). 

0) °n a PW.rî .^yî) _ |£(fîiiL) I*. 
D ^ J , ^ , , ^ ) I t)( ,̂̂ 2) 
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En vertu des équations différentielles de Cauchy-Riemann 
[c/ . ( 1 . 3 ) 0 ) ] , on a 

( 4 ) _ = _ o. 

Il s'ensuit que les grandeurs 

(5) Im- - («i, *., zu *,) 5 ^ 3 ¾ 

se transforment par une représentation pseudo-conforme comme les 
composantes d'un tenseur contrevariant, hermitique, du second 
ordre. En effet, d'après (2), (4) et (I. 3) 

2 

T(éP)__à2loSK<** _ \ ? ^ 2 l o g K d 3 àzp âzq = ' y T ( « ) ^ Î £ ^Î£ . 
"*« dzîndzZ ZÀ àzpâzq àz*m âz*n ZÀ Pq dz*n àJS^' 

p,q = l P,q = l 

D'autre part on a Tmn = Tnmi K.(&(zA, z2\Z\, z2) étant hermitique 

par rapport à zk et zk, c'est-à-dire : K.&(z, t) = K<©(£, 5) . 

THÉORÈME X. — La J orme différentielle hermitique 
2 

(6) <fo<B(*i, **) = J(* i , s s ; 2 i , 2 Î ) V T ^ ( ^ i , zz; ~zï, z{]dzmdzn, 

/11 ,11=1 

oà J es£ w/ie grandeur quelconque positive invariante par rapport 
aux transformations pseudo-conformes (2), définit une métrique (3) 

(?) (I. 3 ) = Chapitre I, formule (3). 
(M Nous introduisons un facteur J indéfini parce que, ^our diverses applications, 

il nous sera utile de pouvoir le changer. Le plus souvent nous prendrons J = 1 ou 

J ~ V (TlTT,-2-]TlT i) 

(3) La géométrie donnée par la forme différentielle (6) est un cas particulier d'une 
géométrie riemannienne donnée par une forme différentielle 

ds* = Xga? dxn dxp a, ? = 1, 2, 7, 2 

de quatre variables dx0i = dx^-+• idx\?\ dx-— dxa, a = i, -2, dx^\ a = 1, 2, 
* = i, 2 étant des variàèles réelles, et ga?=gz^g^=g^ gM- #i« = o etc. 
(On peut chaque forme différentielle de quatre variables réelles dx^\ a = i, 2, 
Ar = i, 2 écrire sous la forme indiquée.) On obtient dans notre cas pour les ga$ 
les valeurs : 

*«•= r â F = °» W = ~T«F> *\ P = r> 2» "1 2. 

Mais dans notre cas il est préférable d'opérer avec deux variables complexes. 
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définie positive invariante par rapport aux transformations 
pseudo-conformes [Bergmann, 11]. 

Démonstration., — Comme les T ^ se comportent comme les 

composantes contrevariantes d'un tenseur du second ordre, la 

forme ds%(zA,z2) est invariante. D'autre part, en vertu de (III. 13), 

le minimum de l \h\2d<ù avec les conditions supplémentaires 

(III. 12) est 

O0 = 

L m, «=1 J 

Il en résulte, J étant supposé ;> o, que (6) est une forme définie 
positive. 

Il en résulte en particulier que le déterminant de la forme (6) 

( 7 ) D - J t l T ^ T û - I T i ï l » ] * ^ 

K Kooïô K0oôô 

Kioôô K10ïô K10ôô 

KQIÔÔ Koiïô Koibl 

est positif, ce qu'on peut d'ailleurs aussi démontrer directement. 
(cf. Bergmann 11, p. 5.) 

2. Quelques propriétés locales de la métrique G. — La géométrie 
invariante définie par (6) avec J = i sera brièvement appelée G ('). 
La translation parallèle dans G est caractérisée de la façon suivante : 
les symboles de Christoffel sont donnés par 

Les autres sont soit conjugués de ceux-ci, soit nuls. Pour les compo­
santes du tenseur de la courbure on obtient 

<9) RV="^[AJ' 

(1) En ce o;ui concerne la géométrie (6) où J 5̂  1; cf. le travail (Bergmann, 12). 
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Les autres composantes de ce tenseur sont soit conjuguées de 
celles-ci, soit nulles/ 

Mentionnons encore le tenseur hermitique (dre Ricci) 

(,o) RIÏ = 2 Krk=2 R"«*=~ *rfer' 

Ce tenseur est lié à l'invariant absolu 

K K 
( I I ) J = ^ = 

D ^ T i i T n - I T i î p 

par la relation qu'on obtient aisément 

Pour les composantes de la torsion on a 

(i3) S - « = o. 

Si l'on prend la formule usuelle pour la courbure riemannienne 
d'une métrique donnée par 1glkdxtdxk dans l'élément plan défini 
par les vecteurs { wa }, { ea} , <x = i, 2, i, 2, nous obtenons 

^(gnjgik— gnkgij)unVlUJVk' 

(La sommation étant étendue aux indices 1, 2; 1, 2.) Si { pa} appar­
tient au même plan analytique que {wa } (c'est-à-dire si pa = fl«ai 

t>â = âu^), nous obtenons une grandeur qui est désignée par COURBURE 

DANS LA DIRECTION ANALYTIQUE { Ma }> * = I , 2 

La méthode des problèmes de minimum conduit au résultat sui­
vant : 

THÉORÈME XI. — L'invariant J de la géométrie G est toujours 
positif et la courbure "R dans n*importe quelle direction analy­
tique est < 2 [Bergmann, 11 ; Fuchs, 5 ] . 
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L&L démonstration de la première affirmation résulte de l'égalité 

, K_Xoi(QX«oi(0 
D [À-*(OP 

comme on le vérifie en comparant les formules (III. 10) et (7) . 
Si l'on prend comme condition A(i> dans le problème de varia-

tionnel envisagé au § 2 du chapitre III 

05) /(0=/io(0 =/oi(0 = o, ^/,0(0+2^1^/^(0+^1/00(0 = 1, 

c'est-à-dire si Pon pose dans A 

«lv== T(v)(0, a2v= çp(v)(0, a3v= f>8>J<0, 

X - X - X - n X - * / _ à"+nf(tu h) 
Xi-X 2_X 3 -o , X4-*, / m n _ _ _ _ _ _ 

on obtient pour le minimum 

K ' "" K(2—B)ST«pH«îrç' 

et il en résulte la seconde affirmation. 

3. L'espace primitif. — Ainsi nous avons appris à connaître 
quelques propriétés locales delà géométrie G. Il se*pose maintenant 
le problème d'examiner globalement la géométrie considérée et d'en 
déduire les conséquences pour la théorie des transformations pseudo-
conformes. 

L'espace riemannien qui est défini par la métrique (6) dans une 
classe de domaines équivalents (cf. p. 3) sera désigné comme 
I'ESPACE PRIMITIF DE LA CLASSE envisagée. 

Dans le cas des transformations conformes et de domaines simple­
ment connexes, ayant au moins deux points frontières, la fonction 
minimale M' (z, t) est la dérivée de la fonction (normée d'une certaine 

<*) La signification de V(t), A01(O, *M 1<0 éclaire par exemple : 

X»»( 0 = ^ ^ ^ ( 0 [cf. (III. 10)] pour X l t = o, X w = o , X01 = x. 
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façon) qui représente le domaine sur le cercle et qui transforme le 
point {t ) dans le centre du cercle. La forme différentielle -

ôzâz 

définit la métrique hyperbolique du cercle dû à Poincaré. 
Dans le cas'de domaines doublement connexes, elle représente une 

métrique dont la courbure est négative mais non constante. 
Comme on peut représenter tout domaine doublement connexe sur 

une couronne circulaire a < | z | < i, il suffit d'envisager une telle 
couronne. La courbure *(z) ne dépend évidemment que de \z\ et 
ses valeurs sont distribuées comme suit : x(z) décroît de — 2 jusqu'à 
son minimum pour | £ | variant de a jusqu'à y/a; pour \z\ variant 
de \Ja jusqu'à 1, x(z) croît jusqu'à —2 [Zarankiewicz, 1, 2 ; 
Kufareff, 1]. 

L'introduction de l'espace primitif permet de considérer le pro­
blème des transformations pseudo-conformes d'une façon nouvelle : 
chaque domaine Oh d'une classe de domaines équivalents peut être 
obtenu en introduisant les coordonnées zAj z2 correspondant à Oh 
dans l'espace prinjitif. La représentation de Oh sur 6b* signifie dans 
celte conception que nous passons dans l'espace primitif des coor­
données Z\, z2 à des coordonnées nouvelles z*, z\. Cette façon, 
d'envisager le problème permet maintenant d'utiliser les résultats 
de la géométrie différentielle dans la théorie des. représentations 
pseudo-conformes. l i en résulte en particulier l'existence de certaines 
grandeurs : invariants absolus, (scalaires), invariants intégraux 
(densités), tenseurs, etc.j qui se transforment d'une façon bien 
déterminée pendant le passage d'un domaine de la classe à un autre. 

Remarquons 0½ plu s q u e la théorie des fonctions orthogonales 
nous met en mesure de calculer effectivement pour certains domaines 
la fonction noyau et par conséquent toutes les grandeurs que nous 
avons mentionnées. 
/ Indiquons enfin qu'en connexion avec certaines considérations 
(par exemple celles concernant les domaines minimaux, cf. chap. II, 
§ 5 du fascicule suivant) l'étude des transformations pseudo-conformes 

W = { « ^ ( « i , *•)}» * = I , 2 , {*! ,**}€<& 
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pour lesquelles on a en chaque point de Oh 

( i7) 
D (wu wt) 

D ( * i , * » ) 

présente quelque intérêt. 

(Les transformations W laissent le volume invariant.) 

L'introduction de la fonction noyau permet aussi dans ce cas 

d'établir des métriques invariantes par rapport aux transformations "W 

et différentes de G, par exemple' des métriques qui sont respecti­

vement données par 
2 

(18; dsx=\dKU}) et ds?2= V **f dzmdzn. 
Amà OZmOZn 

/n, n — i 
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