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EQUATIONS INTEGRALES

ET
APPLICATIONS A CERTAINS PROBLEMES

PHYSIQUE MATHEMATIQUE

Par M. Maurice JANET,

Professeur i la Faculté des Sciences de Caen.

—— Q) G—

INTRODUCTION.

1. Cet exposé comprendra I'étude de certaines questions posées
par la Physique mathématique, qui conduisent a des équations
linéaires (différentielles ou « intégrales »).

Si I'on connait deux solutions d’une telle équation supposée homo-
géne ('), on en obtient une autre en faisant leur somme.

D’une maniére plus générale, soient u,, u,, ..., uUn, n solutions
particuliéres, I'expression

Ciuy+ Cotta+...~+ Cptn

ou les C sont des constanles, sera encore une solution.
Dans le cas ou I'on connait une infinité de solutions
Uy, U, ey Up,

vy

on sera tenté de considérer la somme

Ciugs+ Cotg+...+ Crup~+...,

(') Autrement dit, suivant I'usage, « sans second membre ».
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2 MAURICE JANET.

ou les C, sont des constantes, comme une solution (a4 condition bien
entendu qu’elle soit convergente), et il en sera ainsi dans des cas
trés généraux.

On pourra étre conduit & rechercher si les constantes permettent
de satisfaire aux « conditions initiales » et aux « condilions aux
limites », ce qui posera le probléme du développement d’une fonction
arbitraire en série de fonclions données.

Dans certains cas d’ailleurs, la suite des fonclions devant servir a
un tel développement s’imposera d’elle-méme dans la question
traitée. Par exemple, le probléme des cordes vibrantes homogenes
améne naturellement aux développements en séries trigonomé-
triques.

FORMES QUADRATIQUES.

2. On appelle forme quadratique & n variables tout polynome
homogéne du second degré par rapport a lensemble de ces
n variables.

Exemple :

azxi+2bxy + cy? (a, b, c constantes).

Nous n’introduirons que des éléments réels.

Etant donné I’équation d’une conique, on sait que 'on peut, par
une rotation des axes (supposés rectangulaires), la simplifier et
ramener 'ensemble des termes du second degré a ne contenir que des
termes carrés; on cst d’ailleurs conduit, dans le cas des équations &
coefficients réels, a la distinction algébrique des courbes du genre
ellipse, hyperbole, parabole.

Plus généralement nous allons montrer que 'on peut toujours, par
une substitution orthogonale a coefficients réels, transformer une
forme uadratique a coefficients réels cn une autre ne contenant que
des termes carrés.

Considérons la transformation

ry=anyi+aieye+...~+ QinYn,
Ty = d21 Y1+ Q2 Y2-+...+ Q2n ¥Vn,
geseeessees et ottt nane ey

Zn=Aanmyi1+ an2ye+...+ @nnYn,

(1

ou les az: sont des constantes données.
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Nous supposerons essentiellement que le déterminant

ar Qo ... QAip

Q21 Qo2 Qan
A=

An1 Qp2 ... Qnpp

est différent de zéro et nous écrirons sous forme abrégée
A=lapkll #o;

celle supposition permettra de faire correspondre a tout systéme de
valeurs de x4, ., ..., Z, un systéme de valeurs POUT )4y ¥ay +««s ¥n
(et un seul).

Nous dirons qu’une substitution linéaire (1) est orthogonale si I'on
a l'identité
(2) i+ A=y 4.+ ¥R

on dit alors que la forme z? +. ..+ 22 estinvariante par la substitu-
tion. Les transformations de coordonnées rectangulaires donnent lieu
a de telles substitutions.

Cherchons & quelles conditions doivent satisfaire les az: pour qu'il
en soit ainsi. On doit avoir

.

k=n 2 k=n 2 k=n 2
2 auc_yk) -+ Eazkyk T Zankyk) =y}+yi+...+y3,

k=1 k=1 k=1

quels que soient les y,, et, par suite,
l()

a}+ai+...+a= z ad=1 (i=1,2,..., n)
A

ajpa“——i- a,,,agr+. . a,,,,a,.rEZ a)\pa)\r= [+]
A

(p#£r;p,r=1,2,...,n).

Nous résumerons ces conditions en écrivant

Z @pdr=0, sipFr,
A
)

(3)
Zaxpa)\r= 1, si p=r.
A
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Remarque. — Si un systéme de n? nombres satisfait a ces condi-
tions, le déterminant A de la transformation est différent de zéro. En
effet, si I'on forme son carré, on trouve, en tenant compte des relations
précédentes, 1 comme valeur des éléments de la diagonale principale,
tous les autres étant nuls. On a donc

A2=1, dol A=z1.

Le double signe correspond, dans le cas des changements d’axes, aux
deux sens relatifs possibles des deux « triédres » de coordonnées.

Formons la substitution inverse de la substitution précédente.
Pour cela multiplions les deux membres de chaque équation par a,,,
@21y ..., @ny successivement el ajoutons. En utilisant les conditions
trouvées (3) on obtient

Yi=aun 1+ an Z2+...+ Qny Tn,

Yo =Qr2Z 1+ Ao Zo+...~+ Qna2 Tn,

(4)

........................... ceseny

_}’n= A pZ1+ AapTo—+ ...+ AppTn,

la « matrice » de la substitution inverse provient de la « matrice »
primitive par échange des lignes et des colonnes.
Autres conséquences. Remplagons les y par leurs expressions
dans I'identité
Y3+ yi+. .+ yi=z]+...+ 2k,

un calcul analogue au précédent nous donnera

E(ap)\)’=1 (p=1,2,...,n),
(5) h

' Zaqlf‘r)\=° (g#r;q,r=1,2,..., n),

A

les conditions (5) sont donc des conséquences des conditions (3) et
inversement.

Notation abrégée. — Nous représenterons d’unc maniére générale

Ty=au)y1-+ap)ys+...+a&inyn

par Z any), et dans les questions ou interviennent des sommations
2
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relatives & un indice répété deux fois dans un monome, nous convien-
drons de supprimer le signe 2. Nous écrirons donc

Z;= anyi (i=1,2,...,n)
Avec cette convention les conditions (3) s’écriront

apayr=0 (p#ET),
@parr=1 (p=r)

(indiquer les indices p et r pour éviter les confusions dans le cas ou
p=r).

3. Démontrons maintenant le fait annoncé, a savoir qu'nne forme
quadratique a n variables a coefficients réels peut toujours étre
ramenée par une substitution linéaire orthogonale a une forme
quadratique ne contenant pas de termes rectangles.

Soit la forme

K(.Z‘i, .Z'z) = ]('“.’l'.f—i- k12$1x2+ kn.’l«‘v.z“-l- /(‘22.1'3
a deux variables, ou ks = kq,.

Tracons le cercle de centre o et de rayon 1. Pour tous ses points

on a la relation
r}+x23=1,

eten chacun des points de cette circonférence la forme quadratique a
une valeur bien déterminée qui est une fonction continue du point
(on pourrait prendre, suivant les points, 2, ou z, comme variable
indépendante).

Cette fonction, continue sur un ensemble fermé, atteint sa borne
supérieure S, en un point au moins, soient ;= a,,, L= &, les
coordonnées d’un tel point A. Considérons la perpendiculaire au
vecteur OA et choisissons arbitrairement 'un de ses deux points
d’intersection avec le cercle. Soient as,, @qs les coordonnées d’un tel

point. On a
’ ai,+afy=1,
' a3y +ajys=1
et
Q11Q21+ Q12Q22 = 0.

Nous avons ainsi les coefficients d’une substitution linéaire et ortho-
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gonale
1= any1+ aays,

To = Q12 Y1+ A2} 2.

Fig. 1.
Y

A

Zu iz

La fonction K (z,, #,) se transforme en une nouvelle forme qua-

dratique
Cuyi+2Ciey1ye~+ Cary3,

pour laquelle C,; = o comme nous allons le montrer.
La différence

K(21, 22) — S1(2} + 22)
est négative ou nulle quels que soient z,, 2,. En effet, sur la circon-
férence de centre o et de rayon 1, nous avons
K(.Z‘l, .’L‘z) —_ Si§ o.
Le cas général se raméne a ce cas particulier. Soit z,, 2, un systéme
de valeurs non toutes deux nulles. Déterminons p de maniére que le
point
X1= P21, X2= e 2
appartienne a la circonférence, ce qui est possible puisque
z3 + x3 # o.
Sur le cercle nous avons

k“ X%’-i— 2/\12X1X2+ kggxg—— Sx(X%-C— X%)_S_O;
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en multipliant par f:—“ nous trouvons
K(zy, #5) — S (23 + x3)S 0.
Quels que soient y, et y,, on aura donc toujours
Ciiyt+2Cpy1ys+ Cooy3— S (¥3+y3)<o0.

D’ailleurs pour yy =1, y;=o0, K(2, 2;) = S,, ce qui donne C,, = S,
il reste donc

2Cpy1y2+ Cory3— S1¥3<50

1A

ou
}’7[2C|o}’1+(02--— Sl)y»]go;

st Gy, était différent de zéro, le premicr membre changerait de signe
quand y. traverserait la valeur zéro ( y1 étant fixe et différent de

2éro). Par conséquent Gy, =o et de plus C5,<S,; la forme en y se
réduit a
S1y7+ S:y3 avec $;2S,.

Il peut arriver que S, et S, soient égaux, ou que S, soit nul. Dans
le cas ou les deux nombres sont différents de zéro et de méme signe,
on dit que la forme quadratique est définie (positive si S, et S>> o,
négative si S, el S, << 0)..

Considérons maintenant la forme quadratique & trois variables

K(.‘l‘1, Zo, 2‘3) = /('“.’lf%-l— A2~x§+ Az;-’l‘é-ﬁ- 2](93.1‘2‘1‘3—0-. ..

et ses valeurs sur la sphére de rayon 1 ayan! pour centre Uorigine. On
aura
2]+ 3+ 23=1.

Sur cet ensemble borné el fermé, K (zy, z,, x;) atteint sa borne supé-
rieure S, en un ou plusieurs points. Soient a,,, @4, @,; les coordon-
nées d’un tel point A ou K (z,. z,, 2;) = S,.

Considérons maintenant le plan perpendiculaire au vecteur OA et
son intersection I avec la sphére, qui est un grand cercle. Ce plan a

pour équation
Q1121+ A12Z2~+ Q1323 = O.

Sur ce grand cercle K(zy, z,, #;) atleint son maximum S,, en un
point B au moins, de coordonnées

As1, Q22, Q23,
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soit OC un troisiéme vecteur orthogonal a OA et 6_];, de projections
@31y @32, Gy le tableau des a satisfait a toutes les conditions requises
pour un tableau de substitulion orthogonale

Zr=any1—+ any:+ anys,

Ze= QoY1+ A2 )>+ A32)3,

X3 = A13)1-+ Ao3 Y2+ A33)3.

Nous vérifierons que cette transformation fait disparaitre les termes
Fig. a.
J

rectangles de la forme quadratique K (2, ., #;), qui prendra la
forme
S1y?+ S»}’%-l— S;.}’%, ou sz SQZ Ss.

Plus généralement, nous allons étudier le cas de n variables z,,
Z3y .. .. Zp et suivre une méthode analogue. Les nombres S que nous
allons déterminer ont une signification importante. Ils sont liés trés
simplement dans certains problémes de géométrie aux longueurs des
axes d’une quadrique, dans certains problémes de mécanique aux

« périodes propres » d’'un systéme matériel dépendant de n para-
métres.

Soit une forme quadratique a n variables
K(.Z‘l, Toy ouny .'L'n) = k“w‘f+ kgo.l‘§+. s 2,('121‘1@'24-. .o
et ses valeurs sur la sphére de rayon 1

z}+ 23+, .+ 2i=1.
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Sur cet ensemble borné, et fermé la fonction K(zy, 29y ..., )
atteint sa borne supérieure S, en un point au moins, A par exemple,
de coordonnées a4, @ys, ..., dy,.

La différence

K(@1, @3y ..., n) — S1(2}+ 23 +...+z2) <0

est négative ou nulle sur la sphére. Il en est de méme pour tout
systéme de valeurs, puisque le premier membre de l'inégalité est
homogéne.

Assujettissons le point (&, Za, ..., ) 4 étre non seulement sur
la sphére, mais aussi dans le plan

aAnZ1+ a1 ~+... 4+ A1pp= 0.

La multiplicité M, _, sera constituée par les points dont les coor-
données satisfont aux relations

z}+ 23+ .+ xi=1,

Q1T+ G2 Z2~+... .4 A1p Ty = O}

sur ce domaine borné et fermé, K atteinlt son maximum S, enfun
point au moins B de coordonnées a,,, as.,, .. -y @2 et l'on sait que
S,28,.

Une fois ce point fixé, assujettissons le point (z,, z, ..., z,) de
la multiplicité M,_, a la condition

Ao X1+ A2 L2 .. .+ QAapp = 0,

ce qui donne au total une multiplicité a n— 3 dimensions, soit M,_,.
Sur cette multiplicité a M,,_, dimensions, K atteint son maximum
S, en un point au moins, soient Q314 A3ay ..., A3, les coordonnées
d’un tel point.
En continuant ainsi nous parvenons & un tableau carré de nombres

ayr  ajpe e Qip
21 QAsz ... Q3p
dpnt Q@p2 ... Qpnp

Clest ce tableau carré que nous utiliserons pour définir la trans-
formation linéaire orthogonale (en échangeant toutefois les lignes et
les colonnes).
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Nous poserons

r1=anyi+anyYo+...+ @n1 Yn,
Zo = A12 Y1+ A2 Y2+...+ Ano Yn,

Zn= Q1pY1=4 QnY2+. ..~ Ann}n.
Cette substitution est orthogonale, car

2 —
ap, =1

I

Zaq)\ar)‘=0 (g #r).
A

La fonction K(zy, ,, ..., ) se transforme en C()1; Y2y -+ +» ¥n)
K(zy, @0, « ooy Zn) =C(¥1, Yoy +-+» ¥n)
ou, en explicitant le second membre,
K(z1, Zay vy Tn)=C11y3+ Cooy3+...4+2Cy1ys+....

Nous allons voir que les termes rectangles disparaissent.
L’inégalité

C(y1y Yo vy Yn) — S1(yi+y3+...+yR) <o

est vérifiée quels que soient les y,. Au point A de coordonnées

@11y Qyoy .., Qin, Obtenu pour yy=1,y2=y3=...=)n=0, la
forme CG(¥4, ..., ¥a) se réduit a S,, par conséquent
Cu= 51,

le terme en y? disparait alors du premier membre de I'inégalité.

Vérifions que y, ne figure pas dans ce premier membre. Considérons
quey gure p > P

par exemple le terme en y, y, de la différence

C(1, Yoy ooy Yn) — S1(y1+...+y3)So0.
Posons y3=y;="...=¥n=0, ¥ el y, restant arbitraires, il reste
2C12172+ Coayi—Sayiso
que 'on peut écrire

72(2C1o y1+ Coay2— S1 ) So,
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quels que soient y, et y». Faisons y,=1. Si Gy, était %20, 'expression
changerait de signe quand y, traverserait la valeur zéro, De méme
Ciz=o0, etc.; G(y1, ¥a: - - -y ¥n) est alors identique a une expres-
sion de la forme

S1y3+ Ci(ye) -+ +» V)
et la différence Y

C(.}’l: Y2y ey .7'1)'— St()’?"‘)’%"‘-w*‘ﬂn)
se réduit a '
Ci(yzy oo ¥n)—S1(y3+...+yR) S0,

quels que soient les ya, ...y ¥n.
Considérons maintenant ce qui se passe sur la multiplicité M,—,
définie par les conditions

23+ 23 +.. .+ xF=1,
A1\ 1+ Qe+ ...+ A1p&pn= 0.
Sur cette multiplicité M,—,, la forme K(z,, 3, ..., ) atteint sa

borne supérieure S, en un point au moins, de coordonnées

QA21y @92, ...y Q2p,
auxquelles correspondent pour les y les valeurs
J1=0, J2=1, Ji=)i=...=)n=0;

il en résulte Gy = S,.
D’autre part, on a sur cette multiplicité

Ci(¥2y « ooy ¥n)— Sa(y3+.. +y3)<o.

En raisonnant comme précédemment on montre que la forme
Ci(¥2y -+, ¥n) ne contient pas de termes rectangles en y;. On
pourra donc écrire

Co=Soy3+ Co(¥3) Yy« -5 ¥n)

et ainsi de suite.
La forme K (21, 2, ..., ) aprés la substitution se réduit donc a

K1, Yoy ooy ¥n) =173+ Soyd—+...+ Sny3,

ou les S, vérifient les inégalités

$428,2...28.
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Si l'un au moins des S est nul, la forme est dite dégénérée. Si tous
les S sont de méme signe, la forme est dite définie (positive si les S
sont tous positifs, négative dans le cas contraire).

Remarque.— Considérous les demi-dérivées premiéres d’une forme
quadratique. Le déterminant formé par leurs coefficients est appelé
discriminant de la forme. Si I’on fait une substitution z,= a4, le
discriminant de la forme quadratique en (y) obtenue est égal au
discriminant primitif multiplié par le carré du déterminant a,, de la
substitution. Admettons ce résultat ('). Il en résulte que si la substi-
tution est orthogonale, le nouveau discriminant est égal a I'ancien.
Appliquons ce résultat a la forme

S(x}+23+...+z;)—K(z1, @5, ..., Zp),
qui, par la substitution z, = ag,y,, devient
S(yi+...+y3)—(Siyt+...+ Say2).

On en déduit I'identité

S—K;;, —Kp ... —Ki, S-S5, ) o

— Ko S—Keo ... —Kop | o S—S8, o
.............. e ° ° §—8, ’
L S—Kpny | . . Ll

Ainsi le déterminant

S—hy — Kz
— Koy S —Ky

est égal au produit de » facteurs (S — S,), ou tous les S, sont réels.
Nous nous trouvons avoir démontré ce résultat important : « I'équa-
tion en S» formée avec les nombres réels K d’un tableau carré
symétrique a toutes ses racines réelles.
On voit d'autre part que, si par un changement linéaire ortho-
gonal, on a mis K sous la forme T,z?+ Ty32+...+T,32 ou
T 2Ty2...2Ty, les T sont respectivement égauzx auz S.

(') Qui est d-ailleurs démontré plus loin (n° 16).
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4. On a vu la définition du premier S, des nombres S. C'est le
maximum de K sur la sphére 23 4 22 +...+ 23 =1. On va donner
la définition de S,, sans avoir & passer par lintermédiaire de S,.

Assujetlissons z,, Za, . . ., Zn, toujours sur la sphére de rayon 1,4

la relation a,z, + @&y~ ...~+ anx,=o0, ol les a sont des con-
stantes données.

1° Je dis que pour un systéme de valeurs des x au moins satisfai-
sant a cette relation, K est>S,. En passantaux variables y4, 32, . . .,
¥, larelation entre les z devient une relation b,y +. . .=+ bayn=o.
Pour rendre S, ¥%+. ..+ S,y 2 S, il suffira de prendre

Ys=)i=...=Yn=0 et biy1+ byys=o,

ce qui est surement compatible avec y} 4 y; =1; larelation imposée
sera vérifiée et de plus S, y3+Syy3+. .. Sa), se réduira a

S1y7 +8:0328:(yF + ) =S..

On peut donc affirmer que sur la muluplicité & n — 2 dimensions
a\Zi+ ...+ aGnzn=o0 le mazimum de K est >S,.

2° Il y a un choix particulier des a pour lequel le maximum est
effectivement S,. Il suffit de poser y; = o : la relation correspondante
entre les = répond a la question, puisque
. Sey3~+...+ Spyr<Se.
Ainsi :
TatoriMe. — S, est le minimum des mazima de K quand on

assujettit les z & une relation linéaire au plus, et que Uon fait
varier de toutes les maniéres possibles cette relation.

On a une définition analogue pour S;, c’est le minimum des
maxima de K quand on assujettit les # 4 un systéme de deux rela-
tions linéaires au plus, et que l'on fait varier de toutes les maniéres
possibles ce systéme de relations, etc.

8. Transformation simultanée de deux formes quadratiques. —
Considérons deux formes quadratiques H(z,, o, ..., z,) et
K(z,, Z3, ..., ;) la premiére ¢tant définie positive, ce qui signifie
que H(z, ..., za) prend des valeurs toujours positives sauf pour

By=Xy=X3=...=Tp= 0.
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Je dis qu’on peut, par une substitution linéaire, faire en sorte que
H et K prennent respectivement les formes

Yi+y3+...+yi
S1y3+Soy3+...+ Spyi.

On a traité précédemment le cas o0t H=2? +...+ #2. Sil'on n’est
pas dans ce cas, commencons par ramener H(x,, ..., 2,) a la forme
¥Y1+y2—+...+y, par une substitution linéaire (non nécessaire-
ment orthogonale). C’est possible (voir les cours d’Algeébre ou de
Géométrie analytique). Appliquons ensuite la méthode indiquée
plus haut. Le produit des deux substitutions linéaires donne une
substitution répondant a la question.

Supposons, d’'une maniére un peu plus générale, que nous ayons
trouvé une substitution linéaire qui transforme H(z, z,...2zn) et
K(z,, 24, ..., xn) en expressions sans termes rectangles

Yy +asy3—+...+ anyi,
biyi+boys+...+ bryh.

En appliquant a la forme SH — K le résultat indiqué plus haut au
sujet du discriminant des formes quadratiques, on trouve
Sal—-— b1 o o (4]

o Say,— b, o o
o o Saa—ba

Shil'—" k“ Shm'— k12 L Shln_ kin
Shnl—kol .......... ®ee st essseansa

ou A est indépendant de S.
by b .
On voil que les nombres @ PREET % sont indépendants de la
substitution choisie (a l’ordre prés) et sont les zéros du déterminant

WShpg—kpgll .

OSCILLATIONS LINEAIRES.

6. Les formes quadratiques se rencontrent dans beaucoup de pro-
blémes de Mécanique et de Physique; nous allons donner une idée
de la maniére dont elles interviennent.

Prosrime 1. — Mouvement d’un point sur une droite, le point
étant attiré par un point O de cette droite proportionnellement &
la distance.
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Soit m sa masse, z 'abscisse OM, I'équation du mouvement s’écrit

mx'+ kzx=o (k const. positive donnée).

L’intégrale générale est la fonclion z = Asin(\/ % t+ cp), ou ¢
désigne le temps. La période a pour valeur

2n(/ ™
k

Reprenons l'équation mz’-+ kz =o0 et multiplions ses deux
membres par ', une intégration donne

1 1
-mz'?+ ka*=C,
2 2

C élant une constante. Le premier membre est constant au cours du
mouvement. C’est la somme de V'énergie cinétique el de V'énergie
potentielle, forme quadratique en z, z'.

Prosrime Il. — Décharge d’un condensateur.

Supposons la résistance négligeable et écrivons les équations de la
décharge. Soit L le cofficient de self-induction, ¢ 'intensité du cou-
rant complée posilivement si dans le fil le courant va de A vers B, Q
la charge de la face A du condensateur, C sa capacité, V le potentiel

=o, Q=C(Vas—Vp) et = dQ’

di
Va— Vp—L—+ )

dt
en éliminant V, — V,, on obtient

LQ"+ % =o,

équation analogue a la précédente. On trouvera comme période des
oscillations
2z /LC.

Multiplions par Q' et intégrons; nous obtenons

1
¢ Q2= const.

I ) §
- 2

2 LQ + 2
Autrement dit la somme de l'énergie électromagnétique et de
Vénergie électrostatique, forme quadratique en Q, Q', est constante.
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Ces deux problémés n’introduisent qu’un paraméire. On peut
considérer des problémes analogues a deux, trois, n paramétres.

Cas général. — Considérons un systéme a n paramétres ¢,
g2, ---» qn & liaisons indépendantes du temps. Supposons que -
Vénergie cinétique du systéme soit une forme quadratique, a coeffi-
cients constants. des dérivées des paramétres par rapport au temps,
soit T = anq), ¢/, ou les ax, sont des conslantes.

D’aulre part supposons que 1'énergie potentielle soit une forme
quadratique de gy, g, ..., ga, SOit

U="bhrkqnqr,

ou les b;: sont des constantes.

Ces conditions sont fréquemment réalisées. Exemple : Etude des
petits mouvements d’un systéme autour d’une position P d’équilibre
stable (par exemple point pesant mobile sans frottement sur une
surface a plan tangent en P horizontal, concave vers le haut). En un
tel point les dérivées premiéres de I’énergie potentielle s’annulent; si
les mouvements sont petits, I'énergie potentielle se réduit aux termes
du second degré. (On prend bien entendu zéro pour valeur de
’énergie potentielle en P). En général, les ax dans I'expression de T
seront des fonctions des g, mais si le systéme reste au voisinage
d’une position P, on assimile les ax aux valeurs qu’ils ont en P.

Remarquons que I'énergie cinétique

T=Zanrkqhqk
est toujours une forme définie positive. Dans le cas que nous consi-
dérons, U sera aussi une forme quadratique définie positive.

Ecrivons les équations de Lagrange (simplifiées en tenant compte
des hypothéses faites),

on oblient

(amgh+ aneqo+...+apnqp) =— (bp1g1+ bpaga+...+ banqn)

ou, en metlant tous les termes dans le premier membre,

(@ar gy + apga+...+annqh) + bp1qi+ bpaqa+...+ bppgn=o.

On peut, par une substitution linéaire, ramener les deux formes T et U,
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la premiére a étre une somme de carrés, la seconde & ne pas contenir
de termes rectangles.
La substitution sera de la forme

gr= )\thl -+ )\thg -+ )\thn)

les A étant des constantes. Si I'on prend les dérivées par rapport au
temps, on obtient

grn=Am Q)+ Ip2Qy+...+ Ann Q.

mémes coefficients, par conséquent.
Avec ces nouveaux paramétres, on aura

T =(Q)*+(Qy)+-...+(Qa)%,
U=8,Q}+ S:Q3 +...+ 5,Q}.

Les ¢équations de Lagrange s’écrivent plus simplement : on obtient
Qi +S$1Q =0, Q4+ SsQo=0, . n+S8,Qn=0.
Les paramétres seront fournis séparément par des équations

Ql = A1 sin(81 t 4+ Q1 ),
Qs = Assin(Sot +02),

Qn=A,sin(S,t+ ¢n).

Imaginons un mouvement oa Q, varie, les autres paramétres
restant nuls; on obtient un mouvement périodique simple. C'est ce
que l'on appelle une vibration principale. Sa période est une
période propre.

Tout mouvement du systéme est la superposition de tels mouve-
ments simples.

Considérons maintenant une vibration principale en coordonnées (¢)

g1= M1 Q1 (%), gs= r21 Q1 (2), ceey

le rapport de deux coordonnées quelconques est indépendant du
temps.

Réciproquement on démontre qu'un mouvement du systéme pour
lequel le rapport de deux coordonnées quelconques g est indépen-
dant du temps est une vibration principale du systéme.

Du cas d’un systéme 4 un nombre fini de paramétres, passons &

MEMORIAL DES 8C. MATH. — Nos 101 et 102. 2
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celui d’un systéme dépendant d’une infinité de paramétres, en nous
bornant au cas le plus simple, cas typique qui sert de modéle a
beaucoup d’autres, celui des cordes vibrantes.

CORDES VIBRANTES.

7. Vibrations transversales d’une corde homogéne. — On pourrait
procéder de la maniére suivante : partager la corde supposée
homogéne en un certain nombre de parlies égales, chaque segment
étant affecté de la méme masse; on aurait un systéme dépendant

Fig. 3.
M
/r——\
A m B -

d’un nombre fini de paramétres. Pour ce systéme, dans certains
mouvements spéciaux, les ¢ varient synchroniquement, ce sont les
« mouvemenls propres »; on passerait ensuite a la limite.

Mais nous allons procéder directement. Considérons la corde el
'un de ses points M dont le déplacement sera d’une part fonction de
'abscisse, d’autre part fonction du temps, soit u(z, t) cette fonction.

Aulieu de chercher une infinité de fonctions de ¢, g,(¢), g2(t),...,
gn(t), nous aurons a déterminer une seule fonclion de deuz
variables z, ¢.

Cette fonction satisfait & une équation aux dérivées parlielles (qui
remplacera une infinité d’équations différentielles).

En supposant la corde sans raideur et en négligeant les forces
exlérieures, on trouve

d2u d0’u
“or T Tz
ot p est la masse par unité de longueur et v la tension.
Si nous posons a?= -, a aura les dimensions d’une vitesse.
La fonction u devra satisfaire a d’autres conditions :
1° Les conditions aux limites, qui expriment, par exemple, que la

corde est fixée aux deux bouts, ou liée a 'un élastiquement et fixée a
Vautre, etc.
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2° Les conditions initiales, qui exprimentqu’a 'instantinitial £ = o
Ju
at

on connait, pour chaque valeur de z, u et

Sans nous préoccuper pour le moment de ces derniéres conditions,
nous allons chercher un mouvement particulier ou les différentes
parties de la corde vibrent synchroniquement.

Précédemment, on avait posé

q1=h1 Q1(2), g2=ho Qs(2), EERD)

en suivant la méme idée nous rechercherons une solution u de la
forme XT, ou X est une fonction de z seul et T une fonction de ¢
seul. On trouve

XT'=a*X'T,  dou

ollel

o
T=x=h

k étant une constante, puisqu’elle ne dépend ni de # ni de z. X doit
satisfaire a une équation de la forme

X"— kX =o.

Utilisons maintenant les conditions auz limites les plus simples :
la corde sera supposée fixée aux deux extrémités, u sera nul quel
que soit ¢ pour z = o et z = L, L ¢tant lalongueur AB de la corde, il

en résulte que
X(0)=o0, X(L)=o.

Si k > o, une intégrale nulle pour z = o et pour z =L esl identi-
quement nulle.
Si k < o, posons — k = h?, I'équation s’écrit

X"+ h2X =o,

dont U'intégrale générale est de la forme

A coshz + Bsinhz;

les conditions X (0) =X (L) = o donnent ici

A=o, sinhL = o,
d’ou
nx

hL=nr:, h=—IT;
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on a une infinité de valeurs pour 4, soient

T 27T nw

E’ _I;"’ R | "IT )
(les valeurs négatives pour n ne donneraient pas des solutions dis-
tinctes des précédentes). On en déduit ensuite pour T Péquation

L2T"+ n2a2n2T =o.
La fonction T est donc de la forme

a . a
acosnw —t+ Bsinnxw —t;
4

L I
finalement la fonction u(z, ¢) se mettra sous la forme

sinnnZ (acosnz? 4+ Bsinn=x at
L L "LT)’
avec deux constantes arbitraires une fois n fixé. Si n varie on
obtiendra une infinité de solutions. «, et 3, étant des constantes, on
est naturellement amené a considérer la série

n=x

? sinﬂx<zncos@—ft+ﬁnsinf—a—xt>;

dd L L L

n=1
en admettant qu’elle soit convergente et aussi qu’elle puisse éire
dérivée jusqu’au second ordre inclus, sa somme sera solution de
Péquation proposée. De plus, par le choix des «, et ., on pourra
chercher a satisfaire aux conditions initiales (on a déja satisfait aux
conditions aux limites).

Pour satisfaire aux conditions initiales, on demandera :

1° Que pour ¢ =o la fonction cherchée u(z. ¢) soit égale a une
fonction donnée de z;

2° Que les dérivées des déplacements aient des valeurs données.
d
i%xt—’-g-) prennent des valeurs o (z) et
¢(z) données a I'avance, on sera amené a « développer ces deux
fonclions en séries trigonométriques »

En d’autres termes u(z, 0) et

n—wo n—wo

‘P(w);—XAnSin%’ @(.’l‘):Eanin'z{_x,
=1

n=1
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la premiére donne

ap= A,.

En dérivant par rapport a ¢ la formule qui donne u et en y faisant
t =0, on a de méme

?’n L =Bn7

la fonction u(z, t) est alors entiérement déterminée. Beaucoup de
questions de Physique conduisent a des calculs de ce genre.

8. Etude des vibrations longitudinales d’une verge non homogéne.
— Lamécanique nous apprend que le déplacement longitudinal u(z, £)
satisfail & I'équation

0 du ’u
oz [1(-75)3_—7’.] = @(“‘)W’

ou a(z) est le « module » d’élasticité multiplié par la section et B(z)
la masse par unité de longueur. Ces deux fonclions sont toujours
positives.

Il s’agit de trouver des solutions particuliéres de cette équation,
qui détermineront les mouvements canoniques.

Posons u(z,t)= AT, X étant une fonction de et T une fono-
tion de ¢; en remplacant dans 1’équation, on obtient immédiatement
(@Xy _ T
X © T’
la valeur commune de ces rapporls est une constante — 1. On est

conduit a étudier I'équation (')
(2X'Y+xX =0

ou
aX'+ o' X'+ X =o.

Il faudra que la constante A soit telle que I'équation ait une solu-
tion, non identiquement nulle, s’annulant aux deux extrémités. On
s’apercevra qu'il existe une infinité de nombres A pour lesquels il
existe une solution non identiquement nulle s’annulant aux deux

(') Ce genre d’équations, ou « et ' sont les coefficients de X” et X', se rencontrent
dans le calcul des variations (elles sont identiques & leurs adjointes, Cf. n° 10).
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extrémités. Une fois choisi A on aura encore a résoudre I'équation

T+ AT =o.

On obtiendra une infinité de solutions particuliéres, on en fera la
somme el 'on tachera de satisfaire aux conditions initiales (Exemple :
position initiale donnée et vitesse initiale de chaque point égale
a zéro).

On sera amené a se demander si y = ¢(z) représentant la forme
initiale est développable en série de fonctions, ces fonctions étant des
solutions correspondant aux différentes valeurs « singuliéres » de A

relatives a 'équation
(aX'Y + 18X = o.

Nous avons a traiter les deux questions suivantes :

1° Existence des valeurs singuliéres de A.
2 Possibilité du développement en série suivant les fonctions
singuliéres.

Nous raménerons le probléme a une équation intégrale; c’est cette
réduction qui nous donnera la démonstration de Dexistence des
valeurs singuliéres pour A.

Nous allons commencer par transformer 1’équation

d(2X")
dz

+ AX = o,
en prenant une nouvelle variable { liée 4 z par la relation
dx , dx _
(@) = dt,  dot f ()~ 13

P'équation devient

d*X .

-‘-in— -+ )\.’IBX =0;
elle est de la forme

Y+ rg(z)y =o,

g(z) étant une fonction continue et positive dans un intervalle @, b

9. Forme nouvelle de la solution. Equations intégrales. — Soit f (z)
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une fonction donnée continue dans lintervalle (a, b) (*). Soit a
trouver la solution de I’équation y"=f(z) qui s’annule aux deux
extrémités de lintervalle (a, b). On a successivement pour une
solution particuliére de y" = f(z)

y’=£xf(t)dt, y=£mdu£uf(t) dt.

La solution générale sera
x u
y= f duf F(t)dt+Cz +D,

C et D étant deux constantes arbitraires. Transformons I'expression
de y pour ¢éviter les signes f superposés. A cet effet tracons la

premiére bissectrice et menons les droites ¢ = a et u = z, (axes Ou,
Ot). Nous pouvons remarquer que l’expression

./&du.[uf(t)dt

a pour valeur celle d’une intégrale double (étendue au triangle obtenu)
dont le calcul peut se faire aussi en découpant le triangle en bandes
paralléles 8 Ou. On obtient ainsi

[T@—npwa

ou z figure comme parameétre sous le signe f
L’intégrale générale s’écrit alors

y:fr(.z-——t)f(t)dt+cw+D.

Délerminons maintenant les deux constantes C et D de maniére

(*) Plus généralement, on supposera que lintervalle (@, b) peut étre partagé en
un nombre fini d’intervalles partiels 3 lintérieur de chacun desquels la fonction
f(z) est continue; & chaque extrémité d’un tel intervalle partiel, la variable se
déplacant d’un c6té, f est supposée tendre vers unc limile; on exprimera ce fait
en disant que f(z) est continue par morceaux.
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que pour z =a et z =b, on ait y = o. Nous obtenons I’expression
de y

r—a

x b
r=[ w—ofna—3=3 [@—osed;

puisque @ <z << b, ¢écrivons y en décomposant la seconde intégrale
en deux, relativement aux intervalles («, z), (z, b) respectivement

x b .
y=fn [(z—t)—::Z(b—t)]f(t)dt—-L (_”f;b?_l((g___‘_)f(t)dz,

et aprés simplifications
=[Ol py e [FE=DEZ0 iy
Par conséquent nous pouvons mettre y sous la forme
y=[ kw0500,

la fonction K (z, ¢) ¢tant définie de la fagon suivante

(a—t)(b'_x)’

K(z, t) = —a pour a < t < z,
K(z, t) = (@—z)(b—1) —bxl(‘bl— t)’ pour z <t <b.

Supposons par exemple z fizé entre a et b. Pour t = il y a coinci-
dence des deux valeurs de K. On a ainsi une fonction de ¢ définie
par deux procédés de calcul différents dans les deux parties de
Pintervalle et qui présente une « singularité » quand ¢ passe par la
valeur z. Dans ces deux intervalles K(z, ¢) est une fonction linéaire
de ¢, mais les coefficients angulaires sont inégaux, autrement dit les
dérivées ne se raccordent pas au point z.
Vérifions que la fonction

b
¥ -_-f K(z, t) f(t) dt

satisfait bien a I'équation y"=f(x); ce calcul, non logiquement
indispensable, nous montrera nettement que c’est grace a la singula-
rité de la fonction continue K(z, ¢) que 'on obtient une solution de
I'équation avec second membre.
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Ona _ ,
y=[ K@ 0f@di+ [ K nf0)d
et, par suite, .

y= f ‘”‘(x’ t)f(t)dt+h(x, z) f(=z)
+f ()K(x, t)f(t) dt — K(z, z) f(z),

x b
y'=fa ‘_’..‘%”-’_‘_)f(z)dt +fx "ﬁa%—ﬁf(t) dt.

Dans la premiére intégrale

oK(z, t) t—-a
dx T b—a

1l reste

car t < x

et, dans la seconde,

oK(z,0) _ t—b
ox T b—a

car t > x.

Prenons la dérivée de y'; on obtient

y,,=x—a

—b
y'= =2 fla) — == f(2) = f(2),
la fonction y vérifie bien 'équation y"= f(z) et elle s’annule pour
z=actzx=>.
La fonction de z, K(z, ¢), s’annule aussi pour z=a et z =",
elle est continue dans (@, b), mais sa dérivée est discontinue pour
z=U.

Discontinuité de la dérivée. — Prenons z comme variable; con-
sidérons ¢t comme fixe. Si x <¢
JK _t—b
oz — b—a’
Fig. 4.
o a, x, t x, b ;

de méme en utilisant la premiére expression de K, on a pour t < 2z

ﬂ(_ t—a
dz _b—a’
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et quand  traverse en croissant la valeurt, le saut de la dérivée est
égal a
IK(z, t)]=t+¢ t—a t—b
oz

Conséquence. — Pour trouver une solution de I'équation
y'+hrg(x)y=o
s'annulant aux deux extrémités de l'intervalle, il suffirait de trouver
une fonction y () telle que

b
y@ =+ [ Kz g0y di=o

et nous serons ramenés a résoudre une équation « intégrale » <de
« seconde espéce » : la fonction inconnue figure sous le signe f et en

dehors de ce signe).

10. Généralisation des résultats précédents. Equation adjointe.
Fonction de Green. — Nous allons effectuer des calculs analogues
aux précédents pour une équation plus générale que I’équation 3" =o;
nous allons considérer une équation linéaire du second ordre « iden-
tique a son adjointe ».

Rappelons d’abord la définition de I’équation adjointe d’une équa-
tion du deuxiéme ordre donnée ().

Soit I'expression différentielle

ay'+ by +cy,

a, b, ¢ étant des fonctions de z, multiplions-la par une fonction 3,
elle devient z(ay”+ by'+ cy) qu’une intégration par parties trans-
forme dans I’expression suivante

(zay’y—(za)y + zby’+ zcy.
Une nouvelle intégration par parties donne finalement
(zay’) + { [26—(3a) ]y }’+ [ze—(3b)Y+ (za) ]y =23(ay"+ by +cy).

Posons Ly = ay”"+ by’+ cy; nous voyons que l'expression zLy

(') La théorie est analogue pour une équation d’ordre pair quelconque.
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est égale 4 une dérivée exacte augmentiée du produit de y par une
expression du second ordre en 3. Posons de plus

Mz =cz—(3b)+ (a3z)".
Nous obtenons

d ’ ’
ZL}’—J’MZ=TZ.F(‘T7)’1}’7Z>3)’

F(z,y,y', 5, ') étant une expression bilinéaire en y, 5/, z et 3.
Montrons que l'expression Mz est la seule expression telle que
sLy — Mz soit une dérivée exacte quels que soient y et z. En effet,
supposons qu’il y en ait une autre, M, (5). on aurait

d , ,
zLy —yM;z = thG(x, Y,z 3),

et, en relranchant membre & membre,

d .
y(Myz—Mz)= ZZ';:(A}’_'_By ).

A et B étant des fonctions de z, 3, 3’ uniquement, or si B340, la
dérivation donne un terme en y”. Soit donc B = o; si alors A n'est
pas identiquement nul, le second membre contiendra un terme en y';
on doit donc avoir A =o0, B=o.

Mz s'appelle lexzpression linéaire adjointe de Dexpression
donnée. On a

Mz =az"+ (2¢"—0)z + (a"— b'+¢)z.
L’opérateur différentiel linéaire M est identique a L si 'on a

2a’'— b =1"b, a—b+c=c,
ce qui donne
a'=b, a"=1"b'.

On est ainsi amené naturellement & considérer des expressions de la
forme

(ay) + ey,
ce sont des expressions qui interviennent en particulier dans les pro-
blémes les plus simples du calcul des variations [minimum de l'inté-
grale

f(A_y’2+ 2Byy'+ Cy’)dx,

ou A, B, C sont des fonctions données de oz].
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Fonction de Green. — Nous allons généraliser les résultats du
paragraphe précédent pour une équation de la forme
Py +py +qy=f(=x),

en nous proposant de trouver la solution de cette équation qui satis-
fait a certaines conditions aux limites homogénes relativement a y et
a y'. Par exemple,

y=o0 pour z =a et =25
ou

Y=o pour z =@ et x = b,
ou encore

Yy =o0  pour z=a,

y'=o0 pour z=24,
ou encore

¥+ hy=o0  en A avec h = const. donnée,
Y+Hy=o0 en B avec H = const. donnée.

Nous allons supposer que 1’équation
Py +PY+qy=o

n’a d’autre solution satisfaisant aux condilions aux limites que la
fonction identique a zéro; il en résulle qu’il ne peut y avoir deux
solutions de I’équation avec second membre différentes et satisfaisant
aux conditions imposées; p, p', g sont supposées continues dans (a, b)
fermé; p £ o.

Il n’est question que de solutions y continues; de plus on suppose
qu’on peut partager U'intervalle en un nombre fini d’intervalles ou les
dérivées premiéres et secondes y', y” sont continues, y est alors dit
régulier dans chacun de ces intervalles.

Nous allons chercher une fonction (dite fonction de Green) solu-
tion de I'équation sans second membre qui satisfasse aux conditions
aux limites imposées, mais qui ne sera pas réguliére dans tout l'inter-
valle. Elle présentera une singularité en un point d’abscisse £, nous
la désignerons par K(z, £) et la définirons de la maniére suivante.

K(x, £) aura deux définitions analytiques différentes pour
a<<x <t et E<<z<<b. Dans le premier intervalle a <<z <<f la
fonction K(z, £) est une solulion de l'équation différentielle sans

J°K

. .. . dJK
second membre, conlinue, ainsi que ses dérivées 7z ¢ 5= et elle

satisfait aux conditions limites en A.
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De méme si £ << 2 < b la fonction sera continue ainsi que ses déri-
vées du premier et du deuxiéme ordre.et satisfera a la condition
imposée en B.
Pour fixer les idées, la fonction K(z, £) sera supposée nulle en A et
en B.

Imaginons alors une solution de 'équation sans second membre qui

Fig. 5.

s’annule en A sans étre identiquement nulle. Pour z=¢ la fonction
prend une certaine valeur, et pour z = bune valeur non nulle (*).

Si nous imaginons maintenant une solution de I’équation, noniden-
tiquement nulle et s’annulant en B, nous pourrons toujours, en la
multipliant par une conslante, nous arranger pour qu’elle coincide
avec la premiére au point z —=%.

On pourrait partir d’une autre courbe en A, la dérivée premiére
subira une nouvelle discontinuité pour z =£; nous nous astreindrons

a ce que le saut de la dérivée soit égal & ——

p(E)
[z)K(x. s)]i+ﬁ_ 1
dz fr— p(E)

b
Cela fait, je dis que l’expressionf K(z,E)f(E) dt représente une

solution de I’équation différentielle
Py +py +qy=f(z)

satisfaisant aux conditions aux limites en A et B et réguliére partout.

(*) Nous excluons donc le cas ot une solution de I'équation sans second membre,
nulle en A, s’annulerait en B.
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Vérification. — Décomposons l'intégrale en deux autres
EY b
y = K@ 0s@dr [ K, 010 &,

S 5 @ 0AO & K, ) ()

b

+ [ o (@ /) dE—K(z, ©) f(2);
il reste

—f (@ D6 & +f I ENVOL
Prenons maintenant la dérivée seconde
v= [ e 00 &+ I (5, 2 m0) f)

+ f o @ (6 & — 0% (a, 2+ 0) f(2)

ou encore
r= [ Gmeoroa

b 2K _
) @ oA [ o= ez o)) g

z
Or, on a (')
dK
(x: —o)= _(-”""o) ),
dK JK
%(x, z+0)= a(x—-o, x)
et

1

p(@)’

dK JK
E(x+o, z)—-ﬁ(w—-o, &)=
" a donc pour valeur

x b 4
S %(w,E)f(E)dE+fz o (= DA &+ L2,

(*) Etant entendu que 3—1; représente la dérivée partielle par rapport au premier

argument.
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Vexpression py’+ p'y'+ gy est donc identique a f(z) et la fonction
6
r=[ K@ nrH %

satisfait a 'équation avec second membre ainsi qu’aux conditions aux
limites. Elle est de plus réguliére dans tout l'intervalle. Quant ala
fonction K (=, £), c’est une « fonction de Green » satisfaisant &
P’équation différentielle sans second membre, ainsi qu’aux conditions
aux limites, mais elle n’est pas réguliére partout. La discontinuité a
permis de passer a une solution de I'équation avec second membre (').

11. Symétrie de la fonction de Green. — Revenons a I'expression L
identique a son adjointe. On a posé

Ly =py'+p'y + 4y,
Lz=pz'+p's'+qs.

Formons la combinaison zLy — yL 3, nous trouvons
sly —yLz=p(zy'—ya)+p' (s —yz')=[p(zy' —y3)]-

Intégrons de a a b
b
f (sLy —yLz)dz = [P(zy'—yZ’)f;,

relation vérifiée par deux fonctions y et z continues ainsi que leurs
dérivées du premier et du second ordre.

Si ces fonctions ou leurs dérivées présentent des discontinuités,
nous prendrons un intervalle «, B ou elles sont continues ainsi que
leurs dérivées, on aura donc alors

)
[ Ly —yLa)de = [p(zy =y

-2

Nous allons obtenir une conclusion intéressante en appliquant cette

(') Supposons f(z) nulle partout, sauf dans un petit intervalle d’étendue e com-
prenant le point £, intervalle ou elle est égale a 1. La solution de I’équation avec
second membre, nulle aux limites, s’écrit eK(z, &), & élant dans le petit inter-
valle, donc voisin de £. On voit que & étant considéré comme infiniment petit, la
partie principale de la solution est eK(z, £). On a 12 une signification intuitive
de la fonction de Green.
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formule a4 deux fonctions de Green correspondant a deux valeurs
différentes du paramétre.

Pour y nous prendrons la fonction de Green correspondant a £ et
pour z la fonction de Green correspondant a 1. Supposons pour fixer
les idées n > £, nous avons

y(z)=K(=,£), z(x)=K(z, ),

Iintégrale disparaitra, car y(z) et z(z) satisfont a I'équation sans
second membre, par suite

L(y)=o, L(z)=o.
Posons, dans la relation trouvée précédemment,

H = p(zy'— yz'),
nous obtenons

0= (HE-—-o— Ha) -+ (H-q...o— HE_._o) -+ (Hb— H»,H_o)

avec Hy=o0, et Hy=o0 puisque les fonctions ¥ el z s'annulent aux
extrémités de U'intervalle. Il reste

(Hgyo— Heo) + (Hy4o—Hy o) =o.
Considérons d’abord la différence
HEH) - HE—o

au point z =E, z et 5’ sont continues, y est continue, la seule dis-
continuité est celle de sa dérivée 5, alors

Hepo— He o= (le—i>a= K(E: ).
Considérons maintenant de méme
Hyro—Hyo=— (py 1) =—K(n, §).
P/
Nous voyons qu’en définitive

K (¢, n) = K(n, £).

La fonction de Green est symétrique, ce résultat s'étend aux
équations différentielles d’ordre supérieur pair identiques a leurs
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adjointes, et aux équations aux dérivées partielles d’une forme parti-
culiére qui les généralisent (!).

12. Nous avons ramené le probléme de la recherche d’une inté-
grale, satisfaisant 4 des conditions aux limites données, a la résolu-
tion d’une équation intégrale

b
v(w)—xf K (z, §) 9 (E) dt = f(2),

K(z, £) étant une fonction continue donnée des deux variables z et £
dans l'intervalle (a, b) et f(z) une fonction continue donnée dans le
méme intervalle.

Le cas qui nous intéressera particuliérement est celui ou le
« noyau » K(z, E) est symétrique. On y raméne immédiatement
celui ou K(z,§) est le produit d’une fonction .symétrique G, (z, £)
par une fonction de { seul gardant un signe invariable dans (a, b),
soit g(£) : il suffira, en supposant ¢(¢) > o, de prendre pour nouveau

noyau G, (2, £)y/¢(E)y/q(z) et pour nouvelle inconnue le produit

Vq(z)u(z), le second membre étant alors \/g(z) f(z). L’équation
s’écrit en effet

,, .
V7(@) o (2) — xf Gi (2, £) V) VZ(2) VZ(E) 9 (E) dE = Vg (@) f(2);

on peut d’ailleurs se ramener, grace a un changement de variables,
au cas ou l'intervalle (a, b) se réduit a 'intervalle (o, 1).
Partageons l'intervalle (o, 1) en n parties égales et posons

2 s n—1 s n s
— = § = Sp—1 — = §p
n ’ n—1, n ’

n
S(sn) = fr, ?(sr) = 9h
h[K(z, s1)91+. ..+ K(2, sn)%x]

=h=5‘,

S =

L’expression

sera une valeur approchée de I'intégrale. Remplacons z par s,, sa, ...,

(!) La symétrie de la fonction de Green est I’expression essentielle d'une réci
procité qui se présente fréquemment en Physique, et dont le type est le suivant,
qui se présente dans des questions d’Elasticité : s1 une force (cause) F agissant en %
provoque un certain déplacement (effet) D en m, cette force (cause) F agissant en 7
provoque en & précisément le déplacement ( effet) D,

MEMORIAL DES SC. MATH. — Nos 101 et 102. 3
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$a successivement, nous aurons « approximativement »

?1— MR[K(s1, s)pr+...+K(s1, sn)on]l =11,
?2—'7\"[[((52, si)<p:+ -+ K(s2, sn)on}=fo,

— AA[K(sn, si)?i'*' -+ K(sny sn)pn] = fn.

En résolvant par rapport aux ¢, on peut penser qu’on obtiendra
« approximativement » les valeurs de la fonction ¢(2) aux points de
subdivision : dans la résolution du systéme lindaire obtenu, deux cas
sont & distinguer A(3) 5 ou = o. Nous n’utiliserons pas en fail celte
décomposition de I'intervalle. Mais pour donner une idée des résul-
tats que nous obtiendrons sur les équations intégrales, il est bon de
préciser quelques points au sujet des systémes d’équations linéaires
ordinaires, en particulier de ceux qui ont la forme qui vient d’étre
indiquée.

13. Ktude des systémes linéaires ('). — Considérons d’une
maniére générale le systéme linéaire suivant :

A T+ A2 T2+ .. A1p Tn = Xy,
a21x1+a22w2+...+(lonwn=Xz,
eeree i ceeecneneans cereaeay

A1 T+ ApeZo+.. .+ AnpZn= X,

el considérons z,, z,, .... 2, comme les composanles d’'un vec-
teur z dans l'espace & n dimensions, de méme X,, X,, ..., X,
seront considérés comme les composantes d’un vecteur X.

Un tableau carré quelconque

ay aiqg eee Qqpn

Q1 QA cee Q3pn

An1 ®p2 ... Qann

peut étre envisagé comme formé par les coefficients d’un systéme

(') L’étude des systémes linéaires que nous plagons ici est, en partie, tout A fait
classique : notre but est surtout d’arriver i la résolution canonique des systémes
linéaires symétriques; on verra peut étre mieux d’ailleurs l'intérét de cette résolu
tion canonique aprés avoir vu les formules analogues de la théorie des équations
intégrales n° 38 (39).
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linéaire tel que le précédent, on pourrait le désigner sous le nom de
« tenseur » A, on dirait que le vecteur X provient de opération
tensorielle représentée par le tenseur A appliquée au vecteur
Z(Zyy Zay ooy Zn)-

Nous conviendrons de remplacer le systéme d’égalités (1) par
I’égalité unique, symbolique,

Az =X,
« le lenseur A opérant sur z donne X ».
Supposons d’autre part que nous ayons les formules analogues

b“_}/1+ bmyg-l—...-l— bln}’n= Yi,

............................ vy

by + bnz_}’o+...+ bnn}’n= Y,

que nous écrirons sous forme abrégée
By =Y.
Choisissons, pour vecteur z, le vecteur Y. Les deux opérateurs
introduits permettront de passer du vecteur y au vecteur X
A(By)=X;

or, X se déduit de » par une opération tensorielle de méme espéce
que A, B, nous écrirons
C=X,

le tenseur C pourra remplacer les deux opérations tensorielles suc-
cessives B, puis A. Nous exprimerons ce fait en écrivant
AB=C(,
mais ce genre d’opérations n’est pas commutatif. Autrement dit
BA £ AB,
en général; la propriété d’associativité se conserve au contraire; on a
(AB)C = A(BC).

Notations abrégées. — Au lieu d’écrire toutes les équations du
systéme, nous n’en écrirons qu’une seule

AT+ ApoXo—.. .+ QppZn = Xp
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et méme sous forme plus abrégée
arrzi= X,

en se rappelant que si, dans un produit de deux facteurs un méme
indice est répété deux fois, la sommation doit étre faite par rapport
a cet indice.

De méme le systéme donnant les Y en fonction des y s’écrit
brkyr=Yp.
Déterminons les éléments du tenseur
C=AB,
on peut changer les indices et écrire au lieu de bs:yr= Y} la rela-
tion bz 3= Y ; aprés substitution, nous obtenons

are(bian) = Xa.

Il faut effectuer la sommation parwrapport a 1, puis par rapport a k.
En changeant les notations

. anbiyr= Xa.
D’autre part,
chky k= Xp.
Nous pouvons donc écrire
Crk=am bk = anbir+ apabagr+...4 apnbyi.
Remarque. — Le déterminant des c est égal au produit du

déterminant des @ par le déterminant des b.
Le tenseur unité est le tenseur suivant :

1 O o

o I o
E=

o

Tous ‘les termes sont nuls, sauf ceux de la diagonale principale
égaux a 1, ce tenscur donne la transformation identique

.Z'1=X1, .Z‘2=Xa, ey x,,=‘(,.;

on a évidemment
A.E=A,

E. A=A,
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A étant un tenseur quelconque. E joue le méme réle que 1 dans la
multiplication des nombres.

14. Résolution d’un systéme linéaire. — Changeons légérement
de notations et considérons le systéme d’équations

ArkZTk = Yh-
Soit
aii age “e v cee Qin
A=|awm ap ... @Ark ... Qpn
Ant QAp2 ... eee ess Qnn

le déterminant du systéme.

Appelons Az; le mineur correspondant & ay, avec son signe. Clest,
comme on le sait, la valeur du déterminant obtenu en supprimant
dans A la ligne et la colonne qui se croisent sur ax précédé du
signe + si h -+ k est pair, du signe — si & + k est impair.

Le systtme donné a une solution et une seule, si A3 0. Pour
I'obtenir on multiplie !

La premiére ligne par............... -AAia

La deuxiéme ligne par.............. %,
feme i Ant

La nitme ligne par................... e

En ajoutant, on trouve

— A11y1+A21y2+...+ An1yn’

Z'y A

et, d'une facon générale,

_ Air}’i"‘ A!r}’ﬁ"‘---"‘ -Anryn
Tr=

. A
ou, sous forme abrégée,
_ A
xr— A .
Utilisation de la forme condensée. — 11 s’agit de résoudre le

systéme
ARkTR =Y}
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multiplions les deux membres par A, et ajoutons, nous obtenons
AnrOpror= Anryh.

Nous allons calculer les coefficients des z; pour les différentes
valeurs de &, 'une est égale a r.

1° k £ r la quantité A, au est nulle;
2° k=r; on a, dans ce cas,

Apkapr=A  (déterminant des a).
Supposons le déterminant A £ o

A
Zr= h;yh (7‘=I, 25 0.0y n);

le systéme a une solution et une seule donnée par ces formules.

Tenseur inverse. — Nous venons de définir un nouveau tenseur
ank= —AM'
A

Nous le désignerons par A.
Nous voyons que
X.A =E,

. . - A .
nous dirons pour cette raison que @, = % est le tenseur inverse

du tenseur @z (on aura d’ailleurs aussi A.A =E).
Cas particulier ou as=o0 dés que & % k et £ 0 pour A =k. On

aura aussi an = o dés que k3 k et an = &i pour & = k.
15. Conditions de compatibilité d’un systdme linéaire avec second

membre. — Plagons-nous dans le cas ou le déterminant

Il ankll

est nul. Soit r son rang (ordre maximum d’un déterminant non nul
déduit de la matrice an ). Ici r<n —1. Pour que le systéme

ArkZk=Yh

soit compatible. on sait qu'il faut que les y satisfassent & n—r
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conditions linéaires distinctes qui s’expriment ordinairement en
égalant a zéro n —r déterminants d’ordre r ~+ 1 déduits d’un
déterminant principal (déterminant différent de zéro, d’ordre r) en le
bordant d’une certaine maniére par certains y et certains coefficients.

Je dis que l’ensemble de ces n — r conditions peut s’exprimer
de la maniére suivante : le vecteur (y) doit étre orthogonal a tout

vecteur ( z) satisfaisant aux conditions

Aip L =0,

qui font intervenir la matrice A’ déduite de A par changement des
lignes en colonnes :

1° La condition est nécessaire. Sianma;, =y, est compatible, la
quantité y,z, s’écrit amxi s = (amsr) Zr, ce qui est nul si toutes
les conditions ag, 3, = o sont vérifiées.

2° La condition est suffisante. Supposons que y,z,=o0 soit
conséquence du systéme en 3, a,; 2, = 0, alors, d’aprés un résultat
connu, les y; se déduisent par une méme combinaison linéaire
des a;» ou l'on donne r valeurs convenables a A, a savoir h,,
hay ...y hytelles que le tableau

Qi Q3py ... Qupg
Athy  ++v oo+ Qnhy
QAth, .. «eo  Qnh,

soit de rang r, mais cela revient a dire qu’on peut trouver des
nombres x5, Zs, - .., Z;, tels que

Qkhy Zhy = Akhy Xhy . o QKK Zh, = Yk

pour toutes les valeurs de k. a2z, = ¥ estdonc compatible, puisque
ce systéme est vérifié en prenant pour les z d’indices ky, Ao, ..., A,
les nombres que I'on vient d’indiquer et pour les autres z la valeur
zéro.

16. Formes bilinéaires. — Au lieu de se donner les formes anzx
pour les différentes valeurs de % on pourrait se donner une « forme
bilinéaire » par rapport aux z et a n autres variables u de la maniére
suivante.

Multiplions la forme auz; par u; et faisons la sommation avec
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I'indice 4, il suffira d’écrire as, usxx; on obtient une forme bilindaire
par rapport & uy, Us, ..., Un; Xy Loy ..., Zn que l'on désigne
par A(u, z). En particulier la forme bilinéaire correspondant au
tableap unité sera u,z; ou sous forme développée

UL T+ UsZo~+ ...+ UpZhy.

Nous la désignerons par E(u, z).
Ecrire le systéme linéaire d’équations

AhpZp = Yh,

c’est écrire l'identité en u des formes bilinéaires as, uszp que nous
appelons A(u, z) et urys que nous appelons E(u, y).
La résolution peut se faire en posant dans cette identité

up= Apr Ory
A désignant le mineur correspond a a,-. L’identité
A(u, z)=E(u, y)

devient, aprés division par le déterminant A,

A _ —
E(o, @)= 5Zoryn =  @nerya=A(vp),
ou 'on a posé a,, = A:’ et ot A(p, y) représente la forme bilinéaire

en v, y, correspondant au tableau A.

On peut remarquer que A(v, y) peut s’écrire sous la forme
suivante
o] (2} [0} P Yn

Y1 @1 a2 ... @i

Yn ... ) vev  eee Qpn
Changement de variables. — Dans la forme bilinéaire
A(z, y) = ankzryi,
faisons les changements de variables

Zh= Phrkr,
Yk = qksNs-
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Nous obtenons
A(z, 3) = (arkPrrqks)krns.

Si 'on pose pir = p4, on voit que ax par est le terme b, du produit
B =(P'A); P’ désignant la matrice formée avec les p', c’est-a-dire

P11 P21 ... Pm
P12 Pz\: «v. Pnre

et d’autre part que (b,«qxs) est le terme ¢, du produit C = (P’A) Q.
On pourra donc écrire

Az, y)= (P,AQ)(E’ 1),

en désignant par (P’AQ) (&, n) la forme bilinéaire en £, n correspon-
dant a la matrice (P'AQ).

Applications : 1° Le déterminant des coefficients de la nouvelle
matrice est, d’aprés ce qui précéde, égal au produit du déterminant
des coefficients de I'ancienne par les déterminants des deux trans-
formations linéaires.

En particulier si dans une forme quadratique, on fait une méme
substitution linéaire sur les variables, le discriminant est multiplié
par le carré du déterminant de cette substitution.

2° Supposons que 'on fasse sur les deux systémes de variables,
deux substitutions caractérisées par la méme matrice P, et que
cette substitution soit « orthogonale » (on dit encore unitaire)
dans ce cas on sait que P’ n’est autre que la matrice inverse P de P.
Dans ce cas le produit des transformées de deux matrices A et B est
égal a

(PAP) (PBP)
et, par suite, &
PA(PP)BP = P(AB)P,

ce n’est autre que la transformée du produit.

En particulier en faisant B =724, on voit que P(A)P = PAP, la
transformée de 'inverse d’une substitution est l'inverse de la trans-
formée de cette substitution.

17. Résolution canonique des systémes linéaires symétriques. —
Cette derniére remarque a une application intéressante a la résolution
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du systéme d’équations linéaires représenté par I'identité en u

A(u, z) =E(u, y),
Ol Qmn==aum; nous en avons tiré l'identité en ¢ (identité de
résolution) B

E(v, ) =A(0, ¥).

Supposons que la transformation unitaire
zp="bprX,

transforme A (z, ) en une somme de n carrés

S1 X7+ SeX3+...+ S, X3,

ou S;; Sy, ...y SpzZ 0. On aura identiquement ('), en posant encore
up="5bp,U,,
A(u, .’t‘) = SlU1X1+. .o+ S,.UnX,..
La transformée de A (¢, y) par la substitution
Yp="bprYr,

vp=>byprVr

sera, d’aprés ce qui précéde, la forme linéaire en V, Y correspondant
a la matrice inverse de celle dont les éléments de la diagonale prin-

cipale sont S,, S,, ..., S,, les autres éléments étant nuls. Par suite
Ko,y = Yot Ble o T,

TR
Posons
bpeXg=Bp(X),  bpgxp=B,(z);

on voit que la résolution de
p=n

Zs,, B,() B, (2) = E(x, ¥)
p=1
est donnée par
P=nn, ’
E((), x) =Z Bp(v;fn()’).
p=1

(*) Comme on le voit en égalant les termes du premier degré en p dans les deux
expressions

Alu+pz, u+pz) et S (U +pX, )+ S;(U,+0X; ) +...+S,(U,+pX,)%
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Les systémes que nous étudions ont I'aspect suivant
E(u, 2) — A K(u, z) =E(u, y).
On donne a leur formule de résolution la forme
E(e, ) = E(v, )+ AR (v, ¥, ).

En appliquant la méthode précédente, on est amené a écrire K(u,z)
sous la forme

p=n

3 L)L),
P

p=1

oules A, sont des constantes et les L/ des formes linéaires ("); Spprend (?)
la valeur 1 — %; R(v, y, }) s’écrit alors ()

p=n
NEAGLAY
i X, — 2
p=1

Remarquons que c’est pour les valeurs A =1, du paramétre que
le systéme sans second membre

E(u, z) —2K(u,z) =0
a quelque solution non nulle, comme le montre immédiatement
I’'identité
E(u, ) — A K(u, z)

A A A
= (I-—— rl)U1X1+ (I— X;)Ung-O—...—i— (I— )T’l)Unxrz

et que cette solution non nulle est définie par

X;=o0 ou # 0,

suivant que ¢ 3% ou =p, ce qui (en nous bornant au cas ou tous
les 4 sont distincts) donne nécessairement pour les zy, des nombres
proportionnels aux b,,, autrement dit, parexemple, E(y, z) = B, (u).

(') Liées & K comme les B’ le sont & A dans Pétude précédente.
p=n
(*) Puisque E (u, z) =Z L), (u) L, ().

(*) Cf. o 38. p=t



44 MAURICE JANET.

Les « vecteurs » solutions correspondant & deux valeurs différentes
de A(Ap, Ag) sont orthogonaux, puisque

bp, bp_ =0
dés que p~gq. o
Remarques complémentaires (noyauz itérés). — La forme
bilinéaire
N Lu(0) Lo (o)
_ ” n
E(s, )+ 2 R(0, 7, 1) = B(s, ) + 2 P =0
p=1

est une fonction rationnelle de A réguliére pour A =o, elle est
donc développable en une série entiére en A convergente tant que ||
est inférieure au plus petit des nombres |3, |.

Les coefficients de ce développement ont une forme intéressante
que l'on peut découvrir par la méthode des approximations

successives.
E(u, z) — A K(u, ) = E(u, y)

s’écrit sous 'une ou Pautre des deux formes

E(u, 2) =E(u, y)+ » K(u, x),
zp=Yp+ Mkpg2q.
D’ou
E(u, z)=E(u, y) + Nknp un(yp+ Nkpgzg),
en tenant compte de I'une et de 'autre des deux formes.

Ainsi
E(u, z) = E(u, y) + A K(u, y) + 2" K@) (4, ),

K (2 désignant le produit de la matrice K par elle-méme et K*)(z, z
la forme bilinéaire en u, z correspondant a ce produit.

Remplagons de nouveau les z, par ¥, Mpg2g; on cst amené a
considérer la série '

E(u, )+ AK(u, y)+...+ KN (u, y)+....
Appelons M un nombre au moins égal au plus grand des nombres

| kpq|, les nombres du tableau K" sont au plus égaux en valeur
absolue 4 (n7~'M") (comme on le voit de proche en proche pour

r==2,3,...). Il suffit donc de prendre |A| << ﬁ pour étre assuré
que la série converge et soit égale & E(u, z).
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Autrement dit, le développement en série au voisinage de A =o
de la fonction
p=-+n
Z L. (») Lo ()
Ap— X

p=1 P

est
K(e, y)+ 1K@ (0, )+ LN KB (0, y)+....

Mais, d’autre part,

r=-4® )\
1 I r
yy D W Zil (i‘,,) ’

d’ou la formule générale
p=n

L,(v)L),
K(")(v,_y)=2————-——'( ;,’,,(y)’
p=1

formule que I’on connaissait déja pour r =1.

ETUDE DES EQUATIONS INTEGRALES A NOYAU DEGENERE.

18. Considérons I'équation intégrale
b
® #(5) =2 [ K(s, )36 de = f(s),

ou K(s, t) est une fonction donnée continue par rapport a l’en-
semble s, ¢; f(s) est une fonction donnée continue dans I'intervalle a, b,
2 est une constante donnée. Il s’agit de trouver une fonction continue
¢(s) satisfaisant a cette relation.

Nous examinerons d’abord le cas ou la fonction K(s, ¢) est
« dégénérée », c’est-a-dire se présente sous la forme

K(s, 8) = 21(8) B1(2) +...+ 2a($) B (2)-

Les fonctions a.(s) sont supposées « linéairement indépendantes »,
il n’existe pas de constantes k& non toutes nulles telles que I'on
ait identiquement

kiay+ kyao+...+ kpap,=0

[s'il existait une telle relation avec des 4, non tous nuls, 'un des a;
serait fonction linéaire des autres, il faudrait le remplacer, dans le
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noyau K(s, ¢) par cette expression, ce qui diminuerait le nombre
des termes].

De méme les 3, sont supposés linéairement indépendants.
L’équation donnée (1) s’écrit

b
?(s)— Kf [a1(8) B1(2) +...+ an(s) Bn(2) | 2 (8) dt = f(s),

ou encore
q»(s)—X[ai(s)fab?(t) Bi<t>dt+az<s>fabv<t> Bz(t)dt+---] = /(o).
En posant d’une maniére générale
wk=fabm<t>q=(t>dt,
nous pouvons écrire, sous forme abrégée,

?(8) — Azi ar(s) = f(s) (k=1,2,..., n).

Multiplions les deux membres par (3:(s), 2 quelconque, et intégrons
entre a et b, nous aurons

b b b
S B p(rds— e [ a() Balo)ds = [ f(5) Ba(s) s
Si nous posons maintenant
b b
chk=f ax(8) Br(s) ds et ¥a =f J(s) Ba(s) ds,

le systéme devient
Zp— NChrZTk=Yh}

c’est un systéme de » équations linéaires & n inconnues; une fois
les  connus, on aura ¢(s) par la relation

(2) ¢ (8) = f(s) + har 2k(s).

Cette expression (2) est d’ailleurs une solution, comme on le voit
en substituant (2) dans l’équation intégrale elle-méme. Ce sera la
seule solution si le déterminant du systéme linéaire en 2, est différent
de zéro.
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Deux cas sont a considérer :

1° Le déterminant

I——)\C“ -—)\012 cee ——)\61,.

—XCcsy I—ACe ... —AeCap
A=

—_ )\Cni _ )\c,,g I— lc,m

est différent de zéro (cela arrive par exemple pour A = o) le systéme
lindaire en 2; aura une solution et une seule; cette solution est donnée
par (2).

2° A =o, le systéme homogéne
(3) xh—)\chkxk=0

sera possible avec des # non tous nuls. Si le rang du tableau des

coefficients est r<<n, le systéme a n — r solutions indépendantes
exactement.

Je dis que I’équation intégrale sans second membre a aussin — r
solutions indépendantes. Elle s’écrit sous la forme

b
q;(s)_xf K(s, ) §(t)dt = o
et sa solution est donnée par I'égalité

Y(s) = Azpak(s).

Imaginons, pour fixer les idées, que lon ait n —r=23. Le
systéme homogéne (3) admet trois solutions

A a2l s, e
AP 2P . 2l o, 2
2 P L 2P, 2, 2P

indévendantes, c'est-a-dire qu’il n’existe pas une méme relation
linéaire et homogéne entre les éléments d’une méme colonne de ce
tableau.

A ces trois solutions correspondent pour P'équation intégrale

trois solutions ¢ (s). $a(s), $a(s).

Si I'on avait identiquement
q

U Y1(8) + ug Yo (8) + uzYs(s) =o,
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les u étant des constantes, on en déduirait, puisque les o sont
linéairement indépendantes

U 2\ 4 U+ us ') =

ur 4P + uo 242+ us i3 = o,

ce qui n’est pas possible d’aprés ’hypothése faite sur les z.

Il est d’ailleurs évident que toute solution est combinaison
linéaire homogéne de ¢, Yo, ;.

Nous sommes parvenus & cette conclusion : si pour la racine A le
déterminant est de rang r, I'équation intégrale sans second membre
admet n — r solulions indépendantes

Yi(s)y $o(8)y -oey Yn—r(s)
et la solution générale est de la forme
M i(s) + de o (8) +. oot Anep Ynr(s),

My Ay o ..y Ay, étant des constantes arbitraires.

En particulier, si r = n— 1, 'équation sans second membre a une
solution §,(s), §y(s) n’étant pas identiquement nulle, les autres
étant de la forme u,{,(s), «, étant une constante arbitraire.

Etude de Uéquation avec second membre pour une valeur de )
vérifiant U’équation A(A) =o. — Relativement aux z le systéme
s’écrit

b b
an—wx [ an(s) Bals)ds = f Ba(s) £(s) ds,

nous avons & exprimer que ce systéme est possible et pour cela nous
devons considérer le systéme associé ('). D’ou I'idée de « I'équation
intégrale homogéne associée a 'équation donnée ». Elle s’écrira

b
") x(@ =2 [ Kt s)x(e)de=o

(on a interverti les lettres ¢ ct s dans le noyau).
Si pour la valeur A considérée I'équation

b
?() =2 [ K(s, o de=o

(1) Obtenu par échange des lignes et des colonnes (voir plus haut n° 15).
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posséde n — r solutions indépendantes, I'équation associée (1') en a
aussi » — 7" exactement.

Pour le voir, il suffit de passer par l'intermédiaire des systémes
algébriques correspondants.

En ce qui concerne I'équation avec second membre (1), nous
exprimerons les conditions de compatibilité par 'orthogonalité d’un
vecteur y a un cerlain nombre d’autres vecteurs 3, comme on 'a vu
pour les systémes algébriques. On a ici

b
= [ 8u(s) fs) ds
et les vecteurs 5 sont définis par le systéme associé au systéme en x
sans second membre, autrement dit par les équations
Zp— ANCrp3k=0 (systéme associé).

Désignons les n — r solutions indépendantes de ce systéme par

’ AP, P, ..., 0 (owp=1,2,...,n—r),
les conditions de compatibilité s’écrivent sous forme abrégée

yraf'=o,
ou encore

b
f Br(s) 2 f(s)ds = o,

f(s) est donc « orthogonal » (') aux fonctions
Bi(8) 2P+ Ba(8) 2 +. ..+ Ba(5) 20 (p=1,2,...,n—7).

Mais ce sont la n —r solutions, indépendantes, de ’équation inté-
grale associée :
Xl(s); XZ(S); LRS! X."—"(s)a

les conditions de compatibilité pour I'équation avec second membre

seront
b

[ u@swds=o,

b

S tner@) f5)ds =,

a

(') Voir n° 20.

MEMORIAL DES 8C. MATH. — Nes 101 et 102,
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ou, en abrégé,
b
fxp(s)f(s)ds=o (p=1,2,..., . —r).

Les théorémes fondamentaux que nous venons de démontrer
peuvent se résumer dans 1’énoncé suivant :

1° L’équation intégrale ,
) s =)= Kis, o) de,

ou le noyau K(s, t) est dégénéré, c'est-a-dire de la forme
a1 (8) B1(8) + as(s) Ba(£) ...+ 2,(s) Bn(t)

(les « ct B élant, séparément, linéairement indépendants) posséde,
pour chaque valeur donnée de 2 telle que A(X) 3£ o et pour chaque
fonction continue f(s) une et unc seule solution continue ¢(s). En
particulier la seule solution ¢ = o pour f = o.

2° Pour les autres valeurs de A (valeurs en nombre fini), I'équation
intégrale homogéne posséde un nombre fini de solutions linéairement
indépendantes ¢y, 4y, ..., §,; dans ce cas I'équation associée

b
)('(s)—)\f K(z, 5)3(¢)dt = o

a exactement le méme nombre de solutions indépendantes ¥,
X2 ---- % et l'on peut affirmer que I'équation (1) est résoluble si
la fonction f(s) vérifie les r conditions d’orthogonalité

b
=[SO pds =0 (i=1,2... 1),

et seulement dans ce cas. Alors la solution générale ¢(s) dépendra
de r constantes arbitraires, on l'obtient en ajoutant a une solution
particuliére la solution générale de 1’équation homogeéne

P1q11+691.l}47+. o erlr-

[On peut d’ailleurs disposer de ces r constantes ¢ pour rendre ¢(s)
orthogonale aux r fonctions ¢y, ¢a, ..., $] (V).

(') r désigne dans cet alinéa le nombre désigné plus haut par n — r.
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19. Nous étendrons ces résultats au cas d’un noyau continu
quelconque par passage a la limite.

Un noyau K(s, ¢), continu par rapport a l'ensemble des deux
variables (s, ¢), peul toujours étre considéré comme la limite d’une
suite uniformément convergente de termes de la forme précédente;
cela résulte du théoréme suivant :

Une fonction continue K(s, £) peut étre considérée comme la
limite d’une suite uniformément convergente de polynomes en s et ¢
(or tout polynome en s et ¢ représente un noyau dégénéré).

Voici I'idée générale d’une des méthodes de démonstration de ce
théoréme fondamental.

Supposons (ce qu'on peut toujours réaliser par un changement
de variables) que a et b soient compris entre o et 1. 0 <<a <<b <.
Choisissons deux nombres a, f lels que o <a<<a <b<<B<1,et
complétons arbitrairement la définition de K (s, ¢) dans les parties du
carré (a, B) (@, B) extérieures au carré (a, b) (a, b) primitif, en
respectant toutefois la continuité. On démontre que le polynome

[ omere]

B B
xfa ./a' K(o, ©) [ — (s — o) ]2 [1— (¢ — <) ]* do s,

Pa(s, t) =

quand r tend vers + oo, lend vers K(s, t) uniformément dans le
carré (a, b) (a, b).

FONCTIONS ORTHOGONALES.

90. Définitions. — Etant données deux fonctions f(z), g(z) inté-
grables dans (a, b), a <<b, nous appellerons produit intérieur de
ces deux fonclions dans (a, b), @ < b, I'intégrale

b
S s 8 da
a
Lorsque le produit intérieur est nul les fonctions sont dites ortho

gonales.
On appelle norme d’une fonction f(z)le produit intérieur de cette
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fonction par elle-méme, on écrit

b
Nf=f () da.
Silona \
Nf=f fi(z)de =1,
on dit que la fonction f est normée.

Inégalité de Schwarz. — Soient deux fonctions f(z) et g(z)
continues dans a, b. Considérons I'intégrale

b
f (f+Agrde (a<b),

ou A est une constante. Elle est positive ou nulle; elle n’est nulle
que si f+21g=o0 pour tout lintervalle, c’est-a-dire si § est une
constante C et si la constante A est convenablement choisie (a savoir

égale a — C). Supposons qu’il n’en soit pas ainsi; nous avons en
développant

b
f (f2+2)fg+ A2 g2)dx >0,
a
ou encore

b b b
ffﬂdx-.-zx[fgdx-»-),zf grdz>o
a “a a

quel que soit A.

Ce trinome en A étant toujours du méme signe a un discriminant
négatif et, par suite, on a

<£bfgdx),<£bf2dx£bgth.

Si £ était constante, les deux membres seraient évidemment égaux.
g ’ &

Systémes de fonctions orthogonales et normales. — Soient n
fonctions de x
#1(2), 92(®), ..., en(2),

nous dirons qu’elles sont linéairement indépendantes s'il n’existe pas
de relation de la forme

Ci91(2) + Cop2(2) +...+ Cr9n(z) =0,
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ou les G, constants ne sont pas tous nuls. Dans le cas contraire, elles sont
dites linéairement dépendantes. Il est a remarquer qu’un systéme de
fonctions orthogonales, continues, dont aucune n’est identiquement

nulle ¢4, 92, ..., 9o constitue un systéme de fonctions linéairement
indépendantes. Sil'on avait en effet

Ci?1+ Cz?g—l—. . qu)n== o,
la multiplication par g suivie d’une intégration donnerait
b
Ckf e3dr=o0 et par suite, Ci=o.
n‘o
Orthogonalisation et normalisation d’une suite de fonctions.—

Soit une suite de fonctions continues

o1(x), v2(2), ..., 9n(2Z),

assujetties a cette condition que les n premiéres sont linéairement
indépendantes quel que soit n. Nous allons montrer que l'on peut
remplacer cette suite par une autre

e1(2), 92(x), ..., ¥n(®), ...,

chaque fonction ¢, (z) étant une combinaison linéaire et homogéne

de 0,(z), 03(Z)s. .., va(z) et les fonctions ¢, étant orthogonales et
normales, c’est-a-dire qu’elles vérifient les conditions

b
f on(Z)or(z) =0, si h#k,

b
f en(z)or(z) =1, si h=k.
“a
Posons d’abord
1= C1 1
et déterminons G, par la condition
b

c;f oPdz =1,
n

cela donne G, car ¢, (z) est supposée continue et non identiquement
nulle.

Pour ¢, nous prendrons

go(2) = G191+ Ceo2
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et nous déterminerons les nouvelles constantes G, et C, de maniére
que l'on ait

b
f 91(Crps+ C>0p) dz = o,
a

b
S etda=1,
a

b b
cif cp‘}dx—i—(]»f o199 dz=o,
a a

et C, peut étre choisi arbitrairement et différent de zéro, on en
déduira C, par cette relation; ¢, sera alors orthogonal a ¢,; on la
normalisera ensuite en multipliant C,, C, par une méme constante
convenablement choisie.

Pour ¢; nous prendrons avec de nouvelles constantes Cy, Cy, G, :

la premiére donne

3= C1=P1+ Cz?z-'- Csvs

et nous écrirons que cette fonction est orthogonale a ¢, et & ¢., nous
aurons ainsi
b

b b
le ?T dx+C¢f ?1?2dx+C3f ?193dx=0,
a a a

b

b b
le P1 P2 dz + Cq ?g dx+C3f PoP3 d.z‘=o,
a a a

et, aprés réduction,

b
Ci+C3f ?103d$=0,
a
b
Cz+Csf q;gv;d.z:O.
a

Nous pourrons prendre arbitrairement Cs; C, et C, seront alors
déterminés, on normalisera ensuite.

En conlinuant ainsi de suite on obtient une suite de fonctions
¥1, P2y .-y Pny

orthogonales et normales (').

(!) Si Pon part de la suite de fonctions 1, z, 22, ..., z", ... dans l’intervalle —1, +-1,
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21. Inégalité de Bessel. Systdmes complets. — Soit @1, Payeeey Pnyers
une suite de fonctions orthogonales ct normales et f(«) une fonction
continue quelconque. Les nombres

b
a, =f f(z) o (x)dx

sont appelés les composantes de la fonction f par rapport au systéme
orthogonal considéré.

L’inégalité évidente

(1) fb<f—l=2na,cp,>2dxgo

=1

donne, lorsque I'on développe le carré et que 'on intégre terme a
terme,

l=n i=n

b b
ol frdx—2 a,f 9. dx + ¥ a}
2 i fl Z i)

a 1=1 =1
ou encore

l=n i=n

o§fbf2dx—22a?-1-2a‘,-‘,

=1 =1
c’est-a-dire

l=n

Ea;*gfbfsdz=Nf.

=1

Cette inégalité, qui est fondamentale, se désigne sousle nom d’iné-

galité de Bessel; en supposant que n augmente indéfiniment, on peut
écrire

=

Y apsng,

i=1

la série qui figure a gauche, composée de nombres positifs ou nuls, est
certainement convergente quelle que soit la fonction f et quel que
soit le systéme orthogonal considéré.

les fonctions orthogonales et normales que ’on en déduit sont a des facteurs numé
riques prés ce qu'on appelle les polynomes de Legendre.

Les remarques faites dans le teate s’étendent au cas d’intégrales doubles. Nous
aurons occasion d’utiliser un peu plus loin cette extension.
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Nous allons retrouver tout naturellement l'intégrale (1) en nous
proposant de rechercher une combinaison linéaire

A1 Q1+ A2Gr+...4+ 2nPn

permettant d’obtenir le minimum de l'intégrale

Développons; une transformation simple nous conduit a I'égalité

=1 =1 =1

Le minimum sera atteint lorsque

i=n
D (m—a)r=o,
, . =1
c’est-a-dire pour
a = ay, %o = A3, ceey Ap =5 Ap.

S’il est possible pour chaque fonction f(z) (composée d’unnombre
fini de morceaux de fonctions continues) de faire correspondre & tout
nombre positif ¢ un nombre entier N tel que l'inégalité n >N

entraine
b i=n 2
f— D aip, ) de<ce
[ ( 2 1Yt b

=1

nous dirons que les fonctions ¢4, ¢a,...,¢n,. . . constituent un systéme
complet (') de fonctions orthogonales (N dépend bien entendu de f).
Ce cas est caractérisé par la condition

l§ a;=fbfz(x) dz

=1

(') Le systéme constitué par les polynomes de Legendre d’ordres o, 1, 2,... normés cons-
titue un systéme complet. Cela résulte du théoréme fondamental de Weierstrass sur
la possibilité du développement en série de polynomes uniformément convergente
de toute fonction continue donnée (voir n°* {9 et 39).
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3 i=n 2
li — dz =
n=lT-; A <f 2 a, qh) iz =0,

=1

traduction de

Il suffit, pour qu’un systéme soit complet, qu’a toute fonction f(x)
(de la nature indiquée) et a tout nombre positif ¢, on puisse faire
correspondre une combinaison linéaire de fonctions ¢, a; ¢4 +...,%n ¢
telle que

b
f [f—(2191+...4 anPn) P dr <,

a
puisque

b
f [f — (@194 ..+ an 9o )P do

b
gf [f—(a191+...+ an 9n )2 dx

a

b .
_Z.f [f—(a191+...+ anron) P de,

pour ‘tout »'> n.

ENSEMBLES INFINIS DE POINTS
ET ENSEMBLES INFINIS DE FONCTIONS.

92. Ensemble de points. — Ktant donné un ensemble borné de
points en nombre infini[par exemple des points du segment, (o, 1) sur
la droite O], on sait que cetensemblea au moins un point limite :
on peut extraire de I’ensemble une suite de points ayant une limite.
Pour le démontrer, on utilise le procédé des subdivisions successives,
on divise d’abord 'intervalle (o, 1) en deux parties égales parle point

. 1 . . .
d’abscisse # = _. Dans I'une des deux parties au moins il y a une

infinité de points. On substituera l'intervalle correspondant (ou I'un
des deux) a l'intervalle primitif et 'on raisonnera de la méme fagon.
On obtiendra par ce procédé une suite d’intervalles emboités dont la
longueur tend vers zéro et qui tendent vers un point limite A au voisi-
nage duquel il y a une infinité de points de ’ensemble.

Ce résultat se généralise a 'espace a n dimensions. Si I'on a un
nombre infini de points de I'espace a n dimensions (x4, %2, ..., Zn)
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et si 'on suppose le carré de leur distance a I'origine borné par un

nombre M, soit
z}+z3+... + A< M,

onpeul extraire de 'ensemble une suite de points p'), p@,. .., p), ...
ayant unc limite L; le raisonnement est analogue a celui que
nous venons de rappeler. L’élément général d’'un de ces ensembles
dépend d’un nombre fini n de paramétres.

Ensembles infinis de fonctions. — Si au lieu de points nous
considérons des fonctions continues, nous remarquons qu’elles
dépendent d’une infinité de paramétres.

Au lieu de considérer le carré de la distance d’un point a I'origine,
nous considérons la « norme » sur (a, b) : (& <b)

N=fbf"(x)dx.

C’est un nombre posilif ou nul, qui n’est nul que si () est identi-
quement nulle sur (a, b).

Imaginons un ensemble quelconque de fonctions continues dont
les normes soient bornées Ny << M; il n’en résulte pas que I'on puisse
en extraire une suite de fonctions tendant vers une fonction continue.

Exemple. — Prenons sur 'intervalle (— 1, + 1) les fonctions sui-
vantes :

Pour—%<x<%, Yn=Ju(®)=1— n2a?

3'.—

[ainsi pour z=o0 on a fr(0o)=1 quel que soit n et pour z =
1 1
fn(;) = o0; de méme fn(— 7:) = o];
1
pour — 1 <x<—5, Jn=0;
pour ;—Il<.z'< 1,. Yn=o.
On a bien une suite infinie de fonctions continues de norme bornée
et cependanl on ne peut en extraire une suite de fonctions tendant
vers une fonction continue, car une telle fonction étant nulle pour

z 7% o0 devrait étre nulle pour z=o0, ce qui n’est pas possible
puisque f,(0) =1 quel que soit z.
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Une autre différence est la suivante : Dans le cas d’un ensemble de
points il suffisait d’imaginer une suite de points dont la distance a

Fig. 6.

by

-1 o +1 X

Porigine lend vers zéro pour avoir une suite ayant zéro pour limite.
L’exemple précédent montre que la norme d’une fonction peut tendre
vers zéro sans que la fonction limite (existant d’ailleurs) soit identi-
quement nulle.

23. Nous allons introduire une notion qui va permettre de res-
treindre le choix des familles de fonctions que nous considérerons,
de maniére a pouvoir énoncer certains résultats simples; c’est la
notion de 'égale continuité.

Définition. — Soit une famille comprenant une infinité de fonc-
tions f(2) définies dans I'intervalle (o, 1) (fermé). Elles seront égale-
ment continues si a tout nombre positif ¢ on peut faire correspondre
un nombre ¢ tel que I'inégalité '

(1) : |2’ —a"| <38
entraine
(2) if(a") —f(2") ]| <e,

le nombre & étant valable pour toutes les fonctions de la famille. Si
j'envisage une fonction parliculiére f(z) continue, a tout nombre ¢
je puis faire correspondre d tel que I'inégalité (1) entraine l'inéga-
lité(2).Seulementddépenden généraldelafonction choisie f(z); I'égale
continuité indique que 'on peut choisir 4, dés que 'on s’est fixé e.

une fois pour toutes, c’est-a-dire quelle que soit la fonction f( ) de
de la famille considérée.

Tutorime. — St les fonctions d’une famille sont également
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continues et également bornées| |f(z)| << M pour toutes les fonctions
de la famille dans un intervalle fermé], on peut extraire de la
Samille une suite de fonctions convergeant uniformément vers une
Sonction limite; cette fonction limite sera continue (puisqu'une
suite de fonctions continues uniformément convergente a pour
limite une fonction continue).

(D’aprés cela les fonctions de 'exemple précédent ne constitueront
pas une famille de fonctions également continues).

Démonstration. — Marquons sur U'intervalle (o, 1) une suite de
points &, Za,. . ., Zn,. . ., dénombrable, dense dans tout intervalle
(ce qui signifie que dans un intervalle quelconque il y aura au moins
un point de ’ensemble ). En fait, nous prendrons, pour abscisses, des
nombres fractionnaires ayant pour dénominateur une puissance entiére
de 2

Zy1, X9, T3,

C’est un ensemble dénombrable et dans un intervalle partiel si
petit soit-il il y a toujours un point de 'ensemble. On peut méme
ajouter que, étant donnée une longueur ¢ on peut fixer un entier N
tel que dans tout intervalle de la droite de longueur¢il y ait au moins
un point correspondant a un indice inférieur ou égal a N il suffit de

.. .. 1 . e
choisir & de maniére que b <&, puis de choisir N tel que I’ensemble

(24, Z2,. . ., zy) soit précisément 'ensemble de tous les nombres fz,
ol p est entier. '

Considérons alors la valeur en z, des fonctions de la famille;
ces nombres f(z;) sont en module inférieurs ou égaux a M. Leur
ensemble a au moins une valeur limite, on peut donc extraire de la
famille une suite de fonctions

ai(z), as(z), ..., a(®), ...,

telles que @, (z1), @2(Z1);. .., an(2,),. .. aient une limite quand n
tend vers + oo ().

(') S'1l se trouvait que les valeurs f(x,) soient en nombre fini, I'une d'elles an
moins en tout cas serait prise par une nfinité de fonctions de la famille; ce
sont ces dermiéres fonctions quon appellerait a,(z), a,(z),..., @&, (z),...; les
nombres a,(z,) étant tous égaux ont une limite qui leur est égale.
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Nous ne considérerons dans ce qui suit que les fonctions de la
famille a (z).

Considérons les valeurs en z, de ces fonctions; les nombres a, (z,),
@y(Zy)y. ., @n(xs),..., forment un ensemble borné. On peut en
extraire une suite de nombres tendant vers une limite. On extrait
ainsi de la premiére suite de fonctions une seconde suite de fonctions
que nous appellerons

bi(z), bs(z), ..., bp(z), ...,

telles que b, (2,) ait une limite. Bien entendu &,(z,), b.(zy),-..,
tendent déja vers une limite. Cette suite des b,(z) a une propriété
de plus que la suite des a,(z) : elle tend vers une limite aussi bien
en z, qu’en x,.

Soit maintenant

bi(@3), ba(xs), ..., ba(xs),

leurs valeurs en z;; c’est une suite bornée, de la suite des ba(z) on
pourra extraire une suite

c(z), cs(z), .... en(x),

qui tend vers une limite en z;; cette suite a d’ailleurs une limite en
z, et z,.

Et ainsi de suite.... Nous avons obtenu une infinité de suites,
chacune d’elles étant extraite de la précédente. Rangeons-les en un
tableau rectangulaire

ay(z) bi(z) ()
as(z) by(z) .....

...... .o ceeae

et considérons les fonctions qui se trouvent sur la diagonale principale

a;(w)
bo(z)
03(.27)

c’est une suite infinie de fonctions extraites de la famille, nous allons
montrer que celte suite est uniformément convergente dans l'inter-
valle fermé (o, 1). Posons

ai(z) = q1(z), b(z)=qa(x), ....
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Démontrons que ¢, (z) tend uniformément vers une fonction limite.
Donnons-nous ¢ et prenons le nombre & correspondant a ;
D’aprés 'hypothése de I'égale continuité, pour avoir

If(a) = f(a") < 3>
il suffira de prendre
|2’ — 2" | <8.

En allant assez loin dans la suite z,, Zj,..., Zx..., on peut trouver
un nombre p, tel que dans tout intervalle de longueur ¢ il tombe
certainement un point au moins de la suite finie

1y, Xry ..y Zp.

Considérons les valeurs des ¢ en un des points z, de cette suite

(h=1, 2,..., p) on peut choisir un nombre N(¢) tel que la double
inégalité

n>N, m> N
entraine

| q"(zh) - qm(wh) | < g,

en raison de la convergence en z; de la famille des fonctions ¢. En
prenant N suffisamment grand, 'inégalité sera vérifiée pour

h=1, h=2, ey h=p.

Evaluons maintenant la différence lgn(2) — gm(2)|, z blant quel-
conque; choisissons pour x; un point tel que |z — z4| < 9, ce qui
est possible d’aprés la maniére dont on a choisi p. Grace a I'égale
continuité, nous aurons

l Qm(x) —_ QIn(xh) < ;7

|gn (@) —gn (@) < 35-
D’autre part

[gn(2) — gm(2) |1 qn(x) — gn(2n) | +1gn (Z1) — gm(za)|

. + |l gm(zn)— qm(z) |,
c’est-a-dire

[gn(2) —gm(z)| <e.

En conséquence, étant donné un nombre positif ¢, on a pu lui faire
correspondre un nombre N tel que les inégalités n >N, m >N
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entrainent
I gn(2) — gm(2) | <
cela pour tout point  du segment (o, 1). Cela prouve la conver-
gence uniforme de la suite gn(x).
On peut affirmer que la suite

q1(x), gqs(z), ..., gqa(x),

tend uniformément vers une limite q(z), et que cette limite est une
Sonction continue; car la limite d’une suite uniformément conver-
gente de fonctions continues est continue.

24. On a fait une hypothése surabondante : les fonctions étaient
supposées également bornées. On peut la remplacer par une autre,
comme nous allons le voir, mais I’égale continuité ne suffit pas,
comme le montre I'exemple suivant : Considérons la famille de fonc-
tions

f(x) -+ ’l7
qui sont évidemment « également continues » si f(z) est supposée
continue; mais on ne peut en extraire une suite tendant vers une fonc-
tion continue, car ces fonctions tendent vers + oo en chaque point. 11
suffit d’ailleurs d’ajouter une restriction : on supposera que l'on peut
extraire de la famille une suite de fonctions dont les valeurs en un
point particulier du segment (o, 1) sont bornées.

On peut en effet prendre ce point comme premier de la série

Z1, Xo, ceey Tny

La suite de fonctions a,(z), a:(z),. . ., est bornée en z,. La famille
étant également continue, il en résulte, comme nous allons le voir,
non seulement que chacune de ces fonctions est bornée dans I'inter-
valle, mais aussi qu’elles sont également bornées.

Nous savons qu’a tout nombre positif ¢ correspond un nombre &
tel que l'inégalité |2’ — 2" | <d entraine

/(@) —f(2") ]| <e.

Fig. 7.
o

PR x’ xc+8
Prenons z' fixe; dés que 2/ — <z <2'+ 9, on a

(=) —f(=) ] <s,
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en particulier

[f(2'+8)— f(2') | <e;
de méme z étant un nombre quelconque de l'intervalle

< x <+ 28,
If(z) —f(z'+8) | <
et, par suite, dans le méme intervalle
If(2) = f(2) | <2e.”

En prenant suffisamment d’intervalles, on voit que pour

on aura

<z < z'+ nd,
If(2) = f(a) | < ne.

On finira ainsi par recouvrir tout P'intervalle en prenant n suffisamment
grand.

Si la famille de fonctions également continues est bornée en
toutes les fonctions seront également bornées dans I'intervalle, ‘car

(@) [S1f(2) = f(2) |+ | f(2) | < ne+ M.

on aura

25. Conditions suffisantes pour que les fonctions d’une famille
soient également continues. — Supposons que le taux de variation
soit borné. On a

Sz + h}z—f(x) <M,

M est le méme pour toutes les valeurs de z et de % et pour toutes les
fonctions de la famille. Nous pouvons écrire, en désignant par z’ et
#' deux valeurs quelconques de l'intervalle

If(2') — fla") <M|2'—2"|.
Le premier membre sera plus petit que ¢, si nous prenons

M|z’ —a"| <e,
c’est-a-dire si

|w’——x"|<_l&.

Imaginons maintenant que ces fonctions aient des dérivées bornées
dans leur ensemble; la condition précédente sera réalisée. On a en
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effet

=1 _ i,

£ élant un point de I'intervalle, mais on a, quel que soit £ et £,
FEI<M;

on retrouve la condition précédente et la famille de fonctions est une

famille de fonctions également continues.

Ezemple. — Considérons la famille de fonctions g(z) qui
découlent d’une fonction arbitraire continue & norme bornée au
moyen d’un « noyau » K(z, y) par la formule

b
s@) = [ K@, )b dy,

la fonction K (2, y) est supposée bien définie et continue dans le
champ (a, b), (a, b); lafonction 2(y) est arbitraire mais continue et
I'on suppose

b
f R (y)dy <M.

Puisque K(z, y) est donné, la formule fait correspondre a chaque
fonction A(y) une fonction g(z). Je dis que ces fonctions g sont
également continues et également bornées.

1° Elles sont également bornées. L’inégalité de Schwarz donne

b b
g’(w)éf K*(w,y)dyf h2(y)dy;

or,
b

f R (y) dy <M;
a
d’autre part,

f,. "k, ) dy

est une fonclion continue de # dans ab fermé, son module est borné,
les fonctions g () sont également bornées.

2° Elles sont également continues. On a en effet

b
s(@)— @) = [ [K(, 7)— K(@', k() dy

MEMORIAL DES SC. MATH. — N°¢ 101 et 102. 5
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et. par suite,
b b
[(e(=)— s 2< [ By [ (K, 5) = K&, )Py

ou, puisque les normes des fonctions /() sont bornées,
5
[8(a) — g(a) <M [ [K(a, ) — K(a, )] dys

de plus, grice a 'uniforme continuité de K(z, y) on peut diminuer
I'intégrale & volonié et par suite la quantité

[g(2") — g(2")]

en prenant | z'— #" | assez petit.

APPLICATION A LA THEORIE DES EQUATIONS INTEGRALES.

26. Les résultats précédents peuvent servir i la résolution des équa-
tions intégrales de la forme -

b
2@) =) [ K@, 290 dy = f(a),

le noyau K(z, y)etla fonction f(z) sont supposés continus donnés;
A est un parameétre, la fonction ¢ () est la fonction inconnue.

Lorsque la fonction f(x) est identiquement nulle, ’équation pré-
cédente se réduit a I'équation homogéne

b
2(2) =2 [ Kz, )9 dy =o,

qui admet toujours la solution ¢ (z)=o. Si elle en posséde une autre (*)
9:(z), on pourra normaliser ¢,(z). Si elle en a plusieurs linéaire-
ment indépendantes ¢ (2), ¢2(x),. .., nous pourrons toujours les
supposer orthogonales et normales, en appliquant le procédé qui a
été indiqué précédemment.

Une valeur de A pour laquelle I’équation homogéne posséde une
solution non identiquement nulle, s’appelle valeur singuliére du
paramétre. Les solutions correspondantes ¢y, ¢, ... supposées ortho-
gonales et normales sont appelées fonctions fondamentales relatives

(') Nous nous bornons aux solutions continues.
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a la valeur 2; leur nombre, relativement a une valeur déterminée, est
limité comme nous allons le montrer.

Formons les « composantes » relativement aux ¢ de la fonction
K (=, y) considérée comme fonction de y, nous aurons les expressions

[Rennma, [ Ko Nud,
c’est-a-dire
so(@), 39
En nous bornant aux & premiéres, l'inégalité de Bessel nous donne
§,<?%+q>a+...+ﬁ>§fabw(w, 7y,
d’ou I'on déduit, par une intégration

1 0 . b b b
T(f etdo+...+ [ ?;dm)gf (mf K(z, y) dy,
a Ya / a a

ou encore
b

b
,hgf de [ K (z. y)dy.
h a a

| -t

>

On obtient ainsi une limite supérieure pour A

b b
hgxzf f K2(2, y) dz dy.
a a

Théoréme fondamental pour un noyvau continu quelconque. —
Nous allons appliquer les résultats du chapitre précédent a la réso-
lution de I’équation intégrale

b
2@) = [ K(m )30 dy = (=),

la fonction K(z, y) étant donnée el continue ainsi que f(z), A étant
un paramétre dont la valeur est donnée.

Considérons le noyau K (z, y) comme la limite d’une suite unifor-
mément convergente de fonctions

1=pn

An(2, ) =Z X, Y,

i=1
X; étant fonction continue de z et Y, fonction continue de y. On peut,
par exemple, prendre pour A,(z, y) un polynome en z, y.
{ .
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Soit alors I'équation intégrale « approchée »

b
) 2@) = [ An(@, 7)9() dy = f2)
ou A # o.
Si n croit indéfiniment, deux cas peuvent se présenter al’exclusion
I'un de 'autre.

Premier cas. — A chaque fonction f(z) on peut Taire corres-
pondre une infinité de valeurs de n telles que I'équation (1) ait

quelque solution ¢,(z) dont la norme est inférieure & un nombre
JSize M indépendant de 7.

Deuziéme cas. — L’hypothése précédente n’est pas réalisée. 11
existe alors au moins une fonction f(z) a laquelle on ne puisse pas
faire correspondre une telle infinité de valeurs de n. Une telle
fonction sera dite exceptionnelle.

Ce cas se décompose lui-méme en deux :

a. Celui ou, pour 'une au moins des fonctions exceptionnelles
f(x), I'équation (1) a quelque solution pour une infinité de valeurs
de n. Les normes de ces solutions ne sont pas bornées. En suppri-
mant certaines valeurs de n, on peut faire en sorte que ces normes
tendent vers - co.

b. Celui ou, pour chaque fonction exceptionnelle, I'équation (1)
n’a de solution que pour un nombre fini de valeurs de n : ayant choisi
une de ces fonctions exceptionnelles, et supprimé ces valeurs de =,
on aura une suite infinie de valeurs de lindice pour lesquelles
'équation avec second membre sera impossible; alors, d'aprés un
résultat vu dans le cas des noyaux dégénérés, on pourra affirmer que,
pour chaque indice de cette suite, 'équation sans second membre
correspondante pourra étre satisfaite par une fonction normée.

Etude du premier cas (en supprimant au bésoin certaines valeurs
de n). — Soit ¢ (z) une solution de norme inférieure a M, elle satis-
fait a la relation

b
on (@) — X f An(z, ¥) en(y) dy = f(2),

(1) Voir ’étude des équations & noyau dégénéré, faite plus haut.
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, .
que l'on peut écrire

b
@) —f(@) =2 [ An(z,3) ea(r)

avec la condition
3

f ea(r)dy <M,
a

Nous pouvons alors affirmer que les fonctions ¢ (z)— f(z)
forment une famille de fonctions également continues et également
bornées (). On pourra en extraire une suite de fonctions tendant
uniformément vers unc limite continue. Soit o(z) — f(z) cette
limite; je dis que ¢ () vérifie I'équation intégrale : il existe en effet
parmi les ¢, (z) une suite de fonctions

Pryy Pnyy -y Py

tendant uniformément vers ¢(z); l'intégrale

b
f Anp(@, 3) 9y () dy

tend uniformément vers

b
f K(z, y)9(y) dy;

on a, par suite,

b
?(2) = [ K@, 7)9() dy = f(2).

Etude du deuxieme cas. — a. Soit on () une solution de norme
tendant vers + o

6
,,=f 94(y)dy  avec lim Cp=+ ;
a nye
on a encore

b
on(@) =2 [ An(@, ¥) on(y) dy = (@)

() Yoir la démonstration du n° 25, que I'on complétera aisément en utilisant
l'inégalité

[ A (@ ) — A (= ) |
Sl ALz, y) — K(z, ) |+ K(z, »)—=K(@, y) |+ | K(z', y)—A, (=, ¥) |
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ou, en divisant par \/C,,

?rr(-“') ‘Pn(J’) f(w)
o XfaA(zy) dy = 2.

La norme de ‘/é‘_) étant égale a 1.
On peut encore écrire

ea(2)  f(x) e (y)
\/Cn Vcn—kﬁf\(wy)v dy

et remarquer que f (C) tend uniformément vers zéro lorsque r croit

indéfiniment. D’aprés I'égalité, le premier membre est constitué par
une famille de fonctions également continues et également bornées.
On peut en extraire une suite de fonctions tendant uniformément vers
une limite ¢(z) continue normée, puisque sa valcur est la limite de
en(2)

VCn
membre

qui est normée. Cette limite satisfait a 'équation sans second

b
2@ = [ Kz, p)90)dy =o.
b. On a, quel que soit n,

b
o=¢n<x>—xf An(@, 2) ¥aly) 4y,

les fonclions ¢, (z) étant supposées normées. Elles constituent, d’apres
I'égalité méme, une famille de fonctions également bornées et égale-
ment continues. On peut'en extraire une suite tendant uniformément
vers une limite continue §(z); cette limite sera solution de 'équation
homogéne

Ab
0= q»(w)—kj K(z, 7)) dy

[comme on le voit encore en utilisant ’hypothése de I'uniforme con-
vergence de A,(z, y) et des Y, () choisies].

Nous avons montré que I'équation sans second membre (a ‘noyau
continu quelconque) n’a qu’un nombre limité r de solutions linéaire-
ment indépendantes. Sir=o, le « deuxiéme cas » ne peut se présenter,
puisqu’il conduit toujours a une solution pour I'équation sans second
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membre

b
0= d(z)— xf K(z, 7)4(») dy;

nous sommes donc dans le premier cas et I'équation avec second
membre possede, quel que soit f, une solution. (Elle ne peut
en posséder plusieurs puisque la différence de deux d’entre elles
serait une solution de 'équation homogeéne.)

Montrons maintenant que si I’éguation homogéne a r21 solutions
indépendantes exactement, il en est de méme pour Uéquation
associce

)
(@)= [ K, 2)x () dy =o.
Soient 4, §3, ..., §r des solutions orthogonales et normées de

b
® ¥@) = [ Kz, )4 dy=o.
Posons

b
W@ = [ An(@, )Y 4e(r) dy = Bua(a),

cette fonction tend uniformément vers zéro, il en est de méme des
expressions analogues dp,a(h =1, 2. ...,7).
Utilisons le noyau dégénéré ()

An(2, 7) + 3 3u(2) ¥4 () = An(, 7).
On a

b
W@ =2 [ | An(2 )+ 58 (@) () | 4a(r)
A X
b
¢ =bu—u [ W) dy =o,

AL (=, y) est un noyau dégénéré qui tend uniformément, comme
An(z, y), vers K(z, y), mais tel que I’équation sans second membre

b
() ¥@) =2 [ M@, 4 dy = o

(*) Rappelons une fois de plus que si 4 figure deux fois dans un terme monome,
on doit considérer que l'on fait la sommation par rapport A cet indice.
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admet les r solutions y; (). Elle ne peut en avoir une r + 1'*™° ortho-
gonale a tous les ¢, du moins pour n assez grand, car on en déduirait
en utilisant encore 1’égale continuité et le passage a la limite l'exis-
tence d’une r + 1'*™° solution pour (1).

D’aprés ce que nous avons vu sur les équalions a noyau dégénéré,
pour ces valeurs de »

b
2) x(@) = [ AL, @) ) dy = o

a aussi r solutions linéairement indépendantes (orthogonales et
normées); d’ou résulte en utilisant encore I'égale continuité et le
passage a la limite, 'existence de r solutions indépendantes pour

b
() (@)= [ Ky, ) 1) dy =o.

Cette équation n’en a d’ailleurs pas plus de r, puisqu’on en
déduirait inversement’existence de plus de r solutions indépendantes
pour (1).

Dans le cas r2>1, conditions nécessaires pour que l'équation
avec second membre ait quelque solution. De

b
2@ = [ K@, )30 dy = f(@),

on tire

b b b b
[ s@u@de = [ [ K@, @ dedy = [ @) (@) dz,
mais I'intégrale double s’écrit

b b
S sy [ K@ ) ua)da

ou encore .
fa ?() dy&-(yr) .
Donc ,
S @ @ de=o
et de méme,

[4
f S(z)gn(x)dz =0 pour h=1,2,..., 7.
a
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Montrons que les r conditions sont suffisantes. — Considérons r
solutions, linéairement indépendantes, de ( 2), Xan, orthogonales et
normées, pour lesquelles en ne prenant que des valeurs convenables

de n, on pourra affirmer que y4.(z) tend uniformément vers une
limite y;(z). Formons

b
f(w)—th(w)f xun(P) S () dy
que nous appellerons f, () ('). Si les r conditions indiquées sontréa-
b
lisées, fa(z) tend uniformément vers f(x) puisque f xun () () dy

5
tend vers f x:(¥)f(¥) dy qui est nul. D’autre part, on a

b 6 5
S i@ @ e = [ @) tun@ de— [ ) )y =,
Jn(z) étant donc orthogonale aux r fonctions xin (), I'équation
5
?(@) = [ L2, )90 dy = fale)

a une solution au moins, etl’on a la possibilité de choisir cette solution
orthogonale a ¢4, s, ..., §,. La fonction g, (x) ainsi choisie a une
norme bornée; s'il n'en était pas ainsi, I'utilisation de 1'égale conti-
nuité et du passage a la limite conduirait & la démonstration de
Pexistence d’une solution de (1) normée et orthogonale aux ¢, ce qui
est impossible. Ce point acquis, une nouvelle application de la
méthode (égale continuité et passage a la limite) montre I’existence
d’une fonction ¢(z ) (orthogonale d’ailleurs aux ¢) telle que

b
2@ =2 [ K5 1900 dy = fla).

27. Formules de Fredholm. — En nous placant & un autre point
de vue nous pouvons substituer a 'équation

2(2)— [ K&, )5 dy = fia)

(*) Dans le second terme, il est entendu que I'on fait la sommation par rapport i
h, qui figure deux fois dans le produit. du contraire n a une valeur déterminée.
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un systéme d’équations ordinaires. Au lieu de considérer le noyau
comme la limite d'une suite de polynomes, nous pouvons revenir a la
définition méme de Pintégrale et décomposer I'intervalle (o, 1) en
n parties égales (cf. 12).

Les valeurs des inconnues ¢ (71-), ) ’-i-), ..., sont des fractions
dont les deux termes, sont des déterminants. En recherchant ce

qu’elles deviennent lorsque r tend vers 'infini, on est amené aux
séries de Fredholm.

Séries de Fredholm. — Nous écrirons a priori les séries que I'on
a été amené a imaginer; nous verrons qu’elles donnent bien la solu-
tion. Posons, en revenant a U'intervalle (a, b),

av(z, y) = K(=, y),

' K(z, y) K(z,¢)
a(z, y) =‘/’: K(¢y) K(t¢) )

et, d'une maniére générale,
b K(z,y) K(z,t1) ... K(az, t)

b b
an(x,y) =f ...f /- ................. tes eeadeeses dt‘ e d[n,
a a %Ya

_ K(tn, ¥) K(tny 1) ... K(tm, tn)
Posons aussi

b
A, =f an (2, t) dt;
[

le résultat fondamental sera le suivant : si la série

n’est pas nulle, 'équation intégrale a une solution et une seule,
qui s’exprime d’une maniére simple a I'aide d’une fraction ou A estle
dénominateur, le numérateur étant la série

al(w;y) +a2(x7 )’)_
I Y ceee

8 =ao(x, y)—

Nous montrerons que ces deux séries sont convergentes, ¢ I'étant
uniformément dans le carré fondamental.

Identités fondamentales. — En admettant cette double conver-
gence, établissons tout d’abord deux identités que nous utiliserons
dans la suite.
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Développons le déterminant

K(z,y) K(z,t) ... K(az, tn)
K(th .}') K(’h ti) v K(th t,,) .

.............................

K(tn, ¥) K(tn, t1) ... K(tn, ta)

par rapport aux éléments de la premiére colonne; on pourra I'écrire

K(tr, t1) K(t, ta) ... K(g, tn)

K(x,‘y) .................. Cee e ieieeean
K(tn, t1) K(tn, ) ... K(tn, t2)
K(z,t) ... K(z,¢,)

—K(ti,y) K(t21 ti) K(tb tn)

..................

K(tn:‘ti) K(tn’ tn)
K(z, 1) ... K(a, tr)
K(ty, ¢) ... K(ti., tr)

+K(t, )| K(ts, 01) ... K(zs, ta)

...................................

Dans le déterminant multiplicateur de K(t,, y) on aménera la colonne
K(., t3) au premier rang. Dans le déterminant multiplicateur de

K(ts, ), on aménera la colonne K(., &) au premier rang, etc.
Nous obtenons alors I'identité

b
an(z, ) = K(2, y)An— f K(t, ) an_i(; t) dt,

quel que soit n2r.
Remplagons n paro, 1, 2, .. ., DOUS aurons successivement

ay(z, y) = K(z, y),
—a(@ ) =—K(@ )A+ [K, p)a(a 0t

+a@ )= K@ )h—2 K@, p)as,

...............................................

ajoutons aprés multiplication par des facteurs convenables, nous
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avons 'identité

ao(z, y)— ai(a:,y) + az(;v; r) _ .
b
=K($>}')(I— é!—’ + %’) +/ K(¢t, ¥) [a,,(x, t)— “_’(“;"’ t)...] dt
Ya
ou encore

b
8(z, y)=K(z, A +f K(¢, y)d(=, t)dt.

Si I'on avait développé par rapport a la premiére ligne, on aurait
obtenu d’une maniére analogue

b
an(z, y) = K(z, y)An— nf K(z, t)an-1(t, y)dt
et, par suite,

b
3(x, y) = K(z, y)A+ f K(z, £)3(t, ) dt.

Remarque. — Etant donnée une fonction ¢(z), on peut lui faire
correspondre la fonction

b
s(@)+ [ K(z,7)80)dy

lorsque l'on s’est donné le noyau K(z, y). Le résuliat de cette
opération sera désigné par S(¢).
Cherchons le résnltat de deux opérations successives S,[Sz (¢ )]
On a, par définition,

b
S1[S2(9)] = (=) +f Ki(z, y)x () dy
avec

b
X(#) = p(@) + f Ks(2, )9 (») dy,
c’est-a-dire

b
Si(Sx@)] = (=) + [ Ka(e, ) 9() dy

b b
+ [ Kile, ) dy [«.>(y)+ YR IZDHO) dt]

ou encore

b b
Si[Sx()] = ¢(@) + [ Ka(@, 1) eV dy + [ Kiz, 7)o dy

b b
+ [ Kaw, ) dy [ Kaly, O30t
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le dernier terme du second membre peut s’écrire
b b
S et [ Kiw 2 Kt a3
en changeant de notation (y pour ¢ et ¢ pour y), on trouve
b b
f e (») d)’f Ki(z, t)Kq(¢, y) dt,
ce qui permet d’écrire
b LA
S:[S2(9)] = ?(&')-*-f 169 dy[K1(w, 7))+ Ky(z, )+f Ki(z, 1) Ks(2, 7) d‘] .
a a

Ce résultat va nous permetire de démontrer que, si A 5 o, I'équa-
tion

s — [ K (@, )0 dy = )
a une solution et une seule donnée par la formule
?(w)=f(x)+fabi(-”2—"lf(t)dt.
Ezistence et unicité de la solution lorsque A £ o. — Montrons

d’abord que si 'équation intégrale a une solution, elle n’en a qu’une.
Soit

5
o) 2@ — [ K@ 2)90) dy = f(2)
’équation intégrale considérée. Nous allons effectuer sur la solution
¢(z) I'opération
Sa[S—x],
A

qui équivaut & une seule opération S de noyau

5 b5(a, t

A K ) - [ & Dk (s, yyar;

or, cette expression esl identiquement nulle d’aprés l'identité

b
3z, ) = AK(5, ) + [ 3@ DK )b
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on obtient tout simplement ¢(x). Cela prouve que s'il y a une solu-
tion, elle ne peut avoir comme expression que

b
(2) s+ [ pwya

Nous allons voir maintenant que cette expression représente bien
une solution; en la substituant dans le premier membre de I'équa-
tion intégrale, on voit qu’il suffit de former

S—x[s%f(w)],

le résultat est la substitution relative au noyau

—K(z, ) + 22 ) — [K(a, 028D g,
or, cette expression est nulle d’aprés 1'identité
b
32, 7) = AK(z, )+ [ Kz, 1)3(t, ).
Il est ainsi démontré que (2) est bien solution de (1).

28. Passons aux démonstrations de convergence annoncées plus
haut.

LeummE (Inégalité d’Hadamard). — Valeur mazimum d’'un déter-
minant. — Considérons un déterminant

@y Qi ... Qdip

Ay Qg2 ... Q2p

A=

.......

AQny Qpr ... QaAnn

i éléments réels. Nous allons démontrer l'inégalité

1=n k=n

Az §l—l Z e

=1 k=1

Supposons que les éléments varient, la somme des carrés des élé-
ments de chaque ligne restant constante. On aura donc les » condi-
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tions

(1) Za?k= H} (i=1,2,...,n).

k=1

[Dans le cas ou » = 3 par exemple, cela revient a diresque les vecteurs
de composantes respectivement (&iiy @iy @4s)y (@as, Gaa, ‘@a3),
(@31, @32, @as3) ont des longueurs constantes et l'inégalité exprime
que le volume du parallélépipéde construit sur ces trois vecteurs est
au plus égal a la valeur qu’il prend lorsque le parallélépipéde devient
rectangle. ]

Désignons par A,,, la plus grande valeur prise par le déterminant
en tenant compte des conditions restrictives (1). Cette plus grande
valeur est prise effectivement par A. (Théoreme relatif aux fonctions
continues définies sur un ensemble fermé.)

Nous allons montrer que pour des valeurs des @ donnant & A sa
valeur maxima A,,, les éléments du déterminant sont proportionnels
aux mineurs correspondants.

Pour une valeur déterminée de &, on a

A=apuApu—+...+~apnApn

et 'inégalité de Lagrange donne

k=n k=n k=n
A’§E alx 2 Abr= H%Z A
k=1 k=1 =1

Le signe d’inégalité correspond au cas ou les éléments axy, Qaa, «- .y Gin
ne sont pas proportionnels aux mineurs correspondants. Si on les
modifie alors en laissant la somme de- leurs carrés constante de
maniére qu’ils deviennent proportionnels aux mineurs A, la valeur
du déterminant serait augmentée, ce qui est incompatible avec
I’hypothése d’aprés laquelle A aurait précisément sa valeur maximum.

Multiplions maintenant le déterminant A, par lui-méme en tenant
compte de la proportionnalité des mineurs aux éléments, le carré du
déterminant A, se réduit & un déterminant dont tous les éléments
sont nuls sauf ceux de la diagonale principale et 'on a

Aly=H3H}...H3.



8o MAURICE JANET.

Il en résulte, pour le déterminant primitif A, I'inégalité

P
Il

1
A*<H3Hi...Hi= ak.
i

Il

n n

-~
Il

1 1

1l

Conséquence. — Supposons que l'on sache seulement que la
valeur absolue de chaque élément du déterminant A soit au plus égal
a un nombre donné M. Alors si n est le nombre des éléments d’une
ligne on aura

%=n
'A1<g Za.,s[(an)z] = Mnni,

Supposons que I'on ait dans le carré fondamental
|K(2, y)IEM,

on en déduit dans le méme carré, une limitation en module pour les
coefficients ao(z, ¥), ai(z, ¥), ..., an(z, )

Iao|<W[
[a1|<(b—a)M2

................ 5
n+1

|an| <(b—a)Mn+t(n+1) *

ou encore, A étant une constante quelconque,

u+i

| -
apLenl < O e (n oy

Montrons que la série & termes positifs

n+1
Unp= (b__.—_i?_|)\|nMn+i(n+I) *
esl convergenle.
Formons$ a cet effet le rapport d’un terme au précédent; on troyve
n+°
Untt _ b—a[ [M(n+2)

Un n-+1 n+1
(n+1)?*

21_:_:_1=(b_a)lHM\/(n+z)"+‘\/n+2,

ou encore

n—+1 n—+1
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.. . . n—+2\n+t n- 2
et 'on voit immédiatement que lim ( ) =e et que v
n>w \ R+ 1 n+1
n+1

» u . .
tend vers zéro, le rapport — tend. vers zéro et la série envisagée u,
n

est bien convergente, la série de terme général (—1)" A" a,.(__x;_y_z
n .

est donc uniformément convergente dans le carré fondamental.
La démonstration est tout analogue pour 1 — %A, —+ )-EA‘_,—. .

Les calculs précédemment indiqués sont donc entiérement justifiés.
La solution de I’équation

3
(1) o(@) =2 [ K@ 7)9() dy = fl)
se présente sous la forme
b

(2) o(@) = fla)+ [ Nl B sy an,
ou

3(z,y,\) = ao(z, y)— )I\al(w’ y)+...
et

9

AQ) = 1—);‘A,+ %Az—..
8—(—2—’(—{’))‘) =R(z,¢,1) se
présente comme le quotient de deux fonctions entieres de A puisque
les deux séries convergent quel que soit A. Ces deux séries gardent
un sens pour A complexe. Pour toute valeur de A, méme complexe,
qui n’annule pas A(}), I'équation (1) a une solution ct une scule et
cette solution est donnée par (2).

On démontre que si A, est un zéro de A(X), ko est effectivement
une valeur singuliére de I'équation, c’est-a-dire que I'équation sans
second membre admet effectivement des solutions non identiquement
nulles. On démontre de plus que le nombre de solutions linéaire-
ment indépendantes de cette équation est au plus égal a I'ordre de
multiplicité du zéro 2.

En tant que fonction de A, la résolvante

29. Remarques. — 1° 11 peut se faire que A(}) n’ait pas de zéro.
En voici un exemple : prenons pour noyau

K(z, y) =sinz cosy

MEMORIAL DES SC. MATH. — Neos 101 ct 102, 6
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avec

I’équation intégrale s’écrit

#(2)— A [ sinzcosy 9(y) dy = f(2)
<o
ou encore
#(@)—hsinz [ cosy ¢(y) dy = f(2),
) 0
ce qui conduit & poser
o(x)=f(z)+ )\C[sin.z',

C étant une constante inconnue qu'’il s'agit de déterminer. Pour la

calculer remplagons ¢(z) par cetie expression dans I'expression
méme de C, nous trouvons

kg T T
c =f cosy o(y)dy =j J(¥)cosy dy + le siny cosy dy.
] 0 0
Le terme A disparait et nous avons
T
C =f JS(x)cosy dy.
0
Quel que soit A, on a une solution
n
(2) = f(z)+ A sinxf JS(¥)cosy dy.
[
Exemple analogue K(z, y) = sinnz. cos ny ou n entier quel-

conque.

2° Cas des noyaux dégénérés. — Ce qui u été dit dans le cas des
systémes linéaires de n équations & n inconnues suggére un procédé
de résolution de ’équation de Fredholm.

Reprenons le cas des noyaux dégénérés

K(z, y) = a1(@) B1(3) + 02(2) B2(¥) +- . .+ an(2) Ba(=),
I’équation s’écrit ,
2@ =4 [ D au(@) Ba(r) o) dy = f(2)

ou encore

b
?(2) =23 (@) [ Ba(r)9() dy = f(a).
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Nous pouvons écrire, en posant
‘ b
= [ 20 Ba(r)
?(@) = f(@) + 2 Y an(z)an;

une fois les inconnues z; déterminées, on aura la fonction ¢(z).
Multiplions les deux membres par B;(z) et intégrons de a a b,
nous obtenons

3 3
wk=f Sf(z) Bi(x) de + )\2 w;,f an(z) Br(x) dz,

le systéme est alors le suivant
h=n

zE— 12 Zhthh = Yk;
h=1
en posant pour abréger

b

ri= [ f(@) Ba(a) ds,
b

tkh:f d/,(w) Bk(w)dz".

Ce systéme s’écrit sous forme abrégée
Xy — )\xln ten= Yk,

comme on I’a déja vu. La formule de résolution sera

o Ui U
Y1
Y
s Ly = e ee .
PP I—)\t“ —)\tn —)\tin
—Xlay e
— Npt eennnn 1— Aénn

Pour former le numérateur on borde le déterminant qui figure au
dénominateur en haut par uy, s, ..., ¥, et a gauche par o,

Y11 Y2y - o o0 Yne
Nous avons a former 2z4ax(x); il suffit dans la formule précé-
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dente de remplacer les u par les «, on trouve alors

0 a3 oy an
Y1
Yn . .
X)xp=— =~
Zzh( ) " l—-)\t“ —)xt“,
—Atny ... 1—RXAlnn

o a(x) ...  ax(x)
Bi(y) «oovv oo el
| e e e
n R Ktnn
Zah(x)xh_—_—fa ) B(Iyl““ Al g
—')\tnj l—)\tnn

o 51(37) an(x)
Br(y) «eeen
b Ba(y) eoer oo 1t
‘P(-’f)=f(x)_)‘./a‘ fydy = (1}:-)-).&1 l—l7t1nt -
—Atpr ... I1—MAtnn

On peut montrer que les déterminants introduits ici sont égaux i
ceux qui interviennent dans la méthode de Fredholm.

3° Développement de la résolvante en série entiére en . Noyaux
itérés. — Ce développement cst évidemment possible puisque
A(0) 2 0. Nous allons le retrouver sans nous servir de d ni de A.
Cherchons, pour la solution de I’équation

b
9 () — 2 f K(z, ¥)3(3) dy = f(2),

une série entiére en A de la forme

9(2) =do(@) + Ad1(2) +...+ A dp(2) +....
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En remplacant dans I'équation intégrale et en égalant les coeffi-
cients des mémes puissances de 2, on trouve successivement

b
W@ =f@), W@ = [ K@) W),

b
Yn(@) = j K(z, 7) nt () dy;
on en déduit

(o= K dr [ K, 00 &
=/ b/ "K(e, 1) K, O£ dy d

ou, en changeant de notation,
b= [ | [ "K(a, K 9 dedy

b b
= [y [ K@ 0K, p) dts

b
en posant K,(z, ) =_—f K(z,t)K(t,y)dt, nous aurons
b
wa(@) = [ Ko@) /() dy

et, d’'une maniére générale,

b
¥n(@) = [ Kulz 7)) dy

avec

b
K@, 7) = [ K(@, )Knaa(t, ) .

On estainsi amené a écrire une suite de fonctions de deux variables
Ko(z, ), Ka(z, ), - Ka(z ) -0y

ce sont les noyaux itérés, qui permettent d’écrire la solution sous la
forme

b
2(@) = f@) + 2 [ TK(@, 5) + A Ke(z, 3) + 2 Kl )+ 1 /(9 dy-

Le développement est bien convergent pour X assez petit, car en
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supposant |[K(z, y)|<M, on voit immédiatement que l'on a

| Ke(2, ) [S(&—a) M,
[Ka(z, ) [S(b—a) M,

|\t Kp(2, 3) || A 2=t (b — a)r—t Mn,

le développement converge certainement si | A | < M(—b‘_—a).

Comme le développement trouvé doit coincider (') avec celui de

-8(‘2’(“{’))‘)’ il converge dans le plus grand cercle de centre O qui ne

comprend aucun zéro de A(1); et en particulier dans tout le plan
si A(1) n’a pas de zéro.
Ce dernier cas se présente certainement si K, (z, Y) est identique-
ment nul, il en est ainsi par exemple pour les noyaux de la forme
n=+x»
Z apsinnz cosny,
n=+» n=t

ou Z | @x |estconvergente, l'intervalle (, b) étant (o, 27) (¢f. exemple
sim’ll;l:a indiqué plus haut).
4° Equation Sonctionnelle & laquelle satisfait le noyau résol-

vant. — Les deux relations (vues précédemmenl avec d’autres nota-
tions)

b
—K(w,}’)+R(£,.}’, P)_Pf K(z, t)R(¢, y, p)dt=o,

b .
—K(z,y)+R(z,y,06)—0 K(t, y)R(=, ¢, o)dt =o,

a

retranchées membre 4 membre, donnent

1]
R(z, y, p)—R(z,y, G)-—-pf.K(a,', t)R(¢t y, p)dt

b
+o | K(¢, y)R(z, t,0)dt=0.

a

b b
(') En effet, deux intégralesf u(z)f(z) dz,f v(z)f(z)dz (ou u, ¢, f sont

a a
des fonctions continues) ne peuvent étre égales quel que soit f que si « et ¢ sont

égales.
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Dans la premiére, remplagcons z par une variable d’intégra-
tion u, et multiplions les deux membres de la relation obtenue par
ocR(2,u, ) du, puis intégrons de a a b. Dans la seconde remplagons
Y par une variable d’intégration ¢, et multiplions les deux membres
de la relation obtenue par pR(v, ), p)dv, puis intégrons de a a b;
les deux relations obtenues retranchées membre & membre donnent

— fK(u,y)R(x, u, o) du
+¢ [K(z, 0)R(s, 5, 0o + (s —p) [ R, u, ) R(w, , p) du =o0.

Cette nouvelle relation comparée a la précédente donne enfin

b
Aoy )= R2 20 [R(a, u, o) R(w, 5, p)du
v ' q 4

qui ne contient plus le noyau K.

Comme le premier membre est symétrique en p, g, il est d’ailleurs
aussi égal a

b
f R(z, 2, p) R(x, ¥, o) du.
@

Cette relation montre que si R(z,),0) est pris comme noyau
K(z,y) pour une nouvelle équation intégrale, le noyau résolvant
correspondant R(z, y, 1) n’est autre que,

R(z, y, s+ %)

On peut trouver aussi la formule précédente par un calcul sur
« opérateurs ». Appelons E I'opérateur unité (qui fait correspondre
a la fonction ¢ cette fonction elle-méme). A 'opérateur qui fait cor-

b
respondre a ¢ la fonctionf K(z,y)9(»)dy, Ay I'opérateur ana-

logue ou K est remplacé par R(x,r,4). Le fait que le produit de
E —)A par E—+2A,, aussi bien a droite qu’a gauche, est I'unité E
conduit a la conclusion : A et A, sont permutables et leur produit est

égal a AK;A

- On en conclut aisément que E —pA, E 4 oA, sont

permutables. Multiplions albrs les deux membres de la relation
“évidente
6(E—pA)—p(E—0cA)=(s—p)E
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@ droite par (E +-0Ag) (E+pA,); en permutant E —pA, E + oA,
dans le premier terme, nous trouvons

(E+0Ag)—p(E+pAy)=(c—p)(E+pAp+ocAs+ psAsAp).

En simplifiant et divisant par po, on trouve pour A;A, I'expression
—A —
Aa—4%. On a donc AA,=A A= As—Ap

T—p s—p

qui redonnerait la

formule trouvée plus haut, mais est susceptible d’avoir une portée
plus générale.

[On apercoit d’ailleurs 'origine essentielle de la formule en prenant

maintenant pour A l'opération qui consiste simplement a multiplier
une fonction par une constante a. Nous résolvons I'équation

(1—2Xa)e=1¢

g=—¥ =(I+—M—>¢;

1—Aa 1— Aa

par la formule

A l’ . . . A A : a .
» est donc I'opération qui consiste & multiplier par P

On a l'identité algébrique élémentaire

a a
1—pa 1—oa a a

p—o 1—pa 1—ca

30. Propriétés des valeurs singuliéres et des fonctions singu-
lisres. — 1° Considérons deux équations de Fredholm (sans
seconds membres) associces. Nous avons vu que leurs valeurs singu-
liéres sont les mémes. Considérons deux solutions §(z), y(«) non
identiquement nulles, respectivement de I'une et de I'autre équation
correspondant a deux valeurs singuliéres p, o différentes

b

‘P(-”)—Pf K(z, ¥)¥(r)dy =o,
b

1@ —a [ Ky, @) x()dy =o.

.

Multiplions les deux membres de la premiére par oy (z)dz, les
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deux membres de la seconde par — p{(z) dz, intégrons de a a b et
ajoutons membre & membre. I.’équation obtenue

b
(o= [ W) p(@)dz =0

montre, puisque ¢ 3£ p, que ¢ et y sont orthogonales.

2° Supposons en particulier le noyau symétrique. Les deux
équations associées ont méme noyau. S'il existait une valeur
singuliére non réelle (- ¢hy od X352 0) donnant une solution
non identiquement nulle ¢+ Z¢,, la valeur conjuguée, singuliére
aussi, serait différente A, — (1; la relation que 'on vient de trouver,
appliquée aux fonctions $, + Yo et by — i, donnerait

b
f (Y1 i) (Y1 — i) da = o,

c’est-a-dire

b
[ W+ de=o,

ce qui est impossible.

Ainsi un noyau symétrique ne peut avoir d’autres valeurs
caractéristiques que des nombres réels. Nous verrons bientét qu’un
noyau symétrique non identiquement nul a au moins une valeur
caractéristique el que le cas ou il n’en a qu’un nombre fini est celui
ou il est dégénéré.

3° Nous avons déja vu qu’a une valeur caracléristique ne peut
correspondre qu’un nombre fini de fonctions caractéristiques linéai-
rement indépendantes. Du raisonnement méme qui nous a donné ce
résultat, nous allons tirer une conclusion plus précise en supposant
le noyau symétrique, et par suile les A lous réels.

Soient des valeurs singuliéres Ay, Ag, ..., Ao, peut-étre d’ailleurs
non toutes distinctes, auxquelles correspondent respectivement n
fonctions singuliéres linéairement indépendantes. Deux de ces
fonclions correspondant a des valeurs distinctes de A sont orthogo-
nales; en remplagant celles qui correspondent & des A égaux a un
méme nombre par des combinaisons linéairement indépendantes, on
peut s’arranger pour que toutes les fonctions soient orthogonales
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deux a deux; normalisons ensuite et appelons ¢, ¢y i.., ¢ les
fonctions obtenues; d'aprés I'inégalité de Bessel

h=n 2
)y [fbK(w, ) ?h(y)dy] §fbK'(a_v, y)dy.
h=1 a

a

Donc

h=n b
2;%?%[Ww4M7

et, en intégrant,
h=n b b
1 .
Zr <[ f K2(z, y) dz dy.
h=1 fl “va a

Si donc on a une infinité dénombrable de valeurs singuliéres 3,
(distincles ou non) auxquelles correspondent respectivement des
fonctions linéairement indépendantes, la somme des inverses des
carrés des valeurs singuliéres constitue une série convergente (et
en particulier 2, tend vers + oo avec p).

4° Considérons encore un noyau symétrique. La valeur que prend

j K(z,5) 9(z) 9(y)dx dy pour une fonction ¢ singuliére, corres-

pondant 4 la valeur 2 est évidemment

b
s | e dz,
I

ce qui se réduit a % 1 ¢ est normée.

Si donc on a
J@ne@ et dedy>o,

pour toute fonction ¢ non identiquement nulle, ce qu’on exprime en
disant que le noyau est défini positif, on peut affirmer qu’il n’eziste
pas de valeurs singulieres négatives.

Conclusion analogue si ﬂK(w,y) ?(z) ¢(y) dz dy <o pour toute

fonction non identiquement nulle (noyau défini négatif); il o’y a pas
de valeur singuliére positive.
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EQUATIONS INTEGRALES A NOYAU SYMETRIQUE.
31. Préliminaires. — Soit I'équation
b
v(@)— [ K, 2)9() dy = f(a).

On a mis en évidence une certaine fonction A(1) entiére de A
définie par une série (pouvant se réduire & un polynome ou & une
constante dans des cas particuliers).

Lorsque le noyau K(z,y) est symétrique, c’est-a-dire si 'on a
identiquement ,

K(z, y)=K(y, 2),

A(}) a nécessairement des zéros. D’une maniére plus précise il
existe au moins une valeur de A pour laquelle l’équation sans
second membre a une solution non identiquement nulle. (D’aprés
une remarque faite plus haut cette valeur de X est nécessairement
réelle.)

Celte démonstration reposera sur la considération d’un extremum
de l'intégrale

b b
1o =[ [ K@ )o@ e dody

étendue au carré fondamental, pour les fonctions ¢ normées.
Commencons par démontrer que 'intégrale J(¢, ¢) ne peut étre
nulle quel que soit ¢ que si K =o. Remplagons ¢ par ¢ 4 {; nous
avons
Je+do+9)=J(e 9)+2J(s $)+I(4 ¢)

!

avec

o, 9) = [[ Kz, 7V 2(@) 4 () dw dy

(cela grace a la symétrie du noyau). SiJ(¢, 9) = o quel que soit ¢, on
devra donc aussi avoir

I(e, §) =0

quelles que soient les fonctions ¢ et §.
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b
Prenons alors ¢(y) =f K(z,»y)e(x)dzx, J(9, ¢) devient

Jrenswady [k, )9 de,

c’est-a-dire :

b b b
Sy [ K@ e ds [ pre s

a

et finalement puisque les deux derniéres intégrales sont égales a ¢ ()
b
[ vmdy=e.

Comme la fonction §(y) est continue, elle est identiquement nulle;
on a en conséquence

b
f K(, 7) o(e) da = o,

quelle que soit la fonction ¢(x). Si nous prenons pour ¢(z) la
fonction K(z, y) ou y est fixé mais quelconque, nous aurons pour
cette valeur ‘

b
[ K(z,y)dz =0,
Ya

quel que soit y.
Ainsi le noyau K(z, y) est identiquement nul. Autrement dit
I'intégrale

15, 9) = [[ K@ ) 9(2)9(2) d y,

dont le noyau n’est pas identiquement nul, prendra cerlainement
pour certaines fonctions ¢ des valeurs différentes de zéro.

Supposons maintenant les fonctions ¢(z) bornées dans leur
ensemble, et par suite :

b
f ¢*’(z)dz<m  (m indépendant des ¢).

a

Appliquons la formule de Schwarz relative aux intégrales doubles,
nous avons

[ J&@ 9 5@ s dear] < Kot ) diay [o2(2) 2001 ey,
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[ [ bv*(x)dx]',

elle est au plus égale a m?. Par conséquent

la derniére s’écrit

[ @ ne@snaedy| <m [k dsdy,

donc bornée.

32. L'étude des équations intégrales & noyau dégénéré a été
faite plus haut. Voici quelques compléments pour le cas des noyaux
degénérés symétriques.

Considérons un noyau dégénéré

K(z, )= a1(z) B1(¥) + 22(2) B2 () +- . -+ 2a(2) Bn (),

les fonctions «,(z) étant linéairement indépendantes ainsi que les
fonctions B,(2) [mais il se pourrait que des (3,(x) soient fonctions
linéaires des o, () ].

Si nous orthogonalisons la suite

ay(z), aa(®), .- an(®), Br(z); ..oy Bn(2),
nous obtiendrons un systéme de g fonctions (g<2n)
wi(‘”): wz(x), LR wl](x)a
que nous pourrons supposer normales c’est-a-dire que les conditions
suivantes seront vérifiées
b
f on(z)wr(@)ds =0, si b3k,

a

el
b

fu);,(w)u)k(x)dw=l, si b=k,

a

en remplacant les « et B par leurs expressions dans la fonc-
tion K(z, y), nous aurons finalement

K'(.z‘, ) =Z Crkwn(z) wr(y),

)
puisque les o; et 3; sont des combinaisons linéaires des .
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Nous allons montrer que les fonctions de deux variables w; (z) we(y)
sont orthogonales et normales dans le carré fondamental.
Remarquons que % et & élant quelconques on a

b

,Cbpgb[wh(x) wi(y) ] dz dy =fbw"(x)2 dx-/a‘ oy

donc

Jion@ ox(yrdzay =,

quels que soient £ et k.
Considérons maintenant

] 0n(2) wi(y) wp(2) op(y) dz dy

et supposons l'un des deux nombres (au moins) h — A/, k — k'
différent de zéro, cette intégrale double peut s’écrire

b

b
S on@ on@)de [ o) our) dy,

elle est nulle, 'un des deux facteurs étant certainement nul.

Les produits w;(z).w;(y) constituent des fonctions orthogonales
et normales. On en déduit (') que <es: fonctions sont lindairement
indépendantes. Si nous supposons le noyau K(z, Y) symétrique,
nous aurons identiguement

9 9
2 Caron(@) wr(y) =X, Ca wa(y) k()
hk hk

ou encore en changeant le nom des indices au second membre

) Crn 0k () o (z).
Par suite

9
. (Crk— Cin) wa(@) wi(y) = o,
h, &

(') Comme »’il 8’agigsait de fonctions d’une seule variable.
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les fonctions wx () wx () étant indépendantes, on a

. Chk = Ckh
quels que soient 4 et 4.

Ezistence d'une valeur singuliere pour un noyau symétrique
dégénéré. — Revenons a I'intégrale

b b
Io o=/ [ K@@ ) dedy,

supposons-la susceptible de prendre des valeurs positives.
Imaginons que la fonction ¢ (), arbitraire, soit astreinte a la

condition
b

No = [ 92(z)dx <1,
ta

Dans ces conditions les valeurs de J(¢, ¢) admettent une borne
supérieure posilive S, = {— Nous allons montrer que cette borne
1

supérieure est effectivement atteinte pour une fonction particu-
liére 9 ().

Remarquons que I'on peut se borner aux fonctions ¢(z) a norme
égale a 1, car si une fonction ¢ (z)avait une norme plus petite que 1,
J(9, @) aurait une certaine valeur que l'on pourrait augmenter en
multipliant ¢ par une constante (sans que la norme de la fonction
obtenue dépasse 1).

Le probléme peut donc se poser de'la maniére suivante : rendre
la fonctionnelle

1o 9= [ [ 3 omon@ win] o) o) dady

maximum pour les fonctions ¢(z) de norme égale a 1.
Nous obtenons en décomposant I'intégrale double

b b
3o, ) =2 0 [ on(@)e(2)dz [ wr() 30 dy-

a
Posons maintenant

L

b b
wi () o(L)dt = x4, f we(t) ¢ () dt = 2, ceey
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nous aurons
I(9; 9) =Z Chrrzni.
Or I'inégalité de Bessel
b
i+ 23 +.. .+ x3< 9°(2) dt,

a

donne )
i+ 3+ ..+ 231

Cherchons a rendre maximum la forme quadratique

2 Chrxnzy,

ou les z sont aulant de variables indépendantes
seulement a la condition

z3+ 23 +. ..+ 2315
on peut se borner au cas de I'égalité, car si I'on a

TP+ 2f+. .+ xf <1,

assujetties

en multipliant chacune des variables par une quantité A, nous aurons

&)+ (Aza )2 +...+ (Ao )2=1

avec A2>>1, et la valeur de J est aussi multipliée par ce nombre 22> 1,

donc augmentée.

On est awené au probléme : rendre maximum sur la sphére de
rayon 1 une forme quadratique donnée (susceptible de valeurs
positives ). On sait que le mazimum est atteint; on sait d’autre part,
qu’il ne peuat éire atteint que pour des valeurs de z rendant les
dérivées de 2 Cu,zrx; respectivement proportionnelles aux dérivées

Cll 1+ Clz ZLo—=+...+ C.,,w,,: S.%'i,
CM X+ Coz ZLo—+...+ ng .’L‘q= S.’Dg,

D R I I I A A A I S PP oy

Cq1$1+ C,,»x2+. ot qu-’l‘q= Sx,,

avec la condition supplémentaire

w4+ xd=1.
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D’ailleurs en supposant ces relations vérifiées on voit immédiatement
que la valeur de 2Cyzsay est S. Le facteur de proportionnalité S
n’est donc autre que le maximum envisagé.

Désignons un tel systéme de solutions par z,, ..., z, et posons

(z) =2 0(2) + 2> ws (Z)+...+ xp wp(Z),

nous aurons
b

f 92(x)'dx =1

a
i=q
grace a I'orthogonalité des fonctions w, et a la relationz zl=1.
=1
D’autre parl, en multipliant les équations en z,, ..., z, par
(), ..., ws(2x) respectivement et en ajoutant, on trouve

Z Crrzi wp(z) =S ¢(z).
Cette relation se transforme si I'on tient compte des égalités

b
ar= [ wr(e)e(t)ds

elle devient
b
N Cur [ wi() on(z) 9(2)de = S 9(2),
c’est-a-dire

b
f K(z, t)o(t)dt =S g(x),

ce qui montre que la fonction ¢(2) est solution de I'dquation
L.
S

Ainsi ’hypothése de la symétrie du noyau, dans le cas dégénéré,
nous permet d’affirmer non seulement que I'équation intégrale sans
second membre a une solution normée pour une valeur réelle de 2
au moins, mais aussi que cette valeur est 'inverse du maximum (')
de J, pour les ¢ assujetties a étre normées, si nous supposons J,
susceptible de valeurs positives.

intégrale sans second membre correspondant a la valeur A =

M) 19 désigne I'expression J (¢, ¢).

MEMORIAL DES SC. MATH. — Nes 101 et 102. 7
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Démonstration analogue en supposant J, susceptible de valeurs
négatives et faisant intervenir le minimum de J, pour les ¢ normées.

33. Cas d’un noyau symétrique continu quelconque. — Remar-
quons tout d’abord qu’un noyau symétrique K(z, y) est la limite
d’une suite uniformément convergente de noyaux K,(z, y) dégé-
nérés symétriques.

Si en effet K(z, ) est la limite d’une suite uniformément
convergente de noyaux dégénérés K, (z, y), la suite uniformément
convergente K,(y, ) a pour limite évidemment K(y. z); donc
la suite -;— [Ka(z, ) + Kn(y, #)] tend uniformément vers

S [K(2, )+ K(y, )]

qui n’est autre que K (=, y); or chaque terme é [Kr(z, y)+Kn(y,z)]
est non seulement dégénéré, mais symétrique.
Revenons maintenant & 'intégrale

1o 9) = [[K(@, 7)o@ () do dy,

ou le noyau K(z, y) est continu, syméirique et non identiquement
nul. L’intégrale J(9, ¢) n’est donc pas nulle pour toutes les fonc-
tions ¢. On peut méme dire qu’elle n’est pas nulle pour loutes les fonc-

tions ¢ telles que
b
f e2dr =1,
a

car, dans le cas contraire, en la multipliant par une constante on
voit qu’elle serait nulle pour toutes. Nous nous bornerons dans ce
qui suit aux fonctions ¢ de norme égale a 1.

L’intégrale J(¢, ¢) est susceptible de valeurs non nulles. Supposons-
la susceptible de.valeurs positives. Ces valeurs sont bornées supé-
rieurement puisque l'inégalité de Schwarz permet d’écrire

I2(9, 9) S || K (z, y) dz dy.
Soit alors S la borne supérieure des valeurs de J(¢, ¢) pour
toutes les fonctions ¢ de norme égale a 1. De méme désignons par S,
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la borne supérieure des valeurs de 'intégrale

In(e:9)= [[ Kn(2, ) (@) 9() do dy

pour les mémes fonctions.
Soit ¢ une fonction particuliére. Formons la différence

J—Jn=j[K<x, 7)—Ku(z, 7)1 o(2) 9(y) dz dy,
on a

U =375 [[ 1K (@, ) — Kn(z, )| do dy.

Gréce a I'uniforme convergence de K, (z, y) vers K(z, y), a tout
nombre positif ¢ on peut faire correspondre un entier N tel que
Iinégalité n>N entraine |J —J,|<<e, cela pour toutes les ¢
normées. On en déduit que

limS,=S.
ny> o

En effet, tout d’abord, N étant choisi comme on vient de le dire,
on aura

Ja<J+e<S+¢ donc S,<S +e.

D’autre part, a tout nombre positif ¢ on peut faire correspondre une
fonction ¢ normée telle que J > S — 25. puis. pour cette fonction, un
nombre N tel que l'inégalité n >N entraine [Jn—J | < ;, par
suite J,>J — 5 >S—¢, donc S, >S —e¢.

Ezistence d’une valeur singuliére. — On a démontré I'existence
d’une fonction ¢, () satisfaisant a I'équation intégrale

b
on(@) — o Kn(z, y)on(y)dy=o0
S.J,

b
f P2(z)dz =1.

Nous avons désigné d’autre part la borne supérieure des valeurs.
de J(9, ¢) parS; on a, puisque cette intégrale a 6té supposée positive

et vérifiant la condition
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pour certaines fonctions ¢(z)
S >o,
le signe d’égalité étant exclu. Mais alors I’égalité

lim o = &
n-)wsn_s

1 .. R .
montre que les valeurs < sont bornées et toutes positives a partir
n

d’une certaine valeur de n.
n conséquence, et d’aprés la relation
E éq ,etd la relatio

b
@) =g [ Kala, 3 en(r)dy,

les fonctions ¢,(z) sont également bornées et également continues

pour I'ensemble des valeurs de n. On peut en extraire une suite
?’lx(x)’ ?n,(-’l‘),

tendant uniformément vers une limite ¢(x) continue et normée

b
[f ¢’ (z)dz =1, la fonction ¢(z) n’est donc pas identiquement

nulleJ. Dans ces conditions, I'expression
L b
5. f Kn, (2, ¥) on,(¥) dy
PYa
tend uniformément vers

b
-g—/’: K(z, y)e(») dy.

Donc, puisque ¢,,, égale a I'expression considérée, tend vers ¢(z),
b
W) =g [ K.

Il exziste donc une solution normée pour léquation linéaire
1

homogéne sans second membre, la valeur singuliére étant g

D’ailleurs, pour cette fonction ¢ (z), l'intégrale J(¢, ¢)

12 9) = [[K(@, 5) 9(2) 9(3) do dy
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s’écrit

b b
S s@se@dr=s [y (x)da

et est par suite égale a S. Ainsi J atteint sa borne supérieure S (la
fonction ¢ trouvée la lui fait atteindre).

34. Recherche des autres valeurs singulidres. — Si J(¢, ¢) est
susceptible de valeurs positives, désignons maintenant par S, son
maximum pour les ¢ normées atteint, nous ’'avons vu, pour une (')
certaine fonction ¢, satisfaisant a

b
) i) — [ K@ ) a@)dy=o.

Assujettissons maintenant une fonction ¢ a étre non seulement
normée mais orthogonale a ¢,. La valeur prise, dans ces conditions,
par J(9, ¢) est la méme que celle de

(o, 9) = [[Kite, ) 9(2) 000) d iy,

ou
Ki(z, y)=K(z, y) — S191(2) 91(¥)-

Si nous admettons que pour une ¢ orthogonale a ¢;, J soit suscep-
tible de valeurs positives, nous pouvons affirmer que J, est susceptible
de valeurs positives. Supposons (que ce soit pour la raison précédente
ou une autre) que J, soit susceptible de valeurs positives; soit alors
@2 la fonction (2), dans le champ des fonctions simplement assujetties
a étre normées, qui fait atteindre a J, sa borne supérieure S,> o,
I'égalité ,

Sa9e(a)= [ [K(2, 5)— S19:(@) ()] 92(0) dy
a

donne
b

M) S a@) n(@)de
=ﬁ1h(x,y)m(w)°pz(y)dw dy—Sifm(y)?s(y)dy;

(') Au moins.
(?) Ou une des fonctions...
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or, grice a 'équation (1), 'intégrale double s’écrith, 91 (¥) 92(y) dy,

le second membre s’annule donc identiquement et ¢, est orthogonale
a ¢4, de sorte que :

1o Se pa2 () =fK(w, re(y)ay;

2° J(92y 92) =J:(92, 9a2) et, 3° S, est le maximum de J dans le
champ des fonctions ¢ normées orthogonales a ¢,, et est par suite au
plus égale a S,. )

Assujettissons maintenant une fonction ¢ & étre non seulement
normée mais orthogonale & 9, et a ¢, et admettons que dans ces
conditions J(9, ¢) soit susceptible de valeurs positives. La considé-
ration de

5o ) = [[ Ka(a, ) 9(2)0(2) dm dy,
ou
Ko(z, y) =K(z, ) — S191(2) 1(¥) — S2 92(2) 922(¥ )

et ou ¢ n’est assujetlie qu'a étre normée montre comme précédem-
ment l'existence d’une fonction ¢; normée et orthogonale & ¢, et ¢,
faisant atteindre a J sa borne supérieure S;. Cetle fonclion satisfait &

b
Sspa(a) — [ K(z, ) ea(y)dy =0

et ainsi de suite.

Cette suite d’opérations pourra, suivant les cas, ou s’arréter, ou se
poursuivre indéfiniment.

Si J(¢, @) est susceptible de valeurs négatives, désignons par S_,
son minimum pour les ¢ normées; ce minimum est alteint pour une
certaine ¢_,. Assujettissons ensuite ¢ non seulement a étre normée,
mais a étre orthogonale a ¢_,, et admettons que dans ces conditions
J(9, 9) soit encore susceptible de valeurs négatives, soit S_, son
nouveau minimum, il sera atteint pour une ¢_,, etc.

Cette suite d’opérations pourra, suivant les cas, ou s’arréter, ou
se poursuivre indéfiniment.

Pour un noyau défini une scule des deux suites existera.

Quoiqu’il en soit de ce point, étudions d’abord le cas (1°) ou les
suites ne comportent l'une et l’autre qu'un nombre fini de termes
(p pour la premiére, ¢ pour la seconde).
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Posons
h=p h=q
L(2,5) =K(,9)— X, Snon(2) oa(y) = X, S—t 9-1(&) 9-k()-
h=1 k=1

Nous allons voir que
T= f[L(@ 7 ¢(@)9() dudy

n’est susceptible ni de valeurs positives, ni de valeurs négatives et
par suite que L(z, y) est idenliquement nulle.

Remarquons d’abord que les (1, @ay -+ vy @py 9ty 93 « ) 9_yg)
au total forment un systéme de fonctions normées orthogonales deux
a deux ('). Si J était susceptible de valeurs positives, sa borne
supérieure S serait atteinte pour une fonction ¢ satisfaisant a

b
§53()— [ L(2,)30) dy =o.

On en déduirait comme précédemment que ¢ est orthogonale a
Piy Pay -+ vy Bpy P4y ... ¢_g; de cette orthogonalité on déduirait
que

JiK@ »IF@)50) e dy

a la valeur S; or, par hypothése, cette intégrale ne peut étre positiye
pour une fonction orthogonale a ¢4, ¢4,..., o,.

On verrait de méme que J n’est pas susceptible de valeurs néga-
tives. Ainsi K(2, y) n’est autre que

h=p h=q

DS 9u(2) #4() + X St 9-4(2) 9k (y)-
h=1 k=1

Ce noyau dégénéré n’a d'ailleurs pas d’autres valeurs singu-
lieres que les inverses des S, ni d’autres fonctions singulieres que
les ¢ trouvées (et bien entendu pour une valeur déterminée o de S les

(*) Pour deux fonctions dont les indices sont de signes différents, cela résulte
de la remarque (1°) n° 30.
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combinaisons linéaires des ¢ correspondant aux valeurs des S égales
ao). :

Soient en effet un nombre ¢ et une fonction y non identiquement
nulle, tels que

b
oy(2)— [ K@, )21 dy =o.

Si o n’est égal 4 aucun des Sy, Sy,. .., Spy S—y,. .., S—y, on sait que
y est orthogonal & @y, §ay. ..y §p, Pty - -, P—g. Supposons ¢ égal a
un ou plusieurs des S,...., Sp, S—4,..., S_¢, par exemple, ¢ >0
égal a St+4l, St+‘_). cens St..._, H Sg, St+r+| différant de St+4, SH_,-.

On pourra toujours choisir les constantes ¢, ¢a,. . .. ¢, pour que

L CiPria+ CoPpyo—t.. .+ CrPrir

soit orthogonale 4 @4, @s.. . ., 9. Changeons éventuellement de nota-
tion et appelons de toute fagon y une fonction orthogonale a tous les
¢ d’indices tant positifs que négatifs.

L’expression qui a été trouvée pour K(z, y) montre immédia-
tement :

b
J K@y =o,

mais, d’aprés I'équation a laquelle satisfait y, cela prouve o 3 (z) = o,
ce qui est incompatible avec nos hypothéses. Démonstration analogue
sig<<o.

Supposons maintenant (2°) que I'une au moins des deux suiles
S, Sae. .-y Sy, S-a,. - -, se poursuive indéfiniment. Le noyau n’est
certainement pas dégénéré, puisqu’il a une infinit¢ de valeurs
singuliéres. Il a méme une infinité de valeurs singuliéres distinctes
puisque S, (ou du moins S_.) tend vers zéro (') pour n—c. Ici
encore le noyau n’a pas d’autres valeurs singulieres que les
inverses des S trouvés, ni d’autres fonctions singulicres que les ¢
trouvées (et bien entendu pour une valeur ¢ de S les combinaisons
linéaires des ¢ correspondant aux valeurs des S égales & o).

Soit un nombre g5Zo et une fonction y non identiquement nulle,

(') Voir ne 30.



EQUATIONS INTEGRALES ET APPLICATIONS. 105

tels que
b
ax(@)— [ Kz, 1) x()dy =o.

On voit, comme dans (1°) que la fonction y, ou éveantuellement si ¢ est
égal a un ou plusieurs des S, une fonction y obtenue en ajoutant a x
une combinaison linéaire des fonctions singuliéres correspondant a
ces S, est orthogonale a toutes les ¢.

Supposons par exemple ¢ > o. La fonction y(z) donnerait a I'inté-

b
grale double J la valeur ¢ f x}(z)dx, valeur positive. Si la suite

Sy, Ss,... ne comprend qu’un nombre fini p de termes, nous avons
vu que ce signe est incompatible avec le fait que y est orthogonale &
@1y P2y - -y ¢p. Sila suite Sy, S.,..., est infinie, le fait que y est
orthogonale & ¢4, ¢2,..., 9o—y donne

afz’(x)dxgs,.,

b,
mais comme S,->o0 avec n, f %*(z)dx =0 et par suite encore

— a
72(z)=o.

Si ¢ <o, on fera un raisonnement analogue en utilisant cette fois
la suite S_,, S_.,....

CoroLrare. — 8¢ toutes les valeurs singulieres sont positives,

//‘K(x, y)e(z)9(y)dzdy 2o pour toute ¢ (').

35. Définition directe des S (Minimum maximorum, etc.). — S,
peut se définir par une propriété d’extremum directement, c’est-a-
dire sans passer par 'intermédiaire de Sy, S.,..., S,_,.

Assujettissons ¢ non seulement a étre normée, mais aussi a étre
orthogonale a n — 1 fonctions particuliéres ¢y, ¢a,. .., v, arbitrai-
rement choisies. J a dans ces conditions une borne supérieure B qui
dépend uniquement (K, a, b étant donnés) de ce systéme de n —1 fonc-
tions ¢. On sait d’ailleurs que lorsque les ¢y, ¢»,..., 9, sont justement
@11 Oay..ry Pu—y cette borne supérieure est S,. D’ou résulte immédiate-

ment que si on considére maintenant 'ensemble des B (chacun de

(') Réciproque d’une position vue plus haut (n° 80, 4°).
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ces B étant déterminé par le systéme des 7 — 1 fonctions ¢,, pay..., ¥n_s)
la borne inférieure m-de cet ensemble est au plus égale & S,.

Montrons que m n’est pas inférieure a S,; il suffit pour cela de
montrer qu'étant données n —1 fonctions ¢, ¢a,..., vp—y d’une
maniére quelconque, on peut trouver quelque fonction ¢ normée qui
leur soit orthogonale et pour laquelle on ait J>S8, : choisissons les
n constantes ¢y, Ca,..., ¢, par la condition de rendre ¢, ¢y+...+ ¢ 9n
orthogonale aux n — 1 fonctions ¢4, ¢s,..., v,—y [On obtient un sys-
téme de n—1 équations homogénes 4 n inconnues, certainement
satisfait par quelque systéme (c) ou les ¢ ne sont pas tous nuls]; on
peut de plus faire en sorte que la somme de leurs carrés soit égalea 1.
Dans ces conditions ¢, 9 + ¢2¢»>—+. ..+ €@, est normée et J calculé
pour la fonction ¢ = ¢y +. ..+ Cr9s se réduit &

Sici+8sc3+...+ Speq2Sa(c+ci+...4+c}) =S,

Ainsi S, est la borne inférieure m des B, (borne inférieure d’ail-
leurs évidemment atteinte puisque lorsque les ¢ se réduisent aux ¢, on

a B=S,). S, est le minimum (dans le champ des systémes de n — 1
fonctions de z) de la borne supérieure (dans le champ des ¢ normées
orthogonales aux n—1 fonctions précédentes) de l'intégrale J. On
pourrait dire, en admettant que la borne supérieure en question soit

atteinle (point que nous ne cherchons pas a ¢lucider), que l'on a
S, = minimum (¢) maximorum (¢) de J.

On aurait un énoncé analogue pour la n'*™ valeur singuliére néga-
tive (maximum-minimorum).

Application. — Ajoutons au noyau K(z, ) un noyau défini
positif P(z, y) tel, par conséquent, que

S ne@ 0 dedy2o

pour toute fonction ¢. Accentuons les lettres correspondant au
nouveau noyau K'=K + P; on a évidemment pour chaque systéme

de fonctions ¢, B’>B donc S, 2S,. Les valeurs singulieres S' de K/
sont supérieures ou égales aux valeurs singulieres S correspon-

dantes de K. Enoncé analogue lorsqu’on ajoute & K un noyau
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négalif N c’est-a-dire tel que

[N 7)9@) 2 do dy o
pour toute o.

36. Remarques sur le noyau, les nombres S et les fonctions singu-
lisres. — Dans le cas d’un noyau dégénéré, on a vu que K(z, y) est
la somme des quantités en nombre fini S, 9,(2)94(y). Considérons
un noyau quelconque K, ses p premiéres valeurs singuliéres
positives, Sy, S,, ..., S;, et ses g premiéres valeurs singuliéres
négatives S_;, S_a, ..., S_4.

Posons

Lz, y)=K(z, ) —S11(z) 91 (y)—...
—8p9p(2) () — S—t 91 (&) 01 () —...

— S—49—¢(2) 9—4(2).
Soient ¢ £ 0, ¢ = o telles que o !

b
w(w)—f L(z, y)e(y)dy =o.

On démontre comme plus haut que ¢ est orthogonale & ¢4, 95, ..., 9p;
@ty P2y + -+, g, €L satisfait &

b
wo(@)— [ Kz, 7)) dy =o.
I résulte immédiatement de 1a que les valeurs singuliéres de 1'équa-
tion ,
S9(@)— [ Lz, 7)) dy =o
sont précisément Sy, 4, Sp,0y. .3 Sgiy Sogay. ..
Supposons que le noyau K n’ait qu'un nombre fini ¢ de valeurs

singuliéres négatives (distinctes ou non ), mais une infinité de valeurs
singuliéres positives; ¢ étant supposée normée,

JL@ ne@)re) dedy

sera positif et au plus égal 4 S, 4, ce qui tend vers zéro avec p.
Supposons que le noyau ait une infinité de valeurs singuliéres de

\
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chaque signe, U'intégrale
Jr@ e 0 dody

est au plus égale & Sp.4 et au moins égale & S_y—,.
Rangeons les S par ordre de valeurs absolues décroissantes, appe-

lons-les
21, a‘:», cen

et appelons Y les fonctions correspondantes.
D’aprés ce qui précéde

JTK @ 1) = 2@ 00 == a2 a0 8(@) () dz

ol ¢ est normée, est au plus égale, en valeur absolue, a |2, ,|.

Si maintenant ¢ a une norme quelconque M, en appliquant ce qui

précéde a la fonction ——, on trouve immédiatement

/M
[T @ ) = 2@ 1) == Zabu(@) 4 () 3() 30 i y

<M|Znpul

D’ou la conclusion, si les u,(z) sont a norme bornée dans leur
ensemble :

h=n
ﬂl:K(-’l‘» J) —Z 2y Yn() ‘Ph()’)] un(2)un(y)de dy
¢ h=1
tend vers zéro avec ,ll

D’ailleurs en posant

h=n
1w, 0= [ [K(w« = 2 %(w)%(y)] u(z) v(y) de dy,

h=1
on voit que’

T(u+ v, u+0)=1(u, u)+20{x, 0)+1(v, ¢)

ct, par suite,

2| I(u, 0) | <|I(u—+v, u+90) |+ | I(u, u)|+|I(v, 0}
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On tive de cetie inégalité que si les u,(z), el v, (z), [et par suite

les un(z)+ va(z)] sont bornées dans leur ensemble, l'intégrale
I(u,, ¢v,) tend vers zéro avec ;L

37. Cette remarque va nous servir dans la démonstration (') du
Théoréme fondamental de Hzlbert pourle développement en série

des fonctions de la for mef K(z,y)h(y)dy;ou kestune fonction

continue (ou du moins telle qu’on puisse parlager @, b en un nombre
JSini d’intervalles partiels ou % soit continue : autrement dit « conti-
nue par morceaux » ; dans ce dernier cas, 3 'exirémité d’un intervalle
partiel nous supposons qu’a droite aussi bien qu’a gauche, la fonc-
tion tend vers une limite, mais que ces deux limiles sont inégales.)

La composante g, de la fonction g(z)= f K(z, y»)h(y)dy
relativement a la fonction §, (z) s’écrit (?)

fﬂ¢,,<x>dx_£ K(z, y) h(y) dy

b b b
= [ h@rdy [ K@ ) 4u@) de=Su [ RO ¥a(r) dy = Suba.

n=-w

1° Montrons que la série z &nYn(x) est absolument et unifor-
n=1

mément convergenle
[ gurt Ynra(2) |+ [ Surp Ynep(2) |
= lhnot [1Snat nea(@) [+t | [ Rty [ Snvp bugp () |
< VR +.o o+ hFp \”S/'t+l Yaa(z)+.. .+ Sh b, ().
D’aprés l'inégalité de Bessel (n° 21) appliquée a la fonction de y :
K(z, ), la somme de la série dont le terme général est

b 9
[f K(z, ) ¢r(y)dy] )

(') Démonstration qui serait immédiate s1 Pon savait que
K(z, ) =S 4(2)$, () + Sodu(2) 4y () +- - -+

fa série étant uniformément convergente par rapport a chacune des variables.

(*) Nous désignons dans ce qui suit par S, S,, ... les nombres tant positifs que
négatifs désignés dans ce qui précéde par £,, X, .... Rien n’empéche d’ailleurs de,
changer Pordre du numérotage, & condition bien entendu de changer de la méme
maniére 'ordre du numérotage des ¢.
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ou S2¢?(z), est au plus égale a
5
f K (2, y) dy,

nombre qui en tant que fonction de z admet un maximum M?; il en
résulte que le second radical est au plus égal a M.

" D’aprés l'inégalité de Bessel appliquée a la fonction A (z), la série

dout le terme général est A} est convergente; on pourra donc, ¢ étant

un nombre positif donné quelconque, choisir N pour que I'inégalité

n > N entraine

elle entrainera alors
[gn+1 Yt (@) [+ | gnp Ynap(2) | <,
quel que soit z dans U'intervalle (a, b).
2° Montrons maintenant que la somme y(z) de la série
gr141(z)+...4+ gndn(z)+...

(fonction continue de z d’aprés 1°) n’est autre que g ().
Posons

On a
&(z) — ta(®) =fK(~’v; PVR(y)dy —[Sihids(2) +...+ Snhn Yn(2)]

Yn(2) = g141(&) +. ..+ ga Yn(2).

=f[K(w, P —=S141(@) () —- . — Sn da(@) $n ()] 2(y) dy.

Le produit scalaire de g () — y.(2) par une fonction continue w(z )
quelconque donnée s’écrit donc

ﬂ[K(x, V)= S1b(@) () —- - .= Snda(2) $n(y)] w(2) h(y) dz dy,

il tend donc vers zéro quand » tend vers —+ co.
D’ou résulte, puisque y,() tend uniformément vers y( z),

b .
f [g(z)—y(x)]w(x)dx =0,

et si nous prenons pour fonction w(z) la fonction g(z) — y(z) elle-
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méme

b
S @ — 1@ dz=o.
D’ou
g(z)—y(z)=o.
b
Ainsi toute fonction de la forme f K(z, y)h(y)dy ot h est

continu (ou du moins continu « par morceaux ») est dévelop-
pable en série absolument et uniformément convergente des
Yigidi(Z)+. ..+ gadn(z)+. .., les g, étant

b b
S (@ (@) o=, [ n(@) h(z) do.

Le développement en série uniformément convergente des ¢ n’est
d’ailleurs pas possible d’une autre maniére, comme on le voit par
multiplication par {,(x) et intégration dans (a, b).

38. Applications. — 1° A(z) étant une fonction de la nature
indiquée, I'intégrale double

[Tk, » h@) ) dzdy

n’est autre que le produit scalaire de 4 par g(z). C’est donc, d’aprés
le développement obtenu pour g(z),

n—- o

b
Y S,,h,.f Yu(@) h(2) dz = S1h3+ Soh ...+ Sphd+...
n=1 e
R} A3 3
—)\—1+3\_g +...+i;+...

et, par suite,
ﬂK(m, ¥) u(x)‘v(y) dz dy = Siu1o1+ Sautsvr+.. .+ Spupvn+.. ..
2° Noyauz itérés. — Par définition
Ko(.z-,y)=‘/(:bK(w, K(z, y)de.

Donnons & y une valeur constante comprise entre a et b; la fonction
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de z obtenue est développable en une série uniformément corver-
gente par rapport & z dont le terme général est

b
"’_A(:"_)fa on()R (L, y) dt,

c’est-a-dire
bn(2) $u(y) .
2

n

De méme, par définition (')
K, (2, ) =fK(.’I,‘, t)Kp_1(2, y) de.

D’aprés le théoréme fondamental K,(z, y), ou y est fixe, est déve-
loppable en une série uniformément convergente par rapport a z,
dont le terme général est

2D L4 Kt py e = 122 L Ly Kpmat, )

_ 4‘"T(,2Lx_) k—l,. fq,,,(t)K,,_s(t, y)de

T ee sttt esesnesaanstenscssnnnnss

_ (@) (¥),
AL
3°. Résolution explicite de l’équation intégrale avec second
membre

b
?(w)—lf K(z, ¥) o(y)dy = f(=).

Si A(A) 3£ o, et si f(z) est une fonclion continue donnée, on sait,
d’aprés la théorie générale, que cette équation admet une selution
continue et une seule. Nous allons retrouver ce fait et obtenir une
expression explicite de cette solution ¢ a l'aide des S, ¢ et de A.

Admettant l'existence d’une solution continue ¢, d’aprés 1'équa-
tion méme, la fonction

2(2) —f(x)

A

sera développable en série absolument et uniformément convergente

b
des Y, (z) le coefficient de §,(z) étantf— j Yn(z) 9(z) dz, mais

(1) Voir n* 29 (3).
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b
ce coefficient doit étre aussif q;,,(x)ﬂ_):—f(i) dz. D’ou Iégalité,

b /)
(a=2) [ da(@) (@) dz =2 [ u(2) f() .

a. Si A ne coincide avec aucun des 4,, comme

. . "=+ » b
HODSE N @) [ (@) 9(2) d,

n=1

on aura
b
n=—+= ‘-bn n d '
wo—pn 3 @ f Sy
PR An—A
n—1
ou
n=+»f qln(})f(})d.y
(@) =fl2)+ ) Y e da(@).

n=1

Une fois cette série 2 formée, on voit immédiatement que le module
du terme général est a partir d’une certaine valeur de » inférieure a

5
f %(y)f(y)tl)'l
- | An i [q"l(x) [7

2

terme géndéral positif d’une série uniformément convergente (démon-
stration identique a celle qui a été faite plus haut), et par suite que
la série 2 est elle-méme absolument el uniformément convergente.
Utilisons celte expression pour calculer fK(x P 9(y)dy. En se

servant de I'égalité

+= , b
[ K@ nsna =Y 52 oo,

n=1

on conslate que

.
b nzve [ WS () dy
[ K@ dy = ¥ T dnla).

n=1

D’'ou résulte, en comparant & Pexpression méme de ¢, que’e sutis-
fait a Péquation intégrale proposée.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N°s 101 et 102, 8
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Remarque. — On peut aller plus loin : ajoutons et retranchons a
I'expression trouvée pour ¢(z), 'expression lfbK(.z',y) f(y) dy
qui, d’aprés ce qu’on vient de voir, est égale a
xzi‘”—(‘”—) [ s ar.

e J,
Nous trouvons i

b
, nzre [ 4N SOy
o@)=f@) 2 [ Ko N fdy - Y, (o),

n=1

expression un peu plus compliquée que celle que 'on avait trouvée,
mais qui a un avantage : on est assuré que l'on a le droit d’y inter-

vertir les signes 2 et f .
Remarquons en effet qu’a partir d’une certaine valeur de n

Yn(2)$n(y)
An(An—2X)

(@) 4 () |,

3
AR

| <

Or on a vu (2°) que la série dont le terme général figure au deuxiéme
membre est absolument et uniformément convergente par rapport a y
(z étant fixe); il en est donc ainsi de la série

N $a(@) Yaly)
2 An(An—RX)

n—1
et aussi de la série
n=-w

Yn(2) $n (1) S()
E (rn— Ry

n=1

qu’on a par suite le droit*d’intégrer terme a terme. Ainsi

b o™
@ =f@ 2 [ K fn v [ 3§D 15y ay.
n=1
D'od I'expression ezplicite du noyau résolvant

R(z, y, \) = K(z, )+ 2 4';11(51)“4»:({)2,

n=1
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fonction méromorphe n’ayant que des pdles simples, a savoir les
valeurs singuliéres de ). Soit p. une telle valeur; ny, na, ..., M les

valeurs de n pour lesquelles A,=p. Le « résidu » de R relatif au
pole p est

— (Y (2) Yn, () + Yo (2) Y, (V) ++ o .+ bni(2) Y]

b. Si A est égale a une valeur singuliére p, le calcul fait au début
de (3°) montre : pour que I’équation intégrale proposée soit possible,
il est nécessaire que

b
S S@ b (@) =o,

b
[ f@ (@) dz =,

b
f S(2) Yni(2) dz =o.

Si l’on fait ces hypothéses, la solution ne peut étre | voir calcul (@)

appliq‘ué au noyau K(JL‘, }’) _ Yy (2) Y, () +- X-J'-"‘ Yni () %k(]’)] que
S s dy
9(2) = f(@) + €1 (@) -+ Ck Ym(@) + p 2 T (@),

ot les ¢ sont des constantes et ou 3/ est étendue a toutés les valeurs
entiéres positives de r, exception faite de n,, ns, . .., nz. En utilisant
cette expression de ¢, on lrouve

fK(x, Pye(y)dy = CimlZIE ;L""c‘ LITICINNE

ce qui n’est autre que 2(2) = /(2), de sorte que expression trouvée
1 n

est bien solution quelles que soient les constantes ¢y, Cay .. .y Ci-
Remarquons qu'en développant chaque terme de la série qui

donne R suivant les puissances entiéres croissantes de 1, on retrou-

verait les développements indiqués plus haut pour les noyaux itérés.

(1) Remarquons dautre part que, si 'on remplace K(z, y) par la série dont il va
étre question au (4°), 'expression de R se simplifie et se présente comme la géné-
ralisation directe de I'expression donnée au n° 17.
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4° Nous n’avons pas indiqué de développement pour le noyau
K(z, y) lui-méme. Dans quelle mesure peut-on considérer la série
dont le terme général est
q*n(x) '-l/n(_V)
L

comme représentant K(z, y)?
Tout d’abord on peut affirmer que, z étant fixe
=n

h
V '-!ch(w) llih(,?’)
s

A
h=1
tend en moyenne vers K (z, y) quand n lend vers l'infini : on veut
dire par la que l'intégrale portant sur le carré de la différence de ces
deux fonctions tend vers zéro. Cela résulte immédiatement de I'iden-
tité

Iy h=n \ : 0 b h=n . )
ll‘ [K(x, ))_2 ‘l‘li(-’t‘;:h() )] dy =‘/a‘ K*(z, y)dy _,IZ q‘ﬁ)\(;‘
=1

h=1

et du fait que la séric

o) W), i)

-

’

9
M

a pour somme K, (z, z). [ Voir développement de K, (z, y).]
D’autre part, toutes les fois que I'on sera assuré que, z étant fixe
entre @, b, I'expression
h=—+ x

Z $n(2) Yn(y)
on

n=1

converge uniformément par rapport & ¥ on pourra affirmer que sa
somme H(z, y) est K(z, y). On voit en effet en raison du résultat
précédent et de la convergence uniforme par rapport a y de la
série considérée que

b
f [K(z, y)—H(z, y)Pdy =o,

d’ou résulie, puisque K(z.y) — H(z,y) est une fenction continue
de y,
K(x,y)—H(z, y)=o0.
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Nous allons voir qu’il en est par exemple ainsi quand K(z, y) est

un noyau défini; supposons ce noyau défini positif pour fixer les
idées, c’est-a-dire tel que

JK@ @ s0rdedy>o

pour toute fonction ¢. Tous les A seront positifs.

Remarquons d’autre parl que la valeur numérique de la fonc-
tion H(z, z), ou H(z, ¥) est un noyau défini positif continu, ne peut
étre négative; car si H(xo, zo) étail négatif, on pourrait trouver un
carré de centre z,, x, a 'intérieur duquel H(z, y) resterait négatif,
soit | & — &y | < €; | — 2o | <¢ le systéme d’inégalités définissant ce
carré; la fonction ¢(z) égale a 1 quand |z —z,|<<e et a o dans les

autres cas ('), rendrait I'intégrale ﬂll(z,y) o(2)¢(y)dz dy néga-

tive. Cette remarque appliquée au noyau

h=n
7Y y
m@w=Mam_Zsﬁ%ﬁﬂ
h=1
montre que -
2 ¢ﬁ)\(l;”) $K(z, 2),
h=1
la série dont le terme général est le nombre positif Y3(7) oot done

hn
convergenle, et a pour somme un nombre S(z)au plus égala K(z, z);
soit M un nombre fixe supérieur a S(z) quel que soitz. On a

¢n+—i(x)\'fr:l_(_'}') -+ ‘l‘n+p(-7/')qln_—i;p_(;y)

V/)\n-i—i \')'n.-e—l \/)\n+p \,'ln+p
< q’f:+|(x)+”.+¢}’,+,,(x) ’ll;’,.H(T) +_“+‘-|1}".+u(7)
hn An+p hn 1 7\n+p
< V/N]_\/“.‘T':H(J) R '-'H?iw;(}'),
)\n +1 "n+p

¥ étant fixe, et la série dont le terme général est M ¢lant conver-
r

gente, le dernier membre peut étre rendu < ¢ en faisant n >N,

(') On modifierait sans peine la définition de ¢(z) pour la rendre continue
partout.



118 MAURICE JANET.

N étant choisi en fonction de ¢, indépendamment de z. Autrement
dit y étant fixe, la série

"E“wwwnm
hn

n=1

converge uniformément par rapport a z.

D’aprés la remarque faite plus haut ('), la somme de cette série
est K(z, y).

Le cas ou il n’y a qu’un nombre firi de valeurs singuliéres A néga-
tives se raméne immédiatement au précédent en retranchant d’abord
‘l’n(mgq’n()')

au noyau tous les termes correspondant a des A, négatifs.

Ainsi, si 'une au moins des deux suites de valeurs singuliéres

(désignées précédemment par Sy, Sy, ..., S_y, S—a, ...) est finie
on a I'égalité

K(z, )= Y, 2)al),

n=1

la série du second membre étant uniformément convergente par
rapport & z, une fois y fixé [et aussi par suite uniformément con-
vergente par rapport a y une fois z fixé (2)].

Remargque. — L’énoncé que l'on vient d’obtenir au sujet de
K(z, y) et celuique 'on a obtenu précédemment au sujet de K, (2, y)
peuvent étre améliorés si l'on tient compte du théoréme suivant : Si
une série dont les termes sont des fonctions continues, toutes posi-
tives, a une somme continue, cette série est uniformément con-
vergente.

Ce théoréme nous apprend que si tous les A, sont positifs la série

n—=-w
2 Ya(z)
An

n=1:

(') L'interversion des lettres z, y importe peu, puisqu’il s'agit de fonctions
symétriques.

(2) L'expression obtenue pour K(z, y) simpliﬁe celle de R(z, ¥, A). On trouve

R(z, 7,0 = Z Ll
n=1

(cf. n° 17).
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est uniformément convergente. L’inégalité

21 () dn(y) | <$i(x) +42(¥)
montre alors que

2 ‘Pn(w) 4’74(.}’)

'est par rapport a ’ensemble des variables (2, y).

Démonstration analogue pour K;(z,5); d’ou 'on déduit que les
séries trouvées pour K, (z, y), quel que soit p2 2, sont uniformément
convergentes par rapport 4 'ensemble des variables z, y.

39. Les fonctions fondamentales forment-elles un systéme complet ?
— On a vu (inégalité de Bessel) que la somme des carrés des com-
posantes d’une fonction continue quelconque par rapport aux fonc-
tions d’un systéme orthogonal normé, 4y, $a, ..., $n, ..., est au
plus égale a la norme de cette fonction

(fbf(x) () dx>’ S (fbf(.z')d_;,l(.z') dx)z—u-...gfbf’(x)dx.

Si 'égalité a lieu pour toutes les fonctiens continues f,le systéme
des n est dit complet (). La question se pose naturellement de
savoir si le systéme des fonctions fondamentales ¢ correspondant a
un noyau symétrique donné K (z, £) est ou non complet.

Nous répondrons a cette question, d’une maniére affirmative, dans
le cas ou I'équation intégrale provient du probléme consistant &
déterminer les fonctions nulles aux deux extrémités de linter-
valle (a, b) et vérifiant dans cet intervalle I'équation différentielle

u'+ g(z)u+ru=o,

ou g(z) est une fonction continué donnée et A une constante, ou plus

généralement .
pu'+p'u+ q(x)u+ip(z)u=o,

oil p est continue ainsi que sa dérivée premiére p', g et p continues,
les fonctions p et p gardant des signes invariables dans linter-

(1) La définition donnée au n° 21 semble légérement différente; elle est équiva-
lente 2 celle que on donne ici en raison de la remarque en note & la fin de la
présente démonstration.
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valle @, b; signes que l'on peut supposer les mémes p > o, p>o0;
nous vergons plus loin que ce cas se raméne au précédent
(p=1,p="1) par un changement simple de variable et de fonction.

Plagons-nous dans le cas normal ou u’+ g(z)u=o0 n’admel
d’autre solution nulle pour x =a et z = b, coutinue ainsi que sa
dérivée premiére dans (a, b), que la solution identiquement nulle.

On a vu (') que la solution nulle pour @ et b continue ainsi que sa
dérivée premiére dans («, b) de

W+ q(z)e =g (x)
se met sous la forme

b .
w(z) =f G(x, £) () d,

oa G(z, £) désigne une certaine fonction (symélrique en z, £) que
nous avons appelée fonction de Green relative a Pexpression u'+ qu
et au systéme de conditions aux limites envisagé.

Le probléme envisagé relatif a

W+ g(z)u+Au=o

revient & trouver les solutions non identiquement nulles de I'équa-
lion intégrale

b
u(w>=—f G (@, £) X u(E) i,

c’est-a-dire I

b
u(@)+ [ 6, Bul®) = o.

Soient donc Ay, 4q, - .. les valeurs singuliéres et §,(z), Ya(z), ..
les fonctions singuliéres normées correspondant au noyau — G(z,£).

Les fonctions de la formef G(z,%) h(E)dtE ou h est continue

sont développables en séries uniformément convergentes des ¢. Ces
fonctions sont nulles pour a, b et continues ainsi que leurs dérivées
premiéres el secondes dans l'intervalle . b. Soit réciproquement une
fonction  nulle pour @ et b, continue ainsi que ses dérivées premiére
et seconde dans (a.b); ona

b
u(@) = [ Gla, HIE+ g u®)] &.

(1) ne 10.
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Le théoréme du développement cn série devient ici :

Toute fonction nulle en a et b continue ainsi que ses dérivées
premiére et seconde dans a, b est développable en série uniformé-
ment convergente des y. On voit d’ailleurs immédiatement que pour
la dérivée seconde, on peut supposer plus généralement qu’clle soit
continue par morceaux. (@, b) est décomposable par un nombre
fini de points @ = =z, 2\, &2, ..., Tp_y, b =z, en intervalles a l'in-
térieur desquels u” est continue; celte fonction u” tendant vers une
valeur limite déterminée quand z tend d’un cdté déterminé vers un
point z; déterminé.

En particulier si ¢ = o les ¢, sont les fonctions circulaires

2 sin( n x—a)
\/b—a "b—a

Soit alors ¢(z) une fonclion continue quelconque donnée. A tout
nombre positif ¢ on peut faire correspondre (') une fonction u(z)
nulle en a et b, continue ainsi que sa dérivée premiére entre a et b,
a dérivée seconde continue par morceaux entre a et b telle que

b

f [0(2) — u(2)]* de < e.

Soit u, la somme des n premiers termes de la série en ¢ qui
représeute u(x)

fb(v—un)idx

b b b
-_-f (v—uﬁdx+zf (v——u)(u—un)dw-i-f (4 —un)?dez.

On peut choisir 7 assez grand pour que les deux derniers termes
du second membre soient eux-mémes inférieurs en valeur absolue ae.

"

(1) On commencera par exemple par chercher un polynome P(z) différant suffi
samment peu de ¢(x) dans tout un intervalle (a’, b’) intérieur a (a, b), a’, ¥’
different eux mémes suffisamment peu de a, b. u(x) sera égal a P(x) pour z com
pris entre @', b'; on complétera la définition de la courbe représentative de u(x)
en utilisant par exemple deux arcs de cercle de rayons assez petits se raccordant
avec la méme portion déjd défime, et des tangentes menées respectivement A ces arcs
de cercle par les points de Paxe des z d'abscisses (a, b) ou la courbe u doit aboutir.
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On voit qu’au total on aura
b
f (v —un)dz < 35,
a

nombre arbitrairement petit. Par suite, & wu. nombre positif »,
on peut faire correspondre un entier n et des coefficients ¢!,

(n) (n)
cy'y ooy eyt tels que

b
f [ s+ e Yot . . . P Y — o] dz < 1.
a

Cela suffit a prouver que le systéme des ¢ est complet ('), car vy,
va, ... étant les composantes de ¢ par rapport aux ¢, on aura
a fortiori

8
f (o114 2o+ oad— )2 dr < 7,

“a

ce qui s’écrit aussi

b
~ f 0 dr — (03 4+ 034 ..+ 93) < 1.
a

40. Conséquences. — '1° Il en résulte immédiatement que si pour
une fonction continue (?) toutes les composantes sont nulles la fonction
est identiquement nulle. (Le systéme des ¢ est dit fermé.) Remar-
quons de plus que si toutes les composantes d’une fonction ¢ sont
nulles, sauf un nombre fini d’entre elles ¢y, ¢a, ..., 9, par exemple,

v est nécessairement une combinaison linéaire a coefficients con-
stants de §;, Ja, ..., Y. En effet déterminons les constantes ¢y, cs, -+, Cp

(') Si dans la définition que nous avons utilisée des systémes complets, on rem-
place le mot continue par les mots « continue par morceaux », on a une définition
équivalente, comme il résulte des remarques suivantes :

1° & toute fonction continue par morceaux g, et 3 tout nombre positif ¢ on peut
faire correspondre une fonction continue f telle que

f(f—g)’dw< &;

2 (f—up S a[(f—g)l+(g—u)l

(?) Ou méme continue par morceaux.
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de maniére que '
v(w) — (Clqﬂ-‘- Czqh-l—. .ot Cp\l)p)
soit orthogonale a , Y, ..., Yp; cette fonction sera orthogonale &
tous les ¢ et par suite identiquement nulle.
2° Nous allons tirer du caractére complet du systéme des ¢ une

conséquence importante relativement aux propriétés extrémales des
nombres fondamentaux.

La propriété extrémale liée a la démonstration que nous avons
donnée de leur existence était relative au rapport

b b
_fj G(z, £) w(x) w(E) dz dE
— a a b )

f w?(z)dz

ol o est une fonction continue quelconque, assujettie éventuellement
a étre orthogonale a un certain nombre de fonctions. Les valeurs

singuliéres de L étaient les extrema, ou les exirema extremorum, de
b

. ‘/al wi(z) dz

! —fhu(x) w(z) dz

en posant, pour abréger,

g
u@)= [ Gz, B)o) &

J

Considérons maintenant le rapport de
b b
—f u(z)w(z)dz a f w(z)dz :

b b
—[ u(z)w(z)dr ——f u(u'+ qu)dz
H= “’a — a

b

[ uxa)da o wds
b

ou, puisque u s’annule aux deux extrémités de l'intervalle a, b,
b .
f (w2 qu)da
H=-2

[)
f u? dx
a

Nous allons trouver une ezpression simple de H & Uaide des ) et
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des composantes u, de u. Le systéme des § étant complet, on a *)
n=-+»

b b b
j; o dr = 2£u¢nclx£ wi, dr.

n=1

D’autre part, d’aprés un calcul fait plus haut (commencement de
la démonstration du développement en série d’Hilbert-Schmidt)
b Vb

f obndz=— [ uynda.
“ ca
Finalement, en posant
b

/ u(z)Yn(z)dr = u,,
b o n=-+w

u(u'+ qu)dr =— Apted.
jn q 2 n nv

n=1

Drailleurs, en raison encore du caractére complet du systéme ¢,

b n=-+ o

f u’(lx:iE u?.

a
n=—1

Donc, en définitive,

b
f (u'— qu?) dx
“n

_ Muddoud .+ haug+. .
. =

u+ud+...+up+...
f udzx

a

41. Examinons, en détail, le cas ou ¢(z) =o
b

3 =

f ur dx
Ya

_ 2 fb . z—a)

n=\/p—— i u(\z')sm(nvrb_a) z.

(') En appliquant Pégalité

fu"(lx .
a ( © )2 1lu;’+22u§+...+n2u;-‘,+...,

b—a U+ ud+... 4+ u+...
1 2 n

on

b
[ VAT = 03+ v+, 03+,
va

3 la fonction u + tw, ol ¢ est une constante arbitraire.
e
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Ainsi tout d’abord pour toute fonction u s’annulant en a et b con-
tinue ainsi que ses dérivées premiére et seconde (')

(7=2)

4

f u'? dx
i3
b

f u? dx

n

v

le signe — n’étant obtenu que si Uo=UuUy=...=Up,=...==0 et
. . . xr—a
par suite si u est de la forme ¢ sinn T

Pour toute fonction u s’annulant en a et b (continue ainsi que ses
dérivées premiére et seconde) orthogonale auzr n—1 fonctions

. r—a
sin N
b—a

b

f w'? dx
a

youh=1,2....,n—1,
3

nx \?
b—a/’
‘/‘u2 dx
a

Assujettissons u (s’annulant en a et b, continue ainsi que ses
dérivées premiére et seconde) a étre orthogonale a n — 1 fonctions
choisies comme on voudra ¢, ¢s, ..., v, et soit-alors B la borne
inférieure de

1\

b

f u'?dr
z.

b

f uw dzx
a

. . . W\ 2 .
Quand les ¢ sont les ¢, celte borne inférieure est ( b"_"a) . D’ou

résulte immédiatement que si 'on considére maintenant I’ensemble
des B (chacun de ces B étant déterminé parle systéme des n —1 fonc-
lions ¢), la borne supérieure M de cet ensemble est au moins égale

nw_\? , ./ nm \2
a (b — a) . Montrons que Mn'est pas supérleure a <b — a) .11 suffit

pour celade montrer qu’étant données n — 1 fonctions ¢4, 09, .. ., Pp—y
d’une maniére quelconque, on peut trouver une fonction u (satisfaisant
aux conditions imposées) qui leur soil orthogonale et pour laquelle

(') On pourrait laisser tomber ’hypothése de P’existence de la dérivée seconde,
et élargir un peu ’hypothése faite sur la dérivée premiére.
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2 - -
H< ( b’i—a) . Choisissons les n constantes ¢ par la condition de

rendre ¢, §; + caYs~+. ..+ c,Yn orthogonale aux n —1 fonctionls 7R
Y2, «.., ¥n_y (R—1 équations linéaires et homogénes) les u,,
Ugy +..n Uny ... relatifs & cette fonction u sont justement les ¢,
Cay +++y Cny 0, 0, ... et 'on obtient pour cette fonction u

H—( T\ 12+ 2%ci+...+nlci [ nm \?
b—a ci+ci+...+cf “\b—a

Ainsi, en abrégé (¢f. n° 38), le maximum (v) des bornes

inférieures (u) de
b

f u'? dzx
a t< nrt \2?
5 es b—a)

\/‘u2 dx
a

42. 1’étude du cas général est tout analogue. Remarquons d’abord
qu’il ne peut y avoir uneinfinité de valeurs singulieres négatives.
Choisissons en effet A de maniére que dans tout I'intervalle (a, b)

g(x)+ X <o.

Soit f une fonction continue nulle pour a et b pourvue de dérivée
P P
premiére (et seconde) continues vérifiant I'équation

S'+[g(z)+2r]f=o.

Si f prenait quelque part dans (@, b) une valeur positive, soit z,
une valeur lui faisant atteindre son maximum, f”, d’aprés I'équation,
y serait positive, ce qui est impossible puisqu’il s’agit d'un mazimum,
Jf ne peut prendre dans (a, b) ni valeur positive, ni valeur négative,
Jf est donc identiquement nulle.

Les valeurs singuliéres A, de I’équation intégrale qui nous intéresse
ne peuvent donc étre inférieures au minimum de — g(z). Elles
sont d’ailleurs toutes distinctes,

u'+[g(z)+ A Ju=o0

ne peut pas avoir deux solutions linéairement indépendantes s’annu-
lant pour z = a.

Le raisonnement méme qui a été fait dans le cas ¢(2) == o montre
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que A, est le maximum (¢) des bornes inférieures (u) de

mais
b b
[ (u't— qu?) dx f u” dx
< a __Ya §A,

[A b
f u’ dr f u? dx
a a

ou A représente le maximum de | ¢(z) | dans (a, b); on a donc aussi (*)

n’=n®

=T —ay

|<a,

inégalité qui donne un renseignement intéressant sur la croissance
de A, avec n.

Remarquons qu’il en résulte que
M
nw \?
'< b— a)
quand n tend vers P'infini, ou encore en désignant par N(2) le nombre
des valeurs singuliéres au plus égales a A [de sorte que N(A,)=nr]

; a \/7\. (On démontre

qu’il en serait de méme pour les autres conditions aux limites
simples que I'on peut imaginer).

-1,

Pinfiniment grand N(}) est équivalent a

43. Réduction de ’équation pu’+ p'u’'+ qu + dpu=oou pp >o,
a la forme canonique (pour laquelle p = p =1). Posons

L(u)=pu'+p'v'+ qu.

wL(p)— ¢ L(u) = [pu<£>]

On a alors

(1) Grace aux remﬁrques suivantes : 1° soient f,(w), f,(w) deux nombres,
dépendant d’un élément variable w (fonction, ou point d'un espace & n dimensions),
tels que, pour tout w, | f,(w)—f.(w)| < A; leurs bornes inférieures B,, B,
different entre elles de A au plus; en effet f,(w) 2 fi(w)—A, f(w)2B,
entrainent f,(w) > B,— A, donc B, 2 B,— A; d’une maniére analogue B, 2 B,— A;
2° proposition analogue pour les bornes supérieures.
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D’ou, o désignant une fonction quelconque de z.

. sL(sU)=[ps" U]+ sL(s)U.
L’équation

(pu') +qu+dpu=o0
s’écrit, en posant u =¢oU,
L(sU)+2psU =o,
et, d’aprés la formule précédente,
(pa2U’)Y +aL(o)U + 2pa2U =o.
Faisons maintenant un changement de variable indépendante

dU dX
dX dz’

dX dU
(P°2U)—<P° dr dX)\dx

ou, en désignaﬁt cette fois par 'accent les dérivées par rapport a X,

U'=

(pc dx U\) “+ X[cL(c)+/pa’]U__o

Nous serons ramenés a la forme canonique étudiée plus haut si

dx
pe dz
o X
po K =1.
Ce qui donne
> =Vep,

(1X=\/ﬁdx,
P

ct détermine le changement de fonction et de variable

U=\ pu,
_f‘/pdx

U'4+QU+AU=o,

L’équation en U, X est
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Q= %cL(c).
D’aprés ce qui précede
Uxe+ QU=c%L(u).
D’on (*)
B
—f U(U§.+QU)dx_—_-f uc———L(u)——dm
A

=—f u L(u) da

b
S pur—quyds.

puisque u s’annule en a et b.
D’autre part

fUadx [ dx__f out da.
A

Soient Ay Agy ..., Any ... les valeurs singuliéres correspondant a
I'équation
Ux:+ QU + AU = o,

U étant assujettie a étre nulle aux extrémités de lintervalle A, B.
Cette équation s’écrit bien

z 1
GKL(u)+)\cu=o

L(u)+)\\/p‘ﬁ‘/’:fu=o,

L(u)+dpu=o.

ou encore

Nous arrivons aux conclusions suivantes; p et p étant des fonctions
continues toutes deux positives dans I'intervalle (a, b) (p ayant une

\ . 1 .
(1) D’ou aussi en posant s = 3 et, par suite so =1,

° N
K
:

sx,+Qs_cde(4)._qc\/P et Q=

MEMORIAL DES 8C. MATH, — Neos 101 et 102. 9
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dérivée continue), il ne peut y avoir qu’un nombre fini de valeurs
négatives 1 telles que
Lu+Xpu=o

ait une solution non identiquement nulle, nulle aux deux extrémités.
Soient Ay, A,. ... les valeurs de A pour lesquelles une telle solution
existe, rangées par ordre de grandeur croissante (*).

Le minimum de

b
f (pu'?— qu?) dz
a

)
f pu?dx
a

pour les fonctions nulles en @, & (continues, pourvues de dérivées
premiéres et secondes continues) est A,.

Le maximum (quand on fait varier les ¢) des bornes inférieures de
la méme intégrale pour les fonctions u satisfaisant aux mémes condi-
tions et de plus astreintes a annuler les intégrales

b '
[ puvr dz (k=1,2,..., n—1),
Ja

ol ¢y, V3, ..., ¥n_y sont n—1 fonclions données, est A,.

On peut écrire
n2n?

—b—_-———2+0M, .
(Vi)
Ja P

ou M est fixe et [6| <1.

Une conséquence est que

An=

(1) Exemple

u
pP=1 q=0, P=é, U=V_;; X=logz‘; Qz—i;
d’out
I n’w’
1"-— Z—l:'
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ce qu’on peut exprimer aussi en disant que si N(1) est le' nombre
des valeurs singuliéres inférieures ou égales a 1, 'infiniment grand

N(}) est équivalent a
b
! £

“44. Application aux verges vibrantes. — L’équation a laquelle
satisfait le déplacement longitudinal ¢ d’un point d’une verge
vibrante est

(p¥2)e—pPa=0 (x = abscisse; ¢ = temps),

ou p et p sont deux fonctions positives de x données : .,
p = module d’élasticité multiplié par section;
p = densité linéaire.

(L’équation méme rappelle que %’ a la dimension du carré d’une

vitesse.)

La recherche de solutions de la forme

) u(z) g(¢)
conduit a I'égalité
(pu’y _ &,
pu -3

La valeur commune de ces rapports sera une constante — A. D’ou

les équations
(pui)z—+ Apu =o,
gn+ Lg =o.

La seconde montre immédiatement la signification physique des
valeurs singuliéres A,; T, désignant la période de la vibration corres-
pondante a la valeur 2,
e ()
Tn

Tl,[ est appelée la fréquence de la vibration.

Le résultat obtenu plus haut s’énonce ainsi : Le nombre N de

« fréquences propres » qui ne dépassent pas un nombre% donné
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est asymptotiquement égal a

2 f b\/ P ap
TS V&
b= . .
(d’aprés une remarque faite plus haut f \/ }E)dx a bien la « dimen-
aQ

sion » d’un temps).

45. Condition suffisante pour que toutes les valeurs singulidres
correspondant a 1’équation )"+ g(z)y + Ay = o et aux conditions
aux limites ¥, = 0, 3= o soient positives. — On a déja vu une telle
condition suffisante ¢(z)<<o. Nous allons voir une condition plus
large.

Supposons qu’il existe quelque fonction w(x) positive (?) dans
tout a, b et telle que a lintérieur de cet intervalle

W'+ gw<o.

Soit N(z) la valeur "+ gw et X une valeur singuliére, y une fonc-
tion singuliére correspondante. Nous aurons

b b
fy(y”+qy)dz+)~f yrdz =o,
a a

. N— o
d’ou en remplacant ¢ par sa valeur ad

qui est continue puisque w

(') La signification extrémale des valeurs singuliéres entraine immédiatement des
propriétés importantes. Remarquons par exemple le principe simple que voici :
Quand, dans un probléme de minimum, on rend plus strictes les conditions
auxquelles est assujetti I’élément cherché (autrement dit quand on restreint le
champ ou il peut varier), le minimum ne peut qu’augmenter (ou rester constant).

En gardant les fonctions ¢, v,, ..., ¢, ,, la borne inférieure, dépendant
de ¢, v ..., 9¥,_,, que nous avons envisagée, est augmentée (ou du moins non
diminuée); le maximum de ces bornes inférieures est alors augmenté (ou du moins
non diminué).

Une application physique immédiate au probléme des cordes vibrantes (vibrations
transversales) est la suivante :

Si l'on fixe un point de la corde, les hauteurs des différents sons fondamentaux
augmentent (voir de nombreuses applications de ce principe et d’autres analogues
dans Courant et HiLBerT, Meth. der Math. Physik).

(?) On pourrait aussi bien supposer qu’il existe quelque fonction w, négative dans
tout l'intervalle et y rendant wj + gw, 2 o; ou encore supposer qu’il existe quelque
solution de y"+ gy = o, ne s‘annulant en aucun point de l’intervalle, etc. *
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ne s’annule pas dans l'intervalle a, b

b wy' — yw’ b N b
fy——dx+/‘3’—dx+)\f yidr=o
a w Ya w a

ou en remarquant que wy'— yw' est la dérivée de wy'—yw' et
que y s’annule en aet b

b
—f( )(wy —yw)dr + y2 dx+7\/‘) dz =o.

La dérivation de% introduit de nouveau le terme wy' — yw'. D’ou
pour A une expressica essentiellement positive.

(On aaussi une nouvelle démonstration du fait démontré déja autre-
ment : si g(z) <o, toutes les valeurs singuliéres sont positives; on
peut en effet choisir alors w constante positive rendant o' gw
négative.)

Il résultera de ce qui suit que la condition est aussi nécessaire;
d’une maniére plus précise, si tous les A singuliers sont positifs on

pourra trouver quelque fonction w(x) positive dans tout (a, b) ety
rendant &'+ g(z)w<o.

46. Nombre des zéros des fonctions singuliéres. — Considérons
de nouveau I’équation

Y'+q(z)y +Ny=o,

ou nous ne faisons plus aucune hypothése de signe sur la fonction
continue g () ni sur la constante A. Considérons la solution y (z, 1)
de cette équation répondant aux conditions initiales

y(a, ) =o.
Y(a, W)=1.

1° Elle n’a dans Tintervalle (a,b) extrémités comprises qu'un
nombre fini de zéro (si elle en avait une infinité, un point limite
existerait, qui lui-méme serait un zéro, la valeur de 3’ en un tel point
limite ne pourrait étre que zéro, et puisque y satisfait a 'équation
différentielle, y ne pourrait qu’étre idenliquement nulle, ce qui n’est
pas puisque y' (@, 1) £ o).

2° Quand A est tel gue A + g() soit négatif dans tout linter-
9.
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valle (@, b), la démonstration méme qui nous a montré plus haut que y
ne peut s’annuler en b montre aussi que y ne peut s’annuler entre a '
et b.

3° Nous allons utiliser maintenant des considérations intuitives de
continuité sans chercher a les rendre rigoureuses, au sujet de la
variation des zéros de y(z, 1) avec A. Considérons un zéro §
de y(z, A) = zautre que @ (d’aprés 2°un tel zéro n’existera d’ailleurs
que si A est supérieur & une valeur convenable) et considérons
d’autre part la fonction 5, =y (2,2 + Al); on a

23} — 213"+ AX.331 = o.
D’on .
(23, — 5 z’)i+ A).f 3z, dx = o,
a

et, puisque 3 et z, s’annulent en a et que z s’annule en §,

%
2(8) 7 (5) = Alf 23, d.

a
. . . . E ._ o
Si A} est petit, 25, est voisin de 32 etf 33, dz est_positif; et
a

siAA > o le second membre est positif. Si £ est un zéro pour lequel
Ia fonction z passe du négatif au positif quand z traverse § en crois-
sant, autrement dit pour lequel 3z’ (§) > o, on voit que 3,(£) > o.
Mais, comme z(z), 2,(z) est croissante au voisinage de £. Le zéro
de 3, (z) voisin de £ ne peut donc qu’étre inférieur at.

Ce qui précéde s’applique aussi bien a la valeur b qu’a une valeur
quelconque autre que a de U'intervalle (a. b); a <<ELb.

4° 1l résulte immédialement de ce qui précéde que quand A croit
de — o a + 0, le nombre des zéros de y(z,1) augmente d’une
unité chaque fois que 1 atteint une valeur singuliére, et dans ce cas
seulement.

Mais alors il en résulte immédiatement que,-abstraction faite de a,
y(z,1) ne sannule pas dans (a, b) quand A <1y, s’y annule une
fois quand A, << A <C},, (ce zéro étant d’ailleurs b seulement si A=1,)
s’y annule p fois si 3,Sh<<h,.y, (le p*®m® zéro étant d’ailleurs b
seulement si A =1,).

En particulier les fonctions singuliéres gy, ¢2, ..y $p, ... qui
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s’annulent par définition méme en a et en b, s’annulent respective-
ment entre a et b, 0, 1, ..., p —1 fois exactement.

D’autre part, si A <<}, on voit, en raisonnant encore par conti-
nuité, qu’en modifiant légérement la valeur initiale de y(z, 1) on
obtiendra une solution de I'équation différentielle qui restera posi-
tive dans tout l'intervalle.

En particulier si 4, > o, on voit qu’il existera une fonction w posi-
tive dans tout 'intervalle, telle que

W'+ gqw+hw=o,

A désignant un nombre positif donné comme on voudra inférieur i I
et par suite telle que
W' +gw<o

dans tout I'intervalle. C’est la réciproque annoncéc plus haut.

Remarque. — On peut évidemment déduire de ce qui précéde
I'énoncé d’une condilion nécessaire et suffisante pour que toutes
les valeurs singuliéres A soient supérieures & un nombre k donné;
il suffit d’écrire I’¢quation différentielle donnée sous la forme

Y'+lgx)+ Ry +0O —h)y=o

et d’appliquer le critérium précédent, ot g(x) est remplacé par
q(z) + k.

On peut dire : la plus pelite valeur singuliére est la borne supé-
rieure des nombres k tels qu’il existe une fonction y positive dans
tout (a, b) qui rende y"'+ g(z)y + ky Lo.

47. Corrélation entre deux problémes d’extremum. — On a vu

plus haut (n° 40 et 41) que le maximum (¢) des bornes infé-
rieures (u) de

pour les fonctions u nulles en a, b est A,. D’une maniére plus expli-
cite, élant données n — 1 fonctions ¢, si u nulle en a et b est assujettie

b
4 annuler les n —1 intégrales f puvkdz, le rapport considéré a
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une borne inférieure; le maximum, quand les ¢ varient, de cette
borne inférieure est A,, maximum atteint lorsque les ¢ sontles n —1
premiéres fonctions singuliéres satisfaisant aux équations

(pv") + qv + hov =o.
D’autre part, appliquons au cas présent (en nous bornant pour
plus de netteté a ’hypothése ou A, — et par suite lous les A — sont
positifs), la propriélé d’estremum qui a servi a caractériser les

valeurs singuliéres d’une équation intégrale a noyau symétrique. La
fonction % nulle en a et b telle que

(pu') + qu=f(2)
b
(supposée unique) s’écrit sous la forme f K(z,%) f(E)dz, ou K

a
désigne une certaine fonction sywmétrique en z,£. Si u nulle en a et b

satisfait a
(pe') + qu + hpu =o,

elle satisfait a I'équation intégrale

b |
Ve@u(@) +1 [ Kz, HYEE Ve VeB u(®) di=o,
Ao est donc (voir n* 31 et 33) le maximum (w) des bornes infé-
rieures () de ,
f w’(z) dx

H= N —
— [ [ K@ ove@ Ve e () u() dr &

D’une maniére plus explicite, étant données » — 1 fonclions w, siw est

b
assujettie & annuler les » — 1 intégrales f wwy dx, le rapport con-
,, ,

sidéré a une cerlaine borne inférieure; le maximum, quand les =
varient, de cette borne inféricure est A,.
Le rapport H s’écrit d’ailleurs

b

f w?(z) dz

b
— [ Vi@ w(e) a(a) de
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en désignant par z(z) la fonction nulle en a et b telle que

(p3')+ gz = Ve (2) w(a),
el par suile
f”[<pz'>'+qz1°(,x f”r<pz'>'+qz]2dx

H= P e

7 =%
—f [(p3’) + qz]zdr. f (p3”— q3?)dx
a a

Pour rapprocher davantage les énoncés relatifs au rapport R et au
rapport H, faisons la remarque suivante relative au rapport H. Au
lieu de choisir arbitrairement ©,, @., ..., ®y_1, prenons pour ces
fonctions des expressions de la forme

SR 0 Ve T a3

On laisse peut-étre ainsi de coté cerlaines bornes inférieures; mais
toutes celles que l'on fail intervenir intervenaient précédemment;
par suite, le nouvean maximum des bornes inférieures du rapport H
ne peut pas étre supérieur a la valeur qu’il avait précédemment.
D’ailleurs il n’est pas inférieur non plus a celle valeur puisque
les n —1 premiéres fonctions singuliéres ¢s(h=1,2, ..., n—1),
qui, prises pour fonctions w, donnaient ce maximum, peuventi
s’écrire par définition méme

——>\hf1«<x, ) V(@) V3 (E) palk)

et sont par suite de la forme choisie pour les nouvelles fonctions .
L’égalité

Jotords [z V@V (B =0
s’écrit d'ailleurs
b f ‘ ” _
[ 1o Vi & K, Vel o(a)de = o,

c’est-a-dire

b
f (VP 3(E) dE =0,
@
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en désignant par z la fonction nulle pour a et b telle que

(PZ) + g5 =Vp(5) 0 (p).

Ainsi done, considérons une fonction zs’annulanten @ et b et assu-
jettie & étre orthogonale a n — 1 fonctions arbitrairement données ('),
le rapport R comme le rapport Ha une certaine borne inférieure; faisons
maintenant varier de toutes les maniéres les n — 1 fonctions données;
le mazimum de la borne inférieure cst le méme qu’il s’agisse de R
ou de H et il est obtenu par le méme systéme de n —1 fonclions.

Le résultat s’obtient évidemment d’une maniére lout analogue dans
des circonstances plus générales : Considérons un noyau continu
symétrique K(z, £) tel que toute valeur singuliére de I’équation

b
s(@) =2 [ K pe@d=o

soit positive, et que le systéme des fonctions singuliéres ¢;, 9a, ...
soit complet, et les deux rapports
b

b
[u(x)U(.z‘)dx fuﬁ(x)dx

R="C ., H=
f U’ (z) dx
a

5 —

f u(z) U(z) d
ou ‘

b
U@) = [ K, ) ui)dy

(rapports évidemment tous deux positifs, et liés par l'inégalité de
Schwarz R<H). ’
Si l'on assujettit par exemple U pour le premier, u pour le second
a étre orthogonal & n —1 fonctions données, la borne inférieure du
rapport cousidéré a, quand les n — 1 fonctions varient de toutes les
maniéres possibles, un maximum qui est le méme pour R et pour H.
Il est aisé de mettre en évidence les fondements algébriques
essentiels de ce lien. Pour nous borner au cas le plus simple, consi-
dérons une transformation lindaire symétrique a deux variables
" Xi=anxi+ any,
Xo = @01 L1 =+ Aoo X,

() En appelant y,(z)/p(z) ces n—1 fonctions, l'expression giz__)_(:_)_q_z est
3 0@

b

orthogonale aux n —1 expressions f Kz, §)Ve @) va(E)x;.(E) dg.

“va
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Ol @y3=@y OU @\, X, + 2G42Z T3+ @32 2; est.une forme définie
positive.
) X1$1+ Xoar> x.’+x3
R = v ! =
Xi+ X3 Xixi+ Xoxo

ont méme maxinium et méme minimum atteints en méme temps; cela
revient simplement:a dire, en considérant I'ellipse

a“x]’+ QA 19X T+ a»-xf::: I,

les distances de I'origine 4 une langente a lellipse et au point de con-
tact de cette tangente alteignent en méme lemps leur maximum et leur
minimum, les demi+axes.

48. Généralisations. — Les résultats établis pour un noyau con-
tinu s’étendent facilement, pour la plupart, a des cas plus généraux.
On peut par exemple admettre que le noyau ait un nombre fini de
lignes de discontinuité ordinaires (*). On peut méme admettre que le
noyau devienne infini, en supposant toutefois que les intégrales
simples portant sur son carré avec soit I’un soit 'aulre des arguments
comme variable d’intégration, et que l'intégrale double portant sur
son carré aient toules trois un sens, les deux premiéres étant, de plus,
des fonctions bornées. Il revient au méme de dire que l'on peut
supposer infinie 'une des limites d’intégration, ou méme les deux,
en faisant des hypothéses convenables sur la régularité du noyau.

49. Equations singuliéres. — Mais il est des cas ou les résuliats
sont essentiellement différents. Nous allons nous borner a quelques-
uns de ceux que lon peut tirer d'une relation remarquablement
simple due a Fourier.

Jf(z) étant une fonction définie de o a + o, continue, ayant une
dérivée ne présentant dans tout intervalle fini qu'un nombre fini de

+ oo
points de discontinuité (de premiére espéce), etf | f(z)| dz
0

(1) Toutefois la démonstration du théoréme (de Mercer) au sujet du développe-

ment en série Z q:_,,(_.z_;?;,,_(._y_) des noyaux tels que /‘fK(x,y)m(z)w(y)d.z- dy

soit positif pour toute fonction w fait intervenir essentiellement I’hypothése de la
continuité w du noyau K (ne 38, 4°).
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étant convergente, si 'on pose

g(z)= 2f JS(y)cosanzy dy,
1)

ona
~4- o

fz)y=2 &(y)cosanzy dy.

Les fonctions f(z), g(x) peuvent étre qualifiées de complémen-

taires. Par exemple, e~ et sont complémentaires. e=™ est

2
1+ 4nta?
sa propre complémentaire.

Il peut étre commode de considérer la fonction paire qui coincide
avec f(z) de o & +o. C’est ce que nous ferons maintenant. Un
calcul élémentaire montre que si f et g sont complémentaires f(ax)
g(x+s)+glax—s)

2

oua>oet- a( ) le sont aussi. f(z) cos2msz et

le sont aussi.

De ces faits on peut tirer immédiatement un résultat intéressant
relativement a I’équation intégrale singuliére

+»
(1) u(z)——)\f u(y)coserxy dy =o.

Si A a une valeur telle que cette équation admette une solution z non
( )

1dent1quement nulle, la complémentaire de cette solution est ——

( )

= u(x), les seules valeurs singuliéres (') de 7\ sont

donc + 1 et — 1. D’ailleurs pour A =1, il suffit d’ajouter deux fonc-
tions complémentaires 'une de l'autre pour avoir une solution.
On apercoit donc la grande variété des solutions, par exemple

1 1 I
e—trcosamhr + — — —+ 3
a o X+ b z—b
1+ 47 - ) 1+ 472 —

est solution. L’¢quation sans second membre a une infinité de
solutions linéairement indépendantes.

(1) En comprenant par ce mot les valeurs pour lesquelles I’équation a une solution
non identiquement nulle.
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Une des remarques faites plus haut au sujet de deux fonctions
complémentaires quelconques f(z), g() montre que

-+ %
f(v)cosmwx:[ g(x—y)cosamey dy.
D’aprés cela, ’équation intégrale
+ o
v(z)— 7~f glz—y)e(y)dy=o

admet une solution différente de zéro, & savoir cos2 oz, pour toute
I

f(v)

valeur de A de la forme : les valeurs singuliéres (') forment

un « spectre continu ».

11 existe aussi d’ailleurs des équations intégrales singuliéres pour
lesquelles « le spectre des valeurs singuliéres » se compose d’une partie
continue et d’une partie discontinue.

50. Extension au cas de n variables. — Les théories que nous avons
développées pour le cas d’une variable indépendante s’étendent au
cas de n variables indépendantes.

On définit par exemple la fonction de Green relative a ’équation

JPu - Pu + P u
dzi  dx3 T dxh

(1) =o0
et a la donnée u=o0 sur la frontiéere a n—1 dimensions d’un
domaine D simplement connexe a n dimensions comme une solution
de Péquation (1) satisfaisant a ces conditions aux liinites et présentant
en un point £, &», ..., £ intérieur a D une singularité convenable
(la fonction ne reste méme plus finie en ce point, elle devient infinie
d’une certaine maniére que lon impose, el qui différe suivant
Pindice r).

La recherche de la fonction de Green dans le cas le plus simple
n = 2 est équivalente au probléme de la représentation « conforme »
du domaine D sur un cercle.

Le nombre N(2) des valeurs singuliéres, relatives au probléme a
deux dimensions d

(pux)c+ (Puy )y + qu +dpu =0
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a l'intérienr de D, u étant nul (') sur la courbe simple fermée, limi-
tant D, inférieures a 1, est, quand A tend vers + oo, « équivalent » &

I 0
& ([ =)

Le nombre N(1) des valeurs singuliéres, relatives au probléme a
trois dimensions,

(pux) e+ (puy)y + (puz); +qu + dpu =o0

alintérieur de D, v nul (') sur la surface fermée limitant D, infé-
rieures a X est, quand A tend vers -+ 0, équivalent &

3
L 2\ s dy ] 2
67t’|,ﬁ<p> dx dy dz | )2,

Supposons p et p constants; on voit que cette valeur asymptotique ne
dépend (outre ces valeurs constantes) que du volume (de la surface
dans le cas n = 2) et non pas de la forme du domaine. Ce résultat,
important dans la théorie du rayonnement, avait été prévu par les
physiciens (*).

EXERCICES.
I. — 1° Soit une fonction continue ¢(z) (dans lintervalle
oSz <) satisfaisant a 'équation
1
() ?(x)—lf K(z, y)o(y)dy =o,
0
ou

K(z, y)=(x —1)y, si y <z
K(«z, y)=z(y—1), si y > .

Montrer que ¢ a des dérivées des deux premiers ordres, satisfait &
¢"(xy— A9 (z)= o, s’annule pour z = o et pour z =1.

(') On pourrait varier les conditions aux hmites données, supposer, par exemple,
la dérivée normale de u égale & zero.
/(’) Lorentz, Physikalische Zeitschrift, 1910, p. 248. Pour la démonstration
mathématique, voir WEyL, Math. Ann., t. 71, 1912, et HiLBERT GOURANT.
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2° L’équation (1) ne peut avoir une solution continue non identi-
quement nulle que sik=— n?n? ou r est entier; quelles sont alors
les solutions ?

3° Quelles sont les valeurs de A pour lesquelles I'équation

1 n=—+»
(2) 9(‘2_)+2)‘f ( sﬂ smnrxsmnrv) (y)d_y:o
[}

n r-
\ n—l

a une solution continue non identiquement nulle. Quelles sont alors
les solutions de cetle équation?
Traiter (3°), a. en se servant de (2°); b. sans se servir de (2°).

r .
4° Dans le cas ou A n’est pas de la forme — n®~”, montrer que
I’équation

1 .
«p(w)—xf K(z, 3)o(y) dy = f()
0

a une solution conlinue et une seule, et que cetle solution est donnée
par la formule

9(.z)=f(.z')+).f R(z, y, M) f) dy,

ot R ne dépend pas de f.
Donner Iexpression aussi explicite que possible de R(z, ¥, A).
On trouve

shy %(x —1)sh \'i"y—l
JA

shy %
Ve

II. — 1° ¢ étant une conslante donnée diflérente de zéro, f(x)
une fonction continue donnée, montrer que I'équation différentielle

y'—ey=s(x)

a une solution et une seule telle que

Rz, y, ) =

) pour >y ).

y(0)=y@),
y'(0)=y'(1)

el que cette solulion est représentée par

1
f K(z, £) f(5) o,
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ou
chc<—x+£—§‘)
K(z,8)=— P ’ sio< <k
' 2¢sh =
. 2
ct
1
chc(a:—’;’—;)
Kz )= ——F ift<e<.
2csh;

2° Déduire de 1a une équation intégrale a laquelle doit satisfaire
toute fonction ¢ telle que ¢” + g = o (1 = const.) et que

¢ (0)= ¢(1), |

/(o) = 9'(1), (on posera p=—c’— 1),
et en conclure la formule
n—-+
_ I cosenx(xr—E§)
__K(x’s)_'c*-'-2 E ct4 4 nin?
n=1

3° Montrer qu’il résulte de I’étude faite que toute fonction ) con-
tinue ainsi que ses deux premiéres dérivées dans l'intervalle (o, 1)
telle que ¥ (0) = (1) et y’(0) = »'(1) est développable en série uni-
formément convergente des fonctions cos 2 nnz, sin2nnz (n entier).

III. — 1° Trouver les solutions de I'équation y"+ ) = sinz qui
s’annulent pour z =o0; elles prennent toutes la méme valeur pour
z=m. Trouver les solutions de I'équation )+ y =sinz qui
s'annulent pour z =m; elles prennent toutes la méme valeur pour
z=o.

2° Déterminer la fonction ¢ (z) de maniére que I'équation
Y'+y =73(f)sinz

(ot E est un paramétre et z la variable) admette dans chacun des
deunx intervalles (o. £); (¢, ) une solution G(z, £), s’annulant respec-
tivement en o, w; les deux valeurs de G coincidant en &, la dérivée
par rapport & z éprouvant une discontinuité égale & + 1

G 1=f+¢
[E@o] =
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cette fonction G (z, £) élant de plus dans (o, ©) orthogonale a sinz,
montrer que G(z, z) = G(§, z).

3° Pour que "+ y = f(x) ait quelque solution (continue ainsi
que ') s’annulant pour z = o ¢l peur z=m, il faut que f(x) soit
orthogonal a sinz dans (o, ). Cette condition étant supposée réalisée,
montrer que la seule solution continue ainsi que )’, orthogonale a

sinz et s’annulant pour z = o et = =, de I'équation )"+ y = f(z)
esl

f G (2, E)f(5)dE.
0

4° Ce qui précéde, appliqué au cas de I'équation y" <4y + Ay =o,
donne certains renseignements sur une équation intégrale que l'on
formera.

5° Généralisation : formation de 'équation intégrale ayant pour
solutions les fonclions telles que (py') + gy + hy = o satisfaisant &
certaines conditions aux limites homogénes, A 3£ o, quand on suppose
que zéro est une valeur singuliére pour ces conditions aux limiles,
autrement dit qu’il existe quelque solution de l'équation relative
& A=o (non idenliquement nulle, & dérivées premiére et seconde
continue), satisfaisant & ces conditions aux limites.

IV. — 1° Montrer que I'équation z°y" + 2y’ = f(x) a une solu-
tion etune seule telle que a la fois

y'=o0 pourz=a et y=o pour z = b (o< a<b)

b
et mettre cette solution sous la forme f G(z,£) f(t) d:. Former une
a

équation intégrale de Fredholm a laquelle satisfait loute solution » de
2" 4 2zy' + by = g(x), telle que a la fois

y'=o0 pourx=a et =0 pourz=Ab.
2° Gréce a un changement de variables ramener 'équation
2y’ +o2xy + Ay =o0

a une équation a coefficients conslants. Former explicilement une
équation ayant pour racines les valeurs singuliéres A relatives a
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Péquation intégrale de (1°) et utiliser cette équation pour apercevoir
Pexistence d’une nfinité de telles valeurs singuliéres.

3° Questions analogues pour

u'=F(x W+ Lu=G(z w+Pu=o
(), Lu=6(2), »
avec les données aux limites

u=o0 pourx=a e u'=o0 pourz=5b

(mémes valeurs de a et de b que dans 1° et 2°).

Les valeurs singuliéres p sont les mémes que les valeurs singu-
liéres A.

Lien entre les deux groupes de questions.

Propriétés de maximum ou minimum qui s’y rattachent.

V. — 1° y désignant une fonction inconnue de la variable z, on
considére I'équation différentielle linéaire homogéne

(1) Y'—o2xy'+ly=o,

ou A est une constante donnée. Trouver deux séries entiéres satis-
faisant a cette équation, I'une représentant unc fonction paire, I'autre
une fonction impaire, montrer que ces séries convergent quel que
soit z; en déduire la solution générale de (1).

Toute solution, quand z tend vers infini avec 'un au moins des
deux signes, croit (en*valeur absolue)’plus vite que n’importe quelle
puissance de z. Il n’y a exception que si A est un nombre pair, positif
ou nul, auquel cas I'équation admet parmi ses solutions un polynome
(détermin¢ a ‘un multiplicateur constant preés).

20 La dérivée d’ordre n de e~ est égale au produit de (—1)7e™**
par un polynome que I’on appelle H, (). Montrer que I'on a

Hoi(z)—22H,(2)+2nH, (2)=o,
dH,
dx

=anH,

et que H,, peut étre considéré comme un des polynomes dont il a été
question au (1°)., ‘
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L’expression géncérale de H, () est

H,(z) = (22)"— ”—“‘lT—-Q(zz)n—z+ n(n— ”(”2_! 2)(r=3) Gy —....
Sip#n,ona

. f+nH,,(x)H,,(x)e—’-"da:=o.
Calculer

—+
f H2(z)e=*dz

+ _
(en se rappelant que l'on a f e T dr = \/ n) .

—
a?

3° Si y satisfait a (1), lafonction z =y e ° satisfait & I'équation
(2) 2+ (A+1—2")3 =o0.

Pour quelles valeurs de la constante A I'équation (2) a-t-elle une
solution continue partout, qui s’annule a la fois pour z=—w el
2 =+ o? Ces valeurs 4,, A,, ... étant rangées par ordre de gran-
deur croissante, que peut-on dire des zéros des fonclions successives
correspondantes zg, 34, ... ?

Bien que lintervalle soit infini, les résultats sont ici de méme
nature que dans les exemples précédents. Les H,, sont les polynomes
rencontrés autrefois par Hermite. Le probléme actuel se rencontre
dans la théorie récente des quanta (oscillateur harmonique) (voir par
exemple Eve. Brocu, L'ancienne et la nouvelle théorie des quanta,
Hermann, 1930. p. 294; L. oe BrocLik, Introduction & Uétudede la
Mécanique ondulatoire, Hermann, 1930, p. 270).

V1. Ezemples de problemes & « spectre continu ». — 1° Les
valeurs de A pour lesquelles 'équation u’+Au = o a une solution
finie partout sont les valeurs positive ou nulle, qui forment une
suite continue.

2° Probleme de Schrodinger. — On demande les valeurs de 2
pour lesquelles I'équation

DPu ’u JPu c

L L S —————u+Au=o0
dx? + dy? dz° V&' + i+ 22
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(ou ¢ est une constante positive donnée) a une solution, continue

en o, et finie quand y/z*> - )+ z* tend vers Iinfini. On est amené &
chercher les valeurs de 2 telles que

” 2, . ¢  n(n+1)
s Vet v, + /\+—_—-——;—— vy=0
r r r

a une solution continue pour r = o, finie pour r -+ . Ces valeurs
sont ’

C)

40

)

ou [ entier > n (spectre discontinu, avec point d’accumulation en
zéro) et les nombres positifs ou nuls (spectre continu) (voir Hirsrrr
et Courant, Methoden der Mathematischen Physik,2°éd., p. 294).
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