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LES

MATHEMATIQUES DE LA PSYCHOLOGIE

Par M. G. DARMOIS.

CHAPITRE 1.

LES CORRELATIONS.

Le mouvement qui introduit de plus en plus les ¢stimations numé-
riques dans les études de psychologie s’est dévcloppé par utilisation
de la statistique mathématique. Nous voudrions rassembler ici I'es-
sentiel des méthodes statistiques utiles et montrer les services qu'elles
ont pu rendre, dans le classement, la description et I'interprétation
des faits observés.

Nous nous occuperons surtout de ce qui a Llrail aux différentes
aptitudes et aux liaisons qu’elles peuvent présenter cntre elles.

Le probléme. — Considérons d’abord le cas, tout a fait schémalisé,
ou les aplitudes étudiées seraient, pour un individu donné, des gran-
deurs bicn délerminées, de vérilables marques altachées a chacun,
mais variables avec I'individu mesuré. 1l faut alors rechercher com-
ment ces caractéres sont répartis dans la population. Supposons pour
fixer les idées, qu'il y ait seulement deux caractéres mesurables z
et y. Nous considérons que la population soumise 2 nos mesures est
une épreuve faite sur une population plus étendue, ot pourraient se
présenter toutes les nuances des caractéres, toules les valeurs de z
et y. Cette population hypothétique aura sa structure fixée par une
fonction de deux variables F(X, Y). Nous pourrons prendre pour
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F(X, Y) la proportion, dans la population totale, de la sous-popula-
tion ou 'on a les deux inégalités

xz < X.
y<y.

En général, nous aurons plutét a chercher une densité f(z, y) telle
que f(X, Y)dX dY soit la proportion des individus pour lesquels

X <z <X+ dX,
Y<y<Y-+dy.

Nous aurons donc a préciser la forme de cette fonction de deux
variables a I'aide des renseignements fournis par la population réelle
que nous étudions. La connaissance de cette fonction suffit évidem-
ment a tout. En ¢ffet, si par exemple nous avons F (X, Y), la variable z
aura sa répartition connue par F(X, + o), proportion ot se trouve
vérifice la premiére inégalité, la variable y par F(+ o, Y). Mais il
est a remarquer que U'intérét du probléme est dans d’autres caracté-
ristiques, que contient F(X, Y), mais qu’il est utile de faire ressortir.

Si, par exemple, nous étudions I’aptitude aux math¢matiques et a
la musique (en admettant que ces deux lermes aient un sens précis ),
notre but est surtout de voir si ces aptitudes sont liées entre elles.

D’une facon précise, nous voudrions savoir si la connaissance de
'une de ces aptitudes est un apport de valeur positive, ou de nulle
valeur, dans la connaissance de l'autre.

Pour en juger, nous considérons la sous-population ou le carac-
tére z a une valeur donnée, z, et nous étudions la répartition du
caractére 1 dans cette sous-population; cetle réparlilion sera dite
répartition liée (4 2, donné) de y. Dcux cas peuvent se présenter :

1° La répartition liée est toujours la méme. quel que soil z,. —
On dit que y, considérée comme variable aléatoire, est indépendante
de la variable aléatoire . On démontre immédiatement que la répar-
tition liée de 7 est dans ce cas identique a la répartition de y, dite
quelquefois répartition a priori ou répartition marginale, qui ne
suppose rien sur la valeur de z.

D’autre part, il est facile de voir, par emploi du théoréme des
probabilités composées, que si 'on fixe la valeur de y, la répartition
lide de x est dans ce cas indépendante de y,. La propriété d’'indé-
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pendance est donc réciproque. Les deux variables aléatoires z et y
sont dites indépendantes.

Quand z et y sont indépendantes, la connaissance de la valeur de
I'une d’elles n’a aucune influence sur la loi de répartition de 'autre;

2° La répartition liée change avec x,. — l.a variable aléaloire,
& liée [qu'on peut désigner par y!“"'], a une loi de probabilité qui
est fonction de 2,. La connaissance de z, a donc une influence sur
ce que nous devons penser de y.

Il convient de mettre sous forme concréte cette idée générale. En
effet, la connaissance de la loi de répartition de y se traduit par la
valeur de ses caractéristiques les plus importantes, en particulier par
celles qui correspondent au groupement et a la dispersion de y.
Celles qui sont le plus fréquemment cmployées sont la valeur
moyenne, ou espérance mathématique, et Pécarl Lype, ou écart
moycen quadratique autour de la valeur moyennc. Nous les désigne-
rons par les notations classiques

(1) L@ (y) =m,
(2) E® (y —m)*=o3.

Il pourrait d’ailleurs étre utile d’introduire des caractéristiques
d’ordre supérieur. Ceci posé, quand la variable lice » dépend vrai-
menl de z,, les deux caractéristiques m et oy sont deux fonclions
de z,, dont la connaissance est sans doute insuffisante pour préciser
la loi de probabilité de y, mais qui sont déja de grande valeur.

En particulier, si la fonction de dispersion o, resle trés pelite dans
tout le champ de variation de z,, on voit qu’on pourra assigner, avec
une probabilité voisine de I'unité, un chainp trés petil autour de sa
moyennc i la variable y lide.

Comme cas limite, si la fonction ¢, était identiquement nulle, la
variable ) liée n’est plus une variable aléatoire. La connaissance
de z, fixe la valeur de ». '

Rappelons ici quelques expressions courantes; le point dont les
coordonnées sont x, et m(x,) décrit une courbe, qu'on appelle
courbe de régression de y en z; il peul étre commode d’introduire,
de part et d’autre de la courbe de régression, les courbes obtenues
en portant, a partir de la moyenne, une grandeur proportionnelle a
I'écart type. Pour des raisons tirées des propriétés de la loi de Gauss,
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on portera généralement de part et d’autre deux écarts types. On
obtient ainsi une bande, qu’on appellera bande de dispersion, qui
résume sous forme concréte ce que les deux fonctions m et ¢ nous
apprennent sur la liaison de 7 4 z. Cette bande a unc largeur, paral-
lélement a I'axe des v, de 4o,, largeur généralement variable. Si elle
est conslante, on dit parfois avec Karl Pearson, que la liaison est
homoscédastique. Les grandeurs m(z,) et oy(zy) seront appelées
respectivement moyenne liée et ¢cart type lié.

Propriétés de I’écart type li6. — Nous prendrons comme origine
les moyennes générales de z et de 1. Il est clair qu’on aura

Ex[y — m(x)2= E*(y?) —m?*(z),
et en prenant les moyennes M dans la loi de probabilité de z;
(3) M[s} ()] =03 — M[m2(x)],

g, désigne 'écart-Lype de la variable ).

On voit bien que s’il peut arriver que I'écart type lié surpasse
’écart type général, cela ne peut se produire pour toute valeur de z;
Pécart type lié est en moyenne plus petit, d'aprés I'égalité (3).
Il faut signaler que si m(z) est identiquement nulle, ¢’esl-a-dire si
la ligne de régression est une droite paralléle a 'axe des z, la valeur
moyenne de o2 ne différe pas de 3. 11 peut donc arriver que I'écart
type lié soit partout égal a I'écart type général. La liaison des deux
variables ne se traduit alors ni dans la moyenne, ni dans I'écart type,
qui sont des constanles, et les mémes que si les variables ¢laient
indépendantes. De telles liaisons ont une importance pratique assez
grande. Karl Pearson dit de deux variables pour lesquelles m(z) est
identiquement nulle ou constante, qu’elles sont sans corrélation.
Lorsque la liaison est homoscédastique, elles ontalors nécessairement
la deuxiéme propriété. On pourrait presque dire qu’elles sont indé-
pendantes au second ordre, mais une telle locution, prise a la lettre,
aurait I'inconvénient de laisser supposer que z lié par )- a des pro-
priétés analogues. Or, il n’en est rien, on s’en rend compte aisément,
si 'on n’impuse a@ priori aucune restriction a la loi de probabilité de
z liée. Nous verrons tout a I'heure que la réciprocité, dans cette
iudépendance au second ordre de y a4 z, peut étre assurée par cer-
taines hypothéses.
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Etude d’une loi de probabilité par ses moments. - Une loi de pro-
babilité 4 une variable a comme caractéristiques imporiantes sa
moyenne et son écart type (bien entendu quand ces grandeurs
existent, ce qui aura toujours lieu pourles lois que nous étudierons).
Ce sont les deux grandeurs :

E(x) et = avec o*= E[x — E(x)]

Bien entendu, ces caractéristiques sont trés insuffisantes, il existe
une infinité de lois de probabililé ayant leurs deux premiers moments
identiques. On peut ajouter ala connaissance d’une loi de probabilité
en donnant en oulre les valeurs des moments d’ordre supérieur.

On peut se rendre compte aisément, en supposant que la loi de
probabilité soit suffisamment approchée par une loi discontinue, de
I'effet de la connaissance des moments successifs ().

En effet, si x,, 24, ..., 24 sont les valeurs de la variable aléatoire,
et Py, P2y ..., pi leurs probabilités respectives, le probléme est de
lrouver ces inconnues py, s, . ... pi, par un systéme d’équations
qui expriment que les moments sont connus. S’il y a suffisamment
d’équations, la distribution se trouve entiérement délerminée. S’il
n’en esl pas ainsi, l¢ point de coordonnées positives py, pay .. .. prse
trouve dans une région finie de 'espace, que chaque condition sup-
plémentaire vient en général restreindre.

Pour préciser sur un exemple numérique simple, considérons les

. . 3.
quatre points d’abscisses == =, == 2; il faut y placer quatre masses
- 9!

positives, de somme égale a I'unité et donnant une moyennc nulle et
un écart type unité. On aura les équations :

[)I+P2 +])n+_p5= I,
9(pi+pr)+ py+ps= 4,
3(p1—p:)+ ps—pi=o.

Représentons p, el p,, p; el p, comme les coordonnées de deux
points du plan. On vérifie aisément qu’on peut écrire

_ 3 . _ 5
[h—'l—6+ 1y P:s—-—l-g—iz o
3 5 (e2=3¢).
]’z=l—6—5|, PL=E+52

(1) Voir lintéressant article de R. de Mises, The limits of a distribution func-
tion (Ann. Math. Statist., Vol. X, un° 2, juin 193y, p. yg).
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Le premier point P décrit une droite paralléle a la deuxiéme bissec-
trice des axes, et qui coupe ces axes en A el B, le deuxiéme point Q
décrit une droite analogue, dans la portion CGD comprise entre les
axes. On voit immédiatement que Q peut aller de C en D, mais que

le point P est réduit & une portion A’B’ de AB, trois fois plus petite
que CD.

Ainsi, les points les plus éloignés (i %) ont des masses qui ne

peuvent se permeltre que des fluctuations assez petites. Un schéma
extréme serait le suivant, ou p, a la masse la plus grande.

p) P3 Py }?Z

A 10 0 14

48 16 £y
Fig. 1

Le lecteur se rendra compte aisément, par ’étude de masses placées
en 6 points déterminés, par exemple =1, == 2, =3, de 'indétermina-
tion qui subsiste dans une telle loi de probabilité quand on fixe un
nombre de moments égal a 2. 3, 4. Il y a détermination compléte
pour 5 moments.

Cas d’une loi continue. — Il peut étre suffisant, dans certaines
recherches pratiques, de substituer a la loi continue une loi discon-
tinue assez approchée. Les considérations précédentes montrent
alors 'influence de la connaissance des momenls successifs.

Pour une loi continue, envisagée en toute rigueur, il faul con-
naitre, pour la déterminer complétement, des moments en nombre
infini, ou mieux connaitre la fonction caractéristique (ou génératrice
des moments) dont il sera question un peu plus loin.

Retour 3 I’étude d’une loi par ses moments. — Ce que nous venons
de dire peut éire étendu aux lois de probabilité a deux ou plusieurs
variables. La connaissance des moments jusqu’a un cerlain ordre
limite les lois de probabilit¢ a un certain champ qui se rétrécit
quand le nombre des moments augmente.

Pour une loi & deux variables, les moments les plus employés sont
ceux du premier et du second ordre. Avec les nolations habituelles.
nous poserons

E(e)=ax0,  E(y) =y,
E(z —m)2 =0}, E(y—po)=03  E(x—29)(y—pyo)=pu.
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On voit qu’il s'introduit, a c6t¢ des quatre premiéres caractéris-
liques qui appartiennent aux lois marginales de = et ), un moment
mixle du deuxiéme ordre.

Le moment le plus général a la forme.

E(x —z0)/ (y —)o)¥=prg

On voit que ces moments sont des conslantes. trés différentes des
fonctions d’une variable que sont les moments des lois lides.

Relation entre les deux points de vue. — Elle est. dans le cas
général, assez complexe. Montrons-le sur un exemple simple.
Soit la loi de probabilité ¢lémentaire

ol xr <+ », —o <+,
[y —flen?

e—cdr——e ‘ dy,
V2w

on reconnait dans le deuxiéme facleur, qui donne la loi liée de y, une
loi de Gauss, a courbe de régression arbitraire

y=f(x)
et dont I'écart type est 'unité.
On aura
E(z) =1,
E(y) =E[f(=2)),
E(z?) =1,

E(y?) =1+ E[/2(2)],
E(zy)=E[x f(x)).

Il est bien clair que le moment lié¢ du premier ordre f(z) ne sau-
rait en général résulter de la connaissance des moments ordinaires
du premier ordre [il faudrait que f(.) fat une constante], ou des
moments du deuxiéme ordre [il faudrait que f(z) fat un polynome
du premier degré]. En général, il sera nécessaire de connaitre une
infinité de moments ordinaires. el en tout cas, il faudra des moments
ordinaires d’ordre supérieur, pour oblenir une déltermination des
moments liés.

En résumé. P'étude la plus importante. qui est celle de la variable
liée, ne peut en général éire résumée par la connaissance d’un nombre
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fini de ces moments constants. Il était d'ailleurs bien évident que la
détermination des diverses fonctions de la variable . qui sont les pre-
miers résullats de cetle ¢tude ne pouvait étre remplacée par la déter-
mination de quelques caractéristiques numériques. Toutefois, il nous
semble essentiel que ce poinl soit saisi avec unc entiére clarté.

Hypothéses simplificatrices. — 11 ¢st alors tres intéressant de voir
que des simplifications importantes sont introduiles par les hypo-
théses suivantes :

1° La ligne de régression de v en x esl unc droile;
2° L’écart type lié est une conslante.

Dans ces conditions, les deux fonctions inconnues m(x) el oy (z)
ne dépendent que de trois constantes; les moments du premier et du
second ordre suffisent alors & leur détermination.

Sil'on pose

m(x)=o0+ e,

on voit immédiatement que la droite de régression doit passcr par le
point de coordonnées E(z), E(1 ). Quant au coefficient angulaire 3,
il est donné par 'équation

5 P

v 52!

B est appelé cocfficient de régression de y en z.

Le coefficient dit de corrélation. — On posera d’une fagon générale
Hre= of Ty

Les constantes r, (de dimensions nulles) sont appelées les coeffi-
cients de corrélation. Celui d'enlre eux qui correspond a w4 est
généralement appelé le coefficient de corrélation tout court et désigné
par r. On obticnt alors la formule

g,
I

(4) p=r

Valeur de 'écart type lié. — On déduit immmédiatement de la for-
mule (3) la valeur

(8) of (2) = oi[1—r2],
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la valeur constante de 'écart Lype li¢ est donc inférieure a U'écart
type général si r £ o.

La formule (5) wontre qu’on a nécessairement
peut établir direclement.

ri<r, ce qu'on

Remarque. — Si la liaison de z a y vérifie aussi les deux condi-
Lions précédentes, on a
Ex(y)=y+3, d=r—
on voit que, si loutes ces hypothéses sont vérifiées, la seule condi-
tion r= o exprime I'indépendance jusqu’au second ordre, qui est
cette fors une propriété symétrique par rapporl a z el ).
(Pour toutes ces questions, on trouvera des détails dans [ 2], [ 4], [5].)

La fonction caractéristique ou génératrice des moments. — Nous
allons rappeler ici la définition d’une fonction qui rend les plus
grands services, lant théoriques que pratiques. C’est I'espérance
mathématique de 'exponentielle ett*, z est la variable aléatoire, ¢ est
une variable réelle (i est le symbole classique de 'imaginaire, qu’on
introduit pour obtenir plus de généralité). Nous poserons

9(2) =E(e'r).

Nous donnerons les deux propriétés principales de ¢ ().

1° Si I'on ajoute deux ou plusieurs variables aléatoires indépen-
dantes, la variable aléatoire ainsi obtenue a pour fonclion caracté-
ristique le produit des fonctions caraclérisliques des variables qui
composent la somme;

2° La connaissance de la fonction caractéristique délermine enlié-
rement la loi de probabilité.

Cette fonction est appelée généralrice des moments parce que son
développement suivant les puissances de ¢ a pour coefficients les
moments de la variable aléatoire. Le moment E(x') est le coeffi-

. (éD)k
cient de T

La deuxiéme fonction caractéristique. — % (¢) élant la fonction

caractéristique définie précédemment, le logarithme de ¢(¢) est



1o G. DARMOIS.

appelé deuxiéne fonction caractéristique, la propriété 2° reste évi-
demment la méme; pour la propriété 1° elle est remplacée par la
suivante

L'addition de variables aléatloires indépendantes se ramenc & I'ad-
dition des deuxiémes fonctions caractéristiques.

Les semi-invariants d’une loi de probabilité. — Si l'on considére
le développement supposé possible de cette deuxiéme fonction carac-
téristique (¢) suivant les puissances entiéres de ¢

N f m
".J(t)= ko4 kytt +. ..+ /um('—’,n)—1 ..,
le coefficient k, est appelé, suivant Thiele, le semi-invariant
d’ordre m de la distribution.
Et la proposition 1° prend alors la forme trés simple :
Dans I'addition des variables aléatoires indépendantes, les semi-
invariants s’ajoutent.

Pour celte raison, on les appelle souvent des cumulants.

Extension a une loi de probabilité & plusieurs variables. — On
appelle fonction caracléristique d’une loi a deux variables z ¢t y la
fonction ¢ (uv) de deux variables

?(u(;) = E etlex+vy),

La propriété 2° garde la méme forme. La propriété 1° peut étre
mise sous la forme suivante :

Nous appellerons point aléaloire le point M de coordonnées z
et 5, vecteur aléatoire le vecteur OM. On peut dire que la loi de
probabilit¢ considérée est celle du point M, ou du vecteur aléa-
toire OM.

Deux vecteurs aléatoires sont dits indépendants (en probabilité)
si la loi de probabilité liée du deuxiéme vecteur est la méme que la
loi non liée. Dans ces conditions :

L’addition (géométrique) de deux ou de plusieurs vecteurs indé-
pendants revient a la multiplication de leurs fonctions g, a I'addition
de leurs fonctions .

Rappel de propriétés de la loi de Gauss. — On sail que la loi de
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Gauss a deux variables. pratiquement appliquée avec succés & un
grand nombre d’observations biométriques, fournit une illustration
trés simple des différentes propriétés précédentes. La densité de pro-
babilité prend la forme

1 —1“(1\)

e * [H(ay‘):

— 2 ry 2
P g T ST }]'

L'origine est prise aux valeurs probables de x et ), les écarts
types o,0; sont les unités de mesure de z, j; la constante r, telle
que | r| <1, esl le coefficient de corrélation défini plus haut.

Les deux lignes de régression sont des droites; bien entendu
E=0=r. Les écarts Lypes liés sonl constants el leur valeur com-
mune est par conséquent \/1 — r?.

La fonction caractéristique a pour valeur

—;l\(uu)

e [K(uv) = w2+ 27 uv + 2],

(Se reporter pour ces différents résultats classiques a l'ouvrage [5].)

Lois de probabilité a n variables. — Bien que les propriélés qui
les concernent soient des généralisations toutes naturelles, il est bon
d’y avoir réfléchi. Considérons donc une loi de probabilité a
n variables. L’étude de cette loi peut prendre des formes assez diffé-
rentes, suivant le but qu’on se propose.

a. Supposons que nous voulions étudier la liaison de .z, aux n —1
premieres variables. L'élément essentiel sera la loi de probabilité
liée de zn, qui dépendra comme paramétres des valeurs fixées pour
les autres variables. Nous aurons donc une moyenne liée

m[x,w_». . ..Z‘r,._.l],
et un écart type lié
Cral 122 Znq ]

Ce seront les deux caractéristiques les plus importantes.

C’est la généralisation la plus simple; si pour fixer les idées nous
supposons trois variables x, -, z, nous aurions a introduire une
surface de régression, représentation de la fonction m(x)), et une
bande de dispersion comprise entre deux surfaces.
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b. Mais on peut avoir en vue d'autres liaisons, par exemple I'autre
face de la liaison de z, & z,2, — z,_,. On peut alors fixer la valeur
de z, et considérer la loi de probabilité a n — 1 variables, ou 2, figure
comme paramétre. Dans le cas de trois variables, on aurail une
loi de probabilité a deux variables z, », mais dépendant fonction-
ncllement de 3.

On voit que la variété des problemes qui peuvent sc¢ poser esl trés
grande, puisqu’on peut fixer un groupe de variables et ¢ludier la loi
de probabilité lite du groupe complémentaire.

Etude, par les moments, d’une loi & n variables. — Il est clair
qe’ici la généralisation est toute naturelle. On considérera les
moments successifs

E(z,) =4, E(r,—§) =0},

Elai— 5[ ca— 5] = 704 14,

nin+1
— moments du

On a donc, n moments du premier ordre,

deuxiéme ordre, etc. (ces moments ¢tant d’ailleurs fournis par les
polynomes du premier degré, du second degré, du développement
de la fonction caractéristique).

Les difficuliés déja signalées pour deux variables se présenteront
4 nouveau si l'on veut déduire des ces moments les caracléristiques
d’une loi de probabilité liée.

Hypothéses simplificatrices. — On oblient des resultats simples en
faisant les mémes hypothéses :

1° La fonction m(z,2,...x,_,) est lindaire en z, x,. . . 20—y
2° L’écart Lype lié est une constante.

Dans ces conditions, on peut, & laide des seuls moments du
premier el deuxieme ordre. déterminer m et ¢,,. Les résultats sont
tout & fait analogues & ccux relalifs a deux variables, mais un peu
plus compliqués.

Quelques formules importantes. — Nous allons faire I’hypothése,
toujours permise. que les espérances mathématiques de toutes les
variables sont nulles, et que leurs écarts sont tous égaux a l'unité,
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Si 'on pose alors

m = ‘31_7;14- ngg"i-. A Bn—iafn—h

on aura en multipliant cette égalité par z,2,...2z,—, et prenant les
espérances mathématiques

~
>
S
|

B + Barpa+...+ Bn-—ﬂ‘i,-z-—l,
(1) Tsan = Bt":1+ By +...+ Bn—ll‘-z,n—n

'n—i,n = B1l'n—1,1+- oo Bn—-l-
Pour la valeur de ¢} (carré de 'écart type lié) on a toujours
g3, =1— m(Z1Zs...Zn).

Sil’on prend de nouveau la valeur moyenne M (dans la loi de pro-

babilité générale, ou, ce qui revient au méme, dans la loi de probabi-
lit¢ de z, z,. . .z,) on aura,

(I M(o2)=1—R: [Ri=M[m(z122...24)]]-
On a Loul de suite la valeur de R2
R2= 83+ B3+...4+ B3 +2P1Baria+.. .,
qu’on peut mettre sous la forme

= Bi Iy -+ [3: sp=+...-+ B,,_; Tn—1,n.

La quantité R? qui est évidemment inférieure a 'unité (généralisa-
tion de la propriété du coefficient de corrélation) peut étre calculée
directement a I'aide des équations (I) par élimination de 4 8s. . .fn—-

On obtient alors sous forme de déterminants

Re—— 20
T 3

A

I riz I'tn
1 I'1s rin—1

I'91 1 I'ap

Do= N .
Fp—a  oee coe I
"nr Tn2 ... 1

Bien entendu le premier membre de (II) donne la valeur de I'écart

type li¢ quand celui-ci est constant (voir aussi [2] au chapitre
« multiple corrélation » ).

MLMORIAL DLS SC. MATH. — N° 98, 2
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Remarque générale. — 1l est un peu inquiétant de n’obtenir de
conclusions simples qu’a I'aide de ces hypothéses assez restrictives.
D’autre part, 'emploi des moments d’ordre supérieur, s'il devient
nécessaire, est lerriblement lourd. Les calculs précédents, exécutés
dans le cas général, ne conduisent plus a m et ¢, mais on peut
cependant en tirer quelque chose. Plagons-nous seulement dans le
cas de trois dimensions. Les résultats obtenus seron! généraux.

Considérons le plan
z=ax+by

et cherchons a le déterminer parla méthode des moindres carrés, en
comptant les distances parallélement a 0z, et affectant chaque élément
de lespace de la probabilité qui lui correspond. Nous sommes

conduit a former
E(z—ax—by).

Les deux conditions de minimum sont justement les conditions (1).

Quant a la valeur da minimum, elle est précisément 1— R?,
comme le montre un calcul trés facile.

Ainsi le plan déterminé par les équations ne sera plus, dans le cas
général, un plan de régression, il ne contiendra pas les points repré-
sentalifs des moyennes lides, wais il leur sera associé par une condi-
tion de moindres carrés, et le carré moyen de la distance de la distri-
bution de probabilité a ce plan sera précisémet 1 — R2.

Cette derniére quantité nous indiquera donc, assez grossiérement il
est vrai, el en moyenne, si un point de la distribution peut se trouver
éloigné du plan des moindres carrés.

Il est & remarquer que la quantité 1 — R2 n’est plus M(a3,). Soit
en effet G le point z(zy) qui représente la moyenne liée, et P le point
contenu dans le plan, c’est-a~dire le point d’ordonnée az + by

z—azx—by=3—3c+ sc—ax—by.
On en déduit
(1IT) E(z—az—by)*=M[a2] + M(PG)".

Donc la valeur de 1 —R? est toujours plus grande que le carré
moyen de o, sauf si PG est identiquement nulle, c’est-a-dire si le
plan est vraiment de régression.
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Relation avec le probleme général de la psychologie. — 1l faut
¢tudier comment sont liées un certain nombre d’aptitudes, c’est-
a-dire étudier une loi de répartition a n variables. Suivant que
certaines aptitudes sont plus faciles a atteindre que d’autres, il y aura
licu de les prendre comme variables de base, ct d’étudier la loi de
probabilité liée des autres variables.

CHAPITRE II.

Nous voici donc en présence d’une population observable, consi-
dérée par nous comme une épreuve. comme un extrait de cette popu-
lation trés étendue ou pourraicnt se présenter, nuancés jusqu’a étre
continus. les caractéres dont nous voulons faire I'étude.

Le probléme est d’estimer, a I’aide de la population partielle, les
caracléristiques de la répartition de la population générale. Nous
supposerons d’abord, dans ce chapitre, que les caractéres mesurés
sonl obtenus sans erreur appréciable.

Un cas simple. Estimation de la moyenne. — Considérons le
caractére z et proposons-nous d’estimer la valeur moyenne générale,
ou 'espérance mathémalique de z dansla loi de probabilité cherchée.
Nous disposons de n mesures, sur des individus pris au hasard,
mesure que nous considérons comme des grandeurs aléatoires suivant
la méme loi de probabilité : ces grandeurs seront regardées comme
indépendantes au sens des probabilités. Toute fonction donnée de
ces grandeurs aléatoires est elle-méme une grandeur aléatoire, par
conséquent I'information que nous pouvons déduire des mesures
conserve nécessairement ce caraclére aléatoire. Le service rendu
dans cette matiére par la statistique mathématique est d’évaluer avec
" précision le risque couru, et de choisir dans certains cas la solution
présentant le moindre risque d’erreur.

Nous cherchons ici une caractéristique de la distribution, définie
par la propriété d’étre la moyenne générale des 2. Il nous faut cons-
tituer une variable aléatoire, fonction des observations, qui soit une
variable assez concentrée, et si possible concentrée exactement autour
de la valeur cherchée.

Nous formons pour cela la moyenne arithmétique des mesures,
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soit

_ Ty + Za+...+ &n
n

§

Bien que nous sachions peu de chose sur la distribution des z,
puisque nous I’étudions, nous savons beaucoup sur cette variable &,
a condition que n soit assez grand. En effet, d’aprés un théoréme
classique, £ a une distribution voisine de celle de Gauss, avec une
valeur moyenne qui est justement I'inconnue cherchée, et un écart

type qui est -;lz’ oy ¢tant 'écart type de 2. Cette variable est donc,
vn

si n est grand, concentrée autour de la valeur désirée, el nous savons
évaluer avec précision la probabilité pour qu’elle s’écarle de cette
valeur (& condition de connaitre a,).

Remarque. — Sinous connaissions @ priori quelques propriétés
de la distribution de z, il se pourrait que la méthode précédente ne
fat pas la seule naturelle, et une autre méthode pourrait étre plus
avantageuse.

Un cas classique est celui ou la distribution de 2 serait de Gauss;
la moyenne de z est alors en méme temps valeur médiane, et au
lieu de prendre §{ comme estimation. on peut prendre la valeur
médiane des mesures. On démontre que cette valeur médiane suit
aussi, quand n est grand, une loi voisine de la loi de Gauss, avec
1
2
et celle-ci demeure la plus avantageuse, mais pour d’autres lois de
probabilité, les circonstances peuvent étre autres, el la moyenne
des z, n’est pas nécessairement une estirnation privilégiée (*).

Pécart type 2L . Elle est donc plus dispersée que la variable £,
n

Estimation de I’écart type de z. — Pour cela, on forme comme il
est classique, la quantité

(1 —E2+...+(zn—E)2
n—1 ’

s2=

Sa valeur moyenne est o7, ct sa distribution quand » est grand est
voisine d’une loi de Gauss, mais la dispersion fait intervenir le
moment du quatriéme ordre de la variable z, de sorte qu’une idée
un peu précise des risques d’erreur exige une appréciation de ce

(1) Voir pour ces questions [3], [111, [14], [27].
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moment. On se contente souvent d’une valeur de I’écart type de la

[} . .
grandeur s', de la forme —=; celte expression, valable quand z suit
2n

une loi de Gauss, et dans d’autres hypothéses plus générales, résulte
tout simplement de la valeur

En résumé, il faut utiliser une hypothése qui permette le calcul
de s
Tous ces résultats sont simples et clairs dans leurs principes.

Le moment mixte du second ordre et le coefficient de corrélation.
— Nous avons vu que le premier élément qui ait & intervenir dans la
liaison de deux variables aléatoires est le moment py, ou, ce qui
revient au méme, le coefficient de corrélation r. Quand les deux
hypothéses simplificatrices que nous avons faites sont vérifides, ce
coefficient de corrélation donne a lui tout seul des renseignements
substantiels. Son estimation est donc un probléme important, qu’on
a traité suivant les mémes idées générales. En posant

. L1 Ty ..+ Zn Yi+Yat...+¥n
; = ) 'q = ]
n n
. Z(x,—E)2 , > —n)?
3'|2= ( —E) , Sy= (,}’z "l) ,
n—I1 n—i1

Wy = Z{z. ——"E)_(;}’z—"\).

Le rapport r'= 1L est une variable aléatoire, qui lorsque r est
S
trés grand, a bien les propriétés requises.
Cetle variable est concentrée autour de la valeur inconnue r, elle

suit une loi voisine de la loi de Gauss, et son écarl type est voisin de
1—r?
Vn
Mais unc loi de repartition peut tendre plus ou moins vite vers la loi
de Gauss, et notre variable 1/, qui suit cette loi a la limite, a en vérité
une répartition qui dépend trés notablement de la valeur r et du
nombre n. Ce fait est lrés génant parce qu’on ne sait plus bien dans
un tel cas ce que signifie 'écart type. Alors qu’avec la loi de Gauss,
cet écart type associé a la table classique permet de porter
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précision des jugements sur les risques qu’on court, il est tout a fall
insuffisant pour une loi trés dissymétrique. Ces inconvénients, netle-
ment mis en évidence par R. A. Fisher [12], peuvent &tre corrigés
par les méthodes qu’il a données. Nous indiquons ici le résultat; si
'on substitue a la variable 7/ une variable 5 donnée par

(r'=thz)

(¢th étant le signe de la tangente hyperbolique). la nouvelle variable z,
quiva de — o & + o, a une loi de répartition qui tend beaucoup plus
rapidement vers sa limile, ct dont I'écart type a lc trés grand avan-
tage de ne pas dépendre (en pralique) de r, sa valeur approchée étant

1

=

o

Quelques indications numériques sur les avantages de la méthode
de R. A. Fisher. — Il est bien clair qu’il est préférable d’employer
une méthode exacte, mais il est bon de voir a quel point la méthode
classique devient inexacte pour de faibles valeurs de n.

Supposons que la théorie assigne une loi de Gauss, avec un coeffi-

cient de corrélation
r = 0.8005.

On a fait neuf observations, et oblenu la valeur empirique
r'= 0,4053.

La méthode classique formera

[—r2
Vn

r—r'=o0,3952.

=0,I12.

or, écart observé est

I1 est supérieur a trois écarts types, et conduirait a rejeter la théorie
proposée.
En réalité, avec la variable z, on aura :

3=1.1, 2 = 0,43, z— 3 = 0,67,

Gy = = 0,41.

3

L
6
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Cette fois D'dcart est inférieur a deux écarts types, il n’y a pas de
raison de suspecler la théorie.

La valeur et la signification des résultats. — Nous avons vu que
nos estimations conservent toujours le caractére aléatoire de 'épreuve
qui les a fournis. Dansle cas qui nous intéresse, le coefficient de
corrélation estimé est affecté d’une erreur, qui peut modifier profon-
dément la conclusion 4 tirer. Si les hypothéses de régression linéaire
et de dispersion constante sont vérifiées, une valeur nulle de r
entraine ce que nous avons appelé I'indépendance au second ordre
pour la liaison de y a . Une valeur non nulle de r entraine la dépen-
dance. Pour une valeur donnée de I’estimation r', la valeur réelle
de r est-elle nulle ou différente de zéro ? Aucune conclusion ferme ne
peut naturellement étre donnée. On peut seulement dire ceci :

Plagons autour de la valeur expérimentale 7’ un intervalle qui ait
une probabilit¢ donnée (disons 95/100) de contenir la valeur vraie.
Adoptons comme régle que si la valeur zéro est en dehors de cet
intervalle, la valeur de r’ sera dite significative d’'une dépendance; si
la valeur zéro est a Pintérieur, la valeur 1’ sera dite non significative.
Avec ces conventions les valeurs significalives ne peuvent se produire
qu’avec la probabilité 0,05 quand la valcur réelle de r est nulle.

Bien entendu. la délimitation précise de cet intervalle autour de 7/
ne peut se faire que si 'on a la loi de probabilité de /. Elle est parli-
culiérement facile a exécuter si’on a affaire a une loi de Gauss, d’écart
type donné. Clest ce qui conslitue 'avantage de la variable z de
R. A. Fisher. [l suffit. autour de la valeur 5, de porter deux écarts
types a droite et a gauche pour obtenir (a peu de chose prés) Iinter-
valle a g3 [100.

(Pour une étude trés générale de ces questions, voir [29].)

CHAPITRE I11.

LE PROBLEME REEL. ROLE DES ERREURS.

Nous avons jusqu’ici supposé que les caracléres mesurés étaient
obtenus sans erreur. 1l n’en est rien, et c’est ce qui complique trés
sérieusement la question. Les aptitudes dont nous parlons, ce sont les
réussites dans certaines taches. Un caractére tel que la largeur des
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épaules, les dimensions du crane, mesuré par comparaison avec une
unité déterminée. fournira pour un individu donné, des valeurs trés
stables. Au contraire, dans une certaine épreuve logique, méme
maintlenue semblable a elle-méme, la réussite n’est pas toujours la
méme. Si on la cote de maniére déterminée, les nombres obtenus
sont fluctuants. L’épreuve, considérée comme une méthode de mesure,
comporte une erreur. Nous admettrons qu’il existe une certaine
cote vraie, valable pour la population des épreuves d’une certaine
nature, mais que pour une des épreuves de cetle population, on
obtient la cote vraie z, augmentée d’une erreur ¢, soit

X=x+c¢.

Nous cherchons la loi de répartition des caractéres analogues a z, et
nos mesures ne nous fournissent que . On voit que le probléme,
sous celte forme, est lrés général, et se pose dans d’autres champs
que celui de la psychologie.

La loi d’erreur. — Supposons, pour fixer les idées, qu’il s’agit de
deux caractéres z et y. On aura :

X=.’L‘—|—s,
Y=y-+n.

La loi cherchée est une répartition des points zy. Disons que la
distribution générale se traduirait par une certaine densité de ces
points. Si nous disposions des mesures directes de z et y exécutées
sur nn individus, nous aurions & estimer cette densité al’aide du nuage
discontinu des n points x;y,. En réalit¢, nous n’avons que les r
points X;Y;.

Imaginons que l'on puisse, sur’le méme individu, exécuter un
grand nombre d’épreuves du méme type. Nous dirons que I'on vise le
méme point 2y. On obtiendra autant de points XY, répartis autour
du point zy; nous considérons ce nuage discontinu comme une
épreuve faite sur la loi d’erreur affectée au point z)-.

En vérité, cetteloi d’erreur, loi de probabilité aux deux variables en,
est la loi de probabilité liée de ces deux variables, pour z et
¥ donnés.

Hypothése fondamentale. — Pour obtenir des résultats simples,
nous ferons '’hypothése, qui ne parait pas déraisonnable, que cette
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loi d’erreur liée est indépendante du point zy, c’est-a-dire que le
couple aléatoire n et le couple aléatoire zy sont indépendants.

Dans ces conditions, la loi de probabilit¢ du point observé XY est
trés simple, ou plutot se déduit trés simplement des deux lois (zy)
et (¢n). 1l suffit, nous le savons, de multiplier les fonctions caracté-
risliques 9, ou d’ajouter les fonctions caractéristiques §.

Nous supposerons que 'on a :

E(z)=o, E(3)=o.

E(E)=o, E(n)=o.

et

Dans ces conditions la fonction caractéristique Yyy a la forme

GIuUl+ 20,6, 7 UV + o3 2

Yy (o) =— : .

STu2—+ 25 sapuv + s302
2

Yeq (ur) =—

On aura donc avec des notations évidentes :

5 32 =0} + s7,
(6) T 2R =00, + 51820 ou E(XY)=E(zy)+ E(§n),
23 =63+ s3. '

Les autres formules, qu’on obtiendrait en considérant les termes
de degrés supérieurs, exprimenl que les semi-invariants de la loi
observée sont la somme des semi-invariants de la loi cherchée et de
la loi d’erreur. On voit que la méthode naturelle est d’isoler, si I'on
peut, la loi d’erreur, de la déterminer d’abord, et d’en déduire la loi
du poinl zy.

Estimation des caractéristiques de la loi d’erreur. — S’il s’agissait
en général d’isoler une loi d’erreur, il suffirait de recommencer la
mesure, de maniére a obtenir au moins deux couples XY pour
chaque couple zy. Dans ces conditions, le vecteur

ne dépend plus que dela loi d’erreur. Nous admettrons que les deux
erreurs £'n', {2n? sonl indépendantes. Nous avons alors a résoudre
un probléme assez simple :
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Estimer les caractéristiques d’une loi de probabilité a deux variables
connaissant un certain nombre d’observations faites sur une loi qui
lui est liée trés étroitement. En effet, les deux variables

a=E?_El‘

B=mn2—mt
ont comme fonction caractéristique de leur loi de probabilité

Eel(lll—i—(ls) e ?(up) ?(_ u— p)_

Donc les semi-invariants sont liés par les relations suivantes :

Les semi-invariants d’ordre pair sont doubles des semi-invariants
cherchés, les semi-invariants d’ordre impair sont nuls.

Ainsi, nous obtiendrons immédiatement tous les semi-invariants
d’ordre pair. Ce-sont sans doute les plus utiles, el en fait on se
contente a peu prés loujours des moments du deuxiéme ordre. Pour-
tant, on peut indiquer une méthode qui permet d'obtenir les autres
moments. Il suffit de faire au moins trois mesures, soit alors

Xt=2 + £, Yi=y + !,
Xt=z+E. ... ,
Xb=2+E, i

Les combinaisons

aXt+ BX24 vX3, aYl4+ Y24+ yY3

font disparaitre z et y si a -+ +y=o0. On obtienl alors pour la
deuxiéme fonction caractéristique

(a2+ B2+ y2) bo(ue) + (ad+ B+ y3) ba(ue) +....

Il suffit donc d’employer les diviseurs a*+ 3+ v# pour obtenir tous
les groupes homogéncs.

Ainsi, le probléme ne présente aucune difficulté théorique, dés
que chaque mesure esl répétée au moins trois fois.

Forme pratique de recherche de la loi d’erreur. — En fait, les
épreuves employées pour coter une aptitude sont composées d’une
sériec de questions a résoudre, et la cote est la somme des points
obtenus pour loules ces questions. Chaque question fournit une

mesure @, et 'on ulilise les deux sommes Za, 20, pour les deux
aptitudes étudiées.
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En vérité, et pour étre plus net, nous considérerons les moyennes

__2a, gy et +e
S S
Y=}%=)’+ fl—i—fz-;...-l-fk’

k ¢tant le nombre des épreuves. Une série de & épreuves est composée
de deux séries de é = h épreuves.
Ainsi, nous obtenons deux couples de cotes partielles

, .
" ey +...+ e
X=g4 Lt

h !

, fide..+fu

Y =y+——p;

e +...+ e}

X":.’L‘+——| 3 l’

"

Y= 4 fit...+Jn
T h

On calcule aisément les moments du second ordre en fonction des
écarts typesa et b dee et f

E(X?) =E(X7) =c;’+%_,
E(Y?2) =E(Y"?) =s§,+’;_l‘,

’ 7 ”n " I
E(X'Y') = E(X'Y) = E(zy)+  E(ef),

E(XX)= ¢

-1

=E(YY") =03

On en déduit immédiatement

B(X'—X"r= 225,
. . 2
En réalité, la grandeur intéressante est aT
a? I , "
= EX—X,
b2 1
2 =IE(y =Y,
(7) P =™ )
et, de méme,
E(e 1 . ” , »
(/[f) = E(X—X) (Y=Y,

.

Ces formules sont fondamentales.
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Les formules pour l'allongement d’un test. — On peut caracté-
a?
13
lement par le coefficient de corrélation de deux cotes partielles, telles

que X' et X”
7 — — t (62 p— z
xx c? ot

2, O
o 7[ 1+

riser la précision d’un lest par la quantité —--» mais on le fait généra-

Q

-0

+

On a donc

> %

! —I
rp ’
ri étant le coefficient de corrélation de deux cotes obtenues par des
tests de longueur A.
Si maintenant le méme test devient p fois plus long
1 Pra
8 S —_ .
(®) "ph 2 (p—1)rp—+1

ph

1+

Cette formule (8) est dite généralement formule de Spearman-
Brown (voir [T] et [1]). On voit qu’elle n’est que la traduction. un
peu compliquée par Vécriture. du fait fondamental que la précision
croit comme la racine carréc du nombre des épreuves.

S’il n’est pas déraisonnable de supposer p trés grand. on voit
que 7 py serait trés voisin de 'unilé, ce qui veut dire qu’on éliminerait
a peu preés erreur de mesure.

La formule habituelle. — En général. on coupe seulement un test
en deux, par exemple en prenant la série des questions impaires et
des questions paires. On obtient alors la formule trés employée :

ar k
rk=——h—- (h:—)o
I+r, 2

Formule de Spearman pour latténuation. — Les formules (6)
données plus haut mettent en évidence un élargissement du nuage de
points (wy) par Peffet des erreurs (£n). Clest cet élargissement du
nuage théorique que nous avons cherché a délerminer.

Spearman, 4 qui ces théories doivent des résullats essentiels,
s’étail proposé d’obtenir, par une formule simple, le coefficient de
corrélation entre les cotes théoriques zy. Ilintroduisit une hypothése
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simplificatrice
E(ef)=o,
qui fournit en effet un résultat trés élégant.
On a évidemment, dans cette hypothése,

E(zy) oi0:

rxy = q
Xy G109 2.2.5

Le deuxiéme facteur, a causc de I'élargissement du nuage, est
toujours inférieur a 'unité. On a donc

ny<rg-
C’esl ce que Spearman appcla I'effet d'atténuation
I1 est bien clair alors qu’en posant

. E(Y1Y?)

E(X1X?)
,-X"=__‘_)_ l“.,—— — yo
Te T HN e
on a finalement la formule célébre
(5 o= e\ T

Les coefficients r¥,, r},, indices de précision des mesures X et Y,
sont généralement appelés « reliability coefficients » ().

Traitement plus général. — Mais nous croyons préférable de ne
pas faire ’hypothése de Spearman et nous ne supposerons rien sur
la liaison qui peut exister entre e et f. Nous allons examiner ce
qu’on pourrait oblenir avec Lrois observations.

On suppose donc un test de longueur 34, comportant Lrois séries
de longueur A. On aura, bien enlendu, les formules précédentes
Pou r XIXI/ XII/, Y’I YI/ YII/.

Nous formerons alors. en supposant

o=+ p_"' Y=0,
E(aX'+ BX+ X2 = (@ 2+ 12) o

E(@Y + BY' 4+ yY")2=(a2+ 2+ Y”)%’

E(aX' - BX "+ 7X") (aY 4+ BY'+ yY") = (o2 + B2+ yz)——E(;ff)-

(1) Coefficients de fidélité (terminologic fixée & la Conférence Psychotechnique
de Moscou en 1931).
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On aurait donc, pour le test de longueur 34,

«? 1 N \
?‘E—mE(aX+...),
E(ef) _ [ , )
3h J(az+B2+Y2)E(aX +..)(eY' +..0),
b2 .

Y T W A TR ! s 2-
3h 3(a'3+|8'1+-(3)E(aY )

Les moments d’ordre supérieur s’obtiennent par des formules
analogues qu'il est inutile d’écrire.

Quelques formules classiques. — L’introduction du coefficient de
corrélation r; qui est équivalent a la dispersion de I’erreur ¢ donne
quelques formules simples, que nous signalons

S\ re= oy, s1=Z1\1—rq.

Considérons d’autre part la cote observée X, il est naturel de la
prendre comme estimation de ., et le risque d’erreur est caractérisé
par s;. Cependant, X étant connu, quelle est la valeur moyenne
de z. On l'obtient immédialement dans I’hypothése d’une régres-
ston linéaire de x en X. En effet. la relation

X=zx+4¢

établit la régression lindaire de X en =z, donc le coefficient de

corrélation est p = 3* et 'équation de régression de  en X est
-1

M(z) o X M(x)=X(f:1>2=Xl'k-
M1

g I I

Ainsi, la valeur moyenne de x est r;: X, et non pas X.
L’écart type li¢, d’aprés la formule générale (si la liaison est a
dispersion conslanle) a pour valeur

o \/1— 2= Vri(1—ri)
(voir pour ces questions [1], [2] et [4]).
Estimations de ces différentes grandeurs. — En vérité, la situation

fournie par les observations est la suivanle : on dispose des mesures
faites sur n individus, dans une épreuve de longueur k.
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. . k
Cetle épreuve est fractionnée en deux parties de longucur A = =

On peut ainsi construire une estimation r), de la grandeur r;. et
nous savons comment apprécier 'erreur de cette eslimalion.
La valeur de I'estimation r/, de r; est donnée par la formule
L
1+ry
Des risques d’erreur sur r,, nous pouvons déduire le risque sur 1.
Il serait, a notre avis. beaucoup plus simple et plus net de
considérer, comme nous l’avons fait. les valeurs de X'— X" et
d’utiliser les formules classiques qui donnent la précision de 1’écart
type ainsi obtenu.
Bien cntendu il faudrait estimer, comme il a été indiqué, la
valeur E(ef) et par les mémes méthodes, indiquer la précision avec
laquelle cette grandeur est connue.

CHAPITRE 1V.

REDUCTION AU NOMBRE MINIMUM D’APTITUDES DETERMINANTES.

Lois réductibles. — Considérons » aplitudes dont nous étudions
la loi de répartition. Imaginons encore que la mesure puisse étre
faite exactement el fournisse pour chaque individu un groupe de
n valeurs, z!, z}, ..., z!'. Nous associons a cet individu un point de
Pespace a n dimensions. A la population générale correspond un
nuage continu dont nous étudions la structure. Nous pouvons a priori
obtenir différents Lypes. Si tous les individus étaient identiques, nous
aurions un scul point (nuage a zéro dimension). Les points peavent
étre répartis suivant une courbe, ou suivant une multiplicité a 2,
3, ... dimensions, jusqu’a n.

Si le nuage est & moins de » dimensions, nous dirons que la loi est
réductible. '

Il est clair. par exemple, que si I'on considére une population
d’étres semblables entre eux. une dimension linéaire, la surface et le
volume d’un individu constituent trois variables aléatoires telles que
le nuage soit réduit a une courbe. Si I'on suppose que ces étres n’ont
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pas une densité constante, el que la troisiéme variable soit la masse
au lieu du volume, on aura un nuage aplati sur une surface, la
répartition sur cette surface achevant de déterminer la loi étudide.

Pour une multiplicité & n — p dimensions, il doit exister p relations
entre les variables z,, &, . . ., £,. Nous nous proposons de rechercher
ces relations, en les supposant du premier degré.

Cas d’une seule relation. — Supposons, pour rendre les choses
plus intuitives, que nous étudions seulement lrois caractéres. Nous
nous trouvons dans I’espace & trois dimensions. S’il existc une seule
relation, les points x,, ., z; doivent se trouver dans un plan. Si nos
trois caractéres étaient mesurables avec beaucoup de précision, si par
exemple il s’agissait des trois angles d’un triangle, nous aurions une
excellente détermination de ce plan par une méthode a peu prés
quelconque, et les considérations mathématiques ne seraient guére
que raffinements sans grande utilité.

Mais nous nous trouvons dans un cas tout différent, ou les erreurs
sont assez imporlantes, el le choix de la méthode pcut avoir une trés
grande influence sur la précision des résultats. Nous avons a faire
passer au mieux, un plan au travers d’un nuage de points. Pour cela
il est essentiel de connailre quelque chose sur la loi d’erreur.

Forme adoptée pour la loi d’erreur. -— Soit M; un point aux trois
coordonnées z,, Za, X3, soit P, le point obtenu par les mesures, ses
coordonnées sont X,, X,, X;. Nous admettrons que le vecteur
aldatoire M;P; suit une loi de Gauss de centre M;. Cette hypothése
est peul-étre un peu forcée, mais elle n’est pas déraisonnable. Elle
permet d’introduire dans la loi d’erreur tous les moments du second
ordre, et ces moments sont ceux auxquels on se borne généralement.

Ainsi, posant
X1 = x)+ €,

X3= Xyt €,
X3= X3+ €3,

le vecteur &,¢,¢; a pour loi de probabilité élémentaire

1
— s M(EE)

Ae d51 dEz d&g,

H(e €a¢e5) ¢tant une forme quadratique homogéne qui égalée a une
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conslante positive, représente un ellipsoide. Ces ellipsoides de la loi
d’erreur peuvent avoir une forme quelconque, nous ne faisons sur
eux aucune hypothése restrictive. Rappelons que la fonction caracté-
ristique de cette loi de Gauss est exprimée par

1
— = K(tqugug)
S, +ugSy)] = 2
E[ez(u,a,+u, &) = e s

K étant une forme quadratique qui est la réciproque de H, c’est-
a-dire que P'ellipsoide
H(eieae3) =1
est tangent au plan
U &1+ UsEa+ UzE3=1

quand on a la condition
K(ulu_»u-;) =T.

On peut meltre cette condition sous une forme un peu différente.
L’ellipsoide
H(El EgE;l) = A?
est tangent au plan
ULE1—+ UE0+ Uz Ez= U,

quand on a la condition
K(ujusuz) = %}

La forme quadratique K(u,usu;) est, nous le savons, liée directe-
ment aux moments du second ordre de la loi d’erreur. On a
évidemment

Eluie;+ urea+ uye3 2= K(ug uauy).

Méthode de recherche du plan. — Supposons maintenant qu’on
dispose de n points P;. 1l s’agit de rechercher le plan passant par les
points M, correspondants. Or, si les points M, sont considérés

comme fizes et donnés, la probabilité d’obtenir 'ensemble observé
des points P; a la valeur

— ; (Hy+Hy+. .+ 01,)

Il=Anre dP, dPs...dP,.

Les inconnues sont les 37 coordonnées des points M,, qui sont liées
par n relations, mais ou figurent trois nouvelles inconnues. Nous .
prendrons le plan sous la forme

A T+ AT+ Az s = ay.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 98. 3
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Nous allons chercher a déterminer les 27+ 3 inconnues de
maniére i rendre minimum la somme H,+ H,+ ...+ H,, ce qui
rendra maximum la grandeur considérée plus haat. Cetle méthode
suppose que la loi d’erreur est connue. On voit qu’elle n’est autre
que la méthode générale de R. A. Fisher, dont les avantages de
précision sont bien connus.

La solution du probléme. -— Fixons le plan et déterminons d’abord
les points M, pour qu'il y ait minimum. Il faut évidemment que H;
soit minimum. Or. la signification géométrique de celle condition
est trés claire. Considérons 1'ellipsoide de probabilité ayant son
centre en P;, son équation esl de la forme

H[.Z'l— X,, Y1— Y], 31— Zl] = A2,

Il faut que cet ellipsoide soit tangent au plan considéré. Son
équation peut s’écrire

(H(.Z‘l—X-l)—l—(lg(.l‘:—Xg)-’l—a:;(.Z':,-—' X3)+a1X1+a=Xg+a,;X3—a.=o.
On a donc la condition

32— (a, X1+ ang+ a3X3—a5)’.
- K(a,agas)

Le point M; est évidemment le point de contact, sa position ne
nous intéresse pas, mais seulement la valeur de A%. Finalement, en
ajoutant les valeurs obtenues, on a

E(a1 X+ a: X+ az X4 — a,)?
.

IH, = K(aia:as)

La position du plan s’obtiendra en cherchant les valeurs de a4, a,,
@, a; qui rendent minimum cette somme.
La valeur de a, s’obtient immédiatement. On a

na,=a; 2X,+ a: ¥ Xo+ a3 2 X;.

Par conséquent, le plan passe par le centre de gravité des poinls P;.
Aprés transport de l'origine en ce point, on est ramené a résoudre
le méme probléme, a; élant nul. On a donc a chercher le minimum
du rapport de deux formes quadratiques en a,a»a;. Ce probléme est
classique : on sait qu’il est équivalent a la recherche des directions
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conjuguées communes aux deux formes quadratiques. Si 'on pose

_ L(aim )  myaaq,

6= =
K(aiasa3) n'la,a,"

le minimum est donné par la plus petite racine de I'équation

|miy—0nu|=o,

en représenlant par celte nolation abrégée le déterminant qui est le
discriminant de la forme quadratique L —6K. La direction qui
correspond & celte racine donne les coefficients @,a,a; du plan
cherché.

Pour voir bien clairement les choses, on peut supposer faite la
réduction aux mémes carrés. le rapport prend la forme

K nitA% 4+ n22 A3+ nis A% nit = p22

L  mUA]+ m22A3+ m33A% (mit m2 m33)

Les trois rapports sont justementles trois racines de ’équation en 6.
On voit bien que

m33 m33
U p11 ) A2 22 poa /) Ao
L o <m = ) AZ+ (m n— A3.
- — —— = £0.
K a3 K =

. . 33 .
Le minimum est r:—sa- Il est atteint pour A, =0, A, = o. Ces deux

équations déterminent la direclion @, aaa;.

Le probléme est donc entiérement résolu. Nous verrons comment
on peut juger s’il 'est de maniére acceptable,

Cas ou les points sont situés sur une droite. — Il est clair que,
posé géométriquement, le probléme est le méme. 1l faut d’abord se
donner une droite, délerminer sur cette droite les points M;, en
cherchant les ellipsoides tangents, puis chercher le minimum de
I’expression ainsi obtenue. On peut résoudre le probléeme saus calcul,
en supposant que par une transformation linéaire de variables. les
ellipsoides soient devenus des sphéres. Il est évident alors que les
points M, sont les projections, orthogonales au sens habituel, des
points P, sur la droite. D’autre part, la grandeur désignée par H;
devient le carré de la distance du point P; a cette droite (4 unfacteur
prés). On est donc ramené a trouver une droite telle que la somme
des carrés des distances de » points P, soil un minimum. Pour une
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dire¢tion donnée de cette droite, le minimum est oblenu quand la
droite passe au centre de gravité des points P,. On peut donc Iy
faire passer et si on considére le plan perpendiculaire a la droite
mené par G, il est clair que la sommme des carrés des distances des
points P a ce plan doit étre un maximum. .
Or, ce probléme est celui que nous venons de trailer, mais a
condition de prendre la plus grande racine de I’équation en 6.

Fig. 2.

On peut encore dire, puisque les deux autres plans principaux
contiennent celle droite, qu’il suffit de considérer les deux plus
petiles racines de ’équation en 6. L'intersection des plans qui leur
correspondent est la droite cherchée, et la valeur du minimum est la
somme des deux plus petites racines. Sous cette forme, le résultat
obtenu peul se transporter au cas tout a fait général de P'espace a
r dimensions. (Nous donnons ici les résultats sans démonstrations.)

Résultat général. — Les racines de l’équation en 6 seront supposées
rangées par ordre de grandeur croissanle,

2 8
K, k3, ..., k2.

Dans ces conditions, si I'on prend un plan quelconque passant au
centre de gravité, et qu'on cherche dans ce plan les N points qui
fournissent le minimum de la somme H,+ Hy+ ...+ Hy. la plus
petite valeur de ce minimum est k3, et les coefficients de I’équation
du plan sont les solutions d’un systéme de n équations homogénes du
premier degré, compatibles en vertu de I'équation en §.

Silon cherche une multiplicité a n — 1 dimensions, le minimum»



LES MATHEMATIQUES DE LA PSYCHOLOGIE. 33

est alors k7 + k2, et la multiplicité est U'intersection des deux plans
déterminés par la méthode précédente et correspondant aux deux
racines Ak} et k7. On peut continuer ainsi; en parliculier pour la
multiplicité & une dimension, il faut prendre A} + Ak2+...+ k}_,,
et la droite commune aux n —1 plans correspondant a k7 ...k}_,.

Enfin, si Pon cherchait un point, ce ne pourrait éire que le centre
de gravilé et le minimum correspondant serait k7 4 k24 ...+ k3.

On voit que si la plus petile racine est trés petite, la loi sera
réductible. Mais on peut essayer de préciser les ordres de grandeur
admissibles (voir pour ces questions [17], [19]. [23]).

Comment juger si ’on a une solution qu’on puisse admettre. —
En somme, nous avons supposé connue la loi d’erreur. et nous nous
demandons si I’épaississement du nuage théorique, épaississement
constaté par 'observation, est en accord raisonnable avec les erreurs
que nous pouvons prévoir. C'est le probléme qui se pose aprés chaque
ajustement ou estimation.

SiTon considére les mesures comme visant un groupe déterminé,
mais inconnu, de points M;. Ms, ..., My, le groupe des points Py,
P, ..., Py est un groupe aléaloire, dans la loi de probabilité duquel
figurent comme paraméires les coordonnées des points visés, lides
par des relations lincaires contenant les coordonnées de la multiplicité.
Dans le cas de l'espace a 3 dimensions, il reste, tout compte fait,
2N -+ 3 paramétres.

D’aprés les résultats généraux, utilisables quand n est trés grand,
la valeur probable du minimum, c’est-a-dire de la valeur R}, est égale a

IN— (»N+3)=N—3.
L’écart type du minimum (aléatoire) a d’aulre part la valeur
V2(N—3).
S’il s’agissait de n caracteres au lieu de 3, il faudrait prendre
N—n et y2(N—n)

C’est ainsi qu’on jugera si la valeur du minimum n’est pas trop
rrande. Par exemple, supposons qu’on ait
g ple, supp

N = 8o, n=S_, N —n =72, V2(N—n)=12.
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Si la valeur trouvée pour le minimum est 8o, elle ne différe que de
moins d’un écart type, elle est par conséquent fort acceptable. Des
régles analogues sont valables pour une multiplicité d’ordre inférieur
an—1. Supposons qu’au lieu d’une relation linéaire, il en existe un
nombre &, on aura toujours un groupe aléatoire a nN coordonnées,
mnais le nombre total des paramétres est ici de

N(n—k)+ k(n—k+1).
D’ou la valeur probable

h=k(N—n+k—1).

L’écarttype serait /2 4.

Si le nombre des observations n’élail pas trés grand, il y aurait
avantage a utiliser les tables classiques de Karl Pearson ou de
R. A. Fisher pour la valeur de y* (test of goodness of fit). Le
minimum que nous avons rencontré dans les méthodes précédentes
suit en effet cette loi avec un nombre de degrés de liberté (lerminologie
de R. A. Fisher) égal au nombre & (voir pour ces questions [ 67, {13]).

La méthode générale de lellipsotde. — On remarquera que la
quantité L(a,, a,, a,) (qui figure au numérateur du rapport étudié
précédemment) a pour coefficients les quantités

2 (21— 28)* = Skas

13

3 (wi— 2 (ah— o) = S

13

Les coordonnées z sont celles du centre de gravilé des points P,.
Si 'on considére ces points P, comme affectés de la méme masse
unité, on oblient les moments el produits d’inertie du nuage expéri-
mental. C’est ce nuage qui, par l'effel des erreurs. est un véritable
nuage alors que les points M, sont dans un plan, ou sur une droite.
Ce probléme a ¢té rencontré en économétrie, et longuement étudié
par Ragnar Frisch, qui a donné a cet effet d’¢paississement le nom
de « Cushion effect » (effel coussin). Le probléme est de dégonfler
convenablement ce coussin expérimental.

Une idée toute naturelle est de chercher les axes de lellipsoide
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d’inertie, mais il manque quelque chose pour que cette idée ait un
appui solide, car on n’apergoil aucune raison pour appeler rectangu-
laires le systéme de coordonnées z,,.c4, .. ., 2, Comme I'a fort bien
remarqué H. Hotelling, il n’y a pas @ priori de métrique dans une
telle question, on peut, dit-il, en introduire une en admettant que les
erreurs commises sur les différentes mesures sont indépendantes et
d’égale importance. On voit immédiatement que cetie hypothése
revient & introduire (si la loi d’erreur est gaussienne)

K(aiazas) =62(ai+ a3+ a?),

c’est-a-dire a prendre comme ellipsoides des sphéres.

Il semble que malheureusement cette hypothése ne soit pas tou-
Jours justifiée. Si on I'adopte, on est conduil a chercher les axes de
Uellipsoide d’inertic.

Nous pensons qu'il est préférable d’introduire franchement les
ellipsoides d’erreur et de prendre les axes conjugnés communs a cet
ellipsoide et a l'ellipsoide d'inertie. La méthode, sous cette forme,
n’est qu’une généralisation de la méthode des moindres carrés.

Si cette méthode est recommandable, c’est qu’en psychologie,
malgré toutes les difficultés de cette tache, on peut vraiment espérer
isoler la loi d’errcur par mesures répétées.

Au conlraire. en économie politique, si 'on veut résoudre des
questions analogues, la méthode de Pellipsoide est assez arbilraire.
Elle réussit d’ailleurs plutot mal, comme I'a montré R. Frisch, qui a
mis au point pour P'élude de ces questions une autre méthode

d’analyse {18].

Grandeurs déterminantes. — Nous voyons d’aprés ce qui précéde,
qu’on peut arriver a cstimer la position du nuage vrai, en cherchant
combien de relations (linéaires) existent entre les différentes gran-
deurs étudiées. Supposons cette réduction faite, onn’a plus en réalité
que n— k caractéres a étudier. Les autres en sont des fonctions
lindaires. Nous dirons qu’il existe n — k grandeurs déterminantes.

On est ramené a I'étude d’une loi de répartition dans un espace
a n — k dimensions, aucune réduction ultérieure n’étant plus pos-
sible. 1l subsiste un certain arbilraire dans le choix de ces grandeurs
déterminanles, qui pourraient a priori étre des combinaisons linéaires
assez générales de n — k des variables primitives.
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Bien entendu, de telles combinaisons linéaires, qui peuvenl con-
venir a une cxpression mathématique, n’auraient souvent aucune
signification directe. De sorte que les grandeurs qui doivent étre
relenues doivent I’étre par une collaboration du psychologue et du
mathématicien (voir [23]).

La liaison entre grandeurs déterminantes. — Les grandeurs qui
restent sont réduites au nombre minimum, mais elles ne sont pas
indépendantes. Est-il possible d’aller plus loin et de leur substituer
des grandeurs indépendantes au sens des probabilités? En général,
c’est impossible.

Une loi de probabilité doit avoir une structurc spéciale pour
qu’une telle transformation puisse étre faite. Pourtant, a 'approxi-
mation généralement adoptée, qui ne dépasse pas les moments du
deuxiéme ordre, on peut, et d’une infinité de maniéres, choisir des
combinaisons lindaires des anciennes variables pour lesquelles les
moments mixtes soient nuls.

Géométriquement, cela revient a choisir comme nouveaux plans
de coordonnées des plans conjugués par rapport a lellipsoide
d’inertie. ce qui est possible d’une infinité de maniéres. donl aucune
n’est privilégice.

Mais il faut insister sur le fait que des combinaisons linéaires de
grandeurs concrétes ne sont pas nécessairement des grandeurs con-
crétes, de sorte que celte transformation n’a pas beaucoup d’intérét.

En somme, on en restera a la considération de grandeurs détermi-
nantes, choisies pour leur importance, et il reste a étudier, par les
méthodes précédentes, leur loi de répartition.

CHAPITRE V.

L'INTERPRETATION DES CORRELATIONS. LA THEORIE DE SPEARMAN.

Nous abordons maintenant le dernier probléme, celui d’une expli-
cation possible pour les lois de répartition obtenues par I'expérience.
Dans le cas de la psychologie, le fait le plus important est le suivant :
Les aptitudes étudiées sont toutes en corrélation, avec des coeffi-
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cients de corrélation positifs, dont la valeur peut étre assez élevée.
Ce résullat domine toute la question. C’est lui qu’il s’agit d’inter-
préter, d’expliquer dans une certaine nesure.

Les liaisons par variables communes. — Considérons pour plus de
netteté deux variables seulement, z et y el supposons que a, b élant
deux variables aléatoires indépendantes, on ait les relations

r=a avec E(a)=E(b)=o,
y=a-+b avec E(z)=E(y)=o.

Les variables z et y ne sont pas indépendantes, puisque E(zy) =E(a*)
n’est pas nul. On voit bien sur cet exemple que si 'on lixe la valeur
de z, y n’est plus aléatoire que par la variable b, la valeur moyenne
de y li¢e est donc égale a z, et la dispersion est constante. La régres-
sion de ¥ en z esL lindaire, Pécart type lié est constant, égal a 5.

On peut obtenir des types plus généraux sous la forme

z=ada+b,

r=a"a + c,

a', o sont des constantes, a, b, ¢ trois variables indépendantes. Les
variables z et y sont liées.

Bien entendu, de telles lois de probabilité sont assez particuliéres.
On voit tout de suite qu’en appelant ¢, ¢s, 05 les fonctions caracté-
ristiques de a, b, c, la fonction caractéristique de la loi (zy) est

E {etluv+oy) } = ¢y (a'u —+2a"v) 92(Bu) 03(yv).

A cette condition, la loi zy scra analysable par trois variables
indépendantes. dont une est commune, et les lois de probabilité des
variables composantes sont entiérement données par les fonctions
caractéristiques.

Application. La loi de Gauss. — Soit une loi de Gauss a deux
variables dont la fonction caractéristique peut étre écrite

Y(uv)=— i[u2+ 2ruv + v2].
On a immédiatement

—L =dad = =—r (A=cd'u~+a"v).
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¢4 est donc un polynome du deuxiéme degré et par conséquent, la
variable a doil suivre une loi de Gauss. Puisque z et y suivent des
lois de Gauss, les fonctions caractéristiques de b et ¢ 'sont celles de
lois de Gauss. On a donc toul simplement & résoudre une équation

W2+ 2ruy = \(a u +a’¢ )2+ Bu2+ Co2.
Il existe une infinité de solutions, qu’on peut écrire

VAo =cosp, VAa"=cosy,
VB =smg, VC  =siny,

cosgcosy = r.

Ainsi, la loi de Gauss ou loi de corrélation normale a deux
variables est représentable d’une infinité de maniéres, par des com-
binaisons linéaires de variables de Gauss. indépendantes.

Au contraire, dans le cas général a deux variables. le probléme est
impossible.

Loi 4 trois variables. — On peut généraliser de bien des maniéres
les considérations précédentes. Contentons-nous de considérer le cas
x=d a+b,
y=da+ec,
z=a"a-+d,

a, b, ¢, d étant quatre variables indépendantes. Le probléme est
encore impossible dans le cas général. Que devient-il pour une loi
de Gauss. On doit avoir

b(uow) = by(2'u+ ("¢ +a"0) + ba(u) + Ys(p) + du(w).
On voit encore aisément que les variables composantes doivent
suivre des lois de Gauss, ct I'on est ramené a une équation

U2 024 W2 D12 UY = 2T 230N + 27 WU

m

=A(du+0"v+a"v)+Bu2+ Cv2+ Dw2,

On a aisément la représentation
VAd =coss, Aa"=cosy, \Aa"=cosy,
vB =smg, /G =siny, YD =siny,
cos3 cosy = ry,,
cos cosy = raa,

COSy COSP = Iy,
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Mais cette fois, le probléme est détermingé
C0829 1'ag = I'1273.

Il existe une solution unique, a condition qu’elle soit réclle.

I'alsy
COSO = ¢ )
Y .
7"23

I'asI'1e
cosy =¢ /-——,
i3

rs1 723
(‘057 =& ——
- 712

Les deux signes nc donnent qu’une solution.

Notion générale du facteur commun. — On dira que r variables
aléatoires sont rcprésentables avec un factecur commun, ou facteur
général, sil'on a

X,=m, g + s,

les n + 1 variables aléatoires g, sy, ., . ... s, ¢lant indépendantes,
les m, étant des constantes. 1l est clair que n variables z, ainsi
déterminées sont en liaison. mais cette liaison est lres particuliére.
Pour qu’unc loi de probabilité soit représentable de cette maniére, il
faut et il suffit que I'on ait I'identité, pour la fonction caractéristique

Y(urts. . cup)=dbg(miui+...+ mpttn) + s (1) +. ..+ s, (tn).

La variable g est dite facteur général, les variables s, sont dites
les facteurs spécifiques, relatifs aux aptitudes mesurées par les x,.

Détermination des facteurs. — Une question se pose. Quand
I'identité précédente est vérifiée, les lois de probabilités des différents
factcurs sont déterminées par le second membre. Nous dirons que
ces variables aléatoircs sont connues. Cela veul dire uniquement que
leur loi de probabilité est enliérement détermince. Cetle détermi-
nation est-elle unique ? Nous allons voir qu’en général, il n’y a qu'une
solution. En effet, supposons que les variables g ct s, sonl rapportées
a leur valeur probable. On aura, en prenant les lermes du second
degré de l'identité

(Mt~ ...+ mattn)?~+ ANjud—+...+ 23 u} = forme connue.



4o G. DARMOIS.

11 résulte des calculs précédents, faits pour les formes de Gauss,
qu’a partir de n = 3, ces équations ont au plus unc solution : m, . .. m,
sont donc connus. On connait alors la dérivée scconde de W et par
conséquent Y, puisque les termes du premier ordre sont nuls. Il en
résulte qu’on connait aussi les dérivées secondes des Wy,, donc toutes
les fonctions caractéristiques. Ainsi :

Quand une loi de probabilité a n variables [2>3] admel un
facteur commun et n facteurs spécifiques. les n + 1 facteurs suivant
des lois de probabilité bien déterminées.

Il n’existe donc qu’unc maniére (s'il en existe une) de reconstruire
par le schéma précédent la loi de probabilité.

Autre sens de la détermination des facteurs. — Une l¢gére con-
fusion, trés naturelle, pourrail s’introduire ici. Si la représcntation
d’un groupe d’aptitudes par facleur commun est possible, le psycho-
logue qui étudic un individu voudrait connaitre quels sont, pour cet
individu, les valeurs de g, sy, $2, ..., S, qui lui sont particuliéres.
Or, ce probléme est tout différent du premier. En cffet, il s’agit,
ayant ainsi mesuré sur cet individu les caractéres z,, 24, .... Za,
d’en conclure quelque chose sur g, sy. Sy .... s,. Il est évident que
toute conclusion rigide est impossible, puisque les individus ou 'on
a fixé z,, 22, ..., Zn ne constituent qu'une sous-population ou
peuvent varier g, §;, §», ..., S, suivant une certainc loi de proba-
bilité lige.

L’ensemble des 2n + 1 variables aléatoires, &y, ..., Zn, &, $1,
$2, .., Sp posséde une certainc loi de répartition, loi réductible au
sens du chapitre précédent, mais alors que la fixation des n + 1 gran-
deurs g et s, fixe les n autres, la fixation des n premiéres laisse
subsister une loi de répartition lice.

En particulier, il existe, dans cette loi liée, une espérance mathé-
matique liée, un écart type lié pour chacune des » + 1 grandeurs.
Plus particuliérement, la grandeur g spécialement intéressante,
posséde des moments liés dont les deux premiers sont les plus
importants.

La théorie de Spearman. — La théorie proposée par Spcarman est
précisément celle du facteur commun. On l'appelle aussi quelquefois
la théorie des deux facteurs, parce qu’elle propose de décomposer
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chaque aptitude en deux facteurs, 'un général et l'autre spécifique.
La premiére question posée par cette théorie cst celle-ci : Comment
la vérifier ?

Nous avons vu que la connaissance de la fonction caractéristique
le permettrait. Mais on ne connait pas cette fonction, on ne connait
que les premiers moments. L’attention s’est donc portée spécialement
sur I'identité, restreinte aux moments du deuxiéme ordre

Eluizi+.. - wnxn 2= (misg ...+ a2 AUl 4. ..+ Aiul.

Il est a peine besoin de dire que cette identité est beaucoup moins
étroite que la premiére.
Elle suppose seulement les conditions

E(g?) =1, E(s?) =22, E(gsi) = o, E(sise) =0,

c’est-d-dire des conditions imposées aux moments du deuxiéme ordre
des n -1 facteurs. Ainsi, les n 41 variables g, s; peuvent avoir une
loi de probabilit¢ quelconque, mais 4 moments nuls pour le premier
ordre, & coefficients de corrélation nuls pour le second. Si alors
I'identité restreinte est vérifice, les variables

mig + s,

ont les mémes moments du premier et du second ordre que les
variables z,, &y, ..., z,.

On voit qu’au sens indiqué précédemment, les facteurs sont tout
d’abord largement indéterminés, et qu’ensuite ils ne reproduisent
qu’au second ordre la loi z,. 2., ..., z,.

En particulicr, la loi de probabllité (g, zy, s, ..., 2:) ne
reproduit qu’au second ordre la loi (zy, ., ..., zn). Peutl-clle
la reproduirc complétecment ? Certainement oui, et d'unc infinité de
maniéres. En particulicr, choisissons unc loi liée de g, qui soit de
Gauss. du type

|
o [g—A)2 g

I
—
Varo

h peut étre pris égal & la combinaison linéaire qui fournit le plan de
régression, ¢ étant I'écart type lié donné par la formule classique. La
loi de z,, &, ..., Za est alors prise identique & la loi véritable. On
peut évidemment choisir une loi de régression différente, et un écart


file:///JlTZ

42 G. DARMOIS.

type qui dépende de z,. z,, ..., zn. Les conditions impasées a la
loi gzs, ..., Z, se traduiraient par le fait que I'hyperplan des
moindres carrés est fixé et que la valeur moyenne du carré de la
distance des points de la distribution a cet hyperplan a une valeur
donnce.

En somme. si incompléte que puisse paraitre une solution basée
sur les moments du deuxiéme ordre, et bien qu’elle laisse subsister
une large incertitlude sur la loi méme de probabilité du facteur g,
elle est pourtant trés intéressante parce qu’elle ne permet pas a la
moyenne lice de s’écarter beaucoup d’un cerlain plan. et que la
variable aléatoire g, pour z,, Z». .... z, donnés ne peut fluctuer
qu’entre des limites fixées.

Des considérations analogues sont valables pour le groupe des
variables liées g, 54, 59, . . ., 5,. Elles comportent quelques longueurs,
mais aucune difficulté.

Les conditions d’application. — Bornons-nous donc a la vérifica-
tion de ’identité au sens restreint

(10) E(uyz\+...+unzn)?=(miuy~+...+ mpun 2+ 2jul+...+ Aul.
Nous supposons que les variables z,, z,, ..., Z» sont ramenées a
avoir I'écarl type unité. On aura donc
1= m2~+ AZ, ry=m,m;.
On voil qu’a partir de » = 4, et en outre des conditions de réalité

des m, et 1, nous aurons des condilions de compatibilité; on peut les

écrire
Pkl =T ipTkl= M mpmpng.

Les différences qui doivent étre nulles
PkThl— TR TR
s’appellent des tétrades. Si elles sont toutes nulles, on aura

ik Tkl Pk - £
== = =X = 52 = (rapport qui ne dépend que de & et k
rn "nl on ( P(P 1 N ) P 1 )
Tik= PkM
avec

)~1=PPH Tik= PRIPK

ce qui donne, en modifiant les p, p,px ou — p, i, suivant le signe de p.
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Si ¢’est la premiere forme, on n’a plus que la condition de réalité, qui
est que tous les p, soient inférieurs ou égaux a I'unité.
On aura évidemment
E(z.g)=m,.

Si c’est la deuxiéme forme — p,pz, la réduction au type précédent
¢st impossible.

Sur Destimation du facteur général. — Si 'on a mesuré sur un
individu les quantités z,, zs, ..., ., la valeur de g est, comme
nous I’avons dit, une variable aléatoire, g liée. Elle a méme une loi
de probabilit¢ insuffisamment connue si I'on se borne a utiliser les
moments du deuxiéme ordre. Mais. méme en admellant qu'on la
connaisse entierement, g ne serait pas en liaison fonctionnelle
avec Z,, Za, ..., Zn, mais seulement en liaison de probabilité.
Autrement dit, il n'y a aucune raison pour que l'écart type lié¢ de g
soit nul. Mais si la théorie reste valable pour un grand nombre d’apti-
tudes, on peut espérer voir 'estimation d¢ g devenir meilleure quand
grandit. Pour voir ceci bien neltement, exécutons les calculs qui
donnent I'équation de régression et la quantité R2. On a, appelant §,,
Bs, - - -, PBn les coefficients de régression

M= B+ Bimyma+...+ Bimymy,

La quantité R? inconnue auxiliaire, introduite dans les équations,
donne

", m,

—_— = -+ y R2.
1— m? 2 1— m?
D’ou sa valeur S
R=——>
1+ S
en posant \
n
2 -
m
S = e
 —m?

Par conséquent, la quantité 1—R? qui nous intéresse a pour

valeur

I
—R2= —.
! 1+
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On voit bien qu’elle diminue a chaque adjonction d’un nouvcau
terme a la somme S.

Si I'on pouvait penser que n devienne Lrés grand, ct que la somme
S devienne en méme temps trés grande (ce qui n'est pas une consé-
quence). la quantité 1 — R2 tendrait vers zéro, et 'on aurait une
estimation qui convergerait en probabililé vers la vraie valeur,
c’est-a-dire qui aurait une probabilité aussi grande qu’on veut de

Papprocher autant qu’on veut.

Mais il nous semble que la théorie de Spearman ne saurait, en
admettant son exactitude, étre forcée jusque-la. Elle peut bien
décomposer le mécanisme mental en 7 + 1 grandeurs indépendantes
capables de reconstituer l'essentiel des différentes aptitudes, mais
supposer que n esl trés grand revient 4 donner a ce mécanisme
mental une complication infinie (voir [20, 21, 22, 24, 23]).

Effet des substitutions linéaires. — E. B. Wilson, dans de remar-
quables contributions apportées a la théorie de Spearman, a signalé
un point curieux. Si 'on suppose le mécanisme du facteur général
applicable a n aptitudes, il ne le sera généralement pas a des combi-
naisons linéaires des nombres z,, z, . . ., z,. Il Y a lieu de distinguer
ici ce qu’on entend par la conservation du facteur commun dans une
substitution linéaire. Il peut arriver :

1° qu'apres la transformation les nouvelles variables résultent de
n+1 facteurs indépendants. dont 'un, commun, est le méme que
pour les variables primitives. C’est ¢videmment le sens que le
psychologuc serait porté a donner, car un individu donng¢, dans la
théorie proposée, a unc valeur donnéde de g, et c’est elle qui devrait
intervenir dans les autres aptitudes;

2° la propriété de facteur commun subsiste, mais il s’agit d’un
autre facteur. Ce point de vue serait plutot de mathématicien.

Il est clair qu’au sens 1°il n’y a pas conservation en général, car il
faudrait que dans les nouselles variables

Y= QkZ,= A, § + Q1 S,

les nouveaux facteurs spécifiques qui sont @,;;s,. soient indépendants.
Or, il est bien clair qu'il n’en est rien en général. Ces nouveaux
facteurs spécifiques ne sont méme pas en non-corrélation, il faudrait
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pour cela des conditions

~v

E(aws.)(ajnsn) = o,
¢’est-a-dire

anapAj+...+ al.,a.,-,,)\}’,= 0.

Ce sont des conditions analogues 4 des conditions d’orthogonalité.
Ainsi : méme au sens restreint des conditions du deuxiéme ordre,
une transformation linéaire quelconque ne conserve pas le facteur
commun.

Y aurait-il 13 une difficulté grave pour la théorie de Spearman? 11
nous semble que non. S'il y a un mécanisme des aptitudes, il n’a
aucune raison de s’appliquer a des combinaisons linéaires qui n’ont
pas de sens concret.

La théorie de Spearman peut parfaitement éire acceplable pour
une dizaine, une vinglaine d’aptitudes, connues ou a découvrir.
Pourquoi le serail-elle 4 une somme de deux aptitudes, pourquoi le
serait-elle a 100 aptitudes? (voir [10. 16, 24, 28]).

Les théories & plusieurs facteurs communs. — Il est clair qu’on

peut généraliser ces théories, el introduire un nombre quelconque
de facteurs communs. Par exemple

xry=m g+ p, g%+ si,
&', g*élant deux facteurs généraux. La base de la théorie sera encore
une identité entre fonctions caractéristiques, et au sens restreint
E(uiz)+.o.+unzp)?= (Mt +...+ Mplp)?
+ (prus~+...4 Ppap)2+ AUl +...+ rjud.
Les conditions. un peu plus compliquées, sont analogues. Il suffit

de former les dérivées partielles du premier membre

Ui Us P oo Un Tin = MMy Ui+ o MpUa]+ Py (D1 .o Prlbn)+ My Uy,

U Fia—-Uge.ennnns ceee=Mafoiiiii i | T T, —+ Ag U,

P I ] ves e .o

Il est clair que si ’on prend les lermes en u;, s, . . .. Un, ils sont
des combinaisons linéaires des deux expressions

MmpUn—+...+ mply, DPrlln—+...+ Polin.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 98, 4
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Par conséquent, les déterminants du troisiéme ordre

Iy Ty e
sy Iag Tag

ryy I''ss Tie

sonl nuls. Ce sont eux qui remplacent les létrades.
On voit que les calculs a exécuter dans ces hypothéses se compli-
quent assez fortement (voir [ 4], Crossroads in the mind of man).

Les fluctuations aléatoires. — Pour juger si la théorie de Spearman
permet de rendre compte des observations, il faut estimer I'ensemble
des paramétres m,, m,. ..., m,, et voir si la loi de probabilité ainsi
obtenue est en accord suffisant avec les mesures. En réalité, comme
nous I'avons vu, la donnée de m,m.,...m,. et la connaissance, qui
en résulte, de A, 4,...2%,, ne suffisent pas a faire connaitre cette loi.

On se borne alors a examiner si les observations permettent
Uestimation du groupe des m,. La condition théorique esl que toutes
les tétrades soient nulles, il ne reste ensuile qu’une condition de
realité.

Or, les tétrades quirésultent de 'expérience sont affectées d’erreurs
aléatoires. On se contentera donc de voir si les tétrades expérimen-
tales peuvent raisonnablement étre considérées comme ayant une
valeur théorique nulle. Cet examen pose un probléme assez lourd,
du point de vue des calculs. Il faut en effet connaitre la loi de proba-
bilité d’une tétrade autour de la valeur zéro. Si I'on pouvait admettre
que la tétrade expérimentale suit une loi de Gauss, il suffirait de
connaitre I'écart type, et c’est en effet a quoil’on se borne en pratique.

Il faut bien remarquer cependant que le coefficient de corrélation
suit une loi assez différente de celle de Gauss, quand les observations
ne sont pas trés nombreuses. La tétrade des quatre coefficients suivra
bien, a la limite, une loi de Gauss, mais pour elle aussi, il est un peu
risqué de lui appliquer la loi de Gauss avec un nombre d’observa-
tions qui ne soit pas trés grand.

Spearman et Holzinger ont donné la partie principale de I’écart
type d’une tétrade sous la forme

G’%: ]

2| >
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N est le nombre des observations, A est une fonction des coefficients
de corrélation vrais.

On pourrait opérer autrement. En effet, nous avons vu que

E(z,2t) = m,my.

Ces quantités, qu'on appelle les covariances C,;, permettent donc
de former des tétrades nulles, mais qui, cette fois, sont des fonctions
entiéres des observations. La loi de probabilite de ces fonctions
entiéres est beaucoup plus facile a obtenir rigoureusement. et a été
étudiée par Wishart; il est d’ailleurs raisonnable de penser que ces
grandeurs suivent une loi qui se rapproche plus rapidement de Ia loi
de Gauss que les tétrades des coefficients de corrélation. I semble
donc qu’il y avait quelque avantage a utiliser plutét les tétrades C.

Des difficultés, tenant a la longueur des calculs numériques. se
présentent dailleurs dés que le nombre des tests est un peu élevé,

Dans les expériences de Brown et Stephenson portant sur 20 tests.
il s’introduit 14535 tétrades (3 < C},).

En résumé, et bien que la méthode actuelle soit pratiquement
suffisante pour porter un jugement sur la théorie, on peut désirer des
perfectionnements d’ordre mathématique et technique, qui permet-
traient d'enlever quelque lourdeur aux calculs numériques qui sont
actuellement nécessaires ().

(') D’interessantes iecherches sont faites en ce moment au laboratoire de la
S.N.C.F., & Viroflay, par M. Pierre Delaporte. Flles permettent de traiter beau-
coup plus aisément ces problémes.
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