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DEFORMATION

A

RESEAU CONJUGUE PERSISTANT

ET

PROBLEMES GEOMETRIQUES QUI S'Y RATTACHENT

Par M. S. FINIKOFF.

— O G———

CHAPITRE 1.

RESEAU CONJUGUE PERSISTANT D'UNE SURFACE.

I. — Réseau conjugué commun & deux surfaces.

1. 5 et S’ étant deux surfaces quelconques en correspondance
ponctuelle biunivoque, il existe sur S un réseau conjugué corres-
pondant & un réseau conjugué de S'. Ce réseau, en général unique,
est indéterminé si la correspondance conserve les asymptotiques, et
dans ce cas seulement [8, 10].

Si la correspondance est une applicabilité, et si S, S’ ne sont ni
égales ni symétriques, les asymptotiques ne se correspondent pas.
Il existe donc un réseau conjugué et un seul, de l'une des deux
surfaces, correspondant a un réseau conjugué de lautre, défini par

I'équation [8, 22]
(1) (DD}, —DyD")du?+ (DD —D,D")dude + (D'D} — D}, D")dvt=0;

ouD, D/, ...; D sont les coefficients des secondes formes quadra-
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tiques de S, ', et out u, ¢ sont les paramétres définissant les couples
de points homologues sur les deux surfaces.

Si S, S’ sont réglées et si les génératrices rectilignes se corres-
pondent, les courbes du réseau conjugué commun se réduisent, sur
chaque surface, au systéme des génératrices rectilignes.

2. Commencons par étudier le probléme suivant :
Etant donné la formé définie positive

(2) ds?=E du?+ 2F du dv + G dv?,

existe-t-il une surface S admettant cette forme pour élément
linéaire et sur laquelle les courbes u, v constituent un réseau
conjugué?

Si S existe, elle est intrinséquement déterminée par sa seconde
forme (')

(3) D du?+ D'dvt=—S de dz
et le probléme revient a chercher s’il existe des fonctions

D D’
0 = — 0 — V= ——
S VEG —F?’ VEG — F*

vérifiant les équations de Gauss-Codazszi
T LR L P I T L
ot les symboles de Christoffel et la courbure totale K se rapportent

a la forme (2).
La derniére équation (5) permet de poser

= =1 . -
5 = /K¢, 8= VK-;, (¢ = fonction auxiliaire).

(*) Dans la Théorie des Surfaces de Darboux, les coefficients D, D’, D" sont au
contraire ceux qui donnent la relation

Ddu?+ 2D'du dv + D" dvt=— JEG — F? (S de dx).
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Les deux premiéres équations s’écrivent alors

[
(6) d:;;gt:blt’-i-a, _dl;)gt 7 ray
avec
b__)ui, b= ; % ldlogK
= = -
2 2
(7) gk

La condition d’intégrabilité de (6) est

(8) £ (b — 2a1by) + v+ ary — bbby + t12 (bu—2ab) = o.

Si ¢ est une solution de (8) vérifiant (6) il en est de méme de —¢;
ces deux solutions déterminent, intrinséquement, deux surfaces
symétriques satisfaisant aux condilions imposées.

A deux solutions essentiellement différentes de (8), vérifiant (6),
correspondent deux surfaces applicables S S’ rapportées au réseau
conjugué (%, ¢) commun.

S’il existe trois surfaces applicables avec le méme réseau con-
Jugué (u, v), il existe trois solutions de (8) vérifiant (6); I'équa-
tion (8) disparait identiquement et ’'on a

(9 biy=12a1by, b,=2ab, a,+ ayy = 4bb,.

Le systéme (6) est alors complétement intégrable et détermine ¢
avec une constante arbitraire : il existe donc une famille de
! surfaces applicables S sur lesquelles les courbes u, ¢ forment
un réseau conjugué [8. 10]. Le réseau (u, ¢) est dit réseau
conjugué persistant ou permanent ou encore base principale dela
déformation qui fait passer de 'une quelconque des o' surfaces S
ci-dessus a toutes les autres.

3. Une surface étant rapportée & un réseau conjugué, la per-
manence du réseau est caractérisée par les équations suivantes,
obtenues [77] en portant les expressions (7) dans les relations (g)

322(

1\
)

| 1 1 ;22 _
(r0) 1{ =3 0u %K’ 2y
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Les équations (10) supposent { I; i et {212} 4 o. La condition %i;} =o
exprime que les u sont géodésiques; alors (8) est linéaire en ¢, et

I'on peut dire [130] :

S’il existe deux surfaces applicables & réseau (u, v) conjugué,
les courbes u étant géodésiques sur les deux surfaces, il existe

w' surfaces applicables sur les premiéres jouissant des mémes
propriétés.

11
2

Dans le cas ou % % est nul, le systéme (10) est a remplacer par

22 11) %222
?12 d§1§ J ) +d’logK_o
K’ ot Tou dudv

an {it =0,

~———
w N
——
Il
]
S

log

Si les lignes conjuguéés u, ¢ sont géodésiques [le réseau (u, ¢)est
alors dit de Voss] [14], (8) est réduite & un seul terme. Il en résulte
qu'un réseau de Voss persiste dans une déformation continue
[3, 31] (10) est ici a remplacer par

I 22
N %11 _f22) d% I} d;-z}_l_d?logK —o
(12) R R i d T ou dude

Les raisonnements précédents se modifient si, au lieu de se
donner un élément linéaire, on se donne une surface S sur
laquelle le réseau coordonné est conjugué. La connaissance des
deux formes fondamentales de S entraine alors celle d’une solution ¢
des équations (6) vérifiant (8). Il en résulte que la condition d’inté-
grabilité compléte de (6), assurant la permanence du réseau coor-
donné, se réduit aux deux premiéres équalions (10). Le résultat
subsiste dans les cas (11) et (12).

La derniére équation (10) est de forme classsique et s’intégre.

En prenant (2) sous la forme

ds?= A2du’+ 2 AC cosQdudy + G2dp?,
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et en choisissant convenablement u, ¢, (10) peut s’écrire

[ ‘-,%logA;K =2-§—bcosQ,
%]og%:z%bwosﬂ, bb1=-4-(—u—-_1|—_0—)2-,
(10") { %é_dc_;gﬂ b %suﬁﬂ:o,
Z_S_‘)A;%Q+b1 %sinls}:o,
rQ

d G . .
Sudv o‘u(bl Cst) + %—(bxsmg) = KACsinQ,

et prouve que les surfaces ayant un réseau persistant dépendent

de siz fonctions arbitraires d’'un argument; mais sur une telle

surface, les réseaux dépendent de deux constantes au plus [181].
De méme (11) et (12) s’écrivent sous les formes

JdA  dCcosQ o i _i ) — cosQ
9% ou " do\Ab& ) ’
dC  JA cosQ A°
’ / il el . Y —
(11) ’ b 9% + b, T sin’@=o,
Q G
dudv (61 Cst)—-msmn_o,
(12’ dA_dCcosQ —o _cE_dAcosQ —o 2’°Q — inQ:
) T T ow =% G T 0 dwoe T M

qui prouvent que les réseaux conjugués persistants contenant une
Jamille de géodésiques et les réseaux de Voss dépendent, respec-
tivement, de cinq et quatre fonctions arbitraires d’un argument.

4. Il est remarquable que les réseaux conjugués persistants
puissent étre caractérisés par une propriété de leur image sphé-
rique.

Soit S une surface douée d’un réseau conjugué persistant et rap-
portée a ce réseau. Les symboles de Christoffel accentués se rap-
portant a la représentation sphérique de S, on sait que l'on a les
formules [ Weingarten (')]

%u) dlogD %11}', %22
2]
)

dlogD" 22|
I 1 2 dv | 2

I AT L 1

(1) Voir, par exemple. L. Biancmi, Geometria differenziale, 3° édit., t. 1,
p. 252,

(13)

22
1
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En portant les expressions précédentes des ',‘ k" z dans les équa-
tions (10), et eu égard aux identités

{ } ‘ _ 1 dlogK 1 0logDD’
T2 2 du

% 1 K 1 dlogDD”
§_§ +3 o

on obtient les deux équations indépendantes

w A

qui caractérisent I'image sphérique d’un réseau conjugué persistant,
et dont ’ensemble constitue la condition de Cosserat [23, 24, 33].

Les relations (14) subsistent si ; E ou {12} =o.

L’¢galité obtenue en ne conservant que les deux premiéres expres-
sions (14) exprime que les courbes u, ¢ de la sphére unité sont les
images des asymptotiques d’une certaine surface ou encore que les
coordonnées ¢, ¢, ¢’ du point de la sphére vérifient une équation de
Laplace a invariants égaux.

B. Les équations (14) s’intégrent
12) A% 12) u
(%) {1%=_2(U+V)’ 32§=_2(U+V)'
Ici, et dans la suite, U, V désignent des fonctions de u ou ¢

, dU , dvV
[U =SV ='¢Tv""]’

que l'on peut (sauf si elles sont constantes) prenare pour variables
indépendantes.

Si'V est une constante, on peut ’annuler en ajoutant la méme
constante & U. Les courbes u du réseau sont alors géodésiques,
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et I'image sphérique est déterminée par le systénie

w o0 (2%

Si U et V sont constantes, le réseau est géodésique.

Pour donner une application supposons le réseau (u, ¢) ortho-
gonal (réseau de courbure). Les équations (13) s’intégrent et
conduisent a la forme suivante de I’élément linéaire sphérique

U 1 du’ + \’71 dv?
ds't= ———— .
17) g U+V
Si Pon exprime que la courbure de la forme (17) est égale & un,
on constate que 'une des deux fonctions U ou V doit étre constante
et, moyennant un choix convenable des paramétres, on obtient
u”

o __ o ol__ ro L)
(18) ds ___a°—U'°du + ()= U")dv.

Les équations finies de la surface portant le réseau sont

% cosay +stmawck) y=—%sinav+f\/’cosavdv,

[V
z=f\/1—-7du.
1} o

U et V sont des fonctions arbitraires et « le paramétre de défor-
mation. La surface est une surface moulure dans le cas général
[2, 3, 6,13, 28, 34, 143], et se réduit & une surface de révolution
stiV=o[5]

(19)

6. Etant donné un réseau conjugué persistant, tout réseau de
méme représentation sphérique jouit de la méme propriété. Il en
résulte une méthode de transformation des réseaux conjugués
persistants, que Peterson [8, 10] a obtenue comme il suit :

Soient (M) et (M*) deux surfaces dont lesréseaux coordonnés sont
paralléles (les tangentes homologues sont paralléles). Si M et M*
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sont les rayons vecteurs des points M et M, la condition de parallé-
lisme se traduit par les équations

(20) M;=2\M,, M;=puM,,

ou A et p sont des facteurs scalaires et ou les indices désignent des
dérivations.
En éliminant M" on obtient

(21) AoM,+ AM,, = R M,+ pMy,.

Si A=y, (21) montre que A, = p,=o0; A est constant et la sur-
face (M*) est homothétique de (M).

Dans le cas général (A £p), multiplions (21) par le vecteur n
normal & (M); nous obtenons

(22) AinM,,= pnM,,;

d’ou 'on déduit I'égalité nM,,== o, qui prouve que le réseau (u, ¢)
est conjugué sur (M) et, par analogie, sur (M").
En multipliant (21) par M,. puis par M,, on obtient

p—Xdé
2 dv’

26—, F =

(23) ;
— Ax 0
T —pug = L2 5,

ou &, F, G sont les coefficients de 'élément linéaire de (M).

Le réseau (M) étant donné, le systéme (23) délermine 2, p avec
deux fonctions arbilraires d’'un argument, et les (20) déterminent (M*)
transform¢ de Peterson de (M).

L’é¢lément linéaire de (M*)-est

dt*> = NEdw +2pr Fdude + p2Gde.

A et i ne dépendant que de U'élément linéaire de (M), on voit que
si (M) se déforme sur le réseaux (u, v) comme base, il en est de
méme de (M"). La transformation de Peterson lransforme bien un
réseau conjugué persistant en un réseau analogue.
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II. — Réseaux conjugués persistants d’'une surface
ou d’un élément linéaire.

7. La méthode du paragraphe 1 peut étre généralisée. Etudions le
probléme suivant [86, 131] :

Etant donné la forme (2) et deuz équations différentielles

du du
(24) %=?(ua ")7 ‘J;‘—‘d.'(u) 0)y

existe-t-il une surface S, d’élément linéaire (2), sur laquelle
q

les (24) définissent les deur familles de courbes d’un réseau con-
Jjugué?

11 s’agit de voir s'il existe trois fonctions

’ n
(25) 5=—_—B——_.—7 3'=—L—a 5'=——_D_—_-_
VEG — F? VEG — F2 vEG — F?2

satisfaisant aux deux équations de Codazzi et aux deux autres

{ deb—+ (s +4d)+8"=o,
(26) 38— §r=— T
dont la premiére exprime que les lignes (24) sont conjuguées sur S.
et la deuxiéme que la courbure totale de S est la courbure — ’i deha
forme (2).

Introduisons une fonction auxiliaire ¢ par les équations

s 1 (3+{Y)sht+ (3 —1)chs
8 = —— »
e =¥
(27) ¥ =— ;(25“—14’7) shr,
8" —= \/_?—qj (?"‘q’)Sh"—(?—‘P)ChT.
r e—¥ '

Les expressions (27) vérifient les équations finies (26), et donnent
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aux équations de Codazzi les formes

gd_ = N shaz+ 9L chat+ F,
(28) ;
;v = I sh2t+ I chat + Z,.

Si @(t) représente le premier membre de 'équation des géods-
dlogt - dlogt

siques ey L 2
du, dv 2ft+[{12—2{ "}]t

p U e I

les expressions des coefficients I, I, € sont

()=t

[ o= ——2 08 (: =2 —
M = T—gpul¥8(e)+oeb(y)h Gopple(e)—eo(d)),
Q__dlogcg [1— 2’ ] _dlogq.o[l_ 262 ]

du (e —9¢y ou (e —¢)
(29) 4 dlogs 239 dlogd  24¢ 20 {11
T G=U T T G—9p o_.i
o+q¢ dlogr 2 l (12 dlogr]
«~¢[§ f Ju ]+<.>— [{ N ;
on obtient IN,, I, 2,, en changeant u en ¢ et ¢,y en L %

La condition d’intégrabilité du systéme ( 28) a la forme

(30) Ashat+ d€ch2¢ + £ =o.

Toute solution t de (30) vérifiant (28), donne une surface S répon-
dant ala question. S’il existe trois surfaces d’élément linéaire (2),
admettant le réscau conjugué (24), (30) est identiquement véri-
fiée; le systeme (28) est alors compléetement intégrable, et donne
o' surfaces applwables S admettant le réseau (24) pour réseau
conjugué persistant.

Les réseaux conjugués persistants relatifs 2 un ds?* donné sont
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déterminés par les équations obtenues en annulant &, &, £, 4 savoir

M oM, _
W-——dT+3'(E1 —mg@ =0,
99C 990y

(31) G — g T ME — T =0,
0z 0 B
;(—)— —_— —du +5R.9L1—-3n,9l—0.

On a deuz fonctions inconnues g, ¥ et trois équations; I'élément
linéaire général n’admet pas de réseau conjugué persistant
[77, 83, 87, 86, 131], car M. Lusin a donné des exemples d’élément
linéaire privé de réseau persistant [151].

8. Si les lignes % = ¢ sont géodésiques, le systéme (31) se sim-
plifie beaucoup et donne

o(9)=0, O =9L——228W) P 1.1 1.1C))

e—0)’ (e — )2’
_ 02 9%y _
32) 9(9)—0, .d—v'—_a_u——o’
g:)_n N,

—_ == Ty— =
o0 o + Mz, ana o.

Si les %% = { sont aussi géodésiques, (31) devient

0z _om
dv du

(33) 8(¢)=o, O(y)=o,

9. Posons-nous maintenant le probléme de larecherche des réseaux
conjugués persistants d’une surface S; donnée. On connait alors une
solution 7, des équations (28), et les conditions (31) se réduisent aux
deux premiéres équations

M IMy | gy, — 9,2 = o,
(34) dv Ju

I o9, _

W_—_du +m¢1—m12—0-

Les réseaux persistants avec une ou deux familles de géodésiques
sont respectivement déterminés par les systémes

M IM,

(35) 6(?)=0, -E)——--—()T—!—DTL%,——JR‘Q:O,

(36) 8(z)=o0, 8(})=o.
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Pour donner au sysiéme (34) une forme aussi simple que possible,
rapportons la surface a ses asymptotiques ; onaalors ¢ = — ¢, et (34)
prend la forme [78, 86, 131 ]

d?logo dlogo , (11) dlogs 1 (222
e = ® ou ?{2)+2 dv 3|1
dsug 0\22
Lode 'R
+ 9 — o ’

~2fj2 s o ]
(21 -5
a1

(=) 5]

“+| 9 —a + = .

1 2 (1

Pour les réseauz persistants avec une famille de géodésiques, la

deuzieme équation (37) est conséquence de la premiére et de l'équa-
tion des géodésiques.

10. Transformons (34) enintroduisant la représentation sphérique
de S;. Au moyen des formules de Weingarten (')

gugD_'_{1120,_'_;1121)_'_{112]), ()D’
1 R I 2 ) dJu
{“}D’—o—{”}D'-v—sm} D+§‘2}D’=‘ﬂ)—,
2 2 {r 2 Ju

et les analogues, et compte tenu des (27), (28), on obtient

(38) 8(3)=—0(9)[chat +shat],
:);;) 0(?)_dlog{a. z)l;)f‘]z ) 2 ;29$ ilz “’l‘:j
—'312%(?+'¥)—z 9'+;2:2-4-:--

(') Voir, par exemple, L. Braxcai, Lezioni, 2° édit. t] 1, p. 230.
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Le tableau (29) prend la forme

M = n sh2t,—m char, It =m shat;—n charxy,
M,y = nyshoty—mychary, I, = myshar— nichazy,

ot m, n, my, n, sont construits avec le symbole § comme IN, I,
IMN,, 3¢, avec . En substituant dans (34), on obtient le systéme
transformé

om dml —o
v du T !
0
(4) d—n'—()nl-i'nln —_—myn =0
dv Ju ' te="

Le systéme (40), ou ¢, ¢ sont liées par la relation spéciale aux
lignes conjuguées, détermine tous les réseaux persisiants de S,.

Pour les réseaux contenant une ou deux familles de géodésiques,
on obtient les systémes respectifs

dm  dmy
(41) 6(9)=o, ?;_W—oy

(42) 8(s)=0, O(})=o.

Les équations obtenues ne dépendant que de I'image sphérique,
on peut intégrer (40) sans connaitreS,.L’intégrale générale donne
toutes les images sphériques des réseaux conjugués persistants

[86, 87, 131].
III. — Applications.
11. Sphére. — Pour une sphére rapportée a ses génératrices recti-
lignes, les deux formes fondamentales sont

4dudy

o 4 Aauav |
ds’=— s dudy, wxo)y

(u~+v)

Les équations (37) prennent ici les formes

d*logp

dude =
dtlogy . dlloge  2¢° dlogo 2 dlogy 2 2 g2 .‘
Jdu? dvr ~  u+v du u+v do (u+v)  (u—+0)2

La premiére donne ¢*= "7, et la seconde devient

(w~+9)(U"eV—V'eV)+o(u+0)(U'eV—VeV)+4(eV—el) =o.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 96. 2
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Cette derniére équation a trois types de solutions :

ut+ h
o'+ h

u
p==:F (A = const.), e=Ft = p==E1.

Les deux premiers Lypes donnent le systéme des méridiens et des
paralléles, le troisiéme un sysiéme imaginaire [131].

12. Quadriques. — Pour une quadrique rapportée a ses généra-
trices, on a { 121 } = { 2: E = o, etla premiére (37) donne

U
=

=
v

Prenons une quadrique a centre
axr?+ byr+czt=1,
d’équations paramétriques

1 I+ uy 1 u—v I I'— uv
= —= ’ === B = o
Vb 4+ Ve u+v

\/; u-—+9
La seconde équation (37) prend la forme
Ui+ oUs+ 02Uy =V + uVs+u2Vy,
ou U, V; dépendent de U, V et de leurs dérivées. L'examen de cette

équation montre que U, V sont cerlains carrés parfaits et donne, pour

la quadrique a centre a axes tous différents, les trois réseaux persis-
tants

172 U1 —1
3 e — 4 © =+
(43) e==% =k P =k

9

&

Sila quadrique est de révolution (¢ = b), on a en outre

u+2ku—1

=t —
: 02— 2 ky —1

(k = const.).

L’intégration des équations (43) fournit les trois réseaux double-
menl conjugués au sens de Keenigs

z
A) x = const., — = const.,
Y
z
(B) y = const., - = const.,
(C) 3 = const., ¥ = const.

8
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Pour les quadriques de révolution on a en outre

(D) y — ki x = const., — k; = = const.;

als
=

(A), (B), (D) sont identiques & une rotation prés.

Pour le paraboloide
23 = az’ + by,

d’équations paramélriques

u-—+v Uu—vy
’ ) = — Z = 2uv,

Va V=25

X =

on obtient deux réseaux o = iga ¢ = %=1, d’équations

z
(A) % = const., 5 = const.,
(B) x = const., ¥ = const.

Si le paraboloide est de révolution (@ =b), ¢ = ==k donne en
outre

(b) x — kyy = const., ¥ + kiz = const.

Les surfaces précédentes sont les seules dont nous connaissions
tous les réseaux conjugués persistants 18, 131].

13. Etudions maintenant [87] les réseaux persistants d’un ds? de
révolution

(44) ds® = du® + U dv°.

II s'agit d’intégrer (31) ou IM, I, ..., dérivent de (44) au
moyen des formules (29). Ecartons d’abord les ds? portant co réseaux
persistants; les différentiations successives des équations (31) et
Pélimination des dérivées de ¢ et ¢, conduisent a deux équations
indépendantes entre ¢,"¢, U et ses dérivées; ¢, § sont donc des fonc-
tions de u seul.

Une solution évidente du probléme est ¢ = 0, ~ = o; elle donne le
réseau des méridiens et des paralléles d’une surface de révolution;
nous laisserons de c6té ce cas banal.

Si le systéme (28) admet une solution t fonction de u seul, les
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coefficients (27) ne dépendent que de u et la surface correspondante

est hélicoidale ou de révolution. En portant 3—: =odanslaseconde(28),

on obfient

(45) Mysh2t+ Iychat+E, = o,

équation que I'on peuat écrire, en la regardant comme équation du
second degré en ¢27:

(45’) (DTZ1+9’(4)e*T+2Q1e"T+3h—m1=o.

On a ainsi deux valeurs de e?* correspondant chacune (sauf si e
est nul ou infini) & un hélicoide ou une surface de révolution; nous
avons a distinguer les quatre cas suivants :

L (45") a deux solutions distinctes, finies et non nulles
oM} — 320, OMI— 3+ 23 5o,

Parmi les ' surfaces applicables portant le réseau persistant, il y
aura deuz hélicoides, et le réseau ne contient pas de géodésiques.
Un hélicoide d’élément linéaire (44) est défini par

5 ct —UsU” P!
= b = )
Uy, U° —0°0° —¢ U2

g Vo U — U0 —of
U

(46)

xet les constantes c,, ¢, donnent un deuxiéme hélicoide.

En portant les (46) dans la premiére (26) on détermine e, ¥, C'est-
a-dire le réseau commun aux hélicoides considérés. Le systéme (28)
admettant deux solutions évidentes [correspondant aux deux héli-
coides (46)], la condition d’intégrabilité compléte se réduit 4 une
scule équation, la premiére (31) par exemple. En y portant o, §, on
obtient une équation différentielle du quatriéme ordre en U. Le

réseau général du type actuel dépend de huit constantes arbi-
traires seulement.

Ha. (45") a une solution double, finie et non nulle
(47) oM — N30, IM;— I3+ 22 =o.

Le réseau ne contient pas de géodésiques, et il existe un héli-
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coidé parmi les ' surfaces applicables. Les (26), (47) et la
premiére (31) déterminent ¢, §, U. L’élimination de ¢ et ¢ donne,
en général, une équation du cinquiéme ordre pour U.

ILb. (45") a deuxz solutions, U'une nulle (ou infinie), l'autre
Jinie et non nulle : N, — I, =0, %, Fo.

La premiére équation donne, en vertu de (29),

(48) 8(9)=o0;

La famille ¢ est géodésique, et il existe un hélicoide (46)
parmi les o' surfaces applicables. N el I élant égaux d’aprés (48),
les deux premiéres (31) coincident, et la troisiéme est vérifiée du fait
que le réseau (@, ¢) est conjugué sur la surface (46). Les premiéres
équations (26) et (31), joinles a (48), déterminent ¢, ¢ et U.

Il a. (45") a une solution double nulle (ou infinie)

(49) :)]‘L, —_ 911 =0, Qi = 0.
La famille ¢ est géodésique, et il n’y a pas d’hélicoide parmi les
o' surfaces applicables. M = I et (31) se réduit a une seule équa-

tion. (49) et (31) déterminent ¢, ¢ et U avec cinq constantes arbi-
traires.

11 5. (45") a deuz solutions, U'une nulle, Uautre infinie :
oMy + 9L, =0, My —9, =o,
soit, en vertu de (29),
(50) 6(3)=o0, ©(y)=o0.

¢ et § sont géodésiques el il n’y a pas d’hélicoide parmi les
' surfaces applicables. (31) se réduit a la derniére équation
et détermine, avec (50), ¢, ¢ et U avec six constantes. Toutes les
surfaces sont de Voss [109].

IV. L’équation (45) disparait
(51) My =o, g, =o, T, = o.

D’ apres la seconde (28) 7 ne dépend que de u; toutes les sur faces
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et (51) détermine ¢, ¢ et U avec cing constantes arbitraires. Ge oas
a été étudié par Staeckel [35, 37] qui n’a pas observé que le réseau
persistant est de Voss.

IV. — Surfaces avec x réseaux persistants.
14. Les réseaux de Voss sur une surface S rapportée a ses asymp-
totiques, sont délerminés par le systéme (42), soil ici

dlog dl
(52) Tb?=—a+%;) (;)vg?=al—c;°,

ou I'on a posé

(53) a={l:},, a1=§222}l’ c___%u}" 01={22},-

2 1

La condition d’intégrabilité de (52) est

de dai__da 1 (dey '
2 — — _———_— —_f —_—— = 0.
(54) ® (()u 2ac) o do+4cc1 +92<dv 2a101) o
On voit que, si une surface admet plus de deux réseauz de Voss,
elle en admet une infinité [81)]. Cetie circonstance se présente si
(34) est identiquement vérifiée. On a alors

de _ da, da ., de, _
(55) E—zac, W+%——4ccl, -d—v—2a101,
avec la condition de Dini
da _ da1
dv ~ du

o loge

Le systéme (52) donne duo 5, = ©- Les réseaux sont isothermes
conjugués. On peut, moyennant un choix convenable des para-
métres u, ¢. réduire a I'unité une solution ¢ arbitraire du systéme
complétement intégrable (52); (52) et (55) donnent alors

(55") a=cy, ay=c, —=—‘;'-=2cc1.

Sil'on introduit les nouvelles coordonnées curvilignes « = u + ¢,
f =u — v, les deux premiéres (55') s’écrivent

12) 12
= 0,
Iy, 2

’
=0,
1
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e, en remplacant a, § para, = f, («), 1 = f2 (B), I'élément linéaire
sphérique prend la forme caractéristique

ds” = da} + 2 cosw day dB, + dB3.

Les deux derniéres (55') et I'équationde Gauss pour la sphére
donnent
o = a, =8, cosw = F (a =+ B).

En coordonnées u, ¢ et avec le signe 4 dans &, on a
ds'? = 2 (du? + de?) + 2 (u) (du? — dv?).

Les asymptotiques sont orthogonales et la surface est minima.
Les courbes ¢ = const. de la sphére sont géodésiques, donc planes
et les asymptotiques u sont rectilignes. Il existe deux surfaces
minima réglées: Uhélicoide réel et I'hélicoide algébrique de
M. Gambier 114, 119]. Le premier

x = shucosy, ¥y =shusinp, 3=y

admet les réseaux de Voss

A du —(ch’u —A2)dv2 =0 (X = const.);
Pautre
u — p?
2

. R R o3
» y+iz=y9, y—iz=uv—5

xr = 3

admet les réseaux
Adu? — (u?— )\2)de? = o,

Pour d’autres développements voir [54, 15, 86, 131, 87, 114].

15. Les réseaux persistants contenant une famille de géodésiques
sont déterminés par le systéme

[}
pPy+g+cy+ay—a;——=0,

56
(%6) 9q _ s G1q _1de 2+1‘.’£’.I_
gu— P¥Y T T3au’ T2 9t

ou I’on a posé
’ dloge __dloge.
ow > 1T

La dérivation des équations (56) (la premiére deux fois en u ou ¢,
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la deuxiéme une fois), I'élirnination des dérivées troisiémes .et
secondes delog 9, el le remplacement de g par son expression tirée
de (56), conduisent & '’équation

7 — = 0.
du? “+... o o

(57) 4}7"(0?6——0193)+p(c”9"+...+7c',’)—§c
Si ¢ =c¢, =0, les asymptotique sont rectilignes et la surface
est une quadrique. Ce cas écarté, (57) contient effectivement p.

Le systéme en p, g formé¢ par (57) et la premiére (56) doit étre
complétement intégrable. Le premier membre de (57)est un trinome
en p; désignons par F (p, @), ce trinome, ou le carré de I'un de scs
facteurs de décomposition s’il est réductible dans le domaine des
fonctions rationunelles de ¢. Dérivons & = o par rapport a u (ou ¢),
et remplacons dans le résultat p, ¢ et leurs dérivées parleurs expres-
sions tirées de (56). L’expression obtenue doit éire nulle en vertu

F . R .. .
de & = o;g—u et()—vdowent donc étre divisibles par &; il en résulte

F(po)=(pe’+ae’— o)’
nous retrouvons les (52): il n’y a pas de surface a ©' réseaux

persistants avec une seule famille de géodésiques [86, 131].

16. La méme méthode s’applique au systéme (40). La surface
étant rapportée a ses asymptotiques, on a n, = mg, n =%, et le
Y
systéme (4o) prend la forme

dm_dm1 am (c, @ _dm;l my N
o weTmETe) T o (e ),
(58)
L’Zg—ﬂ_a_*.m l?i—_c 2 4
o du  o? ! odv A

Les équations (58) sont rationnelles en m, m,, ¢ et leurs dérivées;
en différentiant el éliminant pour compléter le systéme, on obtient
des équations de méme forme. Le systéme complet contient des équa-
tions finies en m, my, ¢ qui, le cas des quadriques exclu, ne dispa-
raisssent pas identiquement.

Pour obtenir le nombre maximum de réseaux, il faut que le systéme
contienne une seule équation finie de la forme F(m, m,, ¢) =o, et

. . . d ad . . e
alors si les autres équations détermment-am-t-, d—,Z’ la différentiation
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de & —o et Pélimination des dérivées de m, m,, ¢, fournit une
équation conséquence algébrique de F —o, donc divisible par &
si & est irréductible. On retrouve ainsi les deux hélicoides minima

déja signalés. Les wo? réseaux persistants sont déterminés par le
systeme [86, 131]

dlogq>=0_1'__a+m, dlog9=0,
du ? oo
(59) ¢
' dlogm_a__c_q dLn—-o
du 92’ d

CHAPITRE II.

SOLUTIONS QUADRATIQUES D'UNE EQUATION DE LAPLACE.

I. — Réseau conjugué persistant et solutions quadratiques
de son équation tangentielle de Laplace.

17. En coordonnées tangentielles, un réseau persistant et sa sur-

face support 2, sont déterminés par quatre solutions d’une équation
de Laplace

) PW _ (1a)9

eas =1} e =10k o IV

dont les trois premiéres vérifient la relation

(2) X+ Y2 Z2=1.

Les % 3, sont déterminés par les formules (15) du Chapitre I, et

[ est le coefficient moyen de I'élément linéaire de la sphére; (1) est
a inyariants égaux; en posant

3) b=W/T+V,
on raméne (1) a la forme de Moutard

920 u'v’,
(4) Ju dv =9n'07 m"_f_ 4(U+v)2’

et la relation (2) prend la forme

(5) 03+ 03+ 02=U+V.
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Les solutions de (4) liées par (5) sont dites quadratiques [36].
Etant donné une équation de Moutard (4), quatre solutions 6,, 03,
03, 04, dont les trois premieres sont quadratiques, déterminent un
réseau conjugué persistant porté par la surface X enveloppe du
plan

(6) 01x+09y+0;,z+ 01,=0.

Il suffit, pour le voir, de remonter & (1), et d’observer que f est
uniquement soumis a la condition d’appartenir a I’élément linéaire
sphérique, ce qui a lieu d’aprés (2). Voir [36, 47, 59, 76].

Les trois solutions (5) déterminent (Lelieuvre) une surface S rap-
partée a ses asymptotiques, correspondant & 2 avec parallélisme des
normales. S est une surface de Bianchi (voir Chap. V) associée a Z.

18. Le coefficient I d’une équation de Moutard a solutions
quadratiques n’est pas arbitraire. Si le réseau ne contient pas de
géodésique, on peut prendre U et V pour variables u, ¢. Introduisant
alors [ 48] une fonction auxiliaire § par 'équation

=2
(7) f=— Jude’
et exprimant que I'élément linéaire sphérique qui, compte tenu des
équations (15) du Chapitre I, a la forme

, dq; du? r qz Iy dv°
%
(8) ds uu—+v d dv dudv+d U+’

admet la courbure unité, on obtient pour ¢ une é&quation aux
dérivées partielles du quatriéme ordre.

Si les courbes u sont géodésiques, on peut poser U=0, V=y;
I'élément linéaire sphérique s’écrit

!
(9) ds"=e"<du"+23%dudv+qad02),

ou § est une solution de Féquation de Gauss qui, avec les notations
de Monge, prend la forme

(10) =+ (r=3) (p—ta)=eto—py.
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Pour les réseaut de Voss on a

(x1) ds'*= du® — 2 cosw du dv + dv?,
’w .
(12) Jugs = sine.

M. Vasseur [130] a déduit les équations (8)-(10) de (5).

II. — Réseaux persistants contenant une ou deux familles
de lignes planes ou comiques.

19. Le probléeme de la déformation & réseau persistant se
trouve ramené & la recherche des solutions quadratiques d’'une
équation de Moutard de solution générale connue.

La plupart des résultats connus correspondent au type

&(n)= 2 n(n+1) =0 (n=const.),

caractérisé par la propriété que la transformation de Moutard,
effectuée a I'aide d’une solution particuliére [(u+ ¢)"**], conserve
le type de I'équation en augmentant » d’une unité [121].

Si n est entier on déduit la solution générale de celle de &(0).

20. La solution générale de &(o0) est
9, =U;+ V,.

En portant ces expressions dans (5) on obtient

3
(@) 2(U,+v,)==U+v.
=1
La différentiation par rapport i u et ¢ donne
(b) U,V + U, Vy+ Uy V=05
(b) est vérifiée pour V;(ou U;)=const.; la surface est alors
développable.

Si, par exemple, U} et V', ne sont pas nuls,la dérivation en u et ¢
du quotient de (b) par U} V), donne

AVAAYE
(w) () =>
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Le premier facteur fournit les solutions quadratiques

(13) bi=aUy+Vy, 0,=bU;+V,, O,=Us—aV,—bV, (a,b = const.).
La surface correspondante est ’enveloppe des plans

(14)  (aUp+Vi)z + (bUs+ Vo)y 4+ (Us— aVy— bVs)z + U+ V= o.

Les points caractéristiques sont déterminés par

(14a) Ui (ax+ by +3)+ U,=o,
(14b) Vi(z —az)+ Vo(y —bz)+ V,=o,

qui prouvent que les lignes u, v du réseau sont planes. Les plans:
des ¢ sont paralléles a az + by + z=o0; en prenant ce plan pour
plan (zy) on annule a, b.

21. L’aréte de rebroussement de la développable circonscrite a la
surface (14) le long d’une ligne u est déterminée par (14) et ses deux
premiéres dérivées en u, qui, en coordonnées homogénes z,, el sup-
posant @ = b = o, s’écrivent

(18)

Vizi+ Vox»+ U3£‘3+(U5+Vf,)$5=0,
Uyzs+ U,z =, Ujzs+ Ul z,=o.

Le cas ou U et U, sont proportionnelles doit étre écarlé, car la
surface se réduirait alors a une courbe plane; donc les deux der-
niéres (15) donnent 2, — z,=o; 'aréte de rebroussement se réduit
a4 un point a linfini; toutes les lignes u du réseau (13) sont cylin-
driques (')

De méme, l'aréte de rebroussement de la développable circons-
crite le long d’une ¢ est déterminée par (14) et

(16) Viyz,+ Voze+ V2, =0, Viz,+ Vozs+ Viz,=o.
L’aréte se réduit au point z,=xy=o0, U,z,+U,z,—o0 si
b
V,=o0; les lignes ¢ sont alors conigues.

La surface V, =o, dont on peut écrire les équations paramétriques
sous la forme

(17) r=ug(v)cose, y=ue(v)sinv,, z=f(u),

(') Sur une surface, on appelle lignes cylindriques ou coniques, les courbes de
contact de cylindres ou de cdnes circonscrits, D’autre part nous appelons lignes u
celles le long desquelles ¢ est constant et u le seul paramétre variable.
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est une surface de Peterson. Le réseau (u, ¢) contient, une famille
(v =const.) de lignes cylindriques situées dans des plans issus
de Oz, et une famille (u = const.) de lignes coniques situées dans
des plans perpendiculaires 4 Oz, les sommets des cones étant
sur Oz,

St les V. ne sont pas proportionnels, le systéme (16) détermine
les rapports mutuels de z,, z, 2, lesquels ne dépendent pas de ¢ si
I'une des quantités V', V), V',, est nulle,

Si V, =0, on obtient les surfaces de Peterson ; si V,(ouV))=o,
on peut ramener V, a Uunité (Vo=o doit étre écarté) et 'on
obtient une surface de translation

(18) vx‘l‘+.}’+Usz+U5+V,,=o, U’:.“Z+U14=0, V',$‘+-Vf,,=0.
Soit en changeanl les notations
(18) =9, s=u, y=flu)+g(s).

Les courbes génératrices (arbitraires) sont dans des plans
rectangulaires. Les deux familles du réseau sont cylindriques.

Les surfaces minima oflrent un exemple dans lequel les lignes du
réseau sont minima.

Les surfaces de translation exclues, la surface générale (13)
est une transformée de Peterson de (17)

xz = (u+V)p(v)cos V—fV’cp(v)cosv do,

(19) .7'=(u+v)?(0)sinv+f\”9(v)siuadv,

z = f(u).

Pour ¢(¢) =1, on a la surface moulure générale.

22. La solution générale de &(1) se déduit de celle de &(o) par
une transformation de Moutard faite & Uaide de la solu-
lion u + v; elle a la forme

U,+V,

(20) 0,=2 e

—U—Vvi,

ot J;==U,— V; est la solution correspondante de &(o).
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On constate sans peine que les fonctions
(21) U;+auw+ bu—+c, Vi—avt+bv—ec (a, b, c= const.)

donnent la méme solution 6; [ 76],

La remarque, presque évidente, suivante [Masloff, 121] simplifiera
Pexposition des résultats ultérieurs :

Si la solution 6, est transformée en J,.a Paide de la solution parti-
culiére R, on a

J° ) {)!(02
('22)‘ dJu dv [R(33_03)1=m1[R(3,-—0?)]_2R dudlv)’
ou
3
du dv =M

esl 'équation transformée.
Soient 6,, 6,5, 8, trois solutions quadratiques de &(1), I, Ja, I3
les solutions correspondantes de &(o), R = ~_ la solution trans-
U+ v

formatrice. En ajoutant les trois équations (22) relatives a i =1, 2, 3,
—_ (29?2 — 26?) vérifie &(o),

U+ ¢

on fait disparaitre le dernier terme;

etl'ona
(U, =V, »—U—=V =[9(u)+ f(¢)](u+r);

d’ou par différentiations successives
TUMVE=o.

Cette équation, traitée comme I’équation (&) du n° 20, fournit
deux solutions essentiellement distinctes :

1° Tous les V. sont nuls; les V, sont alors des polynomes du
second degré que la transformation (21) réduit a zéro;

Uy, gy Us

U, , 3
(23) 0‘—27:-7_U" 09_2u+v U+

- U’:x-

En portant ces expressions dans (5) on obtient une seule relation
entre les fonctions arbitraires U;
(24) U+ U3+ U3=o;

20

"—aUl, Dy=bU% Vi=—aVi—bV) (a, b= comst.).
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En intégrant, compte tenu de (21). on obtient
U1=aU3, Ug=bU3, V,=—aV4—bV,.

En changeant les coordonnées z, y, 3, on annule a, b et 'on a

— V’ 4 v, ’ Ul ’
('25) ol—-‘zu_'_v—‘“” 09=2u+v—V2, 03=?lu—:+.—v—Ua.

(3) et &(1) montrent que

3
Jb, 020, 2 29, \4

90 dude ~ (w—+v) Yo% T~ (ur e
=1 i=1

d’ot, aprés une intégration,

i(%‘?), =2 u‘—/: ;v
=1

En portant dans cette relation Pexpression (25), on trouve

(26) U= Z.(u),
%4(u) étant un polynome du quatriéme degré a coefficients cons-
tants. La relation (5) nous donne
(26") Vi+Vi=—Z(—v).
Une homographie convenable sur u et ¢, respecte (4) et réduit

%, (u) au troisiéme degré [47, 76, 55, 75, 119, 134, 121].

23. En coordonnées homogenes z,, 'aréte de rebroussement de
la développable circonscrite a la surface (23) le long d’une
ligne u = const., est définie par I'équation du plan langenl
(27) [2Ui—Uj(u+v)]z,+[2Us— Us(u+90)]x

4 [2Uz— Uy (u +0)]zs+ [2(Up+ Vi) — (U, + V) (1 + o)]&, =0,

et ses deux dérivées successives par rapport a ¢

(27a) Uiz, + U+ Uyzs—[(V,— U, )= Vi(u+9)]zy=0,
(276) V(u+v)z, = o.

(27 b) montre (sauf si V), = o, auquel cas la surface dégénére) que
I'aréte de rebroussement est dans le plan de l'infini; la développable
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est donc un cylindre. Les .équations (27), (27 @) prennent la

forme
U|$1+U9xr+U3$3=O,

U z1+ Uszs+ Ul zy=o,

el (24) montre que la direction des génératrices est isotrope. La
surface (23), (24) est imaginaire, avec un réseau persistant formé
de lignes de longueur nulle (v = const.) et de lignes cylindriques
(u =const.) [76].

24. L’aréte de rebroussement d’une développable ¢ = const. de
la surface (25), (26), (26') est définie par les équations

(28) [2Vi—=Vi(u+9o)]z+[2Vo—Vi(u+v)ly

+ [2Us—Ulj(u+9)fz +2(Up+ Vi) — (U, + VN (u+¢)=o,
(28a) —Viz—V,y+[U,—Ui(u+9)]z+U,—V,—Ul(u+9)=o,
(28b) ,Uz+Uj=o.

Si U; = o, le systéme prend la forme
Vizi+ Voy +Vi=0, Viz+Viy+V,=0, sz=o0;

'aréle de rebroussement est un point du plan (zy), et les dévelop-
pables ¢ = const. sont des cones dont le lieu des sommets est
une courbe plane. Inversement, si les lignes u du réseau sont
coniques, la solution (z, y, z) des équations (28), (28a), (28 b)
doil étre indépendante de u de sorte que (28 &) représente un plan
fixe; si ce plan est (2, y), on a U7=o0 et U, est un polynome
du deuxiéme degré réductible a zéro [69, T6].

La surface générale (25), (26), (26') est une transformée de
Peterson des surfaces U, = o.

25. Les lignes u sont coniques si U,=o. Si les v le sont ausst,
les arétes de rebroussement des développables u= const. se
réduisent a des points : or, ces arétes sont déterminées par (28) et
ses deux dérivées successives

(29a) [V}—Vi(u+ )]z +[Veo—Vy(u+)y—U,z+ V,— Vi(u+v)=o0\
(29b) Vie+Viy+V,=o,

11 faudra donc que le systéme (28), 29a), (29 &) ait une soli-
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tion Z=1u,, ¥ = u., 3= u; ne dépendant que de u; or la rela-
ton V7u,+ V?u,+ V?’=o0 exige qu’il y ail entre (uy, uo, 1)p
relations lindéaires a coefficients constants (p =1,2, 3) et entre
Vi, V., Vi(3 p) relations linéaires. Le cas p =1 convient seul, le
point (%, u,, uy) décrit un plan fixe que 'on peut choisir pour plan
vs; ona Vy=V"=o0, et V,, V, sont des polynomes du second
degré [107, 109, 110, 111, 113, 129, 126] et 'on constate que la

condition est suffisante.

26. Les recherches de MM. Gambier [119, 134] et Demoulin [92],
sur les solutions quadratiques d’une &(n), ont montré que, pour
n entier, il existe des groupes de solutions quadratiques, le nombre p
des solutions des différents groupes pouvant étre un nombre pair
quelconque, ou un entier supéricur a n + 2; le nombre 3, qui cor-
respondrait a notre probléme, se trouve exclu.

Ergoroff [47] a indiqué que I'équation é(é) conduit aux surfaces
tétraédrales

3
z=A(a+u)(a+ v)':"',
(30) y=B(b+u)(b+v),

1
z=C(c+u)ic+v),
(A, ..., @...= const.).

L’élément lin¢aire ne contient évidemment les six constantes que
par les cinq combinaisons SA2, SaA?, ..., Sa*A?; ces combi-
naisons fixées, il reste une arbitraire dont la variation fournit la
déformation de la surface conservant le réseau (u, ¢) [ 40, 46, 66, 44,
45, 47, 99, 106].

III. — Mécanismes déformables de M. Gambier.

27. Les développables des congruences des tangentes aux
courbes d’un réseau persistant, sont conservées dans la défor-
mation de la surface support. 11 est donc naturel de chercher a
caractériser un tel réseau par des propriétés de ses lignes et des déve-
loppables circonscrites. La théorie des réseaux a lignes planes ou
coniques se rattache a ce point de vue.

Soit X une surface porlant le réseau (u, v) dont les lignes u sont

MEMORIAL DES 8C. MATH. — N° 96. 3
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coniques. Les droites de la congruence des tangentes aux lignes ¢ se
répartissent en o' cénes dont les sommets sont sur une courbe Z,
(deuxiéme nappe focale).

Les coordonnées ponctuelles de X vérifient une équation de
Laplace

(31) Oup= ab,—+ b8,.

. . db
Les deux invariants de (31) sont A =ab — gﬁ et k=ab— -
u v

Les coordonnées ponctuelles de 2, se déduisent des coordonnées
homologues de 2 par la transformation (de Laplace)

(32) 0,=0—Lo,.

Si les lignes u de 2 sont coniques, les 6, sont fonctions de ¢ seul,
donc

(33) 0, 0 -+ 1 da d6 1 0°0 —o

! dJu  du  adudv adude
et 0 vérifie une équation de Laplace de premier invariant nul.
Inversement, si le premier invariant d’'une équation de Laplace est
nul, trois solutions donnent un réseau a lignes u coniques.

Dualistiquement, si un réseau a ses lignes u (ou v) planes, un
invariant de son équation tangentielle de Laplace est nul.

L'équation tangentielle d’un réseau persistanl esl a invariants
égaux, donc, si les lignes u d’un tel réseau sont planes, il en est
de méme des v [50, 69, 76, 124, 130]. La seule équation de Mou-
tard, a invariants nuls est &(0), dont nous avons étudié les solutions
quadratiques. Les surfaces minima, de translation, de Peterson
(et leurs transformées de Peterson) sont les seules donnant des
réseaux persistants formés de lignes planes.

28. Si les lignes ¢ de X sonl planes, les droites de la congruence
de leurs tangentes se réparlissent en o' plans enveloppant la
deuxiéme nappe focale 2,; Z; est développable et ses lignes ¢ sont les
génératrices rectilignes : supposons d’abord que 2, n’est ni un céne
ni un cylindre, de sorte que la seconde transformée de Laplace Z,
de 2 est une courbe (aréle de rebroussement de Z,), et ses coor-
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données ponctuelles sont fonction de u seul; supposons que I'équa-
tion ponctuelle relative a 2, soit (31) et que les coordonnées

ponctuelles de 2, soient (6 — % 9,,). On doitavoir

_ dloga
(34) 0y, = <a+ Jv )evy

et la condition de compatibilité de (31) et (34) est

2
(35) ?loga

m +au—bv—ab=o.

Or, si I'on introduit les deux invariants de (31)

da b
h=——w+ab, k=—b—v-+ab,

(33) prend les deux formes équivalentes

J2loga
Judy

dloga o= dlogh.

—au=2h—k v v

Si T'on se rappelle que le premier invariant A, relatif a 'équation
en 0, transformée dans le sens v de 1’équation en 6, est

d2logh

h1=2h—k—m—’

on voit que les deux équations précédentes donnent k; = o; 1'équa-
tion (31) correspond & 2, se raméne, par une opération de Laplace,
4 une équation avec un invariant nul; l’égquation ponctuelle de =
admet deux opérations de Laplace (est de rang 3 par rap-
port i v).
Si, les lignes ¢ de 2 étant planes, la développable X, est un cone
' (ou un cylindre). X, est un point; 'équation de 2, a elle-méme son
invariant k nul, et celle de X est de rang 2. Si 2, est une droite,
’équation de 2 a son invariant 4 nul. Dualistiquement, si les u de 2
sont coniques, les sommets des cones étant sur une courbe gauche,
U'équation tangentielle du réseau (u, v) admet une suite de
Laplace se terminant dans les deux sens aprés deuz opérations
(rang 3). Sile lieu des sommets est plan, la suite se termine
apres une opération (rang 2); si c’est une droite, l'équation est &
invariants nuls.
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Les équations de Moutard de rang 1 et 2 sont & (0) et & (1); leurs
solutions quadratiques sont connues [69, 76]; il n’en est pas de
méme pour le rang 3 [124, 130]. Le cas ou la courbe lieu des
sommels est gauche n’est pas traité; celui des réseaux doublement
coniques I'est complétement, grace aux travaux de M. Gambier [93].

29. Soil M le rayon vecteur du point courant de X, M, celui
du point homologue de sa transformée X,; d’aprés (32) la lon-

I/~ . . . ~
gueur MM, vaut — Vg ot g et @, qui sont respectivement un coeffi-

cient de D'élément lin¢aire de X et le symbole ;‘f relatif a cet

élément (voir 31), restent invariants par déformation de 2; MM, est
donc invariable, de méme d’ailleurs que MM, (M, -= transformé

de Laplace de M dans le sens u). L’angle mz des tangenles aux
courbes u, ¢ restant invariable pendant la déformation de 2, il en
est de méme de M, M,.

Si une surface X' roule sur une déformée X a réseau (u, ¢) per-
sistant, le point de contact décrivant une courbe u, les développables
circonscrites 2 X et X le long des courbes u homologues roulent
aussi 'une sur 'autre. Il en résulte que les courbes u de Z,, X se
correspondent avec égalité des arcs et des courbures; si 'une se
réduit a un poinl, il en est de méme de I'autre; un réseau persistant
contenant des lignes coniques (ou cylindriques) conserve cette pro-
priélé pendant la déformation [130].

Soit. sur Z, un réseau persistant (u, ¢) a lignes toutes coniques.
Les coordonnées courantes a,, b, des courbes (a), (b) lieux des
sommets des cones, sont fonctions de u ou de v seul. 3’ étant une
déformée de = sur la base (u, ¢) et (A), (B) les lieux des som-
mets des cones circonscrits, on a, quels que soient a, b et leurs
homologues A, B,

(36) ab = AB.

Deux courbes (a), (b) constituent, d’aprés M. Gambier [93], un
mécanisme transformable, s'il existe un second couple (A), (B) en
correspondance ponctuelle biunivoque avec le premier et tel que,
(a, b), (A, B) désignant deux couples quelconques de points homo-
logues, on ait ab = AB. [(a), (b)] est un mécanisme déformable
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s'il existe «' couples (A), (B) transformables parmi lesquels figure
(@), (b)-

La théorie des réseauzx doublement coniques est intimement liée
a celle des mécanismes déformables.

30. A un couple de surfaces applicables relatif 4 une base double-
ment conique correspond donc un mécanisme (a), (&) transfor-
mable, la réciproque n’étant pas nécessairement vraie. De méme un
mécanisme déformable connu peut ne donner que des couples de
surfaces applicables, car les deux surfaces du couple peuvent dépendre
toutes les deux des paramétres de déformation du mécanisme. Une
discussion minuticuse de cette théorie a été effectuée par M. Vasscur
[130] qui a introduit en méme temps que le mécanisme (a, b) un

nouveau mécanisme (@, &) en liaison étroite avec le premier sys-

téme (a, b; a, Z) formant un mécanisme double. 1l est lrés remar-
quable de constater que la discussion relative aux mécanismes se
Jait indépendamment de la recherche de Uéquation de Moutard
et de ses intégrales quadratiques. Le seul mécanisme déformable
qui puisse donner, soit des couples de surfaces applicables, soit une
famille de o' surfaces applicables est constitu¢ par une premiére
courbe plane (a), lieu du point (a,, @,, 0) réunie i une seconde
courbe plane (b) lieu du point (b, o, bs).

Le systéme (A, B) déformé de (a, b) est défini par un couple
(A4, Ay, 0) et (By, 0, By) avec

A= ha, A2=a}(1— h?)+ a3+ 2mha,— G,
B, = % +m, Bg:b;-'(l— hi2)+b%—-zm % +C—m",

ou les constantes arbitraires 2, m, C sont trois paramétres de défor-
mation.

31. L'étude de MM. Gambier et Vasseur ayant prouvé que les
courbes lieux des sommets des cones d’un réseau doublement
conique sont nécessairement planes, ’équation tangentielle corres-
pondante de Laplace est donc de rang deux au plus ('). Le

(') Le géométre Egoroff avait signalé ce résultat par un raisonnement qui a été
repris par MM. Goursat et Vasseur.
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résultat est évident pout les réseaux cylindro-coniques ou double-
ment cylindriques, car alors le lieu des sommets est dans le plan de
'infini.

Nous avons examiré les solutions quadratiques de & (o) et & (1),
et obtenu les surfaces a réseau doublement conique déterminées
par les équations (23), (26), (26") ot V.. V, sont des polynomes
du second degré. Les lieux des somnels sont des lignes planes
situées dans des plans rectangulaires ; elles correspondent a un méca-
nisme du type indiqué plus haut. Les réseaux cvlindro-coniques
sont donnés par les surfaces de Peterson; les réseaux doublement

cylindriques par les surfaces de translation et minima [93, 127,
124, 130].

IV. — Transformations des réseaux conjugués persistants.

32. La difficulté du probléme de la détermination des réseaux
persistants, améne a rechercher des méthodes de transformation de
pareils réseaux en réseaux analogues.

Telle est la transformation de Peterson, qui ne change pas les
solutions quadratiques 6,, 0,, 6; déterminant la représentation
sphérique du réseau, et remplace 6, par une solution arbitraire
de Uéquation de Moutard (4).

Une autre transformation évidente est fournie par la déformation
des o' surfaces les unes en les autres. Cette transformation modifie
I'image sphérique du réseau : elle remplace un groupe de solutions
quadratiques (04, 05, 05) par un autre groupe (9,, 6,, 6,).

Les 6, vérifient [98, 146, 130] la méme équation (4) que les 6;.
On a en effet

u'v
(37) M=—f— o=y
Jf ne varie pas pendant la déformalion car f = — FK, F étant le coeffi-

cient ‘de I'élément lindaire de la surface support du réseau et K sa
courbure totale; quant aux U, V elles sont déterminées par les (15)
du Chapitre I qui, en vertu de (13), s’écrivent

(38) U §22| D V. (| D
2'(U_+V)—§x D"’ 2(U+"V")_;z$ﬁ°
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De 12 la formule suivante démontrant la proposition :

(39) DTL:EFK—{‘;H?‘}.

33. M. Tzitzéica [49, 38] a donné les formules qui déterminent
les variations de D, D" pendant la déformation.

Envisageons les équations (6) du Chapitre I, et soit ¢; la valeur de ¢
correspondant a la surface déformée. En retranchant ces équations

écrites pour ¢ et 7, et aprés élimination de b, b, au moyen de (38)
et [(7), Chap. 1)], on obtient

Jd th _ U l};
a8 T = 2(U+V)<t_2_—’)’
d’ou 'on déduit

et par suite
h+V , s /h—U
(40) Dh=D\/m, D, =o, D} =D \/m,

h est le parameétre de déformation.
Pour les coefficients de 1’élément linéaire sphérique on trouve

h+V h—TU
(41) er=¢€ Jre=/, =28 V'

Il en résulte que les Uy, V, sont liés aux U, V par

hU hV
(42) Uh:hTU, Vh== m.

34. Nous allons étudier maintenant une tranformation due a

&
M. Eisenhart [88, 94]. Considérons le plan Zr,xl =o0, ou les 1;
=1
sont fonctions de u, ¢ et supposons que les courbes u, v de 'enve-
loppe forment un réseau conjugué. Nous appellerons plan 7 le plan
précédent etréseau () le réseau (u, ¢). L’intersection de deux plans z,
7(u, ¢) ett (u, v), engendre une congruence que nous appellerons

congruence (r, 7). Deux réseaux t et , conjugués & une méme
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congruence G, donc harmoniques & la congruence H= (r,‘-r)
seront dits en transformation F.
On vérifie sans peine que les plans focaux

2(Mm—t)z, =0, Z(pu—m)z,=0

de H, correspondant respectivement aux développables u, ¢, vérifient
les relations

T+ at, = A(T,,+ art,), T b= p(Te+ b1,),

ot @, @, b, b sont certaines fonctions de u, v.
En exprimant l'intégrabilité du systéme précédent, et aprés multi-
plication de 7, 7 par des facteurs convenables, on obtient les équations

suivantes (Darsoux, Surfaces, t. 2, p. 245) caractérisant la transfor-
mation &F.

Jr ok Jz ot
(43) ’r)_u=7\d_u’ ="

Les équations de Laplace vérifiées par < et 7, sont

't ot ot
(44 ) =) g + 2o G T g =
P w. N R
(446) =) Guge % Mgu " Pugy =0

Il est bien connu que les foyers de H obtenus par les variations
respectives de u et de ¢, sont respectivement situés sur les tan-
gentes aux courbes v et ude (7); on vérifie d’autre part immédia-
tement que les plans vy, 7,, qui contiennent les points homologues
M, M de (<), (7), sont les plans focaux de la congruence engen-
drée par la droite MM = (74, 7,).

Une équation de Laplace arbitraire peut étre mise d’une infinité
de maniéres sous la forme (44 a).

35. (44 a)et(44Db) sont a invariants égauz si

9/ i dlogh _g( w  dlogp
d—u()\——p. dv )—dv p—A du >’
dJ < ® dlog)\)_ d( 3 dlogp.)

du\p—x oo o \%—p du

(45)
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En ajoutant les (45) on obtient

d*log)  d*logn
Jude  dudv
Si I'on pose
A=vUy, w=vVy,

on remplace (45) par

22 logv dlogv dlogv
2 __ V2 4 ot ’ ~
(U =VD Juoe ~UV' 74 il =5

Si U?, V2 sont égaux a une méme constante (que l'on peut
réduire a I'unité), v reste arbitraire. L’égalité de A, . conduisant a la
dégénérescence de (44 @). on a p=—} et les (44 @), (44 b) prennent
la forme

(46 a) < 1 dlogh ot 4 dlogh o=

—_— — =o0,

()udv+§ dv  du 2 du dv

Jz 1 dlogh dt 1 dlog) ();__0
dude 2 dv du 2 du dv

(46 5)

Les plans focaux At + ;, )t — 7 divisent alors harmoniquement les

plans tangents 7, t des réseaux. On dit que ces derniers sont en
transformation & (au lieu de & ).

Supposons que le réseau (r)soit défini par les cosinus direc-
teurs X, Y, Z de la normale au plan tangent et la distance W de ce
plan a Porigine, ces quatre quantités vérifiant I'équation a invariants
égaux

02X

dlogp dX 1 dlogp dX
(47) Sude " N n
dudv

dv W—Fz Ju dv

+fx=0.

o=

Si w est une solution quelconque de (47), le changement
(48) X=1tw
rameéne (47) a la forme (46 @) avec
(49) A=pwi.
De méme, le changement
(50) 8 =Xyp
raméne (47) a la forme de Moutard

1 0ty/p
(51) euu = Dnﬂ, N = ‘/—_P W —
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Pour le réseau transformé (7) on a les formules analogues

(52) —)—{=1w, 6=X\/o, =_p-(;’.

T

x
36. Avec M. Eisenhart [94], exigeons que la congruence (z.7)

soit normale; 'orthogonalité des plans focaux donne

(53) S(hz+1)(kx—=) =287 —St2=0,

S s’étendant a 7,. Ta, 7;. D’apres (48), (49), (52), ona

St =

>|o
1
-

I

% ’ St ==
(33) donne donc
(54) =0

Les (43) prennent maintenant la forme

(55)  0u+Bu=(0—0) 2ox(wyp), g §,— (0+7) 2lorlwye),
Ju dv

d’ou, ‘multipliant par 6, § et sommant pour i =1, 2, %,

S (0208, T7) = 2[ 507 — )] 2o ("),
(55’) Ju

9 5(02 — 20,5+ 67) = o[ 8 (87 —57)] 2oz (@),
dv 90
Or, si ¢ est 'angle des plans tangents 7, 7,0na
(56) S02=882=p, S6,0,=pcosg,

il en résulte que les seconds membres des (53') sont nuls; on peut
donc intégrer et écrire

(57) p(1+ cose)=12(V—k), o(1—cosa)=2(U + k),

ou V dépend de ¢, U de u seul et ou k est une constante. On en
déduit

J—
(58) o =U-+V;tang® = Uk

=T
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Les 6:, 6; sont quadratiques et (), (r) sont persistants; la
transformation de M. Eisenhart résulte de ces remarques.

Elle consiste essentiellement & partir d’une équation de Moutard
possédant trois solutions quadratiques connues 9,, 6., 0 et a déter-
miner une quatriéme solution R telle que pour I’équation trans-
formée au moyen de R, les solutions 6', 0, 6, correspondantaf,, 83, 5
soient elles-mémes quadratiques.

37 Soient
ds*=edur+ 2 \/eg cosawdu dv + g dv*

'élément linéaire de I'image sphérique de (z), et X, Y, Z,X,, ...,
X, ... les cosinus directeurs des arétes du triedre T dont la pre-
miére aréte est la normale de (7) et les deux autres les bissectrices
des angles des lignes u, ¢ de la sphére. On a les formules connues

. 3;: — V3 (sinwX, 4 coswXa), ‘;’)1: = V7 (— sino X, + coswX,),
% =— AX,— {esinwX, 0;_}‘()1 =BX,+ g sinwX,

(9 %=AX1‘—V:cosz, dji’ =—BX;— {/gcoswX,
A;—_z_"_u’_ %sinzw ‘“‘;_";‘/5, B=(;:3— %smzwdl;i‘/;:'

La normale de (;) a pour cosinus directeurs
" (60) X = X coso + sina(sinaX, — ¢oszX,),

ou o est donné par (58) et a est une fonction inconnue.
Portant (60) dihs (52), (05) et tenant compte de (50), on trouve

()—1=0—°3‘— isinzw‘?.l_o.gﬂ—vésin(a+w)cotg,
du  Jdu z e 2

(61)
’ da dw g . dlog /s i g
—_——= 2 gve —_ -
s dv+\/e smsz+ \/gsm(a w)tangz,
l - )1
2108% _ o1 2 /5 cos(a + ) — — L 210%e
Ju 2 1—coss  Ju
(61a)
dlogw ¢ oa‘/- 0s( 1 Jdlogoe
g~ —lang s Vg cos(a—w)— 1+ cosg  dv
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Pour (61) et (61 @) la condition d’intégrabilité est vérifiée, el w
satisfait & (47). La fonction w détermine la transformation de
M. Eisenhart. On peut observer que les (61 a) déterminent le réseau
conjugué spécial de coordonnées tangentielles X, Y, Z, w.

38. Nous reviendrons au Chapitre IV, consacré a la théorie de
Bianchi, sur la transformation d’Eisenhart. Pour terminer le chapitre
actuel, nous observerons que la déformation & réseau persistant d’'unc
surface 2, qui ne change pas I'équation de Moutard dont les quatre
solutions 6, déterminent X, ne change pas non plus la solution parti-
culiére wy/p qui détermine la transformation de M. Eisenhart, de
sorte que le réseaun persistanl spécial (X, Y, Z, w) correspond a une
série de surfaces 2 applicables [94, 103, 105, 130]. 11 suffit, pour le

voir, de remplacer dans (61), «, o, p par

_ 77 _ g V+rh — 2 4
(62) ap=q, tang-*=tang 5‘/ i) en="nh GO G+v)

et ex, g» par leurs expressions (41). On obtient ainsi

(63) wp=cwy(h—U)(h+V) (c=const.);

d’ou, en négligeant un facteur constant, wx\/pr= w \/p.

CHAPITRE I11.

CONGRUENCES CYCLIQUES.

I. — Déformation d’une congruence & développables persistantes.

39. Attachons, a chaque point M d’une surface 2, un triédre
trireclangle T formé par deux langentes et la normale. 2 est déter-
minée par les composantes d’entrainement (£,7n,%) et de rotalion
(p)q,r)deT. Associons a M unrayon r, défini par les cosinus «, 3, y
des angles qu’il fait avec les axes de T ct par les coordonnées
mobiles a, b, ¢ de 'un, A, de ses points. Si 2 se déforme en entrai-
nant les T et les rayons r associés, on dit que la congruence C
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des r se déforme. La déformation est a développables persistantes
si les développables de C se transforment en développables. Nous
examinerons ici le cas d’une déformation continue [86, 122]. Soient

(en n’écrivant que 'une des trois formules), x = a -+ ta(¢ —AF)
les coordonnées d’un point F de r. Si F est un foyer et si du : dv

détermine la developpable correspondante, les composantes du dépla-
cement infinitésimal de F

(1) dzr +tdu—+£ dv+(qdu—+q,dv)z— (rdu-+rydv)y
sont proportionnelles a «, 3, y. Nous aurons donc
(2) (ay =+ tay) du + (a2 + tas) dv + Aa =o,

ou A est un facteur de proportionnalité, et ou a,, bi, ¢i, a, Buy Yi
désignent les expressions suivanles :

-al=§+‘l‘£+qc_,.b, a»=§1+d—(f+q.c—r1b,
) du dv
(3)
da ) da
a1=J;+qy—rp, a)=d——0+q1'r—riﬁ.

L’élimination de A et ¢ entre les trois (2) donne I'équalion des
développables de C

4) lagay o) dut+ | |aiasa |+ | aszal} dude +|a>a.a]doi=o.

Si les lignes coordonnées correspondent auz développables de G
nous avons, en annulant les coefficients de du? et dv?,

%) % (pa+¢qB)[p(by—cB)+q(ca—ay)]+Lp+Mg+N=o,
\ (p,a+q.3)[p1(by—cB)+q,(ca—ay)]+L,pl+ M;g,+Ni=o,

L, M, N, L,, M,, N, ne contiennent pas p, ¢, pi, ¢ ct restent inva-
riantes pendant la déformation de 2.

Le probléme revient a trouver une solution (p, ¢, p1,¢1) contenant
une constante arbitraire, du systéme formé par les (5) et les quatre
équations fondamentales de la théorie des surfaces.

Les (5) sont linéaires en p, ¢, p1, ¢: dans trois cas :

1° a = = 0; r est normal au plan tangent P de Z;
2° y=c=o0; r est dans P;
3 a:bic::a:By;rpasse par le point M.
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40. Si r est normal & P, prenons A a lintersection de r
et P(a=f =o0,y=1, c =0). Les deux premiéres (2), indépendantes
de 1, donnent I’équation des développables

(6) (ardu+ a>de)(pdu =+ pide) + (bidu + b>de) (g du—+ g1 dv)=o.

La déformation laisse a,, a,, b,, b, invariables :

da ab
tlj=$+d—u——7'b, bl=7] +(712+ra,

0\ db
0,=E1+;%—I'1b, bg='f]1+d—v+r1a.

Introduisons le lemme suivant :

Lemue 1. — Si les rotations p, q, p1 1 d’une surface non déve-
loppable satisfont & une équation de la forme

(7) Ap+Bg—+Api+Bigi=o,
le réseau suivant est conjugué :
(8) (A1t +Bim)dur+ (A8 +Bin—AE—B7)dudv—(Af+ By)82=o0.

Si en effet, dans les conditions exprimant que les directions (du,

N . , dy 3¢ _dv 3¢
dv), (Su, dv) sont conjuguées, on remplace -~ + 5 et - = par la

somme et le produit des racines de (8), on obtient (7) multipliée
par le facteur non nul £n; — &, 7.
Si I'on applique le lemme I & (6), (8) se décompose en

( | (Edu+Eide)(ardu + asde) + (0 du + 01 de) (b1 du + b,dv) =o,
9) | dude — dude = o,

ou du : dv correspond aux directions conjuguées définies par le lemme,
et du : dv aux développables de I'une ou de I'autre famille de la con-
gruence C. Chaque famille de développables persistantes donne
un réseau persistant sur X, et pour que C soit & développables
persistantes, il faut que les deux réseauz coincident. En exprimant
qu’il en est ainsi, on voit que les développables de C correspondent
aux lignes de I'unique réseau persistant, et, ce réseau étanl pris pour
réseau coordonné, les quantités a, b définissant le rayon 7 de C sont
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déterminées par les équations
(10) Eag+nba=o, Eyas+ n1 by = o.

Les C du type actuel sont cycliques; ces congruences jouent,
comme nous le verrons, un réle important dans notre théorie.

M. Silune des familles de développables de C vérifie les deux
équations

(11) aidu+a>dv = o, bidu + by dv = o,

le raisonnement qui précéde cesse de s’appliquer, car pour cette
famille la premiére équation (g) disparait identiquement, et par suite
aussi I'équation (8) qui doit déterminer le réseau. L’autre famille de
développables de C détermine un réseau conjugué persistant que nous
pouvons prendre pour réseau de coordonnées; supposons que les
courbes du == o soient obtennes par la seconde équation (g) (de sorte
que du = o représente la famille de développables de C & adjoindre
a la famille déja indiquée). La premiére équation (9) est donc satis-
faite par v —o et du = o. Cela donne

(12) Ear+mb,=o0
et puisque, en vertu de (11), ona a, : b,=a,: by, on a aussi
(12 @) tai+mnbi=o,
(12) et (12 @) déterminent les coordonnées a, b du rayon r.
D’aprés (11), la premiére (2) donne ¢ = o; le premier foyer der

est constamment dans P; nous appellerons C' les congruences
actuelles.

42. Sirest dans P(y=rc =0), les expressions (3) de a., b, a,
B, ne contiennent pas p, ¢, p1, ¢ ; les deux premiéres (2) sont indé-
pendantes de ces rotations, et aussi par suite la solution (¢, 1); les
foyers sont donc fixes sur r pendant la déformation [30]. La troi-
siéme (2) s’écrit :

(13)  p(b+t3)du—g(a+taydu—+ pi(b~+13)dv—qi(a+ta)dv =0,
et le lemme I met en évidence le réseau conjugué

(14) [(B++t3)(Edu+E1dv) — (@ + ta) (ndu +n1d0)](dude —dvdu)=o0
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ou du : dv correspond au réseau et du : dv aux développables de la
congruence, chaque famille de développables donnant un réseau.

Le premier facteur de (14) n’est identiquement nul que si
a+ta=b-4(pf =0, c'est-a-dire @ = b =1t = o; r contient alors M,
et la congruence est 'une des congruences des tangentes aux lignes
da réseau.

Ce cas écarté, les deux réseaux conjugués coincident, et les courbes
del'unique réseau correspondent aux développables de la congruence.
Avec ce réseau pour réseau coordonné, on a

(15) (b+63)t —(a+tia)n =o,
{ (b+ 6 0)5 —(a—+ tya)n =0,

qui déterminent r dans P; nous appellerons C' ces congruences. Les

rayons homologues de C', C" sont conjugués par rapport a la

sphere centrée en M, admettant le rayon de C' pour corde de

contact avec son enveloppe.

43. Si r contient M, on prend @ = b= c =o0; un choix conve-
nable de T réduit 8 a zéro, et les (5) sont linéaires (non homogénes)
en p, ¢, pi+ q1- La surface X est assujettie & une déformation plus
générale (4 réseau cinématiquement conjugué persistant), que
nous étudierons au Chapitre VI. Nous nous bornerons ici a
signaler le lemme :

Lemume . — 87 les rotations p, q, p1, q1 de deux surfaces appli-
cables non développables satisfont & une méme équation

(16) Ap+Bg+Aip1+Big1=C,

o A, ..., C ne dépendent que de l’élément linéaire commun, les
lignes (8) sont cinématiquement conjuguées sur les deux surfaces.

Ce lemme se vérifie en écrivant (16) sous la forme
(16)  A(p—p)+Blg—¢)+M(p—pP)+Bi(q1—4g)) =0,

ou les lettres accentuées se rapportent a la deuxiéme surface ¥/, et en
appliquant les raisonnements du lemme I.

L’application du lemme II associe aux deux familles de dévelop-
pables de la congruence, deuz réseaux cinématiquement conju-
gués, qui coincident si Yt + nny= o0, c’est-a-dire si le diedre
d’aréte r, dont les faces contiennent les tangentes aux lignes du
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réseau est droit; X se déforme alors avec un réseau cinématique-
ment conjugué persistant, dont les lignes correspondent aux
développables de C . Le réseau est conjugué au sens de Dupin
st 2 est de Peterson [95].

4k. Siles (5) sont du second degré en p, q, pi, g1, mais décom-
posables chacune en deux facteurs, ces facteurs sont évidemment
de la forme

pa+gqB+1l, p(by—cB)+q(ca—ay)+m,
pre+qiB+b, pi(by—cB)-+qi(ca—ay)+m,

ou I, m, l;, m, sont des fonctions ne contenant pas p, ¢, pi, ¢1- La
discussion conduit : 1° @ la déformation des surfaces réglées a
génératrices persistantes, le rayon r étant orthogonal a la
génératrice correspondante ou la coupant; 2° a la déformation &
réseau cinématiquement conjugué persistant (correspondant aux
développables de la congruence), r étant orthogonal a l'une
des tangentes du réseau et coupant U'autre.

Si la premiére (5) est irréductible, on a (D, D', D"= coefficients
de Gauss)

(17) PD’+ QDD’'+ RD”+ SD + TD'+ N =o,
(17a) PD” + QD'D"+ RD"™?+ 8§, D'+ T D"+ N, = o,

(17) étant irréductible dans le domaine des fonctions rationnelles de
D, D'. En éliminant D" au moyen de I’équation de Gauss, on obtient
une seconde équation entre D, D'. Si les deux équations déterminent
D et D' (D£0), 'équation de Gauss donne D" et la surface est indé-
formable; si D= o on obtient la déformation d’une surface gauche a
génératrices persistantes.

Si les deux équations ne déterminent pas D, D', le premier
membre de la seconde est divisible par celui de (17); la discussion
montre que (17) devient réductible en introduisant D, D', D", et con-
duit a la déformation a réseau cinématiquement conjugué persistant

signalée au 2° [ 86, 122].

II. — Systémes cycliques de Ribaucour. Congruences des axes.

48. Ribaucour a montré que s'il existe plus de deuz surfaces
normales aux cercles d’une congruence, il en existe une infinité.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N® 96. 4
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Les cercles de la congruence constituent alors un systéme
cyclique, et la congruence des axes est dite cyclique[23, 33].

Une congruence rectiligne n’est généralement pas cyclique;
lorsqu’elle Iest, elle 'est en général d’une seule fagon (il existe un scul
systéme, systéme cyclique admettant la congruence pour congruence
des axes). Si une congruence est cylique de plus de deux facons, elle
l'est d'une infinité de fagons. Les congruences x fois cycliques sont
lides aux réseaux conjugués persistants : la représentation sphé-
rique des développables d’une telle congruence est celle d'un
réseau conjugué persistant (congruence G du paragraphe I).

Soit C une congruence arbitraire rapportée a ses développables;
2 lenveloppe du plan perpendiculaire au rayon générateur r en un
point A qui sera fixé ultérieurement. Attachons un triedre T a
chaque point M de 2 et conservons les notalions du paragraphe I.
On a a=p=o0, y=1, et les deux premiéres (2) donnent

(18) a1+tig=o, bi—tip=o, as+ta g1 =0, bo— ta p1=0,
out, =AF,, t,= AF, sont les abscisses des foyers F,, F..

Si C est donnée, les rotations p, ¢, r de 2 sont connues, et les (18)
déterminent £, v ainsi que la distance focale ¢, — ¢, de C.

Supposons que chaque r soit 'axe d’un cercle K de rayon R ceniré
en A; les coordonnées, relatives a T, d’un point P de K sont

(19) r=a~+Rcos¥, y=>b+RsinI, z=c

S étant angle de AP avec I'axe # de T. En exprimant que P décrit
une surface orthogonale aux cercles de G, on obtient I'équation aux
différentielles totales

(20) d3 + [i—;-(q sin3+pc053)+r] du
+ [% (g15inT + p1cosT) + r,] dv =o.
La condition d’intégrabilité est de la forme
(21) McosJ + NsinS +P =o.

Chaque solution & de (20), (21) donne une surface (P); s'il

existe trois surfaces (P), (21) est vérifiée identiquement, (20) est
completement intégrable, S est déterminé avec une constante
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arbitraire; il existe o' surfaces (P), K engendre un systéme
cyclique. Les équations déterminant un systéme cyclique s’obtiennent
en annulant M, N, P :

[2 t t 12
(20 a) (ﬁ)vq— (ﬁ’)uqn+ R (go+Pr)— F (qu+pir)=o,

[2 12 [2 12
(22b) <E')vp— (ﬁ)"})1+ﬁ(}’u— qu)—'é'(Plu—QU‘):O;

(22¢) tita+ R>=o.
(22 ¢) montre que P est sur la sphére de diamétre F, F,.

Si B est le point moyen de r, et si I'on pose ABP=7n—oc, on a

(23) fi=Rcot >y  ty=—Rtang °-
2 2
C étant donnée, ¢, — ¢, est connue, et les (23) donnent R.

46. Si l'on porte les expressions (23) dans (22a) (220), R s’éli-
mine, et 'on voit que ¢ ne dépend que des rotations p, q, ..., c’est-
a-dire de la représentation sphérique de C. On a

dcosc
4) =
(24) o 2(cosa+1)§

12" dcosa
7

12}
N oo =2(cosc—l){ . % ’

ou les { %’ se rapportent a I’élémenl linéaire sphérique. Chaque

solution o de (24) donne un systéme cyclique dont C est la con-
gruence des azes. La condition d’intégrabilité de (24) est

d (12)"  d (12) Jd (12) 2 (12} 12) (12
(25) [55?2}—5 Ié]cosc+(7;;{1§+¢—)‘—)12§--4§1‘{2
S’il eziste deux systémes cycliques attachés a G, (25) est iden-

tiquement vérifice, (24) est complétement intégrable et G. est
o' fois cycliqgue. Cela a licu si 'on a

9 f12) 9 12%’_0 12)" {12)
du i T 2T Luf 1]’

c’est-a-dire si les équations de Cosserat [(14), Chap. I]sont vérifi¢es.
La représentation sphérique des développables d’une. con-
gruence ' fois cyclique est donc celle d’un réseau persistant {33}

,
= 0.
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En éliminant ¢,, ¢, entrc les équations (18), on oblient
(26) pai+ qby =o, P1as+ qi1bs=o0;

les relations pn,— qZy=p\n— q:E=o0 caractérisant une surface
rapportée 4 un réseau conjugué, les (26) coincident avec les (10),
et la congruence C du paragraphe 1 est la congruence ' fois

cyclique la plus générale [86, 122].

47. Une congruence cyclique G étant donnée, 2 est déterminée
par les équations (18) qui s’écrivent

a )
E—I—d—Z-i—q(c+tl)—rb=o, Ei+’d—§+q1(c+t,)—rlb=0,
(27)
b
n_._{)_u_P(cq_t,)q—ra:o, m+%—pl(c+t,)+r1a=o.

E, 0, £1, M4, lirées de (27) et portées dans les équations fondamen-
tales de la théorie des surfaces, donnent, eu égard a (23), (24),

(28) cu— Ry tailg-: =aq—bp, ¢, + R, cot g =aq,—bpy;

d’ou, par élimination de R,

(29) dc  de 12}" 2(_: 121’ ( + _ —gt
9 dudv dul 1§ I 2)+CPP1 991 )=pPm—q%-

Or, 2 est rapportée & un réseau conjugué; le second membre de
(29) est nul, et (29) détermine ¢, c’est-a-dire le plan enveloppant 2.

Les coordonnées a, b sont déterminées par (28). Inversement,
si c=0, on a pn,— gty = o; les développables de la congruence
des azxes d’un systéme cyclique correspondent donc, sur lenve-
loppe des plans des cercles, & un réseau conjugué (Darboux).

Nous n’avons pas utilisé (25); les résullats de ce numéro s’appli-
quent donc a tout systéme cyclique. S¢ la congruence des axes
est o' fois cyclique, les plans des cerles associés enveloppent un
réseau conjugué persistant; E. Cosserat [33] a montré que les
points caractéristiques des plans des cercles correspondant & un
méme rayon de la congruence cyclique sont alignés, la droite qui
les contient engendrant une congruence dont les développables
correspondent au réseau (u, v); I'équation (29) coincide avec
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I'équation tangentielle relative au réseau (u, ¢) de 2; pour chaque
solution ¢ de cette équation le systéme (27), (28), (24) est compleé-

tement intégrable et détermine a, b, R, ¢ avec qualre constantes arbi-
traires.

48. — Pour une congruence «' fois cyclique, les cercles relatifs a
un méme rayon 7 de la congruence sont sur une sphére admettant
pour diamétre le segment focal. Quand 2 se déforme a réseau (u, v)
persislant, les foyers se déplacent et la sphére varie. D’aprés (41),
(Chap. II) et (27), les distances ¢, ¢, (pour c =o0) des foyers au
plan tangent varient pendant la déformation, mais leur produit reste
invariable. Le rayon R du cercle situé dans le plan tangent de %
ne varie donc pas (Ribaucour).

Ce dernier cercle est sur la sphére de rayon nul de centre
Q (a, b,iR). Si ay=b, =¢, =as= by=cs=o0, ou les lettres
barrées désignent les expressions (3) avec ¢=iR, Q est fixe
quand u, ¢ varient et tous les cercles du systéme sont sur une méme
sphére de rayon nul. D’aprés (27) (ou ¢ = o), les a,, by, ¢, pour une
déformée X, sont

a=iR(q;,+iqcot:), bl=—iR(p,,+ipcot§):
- . g . ¢
c.=b(ph+tpcot§>—u(q;,—v—tqcol;),

et les analogues a,, by, c,. En portant dans ces expressions, ¢ lirée
de (58), (Chap. IT) et py, gx tirées de (41), (Chap. IT), on voit que tous
les a,, b,, ¢; s’annulent pour h =— k. Il en résulte que Uenveloppe 2
des plans des cercles d’un systéme associé & une congruence
' fois cyclique, peut étre déformée & réseau persistant en 3, de
Jagon que le systeme déformé soit composé des sections d'une
sphére de rayon nul par les plans tangents de 2, (Biancwi,
Lezioni, t. 2, p. 250). Les axes des cercles passent alors par un
point fize Q. De la la construction suivante des congruences
cycliques attachées a un réseau conjugué persistant : on prend un
transformé de Peterson du réseau, on déforme & réseau persis-
tant sa surface support et U'on abaisse, d’un point arbitraire de
Uespace, les perpendiculaires aux plans tangents & la déformée.
Si la surface revient & sa forme initiale, en entrainant les droites
précédentes, on obtient la congruence cyclique la plus générale
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admettant pour image sphérique de ses développables U'image
du réseau considéré.

49. D’apreés (24), o est constant si{ 112 }’ = : l: €, = 0 el vice versa;
les plans des cercles des systemes cycliques attachés aux réseaux
de Voss partagent donc les distances focales des axes en rapport
constant.

Pour qu’une congruence cyclique soit normale, il faut et il
suffit que le réseau correspondant soit de courbure. SiR = const.,
etsi 2 est!’enveloppe des plans des cercles, les (28) donnent a =b=o;
les axes sont les normales de 2, et ¢y, ¢, les rayons de courbure prin-
cipaux de Z; (22¢) montre que ¢,¢, est une constante négative;
2 est pseudosphérique, de méme d’ailleurs que les surfaces normales
aux cercles (Ribaucour).

III. — Transformation de Ribaucour.
Surfaces dont les lignes de courbure se correspondent
avec intersection des tangentes homologues.

50. On vérifie sans peine les propriétés suivantes des systémes
cycliques (Ribaucour) :

Dans la correspondance établie par les cercles du systéme sur
les o' surfaces (%) orthogonales auz cercles, les lignes de cour-
bure se correspondent et correspondent aux développables de la
congruence des axes; les tangentes aux lignes de courbures
homologues en des points homologues concourent en l'un ou
Uautre des deux foyers de U'axe correspondant; les normales
a deux surfaces (%), (£-) en deux points homologues, tangentes
a un méme cercle, concourent en un point G et 'on a GP, = GP,:
(%1) et (£,) sont les deux nappes de Uenveloppe de la spheére a
deux paramétres de centre G et de rayon GP,.

Les deux nappes de I'enveloppe d’une congruence de sphéres sont
dites en transformation de Ribaucour si les lignes de courbures
se correspondent; toutes les surfaces orthogonales auzx cercles
d’un systeme cyclique sont donc transformées de Ribaucour de
Uune d’clles. On démontre d’ailleurs aisément que, si deux surfaces
sont en transformation de Ribaucour, les tangentes aux lignes,
de courbure homologues se coupent (Biancnr, Lezjoni, L. 2, p. 168).
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31. Etudions, d’une maniére générale, les couples de surfaces
dont les lignes de courbure se correspondent avec intersection des
tangentes homologues [138]. Soient (P), (Q) deux surfaces d’un
tel couple rapportées a leurs lignes de courbure, F,, F, les inter-
sections des langentes homologues, T le triedre formé par les
tangentes aux lignes de courbure et la normale de (P), e, €., ©
les vecteurs unitaires des aréles de T. Supposons Q fixé par
rapport 4 T par la distance t="Pede P a (F,, F,), I'angle § des

=~ PO
plans tangents de (P), (Q) etles angles « = F,Pe, 9 = QF,F;; (Q)
est uniquement assujettie aux conditions : 1° les lignes u, ¢ sont

— ——>
de courbure; 2° leurs tangentes sont les droites ¢, = QF,, ¢, =QF,.
1° se traduil par

s»-d%[sisg] =o, :y(%[;,c,] =o,
soit en développant les dérivées du produit vectoriel [ e, €]
(30) (elsq %):o, (c,t, (;—5;) =o0;
2° se traduit par les équations
(31) t«.%:o, c1=%%=o,(3%clcg) =o, (Z—?h'g)-—‘o-

Portant les expressions de Q, ¢, ¢, dans (30), (31) on trouve :

(32a) cotq(gﬁ+r>+ i dﬂ+qcoszsm9-—smacosﬂcos:)_o

du sinf Jdu sin$sing -
(325) —tang9(§?)+ ri) +;;xl_§ 3_5—1" sinacoszi:;::::osﬂsinq —o,
(32¢) d—l‘—;’uit+§tcosa=cota(£+r),
(32 d) ‘ﬂg‘;g—t+n—;sina=—tanga(§-z+r1),
(32¢) tango %’ = tanga gg, cots :—;;: = cota%%-

L’élimination de $ dans (32 a, b) ou de ¢ dans (32 ¢, d) donne

Jd Jx ‘a do.
(321) %[cow(ﬁ l--|-‘r->]+ E[langf(d—v*_“)] = o,
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et celle de ¢ dans (32¢) @
(33) [tangacoty —cotatangy] [;;% <cota gg—) +d%(tanga 3—:->]=o.

En annulant le premier facteur (33) on trouve ¢ = =+ a;
les (32 e) sont alors vérifiées; quelle que soit (P), (32 f) donne «;
avec deux fonctions arbitraires d’'un argument, et, pour chaque «, le
systéme (32 a, b, ¢, d) est complétement intégrable et détermine (3, ¢
avec deux constantes; les normales de (P), (Q) se coupent et (Q)
est transformée de Ribaucour de (P).

Si ¢ 7 a, le second facteur de (33) montre que

(34) tange = g

el (32f) impose a (P) la condition

J(V (U
(35) (—)—‘;(-Ur) +§E(‘—1r1/—- .

Moyennant (34), (35), le systéme (32 a, ..., e) est complétement
intégrable et donne o, (3, ¢ avec trois constantes arbitraires.

52. Fixons la solution «, @, ¢; lorsque la constante d’intégration
de ¢ varie, la figure PF,F,Q subit une homothétie et Q décrit
une droite; les tangentes aux lignes de courbure des différentes
surfaces (Q) sont paralléles, et toutes ces surfaces sont transfor-
mées de Combescure de Uune d’elles.

Silon fixe la solution ¢, «, ¢, les (32 @, b) déterminent B avec une
constante dont la variation fait tourner le triangle F,QF, autour
de F\Fy; Q décrit un cercle d’aze F,F, engendrant, lorsque u, v
varient, un systéme cyclique normal aux (Q).

Si ¢ =, F;QF, sont congruents et (P) fait partie des (Q). Quelle
que soit (P), (32 f) délermine « et donne co? sysiémes cycliques;
chaque (Q) est transformée de Ribaucour de (P).

Pour les surfaces (35) on a d’autres solutions. Fixons « et ¢,
les (32 ¢) donnent ¢ avec une constante, puis les (32 a, ) donnent §
avec une autre constante. Si la constante de 8 varie, Q décrit un

N
cercle d’axe F,F, qui varie avec la constante de ¢. F,9F, ¢tant
droit, tous les cercles sont sur la sphére de diamétre F,F,. Ces
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cercles engendrent ' systemes cycliques'dont (F\F,) est la con-
gruence des azxes. On constate que o — § —E du paragraphe 11.

53. Pour une surface (P) de la classe (35), a est déterminé
par (32 f) et

, dJd
(35") %(cotar)+')7(tan,,ar,)=o.

Avec une fonclion auxiliaire v, ( 35') s’écrit

da dlogr . Y do  dlogr . <
36) — = — X g% _ g 1 .
(36) Ju gy Sinacosa 4+ p cot a, 9% 5, Sinacosa—+ - tanga;

en porlant ces expressions dans (32 f) on obtient

A dlogr odlogry . , d?log r R
) \Jﬁ_ —aYF [ T sin x]—-————dudu rcosta,
/
N _ 2, _[dlogri  2dlogr dlogry .
? u= FrTT Jo Ty costa| 4+ ——s = rysin’a,

dont la condition d’intégrabilité est de la forme
(38) My + Ncos® & + Psin’a =o.

La discussion de (36). (37), (38) montre qu’une surface (35)
ne peut admettre trois familles de o' systemes cycliques, que si
M=N=P=o0; a la surface sont alors liées »* congruences
cycliques portant chacune ' systéemes cycliques.

La surface est déterminée par les équations
J° lox - — dlogr dlogr dlog rry
Judv 8 o A Judv: ~ dudv Jv

PBlogry dlogry dlogrry
Judv ~  dJudv du

(39)

Les (39) donnent, u et ¢ étant convenablement choisis,

— g YUY -
(40) ry=1r —I\Ui—vt (K = const.).
Avec celte expression de ry =r, les équations de la théorie des

surfaces donnent pour Uj, V, certaines équations différentielles.
Ainsi, si K=1o0n a U=¢,U24¢3U—+¢; (¢, =const.) et V est
arbitraire.
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84. Si r=o0,(35) donne ry =U,V,; les équations de la théorie
des surfaces fournissent deux solutions :

1° r=ry=¢q, =0, py=1; (P) est un cylindre; I’éléinent linéaire
de la représentation sphérique de la congruence cyclique

w_( UV N, uUvuv VU \? V2
(4[) ds —-(m,) du +2mdudv+[(Uz+vz) +U_’+V2]d02

dépend de deux fonctions arbitraires U, V.

2° r=o,r,=sinu. g =1. p, =cos u; (P) est de révolution ou
transformée de Peterson d’une telle surface. La congruence cyclique
esl déterminée par 1’élément linéaire de I'image sphérique

, V(1 + Ve VV'sinucos u
(.5,2) ds” = #du“—z —,——,;—‘,dudv
(sin>a@ + V2)2 (sinu + V")
V7 sin’u - Visin’u sin’ u cos” «

- + 2 = — = +sinu } do’.
(sin’w+ V') sinu—+ V' sinzu+V’

Les normales de (P), (Q) sont perpendiculaires si
. 1, .Y3 .
tang’c = (-—;—_I— z‘/—z-> tang’a.

Les cercles des o' systemes cycliques liés a la congruence
cycligue sont de rayon constant (variable d’un systéme a
Uautre) si

q =siny, P1=cos ¥, tanga = U,
3 c—1yVU +1 —
(43) t,angz:Vc u/EJ “+1 o e 1
U + /cU° 2

tang

U” =¢e(U2+1)?—Ut—1;

N

(P) est alors une surface pseudosphérique particuliere [135, 149].

CHAPITRE 1V.

SURFACES DE BIANCHI.
I. — Congruences W telles que les courbures des nappes focales
aux points correspondants soient égales.
38. Trois solutions 8,, 62, 6, d’'une équation de Moutard

20
(1) —'Z =JNe

déterminent (Lelieuvre) une surface S rapportée a ses asympto-
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tiques u, v, dont la courbure totale est

(2) K=_E:?’ p = 03 -+ 03 + 63,

Si R est solution de (1), la transformation de Moutard,

JlogR

dlogR
Ju

dv

J . . J ©
(3) - (Bi+8,)=(8,—8,) 5 (8 —8)=—(8+0))

associe a 6; les solutions §' de I’équation transformée

020’ Vo . dJ° 1
(4) gude = Jn_Rdudv(E)’
et a S une surface S' déterminée par 6;; on peut placer S' de fagon
que S. §' soient nappes focales d’une congruence W.
Si R,, R, transforment 6, en 9, 6/, R, transformée de R, a I'aide
de R, et R) transformée de R, a I'aide de R, vérifient

I dR JR- I . dR, IR,
(%) ikl i A T TR
(6) A= R,R}, = R:R.

Il existe une solution 3, transformée de Moutard de 6, a l'aide
de R, ou de 6] a I'aide de R, déterminée par

R,R>,, ,
(7) %, — 0, = SL (0] —6).

S* correspondant a S,, convenablement placée, est la deuxiéme
nappe focale de deux congruences W dontles premiéres nappes
sont S', S. Le quadrilatére gauche formé par quatre points homo-
logues M, M/, N, M" de S, S/, S, S* engendre quatre congruences W
de nappes focales S, S/, 8", $*. (5) déterminant A avec une constante
arbitraire, il existe o' surfaces S* & points homologues alignés

sur MN (Biancar, t. 2, Chap. XVII).

86. Examinons [ 18] les congruences W (de Bianchi) dont les
courbures des nappes focales aux poinis homologues sont égales.

Si (MM') est une congruence de Bianchi, les (2) donnent

(8) 202=p, 20;2=p, 26,0, =pcosg,
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ot o est angle des plans focaux. En multipliant les (3) par 8;, puis
par 0, (i =1, 2, 3) el ajoutant, on obtient

dcoss _ dlogp dcoso dlogp
(9) e — (1+coso) T—(l-—cosc)
dont la condition d’intégrabilité, —-- d d = 0, donne
(10) p=U+V.
La courbure de S, S’ est de la forme
1
(1) K==t

Les surfaces de la classe (11) sont dites de Bianchi; I'image sphé-
rique de leurs asymptotiques est celle d’un réseau persistant. Si une
surface (11) est donnée, on déduit des (9)

(12) tang ~ = ‘/ Ei,’; (k = const).

Avec le triedre T du n°® 37 (Chap. II), les coordonnées z, y, %
de M sont définies par le systéme

q

(13) 3% =p /e (cosw X;—sinwXs), %'-: =—p Vg (cosw X, + sinw X»);

or la distance des points limites d’'une W est l'inverse de la racine
quatriéme du produit des courbures des nappes focales (Ribaucour);
on a donc

(13") MM’ = psing,

et le point M'(2', 5/, 5') de S' est déterminé par les formules

(14) z' = x + ¢ sine(X;cosa + Xasina),

ou « est 'angle de MM’ avec le premier axe de T. Les cosinus

directeurs X', Y/, 7' de la normale de S’ sont déterminés par les (60)
du Chapitre II. En portant dans le systéme

=X Zﬁ_o, EX’Q;-_O,

on obtient le systéme (61) du Chapitre II, qui est complétement inté-
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grable et donne a« avec une constante. On vérifie aisément que la
congruence obtenue est de Bianchi. Chaque surface de Bianchi est
nappe focale de * congruences de Bianchi [18].

37. Les congruences de Bianchi possedent des propriétés carac-
téristiqgues remarquables.

1° Dans la représentation sphérique, les asymptotiques des
nappes focales ont pour image un systeme orthogonal.

Il suffit pourle voir, de vérifier a 'aide des (59), (61) du Chapitre I,
que les cosinus direcleurs du rayon X = X, cosa + X,sina, satisfont

. . X JX .
a la relation Z% %}—: = o (Biancur, t. 2, p. 85).

2° Les surfaces principales interceptent des réseaux conjugués
sur les nappes focales.

Rapportons une congruence C (non normale) & ses développables;
soient 2p la distance focale et

ds*=edut+ 2 yeg cosw du do + g dv’

Pélément linéaire de la représentation sphérique. Deux direc-
tions (du :dv), (du:dv) sont conjuguées sur une nappe focale
(Brancar, t. 1, p. 488) si

(15) \/E sinw l%i— —+ glji p] du ou

do g |12)
—ovz | Z £ i =
pyg[()v+\/egztsmm]dvav o.

Les surfaces principales de C sont déterminées par

oy, Ves v o
(16) edu +2coswdudv+gdv =o0;

en portant dans (15) du du : dvdv = g : e, on oblient

(17) Ki=— s

ou K, est la courbure totale de la premiére nappe focale; (17) montre,
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qu’au signe prés, K, est U'inverse du carré de la distance des points
limites.

Si les surfaces principales interceptent aussi sur la deuxiéme
nappe un réseau conjugué, deux réseaur conjugués (donc les
asymptotiques) se correspondent sur les deux rappes et la con-
gruence est W ; en outre K, et K, ont la méme valeur (17) et la
congruence est de Bianchi [9T].

3° Les nappes focales d’une congruence de Bianchi (non pseu-
dosphérique) se touchent le long de deux asymptotiques com-
munes.

D’apreés (10), (12), (13') on a
(18) MM’ = 2 /(U + k) (V — k),

et les points correspondants de deux courbes homologues

(U + &)Y(V—k) = const.

sont a distances constante. Les asymptotiques U + k =0, V—k =0
des deux nappes focales sont confondues et, en vertu de (12), les
plans tangents a S, ' le long de ces courbes coincident [146].

4° Imaginons, dans chaque plan tangent d’une surface (M), un
cercle, centré au point M, dont les points sont les centres de o' facettes
dont les plans passent par M et font I'angle o avec le plan tangent. Si
les plans des «° facettes enveloppent ' surfaces, (M) est une
surface de Bianchi et les surfaces enveloppées en sont des trans-
formées de Bianchi [84].

58. Le théoréme de permutabilité des transformations asympto-
tiques (par congruences W), appliqué aux surfaces de Bianchi,
donne le résultat suivant : Parmi les o' surfaces S* déduites des
transformées S', S" de S, il en existe une et une seule corres-
pondant & S avec égalité des courbures totales aux points homo-
logues.

On déduit de (7)
Ri R,

(19) 2%} =362+2=% (zee"—zoe')-.-RR*z(e"’ 07220, 67);
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etl'on a ici
I =202=302=30]2=p, 20,0, =pcosc,
28,07 = pcose”. =0} 87 = p[coss coss”+ sina’sins"cos (' — a”) ),
la derniére formule s'obtenant en tenant compte des (60) du
Chapitre II.
En portant les expressions précédentes dans (19), on trouve

€086’ cose” — I + sina’sin¢”cos(a' — ")

(20) A =RiR. 0 ;
c086” — 0S¢’

et cette expression vérifie les (5) (Biancui, Lezioni, 1. 2, p. 81).

59. La transformation de Bianchi des surfaces S correspond a
la transformation de M. Eisenhart des réseaux conjugués per-
sistants. Le théoréme de permutabilité s’étend, comme I'a montré
M. Eisenhart a cette derniére transformation [94]. 11 suffit, pour le
voir, de remarquer que les formules de la transformation de Bianchi
et, en particulier, la formule (20), s'appliquent aux quatriémes solu-
tions 6, 0, 6 qui, avec les trois premiéres, déterminent tangentiel-
lement les surfaces X, X', X", 2*,

Deux surfaces contigués du quadruple déterminent, par Uinter-
section de leurs plans tangents homologues, une congruence nor-
male dont les développables correspondent au réseau conjugué
persistant.

La configuration du théoréme de permutabilité de M. Eisenhart
contient quatre congruences normales dont les développables se
correspondent; les réseaux conjugués persistants sont enveloppés
par les plans des rayons homologues de deux congruences contigués.

L'équalion (7) est vérifiée par les coordonnées tangentielles de X,
3, 3" 25 il en résulte que les quatre plans tangents passent par
un méme point et que, par suite, il en est de méme des quatre
rayons homologues des congruences normales signalées plus haut
dans la configuration.

60. Le théoréme de permutabilité détermine en termes finis la
surface S* (obtenue par double application de la transformation de
Bianchi) dés que les surfaces §', S” (iransformées de Bianchi du
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premier ordre) sont connues. Il en résulte que, si toutes les trans-
Sformées du premier ordre sont connues, les applications ulté-
rieures de la méthode de Bianchi n’exigent aucune quadrature.

M. Masloff [112] a fait une application élégante de cette propo-
sition, en prenant une droite comme surface initiale de Bianchi.

M. Masloff a aussi étudié le théoréme de permulabililé dans le cas
limile ou les constantes &', k" sont égales, et cetle élude I’a conduil a
une transformation nouvelle [146].

II. — Surface associée.

61. Dans la déformation a réseau conjugué persistant d’une
surface 3, est incluse une déformation infiniment petite. La surface S
associée & X dans cette déformation correspond & 2 par parallé-
lisme des normales et, dans cette correspondance, les asympto-
tiques de S correspondent au réseau persistant de 2 : S est par
suite une surface de Bianchi.

Aux trois sortes de réseaux persistants correspondent trois classes
de surfaces de Bianchi. S¢ le réseau contient deux familles de géo-
désiques, les fonctions U, V sont constantes, et la surface associée
(Bo) est pseudosphérique.

Si le réseau contient une famille de géodésiques, 'une des fone-
tions, V par exemple, est une constante que ’on peut annuler.

La surface associée (B,) est caractérisée par le fait que sa
courbure le long des asymptotiques v est constante. Il en résulte
(théoreme d’Enneper) que les v sont des courbes a torsion cons-

tante. En coordonnées curvilignes quelconques (u, ¢), B, est caracté-
risée par I'équalion

IK\* 0K 0K, /0K\*
(2]) D(x) —2me+D(%) =0,

ot K est la courbure de B, et D, D', D" les coefficients de sa
deuxiéme forme quadratique. On peut voir a ce sujet Brancar,
Lezioni, t. 2, p. 29, et aussi [19, 87, 144, 148].

Les surfaces de Bianchi (B,) de la troisiéme classe corres-
pondent & des fonctions U, V contenant effectivement u, v. En
coordonnées asymptoliques. une B, est caractérisée par 'équation (11)
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qui peut s’écrire

7 I
(22) m (\/T-_K') = 0.
Lesfonctions 8, &', ¢” définies par les (25) du Chapitre Isonticio=o,
8 =y=K, &"=o0; les équations de Codazzi donnent

3!2%___1010{;\/—1( 12) dlogy—K
1y 2 do ’ 2§ Ju ’

I

2

et (22) peut se mettre sous la forme
’ 1
2 =
(22) l.=o

ou les indices désignent une dérivation covariante.

Si nous remarquons maintenant avec M. Buchguence [144, 143]
que (22') n’est qu’un cas particulier (correspondant aux coordonnées
asymptotiques) de I’équalion générale

(23) D (%)“—2D’(%>p+ D’(%)“=o,

qui signifie que les deux familles de courbes définies sur B, par
I'équation

, i 1 1
(24) (K)“du2+2(K)ndudv+(K)Hdpz=o

sont conjuguées, nous voyons que celte derniére propriélé géomé-
trique des courbes (24) caractérise les B, en coordonnées curvi-
lignes u, v arbitraires.

Sil'on a égard a I'image sphérique de B,, (22) devient (logK),, = o,
la dérivation covariante se rapportant a I’élément linéaire de la repré-
sentation sphérique. On déduit de 1a la propriété caractéristique
suivante des B, : les lignes déterminées sur ces surfaces par l'équa-
tion
(25) (logK)), du’+ 2(logK), o du dv + (logK)p,det=0

forment un réseau conjugué nouveau.
La propriété caractéristique précédente montre que, si une
surface B, est susceotible d’une déformation la laissant dans

Py

sa classe, la déformation est a réseau conjugué persistant
[réseau (24)].

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 96, 5
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62. Comme exemples simples de surfaces de Bianchi, nous signa-
lerons, les surfaces B applicables sur les surfaces de révolution
déterminées par M. Vasseur [130], et les surfaces B réglées déter-
minées par M. Buchguence [ 144, 148].

Les premiéres surfaces comprennent les surfaces pseudosphériques
(type Bo), les deux hélicoides minima (type B,), et des surfaces de
révolution (type B,). Les surfaces B réglées comprennent I’hélicoide
minimum (type B,) et des conoides (£)pe B,).

CHAPITRE V.

SURFACES DE VOSS-GUICHARD.

I. — Congruences de Guichard.

63. Les surfaces de Voss-Guichard[14] sont celles qui possedent
un réseau conjugué formé de géodésiques. — En portant dans les
équations de Codazzi [(5), Chap. I] les valeurs.

(1) g121§=0’ %212}=0

qui expriment que les u, ¢ sont géodésiques, Voss obtient des équa-
tions qui s’intégrent et donnent

U vV
(2) 8—7_(—_}’ 8—‘/,1__‘5,

aprés quoi I'équation de Gauss et les équations (1) permettent de
ramener le probléeme de la détermination des surfaces de Voss a l'in-
tégration d’une équation aux dérivées partielles du second ordre.
Voss a remarqué que le réseau conjugué géodésique correspond,
par parallélisme des normales, aux asymptotiques d’une surface
pseudosphérique, mais il n’a pas signalé la permanence du réseau
dansune déformation continue. Ila recherché les surfaces V minima,
déterminées plus tard par Razzaboni [15] et M. Gambier [133], puis
les surfaces V de révolution étudiées par M. Tahauer [56].

64. Les résultats de Voss ont été retrouvés et prolongés par



DEFORMATION A RESEAU CONJUGUE PERSISTANT. 63

Guichard [16), qui les a reliés a la théorie des congruences &
réseauz focaux orthogonaux.

Considérons une surface G rapportée a ses lignes de courbure u, ¢,
et attachons a chaque point M de G le triédre T formé par les tan-
gentes principales et la normale en M. G est déterminée par les com-
posantes du déplacement de

T: g n=%§=o, 1, P=q1=0, g, p, I, I

Envisageons la congruence des tangentes aux lignes u de G. Pour
un point M/, situé a la distance p de M sur la tangente en M, les
déplacements, lorsque u ou ¢ varient seuls, sont représentés par les
vecteurs

(3) ei(§+pu)+p(€:r—eg),  e1p,+ 0s(Ni—+rip).

Si M’ est foyer de MM/, le second vecteur est sur MM', donc

(4) b T,

ry
Le réseau focal (M) est orthogonal; (M') I'est également si
(5) £+ pu=o,

el la congruence est dite de Guichard. En portant (4) dans (5), on
obtient I'équation suivante, caractérisant les congruences de Guichard

(6) 'y = 0.

Un choix convenable de ¢ donne r,=1. Les équations fonda-
mentales de la théorie des surfaces s’écrivent

(7) Pu=—4q, qu=rp, Tr,=—piq,

et montrent que g2 r? est une fonction de u, qu’on peut réduire a
'unilé. w étant 'angle des plans focaux, on a

. Jw
(8) g=sinw, r=-—cosw, p=——
?w .
(9 Tade = Sinw,

et 'élément linéaire de la représentation sphérique de la congruence
est de la forme

(10) ds? = du?— 2cos wdudy + dv°.
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(9), (10) montre que limage des développables est celle des
asymptotiques d'une surface pseudosphérigue S. La normale a la
nappe X de la développée de G portant les développées des u est
paralléele & MM' et les u, ¢ tracent sur 2 un réseau conjugué; il en
résulte que X est une surface de Voss avec le réseau (u, v) géodé-
sique.

Inversement, pour une surface 2 de Voss, les congruences des
tangentes aux u, ¢ sont normales, les surfaces G,, G, normales aux
deux congruences sont de Guichard, et les tangentes aux u de G, et
et aux ¢ de G, engendrent des congruences de Guichard dont les
développables interceptent sur les nappes focales G,, G|, G., G, les
réseaux de courbure.

La développée de G, relative aux lignes v ou celle de G, rela-
tive auz u sont des surfaces de Voss; cette remarque fournit une

méthode de transformation des surfaces de Voss [16, 17, 21, 133].

65. L’élimination de e, entre les équations fondamentales €,, = €,,
€,, = — €, 1 montre que les cosinus directeurs de la normales de =
vérifient 'équation de Laplace

(11) dduL:v = fcosw,

a laquelle satisfait d’ailleurs aussi la quatriéme coordonnée tangen-
tielle w—=Me, (distance du plan tangent a l'origine). Une solution
de (9) et quatre de (11) donnent une surface 2. La développée ¢ de
G, engendre une surface X' dont les normales, paralléles a MM/, le
sont auxnormales de 2. Les trois premiéres coordonnées tangentielles

de 2’ coincident avec celles de X, la quatriéme est

(12) w=Me =(M+pe )e,=w—mn
ou

r . (— A- v’
(13) E="{sinow, m=B+ 7w, t—f<mdu+Bcotwdv>,

Wy COSW — W,

Wy — W,,COS W
sinw

A=wyuy +w-+w, e

) B=w,+ @+ w,

La constante additive de ¢’ fait correspondre a une surface X de
Voss o' surfaces de Guichard. A chaque surface G correspond une
autre surface de Guichard G/, et une surface X' de Voss qui est une
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nappe de la developpée de G'. Si I’on recommence la construction en
partant d’une ¥/, on obtient 2 et aussi «' autres surfaces de Voss. Si
Pon part de 2 en considérant les tangentes des v on obtient, par
l'intermédiaire de deux surfaces de Guichard, o' surfaces de Voss,

dont les normales sont paralléles a celles de Z et dont la distance du
plan tangent a I'origine est

(14) V=w+ A +uw,t, t=f(Acotwdu+—P—-dv)

simmw

La droite joignant les points homologues des différentes surfaces G/,
coupe la normale 4 G au centre de courbure autre que le point corres-

pondant de 2 [133].

66. La transformation précédente des surfaces de Voss ne
change pas la représention sphérique du réseau de Voss : c’est un
cas particulier de la transformation de Peterson. Le lien entre les
surfaces de Voss et pseudosphériques fait correspondre, a chaque
transformation d’une surface pseudosphérique, une transforma-
tion des surfaces de Voss associées. La tranformation la plus géné-
rale des surfaces pseudosphériques est celle de Backlund (cas par-
ticulier de celle de Bianchi étudiée au Chapitre 1V); en théorie
des réseaux persistants il lui correspond la transformation de
M. Eisenhart :

2 étant une surface de Voss, il existe dans ses plans tangents,
? droites engendrant des congruences normales dont les développables
correspondent au réseau géodésique de X, les foyers étant situés sur
les tangentes du réseau et les plans focaux étant inclinés a angle cons-
tant sur le plan tangent de 2. Le symétrique de ce plan tangent par
rapport aux plans focaus de I'une quelconque de ces congruences
enveloppe une nouvelle surface de Voss [82, 94].

M. Vincensini[140]a présenté sous un nouvel aspect la tranforma-
tion de M. Eisenhart, en la rattachant a la transformation de Ribau-
cour des surfaces de Guichard.

II. — Déformation d’une surface faisant correspondre,
aux asymptotiques, un réseau conjugué.

67. Les surfaces de Voss sont solutions d’un aulre probléme de
déformation : déterminer deux surfaces applicables telles que les
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asymptotiques de l'une correspondent, dans U'applicabilité, & un
réseau conjugué de l'autre.

La question, étudiée par MM. Demoulin [51, 64] et Eisenhart
[71], a été résolue complétement par M. Gambier [109].

Généralisant une propriété bien connue des surfaces minima
associées, M. Gambier cherche deux surfaces applicables S,, S,
telles qu'une combinaison linéaire & coefficients constants des
deuxiémes formes quadratiques détermine intrinséquement oo'
surfaces S applicables sur S, et S,. Les coefficients

hDy+ kD,,  hD,+ kD), AD)+kD}  (h, k = const.)

vérifient les équations de Codaszzi et. en les portant dans Uéqua-
tion de Gauss DD"— D'2=Q, on obtienl

(15) h2Q + hkQys+ k2Q = Q,
(16) Q5= D, Dy + D.D}] — 2D/, D}.

(15) revient aux deux relations
(17) Qs=mQ, KR+ mkh+h2=1 (m = const.).

l

Si la premiére est vérifide, la seconde donne oo surfaces S appli-
cables, & (ou k) restant arbitraire. Le réseau conjugué commun a
Si, S, reste conjugué sur S qui se déforme ainsi a réseau conjugué
persistant.

Si les deux familles de lignes du réseau se confondent, on a la
déformation des surfaces réglées avec génératrices persistantes; ce
cas, qui correspond & m= 2, sera écarté.

Appelons associées les o' surfaces S vérifiant (17). On peut sub-
stituer & S;, S, un couple quelconque de surfaces S sans modifier
la famille des associées, m prenant une valeur différente. Pour le
couple [S,, S (h, k)], W'=2 h+ km; si m' = o, donc si
2€ —Em

k= ——» h= —,
Vi—ms Vi—me

e = I,
S (h, k) est dite adjointe de S, ; les deux signes de ¢ correspondent
a des surfaces S symétriques.

Ecartons le cas impossible m === 2 et soient S,, S, deux adjointes;
on a m= o et (16) montre que les asymptotiques de S, corres-
pondent & un réseau conjugué de S, et vice versa. Inversement, si
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les asymptotiques de S, s’appliquent sur un réseau conjugué de S,
choisi comme réseau coordonné, on a D, =D’ =D} =0; (17) est
vérifiée avec m=o, et 'on a un couple d’adjointes donnant une
famille de surfaces associées.

68. Rapportons deux adjointes S,, S, au réseau conjugué commun;
I'équation de Gauss et (17) donnent

D,D{—D,Dj=o, D,D3+ D: D} =o;
d’ou
D} =iDj, Ds=—:D,, D} =Dy=o.

22 .
. §= o et le réseau est

géoddsique. Inversement, toute surface de Voss est solution du
probleme; les surfaces associées sont ses déformées d réseau géo-
désique persistant.

Les surfaces réelles de Voss a réseau géodésique réel sont &
adjointe imaginaire et vice versa. Pour les détails de I'étude de la
réalité, nous renvoyons aux deux Mémoires de M. Gambier 109, 133]
dont le second contient un exposé complet de la théorie des surfaces

de Voss.

Les équations de Codazzi donnent ; l; g =

68 bis. Les surfaces minima sont de Voss, le réseau persistant étant
constitué par les lignes minima. Voss [14] et Tahauer [54] ont déter-
miné les surfaces de révolution a réseau géodésique conjugué.

Les surfaces de Voss a ds? de révolution, dont l'existence a été
prévue par M. Buchguence [87], ont été explicitement déterminées
par M. Gambier [109].

III. — Réseau persistant contenant une famille de géodésiques.

69. Supposons que le réseau focal de la premiére nappe de déve-
loppée 2 d'une surface G (qui comprend une famille de géodésiques),
soit persistant. La normale de 2 étant paralléle au premier axe du
triédre, I’élément linéaire de I'image sphérique de X est

(18) ds?=(q>+r*)du + 2rridu do + ridv?,
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etl’on a

2 2] dlo
(IQ) zll ‘ = 0, %12 % = diri.

La condition de Cosserat, qui se réduit ici &

Jd’logr,

(20) dude

donne, avec un choix convenable de ¢, r,—=U. [.’équation tangen-
tielle de Laplace du réseau de courbure de G, a savoir
2’0 rpy d0 ry d6

(21) duov =g au Ip

se réduit a (% =o(ry="U) si I'on remplace 6 par'p} (troisiéme
coefficient de I'élément lineaire de I'image sphérique de G). D’ou
cette élégante proposition d’Egoroff [39] : si l'équation tangen-
tielle rélative au réseau de courbure d’une surface G admet
eomme solution particuliere le troisieme coefficient g de 1’élé-
ment linéaire de la représentation sphérique de G, le réseau cor-
respondant aux lignes de courbure sur la premiére nappe de
développée de G est persistant avec une famille de géodésiques, et
(avec un choix convenable de v) cette propriété est caractéristique
des réseaux en question.

On vérifie de méme que l’équation ponctuelle de G admet pour
solution le coefficient G de U'élément linéaire.

70. (21)estvérifiée par les cosinus directeurs X, Y, Z de la normale
de G; cela conduit & penser que g est une combinaison linéaire a
coefficients constanls de X, Y, Z; effectivement, les axes étant conve-
nablement choisis, on a

(22) g=n—1, (rn =const.),

Z salisfaisant a I'équation bien connue A'(Z) =1—Z2 (ou le para-
metre différentiel A’ se rapporte a la sphére); si 'on porte 'expres-
sion (22) de Z dans cette équation on trouve

(23) {LE) =i~ (n—gr—suss,

qui s’'intégre par fonctions elliptiques [59 |.
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71. Les équations fondamentales
(24) Eo=—mr, Mu=§n
donnent, par élimination de § et en vertu de (20),

I,
5 e
(25) du dv nrra.

L’équation tangentielle relative au réseau focal de =

Jd'e; t)logr, de,
duds — du_ v O

se raméne a la forme (25) si U'on introduil I = r —; il en résulte une

transformation des réseaux persistants avec une famille de géodé-
siques imaginée par Egoroff [59].

La représentation sphérique de G étant donnée, a chaque solution
de (25) correspond une fonction § déterminée par (24) et une surface G
déterminée en termes finis par les formules d’Olinde Rodrigues.
Soit 6, une solution particuliére de (23); déterminons la surface G,
correspondante, et envisageons en la nappe %, de développée dont w,
est la distance de 'origine au plan tangent; w, vérifie 'équation tan-

gentielle X, et par suite _,“jg =16, esl une nouvelle solution de (23).
1

A 6, correspond une nouvelle surface G, sur laquelle on peut
raisonner comme sur G,. On obtient ainsi une suite infinie de sur-
faces ..., G, G, .... et une suite homologue de réseaux persis-
tants ..., 2, 2», ... conlenant une famille de géodésiques.

CHAPITRE VL

DEFORMATION A RESEAU CINEMATIQUEMENT CONJUGUE PERSISTANT.

I. — Roulement de surfaces applicables.
Réseau caractéristique de Voss.

72. La déformation & réseau persistant ou celle des surfaces
réglées & génératrices persistantes, sont des cas particuliers du
probleme de la déformation continue assujettie & une condition.



70 S. FINIKOFF.

Chaque condition imposée 4 une surface S d’élément linéaire donné
s’exprime par des équations entre D, D', D”, E, F, G. Pour que la
condition soit compatible avec une déformation continue de S, il faut
que D, D, D", qui sont liés par 'équation finie de Gauss, ne soient
pas liés par plus d’une autre équation finie; cetie derniére équation
finie détermine le caractére de la déformation. Supposons I'équation
linéaire

(1) aD +28D'+yD"=Q(,

«, B, ¥, G élant fonctions des coefficients E, F, G et de leurs dérivées.
Considérons I’équation différentielle

(2) ydu'—28dudy +advt=o.
Si (2) définit deux familles de courbes sur S, choisissons-les pour
lignes coordonnées; (1) s’écrira alors

=, CM
3 D'=
( ) ay_pz’

{
ou M dépend du choix des paraméires, mais ne varie pas pendant la
déformation; si les lignes (2) sont confondues, en les prenant pour
lignes ¢, (1) se raméne a la forme

(¥) D=

IO

Si G = o, les déformations relatives aux cas (3) et (4) sont bien
connues; (3) exprime que la déformation de S est & réseau con-
Jugué (u, v) persistant; (4) montre que les (2) sont asymptotiques,
donc droites, et la déformation est celle d'une surface réglée a
génératrices persistantes.

Si C 3£ o, la déformation continue est impossible dans le cas (4);
dans le cas (3) la déformation est d’un caractére plus général et, pour
donner a (1) son sens géométrique, nous avons besoin d’'une digres-
ston sur la théorie du roulement des surfaces applicables [104].

73. Rappelons les résultats du Chapitre VI (vol. 4) de la Théorie
des surfaces de Darboux.

Soient S, S’ deux surfaces applicables. S’ étant fixe, on peut
amener S i étre en contact avec S', le contact ayant lieu en deux points
homologues et réalisant celui des courbes homologues. On obtient,



DEFORMATION A RESEAU CONJUGUE PERSISTANT. 71

pour S, @’ positions; le roulement qui leur correspond est un roule-
ment de S sur §'.

Tout déplacement élémentaire de S est une rotation dont I'axe
passe par le point de contact M et est situ¢ dans le plan tangent
commun. Attachons en effel a chaque point de S un tri¢dre T dont
les rotations ont pour composantes (par rapporta T) p, ¢, 7, P1y q15 T4
Les composantes de ces rolations relalives a des axes quelconques
invariablement liés a S sont données par les formules

P = ay p+ a0 q + aqsr, Q’,=a11p1+anq.+a13r1, ey

out @y est le cosinus de ’angle du i#*™° axe fixe et du k'*™° axe mobile.
Remplagons a,,, a,, par leurs valeurs déduites des équations

oz
‘712=a11$+a|,11, ey

ol z,y, z sont les coordonnées de M par rapporl aux axes fixes etE, =
les composantes de sa vitesse relative a T'; nous obtenons

_»9% _;

5 9% d__w ox oz
7 du dv

-+ asr, Qll =33 — —¢

gt ox
(%) * Ju dv

-+ a1371.

En considérant T comme attaché a S’ on trouve de méme pour ses

rotations €', €,, etc., les valeurs

Jz oz
192 5. 9% g, 2=10)
! Ju tae 135 '

oz Jx
_0‘ (Tl;_ —_

(5) @'=3 % 5

+ ai3ry,

3;, 8,, 8 désignant les valeurs que prennent ¢, &', 8" quand on passe
a la surface S'. Cela posé, supposons que u, ¢ prennent des accroisse-
ments infiniment petits quelconques et que T prenne la position T’
dans S et T” dans S'. Le roulement de S améne T’ en T"; ce mouve-
ment se décompose en deux : I'un améne T' en T avec les rotations

— R du, —F\de, ...,

Pautre T en T” avec les rotations

2" du + % do, ....
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Il en résulte pour les composantes du roulement de S sur §'

T=2"—%F, T1=%—%;
d’ou, en vertu de (5) et (5'),
’ Y oz Jz _— ” " Jz 4 ’ Iz
(6) Z=—(¥—3)5 + (=85  B=—(¥'—8)) 5+ (¥—8) 5

L’axe de la rotation infinitésimale est bien dans le plan tangent. On

peut poser Ldu + L, dy = Z—i ou + % dv, ol du, dv correspondent

a un déplacement suivant 'axe de rotation. En tenant compte des (6),

ox

d-_u ’

étant vérifiée par z z, les coefficients de d—x> oz sont nuls; en expri-
p 1 V1% du’ dy ’ P

. . . . X 7] .
on obtient une équation linéaire et homogéne en -dfp; I'équation

mant ce fait, et aprés avoir remplacé d, &', &’ par les quantités propor-
tionnelles D, D', D’ on trouve

(7) (D—D,y)dudu + (D'— D))(dudv + dvdu) + (D"— D} )drdv = o.

(7) ne change pas lorsqu’on échange les caractéristiques d, 9, c’est-a-
dire les directions du mouvement de M et de I'axe instantané; la rela-
tion entre ces directionsest donc réciproque; Bianchi (Lezioni, t. 2,
p- 111) appelle ces directions cinématiquement conjuguées.

T74. Les éléments doubles de Uinvolution des directions cinéma-
tiguement conjuguées sont donnés par I'équation

(8) (D — Dy)du?+ 2(D'— D} Ydudy + (D"— D'))dv* = o,
qui détermine le réseau caractéristique de Voss (). Sil’'onrapporte
S, §' au réseau caractéristique, (8) et I’équation de Gauss donnent
(9) D=D, D'=—D,, D'=Di.

Il en résulte que les lignes du réseau ont méme courbure nor-
male sur SetS'. Le réseau se confond avec le réseau asymptotique

si S et S' sont symétriques.
Si le réseau est coujugué sur S au sens de Dupin, il 'est aussi

(') Ueber isometrische Flachen (Math. Anrn., 46).
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sur §' d’aprés (7); c’est le réseau conjugué commun a S, §'; cette
remarque a conduit Ribaucour [22] au théoréme de Pelerson.

75. C et C' étant deux courbes homologues d’un réseau cinémati-
quemnaent conjugué de deux surfaces applicables S, S/, considérons les
surfaces réglées R, R/, lieux de I’axe instantané dans le systéme mobile
et dans l'espace fixe, lorsque S roule sur ', le point de contact M
décrivant C et C'. R et R’ sont circonscrites a S, S' le long de C, C'.
Lorsque S voule sur §', R roule sur R’ et R, R’ sont applicables
(Darsoux, Surfaces, t. 4, p. 118).

La congruence des tangentes aux lignes d’une famille du réseau
de S comprend wo' surfaces réglées R touchant S suivant les lignes de
l'autre famille. Si S se déforme avec conservation du réseau cinémati-
quement conjugué, la congruence se déforme, mais toutes les R cor-
respondantes sont applicables.

II. — Déformation & réseau cinématiquement conjugué persistant.

76. Deux surfaces applicables S, S, déterminent, en chaque
point M, une involution de directions cinématiquement conjuguées.
S, applicable sur S, donne en M une autre involution. Les deux invo-
lutions déterminent par leurs couples d’éléments communs, un réseau
cinématiquement conjugué & la fois sur SS,, SS,, 5,5,. Ce réseau
s'obtient par élimination de du:dv entre (77) et I'équation analogue
relative & S, S,. Son équation, si 'on rapporte le couple S, S, au
réseau caractéristique de Voss, est (D2, D7 se rapportant a S,)

(10) (Do— D)du®— (D} — D"y dv> = o.

Pour I'étude du réseau cinématiquement conjugué sur S, S,, S,,
on peut voir Finikoft [ 104].

77. Posons-nous le probléme suivant : S étant donnée par ses deux
formes quadratiques. existe-t-il une surface 3, telle que le réseau
coordonné soit cinématiquement conjugué sur S, S,? (7) donne la
condition D, =1, et, d’aprés le théoréme de Gauss D,D|=DD’;
on peut donc poser

D’

(11) D, =Dz, Di= - (¢ = fonction auxiliaire).
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En portant ces expressions dans les équations de Codazzi on trouve

(12) %(:-‘g—t=at*+bt+c, —‘)L’ngt-=a1t—‘=+b1t-i+ci,
o =22 _D_, b =__D_’[d§ogD’__g222+312§],
1\ D" D” dv 2 1
_dlogD”_gm)
(13) T ou 2 {’
a1=§“ E” bl=__]2:[dlogD’_3n$+§12}],
2\ D D du 1 2
cl=dlogD__{12%.
do I

La condition d’intégrabilité de (12) est

(14) ¢ [%—2acl]+ tl-%?) —3ab1—bcl]+ j—z -+ % —2bby,—4aa,
1 -

(14) est du quatriéme degré en ¢. S¢ un réseau est cinématiquemént
conjugué sur siz surfaces applicables (dont une estS), (14) admet
cing solutions et est vérifice identiquement; (12) est complétement
intégrable et donne ¢ avec une constante; il existe o' surfaces appli-
cables admettant (u, ¢) pour réseau cinématiquement conjugué,
S admet une déformation a réseau conjugué persistant. En annu-
lant les coefficients de (14), on obtient le systéme caractérisant les
surfaces rapporlées a un réseau cinématiquement conjugué persistant

22$ 22‘ gn 311%
d a2 31 —o d 12 +2(12 2 o
9 DD T2 ({DDF " u DD T2 DD ”
J B —3i22 A _512} B
(15) ! de DD” ~ 7| 1 {DD* |1 { DD’
Jd A _3§11 B {12) A
JduDD" ~ 7| 2§ DD’ 2 { DD*’
d"logDD”_zAB_‘_4 11% 22(+_¢1 12 +i512
dudv " DD’ 2\ (1) dul ol 1§

_aD’ NEEL 12 _oD"  [{22) {12
R U e e e e L e
(14) et 'équation de Gauss constituent un systéme de six équations
pour cinq fonctions inconnues E, F, G, D' et le produit DD". Pour
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chaque solution de ce systéme, les équations de Codazzi s’'intégrent
complétement et donnent D et D’ avec une constante arbitraire.

78. (13) se simplifie si le réseau contient des géodésiques. Si les

sont géodésiques, on a { l: } = o0, équation remplacant la deuxiéme (15).
Comme exemple on peut citer les hélicoides

ds® = du’ + U’ dv°,

(17) D= (U'+ ¢ U—-3)U ,
VeaU+202U—2¢

D'=cU-t D'=ye;U+2020—2¢,

¢ est une constante arbitraire, ¢, le paramétre de déformation. Le
réseau est formé des hélices et de leurs trajectoires orthogonales.
Si le réseau comprend deux familles de géodésiques, on a

HEGE

el, en disposant des paramétres, (15) s’écrit

"R e r RO
poVE o p_ DDWG DD"y EG I

A==V P=Tmo—mp EG-F ~OVa+er

Comme exemple on peut citer les hélicoides

du?-+ 2cosw du dv + dv?
ds?=c¢ ’
. (D)
siné —
(19) ‘ 2
w B C) 1 w
D =acot —» D=—)p D"= = cot —;
2 sinw o 2

a est paramétre de déformation, c et ¢, sont des constantes et w une
fonction de « = u -+ v déterminée par I’équation

dw\’° ci

(20) — ) =—2co0sw + L+, ¢, = const.
dx . LW

csin ';

L’exemple (17) montre que le méme réseau peut servir de réseau
cinématiquement conjugué persistant a plusieurs séries de surfaces
applicables. L'examen du systéme (15) prouve que si un réseau
posséde cette propriété il contient toujours des géodésiques [104].
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