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LA THEORIE ANALYTIQUE

DEsS

POLYNOMES D’UNE VARIABLE

(A COEFFICIENTS QUELCONQUES)

Par M. J. DIEUDONNE.

On peut étudier les zéros d’un polynome a deux points de vue
bien différents. Le premier est celui de I’Algébre proprement dite : il
consiste a rechercher les propriétés de nature arithmétique des zéros,
connaissant des propriétés arithmétiques des coefficients; c’est la
théorie de Galois, en liaison étroite avec la théorie des nombres.
Dans ce genre de recherches, on ne se soucie pas, ou fort peu, de la
grandeur des zéros, de leur position dans le plan complexe; un
second point de vue consiste, au contraire, a s’occuper exclusivement
de ces problémes de position, sans tenir compte de la nature arithmé-
tique des zéros ni de celle des coefficients du polynome. Les pro-
blémes de cette catégorie s’apparentent a ccux que Pon se pose sur
les zéros des fonctions analytiques; et, d’'une facon plus générale, un
polynome étant une fonction analytique particuliére, on peut ’envi-
sager & tous les points de vue sous lesquels on considére une fonction
analytique, et se proposer, dans chaque cas, de trouver les propriétés
du polynome qui tiennent a sa nature de fonction analytique spéciale.
C’est 'ensemble de ces questions que nous proposons de réunir sous
le nom de théorie analytique des polynomes.

Historiquement, jusqu’a la fin du xix° siécle, on n’a guére abordé
ces questions que pour les polynomes a coefficients réels, en cher-
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chant surtout & préciser le nombre et la position des zéros réels
suivant les propriétés des coefficients. Les travaux de théorie des
fonctions (en particulier ceux de Landau) ont attiré Dattention sur
les polynomes a coefficients quelconques; c’est de ceux-ci seulement
que nous nous occuperons en principe; un autre fascicule de cette
collection, da & M. Obrechkoff, traitera la théoric des polynomes a
coefticients réels, que la nature des questions et des méthodes utilisées
différencie profondément de celle que nous allons exposer.

Les moyens mis en ceuvre dans la théorie qui nous occupe sont,
d’une part, les propriéiés formelles des polynomes; d’autre part, la
représentation géométrique des nombres complexes, et les propri¢tés
¢lémentaires des fonctions analytiques, en particulier les propriétés de
caractére topologique (maximum du module, principe de 'argument).

En relation avec le caractére « élémentairei» de ces moyens, on doil
signaler un genre de questions qui rentrent dans notre théorie et lui
conférent un nouvel intérét (outre celui qui s’attache a I'étude des
propriétés des polynomes, au méme litre qu’a celle des propriétés
d’autres catégories de fonctions spéciales, comme les fonctions entiéres
ou les fonctions bornées) : comme on peut toujours approcher une
fonction holomorphe dans un domaine fermé par une suite uniformé-
ment convergente de polynomes, on peut espérer obienir des pro-
priétés des polynomes se conservant par passage a la limite, et donnant
ainsi, soit des propriétés nouvelles de la fonction limite, soit des pro-
priétés connues, mais obtenues par des moyens « transcendants ».

A la vérité, il n’y a encore que fort peu de résultats dans cette direc-
tion; en particulier, on n’a pas encore pu obtenir de démonstration
du théoréme de Landau par ce procéds.

Cette remarque nous améne a insister sur le caractére fragmentaire
de beaucoup des résultats que nous exposerons : la théorie analytique
des polynomes est encore a I'heure actuelle dans un élat bien impar-
fait, et il serait vain de le dissimuler. Nous espérons que cet exposé,
en « faisant le point » en ce qui concerne ’état actuel de la théorie,
pourra susciter de nouvelles recherches susceptibles de la développer
et de la perfectionner.

Nous avons divisé ce fascicule en deux parties : dans la premiére,
nous avons réuni loutes les propriétés des zéros d’un polynome
déduites des propriétés des coefficients. La seconde. qui présente
moins d’unité, et peut étre intitulée Géométrie des polynomes, a pour
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objet I'étude des relations entre les zéros de polynomes liés entre eux
par des propriétés fonctionnelles diverses, en particulier des relations
entre les zéros d’un polynome et ceux de sa dérivée.

Définitions et notations. — Nous ferons constamment usage, dans
ce fascicule, de la représentation géométrique des nombres complexes.
Nous désignerons en général par la méme lettre  un nombre com-
plexe et son point représentatif, et nous parlerons indifféremment du
« nombre z » ou du « point z » suivant les cas. Pour éviter les confu-
sions possibles, le segment de droite joignant les points z,, z, sera

représenté par x, Z,, ou x,z, s'il est orienté.
—_— —

Le plan complexe est toujours considéré comme fermé par I'adjonc-
tion du point & Pinfini.

Les domaines du plan complexe qu’on considérera sont toujours
Jermés quand le contraire n’est pas spécifié. Quand nous dirons
qu'un point « appartienl & », « est contenu dans » ou simplement
« est dans » un domaine, cela signifiera que le point est point intérieur
ou point frontiére du domaine, les deux cas étant possibles a prior:.

Un domaine circulaire est un domaine dont la frontiére est une
circonférence ou une droite. Une transformation homographique
transforme un domaine circulaire en un domaine circulaire.

Conformément a la convention ci-dessus, pour définir un domaine
circulaire, nous devrions dire qu’il se compose de I'intérieur (ou de
Pextérieur) d’un cercle et de sa circonférence (ou d’un demi-plan et
de sa droite frontitre). Pour abréger, nous parlerons simplement
de domaines constitués par I'intérieur, ou l'extérieur d’un cercle, ou
un demi-plan, étant convenu qu’il s’agit toujours de ces domaines
complétés par leur frontiére, sauf si le contraire est spécifié.

Précisons encore que, d’une fagon uniforme, en ce qui concerne
Pemploi des mots « zéro » ¢l « racine », nous parlerons de « zéros »
d’un polynome et de « racines » d’une équation.

Indiquons enfin quelques notations d’emploi courant :

z désigne le nombre complexe conjugué de z;

argz, R(z), J(z) désignent respectivement 'argument, la partie
réelle. la partie imaginaire de x;

E(a), ou a est unnombre réel positif, désigne la partie entiére de a.
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PREMIERE PARTIE.

LES PROPRIETES DES ZEROS D'UN POLYNOME
DEDUITES DES PROPRIETES DES COEFFICIENTS.

L'objet principal de cette premiére Partie est la limitation des modules des
zéros en fonction des coefficients : il y a fort peu de résultats relatifs aux
arguments; nous les exposerons au Chapitre V.

CHAPITRE 1.

LA SEPARATION DES MODULES DES ZEROS.

1. Etant donnée une équation
f@)=aj+arx +...+a,zn= o,

le premier probléme qui se pose (par analogie avec le probléme de la
séparation des racines pour les équations réelles) est de séparer les
modules des racines, c’est-a-dire, élant donnés deux nombres, r, el
ry(o<ry<<r,), de trouver le nombre des zéros de S(z), comptés
avec leur ordre de multiplicité, tels que

rmlla|<r.

Il suffit encore, étant donné un nombre r > o, de savoir déter-
miner le nombre des zéros tels que {z|<<r, etle nombre des zéros
tels que | z| = r. De plus, en posant z = rz, on peut évidemment se
ramener au cas ou rr=—1.

Inversement, d’ailleurs, si 'on sail résoudre ces problémes, on
pourra, & l'aide d’une transformation homographique, déterminer le
nombre des zéros de f(z), situés dans un domaine circulaire quel-
conque, ouvert ou fermé. Dans 'ordre historique, c’est le cas ou le
domaine est un demi-plan qui a été d’abord étudié; dans un Mémoire
fondamental [48], Hermile résolvait en effet complétement la question
pour le demi-plan situé au-dessus de I'axe réel, en la rattachant a la
théorie des formes qu’il a introduites dans la Science. Sa méthode
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s’étend aisément au cas d’un cercle, comme I’a montré M. Fujiwara
[39]; cependant, sa portée ne semble pas avoir été reconnue immé-
diatement, car on voit le probléme repris par Routh [90], Hurwitz[49],
Liénard et Chipart [65] pour le demi-plan & gauche de I'axe imaginaire
etdans le seul cas des équations a coefficients réels. Pour le cercle,
la solution explicite est donnée pour la premiére fois par les travaux
de M. M. Schur [94] et Cohn [16]. (Dans le cas ou les coefficients
sont réels, voir aussi une solution antérieure de M. Petrovitch [88].)

Nous allons indiquer rapidementle principe de la méthode d’Hermite
dans le cas du cercle, en suivant Pexposé de M. Fujiwara.

2. La méthode d’Hermite dans le cas du cercle. Les théorémes de
MM. Schur et Cohn. — Considérons le polynome dont les zéros sont
symétriques de ceux de f(x) par rapport an cercle unité

1y - = —
frx)=an, (—:—) = An+Ang T 4.+ AyZ"
£

et formons I'expression

AN =) g

Appzhyk
& —y 2 hEEEY
hk=0

Kif)=

on vérifie aisément les relations

Ank= A,

Apr= An—n— Ja—k—13

ar suile, en remplacant, dans K (f), z* par us, y"—%=' par uy, et en
P s placant, ’ p Y P )
posant

ane= Apn-1—s,

on obtient une forme d’'Hermite
n—1

H (J 8oy Uty ooy Up—y) = 2 AnkUpUE
h k=0

associée a f. Le déterminant de H n’est autre, comme on s’en assure
aisément, que le résultant de f(z) et f*(z) sous la forme de Bezout.
Cela étant, un calcul sans difficulté permet de vérifier que, si

fle)y=a(z—a)(z—a)... (z—an),
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on a

n
H{fs woy sy ooy tna] = 2(1 —arar) ViV,
k=1
oules V; sont des formes linéaires en uy, uyy - .., Un_4, qui sont
indépendantes si, et seulement si f(x) et f*(«) n’ont pas de racines
communes; d’apreés la valeur du déterminant de H, la condition néces-

saire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que H soit de rang n.
On a donc les théorémes suivants :

Tutorime 1 (1. Schur |94]). — La condition nécessaire et suffi-
sante pour que f(x) ait tous ses zéros intérieurs au cercle unité
est que la forme H soit définie posiiive.

Tutorime II (Cohn [16]). — Si les polynomes f(zx) et f*(x) n’ont
pas de zéros communs et si, dans une décomposition en carrés
de H, m etv sont les nombres de carrés respectivement positifs et
négatifs, f(z) a zéros intérieurs au cercle-unité et v zéros exté-
rieurs. 1l 0’y a pas de zéros sur la circonférence, puisqu’un tel zéro
serait commun a f(z) el f*(z).

Il est facile de voir que la forme H peut s’écrire [94]

n—1

H[f;up,u1,...,0n1]1= 2[ QpU)+ Bn—q U) 1+ ...~ @)1 Un—1 |’
=0
n—i

—2| QolU)\+ B UN 1 .o o+ Ap_\—1 Un— |2,
A=0

et, en partant de cette forme, M. Cohn [16] a pu montrer que les
déterminants

an [ 0 ... 0 @ a ... @p
P — an 0 ... 0 0 @ ... QG2
Apn—k4+1 Qp—k42 « .. Qp o . o cee Qo
= — - - —
a, o o ... 0O ap ap—1 ... Qp—k+1
ay a, Qo ... 0 o Qan ces QApu—f42
Af—1 ‘A p—2 + ... Qy O (4] e an

(k=1,2,..., n)
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forment une chaine de mineurs principaux de H. Lorsque le théoréme
de Cohn est applicable, c’est-a-dire lorsque 6, £ v, le nombre v est
égal au nombre de vartations de la suite

I, 81, 6:, ey 8n.

En particulier, pour que toutes les racines soient intérieures au
cercle unité, il faut et il suffit que Lous les d; soient positifs.

3. La régle de Cohn. — Le théoréme de Cohn ne s’applique pas
lorsque f(«) et f*(z) ont des zéros communs ; mais il est clair que,
dans ce cas, on pourra 'appliquer pour obtenir le nombre des zéros
intérieurs aux cercles |z |<1—¢ et |z|S1+¢, ¢ étant un nombre
posilif suffisamment petit; la différence entre les nombres trouvés est
égale au nombre des zéros de module un.

Pour une équalion a coefficienls numériques, 'application du théo-
réme de Cohn est malaisée. Il vaut mieux utiliser un algorithme, dd
également a M. Cohn [16], qui permet de former, dans tous les cas,
a partir de f(«), un polynome f, (z) de degré moindre, et tel que le
nombre de ses zéros intérieurs au cercle unité soit connu en fonction
du nombre des zéros de f(z) intérieurs & ce méme cercle.

Cette régle s’énonce de la maniére suivante :

1 Sila, | <!an|, le polynome f,(x) défini par
zfi(z) =, fl2) — ao f*(z)
a un zéro de moins que f(x) a Uintérieur du cercle unité.
2° Si|ay|>|an|, le polynome f,(z) défini par
Si(z)=aof(z)— anf*(z)

a autant de zéros que f(x) a Uintérieur du cercle unité.

3° Sl existe un nombre k<E (?) tel que

An= eay, Gn—1 = tay, cey Ap—pp1 = EQk—1, An—k 7 SQp,y
lel=1,
on pose
An_kr— ca b
b= —L—k_——k- #Z o, Y =2 —
Qo ‘bl
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et Uon forme le polynome
g(z)=(zt+ 1) f(2).

g(x) a autant de zéros que f(x) a Uintérieur du cercle unité, et
le deuxieme cas de la régle lui est applicable; on obtient ainsi un
polynome

g(@)=Ya,g(2) —cacg* ()

de degré n, ayant autant de zéros que f(x) a Uintérieur du
cercle unité, et auquel le premier cas de la régle est applicable.

4° Silon a an,_y= cax, quel que soit k, le polynome
sy =aif (1)
a autant de séros que f(z) a Uintérieur du cercle unité.

Il est intéressant de remarquer que la régle de Cohn permet égale-
ment d’obtenir le nombre des zéros de f(z) sur la circonférence
unité |z |—=1. En effet, dans 'application successive de la régle, tous
les polynomes que I'on est amené & former ont les mémes zéros (avec
le méme degré de multiplicité) sur la circonférence unité, tant que le
quatriéme cas ne se présente pas. Soil fs(x) le premier polynome
pour lequel ce cas se présente, et soit s son degré. Si o est un de ses

zéros, = en est un autre, et du méme degré de mulliplicité; donc, si
a

Jo(z) a l zéros intérieurs au cercle unité, il aura ¢ ==s — 2 zéros sur
la circonférence, et ces zéros sont aussi ceux de f(z) d’apres ce qui
précéde.

En particulier, on déduit trés aisément de la régle de Cohn le
théoréme suivant |94] :

Trtorime III. — La condition nécessaire et suffisante pour que
f(z) ait tous ses zéros de module un est que U'on ait

an—k = tag, lel=1 (k=o,1,2,...,n)

et que f'(x) ait tous ses séros intérieurs au cercle unité; ou sur la
circonférence.
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4. La méthode d’Hermite dans le cas du demi-plan. — Supposons
par exemple qu’il s’agisse du demi-plan a gauche de I'axe imaginaire.
On procéde comme au n° 2, en remplacant f*(z) par le polynome

J(z) dont les zéros sont symétriques de ceux de f(z) par rapport a
'axe imaginaire. On obtient une forme d’Hermite sur laquelle les
raisonnements se poursuivent comme au n° 2.

On est ainsi conduit 4 des théorémes tout a fait analogues a ceux
de Schur et Cohn, et qui se réduisent a ceux de Liénard et Chipart
quand on se borne au cas ou les a; sont réels.

5. Le théoréme d’Hurwita. — Par une méthode analogue a celle
d’Hermite, Hurwitz, en se bornant au eas ot les a; sont réels, a obtenu
la condition pour que tous les zéros aient leur partie réelle négative
sous la forme trés élégante suivante [49)] :

Tutorivme IV. — La condition nécessaire et suffisante pour que
les zéros du polynome & coefficients réels

fz)y=as+a1z+...+~anz® (ay>o0)
atent tous leur partie réelle négative, est que les déterminants
A1= ay, Az, A;, ey An

soient tous positifs, en posant, pour A > 1,

a az Qas ... an—
ag G2 Ay ... QAg)—2
0 a az ... a—: ;
A= roos 02 (axr=o0si k> n).
0O ay ay ... an—
o 0 .. ... ay

M. Fujiwara a d’ailleurs vérifié, par un calcul direct [36], que les
A, sont identiques, a un facleur positif prés (égal & une puissance
de a,), & une chaine de mineurs principaux de la forme d’Hermite
du n° 4.

Signalons encore, & propos du théoréme IV, la remarque élémen-
taire suivante, qui peut étre utile : une condition nécessaire pour que
lous les zéros de f(z) aient leur partie réelle négative, est que lous
les coefficients a; soient positifs (c’est évident pour des polynomes du
premier et du second degré, et f () est un produit de tels polynomes).
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CHAPITRE 11.

LA COMPARAISON DES EQUATIONS.

1. Les théorémes du chapitre précédent permettent de résoudre
exactement tous les problémes relatifs aux modules des zéros d’un
polynome a coefficients numériques donnés. Mais la complexité
inextricable des calculs auxquels ils conduisent lorsqu’on veut les
appliquer aux divers problémes qui se posent pour des classes de
polynomes dépendant de paramétres variables, laisse subsister Iutilité
de résultats moins complets. mais plus maniables.

Il est intéressanta ce point de vue de pouvoir comparer la position
des zéros de deux polynomes liés par des relations simples entre leurs
coefficients : si 'on peut connaitre les zéros de I'un d’eux, on aura
ainsi des renseignements sur ceux de 'autre.

Citons d’abord dans cet ordre d’idées, une ancienne proposition
de Cauchy et sa généralisation due a Pellet [87 &is ).

Trtorime V (Cauchy). — Tous les zéros du polynome
flzy=ay+a1z+...4+anan

sont contenus dans le cercle |z |S=z,, z, étant la racine positive
de U'équation

Iaol"-la] |w+.-.L'-|an_| Ix’l—‘—lanlzn= 0.
Tatorime VI (Pellet). — 87 un nombre positif r est tel que
lar|rk>|ag |+ @l r ... lag—y | FA=t e [@ppy | PEH4 .+ | @n | o,

S (%) a ezactement k zéros intérieurs au cercle |z |<r.

La démonstration de ce dernier théoréme résulte immédiatement
du théoréme de Rouché¢. Pour.qu'il soit applicable, il faut que
I’équation

@l +]ai|z+...+ | @~ | 24t — | ap| 2k + | @p | 214 4 |@n| 27 = ©

ait des racines positives; ces racines sont alors au nombre de. deux,
ry et ry, et si elles sont distinctes, f(z) n’a pas de zéros dans la
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couronne 1y < |z | << ry. M. Walsh [112] a étudié les cas ou Sf(z)a
des zéros sur la frontiére de cette couronne, et aussi le cas ou r, = r,.

2. Le théoréme de Grace. — Une autre série de théorémes de
comparaison découle d’une importante proposition, due & Grace [42]:

Tutorime VII. — Considérons a2n nombres complexes, z,
Zay «vvs Tny YViy Va, --«y Ynj Solent sy, Sa, ..., sn les fonctions
symétriques élémentaires des x;; 0., 0y, ..., an celles des Y On
suppose que ces nombres vérifient la relation

I I
(1) $n— &y Sn—101+ @s,,_,ag—...+(—r)"c,,= o.
n

Dans ces conditions, tout domaine circulaire contenant tous les z;
contient au moins un des y;.

La relation (1) doit ses propriétés remarquables au fait que c’est la
seule relation symétrique entre les zi et Yk qui soit linéaire par
rapport & chacune de ces variables, et invariante lorsque I'on effectue
une méme transformation homographique sur toutes les variables [20].

On connait de nombreuses démonstrations du théoréme VII ([16],
[17], [20], [25], [B4], [99], [110]). La plupart s’appuient sur la
propriété précédente et sur un procédé de récurrence.

On peut compléter le théoréme VII en précisant les cas limites, a
savoir les cas ou, les z; appartenant 4 un domaine circulaire (T),
les y; appartenant a ce domaine sont tous situés sur sa frontiére (y)
([20], [25]). Cette circonstance ne peut se produire que dans les
deux cas suivants :

1° Ou bien (n +1) au moins des nombres zy, yx sont confondus
en un point de (y); les autres nombres x4, yx peuvent alors étre pris
arbitrairement sans que (1) cesse d’étre vérifi¢e.

2° Ou bien tous les z; et tous les y sont sur (y); dans ce cas, on
peut prendre (27 —1) de ces nombres arbitrairement sur (y), le
dernier est déterminé par (1) et est aussi sur ().

Indiquons plusieurs énoncés équivalents du théoréme VII, qui
peuvent étre utiles dans les applications :
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Tatorime VII a (Szegd [99]). — Soient f(z) et g(x) deuz poly-
nomes de degré n

f(z)=a¢+Claz +...+ ClapxP +...+anz",
g2V =by+Chbz +...+ ChbpxP +...+ bpx™.

Désignons par (K) un domaine circulaire contenant tous les zéros
de f(z); par Bi, Bay ..., Bn les zéros de g(z). Soit h(z) le
polynome

h(z) = agby+ Chaibyx +...+ ChapbpxP +...+ anbpzn

déduit de f(z) et g(z) par composition. Un zéro quelconque

de h(z) est de la forme
(@) f o

oi By est un zéro de g(z), k un nombre contenu dans (K).
Tutoritme VII b. — Soit
flz)=ay+a1z +...+~anz"
un polynome dont les coefficients vérifient la relation
(2) lyan+ lLian—y+...+ lpag=o.

Il y a au moins un zéro de f(z) dans chaque domaine circulaire
contenant toutes les racines de l'équation

ly—CLlLz+Cilhzt—...+(—1)"lpzr=0

qu’on obtient en écrivant que le polynome g(z, 3)=(z —2z)*
satisfait a la condition (2).

Tutorime VII ¢. — Si n nombres complexes z,, zs, ..., Zn
vérifient une relation de la forme

(3) Qg+ Ay S|+ A283+...~+ ApSp =0,

il existe, dans tout domaine circulaire (K) contenant z,, za, ..., Zn,
un point x tel que

ay+Cla z+Clasz?+...+apxt =0

ou encore, n nombres confondus en z et vérifiant la relation (3).
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3. Applications du théoréme de Grace 4 la comparaison des équa-
tions. — 1° L'équation

(4) lag| +|ay|z+...4+ | @pyl 2"t —|an|z"r=0

résulte de la composition des équations

(5) Ao+ U X ...+ Apg I+ @pat =0
et
(6) o+ C,‘,:;x e+ Ol ey — e g =o,
ou

ap=cer|akl (k=1,2, ..., n).

En appliquant le théoréme VII a 4 la racine positive z, de (4), on
voit que, si r est le plus grand des modules des racines de (5),

ona ([16],[7])

rga:o(“/;— I).
La limite est d’ailleurs atieinte pour le polynome (1 + z)".

2° Si l'on compare de méme les deux équations

7) A+ AT +...+ apxh =0,
(8) A+ AT ...+ ApgZ 1=,

on voit que si p est le plus petit des modules des zéros de (7), p' le
plus petit des modules des zéros de (8), on a [99]

pS2¢
si n est pair,
<2p' cos —
p<2p cos —
si n est impair.
L’égalité est atteinte pour le polynome (1 + z)".

3° Du théoréme VII ¢, on déduit en particulier la conséquence
suivante [110] :

Tutorime VIII. — E'tant donnés n nombres Olyy Olay «vey Ony
appartenant a un domaine circulaire (K), il existe, quel que
soit z, un a appartenant & (K) (et dépendant de z) tel que

(z —a)) (@ —ag)...(2 —aq) = (2 — a)n,

MEMORIAL DES SC. MATH. — No 93. 2
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On en déduit que si P(z) =2"+ a,2"'+. .+ a, est un poly-
nome dont les zéros appartiennent & un domaine circulaire (K),
I'équation

(9) P(z)—a=o0

peut s’écrire

(x—a)yr—a=o0 [« dans (K) ]

ou
1

r=a+4a".

Par suite [110], les racines de I’équation (9) sont dans les n
1

domaines déduits de (K) par les translations a™.
En particulier [110] :

Tutorime IX. — 8¢ tous les zéros du polynome

P(z)=ay+ a1z +...+ apxn

sont contenus dans le cercle |x|<r, tous les zéros du polynome
P(z) — a sont contenus dans le cercle

1

aln
|z]$r+|—|-
s zn

CHAPITRE 111.

LIMITES DIVERSES DES MODULES DES ZEROS EN FONCTION DES COEFFICIENTS.

1. Les mémes considérations que celles exposées au début du
Chapitre II conduisent a chercher des limiles supérieures des
modules des zéros des polynomes, s’exprimant simplement a I'aide

des coefficients (pour les limites inférieures des modules, il suffit de

passer & la transformée en .%) On connait un grand nombre de telles

expressions ; nous allons passer en revue les plus importantes.
Auparavant, remarquons que, d’une limite, on peut souvent en
déduire d’autres par un des procédés suivants : ou bien poser z =rs3,
appliquer la limite trouvée au polynome ¢(z)=f(rz) et si, en
revenant a la variable 2, on obtient une limite fonction de r, donner
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a r la valeur qui la rend minima; ou bien appliquer la limite au
polynome

fi(z) = P(2)f(a),

ou P(z) est un polynome a racines numériques connues et con-
venablement choisies.

2. La plus ancienne limite connue est due a Cauchy. Si z est un
zéro de
f#)=as+a1z+...+anz,
on a
ai
Qn

|z | < Ry=1-+ Max
k<n

3. Le théoréme IX permct d’obtenir une limite supérieure des
zéros en I'appliquant successivement aux polynomes

P(x). ' P(z)— a.
aAnzi+an1x An X2+ An—1 L + Qp_s
AnZ3+ AGp 1 T4 A2 2 A3+ An 1 X2+ An_2X + Apn_3
An "+ Ap_ TV o+ A XA An A EV N+ i x + ag= f(z)

ce qui donne la limite [111 ]

1

1 1
ao n n—\ 2

Qan

a
dn

Ap—s An—1

an

R,= +.o+ .

un

Cette limite est atteinte quand tous les ai(k <<nr) sont nuls, a
I'exception d’un seul.

M. Westerfield [115] a obtenu une limite supérieure qui améliore
la précédente.

4. Méthode de M. Fujiwara [38]. — D’aprés le théoréme V, le
nombre r est une limite supérieure si 'on a

(10) [ @n |P22] @ney | PP o] @y | 7+ | @]

Soient Ay, Aa, ..., Ay, n nombres positifs tel que

1 1
(11) o e — =
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L’inégalité (10) est certainement vérifiée si
[@n|rr2 g An—p|rn—k,

quel que soit k. D’ou la limite
1

;
RO, Ay, ..o, )\,,)=Max[)\k ] (k=1,2,...,n)

An—k
a

n

qui est atteinte pour
anRA

Apn—k = P

.

En choisissant de diverses maniéres les A de facon a satisfaire a la
condition (11), on a ainsi des limites supérieures plus ou moins
bonnes suivant la valeur des coefficients :

Ph=h=...=M=n:

QAn—k

Rg= Max [n ”% (k=1,2, ..., n),

n

limite due a Cauchy.

2° Ax==p*. o p est la racine positive de ’équation

(12) R=ptl o=t 4+ p+1;
d’ou
1
An—k k
R;'—-‘PM&X _Tl (k= 1,2, ..., V).
Ona
I<p<2

et pour n grand

2—P~—n

on

Qo+ |a@1|+...+ |an—
3° M= |Gl + | ’i‘a i lan1l | 14 valeur de R se trouve alors
n—k
alsément :
si lao| +lai|+...+ | an—| > R = [@ol +lar]+...4+ | an],
| @n| =" | @n| ’

-

si

lagl + | ail +...+ | @an_y] <1, RB___(iaol+la1|+...+|an—1l)z.
|anl . '|anl
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8. Avec ce dernier choix des A, on peul encore exprimer plus
grossiérement le résultat obtenu en disant que le nombre

ol +|a| +...+ | an-
Ro = Max (1, Lsl el el
| @nl

est une limite supérieure. Cette derniére est un cas particulier de la
limite géncérale donnée par MM. Kuniyeda [61] et Montel [ 76]

m—1

1 m
R(m)=[l+5’rﬁ"] ,
oum2ret

m m

+..

Qo

Qn

m

a
an

Qn—
Qn

Sp=

On a, en effet, en particulier,
R(1)=Rs;, R(®)=R,.
Pour m = 2, on a la limite ([15], [55])

2 2 2
NN v i e i
|an®
On peut aussi obtenir la limite R; en appliquant le théoréme de Jensen ;
on voit méme ainsi que, si 'on désigne par z,, 23, ..., z,(p<n) les
zéros extérieurs au cercle unité, on a [36]

[Z1@s2... xp| SRy,

6. Dans la limite R;, on peut remplacer le maximum des
1

3
nombres ﬁi—:—il par celui des nombres I%;—'—l. qui est plus grand [3].

Mais, a l'aide de ces derniers nombres, on peut obtenir une autre

limite, de la fagon suivante : le nombre r est limite supérieure sl
satisfait simultanément aux inégalités

las|r 2| al,
las|ri22 | aylr,
(13) | asir22|aslr?,

|@an|rn2 2| any|rr—1;
car on en déduit

|@n|rn2| an—glrr=t4. ..+ |as|r +|ao!.
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D’ou la limite ([58], [59])

k

QA+t

Qg

a

R3=Max( )2

) (k=1,2, ..., n—1)

qui est atteinte pour le polynome
24T+ 224, .+ ZT— g,
Pour un polynome lacunaire
Ay + QT+ @M 4. .+ ap 2T,
on a de méme la limite

1 1 "
™ TRk
R;:Max[ ;%:—' 1<2 i'i-‘) ] (k=1,2, .., p—1).

Qnjyy

7. Conformément a 'une des méthodes indiquées au n° 1, on peut

obtenir de nouvelles limites en appliquant les précédentes au
polynome

fi(z)=(1—2z)f(#) =as+(a1—a))Z+...+(An—@u_1)Z"— An 2" 1.

En particulier, 'application de la limite R; donne la nouvelle
limite [116]

R9=\/l+

En appliquant la limite R a f,(z), on obtient une nouvelle limite
qui a une interprétation géométrique simple : désignons par O,
Ao, Ay, ..., A, les points représentatifs des nombres

2

Qo
QAn

ay— QAo 2
-+ | +...+
Qn

an— @n— |?
.
Qn

27 ay
0, —y —y ey I.
an @n

Si L est la longueur de la ligne brisée OA¢A, ... Ay, on a la limite
supérieure [ 76 ]
Ri=1L;

M. Marty [74] a donné des limites analogues et plus précises.

8. Un cas particulier intéressant est celui ou les a, sont réels, et

o§ao§a|§.. .§an.
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Dans ce cas L=1, d’ou le théoréme d’Enestrom-Kakeya ([27], [52]) :

Tutorime X. — Si les coefficients d’un polynome f(z) sont
réels et vérifient les inégalités

olasSar ... Lan,
tous les zéros de f(z) sont contenus dans le cercle unité [z |<1.

Hurwitz [80] a montré en outre que la condition nécessaire et
suffisante pour que f(z) ait des zéros sur la circonférence |z |=1
est qu’il soit de la forme

f(@)=(0+z+22+.. . 4+2P)(bo+ by 2P +. ..+ brzklp+)),

0t (p + 1) est un diviseur de (n + 1) et

0<by<biS. . .S by
On peut encore donner I'énoncé équivalent au théoréme X :

Tutorime X a. — Si les coefficients d’un polynome f(z) sont
réels et positifs, le nombre

-est une limite supérieure des modules des zéros de f(x).

La démonstration de M. Kakeya est de nature géométrique : il
-construit la ligne brisée OB,B,...B, dont le c6té B,_, B; est équi-
pollent au vecteur a;z"; en portant sur ce c61é le segment

Bk—1 Ci=Bzs Bi— 5

on voit aisément par récurrence que les points O et B sont de part
-et d’autre du cercle B;_,B;_, C si |2|>1, d’ou la conclusion.

A T'aide de la méme construction, on établit aisément les extensions
suivantes du théoréme X a [43] :

Tukorime XI. — Si les nombres ay, @y, ..., an sont réels et
posttifs, le nombre

Ay Ay ap—2
pr=Max | —y —; «-+)
a, as Qan—1
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est une limite supérieure des modules des zéros complexes du
polynome

f(#)=ar+a1z+ arz®+.. .+ any "t —anz".

Hurwitz [50] a donné une démonstration algébrique de ce théo-
réme montrant que la limite p, est encore valable pour les zéros réels
négatifs de f(x).

Tutorime XII. — Si les nombres ay, a,, a,, ..., a, sont réels et
positifs, et si, en posant

ona M <N, il i’y a pas de zéros complexes du polynome

f(@)y=ay+ar1x~+...+arX"—@rp 1 2™ —. . .—apz"
dans la couronne M < | z| < N.

D’autres théorémes analogues au théoréme X ont été obtenus en
partant de résultats de M. Féjer sur les polynomes trigonomsé-
triques ([67], [26], [5], voir aussi [105], [93]). Citons entre autres

les résultats suivants [5] :
Tutorime XIII. — Etant donné le polynome
flz)=as+ar1z +...+apzn,
si ces coefficients sont réels et vérifient les inégalités

< a2 <.. << @p<<o<an<an1<,...< ak
(0skSn—+r1; on pose a@_,= @p+s=0),

tl a au plus un zéro sur la circonférence |z| =1, au point z =1,
et il a k ou (k—1) zéros a Uintérieur du cercle unité, suivant
que f(1)>oou f(1) < o.

Ce théoréme contient en particulier le théoréme X pour k =o.

Taeorime XIV. — Si les coefficients de f(z) sont réels et

vérifient les inégalités
aoZO, GQZ‘AG:, a,gza:., ey an_igza,.> o,

f(z) a au plus un zéro a l’intérieur du cercle unité.
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CHAPITRE 1IV.

LE PROBLEME DE LANDAU-MONTEL.

1. Jusqu’a présent, les propriétés des polynomes que nous avons
exposées provenaient d’hypothéses faites sur tous les coefficients
supposés connus. On peul se demander s’il existe des propriétés ne
dépendant que d’un certain nombre de ces coefficients, en particulier
s’il existe un certain nombre de zéros bornés en module, lorsqu’on
laisse certains coefficients fixes et qu’on fait varier arbitrairement
les autres.

C’est M. Landau qui a le premier abordé un probléme de cette
nature, en montrant, a la suite de ses travaux sur le théoréme de

Picard ([63], [64]) que le polynome
f(z)=1+z+azr+bzm (1< n<m)

a toujours un zéro de module inférieur a une constante absolue,
quels que soient a, b et les entiers n, m. Un peu plus tard, cette
proposition était généralisée par M. M. Allardice [2] et Féjer [28];
enfin, M. Montel, dans un Mémoire fondamental [75], a repris la
question en montrant nettement dans quels cas elle se pose, et I'a
résolue dans Loute sa généralité, tout au moins au point de vue qua-
litatif (c’est-a-dire en établissant seulement l'existence des limites
dans le cas général).

Nous désignerons donc sous le nom de probléeme de Landau-
Montel le probléme général qui consiste & limiter en module un
certain nombre de zéros d’un polynome en fonction de certains de
ses coefficients.

2. La position du probleme. — Etant donné un polynome

f(Z)=ar+arz +...+anzh,

remarquons d’abord que, si un coefficient a; est arbitraire, il y a au
plus & zéros bornés en module; car, d’aprés le théoréme VI, on peut
toujours, quel que soit r > o, choisir a; de sorte qu’il y ait (n — k)
zéros extérieurs au cercle |z [<r.
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Pour que p zéros soient bornés en module, il faut donc fizer les
coefficients ay, ayy ..., Gp_y.

D’autre part, si tous les autres coefficients sonl arbitraires, on peut
les faire tendre vers zéro, et par suite faire croitre indéfiniment en
module (n — p -+ 1) zéros de f(z). Il en est de méme si plusieurs de
ces coefficients sont donnés égaux a zéro.

1l faut donc de plus qu'un coefficient a, n(h20) soit donné et
différent de zéro.

Ces deux conditions nécessaires sont aussi suffisantes |T7]

Plus généralement, p zéros sont bornés en module si le polynome
doit satisfaire a un systéme de condilions tel qu'il ne puisse étre
veérifié par un polynome de degré inférieur a p. En particulier, il
en est ainsi si f(z) doit prendre des valeurs données en (p+1)
points, pourvu que ces valeurs ne soient pas celles d’un polynome de
degré (p —1).

On a aussi le théoréme suivant, généralisation partielle du théo-
réme VII b, et qui comprend en particulier le cas, étudié plus haut,
ou (p + 1) coefficients sont donnés :

Tutorime XV. — 8i les coefficients d’un polynome vérifient les
relations linéaires
Bay+lay+...+1llapn=o0,
(14) Bao+ ljar+...+ Ban=o,
ceeeieeinasinaaes e )

Bay+ Wai+...+ lBan=o,
et st le déterminant
uouy ...,

Ao .o,
wow .. B,

r'est pas nul, le polynome a p zéros inférieurs en module & un
nombre fixe, ne dépendant que des V.

3. L'étude deslimites. — Revenons au probléme de Landau-Montel
proprement dit, en supposant donc les coefficients a,, ay, ..., @p_,
et ap.s fixés (h 20, ap 17 0). .

Comme p zéros sont bornés en module, il existe une borne infé-
rieure finie des nombres positifs r tels que le polynome ait ¢ zéros
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au moins dans le domaine |z |<r, pour tout entier ¢<p; nous dési-
gnerons cette borne par ry. On a évidemment

rgrss. .Sy

et tous ces nombres sont des fonctions de a,, a4, ..., @p_y, Gp,s el du
degré n du polynome; I'étude de ces fonctions constitue un point
essentiel du probléme de Landau-Montel.

Un premier pas consiste a chercher des limites supérieures pour rp,
probléme dont celui qui fait I'objel du Chapitre III est un cas particu-
lier, pour p = n. En utilisant les résultats exposés dans ce chapitre,
M. Montel [ 77] a montré comment on pouvait généraliser les diverses
limiles oblenues, par 'emploi d’'une méthode uniforme : on suppose
que (n — p +1) zéros de f(x), i, Zay ..., Tn_p,4 sont exiérieurs
au cercle de centre l'origine et de rayon r. A l'aide de cette hypo-
thése, et en effectuant les divisions successives. on peut limiter les
coefficients du polynome

Sf(=)

g(x)= (x—z1)(x—22).. (& — Zn—p)

de degré p, en fonction des coefficients donnés de f(z) et de r.

Par suite, en appliquant & g(z) une des limites du Chapitre III,
on a une limite des modules de ses zéros, soil ¢(r), et il est clair que
P'on doit avoir

r<¢(r),

ce qui donne la limite supérieure pour r, qui correspond & celle du
Chapitre III d’ou I'on est parti.

M. Montel a surtout étudié les cas ot h=o0 et h=n—p.
C’est ainsi qu’au théoréme V correspondent-les énoncés suivants
(dont le premier est da @ M. Van Vleck [107]):

Tutorime XVI. — Le polynome
flz)=ao+a1x +...4+ anz"

@ p zéros au moins dans le cercle |z |<X,, ou X, est la racine
postitive de I’équation

Chlao| +Cozy|ar| @ 4.4 Chopy | @p—t | ZP—1— | ap| 2P = o,
Tutorime XVII. — Le polynome

Jf@)=ay+a1x+ ... +apz”
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a p zéros au moins dans le cercle |z |< Xa, ot X, est la racine
positive de l'égquation

C{;:Hao|+Cﬁ:%|a1lx+...

+Choprri@p—2| P2+ CY_,l ap—y| 2Pt —|as| 2" = 0.

Pour p =n, les deux équations précédentes se réduisent a celle
du théoréme V.

Les autres limites du Chapitre Il se généralisent de méme.

Par d’autres méthodes, M. M. Lipka [66] et Ttihara [31] ont égale-
ment obtenu, dans le cas ou & = n — p, des bornes supérieures de r,
en fonction de ao, @4, ..., Gp_1, @n (voir aussi [T]).

4. Parmi les variables dont dépendent les ry, on peut particu-
lierement fixer son attention sur le degré n. De fagon plus précise,
supposons le nombre entier 4 ct les coefficients aq, @y, ..., @Gp_y, Gpin
donnés; ry est alors fonction de n seul, et cette fonction croit indéfi-
niment avec n. Le théoréme suivant donne son ordre de croissance :

Tatorime XVIII [23]. — La fonction rq(n) crott en général
1 1

comme nf~1': de facon précise, la fonction ry(n)n P~'*' reste
comprise entre deuzx nombres positifs finis et non nuls, indépen-
dants de n.

Dans cet énoncé, les mots « en général » ont le sens précis sui-
vant : le théoréme XVIII s’applique si @y, . . ., @p_1, @p.x ne vérifient
pas une certaine relation

(15) Fq(ao’ Ay ooy Ap—p,y ap+h) =0,

ou F, est un polynome en a,, ay, ..., dp_y, @.» qu'un calcul régu-
lier d’élimination permet de former. Si au contraire les valeurs
1

données des coefficients vérifient cette relation, ry(n) croit comme n’,
ou / est un entier compris entre 1 et (p — ¢ +1) et qu'on peut
déterminer exactement, en examinant si les coefficients donnés
satisfont a certaines relations algébriques analogues a (15).

Dans le cas oug=p, la relation (15) n’est jamais vérifiée
sl @p.4 7 0; rpcroit donc toujours comme n. Cela résulte d’ailleurs
aisément du théoréme XVI.
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5. Les polynomes lacunaires. — En dehors des coefficients a,
@iy -y Qp_1y @p . 1(@p. 452 0)on peut encore fixer un certain nombre
d’autres coefficients du polynome f(z), en laissant arbitraires les
coefficients restants.

Il existe naturellement toujours p zéros bornés en module, et 'on
peut définir les nombres ry, ry, ..., r, comme au n° 3. Seulement,
ici, ces nombres sonl en outre fonctions des coefficients supplémen-
taires que I'on s’est donnés; ils sont. d’ailleurs, évidemment, au plus
égaux aux valeurs qu’ils prennent lorsque ces coefficients sont laissés
arbitraires. C’est précisément cette influence des coefficients supplé-
mentaires sur les r, qu’il est intéressant d’étudier.

Un premier résultat concerne 1'ordre de croissance des ry en fonc-
tion de 7, en supposant le nombre v et les indices des coefficients
supplémentaires donnés indépendants de n. On montre alors [23]

1
que ry(n) est, en général, de I'ordre de nP~7***'; « en général »
signifiant, comme précédemment, que les coefficients donnés (y com-
pris les v coefficients supplémentaires) ne vérifient pas une certaine
relation algébrique.

Mais les travaux les plus importants se rapportent au cas ou tous
les coefficients supplémentaires ont la valeur zéro, autrement dit, au
cas ou le polynome f(z) posséde des lacunes. Un tel polynome peut
s’écrire, en mettant en ¢vidence les degrés des termes non nuls,

(16) flz)= ar+az+...+ap 2Pt +apzl+...
A+ Aprh XPFHh 4 0 T A Ay . L A AR T
avec
p+hni<n<...< ng

@iy %3, ..., ax 6tant arbitraires, ainsi qu'un cerlain nombre des
coefficients a,, @p, 1y ...y Gpisii-

Le résultat fondamental relatif aux polynomes lacunaires est le
théoréme suivant, da a M. Montel [75] :

Tutorime XIX. — Pour un polynome f(z) de la forme (16), le
nombre r, est borné supérieurement par une fonction des coeffi-
cients donnés et du seul nombre k des termes arbitraires, quels que
soient les degrés ny, n.,. .., n, de ces termes.

Dans le cas ot A = o0, M. Biernacki a précisé quantitativement ce
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théoréme en montrant que, si R, désigne la borne supérieure des
modules des zéros du polynome

So(z)=ar+ar1z+...+apzP
[od @y, a4, ..., @, ont les mémes valeurs que dans f(z)], on a [8]

ny ns nk
< .
(17) 7',,=R0 n‘_P n:_P nk_P

Cette borne supérieure est parliculiérement intéressante, car elle
permet un passage a la limite qui conduit au résultat suivant relatif
aux fonctions entiéres [8] :

Tatorkme XX. — Une fonction entiere
fz)=a¢+arzhi+ aszhs+...+ arx+...
. . . . . . 1
prend une infinité de fois toute valeur finie, si la série 2 e o5t

convergente (autrement dit, la fonction n’a pas de valeur exception-
nelle de Picard).

Des résultats plus précis encore ont été obtenus lorsque les coef-
ficients donnés ont des valeurs particuliéres. C’est ainsi que, si
h =o, w=ap=I, G=ar=...= ap1=0,

M. Biernacki [8] a montré que I'on a

CR=(_T0_ P Pk Y
(18) <R (m—p n,—p nk—p)

De plus, r,= R lorsque
ny=p+1i, ny=p-+2, ceey np=p-+k.

(Il existe d’autres cas ou r,=R, mais on ne sait pas quelles sont
les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette égalité ait
lieu.)

La démonstration de I'inégalité (18) est longue et assez complexe.
Auparavant M. Féjer [28] avait démontré 'inégalité (moins bonne
lorsque p >1)

(19) ri<R

par une méthode trés simple s’appuyant sur le théoréme de Gauss-
Lucas (voir plus loin théoréme XXX). Cette méthode montre de plus



LA THEORIE ANALYTIQUE DES POLYNOMES D’UNE VARIABLE. 27
que le polynome
f)=ap+ar12"+asxz™+. ..+ arzk

a au moins un zéro dans le cercle |z |<p, ot

1
Npyy Ryos ny ao|™
Nr+1— Np Rpyp2— Ny ny—nr ar

p = Min (r=1,2,...,k—1).

M. Fekete, & qui est due cette remarque [32], en a déduit un com-
plément intéressant du théoréme VII b :

Tatorime XXI. — Si les coefficients du polynome
fx)=ay+a,zm+...+ apanx
vérifient une relation linéaire
(20) hoao+ Mai+...+ hrag=o,

o hoZ o, f(x) a un zéro au moins dans le cercle |z |<2Mk, ot

M=Max(1, % ) (i=1,2,..., k).
0
On a, en effet,
(21) |@ao] SM(jas| + | asl +...+ | ar]).

Il en résulte que, pour un indice r au moins, on a

@S2 M jar,
sans quoi on aurait

1 1 1 -
|aol>|ao!(;;l+27,+...+ ;‘;) >M(|a]+|as] +...+|azrl),

contrairement a I'inégalité (21). On en déduit que

1
a, |™
=1 <a2M,

ar

ce qui démontre la proposition, si 'on remarque que l'on a

1

( Ry s ng )"'
Nrit—Np Npy2— Ny ng— nr
- i)
S((n’+ )(n.+2)...(n,+k— r))"'Sk.

1.2...(k—r)
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6. La recherche des limites exactes. — La détermination exacte
de ry, ra, ..., rp est un probléme difficile qui n’est résolu que dans
un petit nombre de cas; nous en avons rencontré un ci-dessus. En
théorie, on pourrait considérer le probleme de la recherche de r,
comme résolu si ’on pouvait déterminer un polynome pour lequel la
limite est atteinte, c’est-a-dire tel que, pour tout nombre r << rg, le
cercle |z |<r contienne au plus (¢ — 1) zéros du polynome.

On peut utiliser, pour larecherche de ces polynomes « extrémaux »,
un théoréme di a M. Biernacki [8] :

Tutorime XXII. -— 8¢ m est le nombre des coefficients arbi-
traires des polynomes considérés, un polynome extrémal a au
moins (m + 1) zéros de module rqy, & moins que son terme de plus
haut degré ne soit nul.

En s’appuyant sur ce résultat, on peut [18], dans certains cas par-
ticuliers, calculer exactement les valeurs des ry.
Clest ainsi que, pour le polynome

) Sflx)=1+ 2+ ayz3+...+ an2",

ou les a; sont arbitraires pour k23, on sait (voir plus haut) que

I‘g=\/n(+_l) =R.
/3

Cette valeur de r, ne change pas quand on assujettit un nombre
quelconque de coefficients a; d’indices impairs a étre nuls (il n’en
est pas de méme de la valeur de r, qui décroit en général).

Pour le polynome

De plus [18], on a

(IT) flz)=1+ 22+ a32®+...+ an2 2"+ a, ",

,,=\/£L12—_3>=R

r _\/n
TV 2

on a

et
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si n est pair (d’aprés ce qui précéde);

n(n—3
= \/ 2En — 1))
si n est impair.
On voit donc intervenir les propriétés arithmétiques des degrés
des termes du polynome. L’étude du polynome

(1) fle)y=1+2+a3z3+...4+ apz”

en fournit un autre exemple. On sait [13] que, dans ce cas,
ry g ﬁ.

Or, on ne peut avoir ry = \/n que si n est carré parfazt.

Ces exemples montrent combien I’élude des rq, a peine ébauchée
jusqu’ici, présente de complexité : il ne faut sans doute pas en
espérer de résultats simples et précis dans des cas lrés généraux.

CHAPITRE V.

LES ARGUMENTS DES ZEROS.

1. Il n’existe qu’un trés petit nombre de travaux concernant les
relations entre les coefficients d’un polynome

f(z)=ay+ arz+...+ anz?,

el les arguments de ses zéros, lorsqu’on ne fait pas d’hypothése
particuliére sur ses coefficients.

Citons d’abord une remarque trés simple de M. Takahashi [103 ]
qui donne une condition nécessaire pour que tous les zéros zy,
Zay «.., Zn de f(x) soient dans un angle A de sommet l'origine et
d’ouverture «<x. On a

donc le point — Z—’o se trouve dans I'angle A’, symétrique de A par

rapport & l’axe réel; ou encore, le point — ? est dans I’angle A.
1

Appliquant maintenant la méme remarque aux dérivées successives

MEMORIAL DES SC. MATH. — No 93. 3
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de f(z). dont les zéros sont aussi dans A, d’aprés le théoréme de
Gauss-Lucas (voir plus loin,. théoréeme XXX), on a le

Tutorime XXIII. — Si tous les zéros de f(z) sont dans un
angle A de sommet Uorigine et d’ouverture a<m, tous les

. a . .
points — a—’(z:o, I, ..., n—1)30nt aussi dans A.
I+1

2. M. Kempner [56] a cherché, de son coté, a déterminer des
angles ne contenant aucun zéro de f(z), en s’appuyant sur la
remarque suivanle : si les points a,, @, ..., a, sont dans un angle
de sommet I'origine et d’ouverture « <Z m, f(z) ne peut avoir de zéro
réel" et positif (voir plus loin, Chap. X, n° 1). On en déduit
que f(z) ne peut avoir de zéros d'argument ¢ si les points

Qyy, a, ei?, (2123 C“"kp, ceey QAp elli@

sont dans un angle de sommet Porigine et d’ouverture a <<m. Le
probléme consiste a chercher des valeurs de ¢ possédant cette pro-
priété, les arguments de a; étant donnés.

Pour les polynomes & un petit nombre de termes, cette méthode
réussit parfois. Mais déja pour le polynome

fl2)=1—2 + 22+ 23+ z%,

il n’existe aucune valeur de ¢ ayant la propriété voulue.

3. Le résultat le plus remarquable obtenu jusqu’ici sur les argu-
ments des zéros fournit une limite du nombre des zéros de f(x)
situés sur une droite passant par lorigine, en fonction des
modules des coefficients. Due a M. E. Schmidt [92] et perfectionnée
par MM. Schur [96] et Szego [101], cette proposition s’énonce de la

maniére suivante :
Tueoritme XXIV. — 87 l'on pose

_ lao| +ar]+...+an]

P e
Viasan|

et si r désigne le nombre des zéros de f(x) situés sur une droite
quelconque passant par Uorigine, on a

r:—or<4nlogP,
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et si.n>6
r* < 4nlogP.

De plus, au second membre de ces inégalités, le nombre 4 ne
peut étre remplacé par un nombre plus petit.

Par une analyse délicate, M. Schur [96] a déterminé le minimum
exact de la quantité
Q= @ |2+ ]ai2+...+|an!?
- |avan l

lorsqu’on suppose que f(z) a exaclement r zéros réels (on peut
évidemment supposer que la droite de I’énoncé est 'axe réel). Cette
quantité est d’ailleurs liée a P par les inégalités

QP E(n+1)Q.

Par la suite, M. Szego [101] a obtenu a son tour le minimum exact
de P dans les mémes conditions.

CHAPITRE VI.

LES POLYNOMES A TROIS ET QUATRE TERMES.

1. A la suite des recherches de M. Landau, rappelées au dé¢but du
Chapitre IV, on a étudié de facon approfondie la répartition des
zéros des polynomes a trois et quatre termes, tant en module qu’en
argument.

Pour I'équation trinome, les résultats obtenus sont aussi complets
que possibles; ils sont, au contraire, trés fragmentaires pour I'équa-
tion quadrinome.

2. L'équation trinome. — On peut toujours, par des transfor-
mations simples, supposer I'équation ramenée a la forme
(22) 1+ zP + ax™=o,
n et p étant premiers entre eux. On posera

a = pels,
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La séparation des modules des racines se fait ici, sans avoir
recours au lhéoréme de Cohn, au moyen d’une régle simple due
a M. Bohl [12}], et qui donne le nombre N(u) des racines de (22) de
module inférieur i u, quel que soit u >o:

1° 8i Uon peut former un triangle dont les trois cotés ont
respectivement pour longueurs 1, uP,pu”, et si l’on désigne par w,
et wy les angles opposés aux cotés urP et pu® respectivement, N(u)
est égal au nombre des entiers intérieurs & l’intervalle ouvert
(4, p) ou
- nr—pla+mn)  nwi+ pw,
27 2T

_nn—pla+mx) +nw1+pw,

27 27
2° 8¢
12uP+pur, N=o.
Si
uP >1-+ pun, N=p.
St

pur>1+ ub, N=n.
(application du théoréme VI).
3° Si

uP=1-+ou",
N(u)=p, sauf si Uon a & la fois
un—pg £
=on
etn— }—;—a égal & un entier pair; dans ce cas, N(u) =p—1I.

Si

purt =1+ upP,

N(u)=n, sauf si p(x+;> est un entier pair; dans ce cas,
N(u)=n—1.

Cette régle permet, en particulier, de résoudre complétement le
probléme de Landau-Montel pour I'équation (22) (ou 'on suppose a
arbitraire), en calculant exactementles ry. Ce calcnl a été fait d’abord
par M. Herglotz [46], et repris ensuite par M. Biernacki [8], par
une méthode différente. Les résultats sont les suivants :
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Tatorime XXV, — Si

lgng(f), rg=1.
St
E(}g—o) <g<p
1
sin <nqa— q—“—) ’
rq= Max Pqn
sin [(n—p)q:— —;]
pour oSy Io.
Enfin,

1

n \?
"’"(n—p) =R

Les méthodes de MM. Herglotz et Biernacki permetient aussi
d’étudier la répartition des arguments des racines de (22). On peut’
ainsi établir le

Tutorime XXVI. — 1l y a toujours une racine au moins dans
1

>;, d’ou-

chacun des p secteurs circulaires de rayon R:<
n—p

27 . . . .
verture — , et ayant pour bissectrices les p demi-droites d’ar-

gument

k
(2—;_-—1-)—75 (k=oy,1, ..., p—1).

On montre aussi sans peine que tout angle de sommet l'origine

47“ contient une racine au moins [84].
M. Biernacki a étudié les problémes analogues pour l’équation
trinome mise sous la forme

et d’ouverture

(23) 1+azP+zr=0 (n>p),

ou a est arbitraire. En ce qui concerne le probléme de Landau-
Montel, il faut distinguer ici deux cas :
1° Sin2ap,
M=re=...=rp=I;

2° Sip<n<2p,

1
n

"”=(n£p) ;
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Pyy Tay ooy Tp_y peuvent se calculer par les mémes méthodes qu’au
théoréme XXV. On a rg=1si g<n—p.

3. L’équation quadrinome. — Pour I'équation quadrinome, mise
sous la forme canonique

(24) I+ ZP 4+ a1 2" + @ 2% = 0,

ou p << n; << ns (ces troisnombres étant premiers dans leur ensemble),
on a surtout étudié le probléme de Landau-Montel (calcul des ry) et
la détermination de secteurs circulaires contenanl toujours une
racine, lorsque @, et a, varient arbitrairement.

Les valeurs des ry ne sont connues que dans un petit nombre de
cas particuliers. En dehors du cas ou il n’y a pas de lacunes

(ni=p—+1, na=p+2)

on sait, par exemple [18], que

A2 I

,.p=R.__(_n'__ —.’l’_.) pour p=1, R:=ni+1;
n—pn:—p

mais, méme pour I'équalion quadrinome, on ne connait pas les
conditions nécessaires et suffisantes pour que r, = R.

L’étude des secteurs circulaires contenant toujours une racine est
plus avancée, grice aux travaux de M. Biernacki [8]. Citons le prin-
cipal résultat, remarquable par sa précision, auquel 'ont conduit ses

recherches :
Tutorive XXVII. — Sin, 2 3—':', Uéquation (24) a une racine
au moins dans chacun des p secteurs circulaires de rayon R,

27T . . . .
d’ouverture —, et ayant pour bissectrices les p demi-droites d’ar-
1

gument (ik-—;li(k =0,1,..., p—1). De plus, dans cet énoncé,

le rayon et Uouverture des secteurs ne peuvent étre remplacés par
des nombres plus petits.

3n . .
Lorsque 4p<n, < —2-1, cet énoncé subsiste encore, en remplacant
les secleurs par d’autres ayant mémes bissectrices et méme rayon,
. 3x c e
mais d’ouverture — ; mais ici, cette ouverture n’est pas la plus
2

petite possible (le rayon R reste 1oujours le plus petit possible).
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4. On s’est aussi demandé si, de méme que pour I'équation tri-
nome lorsque p>1, il existe des cas ou, pour 'équalion (24), un
certain nombre des 7y sont égaux & un; ou encore, si le cercle | z|<1
contient loujours des racines de (24), quels que soient a, et a,, et
quel est le nombre minimum N de ces racines.

Un premier résultat est du a M. Biernacki [8], qui a montré
que ry=1si ny < 2p.

M. Dieudonné [18]a repris la question par une autre méthode
basée sur le principe de 'argument. Ses recherches aboulissent aux
résultats suivants :

L’équation (24) étant mise sous la forme

(25) I+ 2 + a12" + a:x"s = o,

avec ¢, ny, n, premiers dans leur ensemble [ce qu’on peut toujours
faire en posant au besoin, dans (24), 2 = 2], on pose

as
=l
1

,
et 'on est amené & distinguer deux cas :

1° p21ou p< =9, On peut alors déterminer, en théorie, uhe

borne inférieure A, effectivementatieinte, du nombre de racines de (25)
intérieures au cercle unité, par un procédé de caractére géométrique.
On a toujours A 21, sauf si »y ou n, est multiple de 2¢; dans
certains cas particuliers, on peut avoir effectivement la valeur de &;
par exemple, s n, et n, sont impairs,

h=gq.
Si (ny—n,) est multiple de ¢,
3 . h = q’
s1 g est pair;
h=gqg—1,
si g est impair, et I'un au moins des n; pair.

2° Cas général. — A l'aide du nombre h précédent, on peut

obtenir une limite inférieure pour N. Par exemple, si &> n, —n,,
on a

N2h—(ns— ny).
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De fagon plus particuliére, si n, et ny sont impairsetsi 2q>nys—n,,

ona
neg—n,
N> >g—2_""_.
2q 2

Quand on n’est pas dans un de ces deux cas, on peut encore, par
des considérations plus compliquées, ou les propriétés arithmétiques
des degrés jouent nn réle prépondérant, arriver parfois a obtenir une
limite inférieure positive pour N. Par ¢xemple, pour 'équation

1 -+ 229 4+ a\x29+"m + (lg.%"/"'i’" =0,
ou ¢ est impair, m > 2 ¢ pair et premier avec ¢, on a

h=q<n2—n1= ?.

2

On peut cependant montrer que, dans ce cas,

N-gig—l.

5. Notons enfin que, pour I'équation quadrinome particuliére,

(26) 1+ axP +xP +bxn=0 (n>2p),

la méme méthode permet d’obtenir exactement, en fonction de a
et b, le nombre de racines intérieures au cercle |z|<1 [22]. En
particulier, on peut déduire des résultats oblenus que I'équation (26)

a toujours (p — 1) racines au moins dans le cercle |z |<1, quels
que soient a et b.
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DEUXIEME PARTIE.
GEOMETRIE DES POLYNOMES.

CHAPITRE VIIL.

LE THEOREME DE GAUSS-LUCAS.

La donnée des zéros d’un polynome f(z) détermine celui-ci & un
facteur prés et, par suite, également toutes ses dérivées. Les zéros
d’une dérivée quelconque de f(z) sont donc des fonctions bien
déterminées des zéros de f(z); I'étude de cette dépendance va étre
I'objet de plusieurs des Chapitres qui vont suivre.

1. La source commune d’une grande partie des résultats connus
sur les zéros de la dérivée d’'un polynome réside dans la forme
remarquablement simple de la dérivée logarithmique
(27) L2 R .

f(z) z—=x R y——

s1

f(z)=(x—21)...(x — 2za).

Soit z un point quelconque du plan, différent des z;; posons

/(@) _ i
o) = A (Xfini).

Regardons désormais z et A comme fizes, et considérons la rela-
tion €N Zyy Loy ooy Tn

(28) f(z)=rf(z)=0

symélrique par rapport aux z; et linéaire par rapport a4 chacune de
ces variables. Formons I'équation en z oblenue en faisant dans (28)

T =Xy =...=&p =23,
ce qui donne
(¢ —3z)—t[n—A(z—23)]=o0.
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Appliquant le théoréme VII el ses compléments aux deux systémes
de points formés, d’une part par les racines de cette équation, de
Pautre par les points #y, #, ..., Z, on a la proposition, due a
Laguerre [62] :

Tatorime XXVII. — z étant un point quelconque du plan,
différent des zéros de f(x), on considére le point z défini par
Uéquation

Sz n
(29) f(a:)_.z'—z'

Sait (C) une circonférence quelconque passant par z et z; ou
bien tous les zéros de f(z) sont sur (C), ou bien il existe un zéro
au moins dans chacun des deuzx domaines circulaires ouverts
limités par (C).

De fagon abrégée, on peut dire que (C) sépare les zéros de f(z).
On en déduit immédiatement le théoréme fondamental sui-

vant [110] :

Tutorime XXIX. — 8¢ tous les zéros de f(z) appartiennent &
un domaine circulaire (K), a tout point z extérieur & (K) cor-
respond un point 5 de (K) vérifiant la relation (29).

La proposition esL encorc vraie si z est sur la frontiére de (K) et'
différent des z,. D’autre part, z est toujours intérieur a (K), sauf
dans les deux cas suivants :

1° Tous les x; confondus en un point de la frontiére de (K), z est
aussi en ce point quel que soit z;

2° Tous les z; étant également sur la frontiére de (K), mais non
confondus en un seul point, x élant également sur la frontiére de (K).

3. Considérons, en particulier, dans le théoréme XXIX, le cas
ou (K) est un demi-plan; z est toujours a distance finie, quel que.
soit « extérieur a (K) ou sur la frontiére et différent des z;, sauf
dans le cas ou tous les z; seraienl sur la frontiére de (K) et non
confondus en un seul point. Sauf dans ce cas spécial, on a donc
f'(z)520: on en déduit immédiatement le célébre théoréme,

démontré d’abord par Gauss [41], puis retrouvé indépendamment
par Lucas [68] :
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Tutorime XXX. — Si (P) désigne le plus petit polygone
convexe tel que tous les séros de f(xz) soient a Uintérieur ou surle
contour de (P), un séro quelconque de f'(z) est situé a U'inté-
rieur de (P) ou sur son contour et, dans ce dernier cas, il est
confondu avec un zéro (multiple) de f(x).

‘Le seul cas d’exception est celui ou (P) se réduit i un segment
de droite.

Avant.d’indiquer les diverses extensions de ce théoréme, signalons
encore une conséquence imporlante du théoréme XXVIII : sup-
posons que tous les z; soient a l'intérieur ou sur les cotés d’un
angle A d’ouverture a<m et de sommet z (différent des z;) : le
point 3 correspondant & x par la relation (29) est aussi dans
Uangle A.

4. Les résultats précédents ne donnent aucun renseignement sur
la disposition relative des zéros de f(z) et de ceux de f'(x) a
Pintérieur de (P). En étudiant de facon plus approfondie la rela-

L= _ o, M. J. v. Sz. Nagy [82] est parvenu a apporter d'inté-
() gy p PP

tion

ressanles précisions au théoréme XXX.

Nous avons vu que f’(z) ne peut avoir de zéros sur un coté de (P)
qu’en un zéro de f(z) : si on laisse fixes les zéros de f(z) qui sont
sur le contour de (P) et qu’on fasse varier ceux qui sont a l'intérieur,
un zéro de f'(z) ne peut approcher d’un coté de (P) que si un zéro
de f(z) en approche également. Cette relation qualitative est précisée
par le théoréme suivant :

Tuatortme XXXI. — Soient z,, z,, deuz zéros simples de f(z),
sommets consécutifs de (P) et tels que le c6té x,z, ne contienne
pas d’autre zéro de f(z). Soit ¢, la valeur du plus grand angle de
sommet z,, dont un des cotés est x, z,, dont Uautre est dirigé vers
Uintérieur de (P), et qui ne contient pas de zéro de f(x) a son
intérieur; soit 92 Uangle analogue de sommet z,. Enﬁn, soit x4
un zéro de f(z) tel que le triangle z,z,x; ne contienne pas
d'autre zéro de S () & son intérieur; soient z,, le milieu de x, 2.,

' o7 N, T, .
Z' le milieu de zy x4, 9, 9, les angles xyz, &', 32, &' respective-

ment. Si U'on désigne par o le plus petit des angles ¢1, 92, 0y, 09,
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Uangle sous lequel on voit le segment z,z, d’un zéro quelconque
de f'(z) est inférieur & T— .

De méme, il est clair que si tous les zéros de f(z), sauf un seul, z,,
varient en restant & une distance de z, supérieure a un nombre fixe,
aucun zéro variable de f'(z) ne peut tendre vers z,. Ce fait est précisé
par le

Tutortme XXXII. — Soit (D) le domaine formé par la réunion
de tous les cercles passant par un séro x, de f(z) et ne contenant
aucun autre zéro & leur intérieur; soit p la multiplicité de x, et
soit s le nombre maximum des zéros de f(x) qui se trouvent
d’un méme coté d'une droite quelconque passant par z,. Le
domaine (D') déduit de (D) par une homothétie de centre z, et

p
S+ p

de rapport ne contient aucun 3éro de f'(z) différent de z,.

Le lecteur trouvera dans le Mémoire de M. J. v. Sz. Nagy d’autres
théorémes analogues.

5. Les théordmes de M. Walsh. — Une autre série d’exlensions
du théoréme de Gauss-Lucas provient de I’étude des zéros des
dérivées du produit de plusieurs polynomes, dont les zéros sont dans
des domaines circulaires connus.

De fagon précise, supposons que le polynome f(z), de degré n,
soit le produit de deux polynomes, f;(z) et fy(x), de degrés respec-
ufs p et g. les zéros a,, as, ..., @, de f,;(x) appartenant a un
domaine circulaire (K,), les zéros B, Ba, ..., B3¢ de fi(z) aun
domaine circulaire (K,).

Soit z, un zéro de la dérivée f1¥)(z). La relation

F(20)=o,

.ou on laisse z, et les B; lixes, est symétrique par rapport aux a; et
linéaire par rapport a chacun d’eux; d’aprés le théoréeme VII ¢, il
existe donc un point « appartenant a (K,) et tel que la dérivée k'*me

du polynome
g(z)=(z —a)yfie)

s’annule au point z,. En faisant le méme raisonnement sur la rela-
tion
-4 (&) () =0,
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ou on laisse fixes z, et a, on voit qu’il existe un point 3 appartenant
a (K;) et tel que la dérivée £*"° du polynome

(30) h(z)=(z —a)P(z—B)

s’annule en z,.

Si donc on désigne par (A)le domaine décrit par les zéros de A% (z)
lorsque « et 3 décrivent respectivement (K,) et (K,) indépendam-
ment 'un de l'autre, on voit que tous les zéros de f")(x) sont
dans (A) [110].

En particulier si k=1 et si (K,) et (K,) sont les intérieurs de
dcux cercles, on a le résultat suivant, dd comme le précédent a
M. Walsh [109] :

Tutorime XXXIII. — Si p zéros de f (x) sont dans un cercle (K;)
de centre Ly, de rayon ry, et les g =n — p zéros restants dans un
cercle (K,) de centre 1y, de rayon r,, les zéros de f'(x) sont, soit
dans (K,), soit dans (K,), soit dans le cercle (K) de centre
}\=p7\=+q)\1 Pra+qry

et de rayon r =
P+q v pP+q

Ce dernier cercle est tangent aux langentes extérieures communes
a (K,) et (K»).

On voit de plus que, si (K), (K,), (K,) »’ont aucun point com-
mun deuz & deuz, f'(z) a exactement (p—1) zéros dans (K,),
(g —1) dans (K;) et un seul dans (K). En effet, le nombre des
zéros de f'(x) dans chacun de ces domaines reste alors constant
quand les zéros de f () varient arbitrairement, de facon continue, a
Pintérieur de (K,) et (K,); il suffit de supposer que f(x) a la
forme (30) pour en tirer la conclusion cherchée.

Un autre cas inléressant est celui oit (K, ) est U'intérieur du cercle
de centre V'origine et de rayon r, (K,) Pextérieur du cercle de centre

Porigine et de rayon R> 21;——])1'. (A) se compose alors de (K,) et
du domaine circulaire (K) formé par U'extéricur du cercle de centre

Porigine et de rayon p = 1—’-;-:-_‘—__—3-';; f'(z) a (p—1) zéros dans (K,)
el(g —1) dans (K). Si 'on supposait R < 2(7;"’, () serait le plan
tout entier,

Si Ton suppose maintenant & > 1, (K,) et (K;) ¢tant toujours les
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intérieurs de deux cercles, il est facile de voir que le domaine (4) se
compose, en dehors de (K,) et (K.,), de k cercles analogues au cercle
(K) du théoréeme XXXIII.

On peut généraliser sans difficulté au cas ou f(2) est le produit
de m polynomes (m > 2) dont chacun a ses zéros dans un domaine
circulaire donné, mais le domaine de variation des zéros de /¥ (z)

[ est alors moins simple ([109], [69]).

CHAPITRE VIII.

THEOREMES DIVERS SUR LES DERIVEES D'UN POLYNOME.

4. Zéros des combinaisons linéaires d’un polynomé et de ses
dérivées. — Le théoréme de Gauss-Lucas n’est qu'un cas particulier
de résultats relatifs aux zéros d’un polynome de la forme

(31) er(z)=aof(z)+ a1/ (z)+...+arfB)(z),

ou a,, di, ..., ar, sont des constantes, et o ’on suppose connus les
26ros 2y, Zay ..., £, de f(z). Soit (K) un domaine circulaire conte-
nant les z;; 'application du théoréme Vllc a la relation ¢x(z)=o0
en xr,, Za, ..., Zn, permet d’établir le

Tutorime XXXIV (]99], [110], [B4]). — Les zéros de ¢,(z) sont
contenus dans le domaine (A) décrit par les zéros du polynome
(32) ay(x —3)"+ nay(x — z)v—1+...

+n(r—1)...(n—k+1)ar(z — z)n—k

quand z décrit (K).

Ce domaine est formé de (K) et des k domaines circulaires (K;)
(i=1, 2, ..., k) déduits de (K) par les k translations égales aux
racines de I'équation

(33) aozk+ najgk1+.. .+ n(n—1)...(n—k+1ar=o.

De plus, par le méme procédé qu’au n® B du chapitre précédent,
on voit que si p des domaines circulaires (K;) forment un
domaine connexe (D) n’ayant aucun point commun avec (K) ni
avec les (k — p) domaines (K;) restants, oi(z) a exactement p
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zéros dans (D). Si q domaines circulaires (K;) forment avec (K)
un domaine connexe (D') n’ayant aucun point commun avec les
domaines (K;) restants, ¢i(z) a exactement (n —k -+ q) zéros
dans (D).

En appliquant le théoréme XXXIV au polynome

91(2) =f(2) — e f (2),
dans le cas ou (K) est un demi-plan, on voit ([102], [37], [6]) que

les zéros de ¢,(x) sont a Uintérieur ou sur le contour du plus
petit polygone convexe (I1,) contenant les 2n points xi, z; + nc,
(i=1, 2, ..., n). Il est facile de voir que le cas ou 9,(z) a un zéro
£ sur le contour de (II;) ne peut se produire que si { est un
zéro multiple de f(x), ou si (II;) se réduit & un segment de droite.

On peut étendre ce théoréme, par récurrence, au polynome gz (z)
général [6].

2. La démonstration et I'énoncé du théoréme XXXIV subsistent
sans modification lorsqu’on suppose que les coefficients a,, a,, ... az,
qui figurent dans ¢;(z) sont euz-mémes des polynomes'en z. Seule-
ment, le domaine de variation des zéros de (37), quand z décrit (K),
n’est plus en relation aussi simple avec (K). Dans le cas parti-
culier ou ay =23, (z—a)? (g=o,1,...,k) les 4, étant des con-
stantes réelles soumises a certaines restrictions, on peut encore
former simplement des polygones convexes contenant tous les zéros

de gx(z) [6].

3. M. Biernacki [8] a 6té amené & poser une autre catégorie de
problémes se rattachant aux précédents : les coefficients a, étant
des polynomes dépendant d'un certain nombre de paramétres
arbitraires, peut-on délimiter des régions contenant toujours un
certain nombre de zéros de gx(z), quels que soient ces parameétres
et quels que soient les zéros de f(z) dans (K)?

On n’a envisagé jusqu’ici que des cas particuliers de ce probléme :
le mieux étudié est celui ou 'on a

(34) o(2) =(z—a)f(2)+ pflz),

@ étant un paramétre variable, p un nombre fixe (1520, p £ — n),
et ou I'on suppose que le domaine (K) est le cercle unité | z|<1.
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Les zéros de ce polynome sont dans le lieu décrit par les racinés
de I'équation
(2 —z) ! n(z—a)+p(z—2z)]=o0,
lorsque z décrit (K) : on en déduit aisément que (n — 1) zéros de
¢(z) sont bornés en module, quel que soit a.

4. Désignons par R la borne inférieure des nombres positifs r tels
que ¢(z) ait toujours (n — 1) zéros dans le cercle | z|<r. On a évi-
demment R2>1.

M. Dieudonné [23] a montré comment on peut avoir unc limite
supérieurc de R, et mémec dans certains cas la valeur exacte de R, en
utilisant le théoréme XXIX et la théorie des fonctions bornées de la
maniére suivante :

Si z est un point extérieur a (K), on a, d’aprés le théoréme XXIX,

Sz _ n
fz) " z—{(z)’

ou [¢(z)|<1. Siz est un zéro de 9(z), on a donc

n-4p na
{(z)= z— —
) u
ou encore, €n posant
n- na I 1
Toe 2o e=L ()=wa,

o+ Az
(35) u(z) = —0—-:

D’aprés ce qui précéde, quel que soit A, Péquation (35) a au plus
une racine dans le cercle | z|< %{ Or, dans cetle équation u(z) est
une fonction rationnelle de z, vérifiant de plus la condition
(36) lu(z)|s1 pour |z|<I

Si I'on désigne par p la borne supérieure des nombres r <1 tels
que, pour toute fonction holomorphe satisfaisant a (36) et pour

toute valeur de A, I’équation (35) ait au plus une racine dans le
cercle | z|<r, il est clair qu’on aura

R

[I7aN
O -
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Or, cette valeur de p peut s’obtenir a I'aide de la théorie des fonc-
tions bornées [23]; on Lrouve

En examinant les fonctions bornées pour lesquelles la limite est
atteinte, on voit de plus que, si § est 'argument de «, la condition

, 3 1 .
nécessaire et suffisante pour que R = : est que U'on ait

., 0 m2
|oe]sin2 —
DY

= e me’

ou m est un entier de méme parité que n. Si 6 = o et n pair, cette
condition est toujours remplie.

M. Biernacki [8] avait antérieurement obtenu les valeurs de R
lorsque @ = n—+-1 et lorsque @ =1; dans ce dernier cas, son analyse,
trés sublile, lui a permis de calculer également R lorsque n est
impair.

5. Le théoréme de Grace-Heawood. — Jusqu’ici, nous sommes
partis d’hypothéses faites sur tous les zéros du polynome f(z) pour
en tirer des conclusions sur tous les zéros des dérivées de f («) ou des
combinaisons linéaires de f(«)et de ses dérivées. Il est naturel de se
demander si des hypothéses convenables sur un certain nombre de
J(z) n’entrainent pas de conclusions pour un certain nombre de
zéros de ses dérivées.

Pour les polynomes a coefficients réels, on connait depuis long-
temps un tel résultat, & savoir le théoréme de Rolle. Mais on peut:
dire que, dans ce cas, on fait aussi des hypothéses sur tous les zéros,
puisqu’on les suppose sur I'axe réel ou symétriques deux a deux par
rapport a cet axe.

Cherchons donc ce qu’on peut dire des zéros de f'(z) quand on
suppose connus deux zéros, z,, z, de f(z), les (n — 2) autres étant
arbitraires. On peut toujours supposer, pour simplifier, que
Ty =—1, £y=-1. Soit

f(z)=ai+a1z+...+apqgxni.

On a

+1 s
(37) f f’(z)dx=2a0+z—;1—'+3‘-:—‘+...=o,
—1

MEMORIAL DES SC. MATH. — N°o 93, i



46 J. DIEUDONNE.

relation linéaire et homogéne par rapport aux coefficients de f'( z).

On peut donc appliquer a f'(z) le théoréme VIIb, ce qui donne
immédiatement le résultat démontré indépendamment par MM. Grace
[42] et Heawood [43] :

Tutorime XXXV. — 2z, et z, étant deux zéros de f(z), f'(z)a

. . Ty + 2
au moins un zéro dans le cercle de centre -‘—2-—’ et de rayon

| Z2e— & T
R= _L_——ll. cot ;-

Dans ce théoréme, le rayon R ne peut étre remplacé par un plus
petit, comme le montre I’exemple du polynome

f(w)=fx<z—icot£-)"—ldw.-
—1

Lorsqu’on a des renseignements supplémentaires sur le polynome
. +
f (), on peut parfois trouver un cercle de centre % et de rayon
inférieur 4 R, qui contient toujours un zéro de f'(z).

Par exemple, si 2,=—1, Zy=-+1, et si le polynome f(z) est
lacunaire, soit

(38) f(Z) = ay+ar1xm+ ayz® +...+ arz ™,

la relation f(—1) = f(+ 1) entre les a; permet d’appliquer le théo-
réme XXI au polynome f(x). On voit ainsi que si le polynome
f(z), de la forme (38), s'annule aux points x =—1 et x =1,
sa dérivée a un zéro au moins dans le cercle |z | <2k [32].

Nous rencontrerons plus loin (voir Chap. X) d’autres complé-

ments intéressants du théoréme de Grace-Heawood, dus également a
M. Fekete.

6. Le probléme de Kakeya. — Au lieu de se donner deux zéros de
JS(z), on peut seulement les supposer contenus dans un cercle donné
(K), les autres zéros étant arbitraires; on peut toujours se ramener
au cas ou (K) est le cercle unité. D’aprés le théoréme de Grace-
Heawood, il est clair qu'un zéro de f'(z) est borné : des considé-
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rations géométriques élémentaires permettent méme de calculer
exactement cette borne, qui a pour valeur [99]

P=

. T
sin —
n

De facon générale, M. Kakeya [53] a montré que s p zéros d'un
polynome sont bornés en module, il en est de méme de (p —1)
zéros de sa dérivée. Les résultats de M. Walsh, exposés au chapitre
précédent (n° ), permettent d’établir aisément cette proposition.

Soit ¢(n, p) la borne supérieure des modules de (p — 1) zéros de
f'(#) lorsque p zéros du polynome f(z) de degré n sont contenus

dans e cercle unité; on a vu ci-dessus que ¢(n,2) =

! —- D’autre
sin ﬁ

part, d’aprés le théoréme de Gauss-Lucas, §(rn, n) = 1. M. Kakeya [53]

a indiqué une méthode générale pour le calcul de ¢(n, p); elle luia

permis d’obtenir le premier la valeur de ¢ (n, 2), mais conduit a des

calculs inextricables pour p > 2.

On peut remarquer que le probléme de Kakeya est un cas particu-
lier du probléme plus général de M. Biernacki énoncé plus haut : si
l'on désigne, en effet, par 2y, zs,..., 2, les zéros de f(x) contenus
dans (K), par ay, as,. . ., %u—p les autres zéros (arbitraires) de f(z),
en posant

gz)=(x—mx)...(x—2zp), a(z)=(x —a))(x — &) ... (x — an—p),
on est ramené au probléme de M. Biernacki pour le polynome
?(z)=d'(z)g(2)+a(2)g'(z)

quand les paramétres «;, dont dépend a(z), varient arbitrairement.
En particulier; pour p=n —1, on est ramené au probléme posé
et résolu aux n** 3 et 4, avec p =1. On a donc

Y(n, n-—-l)g‘/l +-:Z

Y(n, n—1)=‘/x+:-l

et

si n est impair.



48 J. DIEUDONNE.

CHAPITRE IX.

LES ZEROS DES DERIVEES D'UNE FRACTION RATIONNELLE.

1. Une généralisation naturelle des problémes traités dans les cha-
pitres précédents consiste a étudier la relation entre les poles et les
zéros d’une fraction rationnelle

Sf(z)

R(z)= M
[f(z) et g(z) polynomes premiers entre eux] et les zéros de sa
dérivée.

Pour obtenir des énoncés invariants par une transformation homo-
graphique quelconque, il est commode de faire les conventions sui-
vantes : le degré n de R(z) est le plus grand des degrés de f(z) et
g(z); par «zéros de la dérivée » a distance finie, on entend les zéros
du polynome

2(e) =1 (2)g(2)— f(2)8'(2)-

De plus, si R(#) a un zéro ou un péle d’ordre & a I'infini, on convient
que la dérivée a un zéro d’ordre & — 1 a I'infini.

Avec ces conventions, il existe donc toujours (22 — 2) zéros de la
dérivée dans le plan fermé.

2. Soient ay, %, . ., &, les zéros, B4, Ba,. .., Bnles poles de R(x):
cherchons d’abord si I'on peut énoncer un théoréme analogue a celui
de Gauss-Lucas, c’est-d-dire délimiter des régions du plan ou se
trouvent les zéros de la dérivée, quand on suppose les zéros «; dans un
domaine circulaire (K,) et les poles 3; dans un domaine circulaire (K,).

On peut appliquer le théoréme VIlc, de la méme maniére qu’au
Chapitre VII, n°® B, a la relation en «; et 3;

¢(z) =0,

On voit ainsi que, si z est un zéro de ¢(z), il existe un « dans (K)
et un 3 dans (K;) tels que

(z —a)y—i(z— B)t(z—B) = o.
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Mais, pour tirer une conclusion de celle équation, il faut que
a — B % 0, ce dont on n’est assuré que si (K,) et (K,) rn'ont pas de
point commun. Cette méthode ne peut donc donner que le résultat
suivant, dia a Bocher [11] :

Tutorime XXXVI. — 87 les zéros d’une fraction rationnelle
R(z) sont contenus dans un domaine circulaire (K,), les poles
dans un domaine circulaire (K.), et si (K,) et (K,) n’ont pas de
point commun, la dérivée a (n—1) zéros dans chacun des

domaines (K,), (Ka).

En utilisant les compléments du théoréme VII, on voit méme que
le théoréme XXXYVI est encore exact quand (K,) et (K,) ont méme
Jrontiére (C) sans avoir de points inlérieurs communs. sauf dans le
cas ou lous les zéros et tous les poles de R(z) sont sur (C) et le cas
ou il y a des zéros (ou péles) multiples sur (C).

On peut aussi énoncer le théoréme XXXVI de la fagon suivante :

Tutorime XXXVIa. — Soit (C) une circonférence passant par
f(z)

un zéro de la dérivée de la fraction rationnelle *—— (@)

tous les zéros de g(z) soient dans un des domaines circulaires (K)
de frontiére (C); dans ces conditions, f(x) a un zéro au moins
dans (K). On peut méme ajouter que f(z) a un zéro au moins &
Uintérieur de (K), sauf lorsque tous les zéros de g(z) sont sur (G),
auquel cas tous les zéros de f(z) sont aussi sur (C).

et telle que

En particularisant g(z) dans le théoréme précédent, on obtient
aisément le théoréme suivant, da 8 M. Obrechkoff [83] :

Tutorime XXXVIL. — z étant un point quelconque du plan,
différent des zéros des polynomes f(x), de degré n, et h(z), de
degré m # n, on considére le point z défini par I’équation

Af(z) HR(z) An—m
39) fz)  hR(z) z—3

Soit (C) une circonférence passant par z et z; si tous les zéros
de U'un des polynomes, h(z) par exemple, sont contenus dans un
des domaines circulaires (K) de fronti¢re (C), autre polynome
J(z) a un zéro au moins dans (K). Ce zéro est intérieur a (K),
sauf si tous les zéros de k() sont sur (C).

(x>o,x¢%)-
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Pour k(z) =1, on retrouve le théoréme XXVIII; pour A = -"1-:—17

on a un résultat de M. Mordell [ 78].

3. Revenons au probléme posé au début du n® 2. Il est facile de
voir que, si (K,) et (K,) ont des points intérieurs communs, on peut
trouver des fractions rationnelles ayant leurs zéros dans (K,), leurs
poles dans (K;) et dont un zéro de la dérivée est en un point quel-
conque du plan : il suffit de considérer la fraction ralionnelle

xn
2"+ A

avec A trés petit, en supposant que (K,) et (K,) ont le point intérieur
commun z=o0. On ne peut donc songer & limiter le domaine de
variation de fous les zéros de la dérivée, mais seulement d’un certain
nombre d’entre eux.

Un premier résultat dans cetle direction est le théoréme sui-
vant [23]:

Tutorime XXXVII. — Si tous les poles (ou tous les zéros)
d’une fraction rationnelle sont dans un domaine circulaire (K,),
la dérivée a au moins un zéro dans (Ky).

‘Nous verrons plus loin,,sur un exemple, qu’il n’est pas possible
d’améliorer ce théoréme si I’on ne fait aucune autre hypothése sur les
poles ou les zéros de la fraction.

Le théoréme XXXVIII avait été antéricurement démontré par
M. Biernacki [8] dans le cas particulier ou = 3, puis par M. Dieu-
donné [20] quand les péles de la fraction rationnelle sont sur la
Jrontiére de (K,).

4. D’une facon générale, étant donnés deux ensembles fermés D,
A, et deux entiers p, ¢, au plus égaux a n, considérons la famille
C(p, g, D, A) des fractions rationnelles de degré n, dont p zéros au
moins sont dans D, et ¢ poles au moins dans A; on peut se proposer
de chercher le mazimum p(p, ¢, D, A) des nombres r tels qu’il existe
un ensemble fermé E,, non identique au plan tout entier, et conte-
nant toujours au moins r zéros de la dérivée d’une fraction ration-
nelle quelconque de la classe C(p, q, D, A).
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Ce qui précéde montre que la situation respective des ensembles D
et A intervient de facon essentielle dans la détermination du
nombre p.

Les résultats obtenus jusqu’ici sur ce probléme sont les sui-
vants [ 24 bis] :

1° Si D et A sont réduits a un seul et méme point w, on

p(py g0, w)=p+qg—1 si p#gq
P(P; P, w, w)= 2p.

2° Dans tout autre cas, on a
Max|p—1,q9 —1]SpSp+qg—a.

De plus, onap=Max[p — 1, ¢ —1]lorsqu’un point au moins de D
est intérieur a A, ou vice-versa; mais cette condition n’est nullement
nécessaire, et p peut avoir la méme valeur, dans certains cas, pour des
ensembles D et A sans point commun.

De méme, une condition suffisante pour que p—=p -+ g — 2 est
la suivante : par une transformation homographique, on peut trans-
former D et A en deux ensembles D, et A, tels que, si d est la plus
grande distance de O aux points de D, et d la plus petite distance de O

aux points de A,, on aitg > Ly(p, ¢, n) 21, ouL; est un nombre ne

dépendant que de p, ¢, n (on a L,>1, sauf si p =g =n[en vertu
du théoréme XXXVI], et si p = ¢ =2). Mais ici encore, la condition
précédenle n’est pas nécessaire pour que p = p + g — 2; par exemple,
cette égalité est encore vraie lorsque la réunion de D et A se compose
de deuzx points.

Lorsque p est connu, il resterait, pour chaque r<p, a déterminer,
en fonction de D ct A, des ensembles E, minimauz (c’est-a-dire ne
contenant aucun ensemble E, qui en soit distinct) : mais, en dehors
des théoremes XXXVI et XXXVIII, on ne connait jusqu’ici aucun
exemple de détermination de tels ensembles.

8. Tous ces résultats sont des cas particuliers de propositions ana-
logues pour la dérivée m"™ (m >1) d’unc fraction rationnelle [24 bis];
mais, lorsque m > 1, il est nécessaire de distinguer un plus grand
nombre de cas pour la détermination de p; de plus, lesnombres p et ¢
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ne jouent naturellement plus des roles symétriques dans les formules
obtenues.

Le théoreme XXXVIII se généralise aussi aux dérivées
d’ordre m > 1, lorsque I’hypothése est que les pdles de la fraction
rationnelle sont dans le domaine circulaire (K,) [24 bis]; on ne sait
pas si la proposition analogue, ot ’hypothése porte sur les zéros de
la fraction rationnelle, est vraie.

6. On peut considérer un polynome comme un cas particulier
d’une fraction rationnelle, lorsque celle-ci a tous ses poles confondus
au point a l'infini.

Entre ce cas particulier et le cas général, on peut envisager, comme
cas intermédiaires, ceux ou la fraction rationnelle a un péle (simple
ou multiple) au point a I'infini : ou encore, pour avoir des énoncés
invariants par transformation homographique, les cas ou I’on suppose
donné un zéro ou un pole de la fraction.

L’application du théoréme VIL¢ donne alors le théoréme suivant
de M. Walsh [108] (énoncé pour simplifier dans le cas ou il s’agit

d’une fraction ayant un poéle a l'infini) :

Tutorime XXXIX. - f(z) et g(z) étant deuz polynomes de
degrés respectifs n et m (n>m), si tous les zéros de f(z) sont
dans un domaine circulaire (K,) et tous les zéros de g(z) dans
un domaine circulaire (K,), les zéros finis de la dérivée de la
S(= )

8(x)

par la réunion de (K,), (K.g) et du domaine circulaire (K), lieu

2—%—:——””? lorsque a décrit (K,) et 3 décrit (K,).

Jraction rationnelle “—— sont contenus dans le domaine formé

du point z =

7. Un autre cas particulier intéressant, voisin de celui des poly-
nomes, est le cas ou tous les poles de la fraction rationnelle sont
confondus en deux points.

Si 'on suppose tous les zéros intérieurs & un domaine circulaire
(K), il est intéressant de rechercher le nombre minimum N des zéros
de la dérivée contenus dans (K,), suivant la position des deux poéles
par rapport a (K,). La solution est donnée par le

Tutorive XL. — On a N—=n —1, sauf dans le cas ot un des
poles a est intérieur & (K,), Uautre pdle b étant extérieur a (K,).!
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Si p désigne la multiplicité de a, on a dans ce cas

N=p—1 si p>%:

N=p sipgg-

La plus grande partie de ce théoréme est due a M. Biernacki [ 8],
qui y est parvenu en utilisant le théoréme XXXIX et le théoréme de
Gauss-Lucas, Par les mémes méthodes, on peut compléter sa démons-
tration en traitant le seul cas qu'il n’ait pas envisagé, celui ou les
points a et b sont dans (K,).

On peut en effet supposer alors que (K;) est I'extérieur d'un
cercle (C), b étant le point & linfini. Il suffit de démontrer que le

polynome
?(2) = (2 — a)f'(z) —pf(2)

a loujours un zéro au moins dans (K,); or, s’il n’en était pas ainsi,
tous les zéros de ¢(x) seraient intérieurs a (C), et par suite aussi
tous les zéros de ses dérivées successives. Mais

or)N(z) = (2 — a)fr (),

ce qui établit la contradiction, @ n’étant pas intérieur a (C). Il est
clair d’ailleurs que (n —1) est bien le nombre minimum cherché,
d’aprés ce qu'on a vu au n° 4.

La démonstration de M. Biernacki fournit, dans le cas ou p=1,
I'exemple montrant que le théoréme XXXVIII ne peut étre amélioré.

CHAPITRE X.

LES ZEROS DES COMBINAISONS LINEAIRES DE FRACTIONS RATIONNELLES.
« THEOREMES DE LA MOYENNE » ET APPLICATIONS.

1. La plupart des propositions de ce chapitre sont des applicalions
de la remarque trés simple suivante : étant donnés n nombres com-
plexes z,, %, ..., 2, non tous nuls et contenus dans un angle A de
sommet P'origine et d’ouverture y <<, on a

Z=2+4+2%-+...+3pFO0.
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2. Une premiére série d’applications consiste en propositions per-
mettant d’obtenir des régions ou se trouvenl tous les zéros de combi-
naisons linéaires de polynomes ou de fractions rationnelles dont on
connait les zéros et les poles, les coefficients de ces combinaisons
élant soumis & certaines restrictions.

Considérons d’abord une combinaison linéaire de m polynomes de
degré n

F(z)=arfi(x) +asfa(z)+...+ anfu(x),
ou
Jr(z)=(z—zp)(®x — z2)... (2 — Za)-

Tatorime XLI. — Sitousleszij(i=1,2,...,m; j=1,2,...,n)
sont dans un domaine convexe A, et si tous les a; sont dans un
angle A de sommet Uorigine et d’ouverture y<<m, les zéros de

F(z) sont tous contenus dans le domaine A( T) lieu des points

d’ott l’on voit A sous un angle au moins égal & —n—Y

On peut toujours supposer, en multipliant F(z) par une constante
de la forme e, que 'angle A est défini par les conditions

(40) olargz <y.

ye . . [x— .
Supposons qu’il existe un zéro z de F(z) extérieur a A(—n—) :

le domaine A est donc dans un angle de sommet z et d’ouverture
B < Z=X: soient zu, v les demi-droiles limitant cet angle, prises
— =

dans un.ordre tel qu'on passe de zu & xv en tournant dans le sens
—_— —

direct. Soit z un point pris sur zu, et considérons I’expression
—

F(z) _ i“' fiz)

(g—ay — (z =)
On a
ogarg Z—U ¢p,
donce
o§arga, fi( z))n SnB+y<m;

d’ou le théoréme, en appliquant la remarque du début.
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De la méme maniére, on démontre le théoréme plus général sui-
vant :

Tutorime XLIL. — Socent fi(z) (k=1,2, ...,m), m fractions
rationnelles

_(x—ap)(x—ars)... (2 —akp)
Selo) = (¢ —Br1)(z — {ik;)...(w—ﬁkf’)’

telles que tous les a;j (i=1. 2,...,m; j=1,2,..., p) et Bij
(i=1,2,.0., m; j=1,2,..., q) soient dans un domaine con-
vexe A. Soient a,, as,. .., am, m nombres contenus dans un angle
A de sommet lorigine et d’ouverture y<<m; les zéros de la

Jraction rationnelle
m

(41) F(e)= Y aifux)

i=1

sont tous contenus dans le domaine A(“—_l)
P+q

On construit sans peine des exemples montrant que les domaines
de variation des zéros de F(z) dans les théorémes XLI et XLII ne
peuvent étre remplacés par de plus petits.

Le principe de ces théorémes est di a M. J. v. Sz. Nagy [80], qui les
a démontrés pour y = 0; sous la forme générale ci-dessus, ils ont été
établis par M. Marden [70].

Dans le cas ou y=o, p=o0, g=1, ay=...=an=1, le
théoréeme XLII n’est antre que le théoréme de Gauss-Lucas.

3. Lorsqu’on remplace I'inégalité y << par I’égalité y ==, on ne
peut plus fixer de domaine non identique au plan tout entier, et
conlenant tous les zéros de F (), méme lorsque tous les a; sont réels
(mais de signe quelconque), ainsi qu’on I’a vu au chapitre précédent
dans le cas particulier ou p =0, ¢=1, @;==1. Dans le cas un
peu plus étendu, od p=o0, ¢g=1 et ou les a; sont dans 'un ou
I'autre de deux angles opposés par le sommet et d’ouverture y <<,
M. Marden [70] a indiqué une généralisation du théoréme XXXVI
qui, pour certaines valeurs de y, fournit des domaines non identiques
au plan entier, et eontenant lous les zéros de F(z).

A fortiori, si I'on ne fait aucune hypothése sur les a;, on ne peut
plus rien dire sur tous les zéros de F(z); il est naturel de se demander
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§'il existe des régions contenant toujours un certain nombre de zéros
de F(z) lorsque les a; sont arbitraires. Le seul résultat oblenu
jusqu’ici dans cette direction (si I'on exceple la théorie du probléme
de Landau-Montel, qui apparait commme un cas particulier du probléme
posé ici) est le suivant, da a M. Bicrnacki [8]:

Tuéorime XLIIL. — f(x) étant un polynome de degré m, dont
tous les zéros sont en module inférieurs a M, g(z) un polynome
de degré n > m dont tous les zéros sont en module inférieurs a N,
le polynome f(z)+ag(x) a toujours m zéros inférieurs en
module a

R= Max(N, M)

n—m

De plus, dans cet énoncé, le nombre R ne peut étre remplacé
par un nombre plus petit.

La démonstration de ce théoréme est tout a fait étrangére aux
considérations précédentes; elle utilise le principe de I'argument.

4. Théordmes de la moyenne. — Une autre série de conséquences
de la remarque du n° 1 est constituée par ce qu’on peut appeler,
avec M. Marden ([71], [72]), des « théorémes de la moyenne » pour
les polynomes et les fractions rationnelles.

Pour les polynomes, le résultat le plus général de cette nature est
le suivant :

Tutorkme XLIV. — Soient f(z) un polynome arbitraire de
degré n, C un arc de courbe rectifiable, d’équation x = ¢(t)
(¢t réel, a<t<B) contenu dans un domaine convexe A. Soit enfin
a(t) une fonction continue de t dans (a, ), dont les valeurs sont
contenues dans un angle A de sommet Uorigine et d’ouver-
ture y <m. Si U'on pose

8
[ tsoateae

g = p b
f a(t)dt
o

il existe au moins un zéro du polynome f(z)—c dans le
domaine A (7‘-'___-_7 ) .
n
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Ce théoréme s’obtient immédialement en passant a la limite dans
la proposition analogue pour les sommes finies :

Tuéortme XLV. — Soient f(z) un polynome arbitraire de
degré n, o, 0a, ..., dm, m points contenus dans un domaine
convexe A. Soient enfin a,, @,, ..., @y, m points contenus dans
un angle A de sommet Uorigine et d’ouverture y <m. Si lon pose

m

Y (@)
I

(=1

m
2

i=1

G ==

il ‘existe au moins un zéro du polynome f(z)—o dans le
. T—Y .
domaine A(-n—)

Soit, en effet,
f(.r?—c: Clx—z1)...(x—za)

el supposons que tous les zéros zy, s, ..., 2, de f(z) — o soient

extérieurs a A (EZ—Y) - Pour chaque point 2%, A est donc dans un angle

limité par deux demi-droites zrux, zxvz el d’ouverture By << — _Y
_ —>
soit B < = Y le maximum des ;. Prenons sur chaque demi-droite

Zrup un pomt 31, et considérons 'expression
e

Dalf(a)—e]

— i=1
- (Z1—.T1)(Zg-'x:)-..(5n—'xn)

= Cia (az—xi)(al—wg)...(ai —'$n) .

Lz — 1) (22 — &) .o (Bn —Zn)
Or, les o, étant dans A, on a

Z
ofa ._—_<"" <
T8 o oS rkSP
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et, si 'on suppose que ’angle A est défini par (48), on a

(=) (@ —a2) .. (2 —2n)
(31— 1) (32— 22) ... (8n — @n) =

ofarga; SnB+y < =
d’od Z 5£ o, contrairement a 'hypothése.

Donnons I'énoncé du théoréme analogue pour les fractions ration-
nelles :

Tutortme XLVI. — Soit R(z)= f ( une Jraction rationnelle

ayant P 3éros et q péles; soient a,, ag, «++y &y M POINLS contenus
dans un domaine convexe A. Soient en ﬁn iy Aay oy Ay, M POLDLS
contenus dans un angle A de sommet Uorigine et d’ouver-
ture y < m. Si l’on pose

m

ZaiR(“i)

i=1
0 = ———

e

i=1

il existe au moins un pole de R(z) ou un zéro de R(z) — o dans

le domaine A(::Yq) y ot n= max(p, q) est le degré de R(z).

De ce théoréme, dont la démonstration est calquée sur la précé-
dente, on peut aussi déduire, par un passage a la limite, un théoréme
analogue au théoréme XLIV. Signalons aussi que les théorémes XLV
et XLVI ne peuvent étre améliorés sans hypothéses supplémentaires.

Le principe de ces démonstrations est di a M. Fekete ([31], [32],
[33], [34], [35]) qui a établi les théorémes précédents dans des cas
particuliers; M. J. v. Sz. Nagy [81] a ensuite obtenu le théoréme XLV
dans le cas y = o, et avec une moins bonne détermination du domaine
contenant un zéro de f(.x)—o. Enfin, sous la forme générale ci-
dessus, les théoremes sont dus a M. Marden [71].

8. Parmi les applications des propriétés précédentes, indiquons
d’abord comment on peut en déduire des propositions analogues au
théoréme de Grace-Heawood.

3
Dans le théoréme XLIV, si a(t)z£ o, on a a(t)dt#o; par
A P
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B
suite, sif fle(t)]a(t)dt=o0, f(z) a un zéro au moins

dans A(?); appliquant cette remarque au cas ou A se réduit au

segmenl S de I'axe réel compris entre les points 1, et ot a(¢) =1,
on a la proposition de M. Fekete [33] :

Tutortme XLVIL. — Si un polynome f(x) de degré n, prend la

méme valeur aux points =1, sa dérivée a un zéro au moins dans

le domaine S —E— y lieu des points d’oit I’on voit S sous un angle
— P 4

au moins égal & —l-

Le domaine de variation d’un zéro de f'(2) ainsi obtenu n’est pas
intérieur au cercle déterminé par le théoréme XXXV, mais ne
contient pas non plus ce cercle tout entier dés que n > 3.

Une autre proposition de M. Fekele [ 33] étend qualitativement le
théoréme de Grace-Heawood aux zéros du polynome

g(2)=(z—a1).. x—xn>2

.Z'——xk

ou les A sont simplement supposés positifs ou nuls [ g(z) se réduita
ladérivée de F(2) = (2 —=,)...(x — z,) quand Ly =2y = ... =k, =1].

Supposons que les points z4, Z,, . .., z, (2<p< n) soient contenus
dans un cercle (K) de rayon R. Posons

f(@)=(2 —zpis) (2 — 2ps2)...(x—2n) [f(x)=15ip=n],
et remarquons qu’on a 'identité

WPACT) SR AC) S(zp) _
lg(xl) g(x. + oAy £(75) o

)

comme on le vérifie sans peine. Sil’on applique a la fraction ration-
p PP

nelle £(2 @ ; le théoréme XLVI, on voit que le cercle (K') concen-

. R . .
triqgue & (K) et de rayon R' = ————— contient, soit un zéro
T

4(n—1)
de g(z), soit un des points Tp.1y Tpay ooy Tn.
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Appliquant cette proposilion de proche en proche, on a le remar-
quable théoréme de M. Fekete :

Tatorime XLVIII. — Le polynome

Ak

z— Tk

g(w):(w—xi)...(x—x,,)z (Ak20, A1 et X2 3£ 0)
h=1

X+ z

a toujours un zéro dans un cercle de centre 2 et de

rayon K(|z,— 2|, n), indépendant des M et des valeurs de xs,
Ly ooy Tne

6. Une autre application des théorémes généraux concerne les
relations entre les zéros des polynomes f(z)— z pour différentes
valeurs du parameétre 3.

Soit a un zéro de f(z) — a, B un zéro de f(z)—b, ou b~a.
Soit ¢ une troisiéme valeur quelconque, différente de a et b; définis-
sons A et p par les relations

A+p =1,
(42) { M +pb=c.
On a donc
_ Af(a)+pf(B):
(43) c—_—m—.

Si ¢ est 'angle (compris entre o et m) sous lequel on voit du point ¢
le segment ab, on voil de suite que ;);- a pour argument == (7 — ¢).
L’application du théoréme XLV donne alors le résultat suivant
([31], [34]) :

Tutonime XLIX. — Le polynome f(z)— ¢ a au moins un zéro

dans le domaine S( L), lieu des points d’ou l’on voit le segment S
" P 8

d’extrémités a et 3 sous un angle au moins égal & %

En particulier, f(z) prend au moins une fois toute valeur ¢, située
sur le segment ab, dans le domaine S(%) .

Le domaine ainsi délimité est le meilleur possible, quand on ne fait
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pas d’autres hypothéses sur f(z). Mais si f(z) a une forme particu-
liére, on peut parfois trouver un domaine plus petit possédant la
méme propriélé. Par exemple, si f(x) est lacunaire

f(z)=ay+aizm+...+arz™

el, si a=—1, B=+41, en appliquant a la relation (43) le
théoréme XXI, on voit que f(x) — ¢ a au moins un zéro dans le

cercle |z |<a2Mk, ou M =Max(x, cotg) [4]

Pour les fraclions ralionnelles, on peut également obtenir des
résullats analogues au théoréme XLIX, en appliquant cette fois le
théoreme XLVI[33].

7. Le théortme de Jentzsch. — Dans ce qui précéde, de la
connaissance d’un zéro de f(z) — a ct d’un zéro de f(z) — b, nous
avons déduil des renseignements sur la position d’un zéro de f(z) — c.
Plus généralement, on sait (Chap. IV, n® 2) que si 'on se donne la
valeur de f(z) en (p —+1) poinls, il existe en général des domaines
bornés conlenant tovjours p zéros de f(z) — 3, ces domaines étant
fonctions de 5. En dehors du cas précédent, on n’a cherché a préciser
ces domaines que lorsqu’on suppose connus tous les zéros de f(z) — a
et tous les zéros de f(z) — b. Ces 2 n points ne sont évidemment pas
arbitraires, puisque (n +1) d’entre enx déterminent en général les
autres. Le théoréme IX exprime déja une conséquence de cette
dépendance. Une autre, qui résulte immédiatement du théoréme de
Gauss-Lucas, cst que si les zéros de f(z) — a sont intérieurs & un
cercle (K.,). et les zéros de f(x) — b intérieurs & un cercle (K,),
(Ky) et (K,) ont des points intérieurs communs.

Nous allons nous appuyer sur une forme remarquable de la frac-
tion rationnelle

R(x):ﬂi—_é.
Jr)—a
On peut Pécrire
_ _fU=x) flz)—b _ n xz—v(x)
M= —a F@ —r—wme w
3 _xz—vlx)

u(z) et ¢v(z) étant déterminés en fonclion de z a I'aide de la for-
mule (29) appliquée respectivement & f(z) — a et f(z) — b.

MEMORIAL DES SC. MATH., — N° 93. 5
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Cela étant, la remarque finale du n°3 du Chapitre VII permet d’éta-
blir immédiatement le théoréme suivant, di a Jentzsch ([51 bis], [30]) :

Tutonkvwe L. — S¢ tous les zéros de f(z) — a et tous ceux de
S (x)— b sont contenus dans un domaine convexe A, tous les zéros
de f(x)— c sont aussi dans A, quel que soit ¢ sur le segment ab.

Ou encore, avec I’énoncé de son auteur :

Tutoritve La. — L’ensemble des valeurs de z pour lesquelles le
polynome f(x)— z a tous ses zéros dans un domaine convexe,
constitue un domaine conveze.

On peut encore dire que f(z) prend au moins une fois, a Uexté-
rieur d'un domaine convexe (A), toute valeur extérieure & un
certain domaine convexe (D).

Mais la formule (44) permet d’obtenir des résultats plus généraux
que le théoréme de Jentzsch. Par exemple, on a le théoréme suivant,
qui en est unc généralisation évidente [34] :

Tuatonime LI. — Si tous les zéros de f(x)— a et tous ceux de
f(x) — b sont dans un domaine conveze A, tous les zéros de f(x)—c
sont dans le domaine A(¢), si ¢ est 'angle sous lequel on voit du
point c le segment ub.

Ces résultats sont obtenus en considérant sculement 'argument
du second membre de (44). On peut aussi avoir des limitations du
module de cclte expression quand on suppose que les zéros de
f(x)—a et de f(x) — b sont respectivement dans deux domaines
circulaires donnés : il suffit d’appliquer le théoréme XXIX.

Par une méthode analogue, on peut obtenir une autre généralisa-
tion du théoréme de Jentzsch ([80], [70]). Supposons f(z) de
degré n, el soicnt g4(x), g»(x) deux polynomes de degrés au plus
égaux & m < n. On peut éerire

e _f—2 [f—ey ) fe— e f—gy  fIM—
J—&  S—s S —g S —g!" f— g [ — & gt

n n—1 Re—m X—0 &—0a Z— Omt
.. .

xr — u, w—u,;. T — Um+1 n n—1 n—m

_w——v, X — ©O9 X~ Cmi41

b ’
Z— Uy & — U X — Um1
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d’ou P'on déduit, en s’appuyant sur le théoréme de Gauss-Lucas, le

Tatoritme LII. — 8¢ tous les zéros de f(z) — gi1(z) et tous les

zéros de f(z) — ga(x) sont dans un domaine convexe A, tous les
zéros du polynome

F(z)=ai[f(2)— g1 (2)]—a: [f(2) — £:(2)]

m—+1
sous lequel on voit de l'origine le segment a, a,.

sont dans A( £ ), ou ¢ désigne l'angle, compris entre o et =,

8. Signalons enfin, a propos du théoréme de Jentzsch, un théoréme
analogue relatif aux fractions rationnelles, da a M. Cohn [16] :

Tutorime LIII. — Une fraction rationnelle prend au moins une
fois a Uextérieur d’un cercle (K), dans lequel elle n’a pas de péle,
toute valeur extérieure & un certain domaine convexe (D).

La démonstration s’appuie sur les méthodes du Chapitre I. De
plus, un exemple permet de voir qu’on ne saurait, dans ce théoréme,
remplacer le cercle (K) par un domaine convexe quelconque.
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