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CHAPITRE 1.

PREMIERES DEFINITIONS LT CONSEQUENCES.

1. La notion d’ensemble étant supposée acquise, soient E un
ensemble quelconque, «. b, ..., ! des éléments de E, F, I’ensemble
des arrangements n a n avec répétition de tous les éléments de E,
F I'ensemble des arrangements des F,,. A chaque élément de F faisons
correspondre un élément de E. Disons maintenant, pour simplifier :
si 'élément z de E répond a «b ... k, z est composé de a, b, ..., k
dans cet ordre; et écrivonsz —a~bx ...~ A. Lorsque aucune
confusion n’est 4 craindre. on assimile la composition 4 une multipli-
cation, parfois aussi 4 une addition, ou I'ordre des termes n’est pas
indifférent : on écrira ainsi z = ab. . . k dans la notation multiplicative,
etz =a-+ b+ ...+ Ak dansla notation additive. Saufavis contraire,
nous emploierons loujours la notation multiplicative. )

Si, pour les deux éléments z et y de E. on a z=ab...k,
y=ab...kl, on n’a pas nécessairement y = z/. Mais on peut évi-
demment, aprés avoir établi arbitrairement la correspondance de E
aF,, déterminer la correspondance deEaF,, F,, ... successivement,
de maniére que l'on ail toujours ab...kl=zxlsiab...k =z, c’est-
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a-dire ab. ..kl = (ab...k)l. Nous supposerons désormais qu’il en
est ainsi.

La correspondance ainsi établie s’appelle une loi de composition
des éléments de E. Il n’y a pas, dans cette correspondance,, un
postulat, mais une convention.

Plus généralement, on pourrait établir arbitrairement la correspon-
dance de E a F, (k donné > 2), puis une correspondance de E
aFiiyui), Frpoii_1,y - .. vérifiant des conditions analogues [6]. On
pourrait composer ainsi les substitutions linéaires de déterminant —1

en prenant A =3 |[13], [1]!.

2. Si la composition cst associative, c'est-a-dire si, dans chaque
produit, on peut, sans altérer le produit, remplacer un nombre quel-
conque de facteurs consécutifs par leur produit (d’aprés la convention
précédente, cela a déja lieu quand les facteurs consécutifs précédent
tous les autres), E est un corps. Il faut et suffit pour cela
que abc =a(bc), a, b. c élant trois éléments quelconques (pos-
tulat I). Si, quels que soient @ et b dans un corps E, azr =10 a
toujours une solution dans E (postulat II), el de méme za =25
(postulat IIT), E est un groupe. Alors, a et b étant quelconques dans
le groupe E, azb parcourt E en méme temps que z.

Au lieu de supposer E pourvu d’une loi de composition, on peut le
supposer seulement contenu.dans un ensemble F ayant cette propriété.
Pour que E soit un groupe, il faut et il suffit alors que soient vérifiés,
avec les postulats II et IIl, un postulat I', qui peul s’énoncer :
si a. b, ¢, ab, bc, (ab)c, a(bc) sont des ¢léments de E.
alors (ab)c = a(bc) [T].

Il suffit évidemment que ces conditions soient réalisées quand a
parcourt seulement un systéme S d’¢léments tels que tout élément
de E soit un produit d’éléments de S : les éléments de S sont dits
générateurs de E. Le nombre, fini ou non. des ¢léments de E est
I'ordre du groupe E. Nous écrirons souvent un g, pour un groupe
d’ordre n.

Si S est formé de plusieurs systémes §',S", ..., on écrit

E={S S ... 1

Plus généralement, si A, B, ... sont des systétmes quelconques
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d’éléments de E, {A, B, ...} désigne l'ensemble des produits
d’éléments de A, B, . ...

Considérons par exemple I'ensemble des n! permutations de n
symboles, désignés par 1, ..., n; et prenons pour E 'ensemble des
substitutions qui font passer de 'une quelconque de ces permultations
a une autre. II est c]air'que ces substitutions forment un groupe
d’ordre n! appelé le symétrique de degré n. On voit d’ailleurs
aisément que chacune de ces substitutions est le produit d’un certain
nombre de transposilions (échanges de deux symboles), qu’une trans-
position (zy) est le produit de trois transpositions (12) (1y) (12),
et, de proche en proche, que loute transposition (1) peul s’exprimer
par un produit de transpositions du type (A, A + 1) =s;. Le symé-
trique de degré n dérive donc des s, (A =1. ..., n —1).

Or, si Pon pose sy=«, su_1Su_s...5y=>, on a s, —=btab
(i=2. ..., n—2). Le syméirique dérive donc aussi de @ et b.

On démontre aisément que, dans les divers produits de transposi-
tions qui donnent une méme substitution, le nombre de ces transpo-
sitions a toujours la méme parité, qui définit la parité de la substi-
tution [20, n° 38, p. 37]. Ll est clair que toutes les subslitutions paires
sur » symboles forment un groupe d’ordre » !/ 2, appelé I’ alterné de
degré n.

L’alterné dérive, pour n impair. des substitutions circulaires (123),
(145), .... (1, n—2, n—1), (1, n—1, n); et, pour n pair,
de (123), (145), ..., (1, n —2, n—1), (127) [20, n°® 70, p. go]. Il
dérive aussi des substitutions ¢'=(132) et s;=(12)({+1, { + 2)
(¢=1, ....n—23), ou bien des substitutions a’'==s, b'=(34...n)
ou (12) (34 ...n), suivant que n est impair ou pair, et c'.

Pour la généralisation obtenue en supprimant un des postulats II
ou III (le corps étant supposé fini). voir [ 24].

3. Supposons que E soit un groupe. E contiendra un élément u
tel que ua = a, d’ou uax = ax quel que soil z, et, az parcourant E
avec z, ub = b quel que soit b. Il y a de méme un élément u’ véri-
fiant cu'=c quel que soit ¢. En faisant a=u' et c=u, on
a uu'— u—=u'. Pour tout élément ¢ jouissant de la méme propriété
que u, on a uy = u =¢. L’élément unique u est I'unité de E et se
représente ordinairement par 1 (par o dans la notation addilive).
Si ya = az=1, on déduitde azr = ax' que yar = yax', ou x = ',
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et de za = z'a que xaz = z'az, ou z = z'. Donc la solution dans E
de az = b ou de za = b est unique.

Soit ™! la solution de @z = 1. En multipliant & gauche para™', on
aa'aa'=a"', dot a'a=1. a™' est'inverse de a (en notation
additive, on désigne cet inverse par — a). Par définition a=" = (a™')"
etad—=r.

On peut remplacer les postulats II et IIl par ceux-ci : E a
un élément unité (postulat IV), et chaque élément de E a un
inverse (postulat V). Car alors, de ar=~5, on déduit d’abord
a'ax=a"'b, puis z=a 'b: et, de za=~, on déduit de
méme x = ba—'.

Supposons, par exemple, queles éléments z, 3, ... de Esoient des
points de ’espace a r dimensions. Soient z,, . ...z, les coordonnées
de z, et 3y, ...,y celles de y. Définissons le produil = = zy par la
condition que z;= ¢,(Zy, ..., Zr, ¥4, -- .+ ¥ ) ¢ ¢tant une fonction
analylique des z; et y,; j’écrirai alors 3,= o, (2, ), s=1¢(z, ¥).
On peut considérer 3==¢(x, n) comme une transformation ponc-

tuelle, de paramétres n,, ..., n,, amenanl .z en z. Les postulats II
et Il exigent que le systéme des équations z,— ¢, (z, y) soit résoluble
enz,, ...,z eteny,, ..., ¥,. 51 3=abc, ab = a, bc =, le pos-

tulat I donne la condition 5 =¢(a, ¢), =9(a, ), cest-a-dire que
la transformation résultant de Papplication successive des transfor-
mations x = ¢(a, b), 5=¢(a, c) est la transformation s = o(a, B).
L’étude de celle condition rentre donc dans celle plus générale, de
la condition pour que des transformations invertibles

zy=filxr, .o Enyar, . a,) = fi(z, a)

a r paramélres de ’espace a n dimensions forment un groupe quand
on les compose en les.appliquant successivement, c'est-a-dire pour
que 'élimination des z, entre les équations précédentes et 2, = f, (', b)
fournisse un résultat de la forme #, = f.(z, ¢), ¢ élant de la
forme ¢(a, b), c’est-d-dire ¢, de la forme ¢,(@, b). On remarquera
que la condition d’associativilé, qui est vérifiée identiquement par
trois transformations quelconques, impose aux ¢,, si les transforma-
lions f, forment un groupe, la condition

¢la, ¢(b, c)] =¢|e(a, b), cj.
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4. Silon remplace les postulats II et Il par ceux-ci : ax =b a au
plus une solution dans E, en sorte que ax = ax'entraine x = z' quel
que soit a dans E, et de méme pour za = b, en sorte que ra==z'a
entraine z = 2/, nous dirons que E est un semi-groupe. Ainsi
'ensemble des entiers > o, composés par la multiplication ordinaire,
forme un semi-groupe. Si l'on joint o, on n’a plus qu’un corps.
D’aprés les postulats IV et V, un semi-groupe contenant l'inverse de
chacun de ses éléments est un groupe.

Un semi-groupe [ini E est toujours un groupe, car, z parcourant E,
az et zxa parcourent chacun tous les éléments de E. Si un semi-
groupe E contient 1 et une solution z de az =1, on en conclut, en
mullipliant & droite, puis en divisant a gauche par a, que za =1, et
que z est 'inverse de a.

Si I'on remplace le postulat I par le double postulat

(ab) = (ac)(be). c(ab) = (ca)(cbh),

et si Pon conserve les postulats II, III, IV, V, on obtient ce que
MM. Burstin et Mayer appellent un groupe distributif [4]. Par
exemple, étant donné trois éléments a, b, c, ces postulats sont
vérifiés par la loi de composition a?= a, ab = ba =, ac =ca =2,
*=b, bc = cb =a, c¢>= c. Un groupe distributif n’a pas d’élément
unité.

De nombreux exemples montrent que les postulats introduits ne
sont pas contradicloires. Pour une étude logique des postulats,

voir |18, p. 7], [20, p. 216-217] et [5].

3. Soient a, b, ... des éléments d’un groupe E. b—'ab est dit le
transformé de aparb. Soitb—'ab=ac,d’ou ab=bac et ba=abc ';
¢ el ¢—' sont les deux commutateurs de a et b. Si ba=—=ab, on
a ¢ =c—'=1. Les 8léments a et b sont alors dits permutables. Siles
éléments sont tous permutables deux a deux, E est dit commutatif
ou abélien.

Considérons un certain nombre d’éléments a, b, . .. d’un groupe E,
les commutateurs de ces éléments, les commutateurs de ces commu-
tateurs, et ainsi de suite. Disons que, dans 'ensemble ainsi formé, les
éléments a, b, ... sont des commutateurs complexes de poids 1, el
que le commutateur de deux éléments de poids m, et m; est un com-
mutateur compleze de poids m, -+ m, relativement aux éléments a,
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b,.... Soient a et b deux éléments quelconques d'un groupe E. Consi-
dérons tous les commutateurs complexes relatifs a ces deux éléments;
rangeons-les par ordre de poids croissant, ceux d’'un méme poids étant
dans un ordre arbitraire. Soil ¢,, ¢,, ... la suite ainsi formée, m; étant
le poids des c,. Alors [T, p. 63] on peut former une fois pour toutes
une suite correspondante de polynomes f,(x) & coefficients entiers,
s'annulant avec z [ f\(z)=f.(z) =] de degrés p.<m, et tels
que l'on ait identiquement, quels que soient les éléments a et b,

et Uentier x,
(ab)e=cfi® cfln ..

6. Si a™ est la premiére puissance de @ qui soit égale a 1, m est
Vordre de a. Cest aussi celui de a—'. Nous écrirons e, pour élément
d’ordre m, et ey, pour élément dont Uordre divise m. Si m est fini,
les éléments 1, a, ..., @' forment évidemment un groupe {a}
abélien (I'égalité a*a*=a"a* résulte de I'associativité) d’ordre m,
qui est dit cycliqgue. Si m est infini, les éléments 1, a, «’, ... ne
forment qu’un semi-groupe; mais, en leur adjoignant a—', a=. ...,
on a un groupe cyclique infini {a, a—'}. Les entiers o, =1, = 2,
composés par I'addition. forment un groupe de cette sorte.

Sia est d’ordre fini m = af, a étant premier a 8, on a, en dési-
gnanl par z, » une solution de ax + 3y =1, el en posant a** = u,
a? =¢ (u, v ne dépendent pas de la solution z, J choisie).
a=uv=vu. Inversement, si @« =uv—=vu, u et ¢ étant d’ordres
respectifs 3 et o, on a a* = u**=u'-3 =y, et de méme ab’ = ¢.
L’extension au cas de plusieurs facteurs permutables est immaédiate.

7. L’ensemble des relations telles que ab -= ¢ constitue la table de
multiplication du groupe E. On peut évidemment considérer les
¢léments de E comme formant un systéme de générateurs. Toutes les
relations qui lient les éléments de E résultent de la table de multipli-
cation. Soienl, en général, &, ,, ... un systéme de générateurs,
et A un systéme d’équations entre les a tels que toutes les relations
liant les o résultent de A. On dit que A est un systeme d’équa-
tions de E.

Si E est le symétrique de degré n engendré (2) par les transposi-
tions ay= (h, h +1) (h=1, ..., n—1), un systéme A d’équations
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de E est[20, n° 69, p. 89g]

ac}; = (2a41)} = (a; 0442 =1

(h=1,..u,n—1; i=1,..,n—1; j=1,.,.,n—3; hA=2,..,n—j—1).

Soit B un systéme d’équations de E avec d’autres générateurs {34,
B2y .. .5 A et B sont dits équivalents en ce sens que A résulte de B
et B de A par un changement de générateurs : pour préciser, si Ag
désigne les expressions des « par les 3, et B, celles des B par les «,
B résulte de A et de B, et A résulte de B et de Ag.

Par exemple le symétrique de degré n est aussi engendré par 3, = o4,
el Ba— otp—yotp—o...o (2). Un systéme B, équivalent a A, d’équa-
tions du symétrique [20, ibid.] est alors, en écrivant a pour f, et b
pour (3.,

br=a’= (ba)r'=(ab-'ab) = (ab—Jabl) =1;

J=2,3, ..., n/2 si n est pair; j=2, ..., (n—1)[2 si n est
impair > 3.

On peut remarquer que 1'équation (ab—'ab)’ =1 est une consé-
quence des aulres. Posons en effet (ab—'ab)*=c, et écrivons I'équa-
tion (ba)"—'=1 sous la forme (ab—')"—'=1, ou en remplacant b—!
par b%b—"—' (h=1, ..., n — 2),

ab—1abb—ab2b3ab3...b°~"ab" b =1.

En remplacant alors ab—'ab par cb—'abab-'aba, et b—'ab
ar ab—*ab'a, en vertu des équations (ab—’ab’)2=1 transformées

p ) q

par ab—/, cette équation devient

cb—tabab—tabaab—"ab’a ...ab’~"ab"—"ab =1,
ou
cb—1ab(ab—1)""ab—ab =1,
or,
(ab—1)n="=ba;

il reste donc ¢ =1. (Cf. [19] et [11].)
On peut donner aussi, pour l'alterné, deux systémes d’équations
[20, n° 70]. Avec les générateurs ¢/, &, =s, (2), ona
3= ()P =a = (c'2p) = (2 2) ) = (e 4 1) =1

(i=1,0,n—3; j=1p.,n—4; k=2,...,n—i—3; h=2,...,n—3)
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11 faut supprimer, si n = 4, les trois derniers systémes; et, sin=>5,
le dernier seulement.
Avec les générateurs o/, ', ¢/, on a

bn—=ct=a"= (ba 3= (a'cPB=(a'b"1a'b)

=(c'b—*ka' bty =(a'b—a' by =1,

J=2.... [n:— l]; k=1,.... n — 4. Si n=4, il faut supprimer la
6°"* équation et les deux derniers systémes; el, si n =135, le dernier
systéme seulement.

Il importe d’observer qu’un sysiéme absolument quelconque
d’équations entre les éléments regardés comme générateurs n’est
jamais incompatible. Ces équations sont analogues aux équations
homogénes (la notation additive le met mieux en évidence) : on n’en
déduira jamais que I'identité de certains éléments, et la seule propo-
sition qu’elles pourraienl contredire est celle que ces éléments sont
distincts. Mais elles ne définissent un groupe (le calcul des générateurs
étant supposé associatif) que si clles définissent I'inverse de chaque
générateur.

8. Si B se déduit de A en remplagant «,, @, ... par 4, Ba, ...,
la correspondance ainsi obtenue de E a lui-méme s’appelle un auto-
morphisme de E. Ainsi, on obtienl un automorphisme du groupe
cyclique { @ | d’ordre fini n en remplacant @ par a*, & étant premier
a n. Si un groupe E’ admet des générateurs «, o, ... vérifiant les
mémes équations que oy, a», ..., E et E' sont dits isomorphes. Un
automorphisme de E est donc un isomorphisme de E avec lui-méme.

Un élément .« sera dit indépendant d’un systéme S d’éléments de E
si z n'est pas dans | S}. Les éléments de S seront dits indépendants
(entre eux) si chacun est indépendant du systéme des autres. Un
élément z sera dit wbsolument indépendant d’un systéme S d’élé-
ments, si aucune puissance de z n’est dans {S}. Les éléments de S
seront dits absolument indépendants entre eux si chacun est absolu-
ment indépendant du systéme des autres. Un systéme de générateurs
absolument indépendants sera dit une base. Les générateurs eux-
mémes seront dits basiques, et leurs ordres des ordres basiques.

Une base composée du plus petit nombre possible de générateurs
sera dite minima, le nombre des générateurs d’une base minima
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sera dit le rang du groupe. Il peut arriver qu'un groupe G admette
une base a,. ..., an, telle que tout élément de G ait une expression
et une seule de la forme a®a¥...a%. Une telle base sera dite
monogéne.

Considérons par exemple le groupe abélien G engendré par n géné-
rateurs «, indépendants d’ordre premier p (ils sont donc absolument
indépendants). Les équations sont @/ =1, @,a; = a,a,. Les p" formes
possibles a!'...ai" (z,=1, ..., p) pour les éléments de G sont
distinctes. Donc l'ordre de G est p". Un groupe de cetle forme sera
dit abélien principal.

9. Soit G un groupe de générateurs a,, ay. ... ('), et S un
systeme d’équations de la forme Fy—=1, Fy=1. ... (ot peuvent
Sigurer les a;*) définissant G. Chacune des conséquences de S peut,
par des transformations identiques (c’est-a-dire ne supposant
aucune équation aulre que a,d;'=a;'a,=1 entre des produits
Jormellement distincts), étre mises sous la forme typique

VoIFEIY =1,

F parcourant un systeme de F,, oti le méme peut revenir plusieurs
fois, NV parcourant, indépendamment de ¥, des produits quel-
conques des a, et des a;', et V étant écrit de maniére que V='V =1
identiquement. On le démontre en observant qu'on ne peut déduire
une conséquence d’un systéme d’'équations que par la répétition de
deux opérations : multiplier les deux membres par un méme facteur;
substituer a un produit d’éléments un autre produit égal (soit identi

quement, soit en vertu du systéme).

10. Soit G un groupe de générateurs a,, a;', a,, aj'y, ....
Lorsque le systéme S est équivalent au systéeme des seules équa-
tions e, @' =a,'a,=1. le groupe est dit libre. On démontre alors
que tout groupe H ayant pour générateurs des produils by, b>, ...
des générateurs de G est aussi un groupe libre [9]. Le nombre des b
peut étre infini, méme si celui des a est fini; on le voit en prenant,

(1) Le lecteur suppléera d 'msulfisance de la notation quand I'ensemble des géné
rateurs n’est pas dénombrable. Cette observation suffira sans doute pour les cas
analogues qui se présenteront dans la suite.
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par exemple, b,= a‘ a,a’. On voit, en prenant un nombre quelconque
de ces b,, que 'on peut obtenir un groupe K, contenu dans G, ayant
un nombre quelconque de générateurs.

Il est clair que deux groupes libres ayant le méme nombre de géné-
rateurs sont isomorphes.

Supposons qu’aux équations d’un groupe libre, de générateurs
@y, ..., Au, o0 ajoute une équation F =1, ou figure a,. Considérons
toutes les équations déduites de F =—1 par permulations circulaires
des symboles de F. Elles sont toutes équivalentes, chacune étant la
transformée de la précédente par le premier symbole de celle-ci.
Pour que I'équation F =1 ait une conséquence f = 1 entre @, ..., a1,
il faut et il suffit que 'unc de ces équations ne contienne pas ,, et
alors Fa identiquement la forme T-' T, T contenant a,,. Inversement,
si F peuts’écrire ainsi, il est clair que, par une permutation circulaire
des ¢léments de F, on obtiendra f [10]. Deux équations F,=1,
Fy=1 sont dites équivalentes quand chacune est équivalente a
P'autre. Alors chacune est la transformée de Pautre [10].

11. Soit A un groupe de générateurs a,, @, ... (quelques-uns
des a, pouvant étre les inverses d’autres a,), et désignons d’une
maniére générale par X (a,) = X (a) des produits des a. Soient

A(a)y=1 (i=1,9,...)

les équations de A. Soit, avec des notations analogues, B un groupe
de générateurs by, by, ..., défini par B,(b)=1 (j=1, 2, ...).
Considérons le systéme S des équations

() Ale)=1, Bj(b)=N)(a) b7 ambi=Ab(a) (i, k I=1,2,...).

S définit un groupe G. Désignons par S, le systéme des équations
de S ou ne figurent que les @, par So—, ce que devienl S quand on y
remplace les a, par 1 (S, défini A el S,_, détinit B).

Si S, résulte de S, G contient B (toule conséquence de S entre
les seuls b résulte de S,_;, comme le montre sa forme typique en y
remplacant les a par 1).

S, résulte toujours de S. Mais, pour que G contienne A, il faut et
il suffit que S n’élablisse pas entre les @ d’autres relations que S,. Pour
cela, deux conditions sont évidemment nécessaires :
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1° D’aprés la derniére équation (1), on doit oblenir un aulomor-
phisme de A en remplagant a; par Al*(a). J’appellerai condition ou
conditions d’automorphisme 'ensemble des conditions que les diffé-
rents automorphismes de cette sorte imposent a S.

2° En posant A (Al»)= A~ et, plus généralement,

b b b)Y(b
AP [AT9] = INCh

il faut que, dans A, on ait A;7' a;,A;= A}. Cette condition sera dite
de fermeture.

Soit maintenant ' le systéme formé de S, et des by' Aoy = Al

Si les A} se réduisent a 1, les conditions d’automorphisme et de
fermeture suffisent pour que toutes les conséquences de S entre les a
résultent de S'; et alors G contient A[18, 19].

Si B est cyclique et fini, les B,= A} se réduisent a une équation
de la forme by = A, et S donne b7' A’ b, =A. Donc A (A") =A
doit résulter de S,. J’appellerai cetle nouvelle condition condition
de permutabilité. Si elle est vérifide, toute conséquence de S entre
les @ résulie encore de S, et G contient encore A.

Prenons par exemple pour A le g, cyclique G, défini par a"=1,
et pour B un g.. Les conditions précédentes fournissent entre autres
le gan diédral D, défini par a®=5b*=1, b~"'ab=a~"', et. pour n=2v,
le gou A, défini par a* =1, b>= @, b—'ab = a—'. Ce dernier, qui se
présente souvent, sera appelé¢ dicycligue. D, est un g, abélien prin-
cipal que j'appellerai le groupe carré. A, est un gg nomm¢ groupe
des quaternions. Les unilés complexes des qualernions d’Hamilton
engendrent un groupe isomorphe a A,.

En prenant pour A le g, D, et pour B un g,, on obtient entre
autres le g,» tétraédral T défini par les équations de D, jointes
ac*=1, c'ac=0b, c-'bc=uab. En prenant pour A le g,» T el
pour B un g,, on obtient entre autres le g,, octaédral O défini par
les équations de T jointes & d°=1, d~'ad=a, d-'bd=ab,
d-‘cd=c*(").

(1) Les noms des groupes D,, T, O viennent de leur représentation géométrique
par des groupes de rotations conservant respectivement un polygone régulier, un
tétraédre, un octaédre. Comme 1l y a toujours deux rotations qui superposent une
aréte d’un polyédre régulier P A elle méme, il est clair que, st P a n arétes, le
groupe des rotations conservant P est un g,,.
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CHAPITRE II.

DIVISEURS.

12. Lorsqu'il est question de composer les éléments de plusieurs
corps, on suppose tacilement que ces corps sont contenus dans un
corps unique.

Soient A,B,C,D, ... des parties ou complexes d’un corps G.
A + B désignera 'ensemble des éléments contenus dans A et B (la
notation est supposée multiplicative). A =B signifie que A et B
sont composés des mémes éléments distincts. A << B, que B contient
tous les éléments de A, qui peut se réduire a un seul élément, et
d’autres encore. Le produit formel A >< B sera I'ensemble des
éléments, dislincls ou non, obtenus en multipliant chaque ¢lément
de A a droite par un ¢lément de B. Le produit AB de A par B se
déduit de A < B en ne prenant que les éléments distincts.

Si & est le systéeme des parties Ay, Ao, ..., c’est-a-dire
I'ensemble 2(A,), donl les éléments sont les A, et non les éléments
des \,, et si de méme B =2(B,), AdB=2(A,B)). Si AB = RBA,
A et B3 sont dits permutables.

Des complexes n’ayant aucun élément 41 commun a tous seront
dits premiers cntre euz. Un complexe jouissant d’une certaine pro-
priété sera dit maximum parmi les complexes qui en jouissent s’il
n’est contenu dans aucun d’eux, sauf G, minimum s'il n’en contient
aucun 3 1.

Soit H=2x un groupe quelconque (x parcourant les éléments
de H). z—'Axscraditconjuguéde A par H (ou par z), et semblable
a A. Supposons les .« permutables a G. Alors, deux quelconques
des x—' Az sont conjugués entre eux. L’ensemble des z—' Az est le
systeme complet ou la classe des conjugués de A par H, etl’on peut
décomposer G en classes d’éléments conjugués par H. [SiA et B sont
permulables, z—'A.x et z—' Bz le sont aussi, et (x—'Ax)' =a—'A"z].

Soit maintemant H = G. On dit alors simplement que les z—'Ax
sonl conjugués. Si z—'Az, z—'Bz. ... reproduisent, a ordre prés,
A,B. .., on dit que le systéme A, B, ... est invariant ou normal

dans G.
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13. Un complexe d’éléments de G qui constitue un groupe est un
sous-groupe ou diviseur de G. Ainsi ’ensemble des éléments nor- .
maux de G est un diviseur normal qui sera dit central de G. Il est
clair que 2—'Az est un groupe en méme temps que A. Un groupe
qui ne contient d’autre diviseur normal que lui-méme et 1 est dit
simple. (On nc connait pas de groupe simple non cyclique d’ordre
impair.) Sinon, il est composé. On nomme hamiltoniensles groupes
qui, comme le g4 des quaternions, n’ont que des diviseurs normaux.

Si A est une partie de groupe, on a A2<A, A est un semi-groupe,
et inversement.

Si A2<A, et si A contient 'inverse de chacun de ses éléments, A est
un groupe. Car, si @, b,  sont trois de ces éléments, az =10 a la
solution x = a—'b, et za = b a la solulion x = ba~'. Ainsi, A et B
étant deux groupes, si (AB)*<AB, AB est un groupe, car, a et b étant
deux éléments de A et B respectivement, b—'a—' est dans A(BA)B.
De méme si BAS AB, AB est un groupe et réciproquement.

Si un groupe G est le produit AB de deux groupes A et B il est dit
décomposable; A et B sont ses composants. Si A, .... A, sont des
groupes dont chacun est premier avec le produit des autres,
et si chaque élément de A, est permutable a chaque élément de
Ar(i k=1, ...,n; i k), legroupeIIA, estle produit direct des A,,
et les A, sont ses facteurs directs. Ainsi le g,. abélien (p premier)
défini par ®? =b”—=1, ab = ba est le produit direct de deux quel-
conques des trois groupes {a}, { b}, {ab}, mais non des trois.

Si G est le produit direct de deux groupes A et B, on dit encore
que A (ou B) se sépare de G.

L’ensemble des éléments communs a plusieurs groupes A, B, ...,
qui est évidemment un groupe, estle p.g. c. d.Hde A, B, .... Sile
systéme A, B, ... est normal dans le groupe G, H est aussi normal
dans G. Si B, C, ... sont normaux dans G, H est normal dans A.

A,B, ... élanl ou non des groupes, 'ensemble M ={A,B, ...},
déja défini, est dit dérivé de A, B, ..., oup. p.c. m. de A, B, ...,
ou de leurs éléments. Si A, B, ... forment un syst¢éme normal dans
le groupe G, M est évidemment normal dans G.

Le p. p. c. m. des commutaleurs d’un groupe G est un groupe K
normal dans G. K est le groupe des commutateurs, ou le commu-
tant, ou le dérivé de G, ou, plus précisément, le premier commutant,
le premier dérivé, le second étant le dérivé du premier, le troisiéme

MEMORIAL DES SC MATH. — N° 91. 2
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le dérivé du deuxiéme, et ainsi de suite. Un groupe qui coincide
avec son dérivé est dit parfait.

Décomposition suivant un module. Homomorphisme.

14. Soient A =2a, B-=2b deux diviseurs, distincts ou non,
de G=2z = Xy. Deux complexes AzB, AyB n’ont aucun élément
commun a moins de coincider. S’ils coincident, on dit que z ety
sont équivalents ou congrus selon les modules A, B, et 'on écrit
z=y (mod A, B). S’ils sont distincts, Bz—'A et By—'A le sont
aussi. Si G = ZAzB représente la décomposition de G en complexes
distincts AzB, la décomposition G=ZBu—'A fournira le méme
nombre de complexes. On dit que 2AzB est la décomposition de G
(mod A, B), que les AzB sont les complexes relatifs a A, B et que
z ou y parcourt un systéme de restes (mod A, B). Quand l'un des
deux modules est 1, et qu’il 0’y a pas danger de confusion, on le
sous-entend.

Soit B=1, donec,

G=ZAz=AZzxr=2z1A =(Zz")A.

Chaque Az (ou z—'A) contient autant d'éléments que A. A est le
seul Ax qui soit un groupe ('). Le nombre des Az, ou des z—' A se
nomme, du moins quand G est dénombrable, l'indice de A
dans G, et se désigne par (G, A). Si (G, A) =2, A est normal
dans G. On a (G, A) < (A, 1) = (G, 1).

Si G est un groupe continu de points (zy, ...,%,), Je supposerai
que chaque Ax est, dans G, une variété a p dimensions, et que ces
variétés forment un faisceau 4 n — p paramétres. Dans ce cas, on est
amené a entendre par (G, A) et a appeler indice de A dans G le
nombre n — p. On a alors (G, A) + (A, 1) = (G, 1).

Voicideux applications de 'importante relation (G, 1) (A, 1)=(G, 1).
Tout gp (p premier) ayant un élément d’ordre > p—' est
cyclique. Les conjugués d'un g, A divisant le gy G contenant au
plus N(a —1)/a éléments n’épuisent jamais tous les éléments de G.
Si G est le produit direct des groupes A, B, ... d’ordres premiers

(1) Si b,=a,z parcourt les éléments de A, b,,bz‘b,:a,,a;'a,x est aussi
dans Az (2).
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entre eux deux a deuz, tout diviseur G' de G est produit direct de
sesp.g.c.d. A, B, ..., avec A, B, ... respectivement.

15. L’ensemble B des éléments d’un groupe G qui sont permu-
tables & A = ZA, (les parties A, étant contenues ou non dans G)
est un groupe. Cette sorte de groupe se présentant souvent, il sera
commode d’appeler B le normalisant de & dans G. L’ensemble B, des
éléments deB permutables i chacun des A (c’est-a-dire, le p. g. c. d.
des normalisants des A; dans B) est normal dans B. Si z parcourl
un systéme de restes de Gmod B, les conjugués de (L dans G sont
les z—' Az, au nombre de (G, B).

Voici quelques applications. Tout diviseur normal d'un gm
(p premier) B contient des éléments 41 normaux dans B.

Si A est une partie de G, et si les conjug?tées de A sont encore
conjuguées dans leur p. p. c. m. M, on a G = MB.

Un diviseur A du groupe fini G ne peut, s'il est < G, contenir
des éléments dans toutes les classes d’éléments de G.

Si un élément e est permutable au groupe fini G et a une classe
d’éléments de G. il est permutable & un élément de G.

16. Si A est normal dans G=2Az, les Az sont les él¢ments d’un
groupe qu’on désigne par G| A, ou %}, ou G:A. On dit que G|A est
le complémentaire ou réciproque de A, qu’il est le quotient de G
par A, ou groupe facteur de G (relatif a A), et que G est composé
de G|A et de A. Si A est le commutant de G=Az+Ay+ ...,
G| A est abélien (car AzAy =Azy =Ayxy—'a—'zy = Ayzx).
Inversement, si G|B est abélien, B contient le commutant de G. Si
donc G est parfait, aucun groupe facteur de G n’est abélien.

A chaque élément z de G faisons correspondre le complexe Az
qui le contient. Au produit de deux éléments z, y de G répondra le
complexe Az Ay. Alors a chaque diviseur de G | A répond, dans G, un
diviseur B contenant A. SiB—=2A z estnormal dans G=2By—=2Az,
B|A est normaldans G| A etréciproquement, car Az—'AzAz=Az—"zz.
Comme G|A =2(Azy)=2(Az)(Ay)=2(By),ona

G|A:B|A=G|B.

Si A’ est normal dans G', et si GG' est le produit direct de G et G/,
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on a
G|A.G'|A = GG | AA".

Si C est le commutant de G, celui de G| A est AC| A.

17. Inversement, et plus généralement, supposons entre les
groupes A et B une correspondance telle qu’a chaque élément de A
réponde au moins un ¢lément de B, et a chaque élément de B au
moins un ¢lément de A, et que, si a, de A et b, de B se correspondent,
a,ax et b.by se correspondent aussi. On dit que A et B sont homo-
morphes. Alors les complexes Ay, B, répondant aux unités de B et
de A respectivement sont des semi-groupes, car, si by, et by, sont
dans By, by, byr répond a 1 de A, donc sera aussi dans B,; d’ou B;<B,.

Si maintenant b et b, sont deux éléments de B répondant respecti-
vement 4 a;' et a a,, bb, et b,b sont dans B,. donc b dans B,&;* et
dans b;' B,. Mais les éléments de Byb,' (2B, b) ou de &' B,(2 bB,)
ne répondent pas tous & a;' (comme on le voit pour A ={a,a—'},
B={b,b-"},B,=0b"{b}, Ay=a—"{a}; b*B° répond a a*, donc a’A,
a b'). D’ailleurs, a a;'@,=1 répondent toujours tous les éléments
de bB,b,, d’ou b6Byb,<B,. Si donc, quel que soit le couple a;,
b, d’éléments correspondants, b, répond a a;' (cela a toujours
lieu si B, est un groupe, donc si B, est fini), on a

b7'Beb,SB,, et b,Bob;'<B,, dou b7!Byb,= By,

et B, est normal dans B. Si B, est un groupe, tout élément de B,b;"
répond a a;'; en prenant @, dans A,, on peut faire b,=1; donc a;'
répond alors a lout élément de By, et en particulier a 1; donc a]' est
dans A, et Ay esL un groupe [18, p. 66; 20, p. 219]. Je supposerai
désormais que A, et By sonl des groupes. Si alors b, et b, sont deux
éléments de B répondant a un élément a, de A, b;'b; répondra
a a;'a,=1, et sera dans B,. Donc les éléments de B répondant a a,
sont ceux de Byb,, et ceux de A repondant a @, sont ceux de A, a;.
Donc 2(A,a,) et 2(Byb,) se correspondent biunivoquement. Si A,
et B, sont > 1, A et B sont dits fractionnairement homomorphes.
Si By=1, A est multiplement homomorphe a B, et B partiellement
ou mériédriqguement homomorphe a A. Si Aj=B,=1, A est dit
isomorphe 4 B, (8), el nous écrirons A = B. Ainsi A|A,=B|B,. Si,
par exemple, B—=2B, b, divise A=Z2A,a, etsi Byjestlep.g.c.d. deB
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et A,, les b, sont incongrus mod A, (car b,b;" ne peut étre dans A,
sans étre dans By) et A =32 A,a,= A,B.

Si A, est normal dans A et si B, lui correspond dans B,
B, contient évidemment B, et est normal dans B. Si, de plus, A, est
normal mazimum dans A, et si B, est <<B, A, contient A,
(supposé >1). Sans quoi, A,A, correspondant évidemment & B,
on aurait

A1A0IAOEB1IB0<B|BOEA|A0, d’ou A1A0<A,

et A, ne serait pas normal maximum.

18. Soit G un diviseur du produit direct & des groupes Xy, ..., Xn.
Chaque élément g de G est de la forme a,...an, @, étant dans &;;
nous dirons que a, est le constituant de g dans (,. et que
@i, ...,an se correspondent. Pour un i déterminé, les a, figurant
dans les éléments g de G forment évidemment un groupe A, qui
est dit le constituant de G dans ¢,.

Pour n =2, la correspondance de a, a a, pour chaque g établit
un homomorphisme entre A, et A,. Posons &, =Q, A, =0,
A=A, As=B. A l'unité de A répond le p. g. c. d. B, de G, B, et
les éléments de B qui répondent & a de A forment le complexe 5B,
b élant 'un d’eux. Donc A = G|B,, et de méme B =G |A,, A, étant
le p. g. c. d. de G,A. De plus, AjA,=B|B,=G|A,B,. Soit
A=32A,a, B=2B,b, Aja correspondant a Byb dans I'isomor-
phisme de A| A, a B|B,. On aura

G=A¢B,Zab et AB=2Ga =2X2Gb.

Si Ag=B,=1,G=Zabestditl'assemblage de ses constituants A
et B. De méme, pour n>> 2, si G est premier a Ay, A,, ..., A,, il
sera dit Uassemblage de A,, ..., A,.

Pour que G soit normal dans A.@3, il faut et il suffit que A, soit
normal dans @ et B, dans @3, el que A|A, divise le central
de A | A, et B|B, celui de 03| B,. Si alors A =A et 3=B, on a
AB|G=A|A,=B|B,.

On peut d’ailleurs considérer tout groupe comme diviseur d’un
produit direct [16]. Mais ce n’est 1a qu’une expression différente de
la représentation de G en groupe intransitif, qui sera exposée dans
un autre fascicule.
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19. Nous appellerons minimal un diviseur normal minimum de G.
Le produit de tous les minimaux de G est évidemment un diviseur
normal, que nous appelleronsle p. m. de G. Deux minimauxisomorphes
A =2a,, B=2b, (a, et b, se correspondant dans un isomorphisme
de A a B) seront dits assemblables dans G, si G transforme entre
eux tous les produits @, b,. Deux minimaux distincts ne peuvent étre
assemblables dans G que s’ils sont abéliens. Le produit des diviseurs
normaux assemblables a 'un d’entre eux dans G (donc deux a deux
assemblables dans G) est évidemment un diviseur normal du p. m.,
que j'appellerai un p. m. a. de G. Un p. m. a. peut étre mis, en
général de plusieurs maniéres, sous forme d’un produit direct de
minimaux. Tout minimal de ce p. m. a. est 'assemblage (18) de
quelques-uns de ces facteurs directs [15].

20. Soit €, le central de @ (18). %, est évidemment le produit
des centraux de @, ..., &,. Deux diviseurs G, G’ de P sont dits
centralement isomorphes dans ¢ quand on peut établir entre eux
une correspondance isomorphique ot I’élément @' de G’ qui répond a
I'élément @ de G est =a modZ, (alors €,G = Z,G’). Une telle
correspondance effectivement établie sera dite correspondance
centrale de G a G’ dans T [26].

Soit &', produit direct de &, ..., l,. un groupe centralement
isomorphe a € dans le produit direct de ¢ par un groupe abélien
quelconque K (ZK = 9'K). Si les @A, et les | ne sont plus eux-~
mémes des produits directs, on a n'=n, et 'on peut établir entre &
el %' une correspondance centrale dans €K, ou chaque X corres-
pond centralement a un &, [26]. On raméne d’abord la question au
cas ou aucun des ,, &, n’est abélien, et 'on considére les consti-

tuants dans X, du groupe répondant & &, par une correspondance
centrale de € a &' [17, 21].

21. Si, dans un automorphisme (8) j, les correspondants des élé-
ments a, b, ... de Gsonta’, b', ..., nous dirons que cet automor-
phisme remplace a, b, ... par a', b, ..., et nous écrirons

. [a, b, ... .
i=(a,5,)
Un diviseur de G que tout automorphisme remplace par lui-méme
est dit caractéristique.
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22. Soient I 'ensemble (dénombrable ou non) des générateursyy,
Yay - .. d’un groupe G satisfaisant a un systéme d’équations S; T un
autre systéme d’équations ¢,=1 entre les y; I un ensemble d’élé-
ments y; biunivoquement rapportés a I' (y, correspondant a y,); S' et
T’ deux systémes formés avec les Y/ comme S et T avec les y'; A le
p- p- ¢. m. des z~' ¢,z z parcourant G. On démontre, 4 I'aide du théo-
réme dun® 9 [18, n° 66], que le groupe G' défini par S' et T' est
isomorphe & GJA.

Ainsi, des équations de G on déduit celles de G/A en adjoignant T
a S. Si, par exemple, les ¢, sont tous les commutateurs des y,, A divise
le commutant C de G. D’ailleurs G/A est abélien. Donc A2>GC (15).
Donc A =C.

23. Soit D =3d, d’ordre 6 le p. g. c. d. du g, A=Z2a,=XD et
du gg B=2b,= DY, X =3z, et Y =2, étant des systémes de
restes de A (mod 1, D) et de B (mod D, 1) respectivement. On aura
A < B=XD < DY. L’équation z,d,y,= Zrdsyh. qui équivaul a
z'm=dyyny;'d;' exige que 27" z, soit dans D. Donc, dans Ax<B,
2.d,y, ne sera répété que dans z,D >< Dy,, et il le sera autant de
fois qu'il y a, dans D, de solutions (¢, ¢») a I'équation ¢, ty=dg,
c’est-a-dire & fois. Donc chacun des aff éléments est répété o fois
exactement. Considérons maintenant AB = XDY = AY = XB.
I’équation a,y,—= ax )z ou a;'a,=y;y,' monire que yry:' est dans
D, d’oi yt=y. Donc AB=A < Y =X < B. Soit y l'ordre de
C={A, B}. C est toujours > AB. Donc, si C =AY ou si C=XB,
AB sera un groupe (= C), et réciproquement. On sait d’ailleurs (12)
que, si BA=AB, AB est un groupe (= (), et réciproquement. De
C=A =< Y =X xB, on déduit (C, A)= (B, D), (G, B) =(A, D),
et réciproquement si G est fini. Donc, si y est fini, et si y = «/3, AB
est un groupe, et réciproquement.

Si A, est permutable 4 chaque b,, donc normal dans G = AB, les
Ay, forment un groupe; si alors Ay, Ayi=Ays, y1¥+y;' esl dans A,
donc dans D, et Dy, Dys= Dyn: dou C|A=B|D.

Supposons maintenant A permutable & chaque 6, et B a chaque a;,
donc A et B normaux dans C = AB. Alors a;'b;' a;b; étant a la fois
dans A et dans B est dans D, donc a,b; dans bza,D. Donc, D étant
ici normal dans AB, @, D.6;D = b;D.a.D, c’est-a-dire que AB | D est
produit direct de A|D et B|D.
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Si chaque élément de A est permutable a B et a chacun des conju-
gués z—' Pz dans B d’une partie P de B, et si aucun élément 2 1deB
n’est permutable a chaque z—' Pz (A est donc premier a B), AB est
produit direct de A par B [18, n° 69].

Soient n groupes A,, ..., A, d’ordres a,, ..., a,. Si les A; sont
deux a deux permulables, le produit A, ... A, est un groupe. Ce
groupe est d’ordre a, . .. a, toujours et seulement si les A, sont pre-
miers entre eux deux a deux.

Si chaque élément de A, est permutable a chaque élément de
Ak (i,k=1,n;i 5 k), nousdirons [22] quele groupe A=A, ... A,

est une association des groupes A, ..., A,. Il est clair que, pour
chaque combinaison ¢,, ..., {4 des indices 1, ..., n, chacun des
groupes By=A, ... A, et B,=A,,_ ... A, est une association

divisant &, et que (X est I'association B,B,. Soit D; le p. g. c. d.
(abélien) de A; et du produit des autres A,. Le produit D, ... D,
sera dil 'associateur. Siles A, sont premiers entre eux deux a deux
P'association est un produit direct.

Dans ce cas, supposons en outre que A, ..., A, contiennent res-
pectivement des diviseurs normaux A,,, ..., Ay, tels que

‘\II‘\H)E”-E AnlAnu-

Soit A,:ZA,oa,k, les complexes A,,a,x se correspondant dans ces

A

isomorphismes. L’ensemble des éléments des A, ... A oz ... Gk
constitue un groupe €U, qui sera dit un assemblage des groupes
Ay, ..., Ay, et représenté par (Ay, ..., A,). Le groupe A/A,,... Az,
sera dit 'assembleur.

On peut toujours former un assemblage en prenant A,,=A,
(¢=1,...,n). L’assembleur se réduit alors 4 I’unité, et 'assemblage
au produit direct.

Soit B, I'assemblage (A, ... A,,), I'assembleur étant

,
B [Avo - - Auyos

et B, lassemblage (A, ... A,), 'assembleur étant B, {A,, , ... A; ,.
Il est clair que A’ est 'assemblage (B B)), 'assembleur étant le
méme que précédemment.

24. Tutorime pE Frosentus. — P étant une partie normale d’un
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&x G, le nombre vy, des solutions de z» <P dans G est multiple de m
et N [20, p. 220]. On raméne la proposition au cas ou m = p*,
p premier, puis, par récurrence, au cas ou P se réduit & un élément
a, d’ordre a, et I'on distingue les deux cas ot a = ou = omod p.

Cororraee I. — « étant un diviseur de N, le nombre des e(q) de
G est multiple de a.

Cororratee Il. — 1° Soit N = np* (p premier ne divisant pas n).
Quelquesoit3<a,G aungp; si B < a, tout g,s de G sera contenu
dans un g,+', et normal dans tout g, + qui le contient.

2* Le nombre ng des g,+ de G qui contiennent un g,:(y20)
déterminé C est =1 mod p. On procéde par récurrence (en
considérant, pour la premiére partie, le normalisant d'un e, de G)
[18, n® 75]. En particulier un g,. est toujours abélien, car, s’il n’est
pas cyclique, deux quelconques de ses e, devronl étre permutables.

Cororrame III. — Si H est un g% (<a) normal dans. G, le
nombre des g,» de G normaux dans un g, de G qui sont contenus
dans H est =1 mod p. ’

Corovrare IV. — L’ordre du grouve A engendré dans G
d’ordre ab par les e, est = o mod a. Quand a est premier a b, cet
ordre est égal a a si G a un g, normal ou si A est abélien.

Cororrare V. — S/ G, d’ordre vab (a, premier a b) contient
exactement a eq) désignés par oy, ..., dq, et b e désignés par .

.., Bs, chaque o est permutable & chaque B, et G contient exac-
tement ab e(qs, qui sont les 2,3,. Siv=1, G est le produit direct
d'un g, par un gs.

Décomposition suivant deux modules. Théoréme de Sylow.

25. [18, n°81; 20, n* 56] Soit A un g, et B un g; du gy G, et
G =Z3AxB, x parcourant un systéme de restes de G (mod A, B). Le
nombre m des z, que I'on peut appeler 'indice du couple A, B dans G,
se désigne par (G:A. B). Soit D un diviseur de A et B, normal
dans G. Quand x parcourt un systéme de restes (mod A. B), Dz
parcourt un systeme de restes de G|D (mod A|D, B|D) et réci-
proquement.
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Comme Az < B correspond biunivoquement a z—* Az < B, chaque
élément de Az =< B est répété d,, fois, d, élant Iordre du p. g. c. d.

de z~' Az et B. DoncN—_—zfj_’f.

Soit ¢, le nombre des éléments distincts de AzB. On aura
czdy= ab. Cest la le nombre des solutions «, 3, § de atf =&, quand
o est dans A,  dans B, et £ dans AzB. Ce nombre est indépendant
de z. 2c,d,—= mab est le nombre des solutions a, {3, £ de aff =¢§
quand «, 8, £ parcourent respectivement A, B, G. Or, celte équation
équivaut a la condition que £BE" soit dans A. Or, soient Gy, Co, ...
les classes de G; N, lordre de C,; a., b, les nombres respectifs des
éléments de A, B qui sont dans B,. Quand £ parcourt G, chaque élé-
ment §B:~" est répété N/N, fois si 3 est dans C,. Il arrive donc Na,/N,

fois que £BE~' soit dans A. Donc mab = NZ“&—IJ'- [Cf.20,n°56].

26. [18, n°* 82-89] Tukorime pE SyLow. — Dans un groupe G,
d’ordre g = np* (p premier ne divisant pas n) les g, | dont le
nombre est =1 mod p (24)] sont tous conjugés. Soient en effet,
dans G, A un gy«, B un g8 (8<a), G =2 AxB la décomposition de G
(mod A, B). On aura n = 2Zpi-3= pd étant l'ordre du p. g. c. d.
de z—'Ax et B. Comme n est premier & p, un des 6, est égal a B,
c’est-a-dire que B divise un conjugué de A.

Soit 1+ kp le nombre des conjugués de A. Si p**? est l’ordre
mazximum du p. g. c. d. de deux conjugués de A, on a kp=o
mod p°. Si, inversement kp = o mod pf et == o mod p**', l'ordre
maximum du p. g. c. d. de deux conjugués de A est > p*=°.

Soit C, d’ordre n'p*, le normalisant de A dans G [C est son propre
normalisant (15)]; D, d’ordre & = v p?*Y (v premier a p) le normali-
sant d’un g,2B<A dans Gj; et supposons que B soit un p. g. c. d.
maximum de deux conjugués de A, c’est-a-dire que B n’est contenu
dans aucun p. g. c. d. > B de deux conjugués de A. Alors 1°le p. g.
c.d. deD et A est un g,3+1, en sorte que le nombre des conjugués

de A qui contiennent B est de la forme 1+ IpY; 2° A contient
n_,%—_n—_l_;ﬁ_) des conjugués de B dans G; 3° D contient des éléments
d’ordre premier & p qui ne sont pas dans C.

Deux complexes normaux dans A et conjugués dans G sont
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ausst conjugués dans C. Si donc A divise le central de C, tous ses
¢éléments appartiennent & des classes distinctes de G.

Si UVélément a, d'ordre p* (p premier) est permutable & un
groupe G, d’ordre premier & p, et & un systéme de parties P,
P, ... de G conjuguées dans G, a est permutable & un conjugué

de P.

Les relations entre les groupes de Sylow, relatifs aux divers divi-
seurs premiers de 'ordre du groupe, ainsi que les relations entre les
groupes de Sylow d’un groupe et ceux de son commutant, ont été
étudiées par O. Grun [25]. Soient : p un diviseur premier de 'ordre
de G; P un de ses p-groupes de Sylow; N le normalisant de P dans G;
G/, P, N' les commutants respectifs de G, P, N; Go| G’ et Ny | N’ les
diviseurs maximums d’ordre premier a p de G|G' et N|N'; P, le
p-g.c.d.de PetN; Qlep. p.c.m. des p. g. c. d. de P avec les
conjugués de P’ dans G: R le produit QP,; alors les groupes G!G,
et P|R sont isomoiphes; P |P, appartient au central de N|P,, et
P, est le diviseur normal minimum de N ayant cette propriété.

Théoréme de Jordan-Holder.

27. Une suite G, A, B, ..., 1 de groupes en nombre fini dont cha-
cun est normal maxinum dans le précédent (et continu fini si G est
conlinu fini) se nomme une suite ou série de composition de G.
GlA, A|B, ... sontles groupes facteurs, (G, \), (A. B), ... les
Sfacteurs de la composition. Si G, A/, B'. ... 1 est une autre
suite de composition de G, la série G|A, A|B. ... coincide, a
Uordre pres. avec la série G| A’, A'|B’ ... (18, n° 90). Le théoréme
étant évident pour les groupes simples, supposons-le vrai pour tous
les diviseurs de G autres que G. A et A’ dtant normaux maxima,
G =14/, et G| A, G'|A’ sont simples; si donc D estle p.g.c.d.de A
et A, A|D==G|A'etA'|C= G| A (23), D estnormal maximum dans
A et A, etle théoreme est démontré pour deux suites de composition
de la forme G, A, D, E, ..., 1etG, A", D, F, ..., 1. Or, il est sup-
posé vrai pour les deuxsuites A, D, E, ..., 1et A, B, ..., 1 comme
pour les deux suites A', D, F, ..., ret A, By ..., 1. Donc il
I’est pour les deux proposées.
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27,. Un groupe fini dont tous les facteurs de composilions sont pre-
miers est dit résoluble. Ainsi, les groupes abéliens el les g+ (24) sont
résolubles. Pour qu’un groupe G = G, soit résoluble, il faut et il
suffit que la suite des dérivés successifs Gy, G, ... (13) se termine
par 1 (16).

Les groupes résolubles possédent des propriétés intéressantes,
établies par M. Hall [27]. En voici quelques-unes.

Soit G un groupe résoluble d’ordre I} p* (les p, premiers dis-
tincts). St m est le produit d’un nombre quelconque de facteurs pf
distincts, G contient au moins un g,. Ces diviseurs, dont I'ordre et
Pindice sont premiers entre eux, sont les S-sous-groupes de G,
Leurs propriétés sont analogues a celles des groupes de Sylow, Tous
les S-sous-groupes de méme ordre sont conjugués. Tout diviseur
de G dont l'ordre divise celui d’une classe de S-sous-groupes est
contenu dans un des S-sous-groupes de cette classe.

Pour qu’un groupe G, d’ordre I, p¥ soit résoluble. il faut et il suffit
qu'il contienne au moins r diviseurs d’indices p¥ (i=r1, ..., 1),
soit S, ..., S;.

Soithy,..., kit une combinaison quelconque de A desnombres 1,...,r,
et Di(h) le p.g.c.d. de S;,...,S),. Pour chaque £, il existe
C} groupes D4 (k). Le nombre total de ces groupes est donc 2" —1.
En leur adjoignant G, on obtienl un systéme de 2" groupes,
appelé systeme de Sylow du groupe G. Deux groupes quelconques
d’'un méme systéme de Sylow sont permutables. En particulier,
pour kK =r —1, on obtient comme plus grands communs diviseurs
rgroupes de Sylow Sy, ..., S,. Ainsi, dans tout groupe résoluble, il
existe au moins un systéme de groupes de Sylow, deux a deux permu-
tables, ou chaque classe a exactement un représentant.

Inversement, les 2’ produits des groupes de Sylow d’un tel systéme
forment un systéme de Sylow.

Tout groupe d’un systéme de Sylow est un S-sous-groupe. Tout
systéme de S-sous-groupes deux a deux permutables fait partie d’un
systéeme de Sylow.

Dans un groupe résoluble, lous les systémes de Sylow sont
conjugués.

28. Une suite G, A, B, ..., 1 ou chacun des groupes A, B, ...
est normal dans G, et maximum parmi les diviseurs du précédent qui
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sont normaux dans G, s’appelle une suite ou série principale de
composition de G. Tout groupe G admet é¢videmment au moins une
suite principale contenant un diviseur normal donné de G. D’une
suite de composition, on ne peul pas todjours déduire une suite prin-
cipale par la simple suppression de certains termes. Mais, d’une suite
principale. on peut toujours déduire une suite de composition par
I'insertion de nouveaux groupes.

La série G|\, A|B, ... des groupes facteurs d’une suite
principale coincide, & U'ordre prés, avec la série G| A', A'|B/, ...
des groupes facteurs d’une autre série principale.

Dans une suite de composition G, ..., A, B, ..., K, L, ..., 1,
sotent A et L deuz diviseurs normauz de G consécutifs; A|L estle

produit direct de groupes simples isomorphes a A|B et conjugués
dans G|L.

On voit que tout groupe invariant minimum de Gest le produit
direct de groupes simples isomorphes (d’ordre premier si G est
résoluble). J'appellerai principal toul groupe de ce type. Inverse-
ment, tout diviseur normal de G, produit direct de groupes
simples non cycliques conjugués dans G, est normal minimum.

29. Si A est le central (13) du groupe G, G|A = C est le cogré-
dient de G. Plus précisément A = A, sera le premier central, et
C =C, le premier cogrédient de G; le i**™ central de G sera le
diviseur A, répondant dans G au central A,|A,_, de G|A;—, et
G|A,=C, serale i*™ cogrédient de G (Ay=1, Co=G). Il yaura
évidemment une valeur minima p (20) de i, telle que A,=A,
pour {2 .

Si &, esl 'ordre maximum d’un élément de A,|A,—,, oty est Sa,.
Aucun élément Ag 52 A de G|A ne peut étre une puissance de tous
les autres. Donc G| A n’est jamais hamiltonien. Tout élémenta de A,
esl permutable a tout commutateur z—' y—' zy de G.

Si A,=G, G sera dit spécial. La suite 1, Ay, ..., Ay=G des
centraux sera dite suite ou série spéciale de G, et p la spécialité
de G. Les groupes abéliens sont de spécialité 1. Les groupes de
spécialité 2 sont dits métabéliens.

Si G est produit direct de groupes G admettant les séries spéciales
A (h=0,1,...), Asestle produit direct des Az.



26 DE SEGUIER ET POTRON.

La propriété fondamentale d’un groupe spécial G d’ordre Ip* est
qu’il est produit direct de ses groupes de Sylow, et inversement.

Si Ay—i5%£1, G|A,—, n’est pas cyclique.

Toule série principale d’un groupe spécial est une série de
composition.

Si A et B sont deux groupes consécutifs d’une série principale du
groupe spécial G, chaque élément de AB est normal dans G. Inver-
sement, si tout groupe facteur d’une seule série principale d’un
groupe G a ses éléments normaux dans G, G est spécial.

Si, dans une série principale Aj =1, A, A), ..., G, tout Al [A%
divise G|A}, G est le produit direct de groupes d’ordres p¢, g, ...,
D, ¢, ... étant des nombres premiers distincls [14].

Supposons que tous les groupes facteurs principaux de G soient
cycliques. Le commutant C de G sera contenu dans un diviseur
normal P de G, produit direct de groupes d’ordres p*; ct G|P sera
abélien comme G|C. Soient A un diviseur normal d’ordre p¢ du
groupe G, z un élément de G d’ordre /o premiera p, G, ..., A, =A,
Aq_s, .., 1 une série principale de G; on peut trouver dans A, hors
de A,—,. un élément a, tel que

za,x = aku, k* =1 mod p=.

30. Dans un groupe hamiltonien (13), loute série de composition
est évidemment une série principale. D’autre part, tout groupe
hamiltonien est produit direct de ses groupes sylowiens; et est par
suite (29) un groupe spécial. Tous ces groupes sylowiens sont abé-
liens, sauf peut-étre, si ordre du groupe est pair, le groupe sylowien
H qui est d’ordre pair 2. Ce groupe H esL le produitdirect du g4 des
quaternions (le groupe A; du n® 11) par un groupe abélien principal
(8) d’ordre 2m—+.

CHAPITRE 1I1.

GROUPES ABELIENS.

Groupes abéliens infinis.

31. Les éléments d’ordre fini d’un groupe abélien infini G y for-
ment évidemment un diviseur A, fini ou non, et G|A n’a que des
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éléments d’ordre infini. Si G!A admet une base (9) Ab,, Ab;', Ab,,
Aby', ..., G, qui contient Loujours le p. p. c. m. B des b, et b7, est
le produit direct de A par B.

Supposons G dénombrable et sans éléments d’ordre fini. 1l sera
commodeici de modifier un peu la dé¢finition déja donnée du rang (8)
en ne comptant que pour un deux générateurs inverses l'un de
'autre et de ne Inentionner explicitement que 1'un deux.

Pour que le rang de G (supposé sans éléments d’ordre fini) soit
Jini, il faut évidemment qu’il y ait un nombre r tel que, pour
p>r, p éléments quelconques a, ..., a, de G soient liés par une
relation de la forme I a™ =1, ou les «, ne soient pas tous nuls,
cela n’ayant pas toujours lieu pour p<r. Car, sie, ..., e, forment
une base de G, el si a,==II¢}*, il suffit pour vérifier Mfa%* =1, de
déterminer les o, par les équations 20A o, =0 (k=1, ..., r), qui
sont toujours résolubles pour p > r.

Supposons cette condition remplie, et soient ay, ..., a,, r éléments
de G entre lesquels n’existe aucune relation de la forme lla* =1, ou
les @, ne sonl pas tous nuls. Tout ¢lément de G vérifiera une seule
équation de la forme z*=1a%, § étant minimum. On peut repré-
senter z par les r rapports &/t = X,. Si les | X, | restent supérieurs &
un nombre fixe positif, le rang de G est fini.

32. Supposons G de rang fini n, admettant la base a,, ..., a,.
Supposons d’abord que, outre les équations
araj' =ajtar=1, aja;=a;a, J,k=1,...,n)

on ait encore lla}*=1. On peut [18. n® 205, 207], en introduisant
de nouveaux générateurs @', ..., @,, ramencr les équations a la forme

' rep Pl — oyt — ey [P R )
aft=...=a/r=1, aja)t=ajta) =1, a,a) = aja,

(J, k=1,..., n),

r étant le rang de la matrice & = (tz). G est donc le produit direct
du groupe A={a, ..., a, | et du groupe l ={a,,,,..., a,}.
Supposons maintenant que G n'ait pas d’aulres équations que

arajl =agtar=1, ajay= aia; (Jrk=1,...,n).

G est évidemment le produit direct des groupes { az, a;'}.
Soit by, ..., by une autre base de G, ou by =M} a¥* (k =1, ...,m).
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On voit qu'il faut m = n, et qu’il faut et suffit que le déterminant ||
de la matrice & = (o) soit égal a == 1.

Soient b,=W¢abs (j =1, ...,v) v éléments quelconques de G.
Pour qu'ils puissent faire partie d’une base de G, il faut et suffit que
les déterminants d’ordre v de la matrice 8 = (B,,) soient premiers
entre eux. Le systeme des b, est alors dit primitif.

Tout diviseur de G admet une base de rang <n. Soit B un diviseur
de G ayant pour base by, ..., bn, ou b,=Hal(i=1, ..., m). La
matrice 8 = (f.:) est de rang m. Par un changement de généraleurs
de G et de B, on peut ramener cette matrice a la forme normale
[18, n° 205]. Les générateurs de B ont alors la forme

L 'k" T 'em
by=al ..., b, =agm

Supposons m = n. Soit C un autre diviseur de G, de base
Ciy ++vy Cny OU ¢, =Ilaf*. Soit D le p. g. c. d. de B et C. On voit
que le rang de D est encore n. Soit d, ..., d, une base de D, et

d,= ﬂa’;'.zlr =NbYn = Hc)"/.

Siy=(Yu), d = (3uk), r = (ps), v =(v,,), on voit que 0 = pf = vy.

Groupes abéliens finis.

33. G étant un groupe abélien fini, G,, G., ... des diviseurs de
G =1IG,, la forme ILz,, ou z, parcourt chaque G,, fournit chaque ¢élé-
ment de G le méme nombre de fois (18, n° 71), ce nombre se réduisant
a 1 si les G, sont premiers entre eux deux a deux. En particulier, soit
&1y -1 8ny & étant d’ordre v,, un systéme de générateurs de G. Si z,
parcourt les nombres o, ..., Y.—1, chaque ¢lément se présente sous
la forme Ilg7: le méme nombre de fois.

Tout groupe abélien est un produit direct de groupes cycliques,
autrement dit admet une base monogéne (8).

Si A est un groupe abélien d’ordre p2, les ordres basiques et le
nombre des générateurs basiques sont les mémes dans toutes les bases
de A. Si les ordres basiques sont p?, p’, ..., p*, on dit que A est du
type (a, b, .... k).

Plus généralement, soient G un groupe abélien, A, ..., A, ses
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groupes sylowiens, a4, .... @m,, une base de A,, les ordres de ces
générateurs n’allant jamais en croissant. Les éléments gi=}ax
(a@ir désignant 1 pour k > m,) forment une base de G ou l'ordre de
'gk++ divise celui de gz. Une base ayant cette propriété est dite
normale (')

Soient p* l'ordre de A,, et p** celui de a.; exposant de la plus
haute puissance de p, divisant Pordre d’un générateur basique quel-
conque de G est 'un des nombres a, ..., am,-

Le rang de G est le plus grand des m,. Le rang d’un diviseur de G
est au plus égal a celui de G. Les ordres basiques sont les mémes dans
toutes les bases normales.

Soit b,. ..., b, une base de G, b, ¢élant d’ordre ;. Pour que
les ¢, =N}bYk (i =1, ...,n') forment un systéme de générateurs
de G, il faut et il suffit que la matrice des coefficients des n formes
2"yux+ Bryx soit de rang n. Si G est d’ordre p* el de rang r,
pour que les ¢, en nombre n'>n, forment un systéme de généra-
teurs de G, il faut et il suffit qu'un des déterminants d’ordre r de la
matrice des y:;z soil premier a p.

34. Si G est principal d’ordre p", pour que {ci, ..., ca} soil
d’ordre py, il faut et suffit qu'un des détérminants d’ordre /2 de la
matrice des 7.z soit premier a p.

Si l'on pose II*( p*—1)=P,, le nombre des g,» d’un g,. abélien
principal est P[Py Ppn_j.

Si G’ est diviseur d'un groupe abélien quelconque G, les ordres
basiques normaux de G’ divisent ceux de méme rang de G.

A tout diviseur H d’un groupe abélien G répond au moins un divi-
seur H' isomorphe a G|H et tel que G|H' soit isomorphe a H;
H et H' sont dits réciproques dans G [22].

Il existe toujours deux groupes abéliens infinis QL et C <T L tels
que A |C=G. Soient ay, ..., a, une base de &, et ¢y, ..., ¢, une
base de @, ou ¢, = Maj*. Au diviseur H de G correspond un divi-
seur 3 de @ tel que B3|C=H. Soit by, ..., b, une base de 03,
ou b,—=IHab+. On a aussi, pour les c,, des expressions de la forme

(') On remarquera que la base @), ..., @), du groupe A dun° 32 est une base nor
male [ 18, n° 205].

MEMORIAL DES SC. MATH. — N¢ 9l. 3
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¢;= b+, Au divisear H' de G correspond de méme un diviseur 3’
de X contenant C, et tel que @' | €= H'. On peut introduire pour a
et C de nouveaux générateurs a,, ..., a,, ¢, ..., C,, et prendre,
pour @', d’abord des générateurs b, .... b),, tels que l'on
ait ¢, = IIbP+, cnsuite des générateurs b, = Ia}++. On voit alors que,
dans l'isomorphisme de H'a G| H. les &) liés par ¢,=1 correspondent
respectivemenl aux a; liés par b,=1; et que, dans I'isomorphisme
de H a G|H, les &; liés par ¢,—1, correspondent respectivement
aux a; liés par &), =1 [22].

Si 'ordre de G est une puissance de p, le nombre de ses diviseurs
d’ordre p est égal au nombre de ses diviseurs d’indice p* [2].

Le nombre des diviseurs d’ordre p® qui sont caractéristiques est
égal aunombre des diviseurs d’indice p® qui sont caractéristiques | 2].

Soit A le produit direct des groupes abéliens A, ..., A, et G un
diviseur de A ayaot n diviseurs, distincts ou non, respectivement
isomorphes a Ay, ..., A,.

1° @ contient n diviseursX,, . .., X, respectivement isomorphes
a Ay, ..., Ay, et tels que Uassociation (23) T=X, ... X, soit
isomorphe a G.

2° Considérons r groupes isomorphes premiers entre eux &L, =&,
A, ..., A,, précisons leur correspondance isomorphique, et dési-
gnons par X le diviseur de X, correspondant & X, de A. Il existe un
assemblage (23) ' = (X ... X)) isomorphe & G.

3° Soit iy, ..., iz une combinaison quelconque des indices 1, ..., n,
X=X,...X,,et Y=X, ... X, Ona (23) L=XY. Si B
désigne I'assemblage (A, ... A,), 'assembleur étant B} |A, , ... Ay,
et B, Passemblage (A,, ., ... A,), 'assembleur étant B}, |A,, ... As,,
il est clair que & est I'assemblage (B B)), I'assembleur étant le
méme que précédemment. Dans ces condilions, ’assembleur
de (B, B)) est isomorphe & Iassociateur de XY [22].

35. Soient G = 2z un groupe abélien, Ej le diviseur de G formé
des e, de G, P, le diviseur de G formé des x* de G. On a

(G, 1)=(Ep, 1) (Pp, 1).

Si G est d’ordre p%, de rang r, et d’ordres basiques p* (a2 @),
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sih ::‘v'", et si @,2m > a,,,, on a
en=(Ep, 1) =Pmll+$4+...+“nzhr.

Sih=p,ona(E, 1)=pr.

Le nombre des ey, est e4(1— p).

Soient G,, G,, ... (G, d’ordre p¥) les groupes sylowiens d’un
groupe abélien quelconque G. Soit A ==IIA, (h,= p%). Soit Ej, le
groupe formé des eq, de G,, ¢4, son ordre. Il est clair que 5= ey

Un e, z de G est dit primitif sila premiére de ses puissances qui
est dans P est 2#—=1. On aura 2 =1z, z, étant d’ordre A,. Pour
que z soit un e; primitif de G, il faut et il suffit que chaque z; soit
un e, primitif de G,.

Soit G d’ordre p* et de base ay, ..., a,, a, étant d’ordre px. 1
n’y a aucun e primitif si & n’est pas un des invariants basiques. Soit
donc A = p*, et supposons o, << Gmii=...= &n< dnyy. Soient

Am,={(li, ---;am}; et Bm={am+l; [ERS ar};

tout e, de B,, est primitif; et tout e, primitif est produit d’un e
de A, par un ¢, de B,,.

CHAPITRE 1V.

GROGPES D’ORDRE p™.

36. Un groupe d’ordre p™ sera dit un p-groupe. En faisant n =1
dans le corollaire II du théoréme de Frobenius (29), on voil que
tout p-groupe G a une série de composition dont toul groupe facteur
est d’ordre p. Toul diviseur d’indice p (maximum), qui est par
suite normal, contient des éléments > 1 normaux dans G [18, n° 60].
G a donc un premier central G,> 1. De méme G|C, a un central
Cy |G, (C.>GCy). Evainsi de suite. G est donc spécial (29). Tout g,
de C, cst évidemment normal dans G, et, inversement, tout g, normal
de G est dans C,. Tout g, est abélien. Tout diviseur d’indice p?
contienl le commutant.

Si G est métabélien et a un commutant cyclique, le nombre des
générateurs basiques de méme ordre de G| C, est toujours pair.

Si un diviseur maximum est abélien, il contient tous les centraux
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successifs. Si le commutant de G est d’ordre pn, la spécialité de G
est Sn +1.S0it f(n)=m — nlr—y), Sif(n+1)est2o0, un gmG

2
a toujours un diviseur normal d’ordre p/(") dont le central contient
un g,. normal dans G.
Un g,»G ayant un seul g, est cyclique, sauf si, a la fois, p = 2,
n =1, m23, auquel cas G est cyclique ou dicyclique. Plus généra-
lement (24), un gy ayant, quel que soit m, exactement m e, est
cyclique.

37. Le p. g. c. d. D des diviseurs d’indice p d’un p-groupe est dit
diviseur principal. Tout diviseur contenanl D est dit majeur. Le
groupe quotient G|D est abélien principal. Un diviseur M de G est
majeur loujours et seulement s'il est normal dans G et si G|M est
abélien principal.

Soit p? l'indice de D dans G. el ay, ..., @aq un systéme de
restes de G mod D. Ce systéme forme une base de G, dite base
minimun. Toute base de G contient au moins d éléments, et, parmi
ses éléments tous ceux d’une certaine base minimum.

Deux bases minimum (@, ..., aq) et (by, ..., bg) sont dites
équivalentes quand il existe un automorphisme de G qui fait corres-
pondre a, et b, (i =1, ..., d).

Toutes les bases minima équivalentes entre elles sont dites former
une classe. Le nombre des bases minima distinctes de chaque classe
est égal a 'ordre du groupe des automorphismes.

Dans un p-groupe non cyclique d’ordre impair, le nombre des
diviseurs d’'un méme ordre est =a 1+ p modp?; le nombre des
diviseurs cycliques d’'un méme ordre est = a o modp.

Lenombre total des diviseurs d’indice p* d’un p-groupe (o <a<d)
est =modp9—" au nombre des g,. d'un g,s abélien principal. Le
nombre des diviseurs non majeurs d’indice p? est = o mod p4-2+! [8].

38. Soient a et b deux éléments d’un p-groupe G, et K le commu-
tant de {a, b}. Si, quels que soient les éléments a et b et entier 4,
il existe, dans K, des éléments k,, k., ..., tels que

(ab)P* = ar* bP* K" KE" . . .,
G sera dit régulier.
Si, quels que soient les éléments a et b, {a, b} est de spécia-
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litt <p—1, G est régulier. Tout p-groupe de spécialité < p —1,
ou d’ordre < p?, est régulier. Si donc 7 est fixe el p arbitraire, les
seuls groupes ou p est > n sont nécessairement réguliers.

Si a et b sont deux éléments quelconques d’un p-groupe régulier G,
il existe un élément ¢ tel que a?*b?" = ¢**. L'ordre de ab ne peut pas
dépasser les ordres de a et de b. Les e« de G forment un groupe E;;
les 27" (= parcourant G) forment un groupe P; [8].

39. Soit p™ l'ordre maximum des éléments d’'un p-groupe régu-
lier G. Pour A=1, ..., m, les deux groupes quotients P,_,|P;
et E;|Es_y sont de méme ordre j;. On a J=Ji12j22...2jm. Pour
k=1, ..., j, on désigne par m; le nombre des j;> k. On a

m=mi2ms.2...2m,.

Réciproquement, j, est le nombre des m; qui sont 2 a.

Chacune des sommes m,+. ..+ m, et Ji+ ...+ Jm est égale a
I'exposant de p dans I'ordre de G.

Tout p-groupe régulier G admet au moins une base mono-
geéne a,, ..., a; a, étant d’ordre p™. Touté base monogéne de G
contient j éléments, dont le i*m¢ est d’ordre p™ [8].

Soit 1. Cy, ..., C, = G la série spéciale d’un p-groupe. Si C;| C;_,
est de type (ai, b,, ..., k,)(33), on dira que G a pour figure

I (@, bes ..y ko),

considéré comme un produit symbolique.

Pour former tous les groupes d’ordre p, (n donné), on déterminera
les figures possibles d’aprés les n°* 28, 29 et 36. A chaque figure
correspond une forme générale d’équations, ot certains exposants
restent indéterminés. Il y a autant de types distincts que de systémes
d’exposants irréductibles les uns aux autres par changements de
générateurs.

Ainsi on sait déterminer les groupes de figure

(@) (Bu1y - -+, Bl,"nn covs Bity vy Bhong)s

les Bin (R =1, ..., n;) étant égaux.
On a de méme déterminé lous les groupes d’ordre p* pour
n=3, 4,5[18, n** 152 189] et n =6 [12].
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CHAPITRE V.

AUTOMORPHISMES.

40. Soit G =2, ct fr P'élément correspondant a z dans un
automorphisme (8) de G. On peut considérer cette correspondance
comme définissanl une substitution que nous représenterons par
(@, fz). D’aprés la définition de 'automorphisme, ona fzy = fz fy.
Il en résulte que les automorphismes de G forment un groupe J que
I'on peut appeler l’aggrédient de G.

Les automorphismes (z, g~' zg), g étant dans G, sont dits cogré-
dients ou internes. Les aulres, s’il en existe, sont dits externes.

Les automorphismes intecrnes forment un groupe C appelé cogré-
dient, évidemment isomorphe a G|C, C étant le central de G, et
normal dans J.

4. Soit S le symétrique dont les symboles sont les éléments z
de G, c'est-a-dire I’ensemble de toutes les substitutions possibles
surles z. A tout élément g de G correspond une substitution (z. zg).
L’ensemble de ces substitutions forme un groupe § =G, (z, zg)
correspondant a g ('). Il en est de méme du groupe G’ des subslitu-
tions (z, gx). Chacun des groupes § et §' est 'ensemble des substi-
tutions de & permutables a toutes celles de 'autie. On dit alors que
chacun de ces deux groupes est 'adjoint de I'autre.

Ona{G,J}1={G', F}. Ce groupe, qui sera désigné par I, est
dit holomorphe de G, et K cst le normalisant de G et §' dans 8.
On a donc aussi K =GJF =G'J. On obtient tous les automor-
phismes de § en le transformant par les ¢léments de JC. On voit
aisément que le p. g. c. d. de GG/ et J est C, et que 'on a

§9'=g€=g'¢c e K|gg=7IC

Tout groupe abstrait K conlenant normalement G et isomorphe
a &K pourra étre dit holomorphe de G. Le groupe K contiendra un
diviseur J = J. Le groupe J pourra étre dit I'aggrédient de G.

(') Nous identifierons souvent, dans le langage, les groupes G et g.
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Les antomorphismes de G qui conservent les classes d’éléments
conjugués (12) de G forment un diviseur normal de §. L’ordre de ce
diviseur ne contient que des facteurs premiers divisant I'ordre de G.
Si tous les diviseurs H, d’un méme type de G forment une seule
classe, et si aucun automorphisme interne de G ne conserve chacun
des H,, il n’existe aucun automorphisme externe conservant chacun

des H, [3].

42. Un diviseur de G est caractéristique (21) toujours et seulement
s’il est normal dans JC. La partie contenue dans C de toute série
principale de JC contenant § sera dite série caractéristique de G.

Le groupe G est dit complet lorsqu’il n’a pas d’automorphisme
externe ct que son central se réduit a 1.

Toul groupe complet se sépare (13) de tout groupe qui le contient
normalement.

Lorsque C est égal a 1 et C caractéristique dans J, J est complet.

Le méme procédé de démonstration fournit le théoréme plus
général : Si G = 2z est caracléristique dans son holomorphe K, si,
P étant une partie de K a laquelle aucun élément de G n’est permu-
table, les z=' Pz forment un systéme caractéristique de K, et si
aucun élément de K n’est permutable a tous les 2='Pz, G est
complet.

Si H est normal dans G, l'ordre d’un automorphisme de G qui
fournit 'automorphisme-unité de H et de G|H divise 'ordre de H.

Le méme procédé de démonstration permet d’énoncer la proposi-
tion plus générale : Si H est normal dans A << G, si j est un auto-
morphisme de G fournissant 'automorphisme-unité de H et de A | H,
si jm est la premiére puissance de j fournissant automorphisme-
unité de A, m divise les ordres de j et de H.

Si G est un produit direct de groupes G, le produit direct P des
aggrédients J, des G, divise normalement J. Si, de plus, les G, sont
caractéristiques dans G, on a P=1J. Ce cas se présenle pour un
groupe ahélien quelconque, produit direct de ses groupes sylowiens.

Soit [3, p. 239; 20, p. 70] G un groupe abstrait isomorphe de
deux maniéres avec un groupe de substitutions §. Soient H et H' deux
diviseurs de G correspondant, dans ces deux isomorphismes, & un
diviseur de §G fixant un symbole. Il existe toujours un automorphisme
de G dans lequel H et H' se correspondent. Cet automorphisme est
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interne ou externe, suivant que, dans G, H et H' sont conjugués ou
non.

43. Soient : G un groupe résoluble (27,) d’ordre g=1I,p%;
S¢; «..y S- (S, d’ordre p%) r groupes de Sylow deux & deux permu-
lables, appartenant a un méme systéme de Sylow §(27.); &,
d’ordre a,, 'aggrédient de S,. Le diviseur de 'aggrédient § de G
qui laisse invariant le systéeme S est isomorphe & un diviseur du
produit direct &, ..., &,. Il en résulte que, st m est le nombre
de systemes de Sylow distincts de G, Uordre de 5 divise le pro-
duit ma, ... a,, et par suite gl(g), ot

Y@ =my(pF),  $(p*)=(p*—1)(p*— p) ... (p*—p*1).

Si Uordre d’un automorphisme j de G est premier & Uordre
de G, j laisse invariant au moins un systéme de Sylow de G [27].

44. L’aggrédient d’un groupe abélien principal d’ordre p” est iso-
morpheau groupe des substitutionslinéaires |z, 2 auz:i|(=1,...,T)
dont les coefficients parcourent tous les nombres entiers modp tels
que le déterminant |a,| soit = omodp. Ce groupe sera désigné
par L(r, p) [18].

L’aggrédient J d’un groupe abélien d’ordre pe- et de type (e, a, ..., a)
posséde une série de @ diviseurs normaux H,, H., ..., H,_4, 1, dont
chacun est contenu dans le précédent, ayant les propriétés suivantes :
le groupe-quotientJ|H, estisomorphe a L(r, p);les H,|H,.  (i=1, ...)
sont abéliens principaux d’ordre p.

Soient G un p-groupe abélien ayanl n, générateurs basiques
d’ordres p* (h =1, ...,r), Syle systéme de ces n, générateurs, Py le
groupe formé (35) des éléments de G qui sont les p%-iémes puis-
sances d’éléments de G, A, le diviseur de J qui conserve tous les
éléments de Pz. Tout A, est normal dans J. Tout groupe quotient
A, | As_y contient normalement un diviseur abélien principal d’ordre

Pt re) (Rt gt )
et d’indice
q;(nh)pnh(ﬂhﬂ'h ),

¢ (ns) désignant I'ordre de L(nz, p) [23]-
Tous les automorphismes d’un groupe abélien figurent parmi les
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transformations obtenues de la maniére suivante : soient H et H' deux
groupes réciproques (34) dans G; choisissons arbilrairement une des
correspondances isomorphiques existant entre H' et G|H, A’ de H'
répondant & Hz de G|H. Chacun des éléments g de G appartenanta
un méme complexe Hz sera remplacé par gh' [23].

Si G est un g, cyclique { g}, son aggrédient est le g,—, cyclique
engendré par la substitution | g g¢|, @ étant une des racines primi-
tives de p. Son holomorphe est {s, g1, s étant un élément vérifiant

sP1=j, s—leos = ga,

Dans le symétrique S de degré n £ 6 (c’est-a-dire opérant sur n
symboles), les n diviseurs fixant un symbole forment un systéme
conjugué qui contient Lous les diviseurs de ce type. Aucun élément
de S n’est permutable a chacun de ces diviseurs. D’aprés ce qu'on a
vu & la fin du n° 41, tout automorphisme de S permute entre eux
ces n diviseurs. D’ailleurs S n’a aucun élément normal. Il est donc
complet [23].

Pour n =6, le symétrique, considéré comme groupe abstrait G,
est isomorphe de deux maniéres & un méme groupe abstrait S de
degré 6. Les deux diviseurs de G correspondant respectivement a
un diviseur de S fixant un symbole ne sont pas conjugués dans G.
Donc (42) G admet un automorphisme externe. Il n’est donc pas
complet. Il a une classe et une seule d’automorphismes externes [23].
Son aggrédient est donc d’ordre 1440 [3].
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