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DIRECTIONS DE BOREL 

DES 

FONCTIONS MÉROMORPHES 

Par M. Georges VALIRON. 

INTRODUCTION. 

Depuis la publication du fascicule II de cette Collection, la théorie 
des fonctions entières ou méromorphes a fait des progrès considé­
rables. Le but de ce petit 1rs re est de donner un expose indépendant de 
ceux qui concernent l'étude des directions d'accumulation des points 
où la. fonction considérée prend une valeur donnée arbitraire et dans 
lesquelles la densité de ces points est suffisamment grande. 

On entendra par fonction entière une fonct ion/(^) de la variable 
complexe z qui est holomorphe en tout point à distance finie, mais 
qui ne se réduit pas à un polynôme; par fonction méromorphe, une 
fonct ion/ (^) , uniforme, dont les seules singularités à distance finie 
sont des pôles, mais qui n'est pas une fraction rationnelle. Les fonc­
tions entières sont donc les fonctions méromorphes spéciales ne pre­
nant pas la valeur infinie. 

On désignera par n(r, f—a) le nombre des points de module 
inférieur à r en lesquels la fonction / ( ^ ) , méromorphe pour | z I ^ r, 
prend la valeur a, chaque point étant compté avec son ordre de mul­
tiplicité, q fois s'il est d'ordre q. Pour a infini, 

* ( / • , / — » ) = / i ( / - , i / / ) . 

E. Borel a montré que, à toute fonction méromorphe donnée f(z) 
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correspond un nombre p = p ( / ) , qu'il a appelé ordre (ou ordre réel) 
def(z), tel que, pour tous les x finis ou infinis, on ait 

( i ) - ^ l o g + M ( , . / - * ) 
r = » lOg/ 

sauf au plus pour deux valeurs de x. u+ désigne u si w^o, o si u < o. 
Pour les deux valeurs exceptionnelles possibles, appelées valeurs 
exceptionnelles de Bdrel, le premier membre de (i) est inférieur 
à p. L'ordre p peut être nul, fini positif, ou infini. Dans ce dernier 
cas, Borel introduisit un ordre \ariable p(r) et montra que, pour 
certaines catégories de fonctions, (i) peut être remplacée par 

(2) lim - — r \ f - = i , 
t - * p( / ) log/-

l'égalité valant pour tous les x sauf deux au plus pour lesquelles le 
premier membre de (2) est inférieur au second. Ses résultats 
complétés, notamment dans le cas des fonctions entières, par 
Lindelof, Blumenthal, Denjo\, Wiman, Boutrou\, Littlewood, 
Valiron, etc., ont été mis sous une forme générale très précise par 
R. Nevanlinna dont une partie des méthodes, base des recheiches 
dont il va être question, sera résumée plus loin. Les théorèmes de 
Nevanlinna se rapportent, comme ceux de Borel. à l'étude des 
modules des zéros de* fonctions f{z) -x, ou à l'étude des modules 
de'ces zéros appartenant a certains secteurs. Au lieu d'utiliser direc­
tement la fonction n(r,f—x), on emploie la moyenne de Jensen. 
introduite systématiquement par G. Valiron dans ces questions : 

(3) N(/-,o) = lN(/, 1//)= f [ /1(^, / ) -7- /1(0, / ) ]^ -+-/1(0,/).0^/- (J) 

qui s'écrit aussi 

( 4 ) °S/- , / " V l> = »('•< f)^ P = n (o, / ) ] , 

/>_M, />+2« • • • ? rn désignant les modules des n — p zéros non nuls 
de module moindre que r, chacun figurant avec son ordre de multi­
plicité. f(z) étant donné, si l'on représente les nombres» x sur une 

( 1) D'une façon générale on aura N(r; j?) = N[r, i / ( /— a?)], la notation abré 
gêé-N(r; x) étant utilisée dans tous les cas où une seule fonction est en jeu 

file:///ariable
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sphère de Riemann de rayon 1 et si l'on désigne par r ( r , C) la 
moyenne superficielle de N ( r ; x) pour les x appartenant à un 
cercle G de la sphère, la différence r ( r , G)—-r(r , C') reste bornée 
lorsque /' croît indéfiniment, et l'on a 

/K\ r N(r; x) 
(5) I im-J__=I 

/ = 70 ^{t , O ) 

pour tous les x, sauf au plus pour des x dont les points représentatifs 
5>ur la sphère forment un ensemble de mesure linéaire nulle (c'est-à-
dire peuvent être enfermés dans des cercles dont la somme des 
rayons est arbitrairement petite). Pour les x exceptionnels, le défaut 

o v = i — 1 im — 

* = « n/-. c) 
est en général nul. la somme totale des défauts étant au plus égale 
à 2. Ces brèves indications suffisent pour montrer le degré de per­
fection qui a été atteint dans l'étude des modules de la distribution 
de* valeurs grâce aux méthodes de Nevanlinna. 

La recherche de propriétés générales des arguments des points 
où J\z)—x a été abordée en premier lieu par G. Julia. Dans de 
mémorables travaux où il utilise la théorie des familles normales de 
P. Montel, il montra notamment que, si f(z) est une fonction entière 
ou une Jonction méromorphe possédant une valeur asymptotique 
(c'est-à-dire tendant vers une limite finie ou infinie lorsque z s'éloigne 
indéfiniment sur un chemin allant à l'infini), il existe au moins une 
suite de points z„< n = i , 2, . . . telle que \zn+i |> A" \ zn |, k > 1, et 
telle que, si petit que soit le nombre positifs, f(z) prenne une infi­
nité de fois toute valeur sauf deux au plus dans la suite des cercles 
| z — zn]<Ce\zn\. Ses résultats furent complétés et étendus, en parti­
culier par \ . Ostrowski qui établit* d'une part qu'on peut choisir la 
suite zn pour que, dans chaque cercle Tn : j z — zn | < sft \ zn |, f(z) 
prenne une fois au moins toute valeur sauf au plus celles qui sont 
représentées sur la sphère de Riemann dans deux cercles. y/}. yn dont 
les rayons, ainsi que s„ tendent vers o avec i /n ; d'autre part, que la 
propriété vaut pour toute fonction méromorphe sauf pour une classe 
de fonctions d'ordre nul, fonctions pour lesquelles r ( r , C) : (logr)2 

reste borné. H. Milloux, en conservant l'hypothèse de Julia (exis­
tence d'une valeur asymptotique), mais en remplaçant la théorie des 



4 GEORGES VALIRON. 

familles normales par l'emploi du théorème de Schottky et d'une 
inégalité de Carleman, précisa la grandeur du rayon des cercles r„ , 
cercles qu'il appela cercles de remplissage : il relia la valeur de en à 
la façon dont/(^j) tend vers sa valeur asymptotique. Ce genre d'étude 
fut poursuivi par G. Valiron qui, par le seul emploi de la forme pré­
cise du théorème de Schottky, obtint une valeur très exacte du rayon 
des cercles de remplissage des fonctions entières, et en utilisant les 
théorèmes de Nevanlinna trouva pour les fonctions méromorphes 
d'ordre positif une limite moins bonne mais ne faisant intervenir que 
la fonction r ( r , C) . La méthode de Nevanlinna, qui avait conduite 
des démonstrations des théorèmes de Landau et de Schottky, permit 
alors une étude quantitative précise du nombre des zéros de f(z)—x 
dans certains cercles de remplissage. On montra que, pour toute 
fonction d'ordre positif fini p, existe une suite de points zn. avec 
lim | zn | = oo, et de cercles correspondants r„ : | z — z„ j < e | zn |. 
où s est arbitrairement petit, telle que, dans chaqueTn, f(z) prend 
au .moins | zn [P~i« fois toute valeur x représentée sur la sphère à l'ex­
térieur de deux cercles de rayon YÎ'„, nn et n'n tendant vers o avec I/JI. 
De tels cercles seront dits des cercles de remplissage d'ordre p. 
C'est l'étude de ces cercles et de cercles jouissant de propriétés ana­
logues plus précises, et l'étude des directions-A dans lesquelles les 
centres de ces cercles s'éloignent indéfiniment, qui sera l'objet de ce 
fascicule. Si A est un angle de bissectrice A et d'ouverture arbitrai­
rement petite, il existe une suite infinie de cercles Tn intérieurs à A 
et par suite, pour tous les x sauf deux au plus l'égalité (i) reste vraie 
lorsqu'on y remplace n{r,f—x) par le nombre des points z appar­
tenant à A et tels quef(z) = x, \z\<r. Le théorème de Borel 
reste%vrai dans tout angle de bissectrice A, ce qui justifie le nom de 
direction de Borel donné à une telle direction et le titre de cet exposé. 

Le premier chapitre donne les théorèmes fondamentaux de la 
théorie avec des démonstrations assez détaillées justifiant des propo­
sitions qui avaient été jusqu'ici énoncées seulement dans de brèves • 
notes; dans le second chapitre, ces théorèmes sont appliqués à l'étude 
des directions de Borel des fonctions les plus générales. Un troisième 
chapitre traite des fonctions spéciales, notamment des fonctions 
entières. 

Il convient de signaler que les fonctions algébroïdes auxquelles les 
résultats concernant la distribution circulaire des valeurs ont été 
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étendus, n'ont pas pu être encore étudiées d'une façon satisfaisante au 
point de vue qui nous occupe. 

CHAPITRE I. 
THÉORÈMES FONDAMENTAUX. 

1. Le théorème de Jensen et la fonction T(r) de Nevanlinna. — 
Si F (^ ) est une fonction méromorphe pour | z | <R et si F ( 0 ) 7 ^ o, 
F (o) ^ 00. la formule de Jensen K ' 

(6) ~z f l og r F(R«'?) | r /? = I o g | F ( o ) [ - f . | o g r ^ lo 
R/' 

— losr —— 
/ " i / ' 2 . . . / ' / / 

où les rj sont les modules des zéros et les r,. les modules des pôles 
d c F ( j ) contenus dans le cercle, peut s'écrire en séparant les élé­
ments positifs et négatifs ( '). En utilisant la définition de la fonction N 
[formule (3) de l'introduction] et en posant 

m(R, F ) = — / Iog+|F(R^ç)|rf9, 
2 " ^ 0 

on a 

(7) ' m(R, F)-hN(R, F) = /rc(R, i/F) + N(R, i/F) -+- log | F(o) |. 

Si F ( o ) = o ou F(o) =00, oh a autour de l'origine F (z) = cqz<?-{-..., q^o; 
en appliquant (7) à F(z)z~9Ji9. on voit que la formule reste vraie à 
condition d'y remplacer | F (o) | par | cq\. Nous désignerons dans tous 
les cas le dernier terme de (7) par C ( F ) . 

Le premier membre de (7) est la fonction T(R, F) de R. Nevanlinna. 
Comme ra(R, F) n'est pas négatif, N(R, F) est au plus égal à T(R, F), 
et l'on a, pour /• < R et F ( o ) fini. 

/*(/-, i / F ) l o g R / / - < T ( R , F ) . 

Les aj étant positifs, on a (2) 

/ n \ « / n \ n 
i o ^ ( 2 ^ ) ~ 2 l o g + w / + l o g / , ; log+(ïIa>' )=2 ,og+a^ 

v 1 / 1 \ 1 / 1 

(1) Cette séparation des éléments positifs et négatifs de la formule de Jensen 
semble avoir été faite d'abord par P. Fatou {Bull. Se. math., 20 série, 45. 1921). 

(2) Voir le livre de R. NEVANLINNA dans la Collection Borel. Ce livre sera 
désigné par (Na). 
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d'où il suit . que* pour Z fini, 

\m(t\ F) — //!(/-, F — Z ) | ^ l o g + | Z|-+-tog2, 
donc 

(8) | T[/-. i /(. F - Z ) | - T( /•, F) X- C(.F - Z) | g l o ^ | Z j -+• log2. 

E n supposant F ( o ) fini, on peut [ H . Ca r t an , b] écrire la formule de 

Jensen 

N(/-; «?'«) — \ ( / - ; x ) = ^ / l o - l F(/•«'?) — <^ |r / ? — log | F ( o ) - C ' ( J | , 

multiplier par — dO et intégrer de o à 2TT. En inter \er l issant l 'ordre 

des intégrations dans la première intégrale du second membre et en 

utilisant la formule de Jensen dans le résultat et dans la seconde 

intégrale, on trouve 

T v /•• F ) = J_ f \ ( /• ; e*) c/ti -4- log+ 1 F ( o ) |. 

Si F ( o ) est infini, on \ oit que log l F ( o ) j doit être remplacé par C ( F ) . 

D'après la définition de N, l ' intégrale du second membre est égale à 

C / ( , r . F ) ' - ^ , / u \ F ) = Ç n(j\ F — e'V/0. 

Ceci montre que T ( r , F ) est une fonction diffère ntiable crois­

sante^ / T ' ( / \ F ) est non décroissante, donc T ( r , F ) est une fonc­

tion convexe rfelogr. [Na, Car tan , 6 ] . On peut aussi mont re r que 

T ( r , F ) est une fonction analytique de r dans des intervalles adja­

cents [14, / : 6, 6J. 

En procédant de même en remplaçant ei{) par xe'{)< on peut faire 

une double intégration après avoir multiplié par 2X dx d^Ji:(i -r- x-)'2. 

ce qui mont re , en tenant compte de ( 8 ) , que la différence entre la 

fonction T ( r , / ) d 'une fonction méromorphe et la moyenne appelée 

T ( / \ C ) dans l ' introduction est bornée quel que soit le cercle C de la 

sphère. 

2. Théorème de Nevanlinna sur la dérivée logarithmique. — En 

faisant une transformation conforme du cercle j z | < R en lui-même 

(1) T0 est le nombre imaginaire conjugué de s0. 
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et en appliquant la formule de Jensen à la transformée de F(z), on a 

l o g | F ( s 0 ) j = - L f I o g | F ( R ^ ? ) i - ; ,t
 B " ~ r » -d9 

2xJ0
 o l v • K ' - H / ' Î I — 2R/-Ocos(? — o0) Y 

P » 

- -+-2 ,og 'z( so? bk) ' ~~2 l o g 'z( s ° ' a , ) '' 
1 l 

les aj étant les zéros et les b/, les pôles de F(z). z0= i\elt*\ r 6 < R . 
Cette égalité, appelée par R. Nevanlinna, formule de Poisson-Jensen, 
est relative aux fonctions harmoniques, on en déduit l'égalité de R. 
Nevanlinna en observant que le second facteur dans l'intégrale est la 
partie réelle du quotient de Re'¥-f- z{) pat* Re'?— z0. ce qui donne en 
mettant z au lieu de <s0, 

iogF(S)=^ J " ^ o g ] F ( R ^ ) | 5 £ ^ f , / 9 , 

P » 

1 1 

C étant une constante. En dérivant (Na). on obtient 

¥'(z) 
F( 

—- = / l0g F(Rc"P) i-=r—: ,dz> 

:2; I A* 1«— B* • 
-277 

l < / / l â - R s 

* J ( a — 6 * ) ( R s _ 6 * s , ^ ( s — «/)(*** — " / * ) ' 

ce qui conduit à l'inégalité 

F ( s ) < (K—VjO^jf"" i '°g I F(K^?) 11 rf? 

Gomme | %(.;, &*) | > i, la formule de Jensen donne 

R 

I bj I I o,/ | • 

d'autre part, si F (o ) = c0 n'est ni nul ni infini, on a 

± f | log|F(R^ï)!| 'rf? = /» (R,F)+m(R i ) < 2 T(R, F) + log | i I, 
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donc 

m ( ^ ^ ) < l o g +
( R ^ / , ) , 4 + l o g ^ 2 T ( R , F ) + l o g ^ | l o g ^ - ^ ] 

+ N ( R , F ) - N ( r , F ) + N ( R , ] i ) - N ( r , i ) 

+ l0g^(R,F) + / l^R, i ; )+2 j . 

Les valeurs de la fonction n qui figurent dans le dernier terme sont 

majorées au moyen de T ( R ' , F ) . R ' > R , en supposant F(z) méro ­

morphe pour | s | < R ' . O n utilise la convexité de N ( r , F ) en log r , 

pour majorer les différences de la forme N ( R , F ) — N ( r , F ) . En pre­

nant enfin 
r ( R ' - r ) 

R — /• = 
2 [ T ( R ' ' F ) + , o g : i i r + i ] R ' -

et en mettant R à la place de R' dans la formule finale, on arrive à 
l 'énoncé fondamental suivant : 

SiF(z) est méromorphe pour j z \^Ket si c 0 = : F ( o ) n'est ni nul 
ni infini, on a pour r < R 

(10) m ^ J ^ < 4 l 0 g - T ( R , F ) + 3 1 o g ^ R - ^ - 4 - 4 l o g + R 

-4-2log+-i .+- 4 iog+ Iog-̂  —-i-- H - I 6 . 

3 . Inégalité fondamentale pour T ( / \ F ) . — Si F(z) est méro^ 

morphe pour | z | <^R, 

F ( 0 ) = C0 ^ O, I, » , F ' (p ) = Cyyé: O, 30, , . 

l ' identité de Borel et Nevanlinna 

F _ F - r 
F = = " r F ' 

F —i F 
donne , pour r ^ R , 

i(r, F)^m ^/-, p—y j •+- m (/•, p r r^ ) +1» (r» p ) + l o s 2 -+-N [n p ) 

*»('.Fè;)-»('.;)*w|*«a=fl|. 
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et a fortiori 

TKF)^^(ri) + m(r|) + N ( r ; o ) + N ( r ; i ) 

| c 0 ( c 0 —i) I 
• N ( r ; QO) -h l o g 

Cl 

En tenant compte de (10), il s'ensuit que, si r < R ' < R, 

T ( r , F ) < N ( r ; o ) - r - N ( r ; i ) - h N ( r ; o o ) - M 2 l o g + T ( R ' , F ) - r - 9 l o g ^ 
R-— r 

H- 12 log + R' -4- 6 log^" - -+-' 57 -4- log • l o g | c 0 ( c 0 — 1 ) 

810g+ log+ 
C0—l 

4log+ log+ 
l * o l 

et, comme la somme des trois derniers termes reste inférieure à 
8 + 2 log+ | c0 | , on peut écrire 

R 
(11) 

où 

T ( r , F ) < i 2 l o g - + - T ( R ' , F ) - 4 - 9 l o g 
K—r H, 

H = N(R;o) -4 -N(R; 1)-+-N(R; x ) - M 2 log+R H - i 5 log+-È-
MX 

. -+-81-4-2 log4" I C0 ] H- log4" 
Cl 

pourvu que - R < r < R ' < R . On élimine la fonction T dans le 

second membre de (11) en utilisant les propriétés des fonctions crois­
santes découvertes par E. Borel. D'après une remarque de Landau, 
(11) entraîne 

T(r, F) < 12 */T(R', F) -1- 9 log g A - 4- H, 

et, en procédant par l'absurde et itérant, on voit que, si r <C R, 

R 
T ( r , F ) < 5 H - 4 - 1 4 log 

n — r 

On peut simplifier H en supposant d'abord R = 1, puis en appliquant 

le résultat à T ( r , F ) = T( ^> F ( s R ) j . On arrive ainsi au théerème 

qui servira de point de départ à notre étude : 

L Si F(z) est méromorphe pour \ z | <^R, 

F ( o ) 5^0,1,00, F ' ( o ) ^ o , x , 
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on a pour r < R 

(12) T(/-,F)<5[N(R;o)-hN(R; i)-f-N(R;«)]-t-4o5-+-ioh>g+| F(o) | 
T R 

•+• 5 lo§r*" i ^ / ^ v i p •+• *4 l o g i \ |F ' (o) |R * feR — /• 

Si F(5) ne prend pas les valeurs o, 1, 00 dans le cercle | z | ^ R , le 
premier terme du second membre disparaît, T ( r . F ) peut être rem­
placé par m(r. F) et, en appelant M(r , F ) l e maximum de |F(re*?) | , 
l'inégalité de Jensen-Poisson donne, 

(i3) l o g M ( * r , F ) < l ± ^ / i i ( r , F ) ( o < * < i ) . 

Comme 
logM(Âr, F)>log[A7-|F'(6)|], 

la formule (12) dans laquelle on prend R — T? donne 

log|ÀrF'(o) < ï-±j [4o5 4 - io lo^ |F (o ) i 

+ 5 1 o g " T F ^ + l 4 1 o g 7 ^ ] ' 

En prenant, par exemple, k= -> cette inégalité fournit le théorème 

classique de Landau sous la forme suivante : 

Si F(z) = c0-f- c.\Z -f-. ... est holomorphe autour de i'origine, 
cette fonction cesse d'être holomorphe ou bien prend la valeur o 
ou la valeur 1 dans le cercle de rayon 

k X [i-HcelPS 

A est une constante numérique. 

4. Théorème de Boutroux-Cartan sur le minimum du module d'un 
polynôme. — Dans les recherches sur les fonctions entières,, on a 
fréquemment besoin de connaître une borne inférieure du module d'un 

n 

polynôme canonique P(z) = I I (z — zv) dont le degré n est connu, 
1 

mais dont la position des zéros est inconnue, lorsqu'on supprime un 
certain voisinage des zéros. Boutroux donna un premier résultat qui 
fut complété par H. Cartan sous la forme suivante : 
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e étant la base des logarithmes, H un nombre positif arbitraire, 

on a 

| P ( * ) I > ( ? ) " , 

pourvu que Von supprime du plan n cercles au plus dont la somme 
des rayons est au plus 2 H. 

Etant donnée l'importance de ce théorème pour la suite, nous 
reproduisons sa démonstration [voir Cartan ( a ) ] . Considérons 
le plus grand entier X, qui est tel qu'il existe un cercle C{ 

) H 

de rayon - ^ - contenant exactement X, points sv. (X, existe, car s'il ri'v 

avait pas de cercle C, pour X, = //, puis n — 1, . . , , puis A, — 2. les 
H 

cercles de centres sv et rayon - contiendraient chacun un seul point z^. 

Supposons, en effet, le contraire; un de ces cercles contiendrait 

q points, le cercle concentrique de rayon q — en contiendrait q'^> q, 

le cercle concentrique de rayon q' - en- contiendrait </"> q', etc., ce 
qui conduirait à une contradiction). Les points contenus dans C, 
étant appelés points de rang X,, considérons uniquement les autres 
points, il existera un plus grand entier X2 évidemment au plus égal 
à A4 et un cercle correspondant C2 de rayon X2 — contenant X2 points 
qu'on appellera points de rang X2. Prenant ensuite les points qui ne 
sont ni de rang A, ni de rang X2, on définira les points de rang X3, 
A:i^>.2. etc. On a vu ce qui se passe si l'on arrive aux points de 
rang 1. La somme des rayons des cercles C,, C2, . . . , Cp obtenus est 

H 

D'après la définition du rang, tout cercle S de rayon X ^ , 0 ù X est 

un entier inférieur ou égal à n, contient au moins un point de 
rang >X s'il contient au moins A points. Par suite, si Ton marque les 
cercles F,, T2, . . . , Tp concentriques respectivement aux C,, 
C2, . . ., C/t et de rayons respectivement doubles, et si z est pris à 

l'extérieur des cercles I\ un cercle S de centre z et de ravon X — con-

lient au plus X — F points. Car. Xy étant le rang d'un point j v intérieur 
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à S et a,- le centre du cercle C/ correspondant, on a 

' n ' ' ' /¾ / i 

donc Xy< X. Si l'on range les zv dans l'ordre des distances croissantes 

à z, la distance à z du çième point est au moins y — , et l'on a 

l'<.)lî(H)-..ï(H)\ 

ce qui démontre le théorème puisque la somme des rayons des T 
est 2H. 

5. Théorème fondamental sur la distribution des valeurs d'une 
fonction méromorphe dans un cercle. — (Voir [14, a]; [7, a, b]; 
[14, b]. Nous supposons que la fonction F(z) est méromorphe 
pour j z | < 1 et ne prend que n fois au plus dans ce cercle les 
valeurs o, 1, x . Nous nous proposons d'obtenir une borne du nombre 
des zéros de F( z) — x lorsque x est arbitraire et | z | < /• < 1. I l e s t 

loisible de supposer #*^- et de prendre pour #•< l
7 la borne obtenue 

1 
pour 7-

Appelons ctj les zéros, b/{ les pôles de F(z) et cv les zéros de 
F (z) — 1 situés dans le cercle | z | < 1. D'après le théorème de Cartan 
les produits 

n | * 0 — « y | , n 1*0 — 6*1, n | * 0 —<vl> 

formés avec ces zéros, pôles et uns sont supérieurs à (ieh)~~n pourvu 
que ^0 soit extérieur à 3n cercles y au plus dont la somme des. 

rayons est •£• Prenons j = ^ r p î il existera une droite x = x» (on 

pose z = x-\- iy) qui ne coupe pas les cercles y et dont la distance à 

l'origine est inférieure à j donc à - ^ - . Prenons z0 = x0, il existera 

une circonférence T : \z — z0\ = a, qui ne coupe pas les cercles y, 

qui contient I z \ = /• et dont la plus courte distance à cette circonfé­

rence et à | z | = 1 est au moins égale à ~~ •• 

U est loisible de supposer | F ( s 0 ) | ^ i ; dans le cas contraire on 

opérerait sur PYT-. S i | F ' ( ^ 0 ) | < i ,nous faisons décrire à z le segment 
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x = x0, y> o intérieur à F : tant que | F!(z)\ est inférieur à i, 
| F(z) | sera inférieur à 2. Si ceci a lieu jusqu'au point z0 situé sur F. 
on décrit à partir de ce point, dans les deux sens, la circonférence F : 
tant que | Ff(z) \ •< i . o n a encore (F(^)]<<2-f-7r. On a ainsi deux 
cas à envisager ; 

Premier cas, — Sur, tout F, on a | F(z) | < 2 -f- TT, donc 

I F(a)—Z |•< a -+-« -+-. |.'Z;.| 
et 

Tf«, F ( Ï i + Z ) - Z] < log(2 4- * -H I Z , ) 4- logTT • ' »• •• -K>*Iog2 
X X ( %o — vfc\ 

<iog(6 + jZ|)-*-/ilog(4A*), 
donc 

n[u - % F ( * 0 - z) — Z] < l
 a | / i log(4 eh) 4- log ;[ % SF^o) ] ] ' 

& a — t\ 

Il s'ensuit que, dans \z\<. r, le nombre des zéros de F(^).-— Zest au 
plus égal à 

i — r \ 1 — r / 

pourvu que 
i o g | Z ~ F ( s 0 ) l > ~ K . 

Deuxième cas. -— Il existe un point Z\ sur F ou à son intérieur, 
extérieur aux cercles y, en lequel | F ( ^ ) | < 6 et \F!(zt) | > i . La 
transformation conforme 

F(*) = G(Ç> 
l — ZZx 

qui conserve le cercle unité/remplace le cercle | z \ = r par une ciiv 
conférence dont la plus courte distance au cercle unité est au 

moins -i-(i — r ) 2 . On peut appliquer l'inégalité (12) à G(Ç) en y 

remplaçant r par 1 — ~ et en y faisant tendre R vers 1. On/ à 

log^ [ ;G(o)K2 ? z | G'(o) I = 'f F(5iM"(i"- ! MI2) >- |;(i - r), 

puis __ 

,N(*.^<2i.g|^^|<2iogTî^<»io?(4^i 
MÉMORIAL DES SC, MATH. — N" 8 9 . 
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et les inégalités analogues pour N(R, ^ j et N(R, —L—\ . Q n 

obtient ainsi 

T^i (i — /•)*, Gj<i5/ilog(4e/i) 4-5oo4- 3olog-

II s'ensuit que le nombre des zéros de G(Ç)— Z pour 

i 

l C I < i - ^ f i - r r , 

et a fortiori le nombre des zéros de F( z) — Z pour | z | <C /' est au 
plus égal à 

20 I 34o 1 14-1Z | "1 
-, -, ion log 1- 3olog h 5 o o 4 - los —r, -i—[-— . 
( 1 - ' ) L " i - / * b i - r & IZ — F(s,) I J 

En groupant les résultats obtenus dans les deux cas, on obtient 
Fénoncé suivant : 

II. Soit F(z) une fonction méromorphe pour | -1 < 1, qui ne 
prend pas plus de n fois dans ce cercle les valeurs o, 1, 00. Dans le 
cercle \ z\ < r. /* < 1, F (z) prend au plus 

(14) ( T ^ [ ( V / / _ 4 " B ' ) , o ? : 7 = 7 ^ G ' , 0 g r / ] 

fois toute valeur Z arbitraire, d désignant la distance sphérique 
de Z à une valeur Z ( r ) . A', B', C sont des constantes numériques 
positives ( j ) . 

On passe de cet énoncé à un théorème général relatif à une fonc­
tion F(z) méromorphe pour | z | < 1 et ne prenant pas plus de n fois 
trois valeurs distinctes a. b, c, en appliquant II a la fonction 

(.5) ¢ ( 3 ) = 1 ^ 4 ^ ^ . 
' F(z)— b r — a 

L'expression ( i4) fournira une borne du nombre de* racines de 
¢ ( - 3 ) - Z' dans le cercle \z\<r, si l'on suppose que la distance 
sphérique de Z' à un point Z'(i-) est supérieure à d. Désignons 
par | Z, Z' | la distance sphérique des pojntsTepresentatifs de Z et Z'. 
Si l'on suppose | a, b | > à, | 6, c | > ô\ | c. a j > d, et si le point repré­
sentatif de Z' décrit un cercle de rajon d, le point représentant le 

( l) M. Milloux a obtenu récemment une formule plus précise (C. R. Acad. St., 
t 202, 1936, p. 1^80) 
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nombre Z défini par 
7 , _ Z — a b — c 

Z — b a — c 

décrit un cercle dont le rajon est au plus égal à 5ooo ^ On arrive 

ainsi à l'énoncé général : 

III. Si F(z) est méromorphe pour | z | < R et prend n fois au 
plus dans ce cercle trois valeurs a, b, c telles que \ a, b | > à, 
16. c | > ô, | c, a | > ô, da/zs /e cercle \z\<i A*R, A < i, F (^ ) prend 
au plus 

<l6> (7^Tr[(A"-t-B)lo=7éi^ciogi + DiogTl:^IÏÏ] 

/ow toute valeur Z. Z(A) £.?£ un nombre dépendant de r {et de F), 
A, B, C, D sont des constantes numériques positives. 

On sait que la méthode des familles normales de P. Montel fournit 
également, dans les conditions de l'énoncé, une borne du nombre des 
zéros de F ( s ) — Z , mais la forme de la borne n'est pas connue 
explicitement. La propriété de la borne donnée ici, qui jouera un rôle 
essentiel dans la suite, est d'être une fonction linéaire de n. Le cas 
des polynômes montre d'ailleurs qu'on ne peut pas avoir une limite 
dont le rapport à n tendiait vers zéro lorsque n croît indéfiniment. 

6. Extensions du théorème de Schottky. Cas des fonctions holo-
morphes. — La méthode précédente a fourni une borne de la fonc­
tion T dans le cas où l'on avait | F(z0) | «< i. Si F(<s)est holomorphe, 
l'inégalité ( i3) permet d'en déduire une borne de | F ( * ) |; le passage 
de la borne de T à celle de F se faisant dans les mêmes conditions 
que le passage de la borne de T à celle de n (sauf que la valeur 
| F ( s 0 ) — Z| n'intervient plus ici). Pour remplacer l'hypothèse sur 
| F(z0) | par une autre ne faisant pas intervenir le point indéterminé z0, 
mais suffisant pour l'application de la méthode d'exclusion du voisi­
nage des zéros et des uns, il importe de remarquer que, dans l'emploi 
du théorème de Cartan, il est loisible de supposer les cercles d'exclu­
sion extérieurs les uns aux autres (puisque deux cercles sécants ou 
tangents peuvent être remplacés par un seul sans augmenter la somme 
des rayons). 

Supposons alors que F(z). holomorphe pour | z | < i, prenne au plus 
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n fois dans ce cercle les valeurs o et i et que dans le cercle | z | <̂ ? <Ti j 
l'inégalité 

(17) | F ( * ) | < M < x 

soit réalisée en des points qui ne puissent pas être enfermés dans in 
circonférences dont la somme des rayons est inférieure à d(d<^r). 
Si l'on marque les cercles y d'exclusion relatifs aux zéros et uns 
de F(z), extérieurs les uns aux autres, en nombre au plus égal à zn, 

et dont la somme des rayons est j < d. il existera un point r0, 

I 0̂ I < T 5 extérieur aux y,'en lequel (17) sera vérifiée, r étant pris tel 
que T <C r <C 1, il existe une circonférence | z | = a, avec 

r + j ( i - r ) < a < i - j ( i - /•), 

ne coupant pas les cercles y, pourvu que j << • Cette circonfé­
rence que nous appellerons encore T, reriiplacera la circonférence de 
même nom du numéro précédent. En joignant z0 au point Je plus 
proche de T, puis en remplaçant chaque portion QQ' de ce segment 
qui appartient à un cercle y par l'un des arcs de la circonférence de 
ce cercle joignant Q à Q', on obtient un chemin S de longueur 

moindre que '" -h -r- < 3 joignant z0 à un point z'0 de T. On appliqua 

alors la méthode de cheminement en allant de z0 à £0, puis à partir 
de z0 dans les deux sens sur T, tant que | F ( £ ) | < i . Dans le 
cas où z'Q est atteint, puis T parcouru entièrement, on a sur tout T 

l o g l F ( s ) | < l o g [ M - 4 - 3 ] . 

Dans le cas où l'on est arrêté en un J>oint £n*on fait la transfor­
mation conforme du numéro précédent, et de la borne obtenue 

pour T l i (1 — r)2> G on déduit au moyen de ( i3) une borne 

de |G(Ç)| pour | ç | < i — I ( i — r)2 et par suite de |F(c) | pour | ^ | < / \ 

On obtient ainsi le théorème suivant, qui, pour n = o [et par suite 
d arbitrairement petit, c'est-à-dire (17) vérifiée en un point], se 
réduit au théorème de Schottky : 

IV. Si F(z) est holomorphe pour \ z \ < 1, prend n fois au plus 
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dans ce cercle les valeurs o et i, et vérifie (17) en des points du 
cercle \ z | < T < 1 qui ne peuvent pas être enfermés dans 2 n cercles 
dont la somme des rayons est inférieure à d (d<iz), on as 

pour | z | < r et 7 < r < 1, 

log | F(*), < — 1 — [z'nlogj^ï-^ 4- P ' i o g ^ 4- ylog+lVl] , 

a', (3', Y sont des constantes numériques positives» 

Comme plus haut, on passe de là à l'énoncé général relatif aux fonc­
tions holomorphes : 

V. Si F(z) est holomorohe pour \ z j < 1, prend au plus n fois 
dans ce cercle deux valeurs Z et 7J telles que 

| Z | < p , | Z ' | < p , | z - z ' i > I ( P > i ) , 

, et vérifie (17) en des points du cercle \ z | << z qui ne peuvent pas 
être enfermés dans 2/1 cercles dont la somme des rayons est infé­
rieure à d < T, on a pour \ z | < r et T < r < 1, 

log I F (z) | < ( T -^y 2 [ « n log rf(l^r) + P log ^ •+• T log( P -H M)] > 

oc, (3, y sont des constantes numériques positives. 

Cette proposition renferme celles énoncées par H. Milloux (6, d) 
et G. Valiron (m, r) puisque la condition relative à (17) a lieu 
lorsque (17) vaut dans un cercle, ou sur un segment, ou en moyenne sur 
un segment. V s'applique aussi dès que ( 17) est vérifiée en 2 n-\-1 points ; 
mais la théorie des familles quasi normales de Montel fournit une 
borne, non explicitée, dès que (17) a lieu en n -f-1 points seulement. 
Nous verrons que l'on peut déduire ce résultat de la méthode 
actuelle. 

7. Extensions du théorème de Schottky. Cas des fonctions méro­
morphes. — Si F(z) est méromorphe pour | z\ < 1, prend n fois au 
plus les valeurs o, 1, co-et satisfait à (17) en des points qui ne peuvent 
être enfermés dans in cercles dont la somme des ravons 
la méthode employée fournit encore dans la première al 



18 GEORGES VALIRON» 

borne pour log | F(-s) | sur T (et la borne vaut encore dans les cercles 

exclus ne contenant pas de pôles), dans la seconde alternative on 

trouve une borne pour T 

les bk étant toujours les pô 

-« (i — r)2, G • Dans les deux cas, 

es de F ( ^ ) , si l'on pose 

H(,) = F ( Z ) 1 T ± ^ , 

| H(z) j est inférieur à | F (^ ) j pour | z | < i, la borne trouvée dans la 
première alternative vaut encore pour | H ( s ) | ; dans la seconde, 
K(Ç) = H(c) a aussi son module moindre que | G(Ç) | et n'a plus de 
pôles, T(R, h.) est inférieur à T(R, G). On a donc dans les deux cas 
une borne de | H(^) | analogue à celle trouvée dans le cas des fonc­
tions holomorphes, les coefficients étant seulement augmentés. Enfin, 
comme 

K=)!<|H ( s ) lJITr-^, 

le théorème de Cartan fournit une borne de | F(z) | à l'extérieur de 
n cercles d'exclusion au plus contenant les pôles. En faisant la même 
transformation que plus haut, on arrive à celte proposition : 

VI. Si F (z) est méromorphe pour \z\ < i, ne prend pas plus de 
n fois dans ce cercle les valeurs Z, TJ, oo telles que 

| Z | < P , [ Z ' , < P , j Z - Z ' | > i ( P > i ) , 

et vérifie ( 17 ) en des points de \ z | < z < 1 qui ne peuvent pas être 
enfermés dans 3n cercles dont la somme des T ayons est inférieure 
à d<Cz. on a pour \ z \ ^ r et z < r < 1, 

2 v "1 1 

-*-Pl,0&737: -+-Yilog(PH-M)J-4-*logg, 

sauf au plus dans n cercles, indépendants de r, dont la somme 
des rayons est au plus égale à H > o arbitraire, a,, p , , y4 sont des 
constan tes numèriques positives. 

On en tire ce corollaire : 

VIL SiF(z) est holomorphe pour | ^ | < i , et ne prend que 
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n fois au plus dans ce cercle les valeurs o et i, et si I F( z) | < £ en 
n -f- 1 points du cercle \ Z | < z < i, on a | F ( ^ ) | < s* pour \ z | < T', 
o- <?£a/i£ un nombre compris entre o et i et dépendant de ?, z' et n, 
Vinégalité ayant lieu dès que s est assez petit. 

Car, dans le cas contraire, chaque circonférence | z\ = const. de4a 

couronne z' < | z | < - ( r ' + i) contiendrait un point en lequel 

• ., , <. — ? et en appliquant VI, on arriverait à une contradiction 

pourvu que cr soit convenablement choisi et £ assez petit. 
On a un résultat analogue, mais avec n cercles d'exclusion, si 

F ( c ) est méromorphe et ne prend pas plus de n fois les \aleurso, i, x , 
la condition relative à (17) restant la même. Ces propositions sur la 
convergence vers les valeurs remarquables conduisent alors, par le 
même raisonnement par l'absurde, au théorème de la théorie des 
familles quasi normales rappelé à la fin du n° 6 : on a encore un 
résultat de la forme VI lorsque (17) est réalisée en n -f- T points 
seulement. 

La proposition VI s'étend, sous une forme nécessairement moins 
précise, au cas général où les trois valeurs prises n lois MU plus sont 
quelconques. H. Milloux a donné une proposition que nous complé­
terons [voir 7, d]. Tout d'abord, en faisant la transformation ( i5) , 
en appliquant (12) a ¢ ( - ) , puis en revenant a F ( c ) , on \01tque I 
s'exprime aussi comme suit : 

VIII. Si F(z) est méromorphe pour | - | ^ R , si a, b, c sont 
donnés tels que \ a, b ] > ô, | b, c I > ô, | c, a j > ô, si F '(o) est fin h 
on a 

T(r, F)<û 2 N(R,*) + P' ^ [ l 0 g V ( o V l + l 0 g " H 
x=atb,t, 1 =a,b 

AV1 / I c — n \c — b\\ 
+ ̂ \\—b He—I) 

On peut aussi supprimer le terme de coefficient Q' en étendant la 
seconde somme à c. Q, il', Q", Q!" sont des constantes numériques 
positives. 

file:///aleurso
file:///01tque
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Supposons alors que F(z) méromorphe pour | * | < i ne prenne 
que n fois au plus trois valeurs a, b, c satisfaisant aux conditions 
de VIII, et que, pour | * | < r < i , ( i 7 ) s o i t vérifiée en des points qui 
ne puissent pas être enfermés dans Zn cercles dont la somme des 
ra\ons est d. On peut supposer ô très petit. Si K = M - { - i e t 

si \c\ > R2 , on chemine à l'extérieur des cercles d'exclusion relatifs 
aux zéros de F(z) — x, x = a, b, c. Si l'on a pas constamment 
| F ( 5 ) I < 4K.2? il y a un point en lequel 

| F ' ( * ) | > i et 2 K * < | F ( * ) | < 4 K « , 

c'est à partir de ce point que l'on fait la transformation conforme, 
on applique ensuite VIII qui borne le" nombre des pôles et on 
achevé comme dans la démonstration de VI. Si l'on a toujours 
I F ( * ) I <4K' > à l'extérieur des cercles d'exclusion, on a trouvé une 
borne dans ce domaine extérieur. Lorsque | c | < K 2 , on prend le 
théorème VIII sous sa seconde forme et l'on procède de même; c'est 
i c i | G ( o ) | qui sera très grand vis-à-vis de a, b et au moins égal 
à 2K 2 >2 | c|, tandis que, dans le premier cas, c étant très grand par 
rapport à a et b, G(o) — c n'intervenait pas. 

Le résultat peut se mettre sous la forme suivante : 

IX. Si F{z) est méromorphe pour \ z | < i, et prend nfois au plus 
dans ce cercle trois valeurs a. 6, c dont les distances sphêriques 
mutuelles sont au moins ô, et si (17) est vérifiée en des points 
de | z | < r < 1 qui ne peuvent pas être enfermés dans 3/i cercles 
dont la somme des rayons est au plus d<z, on apour\z\<r, r<r<i, 

l„g |F^-)|< (-^[,n,og(T_J_ + 1 3 l o g _ L 7 • 

„ r , „ g + ( M - . ! ) ] ( , o g j ) , 

sauf au plus dans des cercles dont la somme des rayons est H au 

plus et le nombre inférieur au coefficient de l o g i dans Vinéga­

lité précédente, a, (3, y sont des constantes numériques positives. 

8. Extensions des résultats relatifs aux zéros de F(z) — x. — En 
employant une méthode analogue à'celle du n° 5, mais en évitant de 
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faire la représentation conforme ramenant le point z{ à l'origine, et 
en opérant sur la fonction 

F ( * ) - P ( g ) R ( * ) - Q ( j ) 
F ( * ) - Q ( * ) R ( * ) - P ( * ) ' 

où P ( s ) , Q(~) , i (* ) sont des fonctions de z qui, en moyenne ne 
sont ni trop grandes ni trop voisines les unes des autres dans le 
cercle \z | < i, A. Rauch [ a ] a obtenu le théorème suivant : 

\ . Soient F(z), P ( z ) , Q(z), R(z) des fonctions méromorphes 

dans un cercle | z | < i. d et â des nombres donnés inférieurs à i , 
J 2 

n le nombre total des points en lesquels F(z) est égal à l'une des 
fonctions P , Q, R et p le nombre total des zéros et des pôles des 
fonctions P, Q, R, P — Q, Q - R, R — P dans ce cercle. Si Von 
a dans ce cercle 

i//log+(|P| + | Q K T p ^ + 1 ^ _ + T ^ L _ T ) r f f f < l o g ' , 

le nombre des racines de F{z) — x dans le cercle \z\< — est 
au plus égal à 

2 0 

, \x n-+- X,p -H X3 U>g i -+- X4log | 4- X5, 

sauf au plus pour des x représentés sur la sphère à l'intérieur 
d'un cercle de rayonâ. À,, A2, A3, A4, A5 sont des constantes numé­
riques. 

On doit pouvoir donner à cet énoncé une forme analogue à celle 
de III et généraliser aussi dans une certaine mesure dans cet ordre 
d'idées le théorème de Schottky. 

CHAPITRE II. 

CERCLES DE REMPLISSAGE ET DIRECTIONS DE BOREL EN GÉNÉRAL. 

9. Procédé d'investigation. — Supposons qu'une fonctionF(^) soit 
méromorphe dans un domaine borné D et désignons par D'un domaine 
complètement intérieur à D. Couvrons D' au moyen de p cercles 
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C, (j = i, 2, ..., p) tels qu'il existe des cercles Tj ( / = 1 , 2, ..•, p) 
intérieurs à D,. Tj étant concentrique à Cy et de rayon égal à k fois 
celui de C,, A étant donné supérieur à 1. Considérons le nombre des 
zéros de F ( c ) — x (ou le nombre des pôles si # = 0 0 ) appartenant 
à Tj ; pour les divers x ce nombre a un minimum /*J, minimum atteint 
pour une valeur x" au moins. Supprimons sur la sphère le voisinage 
de x'j par un cercle de rayon ô «< 1. Pour les points restants on a un 
nouveau minimum rij et un point correspondant x'j dont on sup­
prime le voisinage sphérique par un cercle de même rayon è. Soit rij 
le minimum du nombre des zéros de F ( r ) — x pour les points 
n'appartenant pas à ces deux cercles, il est atteint en x,. On peut 
appliquer le théorème III à Xj, x'j, x'j dont les distances sphériques 
mutuelles sont au moins 0. Dans Cj, F(z) prendra au plus 

A(A)[/i7H-logj-4-log^^] (3,= 1^^1) , 

toute valeur Z, Zy étant un certain point. En ajoutant cps nombres, 
on obtient une b'orne 

A(Â)[En /4-/>log| + 21o^-i-] 

du nombre des zéros de F(z) — £ dans D'. Le dernier terme du 
crochet sera calculé dans bien des cas en supposant simplement Z 
représenté à l'extérieur de p cercles de même rayon. Dans d'autres 

cas on remplacera ce terme par p log j , rn étant une certaine constante, 

et l'on supposera Z extérieur à p cercles dont la somme des rayons 
est h [14. c]. Alors : 

VI. St dans D', F (* ) prend plus de Qfois des valeurs dont les 
points représentatifs ne peuvent pas être enfermés dans des cercles 
dont la somme des rayons est h, on a 

ï-;>BQ-!,logîJ ( B - ï ^ ) . 

En* particulier, il existe un cercle Tj dans lequel F (z) prend au 
moins 

d») * 2 _ l o g -
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fois toute valeur sauf au plus celles représentées dans deux cercles 
de rayon è. 

On applique ce résultat soit en choisissant des cercles de recouvre­
ment sensiblement égaux avec p maximum, on obtiendra les cercles 
de remplissage de rayon minimum fournis par la méthode, soit en 
prenant p assez petit pour que (18) reste de l'ordre de Q, on obtiendra 
un cercle de remplissage d'ordre maximum. 

10. Rayon minimum des cercles de remplissage. Cercles 0e 
remplissage d'ordre p. ~ Si f(z) est une fonction méromorphe 
d'ordre fini p, n(r, f—x) est inférieur à rPH e si petit que soit £ 
pourvu que r > r(e, x). On a 

N(R, ar)<N(/-; x) 4- n(H, / — x) log ^ , 

et moyennant un choix convenable de R, on voit que VIII donne 

T ( r , / ) < 0 [ N ( r ; a ) - + . N ( r l 6 ) + N(r;c)] + o ( l o g j ) i ' 

pourvu que [ a, b | ; | b, c j ; \c.a\ soient >* ô et r assez grand. D'après 
les théorèmes précis de R. Nevanlinna, on peut prendre pour Q un 
nombre supérieur à i d'aussi peu que l'on \ eut; mais on pourra aussi 
se borner ici à la valeur grossière 5 résultant des calculs faits. On tire 
de là une borne inférieure du nombre des zéros d e / ( r ) — x dans 
une couronne r << | z \ <C R pour tous les x représentes a l'extérieur 
de deux petits cercles, et XI s'applique. Le résultat obtenu peut 
s'exprimer sous cette forme [Milloux(fe)] : 

XII. Sif(z) est une fonction méromorphe d'ordre fini (positif 
ou nul) la couronne r <C | z | <Z R contient un point zf centre d'un 

cercle de remplissage Cj de rayon ' *; « Dans C,, f(z) prend au 

moins nj fois toute valeur sauf au plus des valeurs représentées 
dans deux cercles de rayon e~~,li de la sphère. On a 

t ^ K T(R, / ) 

K étant une constante numérique. On doit supposer q supérieur 
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à une constante numérique, r assez grandet — assez grand pourque 

T(R, / )>K 'T(v /Rr , / ) , 

K/ étant une constante numérique convenable. 

Cet énoncé contient le suivant [Valiron (c)] : 

XIII. Pour toute fonction méromorphe telle que 

, = . ( i o g / - r 

il existe une suite infinie de cercles de remplissage C3 : 
\z — Zj | < rij | Zj |. tels que, dans C,, f(z) prend iij fois au moins 
toutes les valeurs représentées à l'extérieur de deux cercles de 

rayon £,; sJ% r\j, — tendent vers zéro avec -• 

On rejoint ainsi un résultat obtenu par OstrowskietSaxer (10) par 
la méthode des familles normales et quasi normales. Il faut remar­
quer que la méthode directe exposée ici ne donne plus rien lorsque 

le rapport ^ ; , tend vers zéro, tandis que la méthode des familles 

normales conduit à cette proposition valable pour toute fonction 
méromorphe [14, c] : 

Étant donnée une suite de nombres Rn, n= i, 2, . . . , telle que 

- = ^ tende vers l'infini, à toute fonction f(z) méromorphe autour 

du point à l'infini correspond une suite infinie de couronnes 
C(n,f), J{n-\ <. I z | < Rrc+1 telles que, dans C(n, f), f(z) prend 
au moins une fois toute valeur sauf au plus celles qui sont repré­
sentées (sur la sphère) dans deux cercles dont le rayon tend 
vers zéro lorsque n croît indéfiniment. 

Il n'a pas été fait jusqu'ici de recherches sur le rayon minimum 
des cercles de remplissage des fonctions méromorphes d'ordre nul 
générales. Pour les fonctions d'ordre fini positif p, des résultats assez 
précis ont été donnés. Il est commode de les exprimer en introduisant 
la notion d'ordre précisé introduite par l'auteur (Thèse, 1914)- C'est 
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une fonction p(r) telle que, lorsque /* croît indéfiniment, 

(20) limp(/-) = p, l i m p ' ( / ) / l o g / - = o, 

(21) ÏÏmT^^ = 1 si U ( r ) = /-pO. 

Il est clair que 

(« ) hm"TT(7) ^ p ' l i m U T 7 f = A P S1 *<*•* 

Il existe des ordres précises monotones (au sens large). Pour définir 

un ordre précisé, on peut prendre /^ > 25, les rp de proche en proche 

tels que T ( / > , / ) = ( i + l ) T ( / V l , / ) , puis p(r) = p( r , ) si r ^ r , 

tandis que pour r > rK, p(r) est le maximum des quantités 

logT(/-gy/) 

!°g'V 
-+-log3/- — log3/<7 ( 'V^ 7 ) 

IogT(/v„ f) , / ^ x 
l o g r / l 0 g a r + l 0 g , r y ( r * = r>" ' 

et d'une fonction constante par intervalles tendant vers p par valeurs 
moindres que p. 

Le théorème XII peut alors s'appliquer en prenant pour R une 

valeur pour laquelle le rapport }/'{ est voisin de 1 : 

X l \ . p(r) étant un ordre précisé de f(z) et U(r ) la fonction 
correspondante, il existe une suite infinie de cercles de remplis­
sage C, 

l * - * / K ^ ' V ('-/ = l*/l), 

f(z) prend n3 fois au moins dans Cj toute valeur sauf au plus 
celles représentées dans deux cercles (de la sphère) de rayon e~nj. 
On a 

» / = ^ T ( r / f / ) [T(/-y,/)>K1U(r l)] l 

K et K< sont des constantes ne dépendant que dep, q doit dépasser 
une certaine valeur numérique. 

On en déduit ces corollaires : 

XV. Pourvu que K/H >> 1, il existe des cercles de remplissageL»j 
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d'équation 
\z — Zj < ' j lim r. = x , 

V/T(/-,,/> 

dans-chacun desquels f(z) prend toute valeur sauf au plus celles 
représentées dans deux cercles de rayon e~KH, K/ ne dépend que 
de p. 

XVI. s étant donné arbitrairement petit, il existe des cercles de 
remplissage C,:\z — Zj\ < £ r j , f(z) prenant dansCj(j = i, 2, . . . ) 
nj fois au moins toute valeur sauf celles représentées dans deux 
cercles de rayon e~ni, et l'on a 

n, = K!'^\}{rj) 

D'après la propriété (20), ces cercles sont des cercles de remplis­
sage d'ordre p. 

La proposition XV montre aussi qu'il existe des cercles de remplis­
sage de rayon arbitrairement petit des que 

(23) -n^rliiiZ.)=00, 

puisqu'on peut alors choisir U ( r ) pour que TTT—, tende vers zéro. Par 

suite [Valiron (a, d)] : 

Si la fonction f(z) vérifie la condition (23) et si w et &>' sont 
deux nombres donnés dont le rapport est complexe, la famille de 
fonctions f(z + moi + m1V). ou m et m' sont des entiers arbi­
traires, n'est pas partout normale. 

La borne donnée dans XV pour le rayon des cercles de remplissage 
est exacte a un facteur près, on le voit en considérant les fonctions 
elliptiques et les fonctions analogues, mais elle s'abaisse dans le cas 
des fonctions entières (Valiron) et des fonctions méromorphes 
admettant une valeur exceptionnelle de Borel [Milloux (b)] (voir n° 18). 

11. Cas de l'ordre infini. — Pour les fonctions d'ordre infini, 
H. Milloux [b] a donné ce théorème : 

XVII. Si f(z) est méromorphe d'ordre infini, la couronne 
7 , < C | ~ | < R contient un point Zj centre d'un cercle Cj de 
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rayon 1 0 0 - ^ - dans lequel f(z) prend au moins n, fois toute 

valeur sauf au plus celles représentées dans deux cercles de 
rai on e~nJ. On a 

_ . T[«-TIRW1 
7 iSooûr- _ R ' * 

l o g 7 

et l'on doit supposer que q et iij sont assez grands, que R est assez 
grand, et que 

T ( R - T ï r = ï î ) > * 4 * ( r ) et > 2 4 ^ . o g 3 , 

R 
k étant un nombre pris entre i et — • 

i r 

On peut en déduire des résultats analogues à ceux du n° 10 en 
majorant T ( r , / ) par une fonction à croissance normale au sens de' 
Porel. ' 

Cette question a été traitée par k . L. Hiong [a, b]. On peut 
retrouver et compléter certains de ses résultats en utilisant la forme 
donnée par R. Nevanlinna (Bull. Se. math., ip,3i) au théorème de 
Borel. Soit y(^) une fonction continue décroissante pour £>i telle 

que / x(t)dt <.<*>. On peut définir h(x) continue, linéaire pour^ 

Xn-i^x^Xn» n = i , 2, . . . , par les conditions 

x0=o, tfi=x(0> A(ar0)=i, 

Xn= #,z_i 4-X[^(#"--»)]' h(xn) = h(xn-i) 4- - T, 

ou T e§t donné positif, h (x) est définie, croissante et convexe dans 
un certain intervalle o, X et croît indéfiniment lorsque x tend vers X. 
En outre, elle vérifie la condition de croissance normale 

h(x 4- /.[/*(#)_]) < h(x) 4- T. 

Désignons par ^(y) la fonction inverse de y — h (x) et soit, comme 
plus haut, une suite de nombres rp définie par 

T ( / > , / ) = ( I 4 - I ) T ( / V - I , / ) . 
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Nous construisons V ( r ) en prenant 

V(r)^log/- si /•><?; V(/-)^i si r<e; 

et, pour chaque r assez grand, V ( r ) égal au maximum des nombres 

1 ^ l o g T ( / > 5 / ) si rpïr, 

A(/—/^H-X[ logT( i> , / ) ] ) si rp--k[\ogT(r0,f)]$rïrp. 

Il s'ensuit que, si l'on pose 

U (/-) = / ^ ) = ^ ) , 

p(r)est non décroissante et qu'à partir d'une valeur de r, on a 

U(r + w[U(/-)])<eTU(/-), 

la fonction décroissante u(x) = x(logx) pouvant être prise arbi­
trairement pourvu que 

° (0 ( X ) f • dx < oo. 

Nous supposerons encore que <ù(x)sjx > i. On aura 

lim yr}—^ = 1 . 
r=«, U(/") 

Toute fonction U( r ) jouissant des propriétés précédentes pourra 
être employée à la place de celle qui vient d'être construite. 

On applique alors le théorème VIII à f(z) en prenant r tel 

que T ( r , / ) > — U ( r ) et R = r + w[U(r) ] , de sorte que 

T ( R , / ) < 2 ^ U ( / - ) , 

on en déduit une borne inférieure de N(R; x) sauf pour les x voisins 
de deux valeurs : N(R; x) > const. U ( r ) , et l'on peut continuer 
comme si l'ordre était fini, grâce à la circonstance que p ( r )ne décroît 
pas. On trouve 7i(R; / — x) > const. p(r) U(r) et en se servant du 

r> 

théorème XI, dans — < | z | < R, on arrive à cet énoncé : 

XVIII. Il existe une suite de cercles C,, 

\z— zl\<-1> l im(r y = |js; | ) = oo 

et une constante positive H tels que f(z) prenne rij fois au moins 
dans Cj les valeurs représentées à l'extérieur de deux cercles de 
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rayon e~nJ avec 

W) ^ / = ^ ( / ^ 0 ( / - , ) . 

On pourrait dans (24) remplacer U par T et p par y-^-p mais au 

détriment de la précision puisqu'on ne saurait plus rien sur l'ordre 
de grandeur de T dans les cercles C,. 

Les énoncés XVII et XVIII présentent l'inconvénient de faire 
intervenir dans les cercles Cy des points pour le module desquels la 
valeur de T ou de U peut être très grande par rapport à sa valeur 
en rj. On obtient avec K. L. Hiong une proposition assez précise 
n'ayant plus ce défaut en prenant - = w[(U)], les cercles Cy ont alors 
pour équation | z — Zj | < w(U,), et l'on a 

/ i /=H{a)[U(r /)]}V72p(0)U[/- / + a)(U/)] [ 0 , = 0(/-,)1, 

valeur que l'on pourra comparer à la borne supérieure que l'on 
obtiendrait pour le nombre n[r + w(U). / — x] et aux# résultats 
explicites de R. L. Hiong. 

On peut aussi donner une proposition moins précise mais entière­
ment analogue à celles obtenues dans le cas de l'ordre fini lorsqu'on 
se borne au degré d'approximation de Borel. Appelons [Hiong, a, b] 
ordre de f(z) toute fonction 'p(r) non décroissante telle que, si 
l'on pose 

U ( / - ) = /P<'>, 

U ( r ) vérifie la condition de Borel 

, logU(/-') , 1 
llID , ° f T , ! = 1 , / - = / - 4 - . r-n—r 

i = . l o g U ( r ) logU(/ - ) 
et que 

-. l o g T ( r , / ) 
lim —2—v ' J '. — 1 

/=oo l o g U ( r ) 

[U(/ ') existe d'après la construction faite plus haut, la démonstratipn 
directe de l'existence d'une telle fonction se simplifie beaucoup car 
on peut remplacer ici h(x) par une fonction élémentaire telle 
que 2(1 — #)~~2]- On a alors le théorème suivant [voir Hiong] (1) : 

(1) Nous couvrons ici le cercle | z \ > R par des cercles de rayon - j — et 

non pas de rayon -— comme fait Hiong 1. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 89. 3 
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X I \ . / / existe une suite infinie de cercles C/ : \z — ZJ\<C.BJ, 

l im£ ,= o, tels que f(z) prenne au moins nj fois dans C, toute 
valeur sauf au plus des valeurs qui peuvent être enfermées dans 
deux cercles de la sphère, de rayon e~nf) on a 

log/i. 
U m i n / \ 

/ = » l o g L ( r / - + - E / ) 

On voit par ailleurs que, pour tous les x, sauf deux au plus, 

•; logtt{/ , f— x) 
Iim b . v _ f v—- = i. logU(r) 

On dira que les cercles de l'énoncé XIX sont des cercles de remplis­
sage d'ordre p(r). 

12. Directions de Borel dans le cas de l'ordre infini. — A étant une 
demi^droile 9 = arg£ = <p0= const., nous désignons par rn(à,s, Z) 
les modules des zéros (des pôles si Z •= 00) de f(z) — Z situés dans 
l'angle | cp — 90 | < s. D'après XIX, sif(z) est d'ordre infini, si p(r) 
est un de ses ordres, si petits que soient les nombres positifs donnés £ 
et r), la série 

(25) x{U[rn(±, ,Z)]f-i+1, IogU = P(/)log/ 

diverge pour tous les Z sauf deux au plus ne dépendant que de A, 
pourvu que A soit direction limite des directions joignant l'origine 
aux points Zj. On dira donc qu'une telle direction est une direc­
tion de Borel d'ordre p(r) Le théorème XIX montre que : 

XX. Une fonction méromorphe d'ordre infini p(r) possède au 
moins une direction de Borel d'ordre p(r). 

A chaque Z, A, £, correspond un nombre k = A*(A, s, Z), o < & < i , 
tel que la série 

(26) ï ( U [ r , ( A r , Z ) ] | ^ {*?£<>) 

converge pour / : ' > k et diverge pour A '< k. Z et A restant fixes et £ 
tendant vers zéro, A (A, s, Z) tend vers une limite k(à, Z) au plus 
égale à 1; la série (26) diverge pour k' <Z A (A, Z) lorsque £ est positif 
arbitraire, elle converge pour À '> k(\, Z) dès que £ est assez petit. 
On dira que k(à, Z ) p ( r ) est l'ordre réel de / ( - ) — Z dans la 
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direction A. En raisonnant sensiblement comme on le fera ci-dessous 
pour l'ordre fini, on démontre que : 

XXI. L'ordre réel de f(z) — Z dans une direction arbitraire A 
a la même valeur k(à)p(r) quel que soit Z sauf au plus pour 
des Z dont les représentations sur la sphère forment un ensemble 
de mesure linéaire nulle; pour les Z exceptionnels la valeur de 
À*(A, Z)est supérieure à A(A) sauf au plus pour deux d'entre eux. 

k(l) p(r) est l'ordre moyen réel dans la direction A. 

Le même genre de raisonnement conduit à cette extension d'un 
théorème de Rauch (théorème XXVII ci-après) : 

XXII. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une direc­
tion A soit direction de Borel d'ordre p(r) est qu'elle soit direc­
tion limite des directions joignant l'origine aux centres de cercles 
de remplissage d'ordre p(r[) analogues à ceux du théorème XIX. 

13. Directions de Borel des fonctions d'ordre fini. Ordre réel 
moyen dans une direction. — Considérons une fonction F (z) méro­
morphe à l'origine et dans un angle A, | cp — <p01 < a, dont la bissec­
trice est A. Les notations étant les mêmes que ci-dessus, supposons 
que la série 

(27) 2[/-„(A, h Z)]-* ( e < « ) 

converge pour une valeur o- positive finie et pour trois valeurs Z', Z", 
Zw de Z. En procédant à un découpage de l'angle A en quadrilatères 
limités par des droites cp = const. el* des arcs de cercles \z\ = const., 
en leur circonscrivant des cercles et en marquant les cercles de 
rayons doubles, enfin en appliquant le théorème III avec a = Z', 
b = Z", c = Z"r, on voit que la série (27) converge encore pour 
presque tous les Z en y remplaçant £ par un nombre plus petit. On a 
donc cette proposition [Valiron, A] : 

XXIII. Si F(z) est méromorphe à Vorigine et dans un angle 
de bissectrice, A et ouverture 2£ et si (27) converge pour trois 
valeurs distinctes de Z, elle converge dans tout angle de bissec­
trice A et d'ouverture inférieure à 2£ pour tous lesZ sauf au plus 
pour des Z formant sur la sphère un ensemble de mesure linéaire 
nulle. 
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Supposons maintenant que f(z) soit une fonction méromorphe 
d'ordre fini positif p. A chaque A, e, Z correspond un nombre fini 
positif ou nul p(A, £, Z) tel que (27) converge pour a > p(A, e, Z) et 
diverge pour <7<Cp(A, e, Z). p(A, e, Z) est l'exposant de conver­
gence ou ordre réel des zéros de f(z) — Z dans l'angle de bissec­
trice A et ouverture iz. La limite p(A, Z) de p(A, e, Z) lorsque s 
tend vers zéro est l'ordre réel de f(z) — Z dans la direction A. 
Comme conséquence de XXIII on voit que : 

XXIV. L'ordre réel de f(z) — Z dans une direction A a la 
même valeur p( A) pour tous les Z sauf au plus pour les Z appar­
tenant à un ensemble de mesure linéaire nulle (sur la sphère). 
Pour les Z exceptionnels on a p(A, Z) >> p(A) sauf peut-être pour 
deux valeurs Z. 

Pour les Z extérieurs à un ensemble de mesure linéaire nulle, 
à chaque 0 positif correspond une ouverture £(YÎ) pour laquelle (27)^ 
converge si <j= p(A) H- ri. 

p(A) est l'ordre réel moyen dans la direction A. Le résultat 
obtenu ainsi pour la distribution des valeurs dans une direction arbi­
traire est le même que dans le cas de l'ordre infini. L'énoncé fait 
intervenir un ensemble exceptionnel de mesure nulle dont les pro­
priétés véritables sont encore très mal connues. 

D'après la seconde partie de l'énoncé, il existe au moins une direc­
tion A pour laquelle p(A) = p. Lorsque p(A) = p, il n'y a plus que 
deux valeurs exceptionnelles possibles, poui lesquelles p(A, Z ) < p ; 
une telle direction est appelée direction de Borel. Par suite : 

XXV. f(z) étant une fonction méromorphe d'ordre fini 
positif p, il existe au moins une direction de Borel, c'est-à-dire 
une direction A telle que, si petit que soit s, la série (27) diverge 
pour a <C p et pour tous les Z sauf deux au plus. 

Les fonctions de la forme 

V n , „* «/t réels positifs, lim = p, 

où les A* et/? sont choisis pour que 

V lA«! 
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converge, sont des fonctions d'ordre p qui restent bornées dans tout 
angle ne contenant pas l'axe réel positif; elles ne possèdent qu'une 
seule direction de Borel. Le cas des fonctions entières sera examiné 
au Chapitre III. 

D'autre part, le théorème XI conduit à celui-ci : 

XXVI. Si f(z) est méromorphe à l'origine et dans un 
angle | cp — cp01 < a et si la série (27) diverge pour des Z qui ne 
forment pas un ensemble de mesure linéaire nulle, il existe une 
suite infinie de cercles Tj, \z — ZJ\^=O(ZJ), \ z-j+i | >> 2 | zj |, dont 
les centres sont dans l'angle | cp — cpo | <C OL et tels que, dans Tj, 
F(z) — Z s'annule au moins Vj fois sauf si Z est représenté dans 
deux cercles yj, y' de rayon 0(1), la série 

Àè I z} |* . 
étant divergente. 

On en déduit notamment ce théorème [Rauch, a\ : 

XXVII. Si A est une direction de Borel, il existe des cercles de 
remplissage d'ordre p dont les centres sont aussi éloignés que Von 
veut sur A. 

14. Compléments sur les fonctions d'ordre fini. — E. Borel avait 
considéré deux classes de fonctions entières d'ordre fini; ses résultats 
ont été complétés dans ce cas par l'auteur, puis, pour les fonctions 
méromorphes par R. Nevanlinna. f(z) étant d'ordre fini positif p, on 
dit que f(z) est de la classe convergente de cet ordre si 

s: T ( z - , / ) / - p - i d , 

converge, dans le cas contraire, f(z) est de la classe divergente de 
l'ordre p. Une direction de,Borel, A, sera d'ordre p convergent si. 
pour un certain £ positif, la série 

(28) S[/-W(A, E, Z)J-P 

converge quel que soit Z. Si f(z)~est de la classe convergente, 
toutes ses directions de Borel sont de la classe convergente. Sif(z) 
est de la classe divergente, il peut exister des directions A pour 
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lesquelles (28) converge pour un £ positif et presque pour tous les Z, 
pour les autres directions de Borel (28) diverge si petit que soit e 
pour tous les Z sauf deux au plus, une telle direction est une direc­
tion de Borel d'ordre p divergent. Les résultats précédents montrent 
que [Valiron, c] : 

XXVIII. Si f(z) est de la classe divergente de l'ordre p, il 
existe au moins une direction de Borel d'ordre p divergent. 

En outre, il existe une suite de cercles de remplissage d'ordre p 
divergent dont les centres sont sur A. (On comprend, sans qu'il faille 
insister, ce que sont de tels cercles.) 

Ces propositions, comme celles du n° 13, sont basées sur la com­
paraison de la fonction T ou du nombre des zéros de f(z) — Z 
à rP. On peut également utiliser l'ordre précisé p(r) ou une fonction 
qui, sans être l'ordre précisé, jouisse des propriétés de celte fonction. 
De XVI résulte que [14, /] : 

XXIX. Si f(z) est d'ordre précisé p(r*) et si U( r ) est la fonc­
tion définie par (21), il existe au moins une direction A, cp -= cp0, 
telle que le nombre n(r, A, s, Z) des zéros de f(z) — Z apparte­
nant au secteur | cp — cp01 < e, | z | < r, vérifie l'inégalité 

•r.— /*('•, A, S, Z) 
lira v ; / ' — ; > o, 

, - = 0 0 0 ( / - ) ^ ' 

si petit que soit le nombre positif E et pour tous lesZ sauf deux au 
plus. 

On peut dire qu'une telle direction est une direction de Borel 
d'espèce maximum. Sur une telle direction existent des points qui 
sont centres de cercles de remplissage satisfaisant aux conditions 
de &VI. 

On peut généraliser la notion de classe convergente ou divergente 
en comparant T(r,f) à une fonction croissante V(/*) telle que 

Uni v / v = p (Miss Collier), 
/ • = 0 0 » V 7 *) 

f(z) sera de la classe convergente ou divergente par rapport à V ( r ) 
suivant que 

dr 

f ' rV(r ) 
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convergera ou divergera. Une direction A sera direction de Borel 
divergente par rapport à V ( r ) lorsque, si petit que soit e > o, 

2 * Vf MA, s> Z)] 

diverge pour tous les Z sauf deux au plus. La méthode précédente 
fournit cet énoncé (5) : 

XXX. Sif(z) est de la classe divergente par rapport à V ( r ) , 
U existe une direction A au moins qui est de la classe divergente 
par rapport à V ( r ) . Si A est une telle direction, il existe une suite 
de cercles Tn, \z — zn\<o(zn) dont les centres sont sur A, 
avec l im^ n =c» , et tels que la série 1 {Y[rm(Z)]}~] étendue aux 
modules rm(Z) des zéros de f(z) — Z situés dans les Tp diverge 
pour tous les Z*saufdeux au plus. 

En se plaçant à un point de vue un peu différent, on peut donner 
cette proposition [Valiron, i] : 

XXXI. Supposons que T(r, f) vérifie ta condition de croissance 
de Boutroux 

f. rT(r,f) 
Iim v 7/ >o 

et que C(u) soit une fonction croissante dèrivable telle que l'inté­
grale 

du s. u€(u) 

diverge. Dans ces conditions, il existe au moins une direction A 
pour laquelle la série 

jLdT[rm(Z)s\C\T\srm(Z)]\' 

où s est arbitraire entre o et i, étendue aux zéros de f{z) — Z 
appartenant à un angle donné quelconque de bissectrice A, 
diverge pour tous les Z sauf deux au plus. 

Supposons qu'une fonction méromorphe f(z) soit connue par. les 
points où elle prend une valeur donnée et par d'autres propriétés. 
Que peut-on dire sur ses directions de Borel? En se ramenant par 
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représentation conforme an cas d'une fonction méromorphe dans un 
cercle, on démontre ceci : 

XXXII. Supposons que F(z) soit méromorphe dans un angle 

de bissectrice A et d'ouverture 2 « > - , C T > - ' Supposons que, 

pour une valeur de Z, la série 

(29) 2 [ M A , «', Z)]-* (/•„>!) 

soit divergente pour un <x\<C<x. Alors (29) diverge pour tous 

les Z sauf deux au plus si — <C a'<< a, od> oî., et il existe dans 
2 0" ' 

l'angle d'ouverture i<xau moins une direction d'ordre a divergent. 

Il s'ensuit notamment que, si pour un couple A, a, p(A, a) est 
positif, il existe au moins une direction A' faisant av^c A un angle au 

P l u s é S a l à 2P(A, a) P o u r l a ( I u e l l e K^7) ^P(A, a). 

15. Caractère d'une valeur dans une direction. Cas des fonctions 
d'ordre nul. — Les fonctions d'ordre nul ne peuvent être traitées 
comme celles d'ordre fini que si la condition suffisante pour l'exis­
tence des cercles de remplissage (théorème XIII) est vérifiée. Mais il 
est en outre clair que l'ordre dans les cercles de remplissage et dans 
tout le plan n'est plus le même dès que l'ordre est défini d'une façon 
suffisamment précise. L'étude des directions de Borel peut être faite 
directement en procédant comme au n° 13. Les résultats peuvent être 
présentés sous deux formes différentes, soit en faisant intervenir la 
moyenne logarithmique du nombre des zéros, soit en faisant intervenir 
directement ce nombre. Sous la première forme, on obtient des 
énoncés valables à la fois pour l'ordre fini positif et pour l'ordre nul 
[Valiron, s]. 

Si l'on suppose que le quotient de T(r,f) par ( logr)2 log2r ne 
reste pas borné, on peut construire une fonction U ( r ) telle que 

.. 0(/-) lH*r),v ^ . _ . 
hm ±- = 00, < K < 00 si r > /*0, 
#-=«(log/-)Mogj/- U(/-) ~ 

r=» V(r) 

Ce sera la fonction U ( r ) du n° 10 définie par (20) et (21) dans le 
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cas de l'ordre positif; sa construction est aisée dans le cas de l'ordre 
nul [voir 14, s]. Si l'on pose 

N(r ,A, . , Z ) = / " » ( J , A , « , Z ) 7 . T ( A , « , Z ) = a ^ " N (
i

r ^ ; , ) ' > Z ) , 

ï (A ) Z) = iîïïîY(A, S ;Z), 
£ = 0 

on peut appeler y (A, Z) le caractère de Z dans la direction 
A[n(t, A, £, Z) a ô é̂ défini dans l'énoncé XXIX] . On démontre que : 

XXXIII. A étant donné, si le caractère de 7J, Z!', Z!" est nul dans 
cette direction, le caractère est nul dans cette direction A pour 
tous les Z sauf au plus ceux appartenant à un ensemble de 
mesure nulle sur la sphère. 

Il s'ensuit que, A étant donné, le caractère dans cette direction est 
ou bien nul pour presque tous les Z ou bien positif pour tous les Z 
sauf deux au plus. Dans le premier cas la direction sera dite de carac­
tère moyen nul, dans le second de caractère positif. En précisant 
un peu XXXIII on montre que : 

XXXIV. Il existe toujours au moins une direction de caractère 
positif. 

Ces propositions s'étendent en partie au cas où l'on suppose 
seulement 

(3o) Tî^ï^lZ] =oo,' 
V ' r=« ( logr ) ' 

et restent aussi valables dans le cas des fonctions entières ne vérifiant 
pas (3o), fonctions pour lesquelles on obtient cette forme précise : 

Il existe au moins une direction dont le caractère est au moins i . 

Le passage de la moyenne N à la fonction n se fait dans le cas de 
l'ordre fini positif en utilisant les propriétés de l'ordre précisé, on 
retombe sur XXIX. Dans le cas de l'ordre nul, il suffit de supposer 
que U( r ) jouit de propriétés permettant la dérivation. On peut 
supposer que, en outre des propriétés déjà données, U ' ( r ) existe et 
est continue, que r\J'(r) finit par ne pas décroître et que ^,. J est 
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décroissant et tend vers zéro. Alors, quel que soit X, 

— /»( / - , / -Z) 
}Tl rU'(r) = 4 ' 

et l'on a le théorème suivant : 

XXXV. /Z existe au moins une direction A telle que, si petit que 
soit le nombre positif £, on ait pour tous les Z sauf deux au plus, 

p— n{r, A, s, Z) 
4im ' ' ?—'- >o . 
/•=« /"0 (r) 

16. Généralisations. — Tout ce qui a été dit jusqu'ici s'applique 
non seulement aux fonctions méromorphes, mais aussi à celles qui 
sont méromorphes autour du point à l'infini, c'est-à-dire à l'extérieur 
d'un cercle, la définition et les propriétés de T ( r , f) s'étendantà peu 
près complètement à ces fonctions comme on le verra dans les travaux 
de R. Nevanlinna. 

Des généralisations moins immédiates peuvent être faites dans la 
voie même où E. Borel étendit son théorème. 11 s'agit de chercher 
des propriétés communes des zéros de toutes les fonctions 

/ ( * ) + *(*), 
oûf(z) est donnée et où g(z) est une autre fonction méromorphe. 
Le cas où g(z) est une fraction rationnelle arbitraire fut d'abord 
examiné [14 ,a] , puis celui oùf(z) étant d'ordre fini positif, g(z) est 
une fonction arbitraire d'ordre inférieur à f(z) [Biernacki (c)]. Grâce 
à son théorème du n° 8, A. Rauch a obtenu des propositions précises 
qu'il développa surtout dans le cas de l'ordre fini positif. Il donne 
notamment la proposition suivante : 

XXXVI. Soit f(z) une fonction méromorphe d'ordre fini ou 
nul et soient P ( ^ ) , Q ( s ) , R ( s ) un système quelconque de trois 
fonctions méromorphes vérifiant les conditions 

t< r , / )>C( / ) , T ( R , / ) > i 2 T (
i y ) l o g S ( i < * < * • ) , 

(3i) T[(i-ha)R, T ] < ' ' T ( i . ? . I? = P(*), Q<*), »(*)], K) 
(32) C ( 4 0 > - ^ % P > W = P,Q,R, P - Q . Q - R . R - P ) . 
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[ G ( ^ ) a été défini au n° 1] . Alors, il existe un cercle 
\z — z! | < a | zr\, r <C \ z' | < R dans lequel le nombre des zéros 
de f(z) — II(^). où TL(z) est l'une au moins des fonctions l?(z), 
Q(z), R(^ ) , est supérieur à 
(M) . „ . - * - T ( B . / ) . 

« ) ' 

a est donné positif et suffisamment petit et k est une constante 
positive indépendante de a; on doit supposer nx assez grand. 

Il s'ensuit que s'il existe deux fonctions P et Q vérifiant les condi­
tions (3i) , (32) et telles que, dans le cercle considéré le nombre des 
zéros d e / — P etf— Q soit moindre que (33), le nombre des zéros 
dans ce cercle pour toutes les fonctions/— R, R vérifiant (3i) , sera 
au moins ra, pourvu que l'écart à l'origine de R, P, Q soit assez 
grand [condition (32)]. 

Une proposition voisine est donnée par Rauch (a) pour le cas de 
l'ordre positif, fini ou infini. 

En particulier le théorème s'applique à l'ensemble des fonc­
tions f(z) — 11(^) où Il(^) est d'ordre inférieur à f(z). On peut 
généraliser dans ce sens la plupart des théorèmes donnés ci-dessus. 
Lorsqu'on introduit une suite infinie de cercles de remplissage, il n'y 
a plus à tenir compte de l'écart à l'origine, écart qui sera toujours 
suffisant pour l'application de XXXVI dès que le cercle sera assez 
éloigné, la condition relative à la croissance interviendra seule. En 
particulier, on retrouve le théorème de Biernacki (c) : 

XXXVII. Sif(z) est d'ordre fini positif p, il existe au moins 
une direction A telle que, dans tout angle donné de bissectrice A, 
la série 

£[/-,,(11)1-^-1, 

diverge si petit que soitr\><o, les rn(J$) étant les modules des zéros 
de f(z) — I ï (^) appartenant à cet angle et H(z) étant une 
constante ou une fonction quelconque d'ordre inférieur à p et 
différente de deux fonctions exceptionnelles possibles. 

En outre, si f(z) est de la classe divergente, on peut prendre 
r\ = o et supposer que ^T(z) est une fonction d'ordre moindre que p 
ou d'ordre p et de la classe convergente [Rauch (a)]. 

De plus, toute direction de Borel de f(z) (ou toute direction de 
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Borel d'ordre p divergent) est une direction à laquelle XXXVII 
(ou son complément) s'applique [Rauch (a)]. 

Les théorèmes XXIX et XXX s'étendent aussi au cas où l'on 

considère les zéros de f(z) — 11(^), il n'y a que deux fonctions 

exceptionnelles, y compris les constantes, si l'on suppose que \7 ' t 
tend vers zéro pour l'extension de XXIX et que 

dr s 1(/-, ri)-'rV(r) 

converge pour l'extension de XXX. 
Rauch (a) étend encore les propriétés relatives à Tordre moyen 

dans une direction et les théorèmes concernant les fonctions méro­
morphes dans un angle. Il donne aussi des résultats dans le cas de 
l'ordre infini, cas dans lequel il conviendrait d'introduire la-notion 
d'ordre de Hiong ( i ). 

17. Les fonctions méromorphes dans le cercle unité. — L'étude de 
ces fonctions a été faite par l'auteur en partant du théorème suivant 
de R. Nevanlinna, qui peut être déduit par intégration convenable à 
partir de I ou VIII : 

Si F(z) est méromorphe pour | z | <[ i et si Vintégrale 

.(34) f T(/-, F) (1- / . ) ) . -^ / - (X>o) 

est divergente, la série 

(35) S f i - M Z ) ] ^ * 

étendue aux modules, des zéros de F(z) — Z appartenant au 
cercle \ z \ < i est divergente sauf au plus pour deux valeurs de Z. 

En utilisant une décomposition du cercle en secteurs, on en déduit 
cette proposition [14, k\ : 

XXXVIII. La divergence de (34) entraîne l'existence d'au 
moins un point z0 de module i tel que la série (35) diverge pour 
tous les Z sauf deux au plus lorsqu'on se borne à y faille figurer 
les modules des zéros de F(z) — Z appartenant à un cercle de 
centre z0 et de rayon arbitraire. 

(1) Voir à ce sujet des travaux de C. T. Chuang (Bep. Tsing Hua Univ., t. 3, IQ36 
et / . Chinese Math. Son., t. 2, 1937) et de K. Lee (Jap. Journal of Math.% t. 13,* ir3G). 
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Le théorème XXXII permet alors de montrer que les deux cas 
suivants sont seuls possibles : i° il existe une suite infinie de cercles 
de remplissage du type divergent de l'ordre X + i tendant vers z0 et 
tels que les directions joignant leurs centres à z0 ont une limite qui 
n'est pas confondue avec la tangente au cercle unité en z\ 20 la série 
(35) diverge encore sauf pour deux valeurs de Z lorsqu'on se borne a y 
faire figurer les zéros de F(z)— Z appartenant à Tun ou l'autre de 
deux angles d'ouverture arbitrairement petite dont le sommet est z0 

et dont la bissectrice est la tangente au cercle unité en z0. On dit dans 
le premier cas que z0 est un point de Borel direct d'ordre X -f-1 et 
du type divergent; dans le second cas, z0 est un point de Borel 
indirect d'ordre X + 1 divergent. Ceci s'applique dès qu'on suppose 

— logT(r, F) 
hm ° v *—'- = p > o, 
/ = 1 . 1 log-

1 — /• 

et que (34) diverge pour X = p. 
On définit de même [14. k] les points d'ordre p + 1, sans spécifier 

la divergence, et l'on pourrait comme au n° 14 introduire l'ordre pré­
cisé. 

Il existe des fonctions pour lesquelles les points de Borel directs 
•d'ordre p + 1 sont denses sur la circonférence, mais dont presque 
tous les points'de celte circonférence | z \ = 1 ne sont que des points 
indirects. 

Dans le cas des fonctions holomorphes, il ne peut exister de points 
de Borel directs d'ordre p H- 1 que si 

— loglogM(/\ F) 
hm —2—2—1 ' = p 4- i, 
r = 1 l o R r - î -

(Ce qui permet de montrer aisément qu'il existe des fonctions d'ordre p 
ne possédant pas de tels points. (Pour ces propriétés et d'autres 
analogues, voir [14, k]). 

Le cas des fonctions d'ordre infini a été abordé par K. L. Hiong ( a ) . 
L'ordre est défini comme au n° 11, mais en remplaçant r par __ ; 
il existe au moins un point z0 de la circonférence unité qui est un 
point d'ordre au moins égal à celui de la fonction. II serait loisible 
aussi de faire la distinction entre les points directs ej, indirects. 
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CHAPITRE III. 

CAS DES FONCTIONS ENTIÈRES OU HOLOMORPHES DANS UN ANGLE. 

18. Rayon minimum des cercles de remplissage des fonctions 
méromorphes à valeur exceptionnelle. — La valeur minimum obtenue 
dans XII et XV pour le rayon des cercles de remplissage peut être 
abaissée dans le cas des fonctions entières (Valiron) et plus généra­
lement des fonctions méromorphes à valeur exceptionnelle au sens 
large [Milloux (6)] . On a, en effet, le théorème suivant : 

XXXIX. Si la fonction F(z) est méromorphe dans un cercle 

| z | < R, n'y prend pas plus de ^- fois une valeur a tandis que 

dans le cercle \z\<C-K elle prend au moins n fois toutes les-

valeurs sauf au plus celles qui sont représentées dans deux cercles 
de rayon e~"1 de la sphère, il existe un cercle de remplissage C de 

AR 
rayon — dont le centre est dans le cercle \ z | < R. Dans C 

F(z) prend au moins une fois toute valeur sauf au plus, celles qui 
sont représentées dans deux cercles de rayon e~'x. X est une cons­
tante numérique, n et A. sont arbitraires mais doivent être supé­
rieurs à des constantes numériques. 

Pour le prouver, on peut prendre R = i et a infini. Milloux 
introduit alors la fonction holomorphe ^ (^ ) = [F (^ ) — 6JII(^ — èv) 
où les èv sont les pôles de F(z) dans | z | < i et b une valeur ordinaire 
dans | z | < - convenablement choisie. Il montre qu'il existe un 

point z0, \z0|< ô̂  en lequel l og | ^ | > -> cette inégalité vaut donc 
— 02 9 

sur un arc T traversant la couronne T^ < I z I <C i et entraîne sur cet 
32 = ' ' » 

arc une inégalité analogue pour log | F(z) |. Moyennant une représen­
tation conforme, on peut se ramener au cas zQ — o. Si Z\ est alors le 
point de moindre module en lequel \F(z])\ = i, point qui existe 
d'après les hypothèses, un théorème de Carleman appliqué au 
cercle | z \ <C \ zx | montre que l'on a encore dans ce cercle 

• ^ I ^ I ^ H J ' I ) -
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On peut donc trouver un cercle de rayon r = — au centre 
n 

duquel | F ( S ) | = Ï , contenant une courbe qui traverse la cou­

ronne r ^ | z | < /*, et sur laquelle log [ F(z) | > XA. Le théorème de 

Schottky (qu'on peut prendre sous la forme IX) conduit alors au 

résultat. 

En se reportant à l'énoncé XIV, on voit que, dès qu'il existe dans 

le cercle C/ une valeur exceptionnelle qui n'est prise que -^- fois au 
\ r-

plus, il existe un cercle de remplissage de rayon— - dont le centre 

est dans C/. En particulier, en donnant à q une valeur iixe, on a ce 
résultat : 

XL. f(z) étant une fonction méromorphe d'ordre fini positif p, 
p(r) un ordre précisé de f(z) et U ( r ) la fonction correspondante, 
s'il existe un nombre a pour lequel n(r,f— a) <C £U(/*) si r\> r0, 
il existe une suite infinie de cercles de remplissage Tj, 

TU»/ ! ' / ) 

f(z) prenant dans Tj toutes les valeurs sauf au plus celles repré­
sentées dans deux cercles de rayon e~BJK dès que e est inférieur à 
une constante dépendant de p; X est une constante numérique, 
By doit être supérieur à une certaine constante dépendant de p. 

Dans le cas de l'ordre infini, H. Milloux donne aussi une valeur 
minimum déduite de son théorème XVII; on pourra également tirer 
de XVÏ1I et de XIX des propqsitions analogues à XL. Dans le cas de 
l'ordre nul, les résultats obtenus ne rejoignent pas ceux de l'auteur 
relatifs aux fonctions entières. 

19. Théorèmes généraux sur les fonctions entières d'ordre fini 
positif. — R. Nevanlinna (a ) a donné le théorème suivant : 

Supposons que F(z) soit holomorphe dans un angle de bissec­
trice A et d'ouverture 2$ et désignons par M(r, A, (3') le maximum 
de \F(z)\ lorsque z appartient à l'angle de bissectrice A et ouver­
ture 2£' et que \z\^r. Si l'intégrale 

f *logM(/\ A, JOz-J-irfr (? '< P) 



44 GEORGES VALIRON. 

diverge pour une valeur k > ^ ? la série 2[rn(A, P? ^ ) ] - 7 , diverge 

pour tous les ZJ finis sauf un au plus. 

L'auteur en déduisit [14, a] un résultat qu'il donna ensuite [14, g] 
sous cette forme plus précise : 

XLI. Si F(z) est d'ordre k divergent dans un angle d'ouver­

ture supérieure à 75 cet angle contient une direction de Borel 

d'ordre k divergent. 

On peut aussi remplacer le théorème de R. Nevanlinna par la pro­
position suivante qui s'établit exactement de la même façon (1) : 

SiF(z) est holomorphe dans un angle de bissectrice A et ouver­
ture 2(3, si p(r) jouit des propriétés de l'ordre précisé, si 

(36) Eln*Uiïrï?)>° C^)-"'"l 

avec (3'< (3, —g < limp(/'), on a aussi 

.-̂ - '/i(r, A, p, Z) 
#•= « 0 ( r ) 

/)owr tows /e«y Z finis sauf un au plus. 

On en tire une proposition analogue à XLI et ce corollaire [14, Z], 
[4, e, i] : 

XLII. Sif(z) est une fonction entière d'ordre fini p supérieur 

à - et d'ordre précisé p(r), tout angle d'ouverture supérieure 

à — renfermant un angle dans lequel (36) est vérifiée contient 

une direction de Borel d'espèce maximum. 

On sait, d'autre part (VALIRON, Thèse, 1914)7 que si l'on pose 

(3 7 ) A ( o , / ) = hm * ' b ( ^ , 

(1) J'ai indiqué cette méthode dans mon cours à Harvard en ig33. 
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la fonction A (cp, / ) possède des propriétés établies par Lindelof 
et Phragmén (Acta Math., t. 31) et complétées par Pôlya 
(Math. Zeits., t. 29), propriétés qui découlent du fait que, si 

l'on pose tangp(cp — cp0) = -X, cp0 étant quelconque et | cp — cp0 | <C ~~ > 

^ '? • ~ est une fonction convexe de X. Il s'ensuit notamment 
cosp(ç 

qu'un intervalle où A(cp, / ) >> o a une longueur au moins égale à 

De XLII découlent alors les corollaires suivants [Valiron ( i ) , 
Gartwright (e, i)]: 

•XLIII. Si.l'ordre p de f(z) est supérieur à r? tout angle d'ou­

verture supérieure au plus grand des nombres — ? 2TT — '-contient 

une direction de Borel d'espèce maximum. Il existe au moins 
deux directions de Borel d'espèce maximum. 

XLIV. Si l'ordre p est supérieur à i et s'il n'existe que deux 

directions de Borel d'espèce maximum, leur angle aigu est —••.'• 

De même, si f(z) est de la classe divergente de l'ordre p, l'intégrale 

(38-) ' L('9, f) = f log |/(/•*'?) I./-P-* dr 

a des propriétés voisines de celles de h(y, f); les valeurs de 9 pour 

lesquelles elle diverge forment des angles d'ouverture au moins égale 

à - [Valiron (g), Rauch ( / ) ] . On a donc les propriétés suivantes 

déduites de XLI [14, g] : 

XLV. Si f(z) est d'ordre p > - et de la classe divergente, tout 

angle d'ouverture supérieure au plus grand des deux nombres• -1 

2 7T-— - contient une direction de Borel d'ordre p. divergent; il 
P 

existe au moins deux telles directions-, si p > 1 et s'il n'y a que 

deux directions de Borel d'or dfe divergent, leur angle aigu est- • 

Ces résultats valent évidemment pour les fonctions holomorphes 
autour du point à l'infini, pour les fonctions holomorphes dans un 

MÉMORIAL DES S C . MATH. — N° 8 9 . '4 
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angle d'ouverture suffisamment grande; le théorèmeXXVII de Rauch 
s'applique, donc on peut parler de cercles de remplissage; le théo­
rème de Rauch du n° 16 permet également de considérer l'ensemble 
des fonctions f(z) •+-g(z) [Cartwright (e, i)]. Enfin XLI et XLV 
peuvent se généraliser dans l'ordre d'idées signalé au n° 16. 

H. Milloux (b) a traité les questions de ce genre par une méthode 
directe qui s'apparente à celle du n° 18 (emploi du théorème de 
Garleman), mais qui nécessite par ailleurs l'intervention de la forme 
précise du théorème de Schottky déjà employée par l'auteur (Journ. 
de Math., 1928) pour obtenir des directions de Julia ( ' ) . Il s'agit de 
cet énoncé : siF(z) est holomorphe et ne prend pas les valeurs o 
et 1 dans le cercle \ z | < 1 et si \F(o)\ dépasse une certaine cons­
tante, on a 

log|F(*)|> J ( i - | s | ) l og |F (o ) | 

H. Milloux en déduit cette proposition qui se généralise par la 
transformation (Z,\sA). 

XLVI. Supposons que F(z) soit holomorphe et ne prenne pas les 

valeurs o et 1 dans le secteur | 9 | < —J n < | * | = '" < 'V On a 

pour irK < r •< i\. 

log I F(r) | > \\/'^ ( J - ^ ) 5 ! o g | F<e>* \/7Tr7) I 

Ceci dit, voici le schéma du raisonnement de Milloux. Supposons 
que f(z), fonction d'ordre p, soit effectivement d'ordre p en un 
point z0 de module r et considérons un secteur d'ouverture supé­
rieure à - ayant ce point pour centre (les rayons extrêmes r\ et r2 

ont /' pour moyenne géométrique). Si pour un a le nombre N des 
zéros an de f(z)-a dans ce secteur est inférieur à k log \f(z0) |, on 
se ramène à a = 0 et l'on applique la réciproque du théorème XLVI 
à la fonction 

\ CLn) 

(1) Le théorème de Schottky, sous la forme ordinaire, fournit de telles directions 
et des théorèmes donnés dans le Mémoire de Seidel (11). 
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ce qui fournit une ligne T sur laquelle cette fonction a son module 
5 /• 

moindre que i, donc sur laquelle log \f(z) | < — 7N log — • En appli­
quant le théorème de Carleman. on arrivera à trouver une ligne T' sur 
laquelle on aura encore une inégalité analogue, voisine d'un point en 
lequel | / ( s ) | — 1 ; le théorème V donnera alors un cercle de'remplis-
sage. En introduisant l'ordre précisé, le résultat final de Milloux 
prend cette forme . 

XLVII. Supposons que f(z) soit d'ordre p et d'ordre précisé 
p(r) et soit U ( r ) la fonction correspondante. 4 toule*suite infinie 
de points zn tels que 

^vflïlf)1 = g > ° ("&*.= ?«), 
correspond une suite de cercles de remplissage Tn. Tnxétant vu de 
l'origine sous un angle e„, son centre zn étant tel que 

IP« —aigs), | < j ^ •+• » £ < < K 

(On prend les zn de telle façon que les Tn ne se coupent pas.) 
Dans Tn. f(z) prend au moins pn= e~V~nU(\z'n\) fois toutes les 
valeurs finies Z telles que | Z | << efJn sauf au plus celles apparte­
nant à un cercle de rayon e~Pn. ketK. sont des constantes dépen­
dant de p, s, a; en peut être fixe ou tendre vers o lorsque n croît 
indéfiniment. 

Tous les théorèmes de ce numéro s'étendent immédiatement au cas 
des fonctions méromorphes f(z) admettant une valeur exceptionnelle 
a pour laquelle l'exposant de convergence de la suite des zéros est 
inférieur à l'ordre; on peut aussi supposer que a est valeur excep­
tionnelle minimum [voir Milloux (d) et Cartwright (e)]. 

20. Comparaison des ordres réel et apparent dans une direction. — 
Si f(z) est holomorphe d'ordre fini positif p autour du point à 
l'infini et si A, cp — const., est une direction, les nombres 

t. s=0 \_r=*> , 0 g ' J , 

?a (A) = p«(ç) = hm - 2 j ^ 
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seront appelés respectivement l'ordre apparent de f(z) dans la 
direction A et l'ordre apparent def(z) sur A. On démontre [14, / ] 
que pr/(cp), qui est constant et égal à p au moins sur un segment de 

longueur - ? est alternativement non croissant et non décroissant dans 

des intervalles adjacents dont le nombre est au plus 2 p. L'inégalité 
?'n (?) < P«(?) n e P e u t avoir lieu qu'aux points où p,i(cp) est discontinu 
et en 2 p autres points au plus. 

Le théorème de Jensen et le théorème de Schottky sous la forme V 
montrent que [14, / ] : 

XLVIII. L'ordre réel moyen p(A) dans une direction est tou­
jours inférieur ou égal à Vordre apparent p«(A). L'ordre appa­
rent dans une direction de Borel est égal à l'ordre de la 
fonction. 

XLÏX. f(z) étant d'ordre p et p'<p, les côtés des angles dans 
lesquels p'rt(9)>p' sont, s'ils existent, des directions d'ordre réel 
moyen au moins égal à p'. Toute direction pour laquelle pa(y) 
n'est pas stationnaire est direction d'ordre réel mo^s en égal 
àp«(<p). 

Ces propositions ont été généralisées par A. Rauch (g) au cas où 
l'on considère les zéros de f (z) -\- g(z), l'ordre de g(z) dans la 
direction étant inférieur à celui de f(z). 

En observant que la fonction prt(y) est la même p o u r / ( r ) etfr(z), 
on obtiendra dans certains cas des directions de Borel communes à 
une fonction et à ses dérivées. 

On peut de même définir pour une fonction de la classe divergente 
de l'ordre p deux sortes de directions : les directions d'ordre appa­
rent p convergent pour lesquelles l'intégrale L(cp, / ) définie par 
(38) est convergente et celles d'ordre apparent p divergent pour 
lesquelles elle diverge (14, g). On a ces propositions dont la dernière 
est due à Rauch (b) : 

L. Si A est direction d'ordre apparent p divergent, il existe une 

direction de Borel d'ordre p divergent faisant avec A un angle au 

plus égal à — • Les directions de Borel d'ordre p divergent appar­

tiennent aux angles (d'ouverture au moins égale à -j formés par 
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les directions d'ordre apparent p divergent ou sçnt frontières de 
ces angles. Les côtés des angles dans lesquels (38) diverge sont 
des directions de Borel d'ordre p divergent. 

Ceci se généralise en introduisant la fonction V ( r ) déjà considérée 
au n° 14 et les angles (et leurs frontières) où l'intégrale 

/ 
log+| / ( /<?'*) ' dr 

r\(r) 

diverge [Valiron (r)]. Ici. encore, on aura dans certains cas des direc­
tions de divergence communes à une fonction et à ses dérivées. 

21 . Fonctions d'ordre p supérieur à un n'admettant que deux direc­
tions de Borel d'ordre p. — Une conséquence immédiate de XLII et 
XLIII est que si une fonction d'ordre p >> i n'admet que deux direc­
tions de Borel d'ordre p, donc a fortiori que deux directions de Borel 

d'espèce maximum, l'angle aigu Q de ces deux directions est - [14. a ] ; 

si 9 = o est la bissectrice de H, la fonction A(9, / ) correspondant à 
un ordre précisé p(r) est donnée par 

•(39) M ? , / ) = o M ; f 0 $ l r | ^ , /«(*,/) = c°*(p?) si l ? | ^ « 

L'élude détaillée de ces fonctions particulières a été faite principa­
lement par H. Milloux et Miss Cartwright. L'auteur [14, a] avait 
énoncé que ces fonctions sont à croissance régulière au sens de 
Borel, propriété qui se déduit des méthodes de Lindelof et Phragmén 
(Mémorial, II, n° 20), mais à condition de supposer que l'ordre appa­
rent dans tout angle extérieur à £ est au plus égal à pr < p [Milloux (b)]. 
Qu'une restriction de cette espèce soit nécessaire résultera des 
exemples d'application du théorème LIV donné plus bas. 

H. Milloux a donné ce théorème : 

LI. Soit f(z) une fonction entière d'ordre fini p supérieur à 1 
ne possédant que deux directions de Borel qu'on peut supposer 

être <p=%h ^-- Si la fonction f(z) est d'ordre au plus égal à 

p ' < p dans tout angle extérieur à Q, quel que soit a l'ordre réel 
des zéros de f(z)-a est inférieur à p dans toute direction diffè-
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rente de 9 = ± — et égal à p dans ces deux directions. En outre, 

si B(z) est le produit canonique (d'ordre inférieur à p) formé avec 
les zéros de f(z) appartenant à un angle intérieur à 12 on a, dans 
tout angle complètement intérieur à £2 

log /[£_) 
6 ( s ) 

> | r | P - ( », l u n c ( z ) = 0 

Les fonctions de Mittag-Leffler, de Lindelof (\oir Mémorial, fasc. 
VII de Buhl), les fonctions orientées de l'auteur lorsqu'elles sont a 
croissance régulière (Thèse 1914) rentrent dans cette catégorie. 

Miss Cartwright (d. f, j) a fait une étude approfondie des fonc­
tions, moins spéciales que celles de Milloux, qui vérifient (3g). Elle 
démontre d'abord [4, / J que : 

LU. Si F(z) est holomorphe et d'ordre précisé p(r) pour 

1 * 1 ^ / . . , a ^ ? ^ P 
et si 

//(«j F) = \ cos ?? H- B sin çp 
pour 

«<— —<?<— < P, 
2 p 2 p 

on a, pour tout à>o, 

(4o) w ( r , v = o, ^ — o,o) = o[U(/-)l . 

D'autre part, pour 

• 9 ' = T~? ~ S ' n K = r = R ' R > R o ( £ j 8 ' n ' ? ) ' 
| log | F (/•*'?) | - [ A(R) cos ?p -f- B sin ?p]U(r) | < L{; ) 

a^£c 

hmA(R) = A, limpA(R)^maxr—AY— ^- — oyf\ et _ f c 7 J L - h 0 | / \ l 

saw/ a a y?/^5 da/is rfes cercles dont la somme des rayons est 
moindre que l R. 

Lorsque *B = o, /*('f. F — a) = h(®, F) , il n'> a pas de direction 

de Borel d'espèce maximum pour lesquelles | 9 | < —^- Miss Cart­

wright ( / ) donne aussi celte réciproque : 

LUI. Si F{z) est holomorphe et d'ordre précisé p(r) pouV 



DIRECTIONS DE BOREL DES FONCTIONS MÉROMORPHES. 5 l 

| z | > r0 et a <J 9 ̂  (3 ef /ie possède pas de direction de Borel d'espèce 

maximum pour OL < — < 9 < iL <(3 , on a h (y, F) = A(o)cos9p 

»oz/r I cp [ < — 
f ' T - 2 p 

Dans ses démonstrations, Miss Cartwnght utilise, en outre des 
méthodes signalées dans cet exposé, une forme précise du théorème 
sur le minimum d'une fonction analytique due à VI. Bernstein (g) ; 
elle donne une méthode de recherche des cercles de remplissage qui 
repose sur des principes différents de celle de Milloux donnée au 
n° 19. En appliquant ses théorèmes LU et LUI à une fonction entière 
d'ordre précisé p(r) vérifiant (3g), elle donne, en dehors des consé­
quences immédiates de ces théorèmes, diverses propositions, notam­
ment la suivante : 

LIV. f(z) étant une fonction entière d'ordre précisé p(r), si 

(3g) a lieu, les directions 9 = ± —? qui sont les seules directions 

de Borel d'espèce maximum, n'admettent pas de valeurs excep­

tionnelles, on a, pour o R ^ r ^ R , 

| / « ( / , ? v = ± ^ , % o ) - ^ A ( R ) U ( r ) | = o ' [ U ( / - ) ] 

avec lim A(R) = 1, hm A ( R ) > o , R > R 0 ( Y Î , £ ) . 

Des exemples de telles fonctions, a croissance irréguliere, peuvent 
se déduire des fonctions orientées de l'auteur auxquelles on applique 
la méthode de Miltag-Lefïler pour réduire à deux le nombre des 
directions de Borel d'espèce maximum (voir 14, r). 

Les résultats se précisent moyennant des hvpotheses supplémen­
taires. Miss Cartwnght donne en particulier des propositipns conte­
nant celles-ci : 

LV. p étant l'ordre, p(r) un ordre précisé de f(z), si l'on a 

(\Ï) h(o,f) = A cos?p -4- B sin ?p 

pour |cp|<« avec oc ;> -—; on a n(i\ o, xf, o) = o [ U ( r ) ] pour 

tout ot'<Z(x, et, pour tout £ > o, r}>o, Ç ;> o, on a dès que 
r>r<>(s, Y), Ç), 

l o g | / ( r e ' f ) | > [Acosçp H~B sinçp — e]U(r) 
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sauf au plus dans des cercles, la somme des rayons de ceux de ces 
cercles dont le centre a un module compris entre RYJ et R étant au 
plus R£. 

LVI. Supposons que f(z) soit du type moyen de l'ordre p, c'est-
à-dire que l'on puisse prendre \J(r) = Grp , que (4 i ) soit vérifiée 

pour | 9 | < :— = 9, et que 

(42) J [log | / ( n y * ) | •+• log | / (Hrr r t ) \y-r-i-tdr < oc. 

Alors la conclusion de LV vaut pour oc = 9 et rne^n désignant 
les zéros de f\z) pour lesquels | <p;i| <0, la série 2 (cos pyn)r~v con­
verge, et l'on a 

•i o " ° -
lim —^- I log | f(re^) • cos po cte = A. 

Si, plus particulièrement, l'hypothèse relative à (4i) est remplacée 
C 

par (39), on peut ajouter que / & ( / ' , / ) ~ - r?. 

Ces derniers résultats sont déduits par Miss Gartwright (h) d'un 
théorème de R. Nevanlinna (b). Lorsque (4^) est remplacé par 

/ X [ l o g + | / ( / ^ ° ) I -f- ]p$+\f(rer-t*) M r-i-Pdr < 00, 

les conséquences relatives aux zéros valent pour les zéros de f(z)~—a 
a fini quelconque, et fournissent des propositions sur les directions 
de Borel' d'ordre p divergent. Notamment [Valiron (p) el Cart-
wright (h, k)]: 

LVII. Si f(z) est du type moyen de l'ordre p et si toutes les 
directions appartenant à l'angle # ^9 < 27: — 9 sont d'ordre appa­
rent p convergent, les directions o = ±9 sont les seules directions 

de Borel d'ordre p divergent (9 = -— Y 

La méthode de Lindelof (Calcul des Résidus) permet de construire 
des classes de fonctions entières, données par leur développement de 
Taylor, satisfaisant à ces conditions [Valiron (p)] et à LV et LVI. Il 
conviendrait de reconnaître si, pour ces fonctions, f(z) tend vers 

file:///y-r-i-tdr
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l'infini à l'intérieur de Q. Au contraire, la méthode de Mittag-Leffler 
permet de construire des fonctions justiciables des théorèmes précé­
dents, bien connues dans £2, mais dont le développement taylorien est 
mal déterminé. 

On trouvera dans les mémoires (h, i, j) de Miss Cartwright de 
nombreux autres énoncés. 

22. L'indicatrice de croissance et les directions de Borel d'espèce 
maximum. — A. Bloch avait observé (Mémorial, fasc. XX) que les 
directions de Julia des fonctions entières (directions dans lesquelles 
s'éloignent indéfiniment les centres de cercles de remplissage quel­
conques) étant les directions singulières ( ' ) , devaient probablement 
jouir de propriétés analogues aux singularités des fonctions définies 
par un développement de Taylor et que, en particulier, toute fonction 
entière dont le développement taylorien est suffisamment lacunaire 
doit admettre toute direction pour direction de Julia. Ce fait fut établi 
par G. Pôlya (Math. Z., 29) pour les fonctions entières d'ordre infini, 
l'hypothèse sur les lacunes étant celle qui entraîne dans le cas des 
séries de Taylor que le cercle de convergence est coupure, puis par 
Biernacki (b) pour toutes les fonctions entières à lacunes assez 
larges. Dans ses recherches, G. Pôlya a utilisé, sous une forme nou­
velle, ce théorème de Borel et Servant sur la méthode de sommation 
exponentielle (voir Mémorial, fasc. VII) : sif(z) = 2anz

n est une 
fonction entière du type moyen de l'ordre un [ U ( r ) = Gr] , le 
polygone de sommabilitè exponentielle de la fonction associée 
F(z)=HianTi! zn a pour équation polaire rH((p, / ) i = i avec 
H(<p,/) = A ( ? , / ) + . 

L'étude des méthodes et des résultats de G. Polya a conduit VI. 
Bernstein (b) à penser que les directions de Julia de la fonction f(z) 
sont déterminées par les singularités de la fonction associée, donc 
finalement par H (9, / ) . D'une façon précise, les directions de Julia 
d'une fonction d'oindre un du type moyen correspondraient aux 
valeurs de cp0 pour lesquelles H(r^, f) n'est pas de la forme 
A cos 9 -f- B sin 9 dans un petit intervalle contenant Q0. VI. Bernstein 

(1) On peut remarquer que toute direction A telle que f {z) ne tende pas vers une 
limite finie lorsqu'on s'éloigne indéfiniment dans un angle de bissectrice A peut aussi 
apparaître comme singulière. 
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justifia son énoncé dans des cas étendus en supposant que les singu­
larités deF(z) appartiennent à certains types. Mais, comme la mul­
tiplication de f(z) par une fonction d'ordre p inférieur à un dont les 
modules des zéros sont suffisamment réguliers permet souvent 
d'introduire de nouvelles directions de Julia sans modifier H(9) , 
l'énoncé de Bernstein ne pouvait être vrai en général sous la forme 
indiquée, il convenait au moins d'y introduire à la place des direc­
tions de Julia quelconques les directions de Borel d'espèce maximum 
qui seules peuvent être en relation étroite avec H(q>, / ) (14, l). 

Ainsi se posa la question de l'étude des relations entre la position 
des directions de Borel d'espèce maximum et les propriétés de 

H(9,/) = A(o, /K = T ^ ^ + l / ^ H -
L ( r ) 7 

question que l'on peut préciser ainsi : y a-t-il identité entre les 
directions de Borel d'espèce maximum et les directions 9 = 90 pour 
lesquelles H ( 9 , / ) n'est pas sinusoïdal, c'est-à-dire n'est pas de la-
forme A cos 9p + B sin 9p pour | 9 — 901 <C £ ? Sinon, cette pro­
priété est-elle vraie pour certaines classes de fonctions, ou même 
en général (moyennant une définition du mot en général ) ? 

Dans le cas du type moyen l'auteur avait signalé que la propriété 
est vraie si les singularités de la fonction associée (de Mittag-Leffler 
dans le cas général) situées dans un cercle contenant le domaine de 
sommabilité correspondant sont des pôles (14, / ) . Miss Cartwright 
(g, i) a établi qu'il suffit que les singularités appartenant au cercle 
considéré soient isolées. VI. Bernstein (i) montre qu'il suffit que les 
singularités situées sur la frontière du domaine de sommabilité appar­
tiennent aux types qu'il avait envisagés pour les directions de Julia. Il 
s'appuie notamment sur les deux propositions suivantes : 

LVIII. [ 1 . h]. Si F(z) est holomorphe et d'ordre fini dans un 
angle, si p(r) est un ordre précisé, U ( r ) la fonction correspon­
dante, h ( 9 , / ) l'indicatrice de croissance ; à toute direction 9 de 
l'angle considéré et à tout couple de nombres positifs z, w corres­
pondent un nombre à et une suite r*, lim/> = oo, tels que l'inégalité 

l og |F ( / -** ) |> [A(o ,F ) - . ]U( r ) . 

est vérifiée pour r^ r ^ /7 ( 1 -h d) dans des intervalles dont la somme 

des longueurs est ru-r*, avec lim YU>>, I — co. 
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LIX. [ 1 , / ] . SiF(z) est holomorphe d'ordre précisé p(r) pour 
a'^9<!(3' et ^pour 9 = oc, 9 = (3, « ' < a < P < P', p((3 — a) < w,. 

(44) l i m I o g l F ( ^ ) 1 = A ( ? ? F ) > o > 

les deux cas suivants sont seuls possibles : i° pour tous les Z finis 

__ «fr, J(«+ ?)!(?-«)+i,z] 
lim -r-3 nh, à >°; 
/—oc U ( r ) 

2° A(<p, /*") esé sinusoïdal entre oc et fi et (44) « &£w pour tous les cp 
entre a et fi [moyennant l'exclusion de certains intervalles ( 1)] . 

Les résultats du n° 21 fournissent d'autres exemples de cas où 
l'assertion de VI. Bernstein est exacte. Les théorèmes de Jensen et 
Schottky (th. V) montrent d'ailleurs [Valiron (/), Cartwright (e, i)] 
que : 

LX. Un angle dans lequelH(y, f) = o ne contient pas de direc­
tions de Borel d'espèce maximum; les demi-droites limitaiit les 
angles où H(9, / ) > o, sont lorsqu'elles existent, des directions de 
Borel d'espèce maximum. 

Miss Cartwright a montré, entre autres propriétés, que : 

LXI. Si p(r) est un ordre précisé de f(z), p== lim p( r ) , 
l ogU( r ) = p(r) log/% et si l'on a 

UmTnr& = ̂  f*Hi,/)<*? = &, 
r=*> p u(r) >. % J ^ 

toute valeur 9 = « pour laquelle A(cp, / ) n'est pas sinusoïdal 
fournit une direction de Borel d'espèce maximum sans valeur 

exceptionnelle pourvu que h ( 9 , / ) > o pour o <\ 9 — a | < - -• Ces 
9 

directions et celles correspondant aux côtés des angles ou 
h (9, / ) > o sont les seules directions de Borel d'espèce maximum 
[Cartwright (g, i)]. 

D'autre part, en utilisant ses résultats antérieurs sur la croissance 

(») Condition ajoutée par l'auteur. 
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des fonctions entières (4, a, b, c), Miss Cartwright (g, i) a montré 
que : 

LXII. 77 existe des fonctions entières d'ordre un et du type 

moyen telles que h [(9, / ) ] = max. (coscp, siny) pour lesquelles 

toutes les droites 9 = const. avec — 7 < 9 < o ou — <^<TI sont des 

directions de Borel d'espèce maximum et sont les seules droites 

de Julia. 

Il existe des fonctions du type moyen de l'ordre un telles que 

A ( 9 , / ) = = 1 et n'admettant que quatre lignes de Julia : 9 = 0, 
d b ^ , 7r; lignes qui sont des directions de Borel d'espèce maxi­

mum sans valeur exceptionnelle. 

La première question posée plus haut est donc résolue négativement, 
la connaissance de H (9, / ) n'entraîne pas toujours la connaissance 
des directions de Borel d'espèce maximum. Une direction 9 = 90 
pour laquelle H ( 9 , / ) n'est pas sinusoïdal est-elle en général direc­
tion de Borel? VI. Bernstein a établi à ce sujet la proposition sui­
vante : 

LXIII. Supposons que F (z) soit d'ordre précisé p(r) dans un 
secteur et soit 90 une direction non sinusoïdale pour h (9, F ) . 
Si 1^(5) et ïlo(z) so7it deux fonctions holomorphes quelconques 
d'ordre précisé inférieur à p(r) dans un angle | 9 — 9,, | < à et 
si q est réel arbitraire, la direction cp = 90 est direction de Borel 
d'espèce maximum pour l'une au moins des fonctions 

(45) F (z) — ll(s)ei^otT)^tq]v(za-t^)9 n = rj1 o u n , , 

V ( i ) est une fonction holomorphe telle que 

X ( re'ï) -
l i m V(r\ = e l '9 P ' * 1[ ' I = ^ ' r = ao * V / y p 

fonction qui existe d'après les travaux de l'auteur. 
Lorsque F (z) est une fonction entière, cette proposition est con­

tenue dans les théorèmes de Rauch et peut s'en déduire dans le cas 
général. Elle peut recevoir une forme un peu différente [1 , l] : parmi 
les fonctions (45) une seule est exceptionnelle. On trouvera dans le 
Mémoire (j) de Miss Cartwright des observations critiques sur ce 
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théorème de Bernstein; la principale objection qu'on puisse lui faire 
est d'être de caractère local. La question à résoudre, qui reste entière, 
est de savoir si, pour une fonction prise au hasard parmi les fonctions 
f(z) admettant un même ordre précisé p(r) et la même fonction 
H ( 9 , / ) ; les directions de Borel d'espèce maximum sont données par 
les directions non sinusoïdales. 

23. Détermination de l'indicatrice de croissance. — La fonction 
H ( 9 , / ) est une fonction quelconque vérifiant la condition de Lin-
delôf et Phragmén : toute fonction K ( 9 ) positive ou nulle (mais non 

identiquement nulle") de période 2TT telle que :— ? , soit fonc-
' l COS ( O — ÇQ ) p 

tion convexe de tg (9 — 9,,) p pour | 9 — 901 p <C - et 90 quelconque, est 

la fonction H ( 9 , / ) d'une.fonction entière d'ordre précisé donné p (r) 
tel que lim p( r ) = p [14, /•] . Ce résultat a été étendu récemment par 
VI. Bernstein (C. B. Acad. Se, ig36) au cas de / 1 ( 9 , / ) et des 
fonctions du type moyen. 

On a déjà vu que lorsque f(z) — 2anz" est du type moyen de 
l'ordre un, H ( 9 , / ) est déterminé par les singularités de la fonction 
associée de Borel, l'équation polaire du polygone de sommabilité 
exponentielle de cette associée étant r H ( 9 , / ) = 1. De même, si 
f(z) est du type moyen de l'ordre p, le domaine de sommabilité de 
Mittag-Leffler a pour équation polaire rPH(9, / ) = 1 ; les singula­
rités de la fonction associée F ( s ) - I a J 1 + -) z11 déterminent 

ce domaine, donc H (9, / ) . Les relations obtenues entre la position 
des directions de Borel d'espèce maximum et les propriétés de 
H ( 9 , / ) peuvent se traduire dans ces cas par des relations entre la 
position des singularités de F (z) et les directions B de f(z). 
Notamment, si F (z) est méromorphe, les directions B de f(z) sont 
connues [14, / ] . De même, les résultats de Miss Cartwright et de 
VI. Bernstein, donnés au n° 22, peuvent être présentés sous celte 
forme; en particulier, le second de ces auteurs a démontré dans cet 
ordre d'idées cette proposition : 

LXIV [ 1 , / ] - Sif(z) est une fonction entière, f(o) yé o, et si 
f\(z) est la fonction entière admettant pour associée de Borel la 
dérivée logarithmique de f(z), la condition nécessaire et suffi-
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santé pour que les zéros de f (z) soient réels, l'un de ses zéros au 

moins existant, est que les directions ± - soient les seules direc­

tions de Borel d'espèce maximum de fK (z). 

Ce résultat se généralise [ 1 ? / ] au cas où l'on introduit l'associée 
de Mittag-Leffler et peut s'étendre dans diverses directions [1?/ ] -

Pour une fonction d'ordre p qui n'est pas du type moyen, le pro­
blème de la détermination de H ( 9, / ) au moyen du domaine de som­
mabilité d'ordre p de Mittag-Leffler, attaché à une fonction associée 
convenablement définie, n'est pas encore résolu. On p e u t [ l , c,f\; 
[14, Z, m] définir deux fonctions associées F^-s) e t F 2 ( * ) détermi-
minant respectivement deux domaines de sommabilité d'équations 
7'PH, (9) = 1, rPH2(9) —1 tels que H , ( 9 ) ^ H ( 9 , / ) < H 2 ( 9 ) , mais 
les conditions dans lesquelles H1 (9) = H.2(9) sont encore mal connues. 
Toutefois, VI. Bernstein ( / ) a montré que H ( 9 , / ) = H2(9) lorsque 
la frontière de l'étoile d'holomorphie de F^(z) est formée d'un 

, nombre fini de demi-droites radiales. D'autre part, Pflùger a 
annoncé (Société Math. Suisse,.ig35) que, lorsque U (r) = Crlog7', 
la fonction associée obtenue en divisant le coefficient de zn 

dans f (z) par le coefficient de zil dans fournit un polygone 

de Borel d'équation r H (9, / ) = 1 '. 
Une étude de l'ordre dans les diverses directions des fonctions 

, définies par des séries lacunaires a été entreprise par D. Toïdzé[13]. 

24. Directions de Borel des fonctions entières d'ordre infini. — 
Il est bien connu qu'une fonction entière d'ordre infini peut rester 
finie à l'extérieur d'une bande infinie dont l'épaisseur est fonction de 
l'ordre. La relation entre l'épaisseur de la bande à la distance r dé 
l'origine et l'ordre dans la bande, pour un ordre donné, a été précisée 
par H. Milloux (e, f, g, h, i) et lui a servi de base à l'étude des 
cercles de remplissage. Le but poursuivi par H. Milloux était surtout 
de montrer que, dans le cas de l'ordre infini, on peut encore parler, 
moyennant une convention convenable, de l'existence de deux suites 
au moins de cercles de remplissage d'ordre infini. La méthode suivie 
par Milloux est parallèle a celle exposée au n° 19 (sauf que la forme 
précise du théorème de Schottky n'intervient pas) et lui donne ce 
théorème : 
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LXV. Toute fonction entière d'ordre infini possède deux suites 

au moins de cercles de remplissage Tn, T'n vus de l'origine sous un 

angle tendant vers o avec - • Dans chacune des suites l'ordre réel 

des zéros de f(z) — Z est infini pour chaque TL sauf une valeur 

au plus; le rapport des modules rn et r'n des centres de Tn et T'n 

est compris entre - et 2, la différence des arguments de deux 

points quelconques de Tn et T'lt est au moins égale à [log T (2 rn ,/)]~~2 • 

Ce résultat n'est pas entièrement satisfaisant, la limite trouvée pour 
l'écart angulaire des cercles est trop faible, elle pourra être sans 
doute améliorée par l'emploi d'une nouvelle méthode (Milloux, g, i). 

La limité exacte semble être -TTTT—!' U(/*) étant une majorante 

convenable de Tou logM(7 ' , / ) . D'autre part, l'ordre trouvé dans les 
cercles de remplissage n'est pas comparable à celui de la fonction. Des 
résultats précis peuvent être obtenus dans le cas suivant : 

LXVI.- Supposons que, (j étant fini positif, on ait 

- ^ - log log log M (r,f) = f f 

r=* log / ' ' 

désignons par cr(r) un ordre précisé de logM(r , f) et posons 
log U (r) = a(r) log r. /Z existe au moins une suite de couples de 
cercles de remplissage 

. log| s — z'n\ < — E U ( / - ' „ ) ' 

Ipg 1 Z — Zn | < — £ U (/"„), 

avec 

et 
rn=\zn\/ r'n=\z'n\ • 

£ < g < K7 I arg s„-*arg *'„ I > ^ - ) H- ^ - y 

le nombre des zéros def(z) — Z dans chaque cercle étant au moins 
égal à p, iogp = U ( sjrn r'n)

k pourvu que \ Z | < e? et que Z soit exté­
rieur à un cercle de rayon e~p. s et -n sont positifs et assez petits, 
K et k dépendent.de E, YÎ, <J. 

Cette proposition s'obtient en faisant la transformation conforme 
logÇ = V(se l T) , V ( s ) étant la fonction introduite dans (45), puis 
en appliquant les résultats du n° 19, Elle contient un théorème de 
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Milloux (i) correspondant à <r = i et U (7') = A7\ La même méthode 
fournirait des résultats généraux. Des transformations conformes 
simples [V(£ ) = <sP] ont été utilisées par Mandelbrojt et Gergen 
(American J., t. 53) dans l'étude des directions de Julia des fonc­
tions entières définies par certaines séries de Dirichlet, puis par 
l'auteur [14, o, r] dans l'étude des droites de Borel des fonctions 
d'ordre infini définies par certaines séries d'exponentielles. 

A, Rauch (c) a étudié les fonctions correspondant à cr = 1, U = Ar 

pour lesquelles / e~G^llog+ \f(z)\ \dz\ diverge sur une droite. 

La représentation conforme Z = eaz+b fournit ses résultats comme 
application de ceux relatifs aux fonctions d'ordre fini de la classe, 
divergente. 

25. Ordre apparent et ordre réel dans une direction dans le cas de 
l'ordre infini. — Les résultats du n° 20 s'étendent au cas de l'ordre 
infini en introduisant l'ordre réel p (r) /c(A) dans la direction A 
défini à la fin du n° 12 et un ordre apparent dans la direction A 
défini par 

p(,)limrïïnTl0-+lQf^^A-£n. 

Le théorème V, le théorème de Jensen montrent que : 

LXVII. Dans chaque direction A, V ordre réel moyen de f(z) 
est égal à Vordre apparent dans cette même direction. 

Dans certains cas, il y a intérêt à faire des approximations d'une 
nature différente. Soit K (7') une fonction indéfiniment croissante telle 
que. pour tout A < 1, % 

Convenons de dire que l o g / ( s ) est de l'ordre de K ( r ) dans la 
direction A. .cp = (p9, lorsque, à tout £ positif donné correspond r\ tel 
que 

Trr l o S M ( r > 9 = 9«» q ) ^ . 
/i™ K(r + ir) = I ' 

tandis que, pour tout g > o, 

l o g | / ( * ) | > K ( r - t r ) 
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pour une suite de z dont les arguments tendent vers 90 et les modules 
vers l'infini. On a le théorème suivant : 

LXVIII. Pour que l o g / ( r ) soit de l'ordre de K (r) dans la direc­
tion 9 = 9,,, il faut et il suffit qu'il existe une suite de cercles r „ , 

| z — zn | = o ( | zn | ), lim | zn I = » , lim arg zn = <p0, 
rf=. oo n — a 

tels que, dans Tn, f (z) prenne au moins N = K \\zn\ (i + fin)] fois 

toute valeur de module moindre que eN sauf au plus celles appar­

tenant à un cercle de rayon e~N, | r\n | tendant vers o avec - % et que 

à tout £ positif corresponde Ç tel que, à partir de r ( Z ) , 
n (r, 9 = 9o, e, Z ) < R ( r + rÇ) sauf au plus pour les TJ représentés 
dans un ensemble de mesure linéaire nulle. 

On peut dire que l'ordre réel moyen des zéros de f (z) — Z est 
aussi K ( r ) . 

Si W ( r ) est une majorante de logM(r , / ) telle que log M (r,f) 

soit de l'ordre de W ( r ) au sens indiqué ci-dessus, W ( r ) satisfai­
sant à la condition (46) on peut prendre pour W (r) la plus petite 

majorante de log M (7*,/ ) pour laquelle —^ — est non décroissante , 

on peut considérer la fonction K (r) = W ( T ) J /V > I . A chaque 9 

correspond A* (<p) > 1 tel que l'ordre de l o g / ( ^ ) dans la direction 9 

soit celui de W \ JJ—: • Alors l'ordre réel moyen des zéros de 

def(z) — Z dans cette direction est encore celui de W r-—- • 

La détermination de £ ( 9 ) est liée à la position des singularités de 
séries de Taylor convenablement associées kf(z)', on peut définir 
deux séries associées telles que, pour chaque 9, A* (9) est compris 
entre les distances à l'origine des premières singularités rencontrées 
lorsqu'on prolonge le long de là droite d'argument 9. Lorsque l'une 
de ces associées a une étoile d holomorphie dont la frontière ne 
comprend que des demi-droites radiales, k (9) est égala la 
distance à l'origine de la première singularité située sur le 
rayon d'argument 9. Voir [14, l, m]. 

On obtient en particulier les résultats suivants qui précisent ceux 
de Pôlya rappelés au n° 22 : 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 8 9 . S 
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LXIX. Si la densité des coefficients non nuls de f(z) = 2ianz
n 

est égale à zéro, k(y) est égal à i pour tous les 9. 

LXX. f(z) étant défini comme dans LXIX, si l'on considère les 
fonctions Itanbnz

n avec b,, = ± 1, pour presque toutes les fonctions 
de cette famille k(y) est identique à 1. 

Dans LXX, on peut remplacer la condition bn = ±i par | bn \ = 1 ; 
la démonstration donnée dans [14, m] de ces propositions reposant 
sur ce principe : toute propriété des coefficients d'une série de Taylor 
qui permet de démontrer que le cercle de convergence est coupure 
sans faire intervenir l'ordre de grandeur des coefficients (naturelle­
ment, on suppose toujours que le rayon de convergence est fini non 
nul) permet d'établir que k(9) = 1. 

Les méthodes du calcul des probabilités fournissent des résultats 
valables également pour l'ordre fini (voir une Note de L. SCHWARTZ, 

Bull. Se. math., ip,36). Mais il faut observer que la conséquence 
de LXX relative à l'ordre réel ne peut être vraie quel que soit l'ordre ; 
il existe des fonctions d'ordre nul pour lesquelles les fonctions de la 
famille considérée dans LXX n'auraient que deux directions de Julia, 
le nombre de ces directions resterait encore limité dans certains cas 
si le nombre des bn était limité, un résultat général relatif à l'ordre 
réel ne peut être obtenu que si les bn sont denses sur le cercle unité. 

26. Questions diverses. — Pour les fonctions d'ordre infini, Tordre 
apparent dans une direction est égal à l'ordre réel, l'ordre apparent 
est conservé dans la dérivation, dans la dérivation généralisée [14, / ] , 
donc les directions de Borel sont les mêmes pour une fonction et ses 
dérivées. Dans le cas de l'ordre fini, H(9, / ) est conservé dans la 
dérivation, les directions de Borel sont les mêmes pour f(z) et ses 
dérivées dans les cas envisagés plus haut où H(9, / ) les détermine. 
A. Rauch a montré que, si A est une direction d'ordre moyen p(A) 
et s'il existe un a pour lequel l'ordre réel p(A, a) est moindre que 
p(A), A est aussi direction d'ordre moyen p(A) p o u r / ' ( s ) ('). Il a en 
outre précisé ce résultat dans le cas de l'ordre moyen divergent [9, e\. 
On peut observer que, dans un cercle de remplissage d'ordre p 

(1) Un résultat analogue avait été signalé à l'auteur par Miss Cartwright dans une 
lettre de mai 1932. 
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def(z), log j f(z) | prend des valeurs supérieures à rP~e, donc aussi 
log \ff(z) |. Si l'on marque dans ce cercle les domaines où \f(z) | < A 
et si l'on étudie f'(z) sur leur frontière en vue de l'application de Y-, 
on constate que, ou bien on peut conclure à l'existence d'un cercle 
de remplissage def'(z) [de rayon double de celui de f(z)\, ou bien le 
plus grand diamètre des domaines considérés (prolongés) est inférieur 
à e~r\ Ceci montre bien où réside la difficulté de l'étude des cercles 
de remplissage communs à une fonction et à sa dérivée. 

L'étude des domaines de remplissage où f(z) reste univalent a été 
entreprise par l'auteur dans le cas des fonctions d'ordre nul [14, s, t]. 
On trouvera également des propositions se rattachant au sujet de ce 
fascicule dans les Mémoires ou Notes de Soula [12], Rauch [9, d], 
Miss Young [15] et Valiron [ r ] . 
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