GEORGES VALIRON
Directions de Borel des fonctions méromorphes

Mémorial des sciences mathématiques, fascicule 89 (1938)

<http://www.numdam.org/item?id=MSM_1938 89 1_0>

© Gauthier-Villars, 1938, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Mémorial des sciences mathé-
matiques » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=MSM_1938__89__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

RsM 2650

MEMORIAL
SCIENCES MATHEMATIQUES

PUBLIE SOUS LE PATRONAGE DE

L’ACADEMIE DES SCIENCES DE PARIS,

DES ACADEMIES DE BELGRADE, BRUXELLES, BUCAREST, COTMBRE, CRACOVIE, KIEW,
MADRID, PRAGUE, ROME, STOCKHOLM (FONDATION MITTAG-LEFFLER),
DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE, AVEC LA COLLABORATION DE NOMBREUX SAVANTS.
DIRECTEUR

Henri VILLAT

Membre de I'Institut,
Professeur & la Sorbonne,
Directeur du « Journal de Mathématiques pures et appliquées ».

FASCICULE LXXXIX

Directions de -Borel .des fonctions méromorphes
' Par M. Georges VALIRON

PARIS

GAUTHIER-VILLARS, EDITEUR

LIBRAIRE DU BUREAU DES LONGITUDES, DE L’ECOLE POLYTECHNIQUE
Quai des Grands-Augustins, 55.

1938



Tous droits de traduction, de reproduction et d’adaptatien
réservés pour tous pays.



DIRECTIONS DE BOREL

DES

FONCTIONS MEROMORPHES

Par M. Georges VALIRON.

INTRODUCTION.

Depuis la publication du fascicule 1I de cette Collection, la théorie
des fonctions entiéres ou méromorphes a fait des progrés considé-
rables. Le but de ce petitlivre est de donner un exposé indépendant de
ceux qui concernent I'étude des directions d’accumulation des points
ou la fonction considérée prend une valeur donnée arbitraire et dans
lesquelles la densité de ces points est suffisamment grande.

On entendra par fonction entiere une fonction f(s) de la variable
complexe 3 qui est holomorphe en tout point a distance finie, mais
qui ne se réduit pas a un polynome; par fonction méromorphe, une
fonction f(3), uniforme, dont les seules singularités a distance finie
sont des poles, mais qui n’est pas une fraction rationnelle. Les fonc-
tions entiéres sont donc les fonctions méromorphes spéciales ne pre-
nant pas la valeur infinie. ’ X

On désignera par n(r, f— a) le nombre des points de module
inférieur a » en lesquels la fonction f(z), méromorphe pour |z[<r,
prend la valeur a, chaque point étant compté avec son ordre de mul-
tiplicité, g fois s’il est d’ordre ¢. Pour  infini,

n(r, f—)=n(r, 1/f).

E. Borel a montré que, a toute fonction méromorphe donnée f(z)
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correspond un nombre p =p(f), qu’ilaappelé ordre (ou ordre réel)
de f(z), tel que, pour tous les & finis ou infinis, on ait

lim
r=m» logs

1) ——log*+n(r. f—x) -

sauf au plus pour deux valeurs de . u* désigne u si u >0, o siu < o.
Pour les deux valcurs exceptionnelles possibles, appelées valeurs
exceptionnelles de Borel, le premier membre de (1) est inférieur
ap. L'ordre p peut éire nul, fini posiuf, ou infini. Dans ce dernier
cas, Borel introduisit un ordre variable p(r) et montra que, pour
cerlaines catégories de foncuons, (1) peut étre remplacée par

(2) +—— log+n(r. f—ur)

him
1= » o(7)logr

-

Iégalité valant pour tous les x sauf deux au plus pour lesquelles le
premier membre de (2) est inférieur au second. Ses résultats
complétés, notamment dans lec cas des fonctions entiéres. par
Lindelof, Blumenthal, Denjoy, Wiman, Boutroux, Littlewood,
Valiron, elc., ont été mis sous une forme générale tres précise par
R. Nevanlinna dont une partie des méthodes, base des recherches
dont il va étre question, sera résumée plus loin. Les théoremes de
Nevanlinna se rapportent, comme ceux de Borel. a l'étude des
modules des zéros des fonctions f(5) — ., ou i 'étude des modules
de‘ces zéros appartenant a certains secteurs. Au lieu d'uuliser direc-
tement la fonction n(r, f — z), on emploie la moyenne de Jensen.
introduite systématiquement par G. Valiron dans ces questions :

(3) N o) =N i) = [ [n(@, /) n(o, N +no, Nlogr )

0
qui s’écrit aussi
»rn .
(4) 0g;——————"  [n=n(r. f), p=n(o, f)],
. p+1Up+r. I'n
Tpity Tpias -« -, I'y désignant les modules des 7 — p zéros non nuls
de module moindre que r, chacun figurant avec son ordrve de multi-
plicité. f(z) étant donné, s1 Pon représente les nombres z sur une

(1) D’une fagon générale on aura N(r; z)=N|r, 1/(f— )], la notation abré
gée N(r; ) étant utilisée dans tous les cas o une seule fonction est en jeu
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sphere de Riemann de rayon 1 et si Von désigne par t(r, C) la
moyenne superficielle de N(7r: x) pour les z appartenant a un
cercle G de la sphére, la différence 7(r, C,) —z(r, C') reste bornée
lorsque r croit indéfiniment, et Uon a

. N(r;x)
5 m ———— =
( ) 1= ‘C(l', (J)
pour tous les z. sauf au plus pour des z dont les points représentatifs
sur la sphére forment un ensemble de mesure linéaire nulle (c’est-a- -
dire peuvent étre enfermés dans des cercles dont la somme des
rayons est arbitrairement petite). Pour les z exceptionnels, le défaut

est en général nul. la somme tolale des défauts élant au plus égale
a 2. Ges bréves indications suffisent pour montrer le degré de per-
fection qui a été atteint dans I'étude des modules de la distribution
des valeurs grace anx méthodes de Nevanlinna.

La recherche de propriétés générales des arguments des points
ou f(3) =z a ¢été abordée en premier lieu par G. Julia. Dans de
mémorable~ travaux ou il utilise la théorie des familles normales de
P. Montel. il montra notamment que, si f(5) est une fonction entiére
ou une fonction méromorphe possédant une valeur asymptotique
(c’est-a-dire tendant vers une limite finie ou infinie lorsque 5 s’¢loigne
indéfiniment sur un chemin allant & U'infini), il existe au moins une
suite de points 5,, n=1, 2, ... telle que |5, |> k|3, ], k>1, et
telle que, si petit que soit le nombre positif ¢, f(z) prenne une infi-
nité de fois toute valeur sauf deux au plus dans la suite des cercles
|5 — 50, <Celsn|. Ses résultats furent complétés et étendus. en parti-
culier par A. Ostrowski qui établit, d’une part qu’on peut choisir la
'sllile 3n pour que, dans chaque cercle T, : |5 — Sn| <eulznl|, f(3)
prenne une fois au moins toute valeur sauf au plus celles qui sont
représentées sur la sphére de Riemann dans deux cercles, y,. y,, dont
les rayons. ainsi que ¢, lendent vers o avec 1/n; d’autre part, que la
propriété vaut pour toute fonction méromorphe sauf pour une classe
de fonctions d'ordre nul, fonctions pour lesquelles 7(r, C) : (logr)?
reste borné. H. Milloux, en conservant I'hypothése de Julia (exis-
tence d’une valeur asymptotique), mais en remplacant la théorie des
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familles normales par I'emploi du théoréme de Schottky et d’une
inégalité de Carleman, précisa la grandeur du rayon des cercles T,
cercles qu'il appela cercles de remplissage : il relia la valeur de ¢, a
la facon dont f(5) tend vers sa valeur asymptotique. Ce genre d'élude
fut poursuivi par G. Valiron qui, par le seul emploi de la forme pré-
cise du théoréme de Schottky, obtint une valeur trés exacte du rayon
des cercles de remplissage des fonctions entiéres, et en utilisant les
théorémes de Nevanlinna trouva pour les fonctions méromorphes
d’ordre positif une limite moins bonne mais ne faisant intervenir que
la fonction 7(r, G). La méthode de Nevanlinna, qui avait conduit a
des démonstrations des théorémes de Landau et de Schotiky, permit
alors une étude quantilative précise du nombre des zéros de f(&)—=z
dans certains cercles de remplissage. On montra que, pour toute
fonction d’ordre positif fini p, existe une suite de points z,. avec
lim [ 5,| =00, et de cercles correspondants T, ; |5 — 50| <<e|znl
ol ¢ est arbitrairement petil, telle que, dans chaque I's, f(s) prend
au.moins | z, [*~"» fois toute valeur  représentée sur la sphére a I'ex-
térieur de deux cercles de rayon n,, n, et n), tendant vers o avec 1/n.
De tels cercles scront dits des cercles de remplissage d’ordre p.
C’est I'étude de ces cercles et de cercles jouissant de propriétés ana-
logues plus précises, et 'étude des directions-A dans lesquelles les
centres de ces cercles s’éloignent indéfiniment, qui sera 'objet de ce
fascicule. Si A est un angle de bissectrice A et d’ouverture arbitrai-
rement petite, il existe une suite infinie de cercles T, intérieurs a A
et par suite, pour tous les = sauf deux au plus I’égalité (1) reste vraie
lorsqu’on y remplace n(r, f — z) par le nombre des points 5 appar-
tenant a A et tels que f(5) ==, | 3|<<r. Le théoréme de Borel
reste,vrai dans tout angle de bissectrice A, ce qui justifie lenom de
direction de Borel donné a une telle dircction et le titre de cet exposé.

Le premier chapitre donne les théorémes fondamentaux de la
théorie avec des démonstrations assez détaillées justifiant des propo-
sitions qui avaient été jusqu’ici énoncées seulement dans de bréves -
notes; dans le second chapitre, ces théorémes sont appliqués a I'étude
des directions de Borel des fonctions les plus générales. Un troisiéme
chapitre traite des fonctions spéciales, notamment des fonctions
entiéres.

Il convient de signaler que les fonctions algébroides auxquelles les
résultats concernant la distribution eirculaire des valeurs ont été
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étendus, n’ont pas pu étre encore étudiées d’une facon satisfaisante au
) pas p ¢ .
point de vue qui nous occupe.

CHAPITRE 1.

THEOREMES FONDAMENTAUX.

1. Le théoréme de Jensen et la fonction T(r) de Nevanlinna. —
Si F(s) est une fonction méromorphe pour |z|<R et si F(o)s#£ o,
F(o0) +# =, la formule de Jensen -

1 b . ] F I R~ I Rr
_— Y I o o —_— O —
6) - f log {F (Refe) | s = log | F(0)| + log - — log o —

ou les r; sont les modules des zéros et les r), les modules des poles
de F(5) contenus dans le cercle, peut s’écrire en séparant les élé-
ments positifs et négatifs ('). En utilisant la définition de la fonction N
[formule (3) de I'introduction] et en posant

2%

f log+ | F(Rei®) | ds,
0 .

m(R, F)= 2-‘-_

on a

(7) = m(R, F)+N(R, F) = m(R, 1/F) +~ N(R, 1/F) + log | F(0)|.

'si F(0)=o0o0uF (o) =x,onaautourdel'origine F () =c¢, 37 +..., q20;

en appliquant (7) a F(5)s~7R¢, on voit que la formule reste vraie a
condition d’y remplacer | F(0)| par | ¢, |. Nous désignerons dans tous
les cas le dernier terme de (7) par C(F).

Le premier membre de (7)estla fonction T (R, F) de R. Nevanlinna.
Comme m(R, F) n’est pas négatif, N(R, F) estau plus égal a T(R, F),
et 'on a, pour r <R et F(o) fini,

n(r, 1/F)logR/r<T(R, F).
Les a; étant positifs, on a (2)

n n . 9 n - )
log-"(z a,-)§2 log*a;+ logn; log+<[[ a,-)-gz log+a;,
v 7/ 1 1

1

(') Cette séparation des éléments positifs et négatifs de la formule de Jensen
semble avoir été faite d’abord par P. Fatou (Bull. Sc. math., 2¢ série, 45, 1921).

(*) Yoir le livre de R. NevanLixna dans la Collection Borel. Ce livre sera
désigné par (Na).
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d’ou il suil, que, pour Z fini,
fm(r. Fy—mr, F—17Z)|<log*+! Z|+ log2,
donc
(8)  |T[r \J(F—7)|—T(r. F)+ C(F —Z)|<log+|Z | + loga.

~ En supposant F(o) fini. on peut [H. Cartan, b] écrire la formule de
Jensen
N(r; e —N(r; =)= ;[: / ) log | F(refs) — e do —log | Fo)y—e"|.

v

multiplier par ,L_ df et intégrer de o a 2m. En intervertissant ordre
des intégrations dans la premiére intégrale du second membre et en
utilisant la formule de Jensen dans le résultat et dans la seconde
intégrale, on trouve

Tor Fr= [

Si F(0) estinfini, on voit que log | F(0) | doit étre remplacé par G(F).
D’aprés la définition de N, U'intégrale du second membre est égale a

27

\(r; ey db +log+| F(o)].

" Rz . e .
f (. F)(—i, (2. F)=/ n(.z',F--—e"’)dO.
[ o [}

Ceci montre que T(r, F) est une fonction différentiable crois-
sante, r'T'(r, I) est non décroissante. donc I'(r, F) est une fonc-
tion convezxe de logr.[Na, Cartan, b]. On peut aussi montrer que
T(r, F) est une fonction analytique de r dans des intervalles adja-
cents [14, /: 6, b].

En procédant de méme en remplagant e par re®, on peut faire
une double intégration aprés avoir multiplié par ax da df/m (1 + £*)%.
ce qui montre, en tenant compte de (8), que la-différence entre la
fonction T (r, f) d'une fonction méromorphe et la moyenne appelée
z(r, G) dans l'introduction est hornée quel que soit le cercle € de la
spheére.

2. Théoréme de Nevanlinna sur la dérivée logarithmique. — En
faisant unc transformation conforme du cercle | 7| << R en lui-méme

R R2— 3, .
(9) Z=m’ '/,(S,Zu)-':(z : (Y)

— 3 R

(') 3, est le nombre imaginaire conjugué de 3,.
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et en appliquant la formule de Jensen a la transformée de F(z), on a

27 a 2
2. )i = _I_ o oY) AT
log | F(30)1 = 57 [ log | F(Ret) i gragr b e

p ) n
- + Dlog | 7.(5a, bx) | — X108 720 @)
1 ! '

les @; ¢tant les zéros et les b, les poles de F(3). 5y=r,e®, ry<<R.

Cette égalité, appelée par R. Nevanlinna, formule de Poisson-Jensen
g » 8pp P ) )

est relative aux fonctions harmoniques, on en déduit 'égalité de R.

Nevanlinna en observant que le second facteur dans I'intégrale est la

: q . . g
partie réelle du quotient de Ref® - 2, par Re’? — 5. ce qui donne en
mettant 5 au lieu de 3,

logl*‘(z):;%f“l g (ReiP)]:—P“—td’ :
0

+Elo 73 be) ‘Elogy_(z.n,-)+i(],

1

C éfant une constante. En dérivant (Na). on obtient

2m P
F(z) _f log F(Rei#)| —2Re% 4o

F(z) (Reio— 3
/) . n 2 N
+2 !bkl-—R-__ _Z la;l bn _
.- (58— b)) (R2—by3) . (2 —aj)(R*—a;3)

ce qui conduit a 'inégalité

F'(2)
F(z)

2%

<t=n 32'-f log | F(Reiz) || dp

+Z 17035001+ X 175, 'ami-‘

Comme | %(3, bx)| > 1, la formule de Jensen donne

) R .
m{7, 1z )] =log g —log ey

d’autre part, si F(0) = ¢, n’est ni nul ni infini, on a

|
I
Co

L ]1uo| F(Rew) | |dg = m(R, F)+m(R )<2T(R,F)+log
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donc

F’ 2R
m( )<log"'(R oE + log+2 T(R, F)+log+ log+

+N(R,F)—N(r, F)+'N(R’F)_N(}’ %>

+log[n(R, F)+ n(R,i‘,l—)+ 2] .

Les valeurs de la fonction n qui figurent dans le dernier terme sont
majorées au moyen de T(R/,F), R'> R, en supposant F(z) méro-
morphe pour |5|<R'. On utilise la convexité de N(r, F) en logr,
pour majorer les différences de la forme N(R,F) — N(7, F). En pre-

nant enfin

l"

r(R'—r)

2[T(R’, F)+log* ]_cl—|- +l] R +1
. 0

R—r=

’

et en metlant R a la place de R’ dans la formule finale, on arrive a
I'énoncé fondamental suivant *

Si F(3) est méromorphe pour | z |<Ret si co=F (o) n’est ni nul
‘niinfini, on a pour r <R

(10) m(r,%)<4log*T(R,F)+3log+ﬁ—l_—r+410g+R

.
+zlog+—r- + 4log+

log+

I+ 16.-
ol
3. Inégalité fondamentale pour T(r,F). — Si F(z) est méro-
morphe pour | 5| <R, '
F(o)=co#0,1,», ~F(0)=c %0, w, .

I'identité de Borel et Nevanlinna

donne, pour r<R,

’

m(r, F)<m (r, F‘E—_—[) +m (r, F‘L—T)—'— m (r, EF—)-l— log2 + N (r,%,)

+N r,-l— —N{(r,= )+log
F—1 F
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et a fortiori

’

T(r, FySam (r, s )+ m (r, ) = N(rs0) = N(ri 1)

+ N(r;=)+log -

co(Co—1) ' -1
__—_1 .

En tenant compte de (10), il s’ensuit que, si 7 << R'<<R,
T(r,F)<N(r;o)+N(r;1)+ N(rjo)+12logrT(R, F) +glog* R_:—Lr

+12log*R' + 6 log""i‘ + 57 +log

-—I-l +log|eo(co—1)|
Cy

+ 8log+ | log+

o

]0g+ ._I_ |,

[eol

1
———1| + 4log+
co—1 ’ ' 4log

et, comme la somme des trois derniers termes reste inférieure a
8 + 2log™| co|, on peut écrire

(11) T(r,'F)<1210g+T(R’,F)+9]ogﬁT§—;+,H,
ou
H = N(R;o0) + N(R;1)+ N(R; ao)+12]6g'*;R+l5log*"-:-{

1
[ea]

~+ 81+ 2log+ | ey | + log+ ’

pourvu que §R§1‘<R'< R. On élimine la fonction T dans le

second membre de (11) en utilisant les propriétés des fonctions crois-
santes découvertes par E. Borel. D’aprés une remarque de Landau,
(11) entraine ’

- T(r, F) <12¢/T(R,F)+glog

R
R—r +H,

et, en procédant par I'absurde et itérant, on voit que, si r <R,

T(r,F)<5H+14]ogREr._

On peut simplifier H en supposant d’abord R =1, puis'en appliquant
le résultat a T(r, F) = T(;—‘, F(zR)). On arrive ainsi au théeréme
qui servira de point de départ a notre étude :
L SiF(s)est méromorphe‘pour 15| <R,
F(o)#o0,1,%  F(0) o0,
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on a pourr<<R
(12) T(r, F)<5[N{R;0)+ N(R; 1)+ N(R; )]+ 405 +rolog+| F(o) |

1 R
+5]0g’fm +I4logR——l'.

Si F(z) ne prend pas les valeurs o, 1, o dans le cercle | 3|<R, le
premier terme du second membre disparait, T(r, F') peut étre rem-
placé par m(r.F)et, en appelant M(r, F)le maximum de | F(re®)|,
Pinégalité de Jensen-Poisson donne,

(13) logM(kr, F) <

-m(r, F) (o< k<1).

1+ k
1—k

Comme ]
log M(&r, F) > log[Ar [ F'(0)1],
la formule (12) dans laquelle on prend R = %_, donne

k41
1— Ak

log | Akr F'(0) < [_/;05 +10log* | F(0)|

k 1
+510g—‘_m +I410gl—-k] .
En prenant, par exemple, &= %; cette inégalité fournit le théoréme

classique de Landau sous la forme suivante :

Si F(s)=c,+¢15+... est holomorphe autour de ! ’origine\,
cette fonction cesse d’étre holomorphe ou bien prend la valeur o
ou la valeur 1 dans le cercle de rayon

1
—_— | 30
A |01|[I+'c°” y

A est une constante numérique.

4. Théoréme de Boutroux-Cartan sur le minimum du module d’un
polynome. — Dans les recherches sur les fonctions entiéfes, on a’
fréquemment besoin de connaitre une borne inférieure du module d’un

n

polynome canonique P(5) = I I (2 — 3,) dont le degré n est connu,
1

mais dont la position des zéros est inconnue, lofsqu’on supprime un
certain voisinage des zéros. Boutroux donna un premier résultat qui
fut complété par H. Cartan sous la forme suivante :
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e étant la base des logarithmes, H un nombre positif arbitraire,
on a
P> (3)"
pourvu que Uon supprime du plan n cercles au plus dont la somme

des rayons est au plus 2 H.

Etant donnée U'importance de ce théoréme pour la suite. nous
reproduisons sa démonstration [voir Cartan (a)]. Considérons
le plus grand entier 2, qui est tel qu’il existe un cercle C,

nH . . vy
de rayon —;T conlenant exactement 4, points z,. (1, existe, cars'iln’y
avait pas de cercle Gy pour 4, = n, puis 2 —1, ..., puis &, == 2. les
. H . . .
cercles de centres z, et rayon -, contiendraient chacun un seul point z,.
Supposons, en effet, le contraire; un de ces cercles contiendrait
. . H : .
¢ points, le cercle concentrique de rayon ¢ — en conliendrait ¢'> ¢,
1 1 'l le rayon ¢/ 1 iendrait ¢" > ¢'
e cercle concentr lque de rayon ¢ ” en contiendrait ¢ > ¢, etc., ce

qui conduirail a une contradiction). Les points contenus dans C,
étant appelés points de rang 4y, considérons uniquement les autres
points, il existera un plus grand entier 7, ¢videmment au plus égal

N H N .
a Ay et un cercle correspondant C, de rayon A, -, contenant 7, points

qu'on appellera points de rang h,. Prenant ensuite les points qui ne
sont ni de rang A, ni de rang )y, on définira les pornts de rang i,
2,<%,. ete. On a vu ce qui se passe si I'on arrive aux points de
.rang 1. La somme des rayons des cercles C,, C.. . .., C, obtenus est

H . . S
— (A~ ha4...4 %p) = H.
no Mt p) =1

D’aprés la définition du rang, tout cercle S de rayon A —0u } est

un entier inférieur ou égal a n, contient au moins un point de
rang 22 s'il contient au moins 1 points. Par suite, si I'on marque.les
cercles I'y, T,, .... Fp concentriques respeclivemeut' aux C,,
Cs, ..., G, et de rayons respectivement doubles, et si s est pris &

s . ; H
Iextériear des cereles T, un cercle S de centre 5 et de rayon A — con-

tient au plus'd — 1 points. Car. }; ¢tant le rang d’un point 3, intérieur
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a S et a; le centre du cercle C; correspondant, on a

H : . H H
2)\,~;§|z—-a~;1</\,-7l-+)‘;,

donc 2;<< ). Si 'on range les 3, dans l'ordre des distances croissantes
J g

s . L s . . H
a z, la distance & 5 du ¢*™ point est au moins g etlona

. H\~”»
18 iz(%) n2(2)"

ce qui démontre le théoréme puisque la somme des rayons des I'
-~ estaH.

5. Théoréme fondamental sur la distribution des valeurs d’une
fonction méromorphe dans un cercle. — (Voir [14, a]; [T, a, b];
[14, ]. Nous supposons que la fonction F(s) est méromorphe
pour [5| <1 et ne prend que n fois au plus dans ce cercle les
valeurs o, 1, c. Nous nous proposons d’obtenir une horne du nombre

des zéros de F(5) — x lorsque z est arbitraire et | 5| <<r <1. I1'est
loisible de supposer I'Z%el de prendre pour < ; la borne obtenue
pour_é- -

Appelons a; les zéros, b; les péles de F(z) et c, les zéros de

F(z) — 1 situés dans le cercle | z| < 1. D’aprés le théoréme de Cartan

les produits
50— ajl, mjz,—bs], O|z—eyl,

formés avec ces zéros, poles et uns sont supérieurs a (2eh)™" pourvu

que 3, soit extérieur a 3n cercles y au plus dont la somme des.
3 1 —r . . . -

rayons est - Prenons - = ——; il existera une droite x =z, (on
h h 30 .

pose 5 = & +-£)*) qui ne coupe pas les cercles y et dont la distance a

I1—r . .
—- Prenons 3,=z,, il existera
9

U'origine est inférieure a 7 donc a

une circonférence I' : |5 — 5,| =&, qui ne coupe pas les cercles v,
qui contient | 5| = et dont la plus courte distance a cette circonfé-
I—r

5 .
Il est loisible de supposer |F (5,)[<1; dans le cas contraire on

rence et a | 3| =1 est au moins égale a

opérerait sur'ﬁ- Si|F'(50)|< 1, nous faisons décrire-a 5 lc segment
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T =2y, > o intérieur a I : tant que | F'(z)| est inférieur a 1,
|F(5)| sera inférieur a 2. Si ceci a lieu jusqu’au point 3, situé sur T,
on décrit a partir de ce point, dans les deux sens, la circonférence I':
tant que | F'(5)| <1, on a encore |F(3)| << 2 -+ x. On a ainsi deux
cas a envisager :

Premier cas. — Sur tout I', on a |F(z)| << 2+, donc

[F(z)—Z|<2+=m+|Z}

et
T[a,F(zo+z)~Z]<log(2+r+lZ|)+logH T " log
<log(6+[Zl)+nlog(4lhe),
donc
6 Z
nfa—+4,F(z,—3)—Z]< —J?—[/Llov(éeh) -+ log TT:_I'L(}%}/T] -

log:

a—

I s’ensuit que, dans | 5| < r, le nombre des zéros de F(z) — Z est au

plus égal a
5 (nlmr 340 +3+K>,

pourvu que i
, log|Z —F(z0)] > —K.

Deuzieme cas. — 1l existe un point z, sur T ou a son intérieur,
extérieur aux cercles y, en lequel [F(s,){<<6 et [F/(z,)]|21. La
transformation conforme

L= —>  F(z)=G(),

qui conserve le cercle unité, remplace le cercle | z| = r par une cir-
conférence dont la plus courte distance au cercle unité est au
moins — (1 — r) On peut appliquer Uinégalité (12) a G(C) en y
1o N
(t—r)
T2

remplacant r par 1 — ————eteny faisant tendre R vers 1. On a

logt | G(o) <2, |6(0)| = F(s)i(1—|2/t) > F(1—r),

puis

—biz, ,
N(R, G)<Elog = L= bis <210“———-————zﬁ<nlog(4eh)'

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 89, 2
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el les inégalités analogues pour N(R. é) et N(R, (‘(_;ltl_)) On
obtient ainsi

T‘(I— %}(,_,-)z_ G)<15nlog(4eh)+500+3ologl——_l—7_-
Il s’ensuit que le nombre des zéros de G(¢) — Z pour
I Cd
L <i— Za—ry.

et a fortiori le nombre des zéros de F(:) —Z pour |5/ <<r est au
plus égal a

20 . 340 L1 o I1+1Z| ]
(]—_-7)—,[1511]0{,1_'_-0—301051__’_+5oo+lo,, Z=F (=]

En groupant les résultats obtenus dans les deux cas, on obtient
I’énoncé suivant : '
L. Sou F(z) une fonction méromorphe pour |z|<<1, qui ne

prend pas plus de n fois dans ce cercle les valeurs o, 1, . Dans le
cercle | 5| <r.r <1, F(z2) prend au plus

L , , 4 ' I
(14) = (‘\1:+B)Iogl_’+Clog(—[]
Jois toute valeur L arbitraire, d désignant la distance sphérigue

de 1 & une valeur Z(r). A', B', C' sont des constantes numériques
positives ().

On passe de cet énoncé aun 1llé01‘él{le général relatif a une fonc-
tion F(z) méromorphe pour | 2| <1 et ne prenant pas plus de » fois
trois valeurs distinctes a. b, ¢, en appliquant II a la fonction
(15) O(z)= !1;—2-3—:.% :‘_‘:*(I:

L'expression (14) fournira une borne du nombre des racines de
®(z) —7' dans le cercle |5| <7, si I'on suppose que la distance
sphérique de Z’ a un point Z'(r) est supérieure a d. Désignons
par |Z, Z'| la distance sphérique des paints representatifs de Z et 7.
Silon suppose |a, b >3, [b.c|>4d. |c.a| >3, el st le point repré-
sentatif de Z' décrit un cercle de rayon d. le point représentant le

(') M. Milloux a obtenu récemment une formule plus précise (C. R. drad. Sc.,
t 202, 1936, p. 1480)
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nombre Z défini par .
Z—ab—c

Z=Z—b a—¢’

décrit un cercle dont le rayon est au plus égal a 5000 aii On arrive
ainsi & I'énoncé général :

I, 8¢ F(z) est méromorphe pour |z| <R et prend n fois au
plus dans ce cercle trois valeurs a, b, ¢ telles que |a,b|> 4,
|b.c|>d.|¢c,a|>3, dans le cercle |z| < kR, k <1, F(z) prend
au plus

I 2 1’ 1
(16) (IT]\—):[(AIL-I—B)]OgI_A-FClOgg+D10g—l-fm-)—l—]

Sois toute valeur Z. Z(h) est un nombre dépendant de r (et deF).
A, B, C. D sont des constantes numériques positives.

On sait que la méthode des familles normales de P. Montel fournit
également, dans les conditions de ’'énoncé, une borne du nombre des
zéros de F(3)—Z, mais la forme de la borne n'est pas connue
cxplicitement. La propriété de la borne donnée 1ci, qui jouera un réle
essentiel dans la suite, est d’étre une fonction linéaire de n. Le cas
des polynomes montre d'ailleurs qu’on ne peut pas avoir une limite
dont le rapport a n tendiait vers zéro lorsque n croit indé¢finiment.

6. Extensions du théoréme de Schottky. Cas des fonctions holo-
morphes. — La méthode précédente a fourni une borne de la fone-
tion T dans le cas ou I'on avait | F(z,)| <<1.Si F(z)est holomorphe,
I'inégalité (13) permet d’en déduire une borne de |F(z)|; le passage
de la borne de T a celle de F se faisant dans les mémes conditions
que le passage de la borne de T a celle de n (sauf que la valeur
|F(2,) —Z| n’intervient plus ici). Pour remplacer I'hypothése spr
| F (%) | par une autre ne faisant pas intervenir le point indéterminé z,,
mais suffisant pour P'application de la méthode d’exclusion du voisi-
nage des zéros et des uns, il importe de remarquer que, dans I'emploi
du théoréme de¢ Cartan, il est loisible de supposer les cercles d’exclu-
sion extérieurs les uns aux autres (puisque deux cercles sécants ou
tangents peuvent étre remplacés par un seul sans augmenter la sommme
des rayons).

Supposons alors que F'(z). holomorphe pour | 2| < 1, prenne au plus
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n fois dans ce cercle les valeurs o et 1 et que dansle cercle | 3| <z <1,
I'inégalité

(17) IF(z)i <M<

soit réalisée en des points qui ne puissent pas étre enfermés dans 27n
circonférences dont la somme des rayons est inférieure a d(d < 7).
Si I'on marque les cercles ¥ d’exclusion relatifs aux zéros et uns
de F(s), extérieurs les uns aux augres, en nombre au plus égal a 2n,

2 . . .
et dont la somme des rayons est <<d. il existera un point =z,

| 50| << 7, extérieur aux v,'en lequel (17) sera vérifiée. r étant pris tel
que T < r <1, il existe une circonférence | s | = a, avec

I‘+%(I—I‘)<a<l—-—lg(l—7'),

1—r
12
rence que nous appellerons encore T, remplacera la circonférence de
méme nom du numéro précédent. En joignant 5, au pomt le plus
proche de T', puis en remplacant chaque portion QQ’ de ce segment
qui appartient a un cercle y par 'un des arcs de la circonférence de
ce cercle joignant Q a Q’, on obtient un chemin S de longueur

I . .
ne coupanl pas les cercles y, pourvu que 7 < + Cette circonfé-

moindre que r -+ 47&: << 3 joignant 5, & un point =, de I'. On applique
alors la méthode de cheminement en allant de =y a 5, puis & partir

de z, dans les deux sens sur T, tant que |F'(5)|<C1. Dans le
cas ol 3, est atteint, puis I parcouru entiérement, on a sur tout T

log | F(z)| <log[M + 3].

Dans le cas ou I'on est arrété en un point 5, on fait la transfor-
mation conforme du numéro précédent, et de la borne obtenue
pour T[l — -112‘(1 —r)? G] on déduit au moyen de (13) une borne
de [G(%)| pour [g]|<<1— -:5-(1—— r)? et par suite de | F ()| pour|s|<<r.
On obtient ainsi le théoréme suivant, qui, pour n = o [et par suite

d arbitrairement petit. c’esl-a-dire (17) vérifiée en un pomt], se
réduit au théoréme de Schottky :

IV. SiF(z) est holomorphe pour|z| <1, prend n fois au plus
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dans ce cercle les valeurs o et 1, et vérifie (17) en des points du
cercle | 3| <<t <1 quine peuvent pas étre enfermés dans 2 n cercles
dont la somme des rayons est inférieure & d (d<<t), on a,
pour |z|Srett<<r<i,

2
I—r

' l ’ 2 U ’
log)F(z),<m[anlogm+Blog +Tlog+M],
a'y B!y ¥’ sont des constantes numériques positives.

Comme plus haut, on passe de 1a al’énoncé général relatif aux fonc-
tions holomorphes :

V. 8iF(z) est holomorvhe pour |5 <1, prend au plus n fois
dans ce cercle deux valeurs L et L' telles que

|Z|<P, |ZI<P, |Z—LI>g (P>,
. et vérifie (17) en des points du cercle | 2| <7 qui ne peuvent pas

étre enfermés dans 2n cercles dont la somme des rayons est infé-
rieure a d <t,on a pour |s|Srett<<r<r,

1 2° 2
log|F(3)|< (I_—"—)-E[anlogd(l——-_’_) +{3logl_'_+ {log(P+M)],

a, B, 1 sont des constantes numériques positives.

Cette proposition renferme celles énoncées par H. Milloux (b, d)
et G. Valiron (m, r) puisque la condition relative a (17) a lieu
lorsque (17) vaut dans un cercle, ou sur un segment, ou en moyenne sur
un segment. V s’applique aussi dés que (17) est vérifiée en 2 n—1 points;
mais la théorie des familles quasi normales de Montel fournit une
borne. non explicitée, dés que (17) a lieu en n 1 points seulement.
Nous verrons que l'on peut déduire ce résultat de la méthode
actuelle.

7. Extensions du théoréme de Schottky. Cas des fonctions méro-
morphes. — Si F(z) est méromorphe pour | 5| <1, prend # fois au
plus les valeurs o, 1, aet satisfait a (17) en des points qui ne peuvent
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borne pour log | F(z)| sur I (et la borne vaut encore dans les cercles

exclus ne contenant pas de poles), dans la seconde alternative on
1

trouve une borne pour T|1— T (r—r)?, G|- Dans les deux cas,

les b; élant toujours les poles de F(5), si 'on pose

H(z)= r(z)lI 1——zbk

[H(s)| est inférieur a |F(s5)| pour | 5| <1, la borne trouvée dans la
premiére alternalive vaut encore pour |H(z)|; dans ld seconde,
K (¢) =H(<) a aussi son module moindre que | G(¢)| et n’a plus de
poles, T(R, k) est inférieur a T(R, G). On a donc dans les deux cas
une borne de |H(3)| analogue a celle trouvée dans le cas des fonc-
tons holomorphes, les coefficients étant seulement augmentés. Enfin,

comme
2
IP(E)!<[H(Z)IHT;:‘_[,_”’

le théoréme de Cartan fournit une borne de | F(z)|a l'extérieur de
n cercles d’exclusion au plus contenant les poles. En faisant la méme
transformation que plus haut, on arrive a cette proposition :

VI. Si F(z)est méromorphe pour |z| <1, ne prend pas plus de
n fois dans ce cercle les valeurs L, I/, o telles que

1ZI<P, |Z\<P, Z—Z|>5 (P>,

et vérifie (17) en des points de | 5| <<t <1 qui ne peuvent pas étre
enfermés dans 3n cercles dont la somme des rayons est inférieure
ad<<zt.onapour|s|Srett<<r<i,

IF( )‘<-———)'[a|n]0g;l(+_r)-

+ B‘logljr + Y1 loé(P—!—M)]-&- nlog-&,

sauf au plus dans n cercles, indépendants de r, dont la somme
des rayons est au plus égale a H > o arbitraire. a,, B, 1, sont des
constantes numeriques positives.

On en tire ce corollaire :

VII. SiF(z) est holomorphe pour |3| <1, et ne prend que
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n fois au plus dans ce cercle les valeurs o et 1, et si1F(3)| <een

n + 1 points du cercle | 2| <t <1, on a |F(3)| < pour |@|<7,

g étant un nombre compris entre o et 1 et dépendant de =, < et n,
Uinégalité ayant lieu dés que ¢ est assez petit.

Car, dans le cas contraire. chaque circonférence | 5| = consl. deda

couronne 7' <|3| < ; (v'41) conuendrait un point en lequel
IT"(!:’:TT <. %a et en appliquant VI, on arriverait a une contradiction
pourvu que ¢ soil convenablement choisi et ¢ assez petit.

On a un résultat analogue, mais avec n cercles d’exclusion, si
¥ (z)estméromorphe et nc prend pas plus de 7 fois les valeur~o, 1, =,
la condition relative & (17) restant la méme. Ces proposttions sur la
convergence vers les valeurs remarquables conduisent alors, par le
méme raisonnement par I'absurde, au théoreme de la théorie des
familles quasi normales rappelé 4 la fin du n® 6 : on a encore un
résultat de la forme VI lorsque (17) est réalisée en n—+1 poimnts
sculement.

La proposition VI s'étend, sous une forme nécessairement moins
précise, au cas général o les trois valeurs prises 7 fors au plus sont
quelconques. H. Millous a donné une proposition que nous complé-
terons [voir 7, d]. Toul d’abord. en faisant la transformation (15),
en appliquant (12) a ®(z), puis en revenant a F(), on voit que I
s'exprime ausst comme suit :

VIII. St F(z) est méromorphe pour |z <R, si «. b, ¢ sont

donnés tels que |a, b| >a, |b, c| > 38, |c. al >3, si F'(0) est fini)
on a

T(r, F)< @ E N(R, z) + 9’ 2 [10,, W‘)—)——+log+[.1|]

xr=a,b,,

R
o !
[log IF( TR + log L — +]og+ F(o)| + log+ ]

a

+Qu]og(‘0:b b

c— a

On peut aussi supprimer le terme de coefficient Q" en étendant la
seconde somme & c. 2, Q', Q', Q" sont des constantes numériques
positives. ’
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Supposons alors que F(z) méromorphe pour | 3| <<1 ne prenne
que n fois au plus trois valeurs a, b, ¢ satisfaisant aux conditions
de VIII, et que, pour | 5| <<t <1, (17)soit vérifide en des points qui
ne puissent pas étre enfermés dans 37 cercles dont la somme des

rayons est d. On peut supposer & trés petit. Si K:M-{-%et

si |¢] > K2, on chemine a lextérieur des cercles d’exclusion relatifs
" aux zéros de F(z5)—=z, z=a, b, ¢. Si l'on a pas constamment
|F(3)| < 4K2 il y a un point en lequel

|F'(3)! >1 et 2K2 <[ F(2)] < 4K>,

c’est a partir de ce point que 'on fait la transformation conforme,
on applique ensuite VIII qui borne le” nombre des péles et on
acheve comme dans la démonstration de VI. Si I'on a toujours
|F(2)|<4K" a Pextérieur des cercles d’exclusion, on a trouvé une
borne dans cc domaime extérieur. Lorsque |c|<K2, on prend le
théoréme VIII sous sa seconde forme et I'on procéde de méme; c'est
ici [G(o)| qui sera trés grand vis-a-vis de @, b et au moins égal
a 2K222]c|, tandis que, dans le premier cas, ¢ étant trés grand par
rapport i @ et b, G(0) — ¢ n’intervenait pas. -
Le résultat peut se mettre sous la forme suivante :

IX. Si F(z) est méromorphe pour|z| <1, et prend n fois au plus
dans ce cercle trois valeurs a. b, ¢ dont les distances sphériques
mutuelles sont au moins 8, et si (17) est vérifiée en des points
de | :| <t<{1 qui ne peuvent pas étre enfermés dans 3n cercles
dontlasomme des rayons est auplusd<<z,onapour|z |ISryr<<r<i,

’

1 .
I—r

-+ ylog#(M -+ %)] (log -‘27[-),

sauf au plus dans des cercles dont la somme des rayons est H au
Plus et le nombre inférieur au coefficient de log% dans linéga-

lité précédente. «, B, v sont des constantes numériques positives.

1 I o
IOg] F.(o) ! < (I—_;T:[lnlogm -+ lJlOg

8. Extensions des résultats relatifs aux zéros de F(s)— 2. —En
employant une méthode analogue &' celle du n° 5, mais en évitant de



DIRECTIONS DE BOREL DES FONCTIONS MEROMORPHES. 21
faire la représentation conforme ramenant le point 3, a 'origine, et
en opérant sur la fonction

F(z)—P(3) R(3)—Q(3)
F(z)—Q(z) R(3)—P (3)’

ou P(z), Q(s), 1(z) sont des fonctions de 5 qui, en moyenne ne
sont ni trop grandes ni trop voisines les unes des autres dans le
cercle | 2| <1, A. Rauch [«] a obtenu le théoréme suivant :

X. Soient F(z), P(z), Q(3), R(z) des fonctions méromorphes

. s e e G
dans un cercle | 3| < 1. d et & des nombres donnés inférieurs o 3’

n le nombre total des points en lesquels F(3) est égal a Uune des
Jonctions P, Q, R et p le nombre total des zéros et des poles des
SJonctions P, Q, R, P —Q, Q — R, R — P dans ce cercle. Si l'on

a dans ce cercle

1 (. I I I I
S Srosr (1P1+ 101+ P—qr T TQ=®R] " IR——PJ)""<'°32’

le nombre des racines de F(z) — x dans le cercle | 3] < 2% est
au plus égal &

; M +}mp+)\3k)gé+)\$log-§ -+ As,

sauf au plus pour des x représentés sur la sphére a Uintérieur

d’un cercle de rayon d. Ay, Ay, Ay, Ay, As sont des constantes numé-
riques.

On doit pouvoir donner a cet énoncé une forme analogue a celle
de III et généraliser aussi dans une certaine mesure dans cet ordre

d’idées le théoréme de Schottky.

& CHAPITRE 1.

CERCLES DE REMPLISSAGE ET DIRECTIONS DE BOREL EN GENERAL.

9. Procédé dinvestigation. — Supposons qu’une fonction F ( 2) soit
méromorphe dans un domaine borné D et désignons par D’ un domaine
complétement intérieur & D. Couvrons D’ au moyen de p cercles
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b
C,(y=1,2,..., p)tels qu'il existe des cercles T, (j =1, 2, ..., p)
ntérieurs a D,. T, élant concentrique a C, et de rayon égal a & fois
celui de C,, A étant donné supérieur a 1. Considérons le nombre des
zéros de F(:) —z (ou le nombre des poles si z = ) appartenant
aT,; pour les divers . ce nombre a un minimum »), minimum atteint
pour une valeur &, au moins. Supprimons sur la sphére le voisinage
de 2 par un cercle de rayon ¢ <<1. Pour les points restants on a un
nouveau minimum 7/ el un point correspondant z, dont on sup-
prime le voisinage sphérique par un cercle de méme rayon é. Soit n,
le minimum du nombre des zéros de F(z)--z pour les points
n’appartenant pas a ces deux cercles, il est atteint en z,. On peut
appliquer le théoreme Il & z,, 2/, ] dont les distances sphériques
mutuelles sont au moins 8. Dans C,, F(z) prendra au plus

A(A)[n,+log%+]og*ai] (8,=1Z, Z,}),
/

toute valeur Z, Z, élant un certain point. En ajoutant ces nombres,
on obtient une borne

A(l.)[.‘:n,+p|og§ +2Iog+-él-l-]

du nombre des zéros de F(s) — & dans D'. Le dernier terme du
crochet era calculé dans bien des cas en supposant simplement Z
représenté a 'extérieur de p cercles de méme rayon. Dans d’autres
cas on remplacera ce terme par plog %, ® étant une cerlaine constante,

et 'on supposera Z extérieur a p cercles dont la somme des rayons
est i [14. ¢]. Alors :

\l. 81 dans D', F(z) prend plus de Q fois des valeurs dont les
points représentatifs ne peuvent pas étre enfermés dans des cercles
dont la somme des rayons est h, on a

‘ 2 I
Zn,>BQ—plog§; (B:X(T).

En particulier, il existe un cercle T, dans lequel F(z) prend au
moins

Q 2%
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Jois toute valeur saufau plus celles représentées dans deux cercles
de rayon o.

On applique ce résultat soit en choisissant des cercles de recouvre-
ment sensiblement égaux avec p maximum, on obtiendra les cercles
de remplissage de rayon minimum fournis par la méthode, soit en
prenant p assez pelit pour que (18) reste de I'ordre de Q, on obtiendra
un cercle de remplissage d’ordre maximum.

10. Rayon minimum des cercles de remplissage. Cercles de
remplissage d’ordre p. —- Si f(5) est une fonction méromorphe
d’ordre fini p, n(r, f— z) est inférieur a r#*° si petit que soit ¢
pourvu que r > r(g, ). On a ‘

N(R, ) <N(r; z)+ n(R,f———x)log%,
et moyennant un choix convenable de R, on voit que VIII donne
T(r. f)< Q[N(r; @)+ N(r, b)+N(r;c)]+O(looB> :

pourvu que |a, b |; |b,c|; |c.a]| soienl > d et rassez grand. D’aprés
les théorémes précis de R. Nevanlinna, on peut prendre pour € un
nombre supérieur a 1 d’aussi peu que l'oneut; mais on pourra aussi
se borner ici a la valeur grossiére 5 résultant des calculs faits. On tire
de la une borne inférieure du nombre des zéros de f(<:)-- .z dans
une couronne r<<|z|<CR pour tous les z représentes a l'extérieur
de deux petits cercles, et Al s’applique. Le ré-ultat obtenu peut
s'exprimer sous cette forme [Milloux(b)] :

XII. S f(z) est une fonction méromorphe d’ordre fini ( positif
ou nul) la couronne r <|z| <R contwnt un point =, centre d’un
cercle de remplissage C, de rayon - Duns Gy, f(5) prend au

moins n, fois toute valeur sauf au plus des valeurs représentées
dans deux cercles de rayon e de la sphére. On a

_ K T(R, /)
n,= 7 (Iogt—?)”

K étant une constante numérique. On doit supposer q supérieur

(19)
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5 R
d une constante numérique, r assez grand et — asses grand pour que

T(R.f) > K T(VR7, f),
K' étant une constante numérique consenable.
Cet énoncé contient le suivant [ Valiron (¢)] :

XIII. Pour toute fonction méromorphe telle que

T L0 S) g,
1= (logr)’
il existe une suite infinie de cercles de remplissage C; :
|5 — 5, <<ny|5,|, tels que, dans C,, f(z) prend n; fois au moins
toutes les valeurs représentées & Uextérieur de deux cercles de
rayone;; €, ny, ,%, tendent vers zéro avec }

On rejoint ainsi un résultat obtenu par Ostrowski et Saxer (10) p'ar
la méthode des familles normales et quasi normales. Il faut remar-
quer que la méthode directe exposée ici ne donne plus rien lorsque

le rapport ;I;L'T,/),) tend vers zéro, tandis que la méthode des familles

normales conduit a cetle proposition valable pour toute fonction
méromorphe [14, c] :

E'tant donnée une suite de nombres R,, n=r1, 2, ..., telle que

R . . .
—ﬁ—'ﬂ tendevers Uinfini, & toute fonction f(z) méromorphe autour
n

du point a lUinfini correspond une suite infinie de couronnes
G(n, f), Roa<| 3| <Rpy telles que, dans C(n, f), f(5) prend
au moins une fois toute valeur sauf au plus celles qui sont repré-
sentées (sur la sphere) dans deux cercles dont le rayon tend
vers séro lorsque n croit indéfiniment.

Il n’a pas été fait jusqu’ici de recherches sur le rayon minimum
des cercles de remplissage des fonctions méromorphes d’ordre nul
générales. Pour les fonctions d’ordre fini positif p, des résultats assez
précis ont été donnés. Il est commode de les exprimer en introduisant
la notion d’ordre précisé introduite par 'auteur (Thése, 1914). C’est
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une fonction p(7) telle que, lorsque r croit indéfiniment,

(20) hmp(r)=0p. limp'(7)11logr = o,

(21) ﬁETS'(‘,;’;) =1 s U(r)=re0.

11 est clair que

(22) Iim% =p, Im %((’;’)) =k s k<a

Il existe des ordres précises monotones (au sens large). Pour définir
un ordre précisé. on peut prendre r, > 23, les r, de proche en'proche
tels que T'(7p, )= (1 +;§) T(rp_1, f), puis p(ry=o0(ry) si r<r,
tandis que pour r > ry, p(r) est le maximum des quantités
loeT(ry, f)
logr,

logT(ry, f)
logr,

+logyr — logs1, (rg21),
—logsr +logsry (rqsr). »

et d’une fonction constante par intervalles tendant vers p par valeurs
moindres que p.

Le théoréme XII peut alors s’appliquer en prenant pour R une

T(r, /)

0! est voisin de 1 :

valeur pour laquelle le rapport

X1\ . p(r) étant un ordre précisé de f(3) et U(r) la fonction
correspondante, il existe une suite infinie de cercles de remplis-
sage C,

S |
|3‘5/[<;"1 (ri=131),

f(z) prend n, fois au moins dans C, toute valeur sauf au plus

celles représentées dans deux cercles (de la sphére) de rayon e—.
On a

n, = q—K.T(r,,f) [T(r), £) > K U(m)],

K et K, sont des constantes ne dépendant que dep, q doit dépasser
une certaine valeur numérique.

On en déduit ces corollaires :

XV. Pourvu que K'H > 1, il existe des cercles de remplissaged’,
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d’équation

r,H
vVT(ry, /)
dans chacun desquels f(z) prend toute valeur sauf au plus celles

représentées dans deux cercles de rayon e *",K' ne dépend que
de p.

lza—3,|< y hmr,=x,

XVI. ¢ étant donné arbitrairement petit, il existe des ceréles de
remplissage C,:1z— z,| <<er,, f(z) prenant dansC,(j =1, 2, ...)
n, fois au moins toute valeur sauf celles représentées dans deux
cercles de rayon ¢, et U'on a

n,=K"2U(r))

D’aprés la propriété (20), ces cercles sont des cercles de remplis-
sage d’ordre p.

La proposition XV montre auss: qu’il existe des cercles de remplis-
sage de rayon arbitrairement petit des que

(23) HB—"LL) =,

1 =

puisqu’on peut alors choisir U(r) pour que — tende vers zéro. Par

U(r)
suite [Valiron (a, d)] :

St la fonction f(s) vérifie la condition (23) et si w et o' sont
deux nombres donnés dont le rapport est complexe, la famille de
fonctions f(z+ mo+ mw'). ok m et m' sont des entiers arbi-
traires, n'est pas partout normale.

La borne donnée dans XV pour le rayon des cercles de remplissage
est exacte a un facleur prés. on le voit en considérant les fonctions
elliptiques et les fonctions analogues, mais elle s’abaisse dans le cas
des fonctions entiéres (Valiron) et des fonctions méromorphes
admettant une valeur exceptionnelle de Borel [Milloux (4)] (voir n° 18).

11. Cas de l'ordre infini. — Pour les fonctions d’ordre infini,
H. Milloux | 5] a donné ce théoréme :

XVIL. 8¢ f(z) est méromorphe d’ordre infini, la couronne
r<<|z|<<R contient un point z, centre d’un cercle C, de
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l

3 . .
rayon 100 T’l dans lequel f(3) prend au moins n, fois toute

valeur sauf auw plus celles représentées dans deux cercles de

rayon e=. On a
2
1 T [R T TR— l)]

: -y
1800 ¢q N

n,= m
log;

et Uon doit'supposer que q et n, sont assez grands, que R est asses
grand. et que

2

T (ke R
T(“"m)””(n et > 25K 0

]05—-’

logh r

i

k étant un nombre pris entre 1 et ?— .

On peut en déduire des résultats analogues a ceux du n°® 10 en
majorant T(r, f) par une fonction a croissance normale au sens de’
Borel. !

Cette question a été traitée par k. L. Hiong [a, 0]. On peut
relrouver et compléter certains de ses résultats en utilisant la forme
donnée par R. Nevanlinna (Bull. Sc. math., 1931) au théoréme de
Borel. Soit y(¢) une fonction continue décroissante pour ¢2>1 telle

que.f,x(t)dt <. On peut définir 2 (z) continue, linéaire pour

ZnaSxlxu. n=1, 2, ..., par les conditions
zo=0, x1=x(1), I(x)=1,
Zn=@nog+ y[R(@0)] R(@n) = h(@nos) + 5 3,

ou 7 est donné positif. i () est définie, croissante et convexe dans
un certain intervalle o, X et croitindéfiniment lorsque z tend vers X.
En outre, elle vérifie la condition de croissance normale

’

h(z+ f[h(2)]) < h(z)+".

Désignons par A(y) la fonction inverse de )» = h(z) et soit, comme
plus haut, une suite de nombres r, définie par

T (rp, f)= (I + ;) T(rp—1, f)-
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Nous construisons V() en prenant
V(r)2logr si r>e; V(r)2r si rge;
et, pour chaque 7 assez grand, V(r) égal au maximum des nombres

logr .
. < p
Jogr,,logT(”"f) si rpSr,

Iz(l'—1p+l[logT(;p,f)]) st rp— NlogT(ry, fYISrSrp.

11 s’ensuit que, s¢ l'on pose

U(r) =reint = Vi),
p(r) est non décroissante et qu'a partir d’une valeur de r, on a

U(r+o[U(r)])<erU(r),

la fonction décroissante o(x) =y (logz) pouvant étre prise arbi-
trairement pourvu que
To(z)
f _.T— dzx < ™.

Nous supposerons encore que (z)y/z > 1. On aura
’ |

Toute fonction U(r) jouissant des propriétés précédentes pourra
étre employée a la place de celle qui vient d’étre construite.

On applique alors le théoréme VIII a f(z) en prenant r tel
que T(r, f)> %U(r) et R=r+ o[U(r)], de sorte que

T(R, f) < 2eU(7),

on en déduit une borne inférieure de N(R; x) sauf pour les = voisins
de deux valeurs : N(R; z) > const. U(r), et I'on peut continuer
comme si l'ordre étaitfini, grace a la circonstance que p(r)ne décroil
pas. On trouve n(R; f— x) > const. p(r) U(r) el en se servant du
théoréme X1, dans — <<|z| <R, on arrive a cel énoncé :

XVIIL. [l existe une suite de cercles C,,
]z—z,l<%’-, lim(r,=|5,|)==

et une constante positive H tels que f(z) prenne n, fois au moins
dans C, les valeurs représentées a Uextérieur de deux cerclss de
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rayon e~ avec
H
(24) n,= g;U("/).O("/)-

. logT .
On pourrait dans (24) remplacer U par T et p par o=y mais au

détriment de la précision puisqu’on ne saurait plus rien sur I'ordre
de grandeur de T dans les cercles C,.

Les énoncés XVII et XVIII présenlent I'inconvénient de faire
intervenir dans les cercles G, des points pour le module desquels la
valeur de T ou de U peut étre tres grande par rapport a sa valeur
en r,. On obtient avec K. L. Hiong une proposition assez précise

n’ayant plus ce défauten prenant — = o[(U)], les cercles C, ont alors
pour équation | 2 — 3, | << w(U,), et 'on a

n;=H{ow[U(r)] i°’;29(’1) Ul7r;+w(U))] [U;=U(r))],

valeur que l'on pourra comparer a la horne supérieure qué 'on
obtiendrait pour le nombre n[r—+ w(U), f— z] et aux résultats
explicites de K. L. Hiong.

On peut aussi donner une proposition moins précise mais entiére-
ment analogue & celles oblenues dans le cas de I'ordre fini lorsqu’on
se borne au degré d’approximation de Borel. Appelons [Hiong, a, b]
ordre de f(z) toute fonction-p(r) non décroissante telle que, si

)
Uon pose U0y 10,

U(r) vérifie la condition de Borel

logU(r') . I
,ll:n,]. logU(ry ~» "=7"™* logU(r)
et que
T Lo T(r, f) _
== loglU(r)

[U(r) existe d’aprés la construction faite plus haut, la démonstratipn
directe de I'existence d’une telle fonction se simplifie heaucoup car
on peut remplacer ici A(z) par une fonction élémentaire telle
que 2(1—2)7?]. On a alors le théoréme suivant [voir Hiong] (') :

1 . —r
(') Nous couvrons 1c1 le cercle | z| > R par des cercles de rayon Tog U(R) et

non pas de rayon comme fait Hlong].

R
logU(R)

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 89, 3
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XIN. Il existe une suite infinie de cercles C, : |z — 3z, <e,,
lime,=o, tels que f(z) prenne au moins n, fois dans G, toute
valeur sauf au plus des valeurs qui peuvent étre enfermées dans
deuz cercles de la sphere, de rayon e™™; on a

Ed

logn
hm ——2"1 _ —,
r==logU(r;+¢)

On voit par ailleurs que, pour tous les .z, sauf deux au plus,

— logn{(1. f—x) _
,h:ni logU(r) t

On dira que les cercles de I'énoncé XIX sont des cercles de remplis-
sage d'ordre p(r). '

12. Directions de Borel dans le cas de I'ordre infini. — A étant une
demi-droile ¢ = arg z = g, = const., nous désignons par rn(A,e, Z)
les modules des zéros (des poles si Z —= ) de f(z) — L situés dans
Pangle |9 —9,| <<e. D’aprés XIX, si f(z) est d’ordre infini, sip(r)
est un de ses ordres, si petits que soient les nombres positifs donnés ¢
. et n, la série

(25) 2{U[ra(d, , Z)]f—+0. logU = p(7)logs

diverge pour tous les Z sauf deux au plus ne dépendant que de 4,
pourvu que A soit direction limite des directions joignant l'origine
aux points 3,. On dira donc qu’une telle direction est une direc-
tion de Borel d’ordre p(r) Le théoréme XIX montre que :

XX. Une fonction méromorphe d’ordre infini p(r) posséde au
moins une direction de Borel d’ordre p(r).

A chaque 7, A, ¢, correspond un nombre k = k(4, ¢, Z),0< k<,
tel que la série

(26) 2{U[7'n(A: ) Z)‘Ig—k’ (kgo}

converge pour kK'>> k et diverge pour k'< k. Z et A restant fixes el ¢
tendant vers zéro, A (A, ¢, Z) tend vers une limite k(A, Z) au plus
égale a 1; la série (26) diverge pour k' << k (A, Z) lorsque ¢ est positf
arbitraire, elle converge pour A'> k(JA, Z) dés que ¢ est assez pelit.
On dira que k(A, Z)p(r) est lordre réel de f(:)—Z7 dans la
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direction A. En raisonnant sensiblement comme on le fera ci-dessous
. 1
pour 'ordre fini, on démontre que :

- XXI. L’ordre réel de f(3) — L dans une direction urbitraire A
a la méme valeur k(A)p(r) quel que soit L sauf au plus pour
des L dont les représentations sur la sphere forment un ensemble
de mesure linéaire nulle; pourles T exceptionnels la valeur de
k(A,Z)est supérieure a k(A) sauf au plus pour deux d’entre cuz.

k(A)p(r) est Uordre moyen réel dans la direction A.

Le méme genre de raisonnement conduit a cette extensign d’un
théoréme de Rauch (théoréme XXVII ci-apres) :

XXII. La condition nécessaire et suffisante pour qu’'une direc-
tion A soit direction de Borel d’ordre p(r) est qu'elle soit direc-
tion limite des directions joignant Uorigine auz centres de cercles
de remplissage d’ordre p(r) analogues & ceux du théoréme XIX.

13. Directions de Borel des fonctions d’ordre fini. Ordre réel
moyen dans une direction. — Considérons une fonction F(z) méro-
morphe a P'origine et dans un angle A, |9 — ¢, | << «, dont la bissec-
trice est A. Les notations étant les mémes que ci-dessus, supposons
que la série

(27) Zra(h e 2)0 (e<a)

converge pour une valeur ¢ positive finie et pour trois valeurs 7/, Z",
7" de Z. En procédant & un découpage de 1’angle A en quadrilatéres
limités par des droites ¢ = const. ey, des arcs de cercles | 5| = const.,
en leur circonscrivant des cercles et en marquant les cercles de
rayons doubles, enfin en appliquant le théoréme III avec a =17/,
b=17"', ¢=1", on voit que la série (27) converge encore pour
presque lous les Z en y remplagant ¢ par un nombre plus petit. On a
donc cette proposition [Valiron, 4] :

XXUIL. 8i F(3z) est méromorphe a U'origine et dans un angle
de bissectrice A et ouverture 2¢ et si (27) converge pour trois
valeuwrs distinctes de L, elle converge dans tout angle de bissec-
trice A et d’ouverture inférieure a 2¢ pour tous les L sauf au plus
pour des L formant sur la sphére un ensemble de mesure linéaire
nulle.
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Supposons maintenant que f(z ) soit une fonction méromorphe
d’ordre fini positif p. A chaque A, ¢, Z correspond un nombre fini
positif ou nul p(4, ¢, Z) tel que (27) converge pour ¢ >p(4, ¢, Z)et
diverge pour ¢ <<p(4, ¢, Z). p(4, ¢, L) est Pexposani de conver-
gence ou ordre réel des zéros de f(z) — L dans U’angle de bissec-
trice A et ouverture 2¢. La limite p(A, Z) de p(4, ¢, Z) lorsque ¢
tend vers zéro est l'ordre réel de f(z) —Z dans la direction A.
Comme conséquence de XXIII on voit que :

XXIV. Lordre réel de f(z)—1Z dans une direction A a la
méme valeur p(A) pour tous les L sauf au plus pour les Z appar-
tenant & un ensemble de mesure linéaire nulle (sur la sphére).
Pour les 7. exceptionnels on a p(A, Z) > p(A) sauf peut-étre pour
deuz valeurs 7.

Pour les L extérieurs a un ensemble de mesure linéaire nulle.
& chaquen positif correspond une ouverture &(n) pour laguelle (27).
converge si ¢ = p(A) +n.

p(A) est Pordre réel moyen dans la direction A. Le résnliat
oblenu ainsi pour la distribution des valeurs dans une direction atbi-
traire est le méme que dans le cas de 'ordre infini. L’énoncé fait
intervenir un ensemble exceptionnel de mesure nulle dont les pro-
prléles véritables sont encore trés mal connues.

D’aprés la seconde partie de I'énoncé, il existe au moins une direc-
tion A pour laquelle p(A) = p. Lorsque o(d) =p, il 0’y a plus que
deux valeurs exceptionnelles possibles, pour lesquelles p(A, Z) <p;
une telle direction est appelée direction de Borel. Par suite :

XXV. f(z) étant une fonction méromorphe d’ordre fini
positif p, il existe au moins une direction de Borel, c’est-a-dire
une direction A telle que, si petit que soit ¢, la série (27) diverge
pour ¢ < p et pour tous les L sauf deux au plus.

Les fonctions de la forme

n . " logn
Z(—z—Tl)aﬁ’ a, réels positifs, '31_11: Togan — 0,
ou les A, et p sont choisis pour que

O [Anl
alt
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converge, sonl des fonctions d’ordre p qui restent bornées dans tout
angle nc contenant pas P'axe réel positif; clles ne possédent qu’une
scule dircction de Borel. Le cas des fonctions entiéres scra cxaminé
au Chapitre I11. .

D’autre part, lc théoréme X1 conduit a celui-ci :

XXVI. Si f(3) est méromorphe & lorigine et dans un
angle |¢ — g, | < a et si la série (27) diverge pour des L qui ne
Jorment pas un ensemble de mesure linéaire nulle, il existe une
suite infinic de cercles Tj, |5 — 3| =0(3)), | %41 |>2]|%;|, dont
les centres sont dans Uangle |¢ — ¢, | << a et tels que, dans T},
F(s) — 7 s’annule au moins P; fois sauf si L est représenté dans
deuz cercles yj, y; de rayon o(1), la série

P;
27

On en déduit notammeat ce théoréme [Rauch, a] :

étant divergente.

XXVIL. Si A est une direction de Borel, il existe des cercles de

remplissage d’ordre p dont les centres sont aussi éloignés que l'on
veut sur A.

14. Compléments sur les fonctions d’ordre fini. — E. Borel avait
considéré deux classes de fonctions entiéres d’ordre fini; scs résultats
ont été complétés dans ce cas par I'autcur, puis, pour les fonctions
méromorphes par R. Nevanlinna. f(z) étant d’ordre fini positif p, on
dit que f(z) est de la classe convergente de cet ordre si

f T(r, fYr—eotdr
1
converge, dans le cas conlraire, f(2) est de la classe divergente de
Uordre p. Une direction dc.Borel, A, scra d’ordre p convergent si,
pour un certain ¢ positif, la séric

(28) E[ra(A, & Z)|P

converge quel que soit Z. Si f(3) ‘est de la clusse convergente,
toutes ses directions de Borel sont de la classe convergente. Si f(z)
cst de la classe divergente, il peut cxister des directions A pour
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lesquelles (28) converge pour un ¢ positif et presque pour tous les Z.,
pour les autres directions de Borel (28) diverge si petit que soil €
pour tous les Z sauf deux au plus, une telle direction est une direc-

tion de Boreld’ordre p divergent. Les résultats précédents montrent
que [ Valiron, c] :

XXVII. 8¢ f(3z) est de la classe divergente de Uordre p, il
. ‘ . . .
existe au moins une direction de Borel d’ordre p divergent.

En outre, il existe une suite de cercles de remplissage d’ordre p
divergent dont les centres sont sur A. (On comprend, sans qu’il faille
insister, ce que sont de Lels cercles. )

Ces propositions, comme celles du n® 13, sont basées sur la com-
paraison de la fonction T ou du nombre des zéros de f(z) —7Z
a . On peut également utiliser I'ordre précisé p(r) ou une fonction

qui, sans étre ordre précisé, jouisse des propriétés de cette fonction.
De XVI résulte que [14. 7] :

XXIX. Si f(z) est d’ordre précisé p(r) et si U(r) est la fonc-
tion définie par (21), il existe au moins une direction A, ¢ = g,,
telle que le nombre n(r, A, ¢, L) des zéros de f(3)—Z apparte-
nant au secteur | ¢ — o, | <<s, | z| < r, vérifie Uinégalité

— n(r, \, ¢ Z)

Nim =55y >

si petit que soit le nombre positif ¢ et pour tous les L sauf deux au
plus.

On peut dirc qu’une telle direction cst une direction de Borel
d’espéce maximum. Sur unc telle direction cxistent des points qui
sont centres de cercles de remplissage satisfaisant aux conditions
de XVI. , '

On peut généraliser la notion de classe convergente ou divergente
cn comparant T (7, ) 4 une fonction croissante V(r) telle que

lim rVir) _

Vo = P (Miss Collier),
r=ow

S (&) scra de la classe convergente ou divergente par rapport a V(r)
suivant que

S TN
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convergera ou divergera. Une dircction A sera direction de Borel
divergente par rapport a V(r) lorsque, si petit que soit e > o,

" I
2-' Vra(A, e 2)]

diverge pour lous les Z sauf deux au plus. La méthode précédente
fournit cet énoncé (5) :

XXX. Sif(3)est de la classe divergente par rapport & V(r),
il existe une direction A au moins qui est de la classe divergente
par rapport & V(r). Si A est une telle direction, il existe une suite
de cercles Ty, |z2— 2z,|<<o(z,) dont les centres sont sur A,
avec limz,=w, et tels que la série 2{V[ra(Z)]}" étendue aux
modules 1 (L) des zéros de f(z) — 7 situés dans les T, diverge
pour tous les Lsauf deux au plus.

En sc placant 4 un point de vuc un pen différent, on peut donner
cetle proposition [ Valiron, i] :

XXXI. Supposons que T(r, ) vérifie la condition de croissance
de Boutroux
fim 21 ( /)

e I

et que G(u) soit une fonction croissante dérivable telle que 1 'inté-
grale ' '
* du |
[ w€(u)

diverge. Dans ces eonditions, il existe au moins une direetion A
tal b d
pour laguelle la série

. I
2 Trm(Z)s]C{T|srm(Z)]}

ou s est arbitraire entre o et 1, étendue auz zéros de f(z) — 7

appartenant & un angle donné quelconque de bissectrice A,
diverge pour tous les L sauf deux au plus.

Supposons qu'une fonction méromorphe f(z) soil connue par. les
points ou elle prend une valeur donnée ct par d’autres propriétés.
Que peut-on dire sur ses directions de Borel? En se ramenant par
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représentation conforme an cas d’unc fonction méromorphe dans un
cercle, on démontre ceci :

X;XXII. Supposons que F(z) soit méromorphe dans un angle

. . T I
de bissectrice A et d’ouverture 20> >, ¢ > . Supposons que,
pour une valeur de Z, la série -

(29) E["H(Ay a” Z)]—G ("n> 1)

soit divergente pour un o, <<a. Alors (29) diverge pour tous
les Z sauf deux au plus si 2% <d<a, a>a, et il existe dans

Uangle d’ouverture 2« au moins une direction d’ordre o divergent.

Il s’ensuit notamment que, si pour un couple A, a, p(4, a) est
positif, il existe au moins une direction A’ faisant avkc A un angle au

plus égal a ———(——5 pour laquelle p(A") >p(4A, a).

15. Caractére d’une valeur dans une direction. Cas des fonctions
d’ordre nul. — Les fonctions d’ordre nul ne peuvent étre traitées
comme celles d’ordre fini que si la condition suffisante pour I'exis-
tence des cercles de remplissage (théoréme XI1II) est vérifiée. Mais il
est cn outre clair que V'ordre dans les cercles de remplissage ct dans
tout lc plan n’est plus le méme dés que Pordre cst défini d’une fagon
suffisamment précise. L’étude des dircctions de Borel peut étre faite
dircctement cn procédant comme au n° 13. Les résultats peuvent étre
présentés sous deux formes différentes, soit en faisant intervenir la
moyennc logarithmique du nombre des zéros, soiten faisant intervenir
dircctement cc nombre. Sous la premiére forme, on obtlient des
énoncés valables a la fois pour l'ordre fini positif ct pour 'ordre nul
[ Valiron, s].

Si 'on supposc que le quotient de T(r, f) par (logl) logs7r ne
reste pas borné, on peuat construire unc fonction U(r) telle que

. U(r) _ Ular) . .
rl_u(IOgr)llogu % U SK<®o si r>r
=T f) _
im0

Ce sera la fonction U(r) du n° 10 définic par (20) ct (21) dans le
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cas de I'ordre positif; sa construction cst aiséc dans le cas de 'ordre
nul [voir 14, s]. SiI'on posc

" dt — nN(r, A ¢, Z
N(r A, 5 2)= [ n(s A, )% 1(4 5 2)=Tim %,
1 =

Y(4, Z) =ll—lll-'\{(A, & Z),
€=0

on pcut appeler y(4A, Z) le caractére de 7 dans la direction
A[n(t, A, &, Z) a ¢4 défini dans I'énoncé XXIX]. On démontre que :

XXXIII. A étant donné, si le caractere de?!,Z", 1" est nul dans
cette direction, le caractére est nul dans cette direction A pour

tous les L sauf au plus ceux appartenant & un ensemble de
mesure nulle sur la sphére.

Il s’ensuit que, A étant donné, le caractére dans cctle dircction est
ou bien nul pour presque tous les Z ou bien positif pour tous les Z
sauf deux au plus. Dans le premicer cas la direclion sera dite de carac-
tere moyen nul, dans le sccond de caractére positif. En précisant
un peu XXXIII on montre que :

XXXIV. 1l existe toujours au moins une direction de caractére
positif.

Ces propositions s’étendent en partie au cas ou l'on’ suppose
seulement '

— T(r, f) _
(30) P, Tlogry =

’

. e\ . .
et restent aussi valables dans le cas des fonctions-entiéres ne vérifiant
pas (30), fonctions pour lesquelles on obtient cette forme précise :

Il existe au moins une direction dont le caractére est au rmoins 1.

Le passage de la nroyenne N a la fonction n se fait dans le cas de
I'ordre fini positif en utilisant les propriétés de I'ordre précisé, on
retombe sur XXIX. Dans le cas de 'ordre nul, il suffit de supposer
que U(7) jouit de propriétés permettant la dérivation. On peut

supposer que, en outre des propriélés déja données, U'(7) existe et
rU'(r)
U ©

est continue, que rU'(7) finit par ne pas décroitre et que st
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décroissant et tend vers zéro. Alors, quel que soit Z,

= n(r, f—1)
l!|=nelo I'Ulgl‘) §4’

et l’on a le théoréme suivant :

XXXV. Il existe au moins une direction A telle que, si petit que
soit le nombre positif ¢, on ait pour tous les L sauf deux au plus,

— n(r,A, ¢, Z)
m —Tm >

16. Généralisations. — Tout ce qui a été dit jusqu’ici s’applique
non seulement aux fonctions méromorphes, mais aussi a celles qui
sont méromorphes autour du point a U'infini, ¢’est-a-dire a ’extérieur
d’un cercle, la définition et les propriétés de T (r, f) s’étendant a peu
prés complétement a ces fonctions comme on le verra dans les travanx
de R. Nevanlinna.

Des généralisations moins immeédiates peuvent étre faites dans la
voie méme ou E. Borel étendit son théoréme. 1l s’agit de chercher
des propriétés communes des zéros de toutes les fonctions

f(3) + 5(2),

oti f(z) est donnée et oi g(z) est une autre fonction méromorphe.
Le cas ou g(z) est une fraction rationnelle arbitraire fut d’abord
examiné [14,a], puis celui ot f(5) étant d’ordre fini positif, g(z) est
une fonction arbitraire d’ordre inférieur 2 f(z) [ Biernacki (c)]. Grace
a son théoréme du n° 8, A. Rauch a obtenu des propositions précises
qu’il développa surtout dans le cas de I'ordre fini positif. Il donne
notamment la proposition suivante :

XXXVI. Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre fini ou
nul et soient P(z), Q(3), R(z) un systeme quelconque de trois
Jonctions méromorphes vérifiant les conditions

T(r, £)>C() TR /) > 12 Do R (I< k<),

logk
(31) T[(’H)R’?K?ILI:‘M)?’ [e = P(2), Q(=), R(2)],
Og—r-

#TRS) (y—P,0,R P—Q, Q—R, R—P).

Ry’
(‘°57>

(32) C(¥) >
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LC(g) a été défini au n° 1). Alors, il ewiste un cercle
|z —4|<a|d|, r<|z'|<R dans lequel le nombre des zéros
de f(3) —I(z). ou I(3) est 'une au moins des fonctions P(z),
Q(z), R(2), est supérieur a
(33) - ny = k2 T(R, /)

R\? ~
(108 7)

a est donné positif et suffisamment petit et k est une constante
positive indépendante de a; on doit supposer n, assez grand.

Il s’ensuit que s'il existe deux fonctions P ¢t Q vérifiant les condi-
tions (31), (32) et telles que, dans le cercle considéré le nombre des
zéros de f—P et f— Q soit moindre que (33), le nombre des zéros
dans ce cercle pour loutes les fonctions f — R, R véritiant (31), sera
au moins 7, pourvu que l'écart & l'origine de R, P, Q soit assez
grand [ condition (32)].

Une proposition voisine est donnée par Rauch (a) pour le cas de
l’prdre positif, fini ou infini.

En particulier le théoréme s’applique a l’ensemble des fonc-
tions f(z) —II(z) ou M(z) est d’ordre inférieur a f(z). On peut
généraliser dans ce sens la plupart des théorémes donnés ci-dessus.
Lorsqu’on introduit une suite infinie de cercles de remplissage, iln’y
a plus a tenir compte de I'écart a 'origine, écart qui sera toujours
suffisant pour Papplication de XXXVI dés que le cercle sera assez
éloigné, la condition relative a la croissance interviendra seule. En
particulier, on retrouve le théoréme de Biernacki (¢) :

XXXVIL. 8¢ f(z) est d’ordre fini positif p, il existe au moins
une direction A telle que, dans tout angle donné de bissectrice A,
la série

E[ra(1)]-e+a,
diverge si petit que soitn>wo, les r,(Il) étant les modules des zéros
de f(z)—1II(3) appartenant & cet angle et I(z) étant une
constante ou une fonction quelconque d’ordre inférieur & p et
différente de deux fonctions exceptionnelles possibles.

En outre, si f(z) est de la classe divergente, on peut prendre
n = o et supposer que II(z) est une fonction d’ordre moindre que p
ou d’ordre p et de la classe convergente [ Rauch (a)].

De plus, toute direction de Borel de f(5) (ou loute direction de
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Borel d’ordre p divergent) est une direction & laquelle XXXVII
(ou son complément) s’applique [ Rauch (a)].
Les théorémes XXIX et XXX s’étendent aussi au cas ou l'on

considére les zéros de f(z) — II(z), il n'y a que deux fonctions
exceptionnelles, y compris les constantes, si ’on suppose que T[(J—,(’,‘HT)
tend vers zéro pour I'extension de XXIX et que
" dr
f L 1)
converge pour I’exlension de XXX.

Rauch («) étend encore les propriétés relatives a I'ordre moyen
dans une direction et les théorémes concernant les fonctions méro-
morphes dans un angle. Il donne aussi des résultats dans le cas de
Pordre infini, cas dans lequel il conviendrait d’introduire la-notion
d’ordre de Hiong (*).

17. Les fonctions méromorphes dans le cercle unité. — L’étude de
ces fonclions a é1é faite par auteur en partant du théoréme suivant

de R. Nevanlinna, qui peut étre déduit par intégration convenable a
partir de I ou VIII :

Si F(3) est méromorphe pour |z| <1 et si Uintégrale
1
34) f T(r, F)(1—rP—tdr (%> o)

est divergente, la série
(33) E[1—ra(Z)p+

étendue aux modules des zéros de F(z)—17 appartenant au
cercle | 5| <1 est divergente sauf au plus pour deuz valeurs de L.

En utilisant une décomposition du cercle en secteurs, on en déduit
celte proposition [14, k] :

XXXVIIL. La divergence de (34) entraine Uexistence d'au
moins un point z, de module 1 tel que la série (33) diverge pour
tous les 7 sauf deux au plus lorsqu’on se borne & y faire figurer

les modules des zéros de F(z) -— 7 appartenant & un cercle de
centre 3, et de rayon arbitraire.

(') Voir A ce sujet des travaux de C. T. Chuang (Rep. Tsing Hua Uniy., t. 3, 1936
et J. Chinese Math. So~., t. 2, 1937) et de K. Lee (Jap. Journal of Math., t. 13, 1¢3G).
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Le théoréme XXXII permet alors de montrer que les deux cas
suivants sont seuls possibles : 1° il existe une suite infinie de cercles
de remplissage du type divergent de ordre A -+ 1 tendant vers z, et
tels que les directions joignant leurs centres & 5, onl une limite qui
n’est pas confonduc avec la tangente au cercle unité en z; 2° la série
(35) diverge encore sauf pour deux valeurs de Z lorsqu’on se borne &'y
faire figurer les zéros de F(z) — Z appartenant a I'un ou l'autre de
deux angles d’ouverture arbitrairement petite dont le sommet est z,
et dont la bissectrice est la tangente au cercle unité en z,. On dit dans
le premier cas que z, esL un point de Borel direct d’ordre ) +1 et
du type divergent; dans le second cas, z, est un point de Borel
indirect d’ordre A +1 divergent. Ceci s’applique dés qu’on suppose
im logT(r, F)

1

=p>o0,
r=t logl

et que (34) diverge pour A = p.

On définit de méme [14, k] les points d’ordre p -+ 1, sans spécifier
la divergence, et I’on pourrait comme au n°® 14 introduire I'ordre pré-
cisé.

Il existe des fonctions pour lesquelles les points de Borel directs

-d’ordre p+1 sont denses sur la circonférence, mais dont presque
tous les points'de celte circonférence | 2| =1 ne sont que des points
indirects.

Dans le cas des fonctions holomorphes, il ne peut exister de points
de Borel directs d’ordre p + 1 que si

ﬁl—ﬁloglogM(r. F) _ o1,
"= Jog—

ce qui permet de montrer aisément qu’il existe des fonctions d’ordre p
ne possédant pas de tels points. (Pour ces propriétés et d’autres
analogues, voir [14, k]).

Le cas des fonctions d’ordre infini a été abordé par K. I.. Hiong (a).

. . I
L’ordre esl défini comme au n° 11, mais en remplacant r par —;

il existe au moins un point 5, de la circonférence unité qui est un
point d’ordre au moins égal a celui de la fonction. Il serait loisible
aussi de faire la distinction entre les points directs e} indirects.
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CHAPITRE III.

CAS DES FONCTIONS ENTIERES OU HOLOMORPHES DANS UN Al.\'GLE.

18. Rayon minimum des cercles de remplissage des fonctions
méromorphes 4 valeur exceptionnelle. — La valeur minimum obtenue
dans XII et XV pour le rayon des cercles de remplissage peut élre
abaissée dans le cas des fonctions entiéres (Valiron) et plus généra-
lement des fonctions méromorphes a valeur exceptionnelle au sens
large [ Milloux (5)]. On a, en effet, le théoréme suivant :

XXXIX. 8¢ la fonction F(s) est méromorphe dans un cercle
|| <R, n’y prend pas plus de '8% Jfois une valeur a tandis que

dans le cercle | 3] << %R elle prend au moins .n fois toutes les
valeurs sauf au plus celles qui sont représentées dans deux cercles
de rayon e™ de la sphére, il existe un cercle de remplissage C de
rayon l—g—)l dont le centre est dans le cercle |s|<<R. Dans C
F(z) prend au moins une fois toute valeur sauf au plus,celles qui
sont représentées dans deuz cercles de rayon e='*. \ est une cons-
tante numérique, n et A sont arbitraires mais doivent étre supé-
rieurs & des constantes numeériques.

Pour le prouver, on peut prendre R =1 et @ infini. Milloux
introduilt alovs la fonction holomorphe ¢ (z) =[F(s) — 6]II(5 —b,)
ou les b, sont les poles de F'(z) dans | 5| <<r1 et b une valeur ordinaire
dans |3| < i convenablement choisie. Il montre qu’il existe un

point z,, |2, |< g— en lequel log || > %, cette inégalité vaut donc

sur un arc I' traversant la couronne i—g <|5| <1 et entraine sur cet
arc une inégalité analogue pour log | F(z)|. Moyennant une représen-
tation conforme, on peut se ramener au cas 3,—= 0. Si z; est alors le
point de moindre module en lequel |F(z)!=1, point qui existe
d’aprés les hypothéses, un théoréme de Carleman appliqué au
cercle | 5| <| 5, | montre que I'on a encore dans ce cercle

z' )

2

. I
log[F(=)1>—I§(x-
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On peut donc trouver un cercle de rayon r=% au centre
duquel |F(z)|=1, contenant une courbe qui traverse la cou-
ronne :§| 3| <<r, et sur laquelle log|F(z)|>AA. Le théoréme de

Schottky (qu’on peut prendre sous la forme IX) conduit alors au
résultat.

" En se reportant 4 'énoncé X1V, on voit que, dés qu’il existe dans

. . . n; .
le cercle G; une valeur exceptionnelle qui n’est prise que —’ fols au
P q P q

plus, il existe un cercle de remplissage de rayon -‘;—— . dont le centre

est dans C;. En paruculler, en donnant a ¢ une valeur fixe, on a ce
résullat :

XL. f(5) étant une fonction méromorphe d’ordre fini positif p,
o(r) un ordre précisé de f(z) et U(r) la fonction correspondante,
s'il existe un nombre a pour lequel n(r, f— a) <<cU(r) si r>ro,
il existe une suite infinie de cercles de remplissageI'j,

ez | < Bi1%]
e =31 <7 57

/(3) prenant dans T; toutes les valeurs sauf au plus celles repré-
sentées dans deuz cercles de rayon e dés que ¢ est inférieur a
une constante dépendant de p; )\ est une constante numérique,
B, doit étre supérieur & une certaine constante dépendant de p.

Dans le cas de ordre infini, H. Milloux donne aussi une valeur
minimum déduite de son théoréme XVII; on pourra également tirer
de N\ VIII et de NIX des propgsitions analogues a XL. Dans le cas de
Pordre nul, les résultats obtenus ne rejoignent pas ccux de l'auteur
relalifs aux fonctions entiéres.

19. Théorémes généraux sur les fonctions entiéres d’ordre fini
positif. — R. Nevanlinna («) a donné le théoréme suivant :

Supposons que F(3) soit holomorphe dans un angle de bissec-
trice A et d’ouverture 25 et désignons par M(r, A, ') le maximum .
de |F(3)| lorsque s appartient & Uangle de bissectrice A et ouver-
ture 28 et que | z|<r. Si Pintégrale

S reeM(r A Eyritdr (5<B)
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diverge pour une valeur k > 01, la série 2[ra. (A, B, Z)] " diverge

B

pour tous les L finis sauf un au plus.

L’auteur en déduisit [14, a] un résultat qu’il donna ensuite 14, g]
sous cette forme plus précise :
XLI. Si F(5) est d’ordre k divergent dans un angle d’ouver-

S . T . . .
ture supérieure & 3, cet angle contient une direction de Borel

d’ordre k divergent.

On peut aussi remplacer le théoréme de R. Nevanlinna par la pro-
position suivante qui s’établit exactement de la méme fagon (1) :

Si F(z) est holomorphe dans un angle de bissectrice A et ouver-
ture 23, si p(r) jouit des propriétés de l’ordre précisé, si

(36) l_l;_n l‘)gl\l("y A, BI)

r=w U(I‘)_ >0 [U‘(l')=rP(")],

avec B'<< B, —2% < limp(;‘), on a aussi

i n(r, A, B, Z)

L i1 R

pour tous les L finis sauf un au plus.

On en Lire une proposition analogue a XLI et ce corollaire 114, 1],
[4, e, ] :

XLIL. S f(z) est une fonction entiere d’ordre JSini p supérieur
a % et d’ordre précisé p(r), tout angle d’ouverture supérieure
& Z renfermant un angle dahs lequel (36) est vérifiée contient

une direction de Borel d’espéce mazimum.

R

On sait, d’autre part (VaLiron, Thése, 1914), que si I'on pose
) p » 19 q P

. _ i log| f(rei9)|
(37) h(e, f)—!':": o

(1) Jai indiqué cette méthode dans mon cours & Harvard en 1933.
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la fonction % (¢, f) posséde des propriétés élablies par Lindelsf
et Phragmén (Acta Math., t. 31) et complétées par Polya
(Math. Zeits., t. 29). propriétés qui découlent du fait que, si

I'on pose tangp(o — 9,) — X, g, élant quelconque et | g — ¢, | << 5‘;,
(e, /) ' '

——% L] est une fonction convexe de X. Il s’ensuit notamment

cosp (% —90)

qu’un intervalle ou £ (¢, f) > o a une longueur au moins égale a 1;

De XLII découlent alors les corollaires suivanls [Valiron (),

Cartwright (e, )] : ‘
XLIII. Si Uordre p de f (%) est supérieur & %; tout angle d’ou-

verture supérieure au plus grand des nombres %, 2T — g—contient

une direction de Borel d’espéce mazimum. Il existe au moins
5 . . Y .
deuzx directions de Borel d’espéce maximum.

XLIV. Si Pordre o est supérieur & 1 et s'il n'existe que deux

directions de Borel d’espece maximum, leur angle aigu est fp‘
De méme, si f(z) est dela classe divergente de 'ordre p, 'intégrale
: .
(38) Lig, )= [ loglf(reiv) et dr
“1

a des propriétés voisines de celles de (g, f); les valeurs de ¢ pour
lesquelles elle diverge forment des angles d’ouverture au moins égale

al [ Valiron (g), Rauch (f)]. On a donc les propriétés suivantes
déduites de XLI [14, g]: ‘ '

XLV. Si f(z) est d'ordre p > -; etde la classe divergente, tout
angle d’ouverture supérieure au ])ZL\LS grand des deux nombres 1;—,
am— —g contient une direction de Borel d’ordre p divergent; il
existe au moins deux telles directions; si p>1 et s'il n’y a que

deuz directions de Borel d’ordre divergent, leur angle aigu est” -

Ces résultats valent évidemment p6ur les fonctions holomorphes
autour du point & l'infini, pour les fonctions holomorphes dans un

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 89, 4
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angle d’ouverture suffisamment grande; le théoréme XXVII de Rauch
s’applique, donc on peul parler de cercles de remplissage; le théo-
réme de Rauch du n° 16 permet également de considérer 'ensemble
des fonctions f(z) + g(z) [Cartwright (e, ¢)]. Enfin XLI et XLV
peuvent se généraliser dans 'ordre d’idées signalé au n° 16.

H. Milloux (b) a traité les questions de ce genre par une méthode
directe qui s’apparente a celle du n° I8 (emploi du théoreme de
Carleman), mais qui nécessite par ailleurs I'intervention de la forme
précise du théoréme de Schotthy déja employée par 'auteur (Journ.
de Math.. 1928) pour obtenir des directions de Julia (). 1l s’agit de
cet énoncé : si K (z) est holomorphe et ne prend pas les valeurs o
et 1 dans le cercle | 3| <1 et si |F(o)| dépasse une certaine cons-
tante, on a

log| F(2)|> 3(1—|3)log| F(o)|

H. Milloux en déduit cette proposilion qui se généralise par la
transformation (Z, z%).

XLVI. Supposons que F(3z) soit holomorphe et ne prenne pas les
valeurs o et 1 dans le secteur [cp[<§, rn<l|lz|=r<rs. On a

pour 21, < r << ;rr..
o oIS
log | F(r)|> ;\/;—‘ (8’5 — '—4-‘-) log | Fuet® /7o) |

Ceci dit, voici le schéma du raisonnement de Milloux. Supposoens
que f(3), fonction d’ordre p, soit effectivement d’ordre p en un
point 3, de module r et considérons un secteur d’ouverture supé-
rieure & 7—; ayant ce point pour centre (les rayons extrémes r; et r,
ont r pour moyenne géométrique). Si pour un @ le nombre N des
zéros a, de f(z)-a dans ce secteur est inférieur a k log|f(3,)|, on

se raméne 4 @ = o et 'on applique la réciproque du théoréme XLVI
a la fonction

a,

(1) Le théoreme de Schottky, sous la forme ordinaire, foul:mt de telles directions
et des théorémes donnés dans le Mémoire de Seidel (11).
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ce qui fournit une ligne T sur laquelle cette fonction a son module
moindre que 1, donc sur laquelle log | f(5) | < — gN log r’_l En appli-
quant le théoréme de Carleman. on arrivera a trouver une ligne I' sur
laquelle on aura encore une inégalité analogue, voisine d’un pomnt en
lequel | f(z)| =1; le théoréme V donnera alors un cercle de'remplis-
sage. En inlroduisant Pordre précisé, le résultat final de Milloux
prend cette forme .

XLVII. Supposons que f(z) soit d’ordre p et d’ordre précisé
p(7r) et soit U(r) la fonction correspondante. A toute-suite infinie
de points z, tels que

log i
correspond une suite de cercles de remplissage T'n. I'n\étant vu de
lorigine sous un angle ¢,, son centre z, étant tel que

L
K

-

!
-
“n

, =
[pn—arga, | < — + , ——|<I\
20 n

(On prend les z, de telle fucon que les T, ne se coupent pas.)
Dans T,. f(3) prend au moens p,— e *-U(| 5, |) fois toutes les
valeurs finies L telles que |L| << e’ sauf au plus celles apparte-
nant & un cercle de rayon e=. k et K sont des constantes dépen-
dant de p, ¢, o; €, peut étre fixze ou tendre vers o lorsque n croit
indéfiniment.

Tous les théoremes de ce numéro s’étendent immédialement au cas
des fonctlions méromorphes f(z) admettant une valeur exceptionnelle
a pour laquelle I'exposant de convergence de la suite des zéros est
inférieur a 'ordre; on peul aussi supposer que a est valeur excep-
tionnelle minimum [ ¢oir Milloux (d) et Cartwright (e)].

20. Comparaison des ordres réel et apparent dans une direction. —
St f(s) est holomorphe d’ordre fini positif p autour du point a
Vinfini et si A, ¢ = const., est une direction. les nombres

[——- logtlog=M(s, .\, .)]
b

him
r== log r

pa(3) = pa(9) = Iim

* €=0

, , — log+loa~| f(re®)|

pu(A)=py(s)=hm g 10417{: )
r== 4
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seront appelés respectivement lordre apparent de f(s) dans la
direction A et Uordre apparent de f(z) sur A. On démontre [14, j]
que p.(¢), qui est conslant et égal & p au moins sur un segment de

ko . . .
longueur -, est alternativement non croissant et non decroissant dans

des intervalles adjacents donl le nombre est au plus 2 p. L'iégalité
pa (¢) < pa(9) ne peut avoir licu qu’aux points ot p, (¢) est discontinu
el en 2p autres points au plus.

Le théoréme de Jensen et le théoréme de Schottky sous la forme V
mounlrent que [14, j]:

XLVIIL. L’ordre réel moyen p(A) dans une direction est tou-
Jours inférieur ou égal & Uordre apparent p,(A). L’ordre appa-
rent dans une direction de Borel est égal & Uordre de la
Jonction.

ALIX. f(5) étant d’ordre p et ¢’<p, les cotés des angles dans
lesquels ¢,(9)2p" sont. s’ils existent, des directions d’ordre réel
moyen au moins égal & p'. Toute direction pour laquelle o (¢)
n’'est pas stationnaire est direction d’ordre réel moyen égal

@ pa(9)-

Ces proposilions ont été géndralisées par A. Rauch (g) au cas ou
I'on considére les zéros de f(2)+ g(3), ordre de g(z) dans la
direction étant inférieur a celui de f(z).

En observant que la fonction p,(¢) est la méme pour f(z) et f'(3),
on obtiendra dans cerlains cas des directions de Borel communes a
une fonction et a ses dérivces.

On peut de méme définir pour une fonction de la classe divergente
de ordre p deux sorles de directions : les directions d’ordre appa-
rentp convergent pour lesquelles Uintégrale L(o, f) définie par
(38) est convergente et celles d’ordre apparent p divergent pour
lesquelles elle diverge (14, ). On a ces propositions dont la derniere

est due a Rauch (b) :

L. Si A est direction d’ordre apparent o divergent, il existe une
direction de Borel d’ordre p divergent faisant avec A un angle au
T

2p

lus égal & —. Les directions de Borel d’ordre o divereent appar-
P -4 p 8 PP

. . o . T
tiennent aux angles (d ouverture au moins égale & ;)forméspar
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les directions d’ordre apparent p divergent ou sqnt frontiéres de
ces angles. Les cotés des angles dans lesquels (38) diverge sont
des directions de Borel d’ordre p divergent.

Ceci se généralise en mtroduisant la fonction V (r) déja considérée
au n° 14 et les angles (et leurs frontiéres) ou I'intégrale

® l'

diverge [ Valiron (r)]. lci. encore, on aura dans certains cas des direc-
tions de divergence communes a une fonction et a ses dérivées.

21. Fonctions d’ordre p supérieur 4 un n’admettant que deux direc-
tions de Borel d’ordre p. — Une conséquence immédiate de NLII et
XLIII est que si une fonction d’ordre p > 1 n’admet que deux direc-
tions de Borel d’ordre p, donc a fortiori que deux directions de Borel

d’espéce maximum, I'angle aigu Q de ces deux direclions est 1;: [14, a];
si ¢ = o esl la bissectrice de £, la fonction A (¢, f) correspondant &
un ordre précisé p(r) est donnce par

(3) h(z, /=0 = s h(9,f)=cos(p9) st te|< -

20 ' 2
B

0o

L’étude détaillée de ces fonctions particulieres a é1é faite principa-
lement par H. Milloux et Miss Cartwright. L’auteur [14, a] avait
énoncé que ces fonctions sont & croissance réguliere au sens de
Borel. propriété qui se déduit des méthodes de Lindelof et Phragmén
(Mémorial, 11, n° 20), mais a condition de supposer que ’ordre appa-
rent dans tout angle extérieur & Q est au plus égal a p’ << p [Milloux (8)].
Qu’une restricion de celte espéce soit nécessaire résultera des
exemples d’application du théoréme LIV donné plus bas.

H. Milloux a donné ce théoréme :

LIL. Soit f(3) une fonction entiére d’ordre fini p supérieur & 1
ne possédant que deuz directions de Borel qu'on peut supposer
étre o =% Z—TO Si la fonction f(z) est d'ordre au plus égal &

o' < p dans tout angle extérieur & Q, quel que soit a Uordre réel
des zéros de f(z)-a est inférieur a p dans toute direction diffé-
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T ' \ . .
rente de ¢ = == Py et égal & p dans ces deux directions. En outre,

si 0(z) est le produit canonique (d’ordre inférieur a o) formé avec
les zéros de f(z) appartenant & un angle intérieur a Q on a, dans
tout angle completement'intérieur a Q

0(3)

log >z O Im:(z)=o0

Z=w

Les fonctions de Mittag-Leffler, de Lindelof (v oir Alémorial, fasc.
_VII de Buhl), les fonctions orientées de 'auteur lorsqu’elles sont a
croissance réguliere (These 1914) rentrent dans celte catégorie.

Miss Cartwright (d. f, j) a fait une étude approfondie des fonc-
tions, moins spéciales que celles de Milloux, qui vérifient (39). Elle
démontre d’abord [ 4, j] que :

LII. Si F(z) est holomorphe et d’ordre précisé p(r) pour

(21~ 10  aSe<B

et si

hi(3,F)=Acos9:+Bsingp
pour ‘

-~

— <o
G< 2P=°=2P<p1.

on a, pour toyt d >o,
™

(40) n(";"."=0:2‘c

—38,0)=o[U(r)].
D’autre part, pour
lel$ 5, =8 nREr SR, R>R(s 3, 0,8),

|log [ F (ref?)| —[A(R)cosgp +Bsinpp|U(r) | << U{(s)

ayec
Im A(R)=A, lim pA(R)Zmax[——-k'(——i—o,f> et -—k’(i—f-o,f)]
R==» == '-ZP 2p

sauf au plus dans des cercles dont la somme des rayons est
moindre que ¢ R.

Lorsque B =o, A(%. F —a)=/l(o, F). il n'y a pas de direction
de Borel d’espéce maximum pour lesquelles || << % Miss Cart-

wright (/) donne aussi celte réciproque :

LIII. St F(3z) est holomorphe et d’ordre précisé p(r) pour
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| 3|20 et a<9 <P et ne possede pas de direction de Borel d'espéce
. ks T

magimum pour a < — — < ¢ < < B,onah(e, F)=h(o)cosqgp

°
b3

pour |9 IS %

Dans ses démonstrations, Miss Cartwright utilise, en outre des
méthodes signalées dans cet exposé, une forme précise du théoréme
sur le minimum d’une fonction analytique due a V1. Bernstein (g);
elle donne une méthode de recherche des cercles de remplissage qui
repose sur des principes différents de celle de Milloux donnée au
n° 19. En appliquant ses théoremes LII et LIII & une fonction entiére
d’ordre précisé p(r) vérifiant (39), elle donne, en dehors des consé-
quences immédiates de ces théorémes, diverses propositions, notam-
ment la suivante :

LIV. f(3) étant une fonction entiere d’ordre précisé p(r), si
(39) a lieu, les directions ¢ = == -:—o, qui sont les seules directions
de Borel d’espéce mazimum, n’admettent pas de valeurs excep-
teonnelles, on a, pour nR<r<R,

g
[n(ryo==+ —
2p

» 7, 0)— 7= AR)U(r) | = o[ U(r)]
avec lim A(R) =1, lim A(R)20, R>Ro(nye).

Des exemples de telles fonctions, a croissance irréguliere, peuvent
se déduire des fonctions orientées de I'auteur auxquelles on applique
la méthode de Mittag-Leftler pour réduire a deux le nombre des
directions de Borel d’espece maximum (voir 14, r).

Les résultats se précisent moyennant des hypotheses supplémen-
tairs. Miss Cartwright donne en particulier des propositions conte-
nant celles-ci : L

LV. ¢ étant Dordre, p(r) un ordre précisé de f(z), si l'on a
(41) h(9, f)=A cos 2z + Bsingp

pour |9|Sa avec a> 2—”—(5; on a n(r, o, ¥, o)=0[U(r)] pour

tout o' < a, et, pour tout e>0, n>0, (>0, on a dés que
r>r.,(s, n, C)7

log| f(re®)y| >{Acosss +Bsimgp —|U(r)
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sauf au plus dans des cercles, la somme des rayons de ceux de ces
cercles dont le centre a un module compris entre Rn et R étant au
plus R,

LVI. Supposons que f(z) soit du type moyen de l’ordre é, c’est-
a-dire que l'on puisse prendre U(r)= Cr?, que (41) soit vérifice
pour | cp|§;:—° =¥, el que

(42) fn[log |f(re®) | +log| f(re—td) || r—t—fdr < o,

Alors la conclusion de LV vaut pour a =96 et I,; el désignant

les zéros de f(5) pour lesquels | .| <0, la série X (cos pga )r ? con-
verge, et l'on-a

. ll—ﬂl rrPf log | [ (ret?); cos co[l: =A
Si, plils parliculiérement, 'hypothése relative a (41) est remplacée
par (39), on peut ajouter que n(r, f)~ (—: re.

Ces derniers résultats sont déduits par Miss Cartwright (2) d'un
théoréme de R. Nevanlinna (b). Lorsque (42) est remplacé par

S Dogt1f (re®) |+ log* | f(re=t0) [} =P dr < e,
1

les conséquences relatives aux zéros valent bgmr les zéros de f(z)—a
a fini quelconque, et fournissent des propositions sur les directions
de Borel' d’ordre p divergent. Notamment [Valiron (p) et Cart-
wright (&, k)]:

LVII. Si f(2) est du type moyen de Uordre p et si toutes les
directions appartenant & Uangle 6 <o <am— 6 sont d’ordre appa-
rent p convergent, les directions ¢ = 2= 6 sont les seules directions

de Borel d’ordre p divergent (6 :z—“o)

b

La méthode de Lindelof (Calcul des Résidus) permet de construire
des classes de fonctions entiéres, données par leur développement de
Taylor, satisfaisant a ces conditions | Valiron (p)] cta LV et LVI. 11
conviendrait de reconnaitre si, pour ces fonctions, f(z) tend vers
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Iinfini & I'intérieur de Q. Au contraire, la méthode de Mittag-Leffler
permet de construire des fonctions justiciables des théorémes précé-
dents, bien connues dans Q, mais dont le développement taylorien est
mal déterminé.

On trouvera dans les mémoires (4, i, ]) de Miss Cartwright de
nombreux autres énoncés.

22. L'indicatrice de croissance et les directions de Borel d’espéce
maximum. — A. Bloch avait observé (Mémorial, fasc. XX) que les
directions de Julia des fonctions entiéres (directions dans lesquelles
s’éloignent indéfiniment les centres de cercles de remplissage quel-
conques) étant les directions singuliéres ('), devaient probablement
jouir de propriétés analogues aux singularités des fonctions définies
par un développement de Taylor et que, en particulier, toute fonction
-entiére dont le développement taylorien est suffisamment lacunaire
doit admettre toule direction pour direction de Julia. Ce fait fut ¢tabli
par G. Polya (Math. Z., 29) pour les fonctions entiéres d’ordre infini,
I'hypothése sur les Iacunes étant celle qui entraine dans le cas des
séries de Taylor que le cercle de convergence est coupure, puis par
Biernacki (6) pour loutes les fonctions entiéres a lacunes assez
larges. Dans ses recherches, G. Polya a utilisé, sous une forme nou-
velle, ce théoreme de Borel et Servant sur la méthode de sommation
exponentielle (voir Mémorial, fasc. VII) : si f(z) = Za, " est une
Sfonction entiere du type moyen de Uordre un [U(r)=0Cr}, le
polygone de sommabilité exponentielle de la fonction associée
F(z)=2ann! z* a pour équation polaire rH(e, f)=1 avec
H(q, /) = k(g /)"

L’¢tude des méthodes et des résultats de G. Polya a conduit VL.
Bernstein () a penser que les directions de Julia de la fonction f(z)
sont déterminces par les smcvulamtes de la fonction associée, donc
finalement par H (o, f). D’une facon précise, les directions de Julia
d'une fonction d’ordre un du type moyen correspondraient aux
valeurs de o, pour lesquelles H(o, f) n’est pas de la forme
A cosg + Bsino dans un petit intervalle contenant o,. V1. Bernstein

() On peut remarquer que toute direction A telle que f(z) ne tende pas vers une
limite finie lorsqu’on s’éloigne indéfiniment dans un angle de bissectrice A peut aussi
apparaitre comme singuliére.
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justifia son énoncé dans des cas étendus en supposant que les singu-
larités de F(z) appartiennent a certains types. Mais, comme la mul-
tiplication de f(z) par une fonction d’ordre p inférieur a un dont les
modules des zéros sont suffisamment réguliers permet souvent
d’introduire de nouvelles directions de Julia sans modifier H(9),
Iénoncé de Bernstein ne pouvait étre vrai en général sous la forme
indiquée, il convenait au moins d’y introduire 4 la place des direc-
tions de Julia quelconques les directions de Borel d’espéce maximum
qui seules peuvent étre en relation étroite avec H(e, f) (14, {).

Ainsi se posa la question de I'étude des relations entre la position
des directions de Borel d’espéce maximum et les propriétés de

H(o,/) = by, S+ =Tim 2ELLEET)]
question que 'on peut préciser ainsi : y a-t-il identité entre -les
directions de Borel d’espéce mazimum et les directions ¢ = ¢, pour
lesquelles H(o, f) n'est pas sinusotdal, c’est-a-dire n'est pas de la
Jforme A cosop+ Bsingp pour |o—o,|<<e? Sinon, cette pro-
priété est-elle vraie pour certaines classes de fonctions, ou méme
en général (moyennant une définition du mot en général ) ?

Dans le cas du type moyen l'auteur avait signalé que la propriété
est vraie si les singularités de la fonction associée (de Mittag-Leffler
dans le cas général) situées dans un cercle contenant le domaine de
sommabilité correspondant sont des poles (14, /). Miss Cartwright
(g, ?) a établi qu’il suffit que les singularités appartenant au cercle
considéré soient isolées. VI. Bernstein (7) montre qu'il suffit que les
singularités situées sur la frontiére du domaine de sommabilité appar-
tiennent aux types qu’il avait envisagés pour les directions de Julia. Il
s’appuie notamment sur les deux propositions suivantes :

LVIIL [1. h]. Si F(3) est holomorphe et d'ordre fini dans un
angle, st p(r) est un ordre précisé, U(r) la fonction correspon-
dante, h(q, f) Uindicatrice de croissance; a toute direction ¢ de
Vangle considéré et & tout couple de nombres positifs €, o corres-
pondent un nombre 4 et une suite ry, limry=uo, tels que 'inégalité

log | F(rei®)| > [f(o, F)—c]U(r)

est vérifiée pour ri<r < ri(1+9) dans des intervalles dont la somme
des longueurs est niri, avec lim 0> 1 — .
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LIX. [ 1, 7]. SiF(z) est holomorphe d'ordre précisé p(r) pour
d<¢<fletsipouro=a,0=0,d<<a<pf<pf,p(f—a)<m,

(4%) lim 1081 F(ret?) |

e U(r) =h.(9) F)>o,

les deux cas suivants sont seuls possibles : 1° pour tous les Z finis

: 1 1,, -

n[r, (a4 B8), = (B—a)+ s, Z]
Pl 2 T2

lim

I'—awo * U(") V >0;

2° h(o, F') est sinusoidal entre x et B et (44) a lieu pour tous les ¢
entre a et 3 [moyennant U'exclusion de certains intervalles (*)].
1 .

Les résultats du n°® 21 fournissent d’autres exemples de cas ou
Passertion de V1. Bernstein est exacte. Les théorémes de Jensen et

Schottky (th. V) montrent d’ailleurs [ Valiron (), Cartwright (e, ¢)] .
que: :

LX. Un angle dans lequel H(9, f) = o ne contient pas de direc-
tions de Borel d'espéce maximum; les demi-droites limitant les

angles ot H(o, f) > o, sont lorsqu’elles existent, des directions de
Borel d’espéce maximum.

Miss Cartwright a montré, entre autres propriétés, que :
LXI. Si p(r) est un ordre précisé de f(z), p=Llmp(r),
logU(r)y=rp(r)logr, etsil’ona
e f) _ 1 7 —ir
!l:"l oU(r) "-”«/_‘.7; h(e,f)de =H,

toite valeur ¢ =a pour laquelle h(o, f) n'est pas sinusoidal
fournit une direction de Borel d'espéce mazimum sans valeur

exceptionnelle pourvu qiw h.(cp, f)>o0pouro<<|op—a|< g- Ces
directions et celles correspondant aux cétés des angles o
. (@, f) > o sont les seules directions de Borel d’espéce mazimum
[ Cartwright (g, )]

D’autre part, en utilisant ses résultats antérieurs sur la croissance

(') Condition ajoutée par l'auteur.
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des fonctions entiéres (4, a, b, c), Miss Cartwright (g, {) a montré
que : :

LXIL. 1l existe des fonctions entieres d’ordre un et du type
moyen telles que h[(g, f)]=max. (cos9, sing)-pour lesquelles
_toutes les droites 3 = const. avec — gg@go ou :) S¢S sont des
~ directions de Borel d’espéce mazimum et sont les seules droites
de Julia.

Il existe des fonctions du type moyen de Uordre un telles que
h(g, f)=1 et n'admettant que quatre lignes de Julia : ¢ =o,
= 1;-, n; lignes qui sont des directions'de Borel d’espece mazi-

mum sans valeur exceptionnelle.

La premiére question posée plus haut est donc résolue négativement,
la connaissance de H (¢, f) n’entraine pas toujours la connaissance
des directions de Borel d’espéce maximum. Une direction ¢ = g,
pour laquelle H (o, f) n’est pas sinusoidal est-elle en général direc-
tion de Borel? V1. Bernstein a ¢tabli a ce sujet la proposition sai-
vante :

LXIUL. Supposons que F (z) soit d’ordre précisé p(r) dans un
secteur et soit ¢, une direction non sinusoidale pour h (¢, F).
Si I, (5) et I, (3) sont deux fonctions holomorphes quelconques
d’ordre précisé inférieur & p(r) dans un angle |¢ —q,| <3 et
st q est réel arbitraire, la direction o = ¢, est direction de Borel
d’espéce maximum pour l'une au moins des fonctions

(45) - F(z)—I(z)elh@P+inv(se™®) gy ou In,

V () est une fonction holomorphe telle que

N TIE:

lim :

r=w V(1) ’

o1

fonction qui existe d’aprés les travaux de Iauteur. ‘

Lorsque F (z) est une fonction entiére, cette proposition est con="
tenue dans les théorémes de Rauch et peut s’en déduire dans le cas
gendral. Elle peut recevoir une forme un peu différente [1, {] : parmi
les fonctions (45) une seule est exceptionnelle. On trouvera dans le
Mémoire (j) de Miss Cartwright des observations critiques sur ce
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théoréme de Bernstein; la principale ‘objection qu’on puisse lui faire
est d'étre de caractére local. La question a résoudre, qui reste entiére,
est de savoir si, pour une fonction prise au hasard parmi les fonctions
f(5) admettant un méme ordre précis¢ p(r) et la méme fonction
H (¢, f); les directions de Borel d’espéce masimum sont données par
les directions non sinusoidales.

23. Détermination de l'indicatrice de croissance. — La fonction
H (¢, f) est une fonction quelconque vérifiant la condition de Lin-
del6f et Phragmén : toute fonction K (¢) positive ou nulle (mais non
K(9)

identiquement nulle) de période 27 telle que ———————
‘ €08 (9 — ¢o) p

soit fonc-

tion convexe de tg (9—q,)ppour|o—ay|p<< 3-2- et g, quelconque, est

la fonction H (¢, /) d’une fonction entiére d’ordre précisé donnép (r)
tel que lim p(r) =p [14, r']. Ce résultat a ét¢ ¢tendu récemment par
V1. Bernstein (C. R. Acad. Sc., 1936) au cas de & (¢, f) clL des
fonctions du type moyen.

On a déja vu que lorsque f(35)=2a,s" est du type moyen de
Iordre un, H (¢, f) est déterminé par les singularités de la fonction
associéc de Borel, I'équation polaire du polygone de sommabilité
exponentielle de cette associée élant’ 7 H (g, f)=1. De méme, si
f(3) estdu type moyen de l'ordre p, le domaine de sommabilité de
Mittag-Leffler a pour équation polaire r#H (o, f)=1; les singula-

o . .y 5 n . . !
rités de la fonction associée F(z) =2a,T (1 + P—) s déterminent

ce domaine, donc H (9, f). Les reclations obtenues entre la position
des directions de Borel d'espéce maximum ect les propriéiés de
H (9, f) peuvent se traduire dans ces cas par des relations entre la
position des singularités de F(z) et les directions B de f(3).
Notamment, si F(s) est méromorphe, les divections B de f(z) sont
connues [14, []. De méme, les résultats de Miss Cartwright et de
VI. Bernstein, donnés au n° 22, pcuvent éirc présentés sous celte
forme: en particulier, lc second de ces auteurs a démontré dans cet
ordre d’idées celte proposition :

LXIV [1, j]. S¢f(5) est une fonction entiere, f(o)% o, et si
f1(3) est la fonction entiére admettant pour associée de Borel la
' dérivée logarithmique de f(5), la condition nécessaire et suffi-
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sante pour que les zéros de f(z) soient réels, Uun de ses zéros au
. . . . T . o

moins ezistant, est que les directions &= — soient les seules direc-

tions de Borel d’espéce mazimum de f,(z).

Ce résultat se généralise [1, j] au cas ou l'on introduit I'associée
de Mittag-Leffler et peut s’étendre dans diverses directions [1, ;1.

Pour une fonction d’ordre p qui n’est pas du type moyen, le pro-
bléme de la détermination de H (¢, f) au moyen du domaine de som-
mabilité d’ordre p de Mittag-Leffler, attaché a une fonction associée

.convenablement définie, n’est pas encore résolu. On peut [1, ¢, f];

[14, I, m] définir deux fonctions associées F;(z) et Fa(z) détermi-
minant respectivement deux domaines de sommabilité d’equauons
reH, (o) =1, rPH,y(9) =1 tels que H,(9)SH (9, f)SHa(¢), mais
les conditions dans lesquelles H, (¢) =H.,(¢) sont encore mal connues.
Toutefois, V1. Bernstein (f) a montré que H (9, f) = H,(¢) lorsque
la frontiere de U'étoile d’holomorphie de F,(z) est formée d’un

. nombre fini de demi-droites radiales. D’autre part, Pfliiger a
part, g

annoncé ( Société Math. Suisse,.1935) que, lorsque U (r) = Crlogr,
la fonction associée obtenue en divisant le coefficient de z"
dans f (z) par le coefficient de z" dans ——
de Borel d’équation rH (g, f)=1.

Une étude de l'ordre dans les diverses directions des fonctions
définies par des séries lacunaires a été entreprise par D. Toidzé [13].

=T ( T Sournit un polygone

24. Directions de Borel des fonctions entiéres d’ordre infini. —
1l est bien connu qu’une fonction entiére d’ordre infini peut rester
finie & extérieur d’une bande infinie dont 'épaisseur est fonction de
I'ordre. La relation entre 1'épaisseur de la bande a la distance r dé
Porigine etVordre dans la bande, pour un ordre donné, a été précisée
par H. Milloux (e, f, g, h, ¢) et lui a servi de base a I'étude des
cercles de remplissage. Le but pqursuivi par H. Milloux était surtout
de montrer que, dans le cas de I'ordre infini, on peut encore parler,
moyennant une convention convenable, de l'existence de deux suites
au moins de cercles de remplissage d’ordre infini. La méthode suivie
par Milloux est paralléle a celle exposée au n° 19 (sauf que la forme
précise du théoréme de Schottky n’intervient pas) et lui donne ce
théoréme :
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LXV. Toute fonction entiére d’ordre infini possede deux suites
au moins de cercles de remplissage ', T, vus de Uorigine sous un

1 q . ’
angle tendant vers o avec —- Dans chacune des suites Uordre réel

des zéros de f(3) — L est infini pour chaque L sauf une valeur
au plus; le rapport des modules ry et 1), des centres de Ty et T,

est compris entre % et 2, la différence des arguments de deux
‘points quelconques de T, etT, est au moins égale a[log T (2ra, f)] %

Ce résultat n’est pas entiérement satisfaisant, la limite trouvée pour
Pécart angulaire des cercles est trop faible, elle pourra étre sans
doute améliorée par 'emploi d'une nouvelle méthode (Milloux, g, ¢).
wU(r)
ru’
convenable de T ou logM(r, f). D’autre part, 'ordre trouvé dans les
cercles de remplissage n’est pas comparable & cclui de la fonction. Des
résultats précis peuvent étre obtenus dans le cas suivant :

La limité exacte semble étre U(r) étant une majorante

- LXVI: Supposons que, ¢ étant fini j;ositlf, on ait

Tim loglog log M (r, f)
r==x log r

- )

désignons par o(r) un ordre précisé de logM(r, f) et posons -
logU(r)=g(r)logr. Il existe au moins une suite de couples de
cercles de remplissage

loglz —z), | <—elU(r})"
log|z —zn | <—eU(rn),

- avec X ,
o ra=|3nl, rp=|z,l
et- . o
: 1' _7Tn - ) . L. mR—m | wm=n
— < LK, arg z,— arg 3, | > 4+ ;
K< r},< ! larg z LEZRD 20 U(rp) 2cU(r,,)’

" le nombre des zéros de f (3) — L dans chaque cercle étant au moins
égala p,logp=1U (Vrar, ) pourvu que | Z | < e et que L soit exté-
rieur & un cercle de rayon e™. ¢ et n sont positifs et assez petits,
K et k dépendent.de ¢, n, .

Cette proposition s’obtient en faisant la transformation conforme
logg =V (z¢™), V(5) étant la fonction introduite dans (43), puis
en appliquant les résultats du n° 19, Elle contient un théoréme de
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Milloux (¢) correspondant 4 ¢ =1 et U (r) = Ar. La méme méthode
fournirait des résultats généraux. Des transformations conformes
simples [V (z) = 3P] ont été- utilisées par Mandelbrojt et Gergen
(American J.,t. 33) dans I'étude des directions de Julia des fonc-
tions entiéres définies par certaines séries de Dirichlet, puis par
Pauteur [14, o, r] dans Pétude des droites de Borel des forctions
d’ordre infini définies par certaines séries d’exponentielles.

A, Rauch (c¢) a ¢tudié les fonctions correspondant a o =1, U=Ar

pour lesquelles [we_“'5'10g+|f(z)| |dz| diverge sur une droite.

La représentation conforme Z — ¢*>+¢ fournit ses résultals comme

application de ceux relatifs aux fonctions d’ordre fini de la classe,
divergente.

23. Ordre apparent et ordre réel dans une direction dans le cas de
lordre infini. — Les résultats du n® 20 s’étendent au cas de I’ordre
infini en introduisant 'ordre réel p(r) k(A) dans la direction A
défini a la fin du n° 12 et un ordre apparent dans la direction A
défini par

lim

p(r) lim lim - (7) Togr

E=0

[—Iog"'log’FM(r, A, e)]

Le théoréme V, le théoréme de Jensen montrent que :

LXVIL. Dans chaque direction A, lordre réel moyen de f(z)
est égal a Uordre apparent dans cette méme direction.

Dans certains cas, il y a intérét a faire des approximations d’une
nature différente. Soit K (r) une fonction indéfiniment croissante telle
que, pour tout A <1, .

) . K(r))
(46) . . k:nl K(l‘\) =0

Convenons de dire que logf(z) est de 'ordre de K (r) dans la
direction A, ¢ = ¢y, lorsque, a tout ¢ positif donné correspond 7 tel
que |

Timr log M (7, 9 = 90, 1)
,h:nl K(r—+cer) st

tandis que, pour tout ¢ > o,

log| f(2)|> K (r—er)
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"pour une suite de z dont les arguments tendent vers ¢, et les modules
vers U'infini. On a le théoréme suivant :

LXVIIL. Pour que log f(7) soit de l'ordre de K (r) dans la direc-
tion ¢ = g, il faut et il suffit qu’il existe une suite de cercles I,

|z— 23] =0(]3a]), lim |z, | =%, limargz,= ¢y,
n—eo n—w

tels que, dans T, f(z) prenne au moins N=K[|z:| (1 + na)] fois
toute valeur de module moindre que e" sauf au plus celles appar-

\ . I
tenant & un cercle derayon e™, |n. | tendant vers o avec -~ et que

a tout & positif corre&ponde ¢ tel que, a partir de r(Z),
n(r,o=¢qo, ¢, L) <K (r+ rg) sauf au plus pour les L représentés
dans un ensemble de mesure linéaire nulle.

On peut dire que I'ordre réel moyen des zéros de f(z)—Z est
aussi K (r). ' '

Si W (r) est une majorante de logM(r, f) telle que logM(r, f)
soit de I'ordre de W (r) au sens indiqué ci-dessus, W () salisfai-
sant & la condition (46) [on peut prendre pour W (r) la plus petite

og W (r)

majorante delogM(r, /) pour laquelle ! Togr estnon décroissante] )

on peut considérer la fonction K (r)="W ('rlé>’ k>1. A chaque ¢
correspond & (9)21 tel que I'ordre de log f(z) dans la direction ¢

soit celui de W [#0)] Alors Pordre réel moyen des zéros de

de f(z) — Z dans cette direction est encore celui de W [E(%_)]

La détermination de k (o) est liée a la position des singularités de
séries de Taylor convenablement associées a f(z); on peut définir
deux séries associées telles que, pour chaque ¢, k() est compris
entre les distances a P'origine des premiéres singularités rencontrées
lorsqu’on prolonge le long de la droite d’argument ¢. Lorsque l'une
de ces associées a une étoile d’holomorphic dont la frontiére ne
comprend que des demi-droites radiales, k(9) est égala la
distance & lorigine de la premiére singularité située sur le
rayon d’argument ¢. Voir [14, [, m].

On obtient en particulier les résultats suivants qui précisent ceux
de Pélya rappelés au n® 22 :

MEMORIAL DES SC. MATH., — N° 89. b
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LXIX. Si'la densité des coefficients non nuls de f(5) = Zans"
est égale a zéro, k(¢) est égal & 1 pour tous les o.

LXX. f(z) étant défini comme dans LXIX, si Uon considere les
Sonctions 2a,b,z" avec b,=== 1, pour presque toutes les fonctions
de cette famille k(o) est identique & 1. '

Dans LXX, on peut remplacer la condition b,===1 par |b,|=1;
la démonstration donnée dans [14, m] de ces propositions reposant
sur ce principe : toute propri¢té des coefficients d’une série de Taylor
qui permet de démontrer que le cercle de convergence est coupure
sans faire intervenir 'ordre de grandeur des coefficients (naturelle-
ment, on suppose toujours que le rayon de convergence est fini non
nul) permet d’établir que £ (¢)=1. :

Les méthodes du calcul des probabilités fournissent des résultats
valables également pour 'ordre fini (voir une Note de L. Scuwarrz,
Bull. Sc. math., 1936). Mais il faul observer que la conséquence
de LXX relative a I’ordre réel ne peut étre vraie quel que soit 'ordre ;
il existe des fonctions d’ordre nul pour lesquelles les fonctions de la
famille considérée dans LXX n’auraient que deux directions de Julia,
le nombre de ces directions resterail encore limité dans certains cas
si le nombre des b, était limité, un résultat général relatif a 'ordre
réel ne peut étre obtenu que si les b, sont denses sur le cercle unité.

26. Questions diverses. — Pour les fonctions d’ordre infini, ’ordre
apparent dans une dircction est égal a I'ordre réel, 'ordre apparent
esl conservé dans la dérivation, dans la dérivation généralisée [14, f],
donc les directions de Borel sont les mémes pour une fonction et ses
dérivées. Dans le cas de I'ordre fini, H(¢, f) est conservé dans la
dérivation, les directions de Borel sont les mémes pour f(z) et ses
dérivées dans les cas envisagés plus haut ou H(g, f) les détermine.
A. Rauch a montré que, si A est une direction d’ordre moyen p(A)
‘et s'il existe un @ pour lequel Pordre réel p(A, a) est moindre que
p(A), A est aussi direction d’ordre moyen p(A) pour f'(5) (*). 1 a en
outre précis¢ ce résultat dans le cas de 'ordre moyen divergent [9, e].
On peut observer que, dans un cercle de remplissage d’ordre p

(1) Un résultat analogue avait été signalé 3 'auteur par Miss Cartwright dans une
lettre de mai 1932.



DIRECTIONS DE BOREL DES FONCTIONS MEROMORPHES. 63

de f(3), log| f(2)| prend des valeurs supérieures a re=¢, donc aussi

.log|f'(%)|. Si 'on marque dans ce cercle les do:Taines ou|f(s)|<A
et sil’on étudie f/(z) sur leur frontiére en vue de I'application de V,
on conslate que, ou bien on peut conclure a I'existence d’un cercle
de remplissage de f'(s) [de rayon double de celui de f(z)], ou bien le
plus grand diamétre des domaines considérés (prolongés) est inférieur
a e~ Ceci montre bien ou réside la difficulté de I’étude des cercles
de remplissage communs a une fonction et a sa dérivée.

L’étude des domaines de remplissage ou f(z) reste univalent a été .
entreprise par 'auteur dans le cas des fonctions d’ordre nul[14, s, ].
On trouvera également des propositions se rattachant au sujet de ce
fascicule dans les Mémoires ou Notes de Soula [12], Rauch [9, 4],
Miss Young [15] et Valiron [r].
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