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FONDEMENTS MATHEMATIQUES

DE LA

THEORIE DES CORPS PLASTIQUES ISOTROPES

Par M Hilda GEIRINGER.

INTRODUCTION.

La théorie de Félasticité qui a pour but d’étudier les tensions et
les déformations que subissent des corps solides sous l'action de
forces extérieures suppose que ces déformations disparaissent complé-
tement le corps étant déchargé peu a peu. On peut admettre que
chaque corps solide se comporte de cette fagon tanl que les efforis
sont suffisamment petits. D’ailleurs ces hypothéses ne constituent
qu’une sorte de définition du « corps solide ». Le domaine d’élas-
ticité complete esL caractérisé par I'existence d’une correspondance
biunivoque entre les lensions et les déformations. Expliquons-nous
de plus pres.

La théorie classique de 1’élasticité suppose des déplacements irfi-
niment petits. En ce cas les déformations s’expriment en fonctions
linéaires des dérivées des composantes du déplacement. De plus,
dans cette conceplion classique le tenseur des tensions est lié au
tenseur des déformations par une relation linéaire (strain-stress-
relation), généralisation de la fameuse loi de Hooke. Si 'on ne se
borne pas a supposer les déplacements infiniment petits, les défor-
mations dépendent des dérivées des composantes du déplacement
d’une fagon non linéaire. D’autre part on a essayé d’étudier une
strain-stress-relation généralisée qui fait dépendre les tensions de
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facon non linéaire des déformations. Mais en toul cas on garde
I'hypothése d’une stricte correspondance entre les tensions et les
déformations. Les déformations sont donc réversibles.

Les phénoménes de la traction d’une barre sont bien connus. Si
Pon commence & charger une barre de métal dilatable, tout d’abord
sa longueur va augmenter proportionnellement 4 la force appliquée.
Si 'on décharge la barre elle regagnera de nouveau sa longueur
initiale. ¢’est-a-dire la déformation provoquée est réversible, la barre
est élastique. Ici la relation entre la tension o et la dilatation ¢ est
représentée avec une lrés grande approximation par une droite
inclinée passant par l’origine.

Mais si la force s’accroit au dela d’une certaine limite, c'est-a-dire
si une certaine grandeur de o est dépassée, d’autres phénomeénes se
présentent. La ligne représentant la relation entre s et o change brus-
quement sa direction et s'approche de plus en plus d’une droite
presque horizontale. C'esi-a-dire la déformation augmente rapide-
ment tandis que Ueffort reste presque constant. Si 'on décharge un
tel corps, la déformation ne disparait pas complétement. L.e phéno-
meéne a cessé d’éire réversible. Une partie de la dilatation reste aprés
le déchargement. Celte partie constitue une déformation perma-
nente. En méme temps la matiére de la barre est transformée, ses
propriéiés sont modifices.

La valeur de o pour laquelle ces phénoménes se produisent
s’appelle la limite élastique ('). L’ordre de grandeur de cette limite,’
c’est-a-dire la valeur critique de la tension est, par exemple, pour
le fer doux de 2000 a 3000 kg/cm?. Il n’y a pas d’inconvénient &
supposer qu’en principe une telle limite existe pour toute sorte de
matériaux. Elle aura des valeurs trés élevées pour certains matériaux
et des valeurs trés petites pour d’autres, par exemple pour l'argile.
Cela veut dire que l'argile ne se comporte comme un corps élastique
que pour des efforts trés peu considérables.

Dans la théorie de plasticité on étudie — moyennant des hypo-
théses convenables — des phénoménes qui se produisent au dela de

(1) Souvent 1l convient de distinguer la limite élastique et la limite de propor-
tionnalité. Dans Pintervalle intermédiaire, c’est-a-dire pour des valeurs de o infé-
rieures A la premiére, mais supérieures a la seconde, le corps est encore élastique,
mais la Lension ¢ en fonction de & n’est plus donnée par une droite inclinée passant
par lorigine.
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la limite élastique. D’ailleurs celle limite élastique est nommée
souvent limite plastiqgue. Ajoutons encore différentes remarques.

I va sans dire que pour les corps réels la distinction entre les deux
domaines d’élasticité et de plastioité n'est pas précise. Par contre
on pourrait méme supposer que toute déformation élastique, quelque
petite qu’elle soil, soit déja accompagnée d’une petite déformation
permanente négligeable. En tout cas il se trouve un certain domaine
de transition entre I’¢lat élastique et I'dtat plastique du corps. —
Souvent on a affaire a des problémes ou la limite élastique n’est
atteinte que dans une partie du corps tandis que le reste du matériau
se comporte encore comme un corps élastique. — Jusqu’ici il n’était
question que de la traction d’une barre ou n’inlervient qu'une seule
grandeur o et une seule ¢. Pour le probléme d’efforts plus généraux
nous donnerons plus tard (n° 5) la définition compléte de limite
plastique.

L’ensemble des phénoménes au dela de la limite élastique est trés
étendu et I'on ne dispose pas encore d'une théorie satisfaisante assez
générale et comprenant la totalité des faits qui se présentent, théorie
en méme temps assez précise et concréte pour donner lieu a des déve-
loppements mathématiques. On ne connait aujourd’hui qu’une
seule théorie précise qui soit arrivée a établir des équations diffé-
rentielles et a en déduire des conséquences mathématiques de méme
facon qu’dn le fait par exemple dans la théorie d’élasticité. Certai-
nement cette théorie de plasticité néglige différents détails des
phénomeénes observables. [)’autre part il existe plusieurs conceptions
plus générales embrassant les autres aspects des phénoménes.
Parmi ces recherches il faul mentionner les importants travaux de
M. Brillouin. de L. Prandtl, R. v. Misés, H. Hencky, W. Prager,
A. Reuss. G. I. Taylor, etc.

La théorie ci-mentionnée dont nous allons traiter dans ce fascicule
fut inaugurée par B. de Sain!-Venant [38] ¢t donna lieu a un assez
grand nombre de mémoires. La théorie de Saint-Venant est basée sur
les notions de la mécanique rationnelle des milieux continus. Plusieurs
auteurs onl réussi a compléter et étudier de plus prés le systéme
des équations différentielles établi par Saint-Venant. Nous pourrons
nous borner a ne développer dans ce fascicule que la théorie de
Saint- Venant, ct ceci d’autant plus que dans la méme collection va
paraitre un fascicule trés documenté de M. W. Prager [31] qui
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s’occupe de I'ensemble des hypothéses et des théories de la plasticité
proposées jusqu’ici.

Dans ce qui suil nous supposerons toujours les matériaux étant
isotropes. On ne s’occupera pas des questions d’ailleurs trés intéres-
sanles concernant la plasticité des cristaux, problémes qui ont été
étudiés d’une fagon approfondie au cours des derniéres années.

CHAPITRE 1.

LE PROBLEME GENERAL DANS L’ESPACE.

1. Les tensions. — Lorsqu’un corps subit un systéme deorces,
tout élément d’aire a l'intérieur du corps est soumis a des forces
internes. Le quotient d’une telle force par laire correspondante
d’application est une grandeur qu’on appelle en mécanique classique
un effort, ou bien une contrainte, ou une tension. Suivant la
conception fondamentale des milieux continus, il existe a chaque
point du corps un tenseur symétrique T et que nous nommons le
tenseur des efforts ou des tensions.

>
Appelons ¢, I'effort qui s’exerce sur la face négative d’un élément
perpendiculaire & 'axe O rapporté & I'unité de surface et

(ll) Try Teyy Tez

+ -
les composantes de 2, par rapport aux Oz, Oy, Os. On déduit de
> >
méme fagon les vecteurs ¢, et ¢, avec les composantes

(") Ty B3y Tya

(") Tzry Tz Oze

Alors la tension en M sera donnée par les neuf grandeurs formant
une matrice (o, ..., 0;). On appelle ¢, 6y, o- les tensions normales
et les grandeurs 7,,, ..., 7, les tensions tangentielles.

La condition de I'équilibre a I'intérieur du milieu continu exige la
symétrie de cette matrice. En introduisant une notation plus simple
pour les tensions langentielles on peut donc poser

(2) =Ty =Ty Tes = Tz =71,
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Le nombre des composantes de T se réduit donc a sia. Désignons
> x> ) )
encore pari, j, k les vecteurs unilés ayant respectivement comme

direction celle des axes positifs, on pourra écrire

> > > >
te=10xl+7T; J+ Tk,
ty =151+ 9y J+ 1ok,
> > > >

t: =T, L+ Ty) + 55 k.

On sait qu'a chaque instant effort tv dans le point ) \!I(a,y, z)
dépend de la direction v 3 de la normale & I'élément d'airc auquel il
s’applique. Suivant la définition d’un tenseur T le vecteur 1, sex-

> > >
prime par les composantes ., ¢), ¢; de la fagon suivante :

> > >
(4) ty=t,COSV.L + t, COSY )y —+ l; COSV 3.

L’équation (4) se décompose en trois équations

ty, = 64 COSVZ + Tz COSVY —+ Ty COSY 3,
(4) tyy = Tz COSVL + T, COSVY —+ Ty COSY 3,

tyz = Ty COSYZ + Ty COSVY —+ G COSY 3.

Désignons par ¢ la tension normale, c’est-a-dire la composante

% - . L) . .
de t, en direction des v posilifs, et par t la tension tangentielle,
c’est-a-dire la composante perpendiculaire a v. On trouve en dési-

> . . ..
gnant par v° le vecteur unité de la direction positive de la normale
>>
(5) 8 = tyy =tV = ly£ COSVZ + %,y COSVY —+ Lz COSY 3.

Ici on peut encore remplacer ¢y,, t,), t,; par leurs valeurs lirées
de (4'). Pour 7 on aura

(6) =Va_a
Chaque tenseur symétrique tel que T

ox Tz Ty
(4") Tz Oy Ta
T, Tz O
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posséde au moins un systémec de trois axes, orthogonaux I'un a l'autre,
pour lesquels les grandeurs 7, 7,, . s’annulent. On les appelle les
azes principaux de tension. Les trois grandeurs ¢, @,, ¢, dans la
diagonale de la matrice transformée

G, 0 O
(41//) 0 5 o
o 0 03

sont appelées les tensions principales. Ces valeurs sont les racines
de I'équation de troisiéme degré

Se— A Tz Ty
(7) Tz gy — A T |=o.
T, Te G;— A

Donc, en chaque point M du milieu continu il existe au moins trois
éléments d’airc perpendiculaires 'un a l'autre et pour lesquels les
vecleurs des tensions correspondantes coincident en direction avec
les normales respectives.

En introduisant les ¢y, o3, ¢, dans les formules (3) et (6) et en
désignant par v, vy, v3 les directions principales (les directions des
axes principaux), on trouve

¢ = g4 cos2(vvy) -+ G2 €OS2(WV2) + O3 cos2(vv;),

(5) 2= g% cos?(wvy) + 63 cos2(vvs) + a3 cos?( vy,
[ 2 3

— [ o1 €08’ (v ) =+ > €os?(vva) + 05 COS2(Vvs) 2.

De ces formules on peut déduire sans difficulté la représentation des
tensions par les trois cercles dits de O. Mohr [21]. On fait corres-

pondre a chaque vecteur de tension Z, un point dans un plan dont les
coordonnées cartésiennes sont la tension normale ¢ et la tension
tangentielle 7. Alors O. Mohr a démontré que ces points, pour toutes
les directions des éléments d’aire dans un point du corps, remplissent
Paire entre les trois cercles de la figure 1. Ces trois cercles coupent
I'axe des ¢ dans les points qui onl pour abscisses respectives
gy, 0, eta;.

Lorsqu’on soustrait du tenseur T des efforts un tenseur sphérique

sE =— pE,



LA THEORIE DES CORPS PLASTIQUES ISOTROPES. 7

ou E désigne le tenseur unité

I 0o O

(8 o1 o
0 0 I

et

3 =6‘,+G\-4-5'z=’31+0'3+5";=_.

(8) s ; : P
Fig. 1.

T
Cs G2 G, g

désigne la tension moyenne (égale au signe prés a la pression
moyenne), on obtient le tenseur

T'=T—sE.
Dans la matrice de T' la somme des termes de la diagonale principale
s’annule, tandis que les efforts tangentiels ne sont pas altérés. Posons

) G, =0r—$ =0p+p,
(9)

.
Gy =09, —S=0y+p,

gL =06, —S$=0;+ p.
On sait que la somme des termes dans la diagonale principale d’'une
matrice est une invariante. Donc il s’ensuit de (9) que
(10) O+ 0\ +0.=0d) +oh+ 0 =o.
L.a matrice de T' sera respectivement pour des axes quelconques z,
¥, 5 et pour les axes principaux :

(r1) Tz

Ty Tr %% o o aj

)

-~

Ty g, o o

qQ

Te [, Te€sSp. 0 Gy o
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Introduisons encore les trois tensions tangentielles principales

03— G Gy — 03 92— 0y
(IZ) T = —) Ty = —) Tg= ———

2 2 2

Leurs valeurs sont égales respectivement aux rayons des Lrois cercles
de Mohr. La représentation de Mohr fait ressortir qu’aucune des
tensions tangentielles ne peut dépasser en valeur absolue le plus
grand de ces trois rayons. Les trois valeurs (12) satisfont a la
relation

(12") Ty+ Tr =+ T3== O.

. + . . . . . . .
Soit v la direction 'd’une des deux bissectrices des directions prin-
. »— ) . . .
cipales v ct v,. Alors la formule (6') fait voir que la tension tangen-

tielle correspondant & cette direction v est égale a ==7,: la for-

mule (5') permet de calculer la tension normale pour cette direction;

o)+ a3

cetle lension devient égale a - Dans la représentation de Mohr

c’est le sommet du cercle sur o,, o,. Des résultats analogues
subsistent pour z, et 7 .

2. Equations du mouvement. — Les équations fondamentales de
la mécanique des milieux continus (Newton-Cauchy) établissent une
relation entre le tenseur syméirique des efforts ct le vecteur résul-
tant des forces exlérieures d’une part et le vecteur d’accélération

. . e
d’autre part. Soient pour un point M, . la densité, y le vecteur résul-
. . +
tant des forces extérieures rapporté a I'unité de volume, ¢ le vecteur
S

de la vitesse, % celui de l'accélération qui est nul dans le cas de
équilibre. Alors on a I'équation veclorielle

> > > >
de  0dt, 0dt, ot >

donl les composants sont
dow __  dop o, | ohy
PG T 9 Yoy T 9s)
, dy, _ dt. ds, ot
(l3) P._CW—Y‘_F(E-'—W—.—?E’
dv, o, ‘2"5_1 da;

Bdr T 0% Yoy Yz
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Ces équations sont valables pour les milieux continus de toute sorte.
De plus pour chaque milieu continu subsiste la condition de
continuité

(14) %% +div(p.:)=o,

et notamment pour p constant (cas d’incompressibilité)

>

(14") dive = o,
c’est-a-dire

(14") dv,  0dv, d_v; to.

9z "9y T s
Dans ce qui suit nous baserons notre théorie sur 'hypothése que les
corps plastiques sont incompressibles.
L’ensemble des équations (13) et (14) forme un systéme de quatre
équations comprenant neuf inconnues, les six tensions et les trois
>
composantes de ¢.
Nous allons compléter ce systeme : 1° par une hypothése concer-
nant la limite élastique qui sera une généralisation de la conception
simple d’une valeur critique ¢ introduite dans le cas d’une seule

dimension; 2° par une hypothése sur la correspondance entre les
tensions et les déformations.

3. Les déformations. — Nous avons caraciérisé le corps élastique
par ’hypothése d’une correspondance uniforme entre les tensions et
les déformations, ou bien, plus exactement, entre le tenseur des
tensions et celui des déformations.

Rappelons-nous la définition du tenseur symétrique des défor-

>
malions dans le cas des déformations infiniment petites. Soil r le
vecteur du déplacement élastique d’un point M du milieu conlinu,

> >
U,y Uy, Us les composantes de r, on déduit de r le tenseur

du, du, duy

dz  Jdy dz
dxz  dy dz
-dﬂ du- Jdu-

dxw.g
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Ce tenseur non symétrique se décompose d’une facon univoque en
S

une partie symétrique et une partie antisymétrique rotr. La premiére

partie nous fournit le tenseur des déformations défr :

Ju 1 [ du, Ju,\ 1 [du, dus
t).z't 1(707!_"%) :(E—_.—Fx-)
R Y G S Y (PN
L2\ dy dx ay 2\ d3 ay'
1 /du Ju 1/du duy Ju;
((T"'Tx‘) J(5+5) =
I
fe ;Yz =Y
I I
=312 n J=
1 T
s SY¥r &

Une déformation infiniment petile est caractérisée en chaque point
par les valeurs des six fonctions ¢,, ..., y;. ¢, donne pour chaque
point M(z, y. z) l'accroissement de longucur rapporté a l'unité de
longueur pour un élément de droite paralléle a I'axe des z. En
d’autres termes : ¢, est le coefficient de dilatatiorn linéaire d’un
élément issu de M et paralléle a 'axe des z. La somme

tp+ Eyt g,

qui ne dépend pas de l'orientation des axes, s’appelle le coefficient
de dilatation cubique. — v,, v,, Y: nous fournissent les dilatations
angulaires. c’est-a-dire les accroissements (ou décroissements) des
angles droits qui avaient, avant la déformation, leurs cotés paralléles
aux axes; ces grandeurs Y., v,, Y; sont appelées aussi des glissements.
Lorsqu’on rapporte ce tenscur aux axes principaux, les glissements
s'annulent et nous allons désigner par ¢, ¢, ¢, les dilatations
principales.

Envisageons maintenant les vitesses de déformation; elles dépen-
dent de la méme facon de la vitesse

>
P =

&8y

>
que les déformations mémes de r. Le tenseur symétrique des vitesses
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>
de déformations sera dénommé def o :

0vy 1/dv, dv, 1 fdv, dv;)
r ;(97*&') 9(7):-:*%
1 /00,  doy av, 1(!)0_, d&-,)
(16) §(W+dx> ay 2 dz+dy
(o) L) \
E(Wﬂ—dz) 2\ 0z ay dz
de 1 dy; 1111
dt 2 di 2dt
=L de rdve
T2 dt dt 2

dt
' 1dy, 1dy. deg \

2dt 2 dt dt

En désignant briévement par des points les dérivées par rapport au
temps ¢, 'équation (14) montre que I'on a

’ dvy dvy, dv; - . .
(16) Tz Ty T T aTETe
Les ¢, ¢, ¢; sont les vitesses de dilatation linéaire, v,, Yy, 7z les
vitesses de dilatation angulaire. Par rapport aux axes principaux les
vitesses de dilatation angulaire s’annulent. Les vitesses de dilatation
linéaire principales seront désignées par e,, ¢., €5, et I'on aura

(16”) E.1+E'g+E.3=O.

4. La relation entre le tenseur des efforts et celui des vitesses de
déformation. — La différence essentielle entre le corps plastique et
le corps élastique est que pour le premierla proportionnalité entre les
efforts et les déformations n’existe plus. Le corps plastique est
susceptible de déformations permanentes. C’est-a-dire ce n’est pas
’élat déformé mais plutét le procés de déformation qui est en corres-
pondance avec les lensions. On a donc essayé, pour caractériser de
fagcon mathématique le milieu plastique. d’établir unc relation entre
les tensions et les vitesses de déformation.

Tout d’abord on voit bien que le tenseur T lui-méme ne peut pas
figurer dans cetle correspondance. Car on sait, qu’en général un
corps solide sous l'influence d’une pression hydrostatique, c’est-a-
dire d’une pression uniforme dans toutes les directions, ne subit pas
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de déformation plastique. Il faut donc chercher une relation telle
qu’une pression hydrostatique n’exerce pas d’influence sur les vitesses
de déformation. Ce ne sera donc pas le tenseur T, mais le tenseur

1"=T—6¢E="T+ pE

introduit par (11) qu’'on va mettre en rapport avec le tenseur des
vitesses de déformation.
Tout ce que nous venons de dire est aussi vrai pour les fluides

visqueuz. La aussi il y a une correspondance entre T’ et defv. En
hydrodynamique ces deux tenseurs sont proportionnels I'un a 'autre

defp = kT .

Mais nous allons voir tout de suite qu’il y a pourtant une différence
essentielle entre ce cas et celui du corps plastique.

Rappclons-nous I’exemple de la barre sous 'influence d’une traction.
Toutes les expéricnces font ressortir que la valeur de o ne dépend
pas sensiblement de la vitesse de déformation. Par contre, dans le cas
des fluides visqueux, on constate la proportionnalité entre la tension
et la vitesse. Pour le corps plastique on est en bon accord avec
I'ensemble des expériences en admettant que la valeur de I'effort reste
la méme si la vitesse de déformation augmente.

En généralisant ces résultats on est conduit a Phypothése que
I’ensemble des cinq composantes de T’ soit soumis aussi a une
cerlaine condition de constance. On prétend que les composantes
de T’ sont assujetties a la condition de satisfaire pendant tout le
procédé de déformation plastique a une équation

(17) F(s, 7, 95, Tz Ty, Tz) = 0.

Cette équation étend au cas géncéral 1'équation qui exprime en cas
d’une seule dimension existence de la limite élastique ¢ = const.
(17) est appelée la condition de plasticité ou équation de la limite
plastique ou encore équation de la limite élastique. Pour un corps
isotrope cette limite élastique ne dépendra certainement pas des
directions des axes principaux, mais seulemen! des trois valeurs
principales ¢, o, ¢',. Donc (17) prend la forme

(17) G(d), oy, a3) =0

(pour plus de détails, voir n° 3).



LA THEORIE DES CORPS PLASTIQUES ISOTROPES. 13

>
En reprenant le probléme de la correspondance entre T’ et defy,
on voit que l'existence de la limite élastique (15) rend impossible ici

I'hypothése de la simple proportionnalité entre T' el def. Dautre

part, il parait plausible de supposer que les deux tenseurs T’ et def
soient des tenseurs semblables. Cela veut dire que les directions des
axes principaux comncident et que les trois valeurs principales ont
méme rapporl pour les deux tenseurs, ce qui s’exprime par I'équation

>
(18) defo=2AT.

Mais ici le coefficient A n’est pas une constante (comme c’est le cas
pour les fluides visqueux), mais prend des valeurs différentes dans
les différents points du corps. La valeur A entre comme une variable
dans le systeme des équations différentielles et pourra étre éliminée
moyennanl la condition de plasticité.

La relation (18) s’exprime aussi de la facon suivante :

;1 = ‘AO'”
(18") ts= A3,
&= A7),
avec les conditions
(19) € +f1+i3 =0,
(19") o) + Gy +a', = 0.

Enfin elle donne lieu aux six équations (18)

oy doy oz 5,
o \ = = 1% @_w,, T = A%,
[ ’
1 (doe  Ooy\ 1 /00y @_‘:, _ 1 (dv, fd__vz)_)\
'z(vy*a)-“ :(xﬁm =ty G oy ) =k

Ces équations n’équivalenl qu’a cing équations indépendantes, car si
I'on additionne les trois premiéres on retrouve (10) et (14"). Les
équations (18) ont été établies par Saint-Venant [38] pour le cas-
plan. Leur généralisation pour le cas de trois dimensions est due &
MM. Lévy et de Mises [15], [17]-

Envisagecons maimtenant le systéme formé des équations (13"),

MTMORIAI DLS SC VATH — N° 86 2
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(14), (17), (18). Posons dans (13")

>
T=o o Z_,
Y=o e. =

Nous nous bornons donc a n’examiner qu’un probléme d'équilibre
pour un instant initial. Les équations (13”) auront la forme

J . z y
(;;(%—P)-'-;J;-'-%—-O.-
oy 0 oo
(13) gz + ";5,(03—1”)'*' 5% =%
duy Ot ,
\dx-'-;;-'-d—z(“z p)=o

On a donc au total dix équations indépendantes I'une de l'autre
(3 + 141+ 5) pour les dix inconnues

' ! J
Ty d‘y, Tz Ty Tys Tz Py Px "y: P2y A

(o —+ o)y + oz = o).

Ces équations formenl le systéme complet des équations de la théorie
classique de plasticité.

D’ailleurs ce systéme de dix équations peut étre réduit facilement
a un systéme de cinq équations, ne contenant que les cinq incon-
nues p, A, ¢5, ¢y, vz. Car en se servant de (18) on peut exprimer les
tensions ¢, ), ..., 0, par p, ] et les vitesses et introduire ces valeurs
dans les ¢quations (13) et (17). Une cinquiéme équation sera la
condition de continuité (14). Si 'on a réussi a tirer de ces équations
les vitesses ¢z, ¢,, ¢- on détermine A par la condition de plasticité
qui ne contient pas la pression. Toute cette réduction est analogue
au procédé de I’élimination des tensions dans la théorie de I'élasticité.
Mais dans cette théorie on finil par avoir un systéme de trois équa-
tions différentielles de second ordre pour les trois composantes de
déplacement, tandis qu’ici on ne peut réduire le probléme qu’a un
svstéme de cinq équations.

5. La condition de plasticité. — Au numéro précédent nous avons
introduit 'hypothése que I'ensemble des tensions satisfait pendant le
procédé de déformation a une certaine relation qui est appelée la
condition de plasticité ou équation de la limite plastique ou bien
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équalion de la limite élastique. Pour un corps isotrope cette limite
ne dépend pas de l'orientation des axes principaux, mais seulement
des valeurs principales.

Pour donner une représentation géométrique nous prenons (suivant
le procédé de Haigh [11]) dans I’espace a trois dimensions comme
coordonnées reclangulaires les trois tensions principales oy, o5. 7.
Chaque étal de tension d’un corps isotrope sera représenté par un
point dans cet espace des tensions principales et la condition de
plasticité méme sous la forme

G(s1, 92, 5,) =0,

définit une surface qui comprend l'origine dans son intérieur. Pour
toutes les valeurs des rapports o, : 55 : ¢, le corps demeure élastique
tant que la somme des carrés o} 4 o;+ o, reste au-dessous d’une
certaine borne, et il devient plastique lorsque cette borne est dépassée.

Nous savons aussi (vour 4) que la lintite élastique ne change pas si
'on augmente le tenseur T d’un tenseur hydrostatique ¢E ou E est le
tenseur unité (8'). Il s’ensuit que la surface représentant la limite
¢lastique est un cylindre dont I'axe a la direction 1 ; 1: 1. En d’autres
termes, la limite plastique ne dépend que des valeurs o,—=0,—¢
(f=1. 2, 3) qui sont liées par la relation (19”). La limite élastique
est donc entierement donnée si 'on connait dans un plan

Gy -+ 63—+ G, = const.,

la courbe qui est la section normale de ce cylindre. Cette courbe
peut étre définie par une équalion

(17) G(dy, 95, o)) =0,
ou bien en introduisant les tensions tangentielles principales

Gq— G2 gy — O3 g3 — Gy
1) Ta= — T3= ——
2 2 2

Ty =
par une relation
(l:'”) H(Tls T, T';):O.

Pour les 7, aussi la somme est égale a zéro

(12") I+ T2+ T3=0.
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Comme le corps est supposé isotrope, les fonctions G ¢t H seront des
fonctions symétriques.

Aprés ces remarques préliminaires signalons les formes les plus
importantes de la condition de plasticité qui étaient étudiées jusqu’ici.
Commencons par citer une hypothése introduite par Coulomb [6],
qui a été poursuivie par Guest [10] et que l'on appelle souvent
hypothése de la tension tangentielle. Celte hypothése admet qu’a la
limite plastique la tension tangentielle maximum posséde une valeur
constante. Soit

(20) 61203

v

G,

I’hypothése de Coulomb sera la suivante

Gy — O,
(21) [T IMax = : =

5 k.

Interprétons cetle hypothése dans un systéme de coordonnées rec-
tangulaires 7, 74, 73. D’aprés (21) les points représentant les efforts
du corps dans l’état plastique seront situés sur l'intersection du
plan (12') avec un cube dont les arétes sont paralléles aux axes

(22) ENEYNENENTS ANENES

Cette intersection esL un sextangle régulier. Dans 'espace aux coor-
g g P
données o, 7., o, la limite de Coulomb-Guesl est représentée par un
) T2, p p
prisme régulier (a six arétes) dont I'axe passe par P’origine et fait
avec les trois axes des coordonnées des angles égaux; le coté du

sextangle est égal a \/g k.

Une théorie bien plus générale est due a Mohr [21]. 11 s’appuie
sur ’hypothése que la limite plastique ne dépend que de o, et oy, la
tension principale moyenne restanl sans influence. Cette hypotheése
se traduit dans I’équation

(23) gy — 03 =f(01+°'3\’

2 2 /

ou f est une fonction arbitraire. Il est évident que (21) est un cas
particulier de (23) avec f= const.; I'hypothése de Mohr admet

que |7 | ne dépend que de la somme 217%. 8il'on décompose le

} . . . > . . + —>
vecteur ¢, qui correspond a la direction v de la bissectrice de v, et v,
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d’aprés sa tension normale et sa tension tangentielle, cette derniére est
égale a

G —
2.
Lorsqu’on remplace dans l'espace des coordonnées 7, i, 7, le

sextangle par la circonférence circonscrite ou bien dans I'espace des

coordonnées a4, 73, o, le prisme par le cylindre circonscrit, on obtient

la limite élastique proposée par de Misés [17]

G4+ Os

2

g . .
%, tandis que la lension normale est donnée par

(24) T+ 13+ 3 =2k

Cette forme de la condition de plasticité est certainement avantageuse
pour l’étude analytique. Nous n’entrons pas dans la discussion des
expériences qui cherchent a décider entre les différentes hypothéses.
Il parait d’ailleurs que pour les corps isotropes la condition quadra-
tique (24) est préférable, tandis que pour les cristaux la condition de
Coulomb rend de meilleurs services ().

En introduisant les valeurs (12) dans (24) on obtient

(24) (61— 02) 4+ (03— 03)*+ (33— 3 ) — 8k*= o,
ou bien

(24") (0r—0y)i+(oy— ;) 4+ (0:—0y) 4+ 6(t3+ 13 +12) —8k*=0.

La relation (24) a été généralisée par de Misés et Schleicher en
égalant le premier membre de (24') non pas a une constante mais a
G103+ Gy
3

que cette fonction ne varie que faiblement avec s, mais qu’une certaine
influence de la pression moyenne a pourtant lieu. En tout cas cette
hypothése ne remplit plus la condition dont il était question ci-dessus,
disant qu’une superposition d’un tenseur hydrostatique reste sans
influence.

Voila quelques conditions de plasticilé proposées. On trouve une
énumération el discussion compléte et détaillée ainsi que la biblio-
graphie dans le fascicule cité [31] de M. Prager.

une fonction de la pression moyenne s —

- On suppose

6. Potentiel d’un tenseur. — Les équations (18) établissent une

(') Quant a une discussion des expériences, ¢f. par exemple [8]. Voir aussi des
remarques générales dans l’article [20] et enfin le fascicule [301.
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relation entre les deux tenseurs T' et D — défv. De Misés [19] a fait
remarquer que le tenseur D comme fonction tensorielle du tenseur T
jouit d’une propriété caractéristique. Il posséde un potentiel dans un
sens analogue & la conception du potentiel d’un vecteur qui est une
fonction vectorielle d’un autre vecteur. Expliquons cela de plus pres.

Soit
> >0 >
bz, 5, 5)=o(r)
. . . + .
un vecteur qui est une fonction vectorielle du vecteur r. On dit

> . .
que ¢ posséde un polentiel lorsqu’une fonction scalaire de z, y, z

. . >
cxisle, telle que 'on a pour les trois composantes ¢,, ¢,, ¢; de ¢

(a) Pr= =) v.:(—)—, o= 7

ou bien en remplacant les équations (a) par une seule équation
veclorielle

(a)

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une telle fonction f
exisle, esl

>
(b) rote = o,

c’est-a-dire

doy  dog do;  do, dve  dvy
() Gz dy "> ez

On sait que les trois équations (&) ne sont pas indépendantes 'une
de autre, la troisiéme par exemple peut éire déduite des deux
premiéres.

D’autre part, on démontre facilement que les trois dérivées (a)
d’une fonction f quelconque forment les trois composantes d’un
vecleur, c’est-a-dire qu’elles se transforment comine les composantes
rectangulaires d’un vecteur.

> >
Les mémes faits subsistent si ¢ dépend d’un vecteur u quelconque

> >(>
(U wy, uz) =v u).

. > . .
On dit encore que ¢ dépend d’un potentiel £, fonction de u,, u,, u,,
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lorsque
' _Y _ of
(a) %—m’ "o—a—u';’ vz= ouz

La condition nécessaire et suffisante pour que (a’) subsiste est

, dv, dv; dv;  dve oy v,
@) T =% du w

;)-zT,j—du.,_

Parmi ces équations il n’y en a que deux qui sont indépendantes; Les

af o,
grandeurs d—f-, 9f, 2/ e transforment comme les composantes d’'un
w, du, du;
vecteur.
Nous allons généraliser ces notions, en étudiant une fornction
tensorielle d’un tenseur. Supposons deux temseurs symétriques,

A et B, et désignons les composantes par

Axe= A, Ayy = Ay, Azz = Qz,

Axy = Qyxp = 0z, Axz = Azx = Oy, Ayz = QAzy = O,

et de méme pour B.
Commencons par généraliser la notion du potentiel du tenseur A
par rapport & un tenseur B. Une fonction f de B,

f(br; bn bz; pz‘) BJ" pz) =f(B)$

sera appelée potentiel de A par rapport a B si

9, 9, 9,
ar(bm by) bz; B‘c: ?’J‘: 32) = ‘ﬁf;’ ay= _dl‘));’ az= ;Zé;
(e) 1 of 1 of _ 1 of
w=aTE YW 4T ioE

En différentiant la premiére de ces équations par rapport a b, et la
seconde par rapport a b, et en égalant les résultats, on trouve

day day o

T, b

De méme facon, on peut déduire de (c¢) quinze équations analogues
aux trois équations (b'). Mais parmi .ces quinze équations il n’y en a
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que cing indépendantes, par exemple

day da: _, V4 daz_
) db: b, db; db,
( daty 1 dag da, 1 dag da; 1 dag

gb: OB ' Jb, 208 0 Ob; 208 i

. . . . . 5
En combinant ces cing équations deux a deux, on recoit les (2) =10

autres équations; par exemple, la premiere et la seconde équa-
tion}( d) différentiées respectivement par rapporta by el b, donneront

dax _da _,
db, dby
Les équations (c) permettent de déterminer le potentiel £(b,. ..., Bz),

si les conditions d’intégrabilité (d) sont satisfaites.

Pour justifier la légitimité de la définition (c). il faut démontrer
que les six dérivées indiquées en (c) se transforment comme les
composantes d’'un tenseur symétrique B. En ce cas. on pourra dire
que l'opération (c) est l’analogue de U'opération qui déduit d’une
fonction scalaire f le vecteur grad f. D’autre part. nous allons

démontrer que les quinze expressions (d) sont un aralogue du
>
vecteur roty.

Quant a la premiére question, introduisons un nouveau sysléme
d’axes orthogonaux &, n, { en désignant par bg, by. ..., B, ..., Py les.

composantes de B par rapport a ce nouveau systéme. On aura
évidemment

df _ Of db.  of ob, of 0B:

dby ~ b Fbr " Dby b T I be

Mais d’aprés les formules de transformation d’un tenseur symé-
trique B. on a, en écrivant ({z) au lieu de cos(Ex), etc.,

(f) ba=0be(fx)+bo(za)+...+20(Ez) (az) +...+20(nz) (C=)

et

(&) Ba=be(kx) Ey) + BelE2) (ny) + (Ey) (n2) ]+ br(§2) Ey), - ..o
On en tire

9 "o
=G =) ),
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Et 'on trouve alors

of

- L s+ f(sy)+ o (ea:

+ |5 e+ 3 En 6 + 5 F )],
ng{ o) (o) + 5L 6 (1) + S G2 ()
- —.—,f—t<ey>(q.z>+<2z><ny>]

Tf[(Ex)(nZ) +(52) (a2)

IOI"‘

o

@ls;

- [(E2) () + (E2) (a2)]

1
2

Les équations (/') font voir que les grandeurs

/] 1 9 10
%, 3B > O
I d d 1 d
h 2 2 Z.
(%) . b, 20
1 d 1 d ° d
598, 398 o6

se transforment comme un tenseur, et gue l’on pourra appeler Grad f
le tenseur que l'on obtient en appliguant cette opération (h) a une
fonction scalaire f

Reprenons la seconde question. Nous allons montrer que les
expressions (d) et les dix grandeurs analogues s’expriment par
les composantes d’un tenseur d’ailleurs trés particulier de
Uordre trois. Nous entendons sous un tenseur de l'ordre trois un
systeme de 3*= 27 grandeurs 7, qui dépendent de facon linéaire de

> > >

trois vecteurs unilés v,, vg, v.
Envisageons en effet 'expression

(2) Tk = ;—[(Z,X Zk)+(;>< Z,)]:,
R < 8+ ) < B

a, = Av, air= Avg,

> > > >
b,=Bv;, br=Bvy,
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significnt pour les tenseurs A et B respectivement les vecteurs corres-

> >
pondant aux directions v,. v. Prenons pour B le tenseur symbo-
lique (%) et désignons pour abréger

da, day

E;—m—(“, 22),
1da, da;

(k) 57{3—;_%—?—(”’ 12),
1 /day day\

() =,

Les 27 termes du lenseur symétrique (¢) seront alors les suivants :

(12, 13) -‘2-|(22,});)—4:(.m, 23)]  21(32, 13) + (12, 33)]
~[(22, 13) + (12, 23)] (22, 23) > (a2, 33)
-;[(32, 13) + (12, 33)] ' %(22, 33) (32, 33)

A=2:

(13, 11) $103,51) + (23, 1) (3. u)
5103, 20 (23, 1)] (23,21)  2[(33,21) + (23, 31))
5133, 11)) ~1(33, 31) + (23, 31)] (33, 31)

A=3:"

(11, 12) Sme2)  2[(11,82) + (31, 12)]
~{(11, 22)] (21,22)  :[(21,30) + (1, 22)]
2[a1, 32+ 3, 12)] 221, 32) + (31, 22)] (31, 32)

On voit que 7, =7k Il est évident que si tous les 7,5, sont nuls, les
quinze équations (d) sont remplies et inversement.

D’ailleurs on peut aussi considérer les expressions (k) comme
composantes d’un tenseur antisymétrique de l'ordre quatre (celte
derniere remarque m’a été suggérée par M. Prager) :

) T,k)\p=a,/¢b)\p‘—a~,\p‘b,k=(-\?, :')L (B;):L-(A%)v}u.(B: \Tk.

Pour B on introduira le tenseur symbolique (A).
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7. Potentiel plastique. — Reprenons les équations (18),
éz:: )Jw, E', = )\G'), ;z= )\d"z,

(25)

I- I - 7
—v.= At — Yy = ATy. —Y.= AT;.
P L x 3 1 y L

Je prétends que le tenseur 1)2 comme fonction du tenseur T, dérive

d’un potentiel. En effet, la fonction
(24)  f= gl(ee—oy)t+ (ay— 35) + (33— 02)t + 6(%3 73 -+ 72)]

admet comme dérivées

J J 2 ,
;)‘;.é = d_;.f; = g[(‘x_c’y)—(":—“x)] = Oy,
1 df it
son =

On voit ainsi qu’il se retrouve de cette fagon comme potentiel
plastique la méme fonction (24) qui a fourni la condition de plasticité
dans la théorie de Misés. Il y a donc une relation étroite entre: la
forme particuliére des équations (25) et la forme particuliére de la
condition quadratique de plasticité.

Au lieu des équations (25) on peut choisic un autre systéme
d’équations, caractérisant la dépendance entre le tenseur T’ des ten-
sions et le tenseur D des déformations. Si I'on ajoute le postulat de
’existence d’un potentiel plastique, il faut supposer cette dépendance
sous une telle forme que les conditions d’intégrabilité

([ k. H_E,
do. oo doy,  do,  °
(26) <o . . . . .
'd*{, dsz__o dyy_dszzo dﬁ_diz_o
dot  kp o, ok, ’ do. ot

soient satisfaites. En ce cas on peut déterminer le potentiel comme
fonction des tensions. De plus on a la liberté de choisir la fonction
ainsi déterminée comme condition de plasticité.

De l'autre c6té on peut prendre comme point de départ une condi-
tion de plasticité f = consl., et identifier son premier membre avec
un potentiel plastique. Naturellement f doit alors obéir a certains
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postulats que nous avons étudiés (voir §6 et 4). En multipliant f
avec le tenseur symbolique V

9 19 19
doy, 20t 2 0,
19 2 19
2 dv; do, 2ty |
o192 9 \
207, 2dte  do,

on déduira un lenseur Vf = Grad f qui sera, sauf le facteur A, égal
au tenseur D des déformations :

(27) A Gradf = D.

De cette facon nous obtenons pour tout choix d’une condition de
plasticité un systéme correspondant de relations entre T' et D. Mais il
y a encore une condition qu'il faut imposer a f : cette fonction doit
étre choisie de sorte que

a9
(28) J;;ﬂ—d?)- +()5";_0.
Car la condition de continuité demande que la trace du tenseur des
déformations s’annule :

(28') Sx+ €y + ez =0,

Nous voyons donc qu’en acceptant I'hypothése du potentiel plas-
tique on est libre de choisir ou bien la forme de la dépendance entre T?
et D (en tenant comple des conditions d’intégrabilité), et 'on déter-
minera alors la forme de la condition de plasticité; ou bien on dispose
de la forme de cette condition en fonction de T' [en tenant compte
de (28)] et 'on déduira la forme de la dépendance entre T’ et D.

Discutons encore un autre potentiel plastique en partant de I'hypo-
thése de iplasticité (21) de Coulomb. Appelons o, et o, resp. la plus
grande et la plus petite tension normale. Nous savons qu’il existe
un systéme de coordonnées rectangulaires dans lequel
o —1

2

- =

S

D’autre part c’est la plus grande tension tangentielle. Donc la condi-
tion de Coulomb s’cxprime dans ce systétme de coordonnées par
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I'équation 7,= const. Prenons donc comme potentiel plastique la
fonction

(»9) f=1. .

Evidemment la condition (28) est remplie. Quant au tenseur Grad f,
on voit que ses composantes s'annulent avec la seule exception

de:‘Tf:l.

On aura donc

' _U, esadie %24 %5
(307) 1=, Cestadire SF o+ —oF =0

La déformation sera donc donnée par le tenseur suivant

°
o
o N>

(30")

(=}
<]

~
=]
<}

Une lelle déformation est appelée un glissement. Chaque tenseur
symétrique dont la trace est égale & zéro et dont le déterminant
s’annule peut étre réduit a la forme (30”). Car en transformant aux
axes principaux. on aura pour un lel tenseur

(30") 0o 0o o avec ¢+ 3= 0.

Puis on introduit des axes nouveaux en faisant tourner le systéme
des coordonnées autour de I'axe des y de 45°. En posant ¢, — e, =12,

. )y
c’est-a-dire £, = —¢&, = ~» le tenseur (30") prendra la forme (30").
> p

Mais une déformation (30") est une déformation a deux dimensions.
Donc un glissement est une déformation plane et l'inverse est vrai
aussi. Le choix de (29) comme potentiel plastique entraine donc la
conséquence que la déformation est plane.

Les expériences montrent qu’en général pour les cristaux, la défor-
mation plastique est un glissement. Si nous admettons cetle méme
hypothése également pour les corps isotropes el si nous ajoutons
Phypothése (27) sur le potentiel plastique, on est amené & prendre
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comme condition de plasticité l'équation (21) de Coulomb. Cet
exemple fait ressortic de quelle facon des observalions concernant la
déformation permettent de tirer des conclusions sur la condition de
plasticité, el réciproquement.

CHAPITRE 11.

ETUDE DU PROBLEME PLAN DE L’EQUILIBRE PLASTIQUE.

1. Le probléme plan comme probléme isostatique. — Le probléme
général de I'équilibre plastique envisagé dans le paragraphe 1 de ce
Mémoire nous a conduit a I'étude d’un systéme de dix équations
[n° 4 (13), (14), (17), (18) | a dix inconnues. Il n'y avait pas moyen
de séparer le probleme de la recherche des tensions o, oy, ..., 7- du
probléme de la recherche des déformations ¢,, vy, ¢z et A.

Mais il existe quelques cas spéciaux, sur lesquels MM. Hencky et
Prandil ont attiré Pattention des géométres, cas susceptibles d’une
telle séparation au moins tant que I’on n’envisage que les équations
diftérentielles et non pas les conditions aux limites. Ces problémes
particuliers, on les appelle souvent des problémes isostatiques en
geénéralisant une notion bien connue de la statique. Le probléeme
plan de la théorie de Saint-Venant est 'exemple le plus important
d’un tel probléme isostatique.

Un probléme 4 deux dimensions se présente ici de deux fagons,
comme probléme des tensions planes et comme probléme des défor-
mations planes. Dans les deux cas on fait 'hypothése que I'une
des trois directions principales soit paralléle a une direction fize
dans tous les points. Cette direction fixe sera prise comme direction z
d’un systéme reclangulaire des coordonnées. En tenant compte du
fait que dans notre théorie les deux tenseurs T’ et D onl mémes
directions principales, on conclut que

(1) Yy=Yz=0. Ty=Tg=0.

En outre, on admet pour les deux cas
d

— =o0,

(1)

a savoir T et D ne dépendent pas de 3. Cette condition exprime que
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dans chaque plan paralléle au plan (z, y) P’état de choses est le
méme.

D’autre part, pour lec premier probléme, celui des déformations
planes, on fait ’hypothése

()‘) é-= €'1= 0,

3

tandis que dans le cas des tensions planes on admet

(3) G;=03=0.

z

D’aprés ce que nous venons de dire, dans les deux cas plans le sys-
téme (13) des équations de I’équilibre se réduit a

€] %’—1—3}:0, g%+%;-’;=o.

Ici on a écrit = pour 7. Voila un systéme de deux équationrs aux
trois inconnues ¢, ¢y. 7. Comme troisi¢éme équation on ajoute la
condition de plasticité dans une des formes étudiées dans le para-
graphe précédent. Pour le probléme des tlensions planes, évidemment
cette condition ne¢ contienl que ¢, gy, T en vue de (1) et (3). Pour
l'autre cas la condition (2) par l'intermédiaire des équations (18)
donne ¢’, = o, ¢’est-a-dire

P e

@) S B3

2

On voit alors que dans cc cas également, la condition de plasticilé ne
contient que ¢, g, et 7. L’ensemble des deux équations de I’équi-
libre et de la condition de plasticité nous fournit un systéme de
trois équations a trois inconnues.

Etablissons maintenant la forme de la condition de plasticité en
commencant par étudier ’hypothése de Coulomb pour ces cas parti-
culiers. L’équation (2') peut s’écrire

Gy + G2

(") ==

et 'on obtient alors pour les trois tensions tangentielles principales

Gy — G2 . _G:—-O’t
9 3= .
4 2

(5) TI=T2a=

Donc 7, est la plus grande lension tangentielle ¢n valeur absolue.
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Pour le second cas, celui des lensions planes, on trouve

2 il i
(6) 11——;’ ':_,_.; Ty= Py
On'suppose en général que g, et o, soient de signes opposés, de sorte
que 7; joue encore le role de la ‘plus grande tension tangentielle en
valeur absolue. La condition de Coulomb sera alors dans les deux cas
la suivante

(7) - (""“‘)’.__ ("r— °r)’+::= s

2 - 2

La condition quadratique de plasticité (§ 1) (24") deviendra dans le
premier cas, en vue de (1) et (2'),

Gr— Gy \2 . _4_ N
(8) (_9_) et La
On voit donc que dans ce cas la condition quadratique devient égale a
la condition de la plus grande tension tangentielle. Mais pour le second
cas, le cas des tensions planes la condition quadratique a la forme

(9) 3t —0e0y +of 3T =K,
ou bien
6‘?-—3‘10'_»—0- 0‘3: kz,
forme qui différe de (7) et (8).
Sous le nom de « probléme plan » nous entendrons en général le

probléeme des déformations planes, ou la tension moyenne s est
égale a

") o= (oeo+ =—»,

G40y _ Gr+0,
3 =

2

et ou il n’y a pas de différence entre les conditions de plasticité de
Coulomb et de Misés. Le systéme des équations (4) et () forme alors
la base du probléme des tensions, probléme qui peut donc étre traité
d’une facon qui ne dépend pas de I'étude des déformations.

Il nous reste encore a établir pour ce dernier probléme les équa-
tions du courant plastique. ou des déformations. En vue des con-
ditions (1), (2), le systéme (18) se réduit a

I

, S 1/dor  doy\
(lo) o = )\51-, _— = AG’,), 7&7‘7 -+ %) = AT.
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En remarquant que ¢, —d,=0,— gy, on tire des équations (10) la
seule équation

doy  doy
— dy 0
(11) GV)TG’E::Z’ ()::t ’
A
ady ox
En posant
ﬂ')-— Cr _
= tang.9,

celle équation délermine, comme nous allons voir, les deux directions,
perpendiculaires I'une & I'autre. correspondant aux valeurs extrémes
de la tension tangenticlle. L’équation (11) exprime alors le fait bien
connu que les directions ou s’exerce la plus grande tension tangen-
ticlle sont les mémes que celles ou se produit le plus grand glisse-
ment. Cette équation (11) contient comme inconnues les vitesses ¢
ct ¢,. Une seconde équation pour ces mémes inconnues nous est
fournie par la condition de continuité
(12) i)v—x'- —+ %’- =o.
On peut se servir des équations (11) et (12) pour déterminer ¢, et ¢y
sil'on connait déja les tensions. Mais il faut remarquer que pour le
probleme de l'intégration, le fait qu’il existe le nombre nécessaire
d’équations ne contenanl que les tensions ne suffit pas en général.
Seulement dans le cas ou les tensions données aux limites déter-
minent U'intégrale, on peut parler a juste titre d’un probleme isosla-
tique. Le systeme des cinq équations (4), (7), (11), (12), avec un
systeme de conditions aux limites, suffisantes pour déterminer les ten-
sions et les déformations pour le moment initial, définit le probléme
complet de plasticité plane.

L’intégration du systéme (4), (7), se réduit a 'étude d’une seule
équation partielle du second ordre par I'introduction de la fonction
des tensions, dite d’Airy. Posons, en effet.

2 F 2 2
(13) ct=d— J*F _ 2F

7 T T T oy

alors les équations (4) sont satisfaites, et enintroduisantles valeurs (13/)
en (7) on lrouve I'équation partielle non linéaire

i2F  J2F\2 92 F \?
oy _rr (22 N e
(3) (dy‘ f)x-’) +4(dxdy) =4k

MEMORIAL DES SC. MATH -— N° 86 3
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.Quelques auteurs ont pris (13) comme point de départ de leurs
recherches [23], [24], [32], etc. Nous n’allons pas aborder I'étude de
cette équation.

Citons encore un autre procédé de réduction. Différentions la pre-
miére équation (4) par rapport a y et la seconde par rapport 4 x; en
soustrayant on obtient

92 d*t Ot
W(cj——-a’.): el ;)y_‘l

D’autre part la condition de plasticité (7) ne contient que les mémes
grandeurs 7 et g,— gy. On peut donc éliminer par exemple o, — oy
entre I'équation ci-dessus et I'équation (7), et I'on obtient la seule
équation non linéaire

(14) +2

[Une équation analogue existe pour (¢, — ay). ]

Maintenant il faut ticher de trouver une solution de (14) qui satis-
fasse aux conditions aux limites; ayant Lrouvé 7 on déterminera o;; et o).
en intégrant (4). Les fonctions arbitraires introduites par ce procédé
serviront pour satisfaire a (7) et aux conditions aux limites. De cette
fagon A. Nadai [22], [23] a traité quelques exemples. Nous revien-
drons sur ses résultats d’un point de vue plus systématique.

2. Les directions de glissement. — Pour le probléme plan les ten-
seurs T et T' auront respectivement les formes suivantes :

Gy T o Cx+ p T 0 Q
T={(1t 5 o }, T = T S.+p O
o o —p o o o ,

. . * . .
Désignons par ¢ I'angle d’une direction v° avec la direction des &
positifs.

> . . . .o
Décomposons le vecteur ¢, qui correspond a la direction »* en
>
la somme d’une tension normale de direction v° et de grandeur o, et

>
d’une tension langentielle perpendiculaire 4 v° et de grandeur ,.
Les formules (4), (5), (6) du paragraphe 1 nous fournissent les
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équations
Oy= 6,052y + 27 cosysmy -+ oy sin?¢
=2t | T % cosay+tsina,
(15) 2 2

Gy — Gy

Ty= — sin2y + tcos2¢.

Ces équations montrent que o, et 7, sont les fonctions continues et
bornées de ¢. Chacune de ces fonctions a donc au moins un maximum
et un minimum. On les trouve en cherchant les valeurs de ¢ qui
annulenl la dérivée de la fonction, par exemple, de la fonction oy,
c’est-a-dire en délerminant les racines de I’équation

. 27T
(16) tang2¢ = P— .

Cette équation donne pour ¢ deux directions rectangulaires ¢ et ¢,
qui seront les directions de la plus grande et de la plus petite tension
normale, c’est-a-dire les directions principales. En introduisant
ces valeurs dans les équations (15), on trouve les valeurs extrémes
de g, savoir

1 Typ— Gy \2
(16") Oi2= E(a”+ c..)i\/(—r-;-—l) + 72,
et 7, s’annule pour ces directions. .
D’autre part, les racines de I’équation

Gy— Or
27T

(17 tang2J =

déterminent deux directions perpendiculaires 'une a 'autre, corres-
pondant aux valeurs extrémes de la tension tangentielle :

(17) o =2 |/ oy vt L ()

Ces deux direcuons seront appelées directions de glissement. La
tension normale correspondante o, sera égale a

v I
(7") o‘a=;(c-¢+cry)=s=—p.

En comparant les équations (16') et (17') on voit que les directions
de tension langentielle extréme, et les directions de glissement, font
des angles de 45° avec les directions principales de tension. Pour
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fixer les idées nous allons appeler premiére (seconde) direction de
glissement la direction faisant angle de + 45° avec la premiére
('seconde) direction principale ; a savoir

T=c+45, T=TF+90, T=0o¢ +45.

Les équations (17'), (17"), (17") montrent donc qu’il existe en
chaque point deuz directions perpendiculaires Uune & autre,
faisant avec Uaze positif des z, les angles I et 3' = go + I respec-
tivement, de sorte que les facettes correspondant & ces directions .

subissent des tension tangentielles extrémes, égales o = é (o4 — 0a).

. , N 1
La tension normale correspondante est égale ala valeur - (o, +02)=—p.

Prenons ces deux directions comme directions d’axes nouveaux; les
tenseurs T et T’ auront alors la forme

1 1

—'(0'1-4—0'2) —(0'1—0’0) _ .
(18) T=)" ’ )={ Pk }

é(cl—cl) %(0'1—0-02)8 )
et

T’='l‘-—sE=T+pE=z(]: ﬁ}
Ici est désignée par & la valeur

(Ig) k=l—§—c—2= (ﬁ'l_j&)'.,_gs,

cette grandeur ayant une valeur constante d’aprés la condition (1)
de plasticité.
L’équation (15') nous fournit aussi les valeurs de sin23 et

de cos2 3, savoir
Gp— 0y O LA

2k 2k = 2k

cos23 z
; 2

sin2J =

(20)

En combinant ces derniéres formules avec les équations (4) de
I’équilibre plastique, on trouve immédiatement les relations

{ dp 9% J93
i = » A (d_xc°523+ Jy ssz),

dp = 9T
oy =24 (3‘; sin2J + d.—};coszﬁ).

(21)



LA THEORIE DES CORPS PLASTIQUES ISOTROPES. 33

.dp dp 99 I3
Iei ==» 2y Sont les composantes duvecteur grad p et 9’ Iy celles du

. -+ . v .
vecleur grad J; désignons par u le vecteur unité faisant 'angle 23

Fig. 2.

.. - ., . . e .
avec les z positifs, et par po le vecteur unité perpendiculaire a p?, qui
fait P’angle (23‘——-32 ) avec les z positifs, alors les équations (21)
prennent la forme veclorielle

erad 2 = 27 3%
(2[) bradzk = ox Mo+ d}’ fo.

Lesvecteurs grad S et grad ﬁ sont des vecteurs symétriques’par

rapport & la premiére direction de glissement.

3. Les lignes de glissement. — Le réseau constitué de deux
familles de courbes, telles qu’en chaque point du milieu plastique
les deux courbes passant par ce poinl aient comme directions
les deux directions de glissement définies plus haut, est appelé le
réseau des lignes de glissement. Celle des deux familles dont la
direction correspond en chaque point a4 la premiére (seconde)
direction de glissement, sera désignée comme premiére (seconde)
famille du réseau; une ligne de cette famille sera appelée une
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ligne — u (ligne — ¢). Sur une ligne — u (ligne — ¢) la valeur de ¢
(de u) est constante. Les lignes de glissement forment un réseau
orthogonal; elles font un angle de 45° avec les lignes isostatiques.

Fig. 3.

Ces définitions données, écrivons les deux composantes de 'équa-
tion vectorielle (21) par rapport aux directions u, ¢ respectivement

(voir [5] et[18])
(22) _?_(_11 =()_§. _d_ ._B) =_d.§.

- du\2k du dv \2k dv
En différentiant la premiere de ces équations par rapport a ¢, la
seconde par rapport a u, et en soustrayant la seconde de la premiére,
on trouve les relations importantes

:J d [p
(23) dude dudv(—z_I:) =0

Ces équations donnent lieu aux intégrales suivantes, en tenant compte

de (22)
(a4 S=f(0)+5(0), L =rw)—g(.

Ici f(u) et g(v) sont des fonctions arbitraires d’une seule variable.
Les équations (24') permettent de déduire immédiatement quelques
propriélés remarquables des lignes de glissement, qui ont été trouvées
par M. Hencky [13].
Soient A et B deuz lignes fizxes d’une des deux familles, et Ci une
courbe variable de Uautre famille. L'angle que forment les
deux tangentes a C; auz points d’intersection Ay, By est le méme
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pour chaque courbe Ci, c’est-a-dire ne dépend que des deux

courbes fixes A et B.
Fig. 4.

K B

Ay A

Soient en effet u; une valeur arbitraire du paramétre u; v, et v, les
parameétres des lignes fixes. On aura, d’aprés (24'),

(2) e =3 (uk, 01) —I(uk, v0) = g(91) — &(v0)-

De méme fagon on trouve pour deux lignes de la famille u et une
courbe variable ¢z

(6) ¢'=J(u, v&) — I (o, v2) = f (1) — f(to).

D’ailleurs on peut démontrer que la propriété (a) seule ou (b) seule
définit des lignes de glissement.

Une proprieté analogue subsiste pour -2% - On a, en effet,

(¢) P(uky 00) — p(ur, 01) =2k {g(v1) —g(00) | = 2k¢,
(d) p(u1, 0k) — p(uo, v&) =2k { f(w) — f(u0) } = 2k,
L
2k
tion Ay, By de la courbe nariable C; avec deux courbes fizes A, B
de Uautre famille, ne dépend pas de la courbe variable Cy; elle
est égale a U'angle ¢ susdit.

Supposons maintenant que ni f(u) ni g(¢v) ne se réduisent a une
constante. En ce cas I'angle I ne pourra étre constant le long d’une
ligne u (ou le long d’une ligne ¢). Aulrement dit, aucune des lignes
de glissement n’est une famille des droites. Alors pour un réseau des
lignes de glissement, correspondant a des valeurs équidistantes de f(u)
et g (v) ou Af = Ag, les lignes diagonales sont les courbes

La différence des valeurs du rapport-£ auxz points d’intersec-

S+ g = const. et  f— g = const.
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On voit donc, en vertu de (24'), que le long d’une ligne du premier
systeme des diagonales, la valeur de 3, c'est-a-dire ’inclinaison des
lignes de glissement, demeure constante, tandis que sur l'autre
systéme des diagonales la pression normale reste constante.

Revenons sur le cas ou une des familles du réseau, par exemple
la famille des lignes ¢ = const. est une famille de droites; alors
P'angle J ne change pas le long d’une telle ligne et a la place de (24")
on aura

(4 F=g(), L=—ato)

Les équations (a), (b), (¢), (d) font ressortir que les deux théo-
remes de Hencky demeurent valables. Mais le role des systémes de
diagonales n’est plus le méme, et cc sonl en ce cas les droites
v = const. elles-mémes qui forment simultanément les lignes d'in-
clinaison égale et de pression égale.

Puisque les lignes u sont des droites, les courbes ¢ sont les trajec-
toires orthogonales de cette famille de droites. On peutl alors les
considérer comme l'ensemble des développantes d’une certaine
courbe, qui a comme normales les lignes u. D’aprés la définition
des développantes ces derniéres sont des courbes paralleles.

Reprenons le cas général ou aucune des fonctions f(u), g(¢) ne
se réduit a une constante, c’esl-a-dire on J dépend et de u et de ¢.
Nous nous bornons 4 un domaine ou f'(u) et g'(v) sont différentes
de zéro, ce qui revienl a I'hypothése que la courbure des lignes de
glissement ne s’annule pas dans ce domaine. En ce cas on peut
introduire f(u) et g(¢) commb paramétres nouveaux.

Soient a, b, c trois constantes telles que |a|=|b|=1. Posons

J(uw)=aa+c, g(p)=080,
alors (24') prendra la forme
(24) T=aa+bf+c ﬁ:aa—b{i-&-c.
Nous verrons dans ce qui suit qu’il est souvent avantageux de pouvoir

disposer des signes de a et de b et d’unc constante additive c.

Les équations des deux familles des lignes de glissement ont alors
la forme
Fi(z, y,2)=0o, Fa(z, y, B) =0,
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ou bien
(>5) a=a(z, y), 3=8(=, x)

et enfin si ces derniéres équations peuvent étre résolues par rapport
a z et y, on aura
z=x(23)| > >

(25) 1 =r(a, B).
y=y(e )
dr dr
Alors c_lg a la direction des « positifs et d% celle des B positifs.
h
- >

Désignons par a. 3 les vecteurs unités de ces deux directions, et
par ds,, dsg les éléments linéaires d’une ligne « et d’une ligne {3
respectivement. On pourra écrire

> >
, dr  dsy> dr dsg ¥
(>6) do = d ;@-7@‘3"-

Introduisons encore les rayons de courbure des lignes « et des lignes f5.
Soient R, et Rg les rayons de courbure des lignes « et des lignes 8
respectivement. Convenons d’attribuer le signe positif & Ro(a Rs)

Fig. 5.

L

a)Ra>0, Rp>0 b) Re>0,Rp<0

c)Ra<0.Rp>0 d) Ry <0, Rp <0

lorsque le centre de courbure des lignes a(des lignes B) est situé
dans la direction des B croissants (des « croissants). La figure 3
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fait voir les quatre cas qui peuvent se produire. Dans 5,, par cxemple,
R, et Rg sont positifs tous les deux. I'angle I est croissant avec «
le long d’une ligne «, et décroissant avec les B croissants le long d’une
ligne B; on posera en ce cas dans (24) a =-+1, b=—1. Dans le
cas de la figure 55, R, est positif, Rs négatif. I est croissant,
avec a le long d’'une ligne « ct avec § le long d'une ligne 3; on pose
@ =+1.b=-1, et ainsi de suile.

Soit I’ =g—|—3‘ I'angle de la direction des @ positifs avec les z
positifs; on trouve en conséquence de notre convention sur les signes
(27) Zss“ =Ry —m=-z=—Rg

Mais sur une ligne « on a d3 = a da et sur une ligne 8, d3 = b d,
donc :

, dsq _ dsa ds3 _ dsg _
©7) B ada "N qT T hdp W
ou bien
ds ds
) T =aRs,  go=—bRg (),

et les équations (26') prennent la forme :

>
dr > dr >
(‘26) ;l_& —aRaa ) d_—p =-—bRB‘30,

ou bien en passant aux composanies

= aRycos 3, ;p— = bRgsind,

W
La premiére et la seconde équation (26) permettent de déter-
miner z(«, 3) par des quadratures, les deux derniéres servent de la
méme fagon a déterminer y (e, ). En posant 5 =2 + iy, les équa-
tions (26) peuvent étre écrites aussi de la facon suivante

" dJz dz .
(26") 70 =aRget? 7 =—1ibRge:.

oz _
da
Y _

aRy sin3,

(26) ’
' =—bRgcos3.

(*) Cette propriété peut étre utilisée pour la construction approchée des lignes
de glissement [33].
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Dérivons la premiére des équations (26) par rapporta 3, la seconde
Y *x

o
par rapport a « et égalons — 9208 A5 - On trouve
JR
aﬁcosS'—-ab Ry sin ﬁ—d—B sinJ + ab Rg cos3,

d’oti 'on déduit les équations importantes

RBa_prg, D8 __ 4R,

(28) Y m

Et en combinant ces équations avec les relations (27')

dRg _ dsq dRe _ dsg

e T e’ O T R

Le théoréme exprimé dans ces équalions est encore dia a Hencky.
L’arc ds, ('arc dsg) d’une ligne a(ligne B) entre deux points, est

égal a la différence des longueurs des rayons de courbure Rg des

deuz lignes 3 coupant la ligne o dans ces deux points (est égale a

la différence des longueurs des rayons de courbure R, des deux

lignes « coupant la ligne 3 dans ces deux points).

(29)

Fig. 6.

Cet énoncé s’exprime aussi de la fagon suivante : Les centres de
courbure des lignes 8 pour les points ot ces lignes rencontrent une
ligne a fixe, forment une développante de cette ligne a.
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Des équations (26) on déduit immédiatement

m ’),}' _ dx s l))’ oz
(26") S = 5y tans 98 =" 95 cotJ.

Différentions la premiére de ces équations par rapport a3, la seconde
par rapport a4 « et égalons. On obtient deux équations linéaires aux
dérivées partielles :

oJ'x dx
o -+ B+c)=
30) 1% b5 tng(as +bp + ) “ds cot(au+bi+ec)=o,
0
J'y dy N _
,)a,)@_bgg Lot(aa+bﬁ+c)+ad( tang(aa+bB +c)=o.

Ces équations, dues a M. Oseen [26], expriment un résultat important,
car par ces équations linéaires du second ordre, du type hyperbolique,
les inconnues z el y sont déterminées en fonction de « et de . L’in-
tégration peut se faire d’aprés la méthode de Riemann, si ’on connait
dans un certain domaine des conditions aux limiles qu’il faut imposer
a z el y. Pour pouvoir appliquer la méthode de Riemann il faut
connaitre une solution de I’équation adjointe satisfaisant a certaines
conditions aux limites; M. Oseen a réussi aussi a donner une expres-
sion de cette fonction.

Les équations d'Oseen étant linéaires présentent des avantages en
comparaison avec les équations dn n° 1 (§2). Mais une réduction
encore bien plus efficace est possible, si 'on introduit comme
variables dépendantes au lieu de x et y, les rayons de courbure R,
et Rg. En effet, on obtient comme suite immédiate des formules (28)
les relations suivanles :

0?Ry

(3!) m—l—(lbl{a:(),

3 f({)ﬁ +abRg=o.

Ce sont des équations partielles du second ordre, du type hyperbo-
lique aux coefficients constants, équations dont la théorie est bien
connue. D’ailleurs nous allons étudier le probléme de I'intégration
dans le numéro suivant.

Demandons encore quelle sera la forme de ces équations dans le
cas d’exception ou une famille est une famille de droites tangentes a
une courbe fixe, ct la seconde famille, celle des lignes 3. I'ensemble
des développantes de celte courbe ?
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L’équation (24") devient
3= bﬁ “+c,
I'angle I ne changeant pas le long d'une ligne «. En remplagant le para-

metre o par 'élément de longueur o, -:j (%da, on trouve pour les
équations (26)

Jdx dx .

P c0sJ, 08 = bRg sin3,
_d'l. = 51n3 ")'—y =—0>bR COSS‘
o, 3 BoO3

el en conséquence de ces relations

My__, IRy

Jaty N

enfin
Rg=—oa1+ H(B) =— a1+ fs.

, ol
Evaluons l’1nlégralef ds prise entre les courbes a; = af, oy = a;
oo

le long d’une droite — & quelconque. On trouve

f ds =f da = a} — ay = const.
a

On retrouve le fait déja mentionné plus haut que les arcs interceptés
par deux trajectoires orthogonales sont égaux entre eux, c’est-a-dire
que les courbes 3 sont paralléles.

En reprenant le cas général nous voyons que notre résultal prin-
cipal s’exprime par les équations (31). Si 'on sait les intégrer on
connaitra R, ct Rg et les équations (26) nous fourniront z el y en
fonction de a et 5. Ensuite les équations (24) nous font connaitre
en chaque point (z, ¥) I'angle J et la pression p; enfin les ¢qua-
tions (20) nous donnent les tensions.

Remarquons encore que pour qu’on puisse employer la théthode
de Riemann a l'intégration des équations (31), il faut que des condi-
tions aux limites soient données sous une forme qui est prescrile par
la méthode méme.

Apres avoir trouvé les valeurs de R, et Rg dans le domaine en
question, il ne reste qu’a déterminer x (e, ), v(a, B), ce qui se
fait par des quadratures [voir (26)]; enfin on trouve oz, o\, 7 [voir
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(24),(20)]. Au lieu d’utiliser les équations (31) on peul aussi se servir
des équations (30) qui sont moins simples que les équations (31),
mais qui fournissent directement z («, ), ¥ («, B).

4. Intégration Méthode de Riemann. — Dans le numéro qui
précéde nous avons établi les équations différentielles de notre pro-
bléme, savoir les équations (31), (30), équations linéaires, hyperbo-
liques de l’ordre deux.

Une méthode exacte d’intégration nous est fournie par Riemann.
Quant aux conditions aux limites. il y a différents cas a distinguer.
M. E. Picard [28| énumére qualre problémes différents pour les-
quels il établit des théorémes d’existence.

Le premier probléme concerne la détermination d’une intégrale,
quand on impose a cette intégrale de passer par deux caractéristiques
de familles différentes. On se donne alors les valeurs de la fonction
inconnue sur deux caractéristiques sécantes de famille différente.

Dans le deuxiéme probléme, appelé aussi probléeme de Cauchy,
on examine la détermination d’une intégrale, dont on se donne les
valeurs sur une courbe (I') qui n'est pas une caractéristique. On se
donne encore les valeurs d’une de ses dérivées partielles le long de
cette courbe. Pour fixer les idées, appelons z la fonction inconnue

et soit 3—: la dérivée que I'on se donne sur (T').

Dans le troisiénmie probléme les données sont les valeurs de z sur
une caractéristique et sur une courbe non caractéristique (probléme
mixte).

Enfin dans le quatriéme probléme z est donné sur deux courbes
non caractéristiques.

Pour le premier et le deuxiéme probléme, la solution est fournie
par une formule dite de Riemann dans le domaine défini de la
fagon suivante : Soit dans les cas du premicr probléme, A le point
d’intersection des deux portions de caractéristiques AB, AD, sur
lesquelles les valeurs de z sont connues. Tracons la seconde caracté-
ristique passant par B et la seconde caractéristique passant par D,
soit C leur point d’intersection. Alors la formule de Riemann nous
fait connaitre la solution dans le quadrilatére curviligne ABCD
formé par les quatre caractéristiques.

Pour le second probléme nous supposons connues les valeurs de z
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0. -
et de ‘TE sur (T') entre D et B. Supposons de plus que le segment de
courbe DB ne soit coupé qu'une seule fois par une caractéristique.

i Fig. 7.
D C
R P (&,
A(gﬂ)i) B
—g

Tragons les deux caractéristiques issues de B et les deux caractéris-
tiques issues de D. Les points d’intersection étant A et C, la fonc-

Fig. 8.
o o c
R P
)
Q
A B
2 F- g

tion sera délerminée par la formule de Riemann dans le quadri-
latére ABCD.

. o dz
Mais si 'on donne arbitrairement les valeurs de z et Jz SUT un arc

Fig. 9.
D S N
©
B . 0 - A

de courbe qui est coupé plusieurs fois par une méme caractéristique,
on est amené a une contradiction. Soient en effet A et B les deux
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points d’intersection d’un tel arc avec une caractéristique de la pre-
.miére famille. En ce cas il existe sur (C) un point S intermédiaire,
ou la courbe touche une caractéristique de la premiére famille. La
caractéristique de la seconde famille passant par S, rencontre AB en un

point O. Si 'on connait z et b({_f: sur I'arc AS, z sera déterminé dans

le quadrilatéere OACS et, d’autre part. les données de z etgf sur SB
fourniront la valeur de z dans OSDB. Mais le long de OS ces deux
formules fourniront en général des valeurs différentes de z; 1'équa-
tion différentielle ne pourra donc élre satisfaite pour les points
de OS.

Au cas d’une courbe telle que AB, on peut se donner d’une fagon

. d
arbitraire les valeurs de z et (72 sur Parc AS. Les valeurs de z le long

de OS étant ainsi déterminées, on se donne encore les valeurs de 3

0z

-— reslenl con-
. . . d‘ll

tinues). On voit donc que dans le domaine BOSD, ce n’est pas le
probléme de Cauchy qui est en question, mais le troisieme probléme;
car la solution dans OSDB est définie par les valeurs données sur
une caractéristique OS et sur un arc de courbe quelconque SB.

Le troisiém’e probléme conduit a une équation intégrale de Volterra

0z .
avec la valeur de = le long de SB comme fonction inconnue. Nous

sur SB (avec la seule restriction que dans S, s et

reviendrons encore sur ce point. D’ailleurs des problémes mixtes,
comme le lroisiéme, sont trés fréquents dans les applications. Nous
allons traiter un tel probléme dans le paragraphe suivant.

Enfin l'application de la méthode de Riemann au quatri¢me pro-
bléme, exige 'étude d’une équation intégrale, qui est une cerlaine
généralisation de celle de Volterra. Nous ne nous occuperons pas de
ce probléme.

Rappclons maintenant tout briévement le principe de la méthode
de Riemann.

Soit donnée une équation linéaire du type hyperbolique

0tz Jz dz

(a) (Ed—q+ad—,&+b(}—q+cz=o,

et son équation adjointe

____diu —ad—u—bd—u-—uda u%-i—cu—o
J= on Jt an -

(b) Eg - Jn
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L’expression

(a) [i:-’;-—fl+ (au—%‘-;_%) z] (l'q—[%—dd—:+ (bu —l-gg')z] dx

est une différentielle exacte, si z est une solution de (a) et u une solu-

tion de (b). Dans (¢) interviennent les dérivées partielles par rapport
ateln.

Faisons remarquer que I'expression suivante ne contenant que z

Jz . . .
el —- est aussi une différenticlle exacle :
]

Jz
(@) u(ﬂ+az>(/q (d,_—bu>(l’§,
el egalemenl l’expressmn suivante qu1 ne conlient que = et ’5
" Jz " du .
(d") u(’)—5+bz>d,+z(17q—au)(lq.
Pour I'équation
0?3z
(¢) TEam cz=o,

Péquation adjointe est identique avec I'équation proposée (e), et les
deux expressions

f") u,zé‘dq-i-a()udE,
()
i) } d'q-'l—u,)E

sont des différentielles exactes.

Envisageons maintenant la solution de Riemann dans le cas du
second probléme pour I’équation (e).

Nous savons qu’il existe une solution ct une seule, satisfaisant aux
conditions de Cauchy sur BD (voir tigure 8) arc de courbe qui
n’est rencontré¢ qu’en un seul point par une caractéristique (c’est-
a-dire par une paralléle 8 O ou Ox). Celte solution est définie dans
le rectangle ABCD. Soit maintenant P (£y, no) un point quelconque
situ¢ a lintérieur de ce reclangle ou a son contour. Appelons
w(€ ;5 %o, no) une solution de (e) qui se réduil a 1 pour F=¢,
el n=n,. Intégrons la différentielle (/') le long du chemin mdlqué

MEMORIAL DES SC. MATH. — N® K6,
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sur la figure. On trouve :

(&) z(P)—z(Q)"‘f ( dn+sz dE)
ou bien en utilisant (") :

Voila des solutions explicites du second probléme. Rappelons encore
une fois qu’il esL essentiel pour l'application de la méthode de

17) .
Riemann, que 5 etdE <ou 3 etd—f]) soient donnés sur un arc de courbe BD

qui n'esl coupé qu’en un point par une paralléle aux axes. Si I'arc
proposé ne répond pas a celle condition, on ne peut pas se donner

d’une facon arbitraire zet? Z)E sur I'arc total; nous avons vu qu’en ce

cas il ne faul résoudre le deuxiéme probléme que pour un certain
domaine partiel, et le troisiéme probléme pour le reste.

Nous avons mentionné aussi que la solution du troisiéme probléme
exige en général I’¢tude d’'une équatiou de Volterra. Pour aborder
cette quesllon donnons-nous les valeurs de z sur un arc de courbe AS
(qui n’est coupé¢ qu’une seule fois par une caractéristique) et sur
I'arc de courbe caractéristique OS (fig. 9). Appliquons la for-
mule (g”) en choisissant le point P sur OS. On aura immédiatement

du, dz
" P)=s(R dn= [ u> de.
(8") #(P)=2(R)— | 25 dn= judEdE

Le premier membre de cette équation est entiérement connu, dans le
second, la fonction inconnue 3—; se trouve sous le signe d’intégration.
L’équation (g") peut étre réduite facilement a la forme normale d’une
équation de Volterra.

Quant au premier probleme (fig. 7), on se donne z sur deux por-

tions de caractéristiques AB et AD et I'on obtient les solutions
A

(#) (P)=2(Q+ [5G o ulan

(A" z(1>)=,=(R)+fR z%dn_ka 0%z

D’ailleurs pour notre équation particuliére (e) ou ¢==1, la
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fonclion u de Riemann qui intervient dans nos formules (g) et (&)
est bien connue, savoir

(32)  w= (e GBI 00" g (g —mg)).

n'n!
n=uV

On prendra le signe + ou — dans (32), selon que ¢ est égale
a—iou—+1.

Reprenons maintenant les équations (31). En tenant compte des
equations (28), on regoit alors comme solution du premier probléme,
silon écrit . B, au lieu de &, 0, et a, B au lieu de &, 0,

(33) Ra(a, B) = Ra(e, 1)+ (B— Bl)f Ra (¢ B1) I[(a— ) (B — Ba)]d2
+bf R (o, ¢) I[(@ — a1) (B — £)] dt,

1

ou bien

(33) Ra(e, B) = Ra(ay, p)+<«—al)f Ra(a, ) U(a—a1) (B— 1)) e
+‘/:'ﬁ(t 8.) I[(« — t) (B— By)| de.
Deux formules analogues subsistent pour Rg, savoir
(34) Rg(a, B) = Rg(a, B)+(a—a1)f6‘ﬁRB(an £) V(2 —ar) (3 — 0] de
—af:m(t, B T{(z— 1) (B— B)) e,
(34) Rg(a, B)=Rg(a Bi) + (F— ?n)f Rg(t, BT ((@— t) (B — Ba)] dt

0y

+f, —d—é—m, 1) 1[(a — ) (B— t)] dt.

Pourle second probleme donnons-nous la courbe I' sous forme para-
métrique a = a(¢). 3 = (t) et désignons par ¢, et T les paramétres
correspondant respectivement aux points Q et R de la figure 8. On
obtient alors la formule suivante

(35) Ry(a, B) = a(t|)+bf I(a——at)(B—Bt)]Rp(t) Bdt

—(B—Bt)f[ (2 — ) (B — Be) S Ry (0) .
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Ici on a écrit Ra'(g) pour R,[«(¢), B(t)] et o, B; pour a(t), B(¢).
Une formule analogue existe pour Ry

1
(35)  Rg(a, B)=Rp(T)+a | Il(—a)(§— B Rale) 57 de

4y

i v
+(a__a,)f[’ F(a—a0) (5 — Be) 5 Ra(t) d.
On peut déduire d’une facon semblable deux autres solutions du
méme probléme [analogues a (33'), (34")].

Les formules (33), ..., (36) sont les solutions explicites des
équations (31), pour le premier ct le second probléme.

Les différentielles exactes simplifiées, ( /"), (/") ont permis d’¢tablir
les formules simples (4'), (A"). De ces formules découlent les équa-
tions (33), (34), grace aux relations (28). Les formules (33), (34)
font ressorlir que pour déterminer R, («, ), il suffit de connaitre R,
le long de la ligne B =3, et Rg le long de la ligne o = a,. Mais, si
'on ne se donne rien que deux lignes de glissement & = o, =3,
dans le plan z, y. le rayon de courbure de la premiére de ces lignes
est Rg(ay, B) et le rayon de courbure de la seconde ligne est Ry (o, 34).
Il suffit donc de connaitre la forme géométrique des deux caractéris-
tigues o = o, 3 = B, pour que R, (e, 3) soit déterminé dans le quadri-
latére, dont les deux cotés sont formés par ces lignes caractéristiques.
Ce résultat a été énoncé pour la premiére fois par MM. Schmidt
et C. Carathéodory [5]. Un raisonnement tout & fait analogue
subsiste pour Rg(a. 3), car la formule (34) fait voir que les mémes
données, savoir Ry(a, $3;) le long de B =B, et Rg(a;, B) le long
de o = a,, suffisent pour définir Rg(«, 3) dans un quadrilatére formé
de caractéristiques.

Quant au second probléme, on peul établir un résultat trés simple
qui sera peut-étre d’un cerlain intérét (*). Nous allons démontrer
qu'il suffit de se donmer le tenseur des tensions sur une portion de
courbe T' qui n’esl rencontré qu'une seule fois par une caractéris-
tique pour connaitre les tensions partout dans un certain quadrila-
tére. Précisons les hypothéses. Premiérement. il n’est pas permis de
se donner toutes les Lrois tensions, d’une facon arbitraire, la troi-

(') MM. Schapitz [35] et Lohan [16] ont étudi¢ des cas particuliers du probléme
traité ici, Leurs énoncés, surtout celu1 de M. Schapitz, ne sont pas irrécusables.
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siéme étant déterminée par la condition de plasticité. Seconde-
ment, il faul se rappeler que lorsqu’on connail les tensions le long
de I' les équations (20) nous fournissent I'angle J le long de cette
courbe, savoir I = J(s), l'arc s de T pris comme parametre; puis on
deduit des équations (24) o = o (s) et § = (s), la constante de plas-

ticité k et la pression moyenne p:——-%(cl—o—ay) étant connues.
Introduisons alors I’hypothése que nii'-C ni aB ne s’annulent en un
ds ds

point intérieur de T. En ce cas I ne sera coupee en plusieurs points
par aucune caracléristique.

Il reste a montrer de quelle facon on déterminera les rayons de
courbure Ry, Rg le long de T, étant données en chaque point de T
les valeurs correspondantes de a et 3, savoir

a=a(§'), {3:(3’(3),

En désignant par o 'angle de contingence de T on trouve immé-
diatement ( fig. 10)

Ro— dscos(c—J)  cos(p—3)
= a do - do !
3 “ds
(37) B'_dssm(q—ﬁ‘)___sm(o—ﬁ)
LR » &
ds
Fig. 1o.

Ces équations sont une conséquence immédiale de la définition de
la courbure, si I'on donne cette définition sous forme de nos équa-
tions (26')

(26') =Ry,

= ds css (?1})
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car on a évidemment

dsq = ds cos(9 — ), dsg = dssin(¢ — ).

R, et Rg sont déterminés par (37) en chaque point ou ni % ni g?g
ne s’annulent. Enfin les formules simplifiées (35) et (36) font
ressortir qu’il suffit de connaitre R, et Rgle long dela courbe T, pour
pouvoir résoudre le probléme aux limites dans le quadrilatére bien
connu formé des caractéristiques, dont deux coins opposés sont joints

parT.

Citons pour terminer deux exemples particuliers concernant
l'application de ce dernier énoncé. Soient données sur T les
valeurs de

or=0x(s), oy =0, ().
On connait alors
1 I
E(G‘r+0‘))=—[’ et ;(o‘r—dy)zd‘.
Mais on a
o= ksin23,
done

I . g
I = -—arcsin—,
2 k

et les équations (24 ) seront
aa+b{3+c=§arcsm%,
aec—bf+c= g 7‘:,

donc

(alcsin%+ ﬁ),

(arcsm%-— ﬁ)

On en tire, en tenant comple de la eondition de plasticité,

da 1/d r
«Z=1(:-%)

$ aa(s)+c=
(38)

BN BN

[286) =

(38")

les ' désignant des dérivées par rapport a s. Nos conditions g # 0,
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a8 c o . .
75 7~ 0 sur I seront donc satisfaites si les tensions données sur T

ne rendent pas nuls les seconds membres des équations (38").

En appliquant les équations (37) on trouve pour les courbures
sur T

3 in(s —9
Ro= 452 =) p’)’ Rg=— 420 =) p,)-
Tk T %

Comme second exemple, donnons-nous sur I' la tension principale
,(s) et Pangle de sa direction {, (s) de facon telle que les seconds
membres des équations (39”) ne s’annulent pas. On connait alors

3=4»1+§ et c=E;_°E=cl_k,
or
““+bp+c=‘h+-z-9 aa—b[3+c+%=:—';
donc
, 1 T 1 o1 ) 1 L o ),
(39" ““‘*‘3—5{4‘14‘24-5—2—,;5’ b!3—-5§%+—4-—-;+2_}’
” du_l ’ r, dﬁ_l ’ r ,
G ag=i(H—sm) e =i(ne ),
enfin
Ra__.\/5009(?—‘!’1)+5i“(?—¢1)’
af
Yi— %
k
(39) i

Rg= ~/E cos(2 — 1) —si,n('? — 1) .

’ 9y
Lh+2k

5. Intégration. Solutions particuliéres. — Il arrive souvent que le
probléme mécanique se pose de facon qu’il est impossible d’intégrer
les équations parles méthodes que nous venons d'indiquer. D’ailleurs
c’est presque la régle en mécanique. On pourrait dire que c’est plutot
un cas exceptionnel si'l’on peut résoudre d’une fagon compléte un
probléme mécanique a conditions aux limites. Donc, il faut souvent
se contenter d’¢tudier des solutions particuliéres, et de vérifier les
conditions aux limites auxquelles elles satisfont. '

On constate aisément que les expressions

b b
_ - —act 4 ~
aca+2fB aco+~

Rg=Ke , Ry=cKe
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remplissent les équations (28), donc aussi les équations (31)} a et b
sont les conslantes qui figurent dans ces équations, ¢ et K sont des
constantes arbitraires réelles. On oblient des solutions plus générales
en admettant des constantes complexes dans les formules précédentes.
Mais comme les rayons de courbure sont des grandeurs réelles, il
faut poser

—aC:c+l—) —ata-{--_gﬁ
e 9

#-i-D e

Rp:D

3

B

(40) ~
_.“MH_E;; _ —Caa+
Ry=DCe "4+ DCe

e

Ici C et D sont des grandeurs complexes et G, D leurs conjuguées.
En posant 5=z + iy, on trouve comme solution correspondante
des equations (26), (26') du paragraphe 2 (pour C £ =)

—_— b
DC —acax+?3 DL —ata+ =B
e Lo e ¢ .

(41) 3(a, r%>=e'~*%t_b "

Dans les formules (40), (41) les grandeurs complexes C et D
peuvent encore dépendre d’un paramétre A; on sait que des sommes
ou des intégrales d’expressions telles que (40), (41), satisfont aussi
aux équations (31) et (30) respectivement,

Introduisons 5 = z + iy dans I’équalion (41). Ecrivons les expres-
sions pour z et y. Posons enfin pour fixer les idées I = — a, c’est-

a-dire b =-+1, a =—1. On aura, si la conslante C est différente
de =1,
DC ca2+18
—r= — (AT -
z — (CcosT —smT)
DC la+=pB _
-+ DC_ e L (CecosT —sin9),
1+ G2
(41) .
—y= ;T?_%eba+cs(cos3+05in3)
DC  Le+—B —
+ e © (cosT-+Csin3),
1+ G2

Déterminons maintenant les composantes réelles des équations (40).
Soit
C=c+1id, D= é(A—,—iB),
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on obtient alors

[ ra+," =B d
Rg=e axd 3 A cos (da—mp)

. d
-—BS]H(C[&—mp)%,
co

< d
Ro=e +c’+d’ﬂ; (Ac—Bd)cos (da-—- mﬁ)

(40)

| _(Ad+B6)Si“(‘l°‘_c=_+d—[i—=B>"

De plus les constantes A, B, ¢, d peuvent encore dépendre d’un
méme parametre 1; il est alors permis d’additionner ou d’intégrer de
telles expressions et, en vertu du caractére linéaire de nos équations,
on obtiendra de cetle facon des solutlions de (28) et par suite de (31)
(voir § 2).

Examinons de plus prés les expressions (40) et (41'). Soit d’abord C
une grandeur réelle d=o. Les ¢équations (%0) et (41) donnent
(c étant réel)

1
RB: \ejaH-"B,
1
Ry= /\cewH-‘ B,
42 ! 8
(42) z =—A;—_§-c—;ecu+'-p(ccos3—sin3')=——\/Ac e i cos(T+7),
B 1+c*
1 1
y =1 l_f_c_. e‘“+zﬁ(c053+05in3‘)=— ‘/[’\:c: e’“a+;psin(3+‘(),
avec
cosy = ° 3 siny = .
Vi+c? Vi+c?

On voit que les lignes de glissement « = consl., = consl. sont
deuz familles de spirales logarithmiques, qui sont tordues dans des
sens opposés et qui font avec les rayons vecleurs des angles de gran-

deur v el,; — yrespectivement. Par chaque point, saufl’origine, passe

une spirale et une seule de chaque famille. Pour ¢ =1, y=45,
les deux spirales passant par le méme point, font des angles égaux
de 45° avec les rayons vecteurs de ce point; les isoclines du systéme
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sont les rayons vecteurs, les isobares (lignes de pression moyenne
constante), sont les cercles concentriques.
Si C est une grandeur imaginaire, ¢ = o, on trouve (d étant réel)

‘Rg— A cos(d —%)—B sm(daz

(83)

1)
)

&,l—co &.I-b

Ra=—Bdcos(du—%) —Adsm<

Et en posant pour abréger
I=p—a, 9=da—%,

on obtient pour d% =1

= 2Ajﬂdcosqcos3—sm9 sin%)
+-12_%[cos? sin9 + dsin? cos I,
(43")
2Ad s .
y= -I-:?[dcosfsmﬁf——smgcosﬁ‘]
d .
— T—lcose cosT —dsing sinJ),
ou bien
o d‘/m[sin(y+9+3) sm(~{+o—3)
(43) 1—d 1+d
s | ces(1+o+9) sm(y+o-—-3)
y= d\/A’—i—B’l Py + T d
avec
siny = -——-———A ’ tangy = é~
' VA4 B2 =8B

En tenant compte des valeurs de ¢ et de 3, on voit que les lignes de
glissement sont des épicycloides et des hypocycloides.
Pour d =1 on aura avec I =3 — « et le méme y :

Ry=A sin¥ —BcosT,
Rg= AcosJ + B sinJ,

yAT+ B — sln(zs'—y),

x=—%c0523‘+ (a+f3)-—%sm?3'— g(a+{3)+

V \*+ B2

¥ =—--‘%sin23‘— %—(al-q-ﬁ)+-]g-c0523=—%(a+ﬁ)+ cos(23—7).
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Les lignes de glissement sont des ¢ycloides.

Des formules analogues subsistent pour d =—1.

Nous voyons donc que I’on recoit des spirales ou des cycloides selon
que C est réelle ou imaginaire, sil'on n’envisage qu’un seul terme
dans les solutions particuliéres. Le cas de G complexe, C =c + id
traité dans les formules (40), (R), (41), (41"), conduit a une classe
de courbes plus générale, enfermant les spirales et les cycloides comme
cas particuliers. Toutle combinaison linéaire des solutions étudides
fournit une nouvelle forme pour les lignes de glissement.

Il sera utile d'indiquer la signification géométrique d’une telle
addition. Etant donnés deux réseaux de lignes de glissement, on fait
correspondre a chaque point P,(«, 3) du premier réseau le point
P,(a, B) du second, avec le méme =« et le méme 3. On additionne les

—> ——>
deux vecteurs OP, et OP, (ou O est un point fixe arbitraire):

O_ﬁ + O—P:: OP. Alors si P, (et par conséquent P,) parcourl une
ligne de glissement du premier réseau, on obtient comme lieu de P,
une ligne de glissement d’un nouveau réseau. Il convient de remar-
quer qu’au lieu de faire correspondre deux points P, et P, de méme
o et de méme (3, on peut dire aussi qu'on fail correspondre deux
points P, et P, de méme {3 et de méme angle 3.

Par cette voie géométrique on peut étudier facilement le cas ou
par exemple le premier réseau est dégénéré. c’est-a-dire qu’il con-
siste en une famille de droites et en leurs trajectoires orthogonales,
tandis que le second réseau est un réseau général. Alors les équations
différentielles des deux réseaux ne sont plus les mémes. Mais la défi-
nition géométrique de l'addition reste valable. On voit qu’a tous les
points P, d’une méme ligne droite de glissement du premier réseau,
correspond un seul point P, du second réseau; car lous ces P, ont le
méme I et le méme P. 11 faut donc additionner un vecteur constant
a tous les vecteurs O, ou P, parcourt la droite en question. Mais de
cette facon on obtient une autre ligne droite. La superposition de
deux réseaux de lignes de glissement, dont un est un réseau dégé-
néré, conduit donc & un nouveau réseau dégénéré.

Abstraction faite de ce cas qui ne fournit aucune forme nouvelle
des lignes de glissement, on peut se demander si les combinaisons
linéaires d’une infinité de solutions comme (40), (41), comprennent
ou non foutes les solutions possibles. Autrement dit, la question est
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de savoir si 'on peut, de cette facon, obtenir des solutions qui satis-
font 4 des conditions aux limites arbilraires. Pour aborder cette
question, on peut prendre comme poinl de départ, les formules de
Riemann (33) et (35), et essayer de transformer ces formules dans le
sens indiqué. Nous n’allons pas Lraiter ici ces queslions assez subtiles.

Terminons celle section en éludiant une autre sorte de solutions
particuliéres. Soit, comme dans le numéro précédent,

(45') I (20 y2) = 1(¢) = 1+ —— + —=

T

la fonction de Bessel de premiére espéce et de 'ordre zéro. Alors on
sail que la fonction obtenue en posant ¢ = «f3

o m! 2
(45) l(afi)=1+l—!%+2![i!+...

satisfait a 'équation

91
(46) 5o = 1(ap).
Mais aussi les dérivées partielles %’;—;: % (p=1,2,...) satisfont

a la méme équation. On formera alors la solution plus générale

al a1 e Jl J
(47) aol(aﬁ)+b1£+b:m+...+a.%+agai—3=+....

On peut se demander si une telle solution esl assez générale pour
satisfaire a des conditions aux limites quelconques (par exemple aux
conditions du premier probléme ou du second probléme, ctc.). Il est
facile de prouver le théoréme suivant :

Etant donnés deuz polynomes

{ f(2)= \o+ Via—+ Vral+...+ \,a* dans lintervalle OA,

(48) —_—
g(B)= Ao+ B, P +B,B!+...+ B, 3 dans l'intervalle OB,
. . . . . . u
la fonction u(a,B), qui satisfait & Péquation — pi dans

le rectangle OACBO, et qui se réduit & f(a) sur OA et & g(B)
sur OB est la suivante :

m n
a1 o 7
(49) u(a, B)= ‘\o+2 Bp,}l.!m +z \VV!(-)-B—Vt

B=t v=1
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En effet, I'expression dans le second membre de (49) satisfait par-
tout & I’équalion proposée, car celte expression n’est qu'une somme
de termes jouissant chacun de cetle propriété. Pour vérifier les condi-
tions aux limiles, cherchons la p**™® dérivée de I(¢), savoir

darl(t)

" PN 1 12 3
(45") = =1 (1) = 2 +

p+n)! ~ 2 (p+2)  3(p+ayl O

donc
1) (0) = é .
Mais on a pour I(«f)
m ‘) [ d I
(45™) ’)% = pr Ip) (aB) et . %5 = ar [PV (aB).

Donc

=\ [orl arl orl pil arl aP
(45) reanas = —— =0, — —_— = ——
Jdar 3=, 93P Jx=0 dal |5 —o p' 8P 3= p!

Le second membre de (49) se réduit donc pour B=o0 a
m n
Ju I Nl
! ’__ = B =
\°+Z By ! (/)1!1- g 2 ! <c}f“’> —0 \°+2 Ayar=f(a),
w=1 V=1

pour & = o on obtient g () par le méme raisonnement. Notre propo-
sition est donc démontrée.

Etant donné qu'on peut approcher une fonction continue quel-
conque par un polynome, le théoréme simple que nous venons de
prouver nous fournit un moyen pour déterminer pratiquement des
solutions du premier problemec aux limiles, dans des cas bien plus
généraux. Pour les fonctions de Bessel. il existe des tables qui
s’adaptent & nos besoins en remarquant que l'on a

I,(2ey/1)
-

1(r)=Ti(212), In () = (cyi)

I, désignant la fonction de Bessel de premiére espéce et de l'ordre p.
CHAPITRE 1H.
LE PROBLEME PLAN COMPLET.

1. Les équations différentielles. — Dans le paragraphe précédent,
nous nous sommes occupés des équations différentielles du probléme
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des tensions, en partant de la remarque que, parmi les équations
différentielles de la plasticité plane, il existe trois équations qui ne
contiennent que les trois composantes de T : g, o), . Mais il faut
se rappeler que pour I'intégration, le fait qu'il existe le nombre néces-
saire d’équations ne conlenant que les tensions, ne suffit pas en
général. Seulement, dans le cas ou les tensions données aux limiles
déterminent I'intégrale, on peut parler d’un probléme isostatique des
lensions. Mais si les conditions aux limiles portent simultanément sur
les tensions et les déplacements sur la surface du corps, on ne peut
pas séparer le probléme des tensions de celui des déformations. En ce
cas, il faut étudier le systéme d’équations simultanées (4), (7), (11),
(12). Ge systéme de cinq équations — avec un systéme de conditions
aux limites suffisantes pour déterminer les tensions et les défor-
mations pour un moment initial, définit le probleme complet de
plasticité plane, probléme que nous allons étudier dans ce para-
graphe.

Comme on a négligé toutes les accélérations, le systéme (4), (7),
(11), (12) ne contient que des dérivées des tensions o, o,, 7 et des
vitesses v, v, par rapport aux coordonnées z, . Les conditions aux
limites concernent ces mémes grandecurs. Envisageons par exemple
le probléme du poinconnage. Soit une masse plastique en contact avec
un corps solide qui effectue un mouvement donné. Alors la masse
plastique sera assujettie a la condition que dans les points de contact
la composante normale de sa vitesse coincide avec la méme compo-
sanle de vitesse du corps solide.

Comme les équations différentielles et les condilions aux limites
ne sonl données que pour un moment ¢ =t,, l'inlégration aussi en

. . . +
fournit le tenseur des Lensions T et la vitesse ¢, que pour ¢ = ¢,. Ayant
déterminé la vitesse en chaque point du milieu plastique, on connaitra
les lignes de courant pour t=t,, c’est-a-dire les lignes qui ont

>
en chaque point la direction de ¢. Dans les applications ou il s’agit
en général de mouvements de trés courte durée At, on suppose qu’on
puisse déduire des vitesses v, ¢5 les petits déplacements Az, Ay, en

multipliant ces vitesses par A¢ (A;_—_—:At). Donc, si nous parlons
dans ce qui suit, de vitesses, de lignes de courant, etc., on peut
y substituer grandeurs et directions des déplacements, etc.

Les équations différentielles du probléme de déformation sont les
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équations (11), (12) du paragraphe précédent, savoir

Py _ O
Gx—0y, _ dy ox
® 2t doy do,’
dy = oz
doy vy
(2) —_ 4 @ =0.

L’équation (1) donue une relation entre les tensions et les déforma-
tions. Les deux équations (1) et (2) peuvent donc servir pour trouver
les déformations si 'on a déja déterminé les tensions.

Mais on va voir, et cela sera un de nos résultals principaux, que
I'on peut traiter dans un certain sens le probléme de déformation
indépendamment du probléme des tensions. Nous allons démontrer le
fait suivant. Si I'on introduit comme variables indépendantes les
a et B qui déterminent les lignes de glissement, on obtient pour les
vitesses des équations differentielles dans lesquelles n’entrent pas les
tensions.

>
Appelons ¢, ¢y, u, ¢ les composantes de ¢ pour les directions z, y,
a, B respectivément. D’aprés les équations (10) et (20) du paragraphe

précédent, on a
(9’2 0 (t’:.) =
ox )3:0— ’ d}' 3:0_—

Mais en vertu des équations (26) :

dv doy dvr dx  Odvy d_y W

vy
D% 9z da + dy da oz “Ra‘3°53+—-aR¢ sin3,

dy
doy _ doy dz  dvy dy dvy — %
=9z B + =2 Jy 98 = bRB sin T bRpcosS

donc pour I=o,
I _ % _
(d_a).ﬁzo—o’ (dp )3:0_0’

. 1 1 A
si les courbures &’ Eﬁ ne s’annulent pas. Aussi a-t-on pour chaque S:
o

Jor du (9 .
- = —(uc053‘—951n3) (92 ——va) cosJ (d +ua> sinJ,

()Vy

7= d—p(usmS-o- v cosT) = ("3 + ub) cosJ + (— — vb) sinJ.

93
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En posant I =o. on tire de ces derniéres relations les équations
annoncées qui forment la base pour I'élude du probléme de déforma-

tion [9]

Ju de
(3) gz —ve=o ’)—3+ub=o.

D’ailleurs ces équations sont les mémes que les équations (28) du
paragraphe 2, s¢ ’on échange Rg et R, contre u el — o respective-
ment.

Les équations (3) donnent immédiatement

Dy J'e

(4) m+abu=o, m—hﬂb(’:(),

équations correspondant aux équations (31).
Si les lignes — « sonti des droites, on trouve

Jdu de die
(5) de = ’)—.,j+ub=o,

Si les lignes — « et les lignes — 3 sont des droites

’ Ju dv
(5")

(E=O. ITS:O.

De ces équations (3) [et (5) respectivement], on peut déduire les

vitesses ¢ en fonction de a et B. Pour chaque solution du probléme
des tensions qui s’exprime par les fonctions Lrouvées a = a(z, y),
B =B (x,y), les vitesses trouvées comme fonctions des a, 3 donnent
une solution correspondante du probleme de déformation. De cette
facon, on peut construire des exemples de solutions complétes. 11
reste nalurellement le probléme, trés difficile en général, d’adapter
de telles solutions a des conditions aux limites données. En certains
cas, si les condilions aux limites sont convenablement données, le
probléme complet se décompose donc en deux partics enliérement
indépendantes : probléme des tensions (trouver «, B en fonction de
x, v) et probléme du mouvement (trouver u, ¢ en fonction de «, f3).

On peut encore poursuivre I'analogie entre les ¢quations du pro-
bléme de déformation et les équations du probléme des tensions.
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Introduisons ¢, ¢, dans les équations (3)

%—: —ay = ;:(vrcosﬁ‘ +oysinT)—a(— pesinT = v, cosY)

. do, .
=== —L =
= cosJ + = sinJ = o,

j'—;-'_ub:_(j’ﬁ sin% + %% )B = cosJ = o,

d’ou les deux équations

dv, doy
(6) -;)';—‘-d tang S‘—-O,

dvr duy
oF T 9B

ces équations correspondent aux équations (27") si 'on remplace

cotI =o,

z par g, et y par — v,

Comme conséquence des équations (6), on voit que v, et v, satisfont
aux équations (30) d’Oseen, savoir :

div, vy o
()adp—b‘l)—d cot3+awtan g =o,
(7) 9
Yy

do, doy
PPy +b o ta\ngS‘—ad—p cotT =o.

Mais il faut remarquer que si 'on connait « et ¢ on connait en méme
temps ¢, et v,

= (ve=wucosI—psing, wu= vrcosI+oysind,
7) l vy=u<nJ + v cosI, v =—p,ps5inT + 0, cosT.
tandis que R, et R, sont liés avec z et ) par les équations (26) qui
exigent des quadratures pour délerminer z el ) en fonclion de a. f.
Introduisons maintenant une fonction de courant ¢, en posant
comme d’habitude
Y o

(8) Pp= ’-)—'-, vy =— L.

M. de Misés [18] a établi une équation partielle linéaire de 'ordre
deux pour la fonction ¢, en utilisant les @, § comme variables indé-
pendantes (avec les z, y prises comme variables indépendantes,
¢ satisfait & une équation de 'ordre quatre) [27]. En partant de nos
équations principales (3), on détermine trés rapidement I’équation

MEMORIAL DES 8C. MATH — N° 86 5
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pour ¢. On a, en effet, en vertu des équations (8), (§ 3) et (26), (§ 2).

d 7] d .
( '%— 0V£+v,:d‘%/ =—aRq(rycosT — v sinI)=—aRyv,
9 1 oy dr  dy

98 =" 7o =g =—bRg(vecosT + 0, sinT) =— bRpu,

d’ou en vertu de (28) :

W gy L Mgy 1 P 1 dy
X T bR} Ja 0 bRg Jadf " Ry da
L%y _aRady 1 o4
T PRy dadB BREIET Ry de T
ou bien
(10) Py raprdt_pRedt_,

703 T “Rg 93~ "R, oa

Voila I'équation linéaire hyperbolique de I'ordre deux qui a été éta-
blie par M. de Misés, indépendamment des équations (3). Leurs
coefficients n’étant pas des constants mais égaux aux courbures des
lignes de glissement, il existe pour chaque systéme de lignes de glis-
sement une autre équation (10), tandis que les équations (3), (4)
[ou bien (6), (7)], sont les mémes pour tous les réseaux possibles,
ce qui est un avanlage incontestable.

Quant a I'intégration de I’équation (10), il existe une certaine ana-
logie entre ce probléme et entre le probléme d’intégration des équa-
tions (30) de M. Oseen. En effet, on a réussi (§2) a décomposer en deux
parties I'intégration des équations (30) moyennant les équations (31)
et (26). Car les equations (31), linéaires a coefficients conslants, nous
fournissent R,, Rg. Ces fonctions étant trouvées. la détermination de
z (e, B), y(a, B) se fait par des quadratures suivant les équa-
tions (26). fci I'intégration de I’équation (10) se décompose d’une
maniére analogue. Il faut deux paires de solutions des équations
simples (31), savoir u, v et Ry. Rg [car les u, ¢ et les R,, Rg satisfont
aux mémes équations (31) et (4) respectivement]. Alors les deux
équations

R 9% _ X _
(9) Ja =—aRgyv, d—p——bkgu

permettent de déterminer ¢ par des quadratures (*).

(') L''dée de décomposer de cette fagon I'intégration de l’equation (10) a été
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Examinons encore le cas d’exception ou les lignes « forment une
famille de droites. On a, en ce cas,avec a; = f ds, comme paramétre
de ces lignes droites :

Jrey

du de b = —o
-+ uo = o, m— ,

(1) Rg=—am+H(E), =0,

et pour ¢

dYy=vydy —vydr =—vdsq+ udsg=—vda—bu(p)Rgdf
=—bu(B)[H(8)— ] df — o (a1, 0) da,+bf u(B) dB doy

B
=—bu(B)H(B) — ¢(w, o)tlal—i—bd[alf u(B)dﬁJ,

d’ou

B 8
! =—b H dg — 1y d 1 baq d| .
() 4= R u(E) b oo 0 i+ b [ () o
En introduisant deux fonclions arbitaires f(«,) el g() on voit que
B B
09 y=—b [THE) £B) - fw) + b [ (3)

est la solution générale de 1’équation

(10") i
Car

exprimée par M. Oseen, mais qui emploie deux paires de solutions des équations (30),
SAVOIL Zy ¥y Vo Ve Il est certainement préférable d’employer les équations (31).
D’ailleurs la voie suivie ci-dessus est différente de la méthode esquissée de M. Oseen.
Pour nous, les équations (3) forment le point de départ. En vertu d’elles u et ¢
satisfont aux équations (4) [(31) du paragraphe 2] ou hien o, v, aux équations (7)
|(30) du paragraphe 2] et des équalions (9) nc¢ sont qu’une conséquence immédiate
de ces faits. Par contre M. Oseen qui se propose d’intégrer I’équation (10) trouve
comme résultat que cette intégration peut se faire moyennant deux paires de solu-
tions des équations (30) et qu'une paire de ces solutions peut étre congue comme
les composantes de vitesse ¢, v,. Il en déduit que ces vitesses satisfont aux équa-
tions (7) qui sont dans un certain sens équivalentes 2 mes équations (4).
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devient en ce cas

2. Intégration. Exemples. — Nous avons vu que les fonctions u,
9, ¥z, 0y salisfont aux mémes équations que les fonclions Rg, —Ra,
¥, — 2. Donc on peut y appliquer la méthode de Riemann de la
méme facon que précédemment. Les formules (33), (34) deviennent :

8
(e, )= uw(a, B)+(a—al)~/ﬁ‘ u(ag, t)I'[(@a —ay) (B —2)]dt

+a [ o(t Bl —0) (B— 8] s
(3) ¢ B

o B)=o(a B)+B— B0 [ (6 BV I(«—0)(B—Bi)]dr

g
\ -—b./B: (e, 0) 1[(@—ar) (B — )] de.

En résumant nous avons le résullat suivant concernant le « premier
probléme » :
Etant données deuz lignes de glissement dans le plan z, y et le

>
long de chacune une des composantes u ou v du vecteur v de
vitesse on peut déterminer et les vitesses et les tensions dans tout
le quadrilatére correspondant au premier probléme de Riemann.

Quant aux données du second probléme, les formules (35) et (36)

du paragraphe 2 montrent qu’il faut connaitre le long d’une courbe
>

non caractéristique le vecteur ¢ complet (savoir u et ¢. ou bien ¢, et

>

¢,) pour connaitre ¢ partout dans un certain quadrilatére. En rappro-
chant ce fait aux résultats trouvés pour les tensions, on obtient par
exemple la proposition suivante :

Si Uon donne le tenseur des tensions T et le vecteur des vitesses

+ .

v le long d’une courbe (T), on connait les tensions et les déforma-
tions dans le quadrilatére correspondant au second probléeme,
supposé que

a3
H
SBS
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soit di fférent de zéro pour chaque point deT (ou p=— %(a,—{—a’,),
o= %(O’T——O", yet s Uarc de I‘).

Nous allons traiter dans le numéro suivant un exemple d’une inté-
gration par la méthode de Riemann. Mais maintenant procédons
a Pétude de quelques exemples de solutions particuliéres.

On peut poser en analogie aux expressions (40), etc.,

b b
—ata+ 2 —aCa+—0
(1) u= D e . +'*§+D e ¢
4
—-aat.+bﬁ —_— —a'Ca+-[§-B
v =— DCe ¢~ DCe

b

et sous forme réelle [C =c+id, D= -;- (A + iB)]

be —_
_ =3 +
p=e " Erm ; A cos (ad“ ¢! f’:ldi B)

bd  \)
<+ B sin (ada—i—- mp)j.

(15) )
—act4+——— B db
— 242 — —_—
v=e e+ ? (Bd Ac)cos(ada-o-c‘ !_q[3>

v

bd |
—(Ad~+Bc) s (ada+ mp) %

Toute combinaison lindaire de ces solutions est évidemment aussi
une solution.

Soit maintenant G une grandeur réelle. envisageons un seul terme :

b b
—aca+-f3 —aca+-f
(16) u=Ae “, v=—Ace LN
alors ~ = — c; soil particulierement ¢ = -—1,0n aura u=Aew b=y
u
et pour ¢ =1, 4 =—9. Ce sont deux exemples de déplacements sui-

vant les diagonales des lignes de glissement. La direction des lignes
de courant de la premiere solution (de la seconde solution) fait un
angle de ’43 (de — E) avec la direction des « positifs. Un tel courant

diagonal existe naturellement pour chaque systéme de lignes de glis-
sement.
Reprenons les équations (42) du paragraphe précédent avec
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b=+1,a=—1,
ca+i
Rg= e ,
cas!
Re= Ace s
1 ig
(12) £ o=— \/f—:c‘!emﬂ cos(J + B),
1
¥ =——‘/Ac ¢ 565m(3+6),
1+ c?
avec
o I
sing = N =) cotd =c.
1+¢

Les lignes de glissement sont deux familles de spirales logarithmiques
qui sont tordues en sens opposé et qui font respectivement avec les

rayons vecteurs des angles & et 72: — 0 (voir fig.11 a et 11 b). Par

chaque point, sauf 'origine, passe une spirale et une seule de chaque
famille. Calculons le courant diagonal pour ce réseau :

u = o=e(0+P)
Ve = UCOST — v sinT =— \/; sin (S‘— %) e—la+B),

(18) vy = usnI +vcosI= \/2cos (S‘ — 2—:) e—ta+3),

vy _dy _ AN 7\ _1+tang3.
S= = cot(3 4>_ta\mg(3'+—4—)--——I_tanger

Dés maintenant il faut employer les équations (17) car les lignes de
courant nc sont plus indépendantes des lignes de glissement. On
déduit facilement des deux premiéres équations (17) que

yl+c_
(18 tangy = L% gone W 1z¢ |
cx+y dx I+c¢
T+

En comparant les deux équations (18') on voit que les lignes de cou-
rant sont de nouveau des spirales logarithmiques qui font avec les

rayons vecteurs des angles y, ou tangy = —
y gles y, ou langy = +——-
. .y T . .
Pour les valeurs particuliéres ¢ =1, 6 = %, les isoclines sont les

4
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rayons vecteurs, les isobares les cercles concentriques. On aura en ce
dy , . . .

cas -~ ="~ et 'on voit que les lignes de courant comncident avec les

isoclines.

a=0.(8)

Cette solution sera réalisée si I'on charge un tuyau par une pression
intérieure uniforme. On a ici en effet sur le cercle intérieur 1 = o, et

. G+ O .
la pression p=— ———2a la méme valeur dans tous les points de

ce cercle. Alors on peut prendre ce cercle comme courbe (T') du
second probléme de Riemann, et en résolvant ce probléme on trouve
le systéme des lignes de glissement que nous venons de citer. Sil'on
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introduit encore le postulat u = ¢ qui s’impose par des raisons de
symétrie, le courant aussi est déterminé.

~Lignes de
courant

Etudions encore quelques exemples en partant de solutions avec
C =+ id imaginaires, c'est-a-dire ¢ =o. Soit comme cas le plus
simple

Bl
(19) u=\cosT+BsinI, o¢=—AsinT+BcosT,

on trouve vy= A, v, = B. C’est donc une simple ¢ranslation.

Passons & un second exemple dont les lignes de glissement ont
également été déterminées par Prandtl (ainsi que les spirales dans
I'exemple précédent). Nous posons cetle fois pour les angles T et &'
que font les lignes « et les lignes 3 respectivement avee les z positifs :
(20) F=—"4a—p 3"=S‘+£'-=%+a—[i.

1

[Nous avons choisi J de cette facon parce que les signes des rayons de
courbure (voir fig. 5) correspondent dans cet exemple a la figure 5 a,
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oul'onavaita =1, b = —1]. Des formules analogues aux formules (44)
de la page 54 sont en ce cas :

(1) Rg=—4A sm3J, =z=2A (a+ Bg— E) + A sin23,

[ Ruy= 4A cos3, y= ! — A cos23.

C’est un réseau de deux familles de cycloides. Pour y =A on a
J'=o, pour y =— A, I=o0. Pour le réseau des lignes de glisse-
ment les deux droites j === A constituent donc une sorte de frontiére
naturelle.

Envisageons le courant diagonal : comme @ =1, b =—1. on aura

d’aprés (16)
u =p= e(a+ﬁ)’
vy =ex+B(cosT —sinT) = e2+B8 /2 cos (Z/:— + 3),

(22) vy = e%+B(cosT + sin) = ea+B /2 sin (% + 3) ,

1z=tang(;+3) _ L tngd

dz 11— tangd

Les formules (21) donnent pour J entre o etZ;
tangJ = \/A mak AN

& + const. = {/1— y? — log(1+ y1T— 7).

d’ou pour A =1

14+ {1+ y?
e )

(23) y=— 5

C’est I'¢quation des lignes de courant ¢ = const. On voit que toutes
ces lignes de courant sonl des courbes égales.

D’ailleurs ce n’est pas du lout ce courant diagonal qui est valable
dans le cas du probleme” mécanique en question pour lequel
M. Prandtl a calculé les lignes de glissement. On pourrait sans diffi-
culté indiquer les conditions aux limites qui correspondent au cou-
rant diagonal (21); et par cette méthode inverse on Lrouverait des
solutions nouvelles. Mais nos formules permettent aussi d’employer
la méthode directe de ce que nous allons montrer dans le dernier
numéro ou 'on va déterminer pour le systéme de cycloides le courant
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qui correspond & des conditions aux limites définies par la nature
mécanique du probléme.

3. Solutions conjuguées. — Avant d’aborder cette question envi-
sageons encore un probleme qui pourrait attirer notre atlention du
point de vue de la géométrie différentielle de nos sysiémes de courbes.
On prend comme point de départ la remarque que R,, Rg satisfont
aux mémes relations (28), paragraphe 2 [et par conséquent (31),
paragraphe 2] que les composantes de vitesse u et ¢; et que les
coordonnees rectangulaires x(a, B), ¥(a, 8) remplissent les mémes
équations (26") [ et par conséquent (30)] que les vitesses — ¢, et ¢,
[voir les équations (26"), (28), (30), (31) du paragraphe précédent
et les équations (3). (4), (6), (7) de ce paragraphe].

Une solution compléte d’un probléme de plasticité comprend toutes
ces fonctions, mais naturellement ces huit fonctions ne sont pas indé-
pendantes les unes des autres car u, ¢ d’une part, v,, ¢, d’autre part,
sont deux composantes dans les directions «, 3 et z, ¥ respectivement

d’un méme vecteur: et Ry, Rg sont liés a z, y par les relations (26).
En plus R, et ¢ s’expriment en fonction de Rg et de u par les équa-
tions (3), paragraphe 3, el (28), paragraphe 2, de sorte qu’il ne
faul envisager que deux fonctions indépendantes I'une de 'autre par
exemple u et Rg.

D’ailleurs pour des raisons de symétrie nous ne parlerons pas
sculement de u et Rg (ou de z et ¢, ), mais en méme temps aussi de ¢
et R, (ou de y et vy).

Associons maintenant a une solution complete S donnée par exemple
par z, y, v;, ¢, une autre solution en posant

(24) S1: mi=—vy, 1=rey W=y, N=—uax.
On voit facilement que si 'on transforme par le méme procédé la
solution S,, on revient a S. Nous appellerons S, et S deux solutions
conjuguées de premiere espéce.

On peut définir d’une seconde maniére une paire (S, S,) de solu-
lions conjuguées par les relations

(25) S, ng“” = u, R = — v, u: = Rpg, vs=— Ry.

Si l'on déduit les R}, R, u,, ¢, en partant de la solution S, on
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obtiendra en général des valeurs, autres que R, R4, uy, v, intro-
duites par (25). De méme les &y, 35, ¢!, vff’ deS,, que l'on détermine
en partant des valeurs (25) vont différer en général de z,, y4, o', o'
On peut se demander sous quelles conditions les deux solutions S,
et S, seront les mémes. Mais nous allons poser la question d’une
facon un peu plus générale.

Soit G une constante bornée et différente de zéro. Examinons les
condilions pour que la premiére conjuguée de S ne differe de la
seconde que par une constante-multiplicative G :

(26) $1=0CS. Ry’ =CRy, w=Cu:, RY =CRY, ¢ =Cos.

Pour G =1 les deux solutions serontidentiques; d’ailleurs on pourrait
aussi introduire deux constantes C et D et étudier les conditions
pour que

(27) anz CR(:), Rb“ = CR([?? mals ;= Du,, vy=D P2,
En ce cas il s’ensuit que
(27') zy= Gz, 71=Cy, o} = Dol@), v‘_,”: Do(2 .

De cetle fagon on traiterail de différente maniére les grandeurs qui
définissent I’etat de tension (z, y, R,, Rg) d’une part, etles grandeurs
caractéristiques pour la déformation (¢, ¢y, u, ¢) d’autre part. En
réalité ces deux groupes de grandeurs sont entiérement indépendants
Pun de l'autre, en ce qui concerne les équations différentielles et pas
les conditions aux limites.

Soit alors donnée une solution z. y, ¢;, ¢y. Pour fixer les idées,
posons 3 = 3 — «. On aura

Ry—_ 2% _1_ Rg= %2 _1_
(28) 77 Oa cosT’ B= OB sm3’
u = vgzcosT+oysmT, v =—0ysinT + 0y cosI.

La premiere conjuguée S, de cette solution S sera alors

(24) T1=—7"0, Y1= P,y o=y, i =—z.
On en tire
dv, 1 dv  dv do, 1 du Jdu
”-——3_-—=-— —_— r”=—-——"-—.—_— —_— —_
(24") ;Ra T om0 O Re J8 sin3 (d“ - 03)’

U, =ycosI—zsm3, 1 =— (xcosT + ysnI).
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La seconde conjuguée S, sera la suivante :

(25) R:'=—v¢, R{’=u, ws=Rg oi=—Rq
On en tire
v =RgcosT + Ry sinJ =— (3%' d.,[;>’
(25)
oz oz
D) = — = G’
Py Rg sin¥ — Ry cosT 0 + Jp

Egalons maintenant

Ry’ a CRy” et Ry’ a CRY.

Cela fournit les relations

doy, 1 —Co _ vy 1
do cosI ! 9B sinS

En multipliant la premiére de ces équations par cos3J, la seconde
par sinJ et en additionnant, on trouve

do’ ';—vé =—C(vcosI + usmI) =— Co,.
Une équation analogue subsiste pour ¢, de sorte qu’on obtient les
deux relations

dvy dvy dvl. dv,c
(29) dﬁ + Coy=o, dp 4 Cog=o.
En introduisant [voir (24')]
do dv du Jdu
(1) _ N (Z= by
RO=G+gw == (%)

dans les égalités

Ri’=CRZ et RY'=CRY,
on obtient
dv dv Ju Jdu

(30) dp+Cv d—a+(—)—ﬁ+(}u=o.

En égalant 0!’ a D¢!»’ on trouve

r==0(%+%)
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et une relation analogue pour z, donc

dz Oz _ dy . dy _
(31) D($+¢Tp>+x—°’ D((—);+d—§)+y_o.
Enfin nous déduisons par dérivation des derniéres équations par rap-
port a a et 3 respectivement
JRy  ORg _ JRg JRg -

(32) D(—()a—-'i-w)—i-ﬁa—o. D(Ta—-l-'aF)-l-Ra—O.

D’autre part, si par exemple les équations (31) sont satisfaites, on
y introduit R, et Rg et 'on trouve

D(—RgcosT + Rg sinJ) +z =o,
D(— Ry sn¥ — Rgcos) + y =o.

D’ou, en multipliant par cosJ et par sinJ respectivement el en addi-
tionnant :
DRy= xcosT + ysinT =— vy,
DRg=—=zsinT+ycosT= u.

Donc, en vertu de (25) et (27),

vy = Dy, uy = Du..

De méme les équations (29) entrainent les égalités

Ra’' =CRE’, R’ =CRY’;

d’ailleurs les équations (30) sont équivalentes a (29), les équations (32)
a (3r).

Pour C = D nous formulons donc I’énoncé :

Une solution dont la premiére et la seconde solution conjugude
ne different que par une constante multiplicative, savoir S, = CS,,
est caractérisée par les équations (30) et (32) ou bien (29) et (31).

[D’ailleurs en vertd de la relation ¢ = — %ﬁ la seconde équation (30)
X

est une conséquence de la premiere, et des faits analogues subsistent
pour les autres groupes (32), (31) et (29)]. En ce cas a la solution S
ne correspond qu’une seule solution conjuguée S':

’ —_— U ! —
r =Py Yy = P Y=Y, oy=—2a,

Rg= Cu, Ry =— Co, u' = CRg, v =— CR,.

&~
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Pour obtenir des exemples de solutions de ce genre, posons
avec A =a + b =re®, A=a —1b=re9,

»llw

] Ao+ g Aa+ =
a+x Aa+x —_— —=

A
(33) Rg=e +e , Rao=Ae +Ae

On trouve

1 dRg  dRg Aa+g 1 1 K“""f — 1 I
DRB+¢)—¢+'T[3_‘€ (A+—+—)+e <A+—K_+l_5)'

Cette expression ne s’annule que si

c’est-a-dire si

1
181 4 — =P .
19 re— 19

Celte équation donne
272:91N0 = 281N,

donc pour ¢ # o il faut que r soit égale a 1. Le cas ¢ = ;’ a=o

doit étre exclu, car on aurait — % =bi+ ZI? =0, donc D serait

infini. Si A est réel on voit qu’aucune condition ne s’impose concer-
nant la grandeur 7 =|A|.

Mais sauf la condition (32) pour Rg, il faut encore sausfaire la
condition (30) pour u

(30) e Cu=o.
Posons
G=0D, B =c—+id=eY, B=etd
et
g ch+—B—
B =
(39") u=e Bie B

Alors il s’ensuit de (30) que —C =B + %, donc il faut que

1 1
O+ 9= ———y
’ etV + ey’

o =

d’ou
. (e®+e9)(eb+etd) =1,
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ou bien

3 cosp cosy = + =-L 24+ h2=c? =

(34) pcosy 7 e= g a?+b=ct+di=1.

On voit qu'a chaque ¢ correspond une valeur de ¢. On peut donc
donner I’ezemple suivant. d’une solution qui admet une seule solu-
tion conjuguée

Rg=e2e+Blcosy1—a?(f—a), Ro= at
33
o u—ea"i'aﬂcos oo —_ %
an‘_ 2a ST
Pourcp..—:%on aura
a+f a+B
Rg=e " cosB =%,y cos——‘/'; (B—a).
v2

Nous obtiendrons la solution conjuguée : Ry = Cu; u'= CRg.

. , . 1
Si A est réel, A = a, ’équation a + L= ! - donne
B+ -
TB
B=', L Via®i—1 avec a'=a-+ -~
T od T 2a - a

On vérifie que |B|="1 comme il le faut. On peut donc poser par
exemple

8 %+ 8
—_— a'?—ig
(33%) R.3=eaa+“, u=e?2 cosﬂ—-— (B—a)
avec
, 1
a=a-+ —-
a

Pour @ == 2, on trouve

B a+B

20+

Rg=e 2, u=e * coS; y/G(B—a)

La notion de deux solutions conjuguées peut servir en certains cas
a faciliter la recherche de z, ¥ : Si I'on donne des fonctions quel-
conques R,, Rg, il faut en général des quadratures pour obtenir les
x, y correspondantes [voir (26) § 2]. Mais si les Rq, Ry satisfont a
Péguation particuliere (32), on trouve les x, y correspondantes
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sans aucune quadrature. Car en ce cas on peut poser
Rpg = u,, Ry=—v).

De ces u,, v, on déduit ¢}, ¢, savoir
v =RgcosI + RysinJ,  ¢o(¥=RpgsinT — Ry cosT.
Mais d’autre part on peut introduire
o=y, o= —az.
En égalant of’ a Do’ et ¢}’ 4 Do{?’ on parvient a

# = D(Rq cosY — Rgsind),

35
(35) ¥ =D(RpcosJ + Ry sin ).
Aa-o-g A ,
Pour Rg=e par exemple, ona D = -— = el I'on trouve
A Am+E .
=7 A(sing — A cos ),
—A Aa+p- ~
= A
Y= (cosT + A sn3).

Ces formules coincident avec les formules (42), paragraphe 2.

Terminons cette étude par une remarque qui pourra offrir un cer-
tain intérét : Les formules (9) du numéro précédent montrent que
les deux dérivées partielles de la fonction de courant ¢ ne dépendent
que des produits ¢R,, uRg respectivement. savoir

Sil'on passe d’une solution u, ¢. Rg, R, a sa seconde solution conju-
guée suivant nos formules (25), ces deux produits ne changent pas

Rav=R&2)v_.=3%, Rﬁu=Rh‘)u==_d_¢.

o8
Une solution S : (u, ¢, Ry, Rg) et sa seconde solution conjuguée
Sy : (R’ =—v, Rg¥=1u, vo=— Ry, u,= Ry) admettent la méme

Sonction de courant §.

4. Détermination du courant comme solution d’un probléme aux
limites. — On considere une masse infinie dont les points sont forcés
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de se déplacer parallélement a un plan fixe (z, y). La masse est
limitéer par deux plans y === A. Nous supposons que la déformation
soit provoquée par le mouvement de deux plaques rigides frotlantes,
qui, le long des deux plans 3 === A, sont en contact avec la super-
ficie de la masse, et qui s’approchent I'une de l’autre avec une
vitesse c. Si la pression qui agit sur ces deux plaques s’agrandit de
plus en plus, la masse enfermée entre les plaques commence a devenir
plastique. Mais on a remarqué que deux parties de la masse de forme
environ triangulaire demeurent dans leur état primordial (de rigidité
ou bien d’élasticité) durant toute l’expérience. Ces parties ne
subissent pas des déformations sensibles en comparaison avec le reste
devenu plastique.

En cherchant un systéme de lignes de glissement qui s’adapterait
en son allure générale a ces conditions, M. Prandtl [33], [34] se vit
amené i une certaine combinaison de cycloides telles qu’elles
étaient traitées dans les paragraphes 2 et 3. Dans un réseau de
cycloides les deux parties indiquées dans la figure laissent libres

Fig. 12,

.,,,,

entre elles deux domaines triangulaires, limités chacun par deux lignes
de ,glissement et une certaine portion de droites y == A. Ces
domaines, on peut les envisager comme les deux régions non défor-
mées en question. Nous choisissons comme origine le point commun
de ces deux « triangles », point situé sur l'axe vertical de symétrie
et nous n’étudions que la partie droite de la figure. Les formules (21)
font voir que les lignes @ = o, 8 = o passent par l'origine, c’est-a-dire
que Vorigine du sysiéme z, y coincide avec celui du systéme a, §.
Les deux droites ¥ ===A sont les enveloppes de nos cycloides. En

chaque point de y =+ A, ¥’ est égale a zéro et T a fz, tandis que I
s'annule pour y = — A ouJ'= -E - La tension tangentielle 7, dans un

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 86, 6
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élément de la frontiére y === A est égale a 7, donc en vertu de
3= g(resp. 0) elle est égale a k [voir § 2, (20)]. En somme, on

pourra donc admetire, suivant M. Prandtl, que cette solution satis-
fait, en substance, aux conditions mécaniques du probléme.

Cependant il faut remarquer que ces cycloides ne sont pas les solu-
tions exactes du probléme statique, ce qu’on voit si 'on étudie la défor-
mation. En effet une condition aux limites évidente sera la suivante :
Dans les points de contact entre la masse plastique d’une part, et la
maliére solide (plaques ou noyaux triangulaires) d’autre part, la com-
posante normale de vitesse de la masse plastique est égale a la compo-
sante normale de la matiére non plastique. Cette frontiére entre la
masse plastique et la masse rigide (élastique), est formée, si I'on
accepte la solution de Prandtl, parles deux lignes « — o0, — o0 — de
Porigine jusqu’a leurs points de contact avec les plaques, — et a
partir de ces poinls de contact par les droites y === A elles-mémes.
Mais si I'on donne le long de cette frontiére la composante normale
de la vitesse, cette vilesse sera complétement déterminée en tous
les points de la masse déformable. Nous allons la chercher dans ce
qui suit et 'on va voir que sur la frontiére en question cette vitesse
posséde une composante tangentielle différente de zéro. Mais s’il y a
frottement suffisant entre les plaques et la masse déformable, il faut
que la vitesse relative s’annule, ¢’est-a-dire que la vitesse du courant
soit paralléle 4 la normale de la frontiére. Cette contradiction s’ex-
plique par le fait qu’en vérité le probléme d’une masse pressée entre
deux plaques frottantes, n’est pas un probléme isostatique : Il n’est
pas permis de disposer des lignes de glissement sans Lenir comptetdes
conditions cinématiques.

Quand méme on admettra que. en général, la solution de Prandtl
correspond aux propriétés caractéristiques du probléme mécanique
en question. Si l'on se place & ce point de vue, et si I'on adople
les lignes de glissement d’aprés cet auteur, la détermination du cou-
rant se réduit a un probléme d’analyse complétement déterminé,
probléme que nous allons traiter maintenant [9].

Envisageons premiérement le domaine I (fig. 12) qui est borné

par les portions des quatre cycloides e =0,B =0, a = -7-;, B= %

Nous allons énoncer les conditions aux limites. Si¥'= % + g désigne
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toujours I'angle de la direction 8 avec I'axe des z, la composante nor-
male de vitesse de la masse rigide est égale & ccosY' et, comme la
composante normale de la masse plastique est égale a u, il faut que
u=ccosJ = ccos (E, — B) = i_(sin{3+ cosB)  (le long de a = o).
4 V2 "
Egalement on aura

v =t cosTJ = c cos (— % +a) = \/i_(sina +cosa) (le long de = o).
2

Suivant les équations (3), on trouve en intég;'ant
v=/BudB= ‘—/cf(sin§+cosﬁ)+01 (le long de « = o),
—f v do = —(sma—cosa) + G . (le long de 3= o).
Les constantes d’intégration se déterminent par le fait, que pour

a = = o la méme valeur de u (et de ¢) doit avoir lieu si I'on s’ap-
proche de ce point le long de « = o et le long de p = o. Cela donne

C1= Cg=0ﬁ.

Introduisons les deux fonctions

(36) g(z)= Vc;(sinw+cosz), Sflz)= i_(sinx—cosx+2).

V2
On aura pour le domaine I les conditions aux limites que voici :
) frme®: o=/B) o xmo
7 u= f(a), v=g(«) pour fB=o.

Or, il faut chercher une fonction u(a, ) qui satisfait dans (1) a
I'équation
Ny
(4) da df3 =u

et qui se réduit & f(a) pour B =o et & g(f) pour a = o. Ce sont les
données du premier probléme de Riemann. Donc la solution nous est
fournie par la premiére formule (13) avec

a=Bi=o, a=1, b=—1,

u(o, p)=é’(f3): v (o, .3)=f(p)’ u(a, 0) = f(a), v(a, 0)’—"-3(“)-
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On trouve

o B
(38)  u(e ﬁ)=€(§3)+f I[Bla—1)]g(t)dt+a A I'[a(B—2t)] g(2)dt,

et une formule analogue subsiste pour ¢. Mais si I'on connait u
v est donnée par p = Z—:; d’ailleurs on a aussi ¢(B, ) = u(a, ) par

raison de symétrie.
La solution (33) peut encore étre simplifiée. Soustrayons de u(a, 3)
la « translation »

(39) uo(a, B)=ccos(%+a—f3),

pour cette fonction on a

(391) g Vo=f%)=—csin<%+a—p),
uo(0, B) =g(B), vl 0) =— g(a).

La formule (38) aura alors la forme trés simple
o
(38) u(a, B) = uo(e 8)+2 [ I[B(a— )] g(1) .
0

Pour le calcul numérique de u (e, 8), on peut seservir du théoréme
de la page 56. En effet, la fonction u(a, B) — uo(x, B) est égale a
zéro sur a = o et égale

cy/2(sina — cosa +1) = h(«) pour B=o.

Etant donné qu’on peut approcher cette derniere fonction par un
polynome, on peut appliquer ici le théoréme cité. Si I'on prend pour
polynome d’approximation les premiers termes de la série potentielle
de h(a), la solution cherchée aura la forme suivante :

T

(38")  u(a, B) = ccos (Z a— p) + e \/2[a T (aB) + o2 I"(aB) — a3 I"(ap)
—at In(aB) + as I7(aB) +...].

En tenant compte du fait que les I”)(2) sont liées aux fonctions de
Bessel I, par la relation

(V=)

10 () = 222 VE)

= vy

I(z) = L(2:Vz)

(I’=1, 2, ...),
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et qu'il existe des tables des fonctions I, (p =o, 1, 2....), on peut
calculer sans grande difficulté u(a, #) dans le domaine I.

La recherche de u dans le domaine II revient a la solution d’un
probleme mixte (troisiéme probléme). Car on connail la valeur de u
T
4

non caractéristique y = A. Sur cetle droite on a partout S'=o,
*donc I'équation de cette ligne dans le systéme (o, 3) sera

le long de la caractéristique & = Z et le long de la droite horizontale

% +a—fB=o,
sur cette méme droite u est égale a c.

Un probleme analogue se pose pour le domaine III. L’équation de
la droite horizontale y = — A dans le systéme (o, ) est I =0, ou

bien — % + a — (3 =o, et le long de cette droite la composante nor-
male ¢ est égale a c. De plus on connait ¢ le long de la caractéris-
tique f = % Mais on peut traiter le probléme aux limiles pour le

domaine II, III, ... sans étre obligé de résoudre une équation de
Volterra en appliquant un certain artifice de calcul qui découle de la
symétrie de notre probléme.

Pour la différence

(40)e W=u—u.,=u—ccos(%+a—ﬁ>,

I’équation différentielle est la méme que pour u, savoir

_ P
(40) _"1 =w,
mais on a

w =cy/2(sina — cosa +1) = h{x)  (sur OA),
(40') w=g(B)—gB)=o0 (sur OB),

w=c—c=o0 (sur BB').

Nous tracons maintenant a partir de B la ligne horizontale BO, et a
partic de O, la verticale O,A,. Enfin nous complétons le carré
OBO, B,. Nous allons prescrire les valeurs aux limites sur les carac-
téristiques By A et ByA,. Sur B, A les conditlions aux limites pour w
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seront les suivantes :

(41)

g
~~
R

Q
2

Il
>
—
53
N

P

[=]
(174N
R

174N
] 3
SN~~—

et sur B, A,

oy e

A Y ) T <£)
(=P ) =—r(-7) (G
Fig, 13
®
A, B
w e h-)
n @
R P
BN B
\\ m
wsao \\\ I
B ~Jo
1 w =0 0 w=hy A

Par ces conditions aux limites une valeur de w est déterminée en
tous les points du carré AB, A, B'. Je dis que cette valeur de w est
la valeur recherchée [c’est-a-dire la valeur satisfaisant aux condi-
tions primordiales ( 40)].

11 suffira de démontrer que la fonction w définie par les nouvelles
conditions (41), (41') prend la valeur zéro sur BB'. Dans cetle
démonstration 1l faut se servir de la forme générale de la formule de
Riemann, forme un peu plus compliquée, mais plus symétrique que
celle qui était employée aux numéros précédents. On part du fait
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que l'expression

(g —w5p) o= (V5 — o)

ot U et w sont des solutions de (4), est une différentielle exacte,

(tandis qu’auparavant nous avons profilé du fait que chacune des

deux parties

U

df + d doc et w dB+U-——doc

d@ J9p
“elle-méme était une différentielle exacte). U et w sont des solutions
de I'équation (4).
Envisageons sur la droite BB’ un point quelconque P dont l’abscisse
est a el 'ordonnée 2 + a. On obtient par intégration autour du
carré By RPQ en désignant par U la fonction de Riemann

fh(a)———da—/‘aUh(a)da+fT —dB f

[ oxeanr g pans

—+a —+a

:I

Cherchons la somme du premier et du dernier terme de cette
somme. Nous introduisons pour U la fonction de Bessel

U=I[(a—a)(%+a——§>],

d’ou :

Le premier terme sera alors

f h(a) % da=—( +a):/o‘ah(t)l' [(a.—t) (%+a>]dt,
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etle dernier terme

_H(—%—E

4
I (Yo
&
cela donne avec ¢ =¢'— % une valeur égale a

(o) [ o oo )] .

On voit donc que les deux termes envisagés se détruisent. La méme
conclusion s’applique & la somme du second terme et de I'avant-

dernier
. 1—‘+a
— [ uk(a)da+ uh’( —E)de
fo (a) f_ B—7

=_f wh(t)dt +f uh’(' )dt’:o.

Enfin le troisiéme plus le quatriéme terme égalés a zéro donnent
2w(P) —w(R) —w(Q) =0,
et comme w(R) + w(Q) = o, il s’ensuit que
w(P)=o0 C. Q. F. D.

Pour le calcul de w dans le domaine II on a donc remplacé les
données aux limites du troisiéme probléme par des données du pre-
mier probleme, savoir (41), (41'). On peut alors employer la pre-
miére des formules (13) avec ay=— 74:’ Bi=o et l'on obtient en
tenant compte de (41) (41') :

(42) u(a, B) = ccos (% +a— p) —h (p — }) +f0a[[(a_ t)B]R(£) dt

A H (T

¥
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[valeur de u(x, B) dans le domaine II]. En différentiant on
trouve dans le domaine II: p = :;'—:- Pour obtenir ¢(«, 8) dans III, il ne

faut qu’intervertir « et # dans (42) :
. B
(43) ¢(a, B) = ccos (Z + p_a) —-—h(a—-}) -.-f 1[a(8— £)] &(¢) dt
0

o
n =\ , n
=D a(=g)rfemn(er )]
D
Si I'on connait ¢(«, ) dans III, on y obtient v = %‘é
On peut continuer ce procédé pour IV, élant donné qu’on connait

la valeur de u sur les deus, caractéristiques & = g, 6= 2. Ontrouve

4
ainsi la valeur de u(«, ) dans le carré IV, donc en particulier sur la
caractéristique  — g SoitH(a)la valeur de u sur cette droite. Pour

trouver alors la solution dans V, on forme de nouveau la diffé-

rence (40). La fonction w ainsi définie est égale a zéro sur la droite (I)
et égale a

H(e)— ccos (a — %‘-) = k(a)

sur la portion de la caractéristique B’C. En remplagant ces données
par des données du premier probléme on se propose de chercher une

fonction w(a, B) qui se réduit a k(a) sur B'C et é—k(ﬁ— 7—;)

sur le prolongement B'D de la caractéristique a = %
o(n3)= w0 (Gesd)
o) -sf) (%)

Un calcul tout a fait analogue a celui que nous venons de faire,

(44)

montre que la solution w(, B) de 'équation (4o ), qui satisfait a ces
conditions aux limiles, prend la valeur zéro sur B'B". Mais, comme nous
savons qu’une solution est déterminée d’une fagon unique par sa valeur
sur une partie de caractéristique B'C et par sa valeur sur une portion
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de courbe non caractéristique B'B’, on voit que la solution définie
par les conditions auxiliaires (44) est la solution cherchée. On con-

Fig. 14.
)
D B'/
LG
@)
B k(u) |G /
VI
v .
I
B A’
m
L
D A

nait alors la valeur de w, donc aussi la valeur de » dans V. La rela-
tion u(B, a) = ¢(a, B) donne la valeur de ¢ dans VI. Puis u = 3——;

Fig. 15.
|
AN =
ﬁ?‘g{o
RSN
S
N

.
X

N
N

g‘

dans VI, et v = ‘;i: dans V, se trouvent sans difficulté. Connaissant
de cette facon la valeur de u sur CB” et CA’, on peut continuer de
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facon analogue, et I'on trouve enfin les lignes de courant cherchées.

Du point de vue pratique ce procédé a le désavanlage qu’il faut
s’appuyer chaque fois pour le calcul de » dans un nouveau domaine,
sur les valeurs de u obtenues par le méme calcul dans des domaines
précédents. Dans les problémes classiques analogues au probléme de
la corde vibrante, ce désavantage nc se présente pas. car les valeurs
des dérivées le long de (1) et de (2) se calculent par des formules
de récurrence qui n’exigent pas qu’on connaisse d’avance la solution
du probléme de Riemann pour les autres domaines. Quant a la fonc-
tion de Riemann elle est égale 4 'unité au cas de la corde vibrante,
de sorte que dans ce cas I’équation de Volterra correspondant & un
probléme mixte, admet une solution immédiate. Mais bien que des
circonstances également simples ne se présentent pas dans les pro-
blémes que nous venons d’étudier, on voit pourtant que les méthodes
classsiques d’intégration, dues au grand géoméire Riemann, se
révélent applicables aux problémes modernes de la plasticité, théorie

qui se base sur les idées, fécondes et de grande portée, de Saint-
Venant.
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