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LES GROUPES DE LIE

Par M. POTRON,

Professeur & 'Institut catholique de Paris.
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INTRODUCTION.

Un ensemble est dit pourvu d’une loi de composition lorsqu’a tout
arrangement ab de deux éléments de I'ensemble correspond un élé
ment déterminé ¢ de cet cnsemble. Cette loi est associative quand, z
correspondant a ab, et y & bc, un méme élément correspond a xc et
a ay, quels que soient les trois éléments a, b, ¢. Un ensemble pourvu
d’une loi de composition associative est dit un corps.

Dans un cspace a n dimensions, unc transformation ponctuelle S
définie analytiquement par

z,=s8(x, .. ,xa)=5/(x) (t=1,...,n)

remplace le point () de coordonnées z, par le point (2') de coor-
données ;. Si une transformation T est définie par

Vi=t\Vie ooy Va)=1t(¥) (=1, ..., n),

elle remplace le point (z') par le point (") de coordonnées 2" — ¢, (z').
Aux deux transformations S et T, prises dans cette ordre, correspond
donc naturellemenl une transformation qui remplace le point (z) par
le point (2"). Cette transformation est dite la ¢transformation-pro-
duit ST. Elle est définie analyliquement par

xy=t[s1(x),..., sa(z)]| = t,[s(x)].

On voit immédiatement que cette loi de composition est associative.
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2 M. POTRON.

Un groupe est un corps dans lequel étant donnés deux éléments
quelconques a et b, il existe toujours deux éléments z el y tels que b
corresponde & za et a ay. On démontre qu'il existe alors un
élément-unité unique u, tel que tout élément @ réponde a au et a ua
et que, pour tout élément a, il existe un élément unique z tel que u
réponde & za et a az. Cet élément z est dit Vinverse de a, et repré-
senté par a~'. Si un ensemble de transformations ponctuelles contient
le produit de deux quelconques d’entre clles et la transformation
inverse de chacune d’elles. il forme évidemment un groupe.

Je m'occuperai ici seulement des groupes continus finis, c’est-a-
dire dont les ¢léments dépendent d’un nombre fini de paramétres
variant d’une maniére continue, et correspondent par suite aux points
d’une certaine région d’un espace a un nombre fini de dimensions.
Un groupe a r paramétres sera dit un r-groupe. Les paramétres
seront supposés essentiels, condition équivalente a la biunivocité de
la correspondance entre les éléments du groupe et les _points d’une
certaine région de 'espace & r dimensions.

Les variables et les paramétres sont considérés comme des nombres
complexes, et toutes les fonctions supposées analytiques. Cette hypo-
thése, pratiquement nécessaire au développement de la théorie, est
moins restrictive qu’on ne pourrait le croire. En effel, dans le cas
d’un groupe transitif opérant sur des variables réelles, si les fonctions
figarant dans la représentation des transformations ne sont pas
analytiques, mais possédent des dérivées particlles d’ordres 1 et 2,
on peut toujours, au moyen d’un changement de variables, obtenir
une représentation des Lransformaltions par des formules ou ne
figurent que des fonctions analytiques [3, p. 360 ct 792].

CHAPITRE 1.

PRELIMINAIRES ANALYTIQUES.

1. Soient » fonctions z; d’une variable ¢, définies par -

()

{ daif/dt = (), ..., ;) =Ei(2) (i=1 R).

T, = x; pour t=o

Siy=f(2 ..., 2zs) et y'=f(x,, ..., x,), 5 est une fonction de ¢
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se réduisant & y pour ¢ = o. Si l'on introduit le symbole opéraloire
(2) X = 28(2)pi, pu=Jdldzy,

et si X' désigne ce que devient X quand on y remplace partout
chaque z; par z;, on a dy’'[dt =X'y". Si I'on convient que X" repré-
sente XX, la fonction y' est représentée par le développement

(3) Y=y+itXy+(2f1.2) X2y + .. =eXy.
En particulier, pour y =2x;, on a
(4) ri=eXz; (i=1,...,n).

Ces formules définissent une transf. dépendant de ¢. Quand ¢ varie,
le point (z') décrit une courbe dont la tangente a les paramétres
directeurs X'z; = ().

Xestdit sy'mbole d’'une transformation infinitésimale (J’écru‘al
transf.cole). Si y et z sont deux fonctions des z;, on a évidemment
X(y+3)=Xy+ Xz, X(yz)=yXz+3Xy.

Si les £i(a) ne sont pas tous nuls, X est dite d’ordre o au
point (a). S'ils sont tous nuls, ainsi que toutes leurs dérivées jusqu’a

-Pordre ¢ — 1, les dérivées d’ordre ¢ n’étant pas toutes nulles, X est
dite d’ordre q au point (a) [2, 4]. ‘

2. 51 X = 25 (2) piy Y:Em(a:')pi, on voitque 'opération XY —YX
se réduit & X(Xwn; — Y&)pi. Cette nouvelle transf. ole est dite
Ualternée de X et Y, et représentée par (X Y). On a évidemment
AY)+YX)y=0, XaY +bZ)y=a(X Y)+ b(X Z), et'on véri-
fic 'identité dite de Jacobi [(X Y)Z]+[(Y Z) X]+[(Z X) Y]=o.

En un point ou X et Y sont d’ordres respccufs h etk (h +k > o),
(X'Y) est d’ordre 2h+k—ru.

3. Soit un changement de variables réversible
(5) yl=fi(x17 -'-1xll), xi=gi(‘}’-;,...,.-}’.n) (i= 1, ...,n),

donnant, pour une fonction quelconque, F(zy, ..., 2.) =G(y4 ..., ¥a).
A toute transf, cole X = 2£(z) pi, correspond Y=2n;(y) ¢; (q:i=0/dy;)
telle que P'on ait, en vertu de (5), XF=YG. Les n;(y) sont les
transformées, par (5) des Xy, [4, 2].

On voit directement que X et Y sont de méme ordre en deux
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points (a) et (b) se correspondant par (3) [2, 4], et que la transfor-
mée de 'alternée est 'alternée des transformées.

4. Soient r transf.oles X, =2%,(z)p,, elles sont dites [5]:

indépendantes, s’il n’exisle aucun systeme de quantités /; indépen-
dantes des z,, non toutes nulles, el telles que 'on ait identiquement
Xy = 05

divergentes, s’il n’existe aucun systéme de r fonctions f(z), non
toutes nulles, et telles que l'on ait identiquement Xf;(z)X;=o.

Pour qu'il ait divergence, il faut et suffit que la matrice des &,
soit, en général, de rang r. Cette malrice sera dite matrice des Xj,
Supposons les X, indépendantes, et désignons par Xj ce que
devient X; quand on y remplace partout les z, par zf. Si 'on pose

2 = 2
el si p, désigne le rang de la matrice des &P, on a évidemment

Pm+12Pm, €t 'on démontre [ 6] que 1'égalité ne peut avoir lieu que si

Pm =7r.

5. Une fonction y = f(zy, ..., 2,) est dite un invariant de la
trans. ole X lorsque, les , étant définis par (1) ou (4), on a tou-
jours f(%,. ..., z,)=[f (21, ..., x,). Pour cela il faut et suffit que

y soit solution de I'équation aux dérivées partielles Xf = o.
6. Soit, entre n variables z;, et m variables y, un systéme diffé-
rentiel
(6) Iy ifdx, = fir(z, y) (=1, ..o,n; k=1, ..., m).
Soient, d’autre part, les n transf. woles a n + m variables
(7) T, =p,+2ful(z,¥)gr (=1, ..., 0\

On démontre [6] que toule intégrale de (6) est invariant commun
des T, et que les conditions de compléte intégrabilite de (6) sont

(8) (T, T,))=o0 (i,j=1,...,n)

Le systéeme différentiel (6) et les transf. oles T, sont dits associés.
Soient d’autre part n transf. oles divergentes G, = 2g, (z, ¥) pi.
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Le systéme (6) est équivalent a
(9) Coye= 2, y) fu(®, y) = he(2, y);
et le systéme T,f = o est équivalent a Y, f = o, ou

(10) Y, =2g,T,=G,+H,, H =Zh;tq%.

Les Y, et le systéme (g) sont encore associés, et lon voit [6] que
les conditions (8) équivalent a

(11) Yo Y)V=Z2%ch,(zy)Y, (h,i=1, ..., n).

Ces conditions expriment que les Y, forment un systéme complet.

7. On peut toujours former, sur n + m variables, n transf. cles

divergentes X, (A =1, ..., n) ayant pour invariants communs m
fonctions données uz (kK =1. ..., m) de ces variables. Pour que
F(z,, ..., Zm.x) soit invariant commun des X;, il faut et suffit

que F(zy, ...y Zmn) =G(ui, .... Un). Si donc F dépend de
nvariables x, et de r paramétres a;, Uexistence d’une transf. oole
A =3x(a)d/da; vérifiant, quels que soient les z,, AF = o suffit
pour que les r parametres a; he soient pas essentiels dans F.

Soient encove f, (&4, ... Lmn) (E=1, ..., b) b fonctions dis-
tinctes vérifiant Xy f, =F4 (f1, ..., fo) (h=1, ...on; i=1...., b).
Pour qu’une fonction G (f;, ..., f3) soit invariant commun des X,

c’est-a-dire s’exprime par les uy, il faut et suffit que 'on ait
(12) o = 24 (dG/af,) Xnf, = 28 (GO f,) F i,

Soit Gy, G,,. ... G4 (@< m) un systéme fondamental de solutions
de (12). On peut les prendre pour u, ..., uq; et 'on démontre
[4, p- 321] que les b 4+ m — a fonctions f\, ..., fb, Uarrs - ) Unm
sont distinctes. On a donc bla+ n.

8. Si, au systéme différentiel (6) on adjoint @ (<<m) relations
finies

(13) o=F(z, .-c, 2,y ... ym)=Fpaz,y) (j=1,...,a)

on obtient un systéme mirte [4. p. 9]. Un systéme mixte est dit
complet lorsque :
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a. les conditions de compléte intégrabilité de (6) sont satisfaites,
au moins en vertu de (13);

b. les équations oblenues par dérivation de (13) et élimination,
par (6). des dyx/dxz, sont conséquences de (13).

Le systéme (13) peut se mettre sous la forme
(14) Yr=8&n(x1, «-y Tny, Ya+, ceey Ym) (h=1, ..., a)

Si l'on désigne en général par [F] la fonction de =y, ..., zu,
Yasty -+ > ¥m obtenue en remplacant, dans une fonction quelconque
F(z, ¥); 1. ... ¥a par leurs valeurs (14). le systéme mixte est
équivalent a (14) et

(15)  dywfde, =] fu(z, ¥)] (v=1,...,n k=a~+1,..., a)

On démontre que les conditions de compléte intégrabilité de (15)
sont vérifiées en vertu des conditions « et b, qui s’expriment par
[(T. T))]=o0et[fu]=[T.gr] Ainsi[4, p. 12] quand un systéeme
mixte & m fonctions inconnues et a relations finies est complet,
il admet une solution dépendant de m — a constantes arbitraires,
les valeurs initiales de m — a des fonctions inconnues.

CHAPITRE II.

LES DEUX PREMIERS THEOREMES FONDAMENTAUX.

1. Soient, sur n variables x, ({ =1, ..., n), un ensemble de trans-
formations réversibles T,, dépendant de r paramétres essentiels
ap (h=1, ..., r),ctreprésentées analytiquement par

(1) = f(z, a), z,=F, (2, a) (i=1, ..., n).

Dans une certaine région d’un espace a r dimensions, dit espace
des paramétres, il y a correspondance biunivoque entre les transfor-
mations T, et les points (a) de coordonnées as. Pour que les T,
forment un corps, il faut et suffit qu’a tout arrangement de deux
points (a)(b) corresponde un point déterminé (c) tel que T, T, =T,
c’est-a-dire qu'il existe r fonctions

(2) ¢, =g(a, b) =1, ..., 1)
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telles que (1) et (2) aient pour conséquences
(3) fu(&, )= fi(w,e)  (i=1, ..., n).

Pour que les T, forment un groupe, il faut et suffit en plus que les
équations (2) soient résolubles par rapport, soit aux a, soil aux b.
Pour éviter toute difficulté, il y a lieu de supposer qu’il existe une
région de I'espace des paramétres dans laquelle :

1° loutes les fonctions considérées sont réguliéres;

2° il y a correspondance biunivoque entre les points (a) et les
transformations T,,;

3¢ se trouve le point (a®) correspondant a la transformation
idenlique;

4° les deux déterminants fonctionnels des g, par rapport, soit
aux a, soit aux b, sonl £ o.

2. Soient T,, T, T,, T4, T, Ty des transformations d’un groupe
G; et soient

(4) T, Te=Ty ou y, =gy, a),

(5) TyTy=T, ou cr = gi(a, b),

(6) ToT:= Ty ou 3, = gi(a, 3),

(7) TI)Ta=Tf ou flc =gk(b, a)'
L’associativité donne, comme conséquence de ces relations,
(8) TyTy=T, T, ou gx(y,0)=gr(y, ¢),

(9) Te To=T;T:;, ou  gx(b,3)=gr(/f, 2).

Ainsi, a toute transformation T, de G correspond une transforma-
tion S;, définie par (4), et une transformation S?, définie par (6), de
P'espace des paramelres. D’aprés (8) et (9), on a S}Sj =S/, et
83S2 =1S;. Les S* (A =1, 2) forment donc un groupe P, isomorphe
[1]a G. P% est le h*™-groupe des paramétres de G.

Il résulte de ces définitions que les deux produits S;S; et SzS!
remplacent un point (y) par un méme point (3) tel que I'on ait
T.=TsT, Ts. On a donc S;S; = S;S). c’est-a-dire que toute trans-
formation de P' est permutable a toute transformation de P2 [4].

Les mémes formules (2) définissent les transformations des deux
groupes de paramétrcs, suivant les roles de variables ou de para-
metres donnés aux a et aux b.
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3. Différentiant (1) et (2), en supposant les « et les ¢ constants.
puis éliminant les db, on obtient, pour chaque dz,/da;, une expres-
sion, & priori indépendante des b, de la forme.

(0)  drflar=Z\Ep(r')2hha) (1=1,...,n, k=1, ...,71)

Si, en général, aux u?t, on fait correspondre les us, tels que
Zuhhu,; = &), et si 'on considére les 2r transf. coles

(1) Xp=Z2{En(r)p, Ar=Zhapr(a)dfdar (h=1...,7T)

la réversibilité des transformations (1) et Uesscntialité des paramétres
entrainent 'indépendance des X el la divergence des A.
Le systéme (10) est (I,6) équivalent au systéme

(12) Apzi=8n(2) (h=1,. .,1,1=1,..., 1),

auquel sont assocides les transf. coles Y,= A, X;. Les condilions
de compléte intégrabilité, qui doivent étre vérifices a priori, en
raison de I'existence de la transformation identique donnent, ici

(13) (Xp Xi) = Bepry X, (Ap Ax) = Zcpi)A, (hy k=1, ..., 1)

Les cu, sont des constantes numériques assujellies a vérifier (I, 2)

(14) Chky—+ Ckhy = 0, 2 (CihmCmk; = ChkmCmy ~+ Ckim Cmhy ) = O.

m

Ces résultats constituent la premiére partie du premier théoréme
fondamental de Lie [2, 4, 6].

Si l'on sait que les transformations (1) forment un groupe, on peul
déterminer directement ses X,. Soit, en cffet, (a®) le point de I'espace
des paramétres auquel correspond la transformation identique. Sil’on
pose ax—= a} + ta, (1) donne. pour z, -— z,, un developpement dans
lequel le coefficient de ¢ est, en tenant compte de (10), ZEiEu(2),
Br—= Zoya* (a®). Multipliant par p,, et ajoutant, on obtient 2 3;X,,
ou les B, sont, comme les o, 7 parametres indépendantes.

4. Supposons données r transf. wles X;, indépendantes et véri-
fiant (13). En ajoutant au besoin ¢ — 1 séries de nouvelles variables,
on forme (I, 4) r transf. wles &, divergentes, et vérifiant toujours
(13). Elles ont ng — r invariants communs, dont la considération
permet [ 2, 4, 6] de déterminer, sur r variables a, r transf. coles A -
divergentes et vérifiant (13).
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B. Le systéme complétement intégrable (10)-(12) définit alors n
fonctions

(15) z = fi(x, a), vérifiant f,(z,0) = x,.
Résolvant par rapport au constantes x,. on obtient
r,=F,(x,a),=F,(x,0).

Les fonctions F,(z, @) sont n invariants communs des A4 X;.
complétement déterminés par la condition de se réduire aux z; pour
(@) = (o).

De méme, les nq fonctions F,(z",a) (i=1,...,n; k=o0,1,....g—1)
sont les ng invariants communs aux A, + &; qui se réduisent aux .L'I;
pour (a)=(o0).

Ce résultat se rattache a la seconde partie du 1* théoréme fonda-
mental de Lie.

6. Si alors les X, sont divergentes, et si I, (z)(j=1, ....n—7)
en désignent n — r invariants communs distincts, on voit d’abord que
toute transformation T,, donc aussi tout produit T, T, laisse inva-
rianle chacune des r-variétés représentées par 1,(z')=1I,(z),
dont (15) fournit par suite une représentation paramétrique. Il existe
donc 7 quantités ¢; satisfaisant aux n équations

(16) Sz, e)=[fi[f(=z,a), b] (¢=1, ..., n).

On voit ensuite que ces c;. solution de (16), doivent se réduire aux
a; pour (b) =o, et former la solution, déterminée par cette condi-

tion, de 2oy, (b) (dck/0b,) = aur(c) (h, k=1, ..., 7). Onen conclut
que (16) admet une solution

(17) ci=gi(a, b), ak:gk(“:‘)) (k=ta seey "))

et que par suite les T, forment un groupe dont (17) définit les deux
groupes de paramétres [ 6].

7. Si les X, ne sont pas divergentes, chaque systéme z, = F, ('}, a)
définit une transformation TX, Soit B, 'ensemble des T%. On voit,
comme au n° 6, que pour (¢) défini par (17), on a B, B,—= G, donc,
pour chaque k, et en particulier pour k =0, T, Tpy=T,[6].
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8. Si B,= 2B (b) 0/0b; désignent r transf. woles autres que les Az,
mais divergentes et vérifiant aussi (13), on démontre [6] que
les a, sont des fonctions ¢,(b) formant une solution du systéme
Bia, = ax, (a). Donc les A; sont les transformées des B, par un
changement de variables.

On a donc le résullat suivant, qui réunit la seconde partie du
premier théoréme et le second théoreme de Lie : A tout systeme de
rtransf. wles X, indépendantes et vérifiant (13), correspond une
infinité de r-groupes de transformations, qui ont tous les mémes
groupes de parametres a un changement de parametres pres.

Ce résultat constitue le second théoréme fondamental de Lie.

9. Dans lec cas d’un seul paramétre. le systéme (10)-(12) se
réduit &

(18) dryjda=E(x")[a(a)]! ou Az;=E,(2'), A =a(a)d/da.

Inversement, étant donné X = 2§, (x) p,, on peut prendre A arbi-
traire. Le systéme (18) associé & A + X a une solution

(19) 'I";=fl("'a a) ﬂ(z70)='tl

Les transformations (19) forment un groupe. Son groupe de para-
métre esl donné¢ par ¢ =g (a, b), fonclion déterminée par «(b)
dc/db=a(c), g(a,0)=a. Si 'on remplace A par T =d|/dt, le
systéme associé a T + X est dz,/dt =&,(x'), dontla solution est (I, 1)
z,=e*x,. Le groupe de paramétre est donné par w =g (u. v),
fonction déterminée par dw[dv =1, g(u, 0) = u, soit w=u+ ¢.
Le changement de paramétre qui ramene le groupe a cette forme est
donné par linlégration de da/dt = a(a). Le paramétre ¢ est dit
canonique. Illui correspond la forme canonigue des transformations
du 1-groupe engendré par la transformation X. que je représenterai
par { X }.
Ces résultats peuvent s’obtenir directement [2, 4].

10. Soit G un groupe dont les transformations (1) vérifient (10)-
(12), et (a) le point de I'espace des paramétres correspondant a la
transformation identique. On peut déterminer r fonctions &), = ¢4(¢).
9#(0) = as, de maniére que les T, de G parcourent un 1-groupe dont
¢ soit le paramétre canonique. Exprimant que 'expression de dz,[dt
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dépend de (') seul, on voit que (a') constitue la solution, se réduisant
a(a)pourt=o,deda;|dt=Z2hon(a'),soita’,—= e ar, A =2l As.
Alors on a dx,[dt = ZhZs, (2'), en sorte que les T, ainsi obtenues
parcourent le 1-groupe { X {, ou X = X, X,.

Dans 'expression des «, la variable ¢ ne figure que par les pro-
duits 2;¢. Sil'on pose 24t = ¢;. on a donc

{20) a), = (e, a) (o, @)= ay (k=1, ..., r),
et les transformations de { X { ont la forme

< o
{°1) x,= etu'r.xh,z,=e)-t'hxh_pl;

on voit qu’il y a, au voisinage de la transformation identique. corres-
pondance biunivoque entre les transformations T, définies par (1),
et les S,. définies par (21). Quand (e) décrit une droite issue de (o),
de coefficients directeurs /;, S, parcourtle 1-groupe { 21, X,}. Les en
sont dits parametres canoniques, et (21) est la forme canonique des
transformations de G. Ce groupe sera désigné par { X, ..., X,}.

11. L’espace a r dimensions des points (¢) de coordonnées e, sera
ditespacedes parametres canoniques.L'espace ar — 1 dimensions des
points | e | de coordonnées homogenes e, sera dit espace homogéne
des parametres canoniques. Au voisinage de I'origine, il y a cor-
respondance biunivoque entre les transformations de G et les points
du premier, entre les 1-groupes de G et les points du second, ou les
droites du premier issues de I'origine.

12. On peut donc considérer 'expression e*, A= 2a, X, comme
le symbole d’une transformation finie, mise sous forme canonique,
du groupe {X,, .... X, }. D’aprés le second théoréme de Lie, si les
conditions (13) sont vérifiées, le produit de la transformation ¢* par
la transformation e® (B =2b,X,) esl une transformation e“. ou
C=2Z2c1Xn, ci=gun(a, b).

Il en résulte qu'on peut démontrer le second théoréme en établis-
sant directement 'existence des fonctions c; telles qu’on ait e*e®= e€.
C’est ce qu’a fait Poincaré [22]. Il part de 'expression e*e™® considérée

comme fonction f(¢), vérifiant, aux termes prés de l'ordre de dt?, la
rclation

S (t+dt)=f(t)(1+ Bdt),
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d’ailleurs équivalente a f'(¢) =Bf(¢), qui, avec f (o) =e*, déter-
mine complétement cette fonction. Or il est possible de trouver une
transf. cole C = 2¢;X,, dépendant de ¢, telle que la fonclion e©
de ¢ vérific précisément la relation définissant f(¢), c’esl-a-dire

(22) eC+dl = ¢C(1+4 Bdt), dC = C'dt.

Cette possibilité résulte d’un théoréme général : soit D une com-
binaison linéaire quelconque 2d;, X, et V une transf. «le quelconque,
non nécessairement combinaison linéaire des X;, mais vérifiant les »

conditions
(Xn V) =2fn: Xy, ou X,V =VXp+ Zfix Xz,

On en conclul
DV =VD + zglcxky k= thkdﬂy

ou, symboliquement,
DV = (V +f)D,

fD désignant la transf. wole déduite de D en opérant sur ses coeffi-
cients la substitution lineaire de matrice (fa:). On voit, par récur-
rence, que

(23) DVr = (V + [)=D.
Effectuons alors, a ¢? prés, le calcul de
eV = 2,7‘! (V + D),
A cette approximation, on a
VD)= Vnt t3} 'Wik-t DVk=Vn 4 (Zg-1Va~h=1 (V - kD,
Le coefficient de ¢ peul s’écrire
(V+f)y—Vn n!

V+H—V =2"'(n—/\)!k!

Vn—k fk-—-i .

Clest le produit par ! du coefficient du terme en z"~' dans le
Yea ga

produit .de deux séries de lerme général respectif ’y

rb—i -
et g 2,

el*—i
ek

On a donc finalement, a 2 pres, la formule, constiluant le théoréme
annoncé,

dont les sommes respectives sont e¥” et

(24) eV+“'=eV(I+teFFID)-
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Remplagant V par C, ¢ par dt, et D par C'= Zli_(t:’ on voit que (22)

sera vérifié si 'on définit les coefficients de C par les équations.diﬁ‘é-
rentielles représentées par

el —1
f
Les r équations différentielles oblenues en egalant les coefficients

de X, ..., X, dans les deux membres sont linéaires par rapport aux

dérivées c), les coefficients de chaque f/C’' se déduisant de ceux
de C’ par la substitution linéaire f*, dont les coefficients sont fonc-

tions connues des constantes de structure et des coefficients de C.
On demontre d’ailleurs, dans le cas général d’une transf. le quel-

conque V, que. si F () désigne une série entiére en [ dont la somme

est une fonction entiere, les coefficients de la transf. ole & ()D,
linéaires par rapport aux coefficients de D, sont des fonctions entiéres
des fu. Iciles fir sont Zepec;. Les coefficients des dérivées ¢’ sont

donc fonctions entieres des fonctions ¢ |22, p. 239).

Si, apres intégration de (25), on fait £ =1, on obtient C tel que
e*e®=¢f. La détermination des coefficients ¢, par des fonctions
gu(a, b) fait connaitre, sous forme finie, les deux groupes de para-
melres (11, 2).

En général, si & (f) et G (f) désignent deux séries dont le produit
est 1, les deux relalions

(25)

C’'=B, avec C = A pour ¢t =o.

F(HT=U, T=g(HU

sont équivalentes. Le systéme (25) peut donc s’écrire

(26) c=—1_B.
ef —1

13. 11 peut exister des groupes dont les transformations forment
plusieurs ensembles distincts & r parametres, lels que deux quel-
conques de ccs ensembles ne puissent, d’aprés leur définition méme,
ct indépendamment de leur représentation, avoir aucune transforma-
tion commune. Ainsi, dans Pespace euclidien a 3 dimensions, le
groupe des transformations qui conserve les distances muluelles de
tous les points contient ’ensemble des déplacements et I'ensemble
des déplacements suivis d’une symétrie relative a un plan.
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Celui de ces ensembles qui contient la transformation identique
constitue un r-groupe continu G, engendré par r transf. coles X, dont
toute transformation appartient a un des 1-groupes { 2¢; X, }. Chacun
des autres se compose des produits des transformations de G par une
transformation arbitraire de ’ensemble considéré. Et toute transfor-
mation du groupe total transforme G en lui-méme.

Un groupe ainsi constitué est dit complexe. Le r-groupe continu
qu’il contient en est dit le noyau. |4, p. 120].

CHAPITRE LII.

LE TROISIEME THEOREME FO\DAMENTAL. LA STRUCTURE DES GROUPES.

1. Désignons par (C) les conditions (14) du Chapitee Il. Etant
donnés r® nombre cp,; vérifiant les conditions (C), il existe r transf.
wles X, indépendantes, vérifiant les conditions (dites de struc-
ture)

() (Xn ‘k)=zch/{[“j>

et par suite un r-groupe admettant ces r* nombres pour constantes
de structure. Cest le troisiéme théoreme fondamental de Lie.

On voit d’abord que les transf, coles Ay = Zay,(e) 0/ dex du premier
groupe de paramétres canoniques d’un groupe G sont completement
déterminées par les cui,. Posons en effet. pour les transformations

Se [, 19, (21)], es=lnt, et soity'=F (x|, ..., z,) une fonction
quelconque. Si ¢ varie seul, S, parcourt { 21,X,} (11, 10), el 'on a
(2) dy'lot =21, X,y

Si les I; varient sculs, comme on a (11, 3)

dr [olp= td.xi[der=ZEp, (") fAR(L, 1), hE(, t) = tahk(lt),
on en déduil
3 dy'[dle= B freX, .

Egalant les deux expressions 02y”[ 0t dl; et tenant comple de I'indé-
pendance des X, on obtient

(4) ()f/k/dt= E,lc"l-zch]fhk- Ch/=zchm/ Im.
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Pour chaque k, (4) définit complétement ; fonctions f/% s’annulant
avec ¢, admetlant le développement

(5) JIA=ZFE, gpmtm, E xy =g, 2E, ks = Cg;,
mE//\.lIL = 2CirEp Jam—1+

On voit que E; 4, est homogéne de degré m — 1 par rapport aux /.
Les développements (5) étant convergents quel que soit ¢, ceux
qu'on en déduit pour a// = f/'[t se présentent comme des séries
enliéres, partout convergentes, par rapport aux e;. En conséquence,
les a4 se présentent comme quotients de deux séries partout conver-
gentes [ 3-8-9]. Les zéros du denominateur, qui représente | a?/ |, sont
donnés [11] par Zcgjne, = £ amumepp(n =1, 2, ...).

La démonstration de II-12 permet d’obtenir nnmédiatement les
séries représentant les a#¢. Si l'on remplace a par e, ¢ par €, on a les
transformations du groupe des paramétres canoniques

e,=g(e b).
On sait (II, 10) que, si 'on remplace b par b¢, on a

de, _ o, — wons o G€
E——Ebhah,(_e). bh—zl l(e)zi—t"

Or le systeme différentiel obtenu

f_
dC 'f B, B¢ 1 dC

7 foat’

a précisément cette forme, et met en évidence les a,, ou les a#. Les
zéros des dénominateurs des a;, correspondent aux cas ou la substi-
tution f, dont les cocfficients sont ici fr= Zcy, e;, se réduit a la
similitude de multiplicatear 2 nin.

2. Or, siles cit, qui figurent dans (5) veritient leg conditions (G),
les A, que l'on en déduit vérifient les conditions (1) de structure.
Ces conditions sont en effet ¢quivalentes aux équations, dites de

Maurer [3, 4. 10],
(6) dami[Jer— dxmk|de; — ELc,pm 2t 21k = 0.
Si 'on multiplic par ¢2, le premier membre de (6) devient

Vouyhe=dfmi[dly — dfmk[ol, — ZZ c,pm f1I fHE.



16 M. POTRON.

On voit que les V,,; s’annulent avec ¢, et que, par suite de (4) et
(G), on a 0V 1[0t = ZCpm Vpsk- Donc, quel que soit ¢, V6= o0,
et (6) est vérifie [3, 4, 8]. Tout systéme de r* constanles ¢, ¥6éri-
fiant (C) est dit constituer une structure de groupe.

Le fait que les A, vérifient les relations de structure résulle aussi
immédiatement de II-42. Si en ecffet nous désignons maintenant
par X, les transf. ooles 2oy, (2) py, les transformations 2,= g,(z, a)
qui forment un groupe, pcuvent s’écrire z,= e*z,, A = Za;Xs. Si

donc B = 2b,X,, on a
ereB= ¢C, C=2¢X,, c;=g;(a, b).
Si G, désigne la partie de G qui est homogene de degré m en a et
b, cetle relation donne

2C,=A24+ B2+ 2AB —(A+B)2=(A B)=32Za,b:(X; Xz

Or, il résulte de la formation des fonctions g, (II, 12) que leurs

) I
termes du second degré sont ;ZZc,r,;Ua;, bi. On a donc
2Cy= EEZcp4;an b.X,.

La comparaison des deux expressions de C, démontre le théoréme

[Cf. 22, p. 235].

3. Pour que, dans un groupe G={X,, ..., \, {. s transf. ooles
independantes Y, = 2a,, X; engendrent un groupe H, il faut et suffit
que l'on ait, comme consequence de (1), (Y, Y;)=2d,,Y,. La
forme canonique des transformations de H,

(7) x, = ezfl\"xl= ezl’hxh, e)= Za/hf/

montre que, dans’espace des paramétres canoniques de G, les points (e)
des transformatiens de H forment un s-plan (variété linéaire a s dimen-
sions). Si les parametres ne sont pas canoniques, a tout s-sous-groupe
de G correspond une variété totalement géodésique [12] de I'espace
des paramétres.

4. Soit T un changement de variables, que 'on peut considérer
comme une transformation ponctuelle, faisant, a tout point (), cor-
respondre un poinl (y). A toute transformation S,, portant (r)
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en ('), correspond. par T, une transformation S, portant ( ), corres-
pondant & («), en ()'), correspondant a (z'). Cette transformation
S;=T~'S,T est dite transformée de S, parT.

On voit [4] que, si S, parcourt {X}. S, parcourt {Y}. ou
Y'=Z2(Xy,)q,, les deux transformations correspondant d’ailleurs
aux mémes valeurs du paramétre ¢. Il existe toujours un changement
de variables transformant X en Y = g,, et par suite les transforma-
tions de { X } enles translations y, =y, (i5£n), y,, =ya—+t.On en
déduit que toute transformation de {X,| est permutable a toute
transformation de { X, } toujours et seulement si (X, X,)=o.

3. On dit que { X} appartient a la famille linéaire des r 1-groupes
indépendants { X;} lorsque X = 2e;X;. Soit Y la transformée de X
par une transformation quelconque d’un 1-groupe { T}, pour que { Y }
appartienne loujours a la famille linéaire des { X4}, il faut [4, p. 193]
(T Xz) = Zcu X« (les ¢ étant des constantes). Cette condition suffit
pour que Lon ait, quel que soit le paramétre ¢ de la transformation
de { T}, Y = 2}, Xy, les ), = fx(t) définies par

8) dey| It =Zeppe) =<p(e), Ji(o)=ep (h=1, ..., 1),
(9) e, =eCep, E = Z¢x(e) 9] e

Tout 1-groupe de la famille linéaire des { X, | correspond a un point [e]
de coordonnées homogeénes e;. Les formules (g) représentent des
transformations, formant le 1-groupe { E}, de I’espace de ces points.

On peut donc écrire, en employant le symbole exponentiel d’une
transformation finie,

e—TeXelT=¢Y, Y= e®X,

en représentant (II, 12) par ¢tEX. la transformation obtenue en
opérant, sur les coefficients de X, la substitution linéaire

len tZcpjej|
[Cf. 22, p. 242].

En particulier, pour que la famille linéaire des {X;} soit inva-
riante par rapport aux transformations d'un quelconque de ses
1-groupes, il faut et suffit que (X X;z) = Zepr, X, donc que les X
engendrent un r-groupe G.

VEMORIAL DCS SC. MATH. — Ne 8l
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6. Encecas, pourX =2/, X, on a (X X)) =2Zc; X, ey =Z f1Cht;-
Les formules (8)-(g) deviennent

(10) de}/dt =g ()= Sfnen,(e'), eny(€') = Zcrp; €h,
(1r1) e,,=e"5eh, E=Zf,E, E,= Zs,,,(e)d/r)e,.

Ainsi, 4 toute transformation T de G correspond une transforma-
tion S, linéaire et homogene, representée par (11). Or il résulte des
conditions (C) que (Es, E¢) = Zcar, E,. Les transformations S forment
un groupe A, dit groupe-adjoint de C [4, p. 214]. Comme on a
toujours 2e; E;= 0, les E; ne sont jamais divergentes.

7. Les points [ ¢], correspondant aux 1-groupes de G, sont trans-
formés entre eux par S. Mais les coordonnées homogenes de [e] ne
sont determinées qu’a un facteur preés, ¢’est-a-dire a une transforma-
tion pres de {E,}, ou E,= Z¢,0/de;. Les transformations [S] qui
montrent comment les transformations T de G permutent entre eux
les points [e] ou les 1-groupes de G s’obliennent donc en considérant
les variables comme homogenes dans { Eq, A}.

8. Soit H. que 'on peut toujours supposer étre { X,, ..., X;} un
s-sous-groupe de G. Les points [¢] des 1-groupes de H forment le
(s —1)-plan [P] défini par e;=o (j=s-+1....,r). Pour que les
1-groupes de H soient permulés entre eux par toute transformation
de G, il faut et suffit que I'on ait

([2) (Xl Xk)=2°,c,,‘.,X, (i=‘7 . ,r;k=17 . ’s)'

Le plan [ p| est alors invariant par toute transformation de { E,, A},
et H, transformé en lui-méme par toute transformation de G, est dit
invariant ou normal dans G.

9. En ce cas,on a ciry=0 (j>s, h ou k<s). Il résulte alors
des conditions (C) du groupe G que les (r—s)* nombres
¢y (b ky j, =s—+ 1, ..., r)vérifient des relations de méme forme,-
et determinent par suite la structure d’un (r — s)-groupe. Un groupe
de celte structure sera dit groupe quotient de G par H, ct repré-
senté par G|H [4]. Si H, normal dans G, est contenu dans un
groupe K, lui-méme normal dans G, alors K | H est normal dans G | H.
Quand un tel groupe K n’existe pas, H est dit rormal mazimum

dans G.
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.Un r-groupe G qui ne contienl normalement aucun s-groupe
(o <s<<r) est dit simple. Quand H est normal maximum dans G.
G |H est simple [ 3, 4].

10. Soit G, un ry-groupe normal maximum dans le r -groupe Gy.
La série des ri-groupes G; (k =o, 1.2, ...) dans laquelle G¢ est
normal maximum dans Gi_, est une série normale de composition
de Gyo. Chaque diviseur normal maximum de G, est point de depart
d’une telle série. On démontre {3, 4, 13] que, dans les diverses
séries normales, les groupes-quotients G| Gy, tous simples, pré-
sentent les mémes structures & lordre prés.

11.5iG={X,, ..., X, },etsilonpose Xop = (Xq X;) =Zcap, X,
comme on a (Xab X,J):an,,;,c,,AX;lk, et (X}, X,,,,):Ec,,,,,X;,J,
les X4 engendrent un groupe G/, normal dans G, dit groupe dérivé
de G.

Si G'= G. G est dit parfait. Si G'<<G, la suite G, G', ¢, ...,
dont chaque groupe est dérivé du précédent, s’arréte a un ry-groupe
parfait. Si ry =o, on peut [3] choisir les X, de maniere que X,,
..., X, engendrent toujours un j-groupe normal dans {X,, ..., X,
X, 1§+ G est alors dit intégrable. Il Uest toujours ct seulement s’il
ne contient aucun 3-groupe simple [14].

Si G n’est pas intégrable, el s’il ne contient normalement aucun
groupe intégrable, il est dit semi-simple. 1l est alors [10], produit
direct [1] de groupes simples. Si G contient normalement des sous-
groupes intégrables, ceux-ci sont tous conlenus dans un sous-groupe
normal intégrable H, et G |H est semi-simple [10].

CHAPITRE 1V,

ISOMORPHISME.

1. Les constantes de structure de G = { X,, ..., X, } dépendent du
ChOiX des X},. Si (X;, Xk) = ZC},/mXa, )&h = Zl,,ka, ] l;,k [ # 0. 0N
a (X, X)) = 2c,,, X}, avec

'
ym*>m?

(1) Elmac;_/m= ZZI,hl]kch/m (G, jya=1, ..., 7).
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Les systémes de constantes ainsi déduits les uns des autres définjs-
sent un méme type de structure. Pour que deux groupes G et G/
appartiennent au méme type de structure, il faut donc et suffit qu'ils
aient le méme nombre de paramétres essentiels, et que 'on puisse
choisir leurs transf. wles génératrices de maniére qu'ils aient mémes
constantes de struclure.

S'il en est ainsi, G et G’ ont le méme premier groupe de para-
métres canoniques (III, 1). On peut définir, entre les transformations
des deux groupes, une correspondance biunivoque, dans laquelle
deux transformations correspondantes T,, T, répondent a un méme
point (@) de espace des paramétres canoniques. Alors T, T, et T, T),
répondent & un méme point (c), et par suite se correspondent. Ainsi
deux groupes appartenant au méme type de structure sont (holoé-
driquement) isomorphes [1, 4].

Inversement, on peut toujours, par un choix convenable des para-
métres, donner & deux groupes isomorphes le méme groupe des
paramétres. Ils ont alors (II, 2, 3) méme structure.

2. Soit G={X,, ..., X,}, ayant les cus pour constantes de
structure, et G'={X,, ..., X|} (s <r). Si'on peut former r com-
binaisons Y, = 2/, X],, vérifiant (Y. Yi) = Zeirn Y je dirai que G
se rattache au type de structure de G. Si, a 2e,X; de G, on fait
correspondre e, Y, de G', on démontre [4] que G contient r — s
transf. ooles indépendantes, a chacune desquelles correspond o
dans G/, et qui engendrent un (r — s)-groupe H normal dans G,
G|H ayant la structure de G'. On voil ensuite [4] que 'on peut
donner aux groupes de paramétres de G' et G |H une méme forme P’
définie par

(2) ci=gi(ay, ..., as, by, ..., by) (i=1, ..., 5s),

et en méme. temps, au groupe de paramétres de G, une forme P
définie par (2) et

(3) ck=gr(a, ..., ar, by, ..., b,) (k=s~+1,...,r).

Si I'on considére comme correspondantes deux transformations T,
T, ayant les mémes s premiers paramétres, cette correspondance est
conservée par la multiplication. A T correspond l'unique T’, mais
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4 T' correspond tout le complexe HT. G' est alors-dit mériédrique-
ment isomorphe [4] ou homomorphe [1] a G.

3. Si, entre les r transf. wles E; du groupe-adjoint A du groupe G,
vérifiant toujours (IIL. 6) les relations de structure de G, il existe
exactement r—s relations 2/,E,=o (j=1, ..., r-—s), entrai-
nant 2/j;cpe = 0, les Y, = 2/, X, engendrent un (r — s)-groupe C
normal dans G. Or on voit que (Y, X;) = o, quels que soient j et k.
Donc toute transformation de C est permutable a toute transforma-
tion G. Les transf. coles de C sonl diles transf. woles distinguées

de G. Cest dit le central de G [1, 2, 4], et A =G| C.

4. Le cas ou un groupe de transformations ponctuelles laisse
invariante une variét¢ fournit un autre exemple d’homomor-
phisme.

Dans I'espace a » dimensions, une m-variété (2 m dimensions) Va
en général les deux représentations ¢quivalentes.

1 z,=f(1t,, ..., Um) (i=1,...,n),

(5) F (2, ..., za)=0 (G=1,..., n—m).

Pour que V soit invariante par les transformations de {X}, ow
X=2¢(xz)p, il faur et suffiv [4] qu'il existe, sur les u;, une
transf. oole U telle que l'on ait, en vertu de (4), Uz,=E,(2); ou
encore que l'on ait, en vertu de (5), XF,(z) =o.

Pour que V soit invariante par toule transformation de )
G={X,, .... X, }, il faut et suffit que les conditions précédentes
soient remplies pour chacune des X;. Onvoitalors que les Uy, vérifient
les relations de structure de G, el par suite engendrent un groupe K
qui appartient ou se rattache a la structure de G. suivant que les Uy
sont indépendantes ou non, el qui représenle l'action de G sur les
points de V. On voit, comme précédemment, que, si H désigne le
diviseur normal de G qui stabilise chacun des points de V (stabili-

sateur total de V), ona K= G| H. [2, 4].
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CHAPITRE V.

EQUATIONS DE DEFINITION. ORDRES DES TRANSF. ®LES EN UN POINT.

1. Soit p; (py=n) le nombre des dérivées distinctes d’ordre k

de n fonctions fi(&y, ..., Zn, @1, ..., @, ) par rapport aux variables
Zy. ...y xp. Soit Pe=po—+ pi+...+ pr, pr le rang de la matrice
fonctionnelle de ces P fonctions par rapport a @, ..., @,. On sail

[ 4] que, sices r paramétres sont essenticls, Px croit avec 4, et atteint
r pour k = m, La dérivation, jusqu’a ordre m + 1, des n équations

(1) 2, =f(Z1y oey Ty @1y ooy W) (t=1, ..., n)

donne P, ., équations. Par é¢limination de a,, ..., @,, on obtient
P, — r équations de forme quelconque entre les z,, les | et leurs
dérivées jusqu’a l'ordre m [ systeme (I)], puis pin,s équations expri-
mant les p, ., dérivées d'ordre m +1 des z, en fonclion des précé-
dentes el des x, [systeme (II)]. Si 'on considére comme fonclions
inconnues les z et leurs P,, — n dérivées jusqu’a V'ordre m, (I)-(1I)
esl un systeme mixte complet (I, 7) a P, fonclions inconnues et
P, — r équations finies.

2. On pcul opérer de méme en partant des n équations
(2) El=zllah£hz(xl; ...,.Z',,) (l=l, ey n)-

Les systémes (I') et (II') alors obtenus sont lin¢aires et homogénes
par rapport aux ¢, et a leurs dérivées.

3. Si (1) représente les transformations finies d’un groupe
G={X,, ..., X, L Xp=2%(2)p, (I)et ('), dont (II) ev (II') se
déduisent par dérivation, sont dils respectivement systémes des
équations de définition des transformations finies et des transf.
woles de G, (I') est dit aussi systéme des équations de définition
de G[2, 4,12].

On voit [4] que si, dans (1), on remplace «, par x, + t&, et si,
dans chacune des équations ainsi formées, on annule le coefficient
de ¢, on obtient (I').

4. 11 peut arriver qu'un systeme () ou (I') détermine des trans-
formations finies ou transf. wles formant un groupe; mais qu’ils ne
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soit pas possible d’obtenir un sysiéme (II) ou (II) résolu par rapport
4 toutes les dérivées d’un cerlain ordre. Le groupe ainsi défini est dit

continu infini [17. 18].

Dans tous les cas, siles transformations du groupe sont représentées
par z,= ¥, (2, ....Zna). le systéme (I) peut étre mis sous une forme
canonique, dite forme de Lie[18], dans laquelle I'équation de rang j
a la forme F [y, ..., yu|=F,[24, ..., 2], F){y4, -0y ¥n]
désignant une fonction numérique de n variables y; et de leurs
dérivees jusqu’a un cerlain ordre par rapport a n variables z,. Le
second membre désigne par suite ce que devient cetle fonction pour
yr=zx (k=1. ..., n). Cest donc une fonction numérique
fi(ery <oy 2p).

Lorsque les équations de définition sont données sous uné forme
quelconque, pourvu que leurs deux membres soient des polynomes
en les y; et leurs dérivées, la réduction du systéme a la forme de Lie
n’exige que des opérations rationnelles [16, p. 421].

On peutaussi metlre le systéme (I) sous une des forme dites de Medo-
laghi. Dans la premiére, le second membre de I'équation de rang j est
la fonction f,(y, .. # yn ) donnée par la forme de Lie; et le premier
membre est une fonction K, des fonctions f;(x), des y; el de leurs
dérivées. Dans la seconde, le second membre reste f,(z), comme
dans la forme de Lie; le premier membre est une fonction L, des fi(y),
des y; ct de leurs dérivées.

Le systéme (I') peut aussi [16, p. 425 ] étre ramené & une forme
canonique, dite forme d’Engel [17,§ 3]. Dans I'équalion de rang j,
les ¢, ont pour cocfficients respectifs df,(x)/dx,, et leurs dérivées ont
pour coefficients des fonclions des fi(x).

Si 'on transforme le groupe G par un changement de variables
|2, g.(x\, ..., xa)|, pour avoir, relativement au nouveau groupe les
formes de Medolaghi ou d’Engel des équations de définition, il suffit
de remplacer parlout fx(z) par des fonctions [;(z) détinies de la
maniére suivante : /() est ce que devient le premier membre L; de
I'équation de Medolaghi (seconde forme) quand on y remplace

partoul yy par gx(z) (h =1, ..., n)[16, p. 427].

8. Une transf. le quelconque de G={X,, ..., X,}, soit
X = 2}, X, est d’ordre > o au point (z) (I, 1) si 'onao = ZA{x ()



24 M. POTRON.

(i=r, ..., n). Désignons ces équations par (E,). Soit (E;) le sys-
léme obtenu en dérivant (E;_,) par rapport aux z,, et rz le rang de la
matrice des coefficients des 2, dans U'ensemble (&) des systémes (E,),
(Ev), ..., (Ex). Il existe (I, 4; V, 2) un entier m tel que rp=r,
et ry<r pour k << m. Comme les transf. oles d’ordre > k sont déter-
minées par (&_,), on voit que G contient exactement r — ri_,
transf. wles indépendantes d’ordre > £ dont toute transf. cole d’ordre 2h
sera combinaisonlinéaire, et qu'iln’y a aucune transf. cole d’ordre > m.
Il'y a exactement 7, transf. wles indépendantes d’ordre o el ry— ry_,
d’ordre k (k=1, ..., m), dont aucune combinaison linéaire n’est

d’ordre plus grand [2, 4].

6. La seule connaissance du systéme (I') des équations de défini-
tion permet de trouver ces nombres. Soit en eftet, dans (I, sz le
rang dela matrice des coefficients des dérivées d’ordre k, k +1, ..., m.
On voit [4] que. dans Pintégration du systéme mixte, les r constantes
arbilraires sonl les valeurs initiales de : Pm— Sn dérivées d’ordre m;
Prt— Sk+ Skyq dérivées d’ordre k (=m —1, ..., 1); n— N3,
(N="P,,—r) fonctions . On voit que ces divers nombres sont
précisément ceux des transf. cwoles indépendantes d’ordre m, k
(=m—1....,1), o.

S’il 0’y a qu’une variable, (1') se réduit a une équation différen-
tielle d’ordre r. G contient donc une transformation et une seule
Xa=a'p+ ... pour chacun des ordres h =0,1. ..., r—1I.
Comme (X, X3)=(k — hyzh+i=vp 4., il faut b+ k<r, ce qui,
pout A=k —1=r — 2, donne <3[4, p. 369].

7. Si k est > o, l'alternée de deux transf. woles d’ordre 2k est
d’ordre > k. Donc G contient un sous-groupe G; dont toute transf.
ole est, au point considéré, d’ordre > k. En particulier G, est formé
de toutes les transformations de G qui fixent ce point. Il en est dit le
stabilisateur.

Pour m > 1, G,, est abélien; et pour &> k21, G, est normal
dans G; [ 4].

8. Soit a le rang ordinaire de la matrice des X4. On peut supposer
Xy...., X divergentes, et X, ;= 2%f,4(z) X4. Le stabilisateur de (%)
est le(r — a)-groupe G! engendré¢ par les X=X, —2f a(2°) X,
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On voit, en tenant compte de I'indépendance des X, (h =1, ..., r),
que les points () ayant pour stabilisateur G¢ sont définis par

(3) Sinlz)=fip(x®) (j=1,...,r—aih=1,...,a).

Les points voisins de (), définis par (3), se confondent avec (z°) ou
forment une (n —s) variété contenant (2') suivant que la matrice
fonctionnelle des f,4 est de rang n ous << n. Suivant les cas, le groupe
est dit asystatique ou systatique. La variélé totalement slabilisée
par G est dite variété systatique [2, 4].

CHAPITRE VI

EQUATION CARACTERISTIQU#.

1. Soit X =2e;X;, une transf. ole de G={X,, ..., X,}. Une
autre transf. wle Y = 214X, telle que (X Y)=sY est définie par

(1) ZCryhe=s1, Cry=Zcnkjen (J=1,..,7r)
Pour gue Y existe, il faut et suffit que s soit racine de
(2) o0=A(s)=|¢ex;5s— Gyl

Suivant que X est unc transf. wle déterminée, les e, étant donnés,
ou que X parcourt les transf. ooles d’un sous-groupe H de G, les e,
¢tant liés par r — srelations, ou que X parcourt les transf. coles de G,
A(s) est dit déterminant caractéristique relatif & X, H, ou de G.
L’équation (2) est dile équation caractéristique relative & X, H,
ou de G.

2. Si I'on pose A(s) =2} (—1)"ys(e)s ™, les Y (e) sont inva-
riants du groupe-adjoint A [12, p. 27], dont les transf. woles sont
précisément E;=2Cy,9/de,. Si g [<r—1 (III, 6) | est le rang de
| Cty| = A(0), A(s) a an moins r — g racines nulles, et A exactement
r — g invariants distincts. Le nombre 4 des fonctions Y, (e) distinctes,
c’est-a-dire le rang de leur matrice fonctionnelle, est dit le rang
de G. Il cst au plus égal [4] au nombre des racines nulles de A(s).

Si A(s)=s", G est dil de rang o; tous ses 2-sous-groupes sont alors
abéliens [4].
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3. SiG est de rang k, toute transf. wle ordinaire X; de G appartient
a un k-sous-groupe K ={X,, ..., X;} de rang o, maximum de
rang o dans G. Soient 5, ({=o0. 1, 2, ...; §g=0), de multiplicités
m, (my=k), les racines du déterminant caractéristique de G
relatif a K. Il existe, dans G, r transf. ooles indépendantes X,
(=1, ..., m,) vérifiant (X, X,,)=21"¢, Xy, +5.X,,. Les X,
constituent la forme réduite de G relative a K. Les m, X,y
ct leurs combinaisons linéaires sont dites appartenir & s. Si
A(sq+ sp) # 0, on a (X4, Xyz) = 0. Si s+ s5 =5, (X4, Xs) appar-
tient a s,. De plus, si s+ 5= 0, les racines du déterminant carac-
téristique relatif a (X,, Xs¢) sont s, et des produits de s, par des
nombres rationnels [12].

4. Si G est semi-simple (1II. 11), son rang k est égal au nombre
des racines nulles de A(s); et K est abélien. Les racines £ o du A(s)
relatif a K sont simples et opposées deux a deux. Si sp= — sq4,
(Xz X3) =Yg, qui est dans K, est dite associée & sq; Xa. Xpet Y,
engendrent un 3-groupe simple [12, p. 55].

A tout couple 54, 55 est associé un entier nqs, pouvant étre nul, tel
que A(s;+ psp) = o pour tout enlier p non extérieur a o — nqs. Le
remplacement de chaque s, par s.—+ nqs. et de chaque Y, par
Y.+ n,.Y, opére, sur les s, et Y., une substitution S,, dans laquelle
Passociation est conservée.

Tout systeme de m racines s, (@ =1, ..., m) détermine un
m-systéme de m? entiers nq (2, b=1, ..., m). Les Y, sonl indé-
pendantes (ce qui suppose m < k) toujours et seulement si | nqs| 5% 0;
les s, sont alors dites indépendantes. Une racine quelconque s, est
dite fournie par le m-systeme d’entiers quand clle remplace une
des s, dans une des substitutions du groupe S ={S,. ..., S,,}. Deux
m-systémes d’entiers sont dits équivalents quand ils fournissent les
mémes racines [12, p. 60].

Un systéme de m racines s,, ou le m-systéme d’entiers n,p cor-
respondant, est dit simple, lorsque, pour tout couple s,, s5, on peut
former une suite de racines, commencant a s, et finissant a s;, telle
que U'entier de deux racines conséculives soit toujours 3£ o.

Il y a toujours un k-systéme d’entiers, dit fondamental, fournis-
sant loutes les racines du A(s) relatif a K.
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8. On démontre [12] que G est simple toujours et seulement s’il
existe un k-systéme fondamental simple. Or [12, p. 71], & une équi-
valence prés, si k peut parcourir une infinilé de valeurs, il n’existe
que quatre k-systémes simples; de plus, il en existe un pour chacune
des valeurs k=2, 4, 6, 7, 8. A chaque k-systéme simple, il corres-
pond [12] un type de structure et un seul de groupe simple de
rang k. Il existe donc neuf Lypes de structure de groupes simples,
tous représenlables en groupes linéaires homogeénes, a savoir :

A. le groupe linéaire homogeéne spécial SLH;, ;= au groupe pro-
jectif Py, pour A2>1;

B. le k(2%+1)-groupe d’une forme quadratique & 2 k + 1 variables,
pour k2 2;

C. le k(2 k + 1)-groupe d’une certaine forme de Pfaff a 2k variables,
pour k2> 3;

D. le k(2k — 1)-groupe d’une forme quadratique a 2k variables,
pour k24;

Et cinq types particuliers, respectivement a 14, 52, 78, 135 el 248
parameétres [ 12. p. 94].

CHAPITRE VII.

TRANSITIVITE, PRIMITIVITE.

1. On dit qu'une famille de m-variétés remplit 'espace a n dimen-
sions quand, par lout point, passe, en général, au moins une variété
de la famille. Pour cela, il faut et suffit [4] que la variété générale de
la famille puisse étre représentée par n — m équations

(1) F](xl:"-"l"n)=lj (j=1, ..., s—m).

Pour que chacune de ces m-variétés soil invarianle par un groupe
G={X,, ..., X;}, il faut et suftit que les F, soient invariants
communs des Xj.

2. Si la matrice des X; est de rang n en un point ordinaire (x),
on voit, en prenant les paramétres canoniques, qu’il existe au moins
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une transformation T de G qui porte (2) en un point arbitrairement
donné (z'). Toute transformation de G ayant cette propriété appar-
tient au complexe G, T, G, étant le stabilisateur de (z); et le stabi-
lisateur de (') est T=' G, T. Un tel groupe G est dit transitif.

Si G est un r-groupe abélien transitif, le (r — n)-groupe Gy, fixant
tous les points, se réduit donc a la transformation identique;
donc r = n.

3. Si, en un point ordinaire. la matrice des X, est de rang a <n,
les X, définissent, par leurs n — @ invariants communs F, une famille
de a-varietes [1]. diles variétés d’intransitivité. dont chacune est
invariante par G, alors dit (ntransitif. On voit [ 4] que 'action K
de G (IV, %) sur les points de chacune de ces variéiés est un groupe
transitif. Ce groupe K, homomorphe a G, en est dit constituant
transitif [1].

4. Une variété invariante par G est dite minimum quand G en
permute transitivement les points. Si G est intransitif, la variété mini-
mum d’nn point ordinaire est la variété d’intransitivité de ce point.

Soit en général E; (b << a) le systéme d’équations obtenues en éga-
lant & zéro tous les déterminants de degré & de la matrice des X,
et V, la variété (si elle existe) formée des points vérifiant E , (, mais
non E,. On voit que V,, lieu des points dont le stabilisateur est un
(r — b)-groupe, est invariante par G. Si K, est I'action de G sur les
points de V,, les variétés d’intransitivité de K, donneront les variétés
invarianles minimum par G des points de V.

On en déduit [4] que, dans I'espace des paramétres canoniques,
la classe des 1-groupes conjugués, dans G, de { Ze, X, } correspond &
la variélé minimum invariante du point (e) par {E,, A { (III, 7).

3. Soit G ={X,, ..., X,} ungroupe transitif, et G = { I, ..., T}
le groupe obtenu en répétant les transformations de G sur b
séries de n variables. Soit m la derniére valeur de & pour laquelle le
rang a, de la matrice des & est égal au nombre bn des variables.
Alors G est le dernier groupe transitif de la série des G*. Les inva-
riants de G™*' peuvent étre considérés comme des fonctions des
coordonnées de m + 1 points, invariantes par G, qui est alors dit
m fois transitif.
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Si n<r<an, G est une fois transitif; si n=r, G est simple-
ment transitif ou régulier. Le stabilisateur d’un point quelconque
se réduisant a la transformation identique, il exisle une transforma-
tion de G et une scule portant un point donné en un point donné.
Les variétés d’intransitivité de tout k-sous-groupe de G ont k dimen-
sions.

Soit j le premier enticr pour lequel le rang a, (Sjn) de
la matrice des & atteint la valeur r (I, 4). Alors a,,, =a, est
< (j + 1)n, et G+ est intransitif; donc G a des invariants de j + 1
points. Mais on démontre [ 4, p. 336] que j + 2 points n’ont pas
d’invariant propre (indépendant des invariants d’'un moindre nombre
de points). Pour un groupe régulicr, les couples de points ont seuls
des invarianls propres.

6. Un groupe G est dit imprimitif quand il existe une famille de
variétés remplissant Uespace. dites variétés d’imprimitivité, telle que
toute transformation de G transforme une variété quelconque de la
famille en une variété de la méme famille.

Soit Fo=1,(a=1, ..., n — m) une représentation d’une famille
de m-variélés rempliésant I'espace. Soient Y; (k=1,...,m)m
transf. wles divergentes ayant pour invariants communs les F,. Soit
(2') le transformé de (x) par une transformation T, et F, ce que
devient F, quand on y remplace = par z'. Pour que la famille de
variétés soil invariante par T, il faut et suffit que chaque F, demecure
constanl quand tous les F, l¢ sont, donc que F/, soil fonction des F,
c¢’est-a-dire invariant commun des Y.

Si T parcourt {X}, on démontre [ 4] que la condition nécessaire et
suffisante pour qu’il en soit ainsi s¢ met sous les formes équivalentes

(1) 0= Yz XFa=(Yz X)Fq,
(2) XFa=Fo(Fi, .... Frn_m),
3) YeX)=Z2fy(2)Y, (k=1,...,m;a=1,...,n—m).

Pour qu’il en soit ainsi quand T parcourt G=1{X,, ..., X,}, les
conditions nécessaires et suffisantes ont les formes équivalentes

) Y/ X, Fy=0,
(5) tha=5ha(Fl; "')F"—m)!
(6) (Ye Xp) = Zfan; (2)Y,

(k=1,...,m;h=1, ..., r:@a=1,. ., n—m).
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Un groupe qui ne laisse invariante aucune famille de variétés
remplissant I’espace est dit primitif.

Si G est imprimitif, il peut avoir un diviseur normal H admettant
comme vari¢tés d’intransitivité celles d’imprimitivité de G. Si G
a un diviseur normal intransitif H, il admet certainement, comme
variétés d'imprimitivité, celles d’intransitivité de H.

L’action de G sur ses m-variétés d’imprimitivilé est un groupe
K (= G!H) de transformations du (n — m)-espace des points (). Si
G porte un poinl (x) de la variété correspondante a (/) en un
point (z') de celle correspondant a ({'), K porte le point () au
point (I’). Ainsi K doit étre au moins autant de fois transitif que G.

7. Un groupe G opérant sur n variables est au plus n—+ 2 fois
transitif. Le théoréme est évident pour n=1; car alors (V,3)
r est<3. Supposons le théoréme vrai pour tout groupe a moins
de n variables. Si G est imprimitif, sa transitivé maximum ne peut
pas (6) dépasser celle n —m +2<n +1de K. Sir est <. n(n+ 2),
il est clair que G ne peut éwe n -+ 2 fois transitif. Si r est
2n(n+ 2), G, pouvant avoir au plus n? transf. coles indépendantes
d’ordre 1, et en ayant exactement n d’ordre o, en a au moins
n d’ordre > 1. Soit m leur ordre maximum. G,, est abélien et normal
dans G, (V, 6). Si G, est intransitif, G, est imprimitif, donc (6)
au plus n+1 fois transitit, et G l'est au plus n + 2 fois. Si G
est transitif, et par suite (VIII, 2) un n-groupe, on verra plus
loin (VIII, 3), et I'on peut d’ailleurs vérifier directement, qu’il
existe un changement de variables ramenant G, a la forme
{pr ...s pn}. Soit alors X =2E p, la transf. oole générale dec
G,. Pour que G,, soit normal dans G, il faut et suffit que l'on ait
(p. X)=Zaupi(i=1, ..., n), donc 054/dx, = as,, bk = Za x.~+ by
Ainsi G, a au plus les n(n—+ 1) transf. coles independants p,
et z,pr. Donc G a au plus n(n—+ 2) paramétres 3. p. 30o1]. On

verra d’ailleurs plus loin (X, 7) que I’hypothése de la transitivité
de G,, n’est pas admissible. -

8. Il est clair que l'intransitivité peut éire considérée comme un
cas particulier de l'imprimitivité. On voit aussi que tout groupe
systatique (V, 7) admet ses variétés systatiques comme variétés
d’imprimitivité. Soient en effet X,, ..., X, divergentes. et
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Xasy = Zf;x(2)Xs. La famille des variétés systatiques est définie
par fu=1lu(j=1,...,r—a; k=1, ...,a). -Si Yon met [4]
(Xi Xq,,), de deux maniéres différentes, sous forme d’une fonction
linéaire des Xy, on voit, en égalant les coefficients de chaque Xj,
que X, f;z s’exprime par un polynome du second degré par rapport
aux f;, polynome dont les coefficients dépendent des constantes de
structure. C’est la forme (5) de la condition suffisante ( 6).

9. Soit G un r-groupe a n variables, intransitif et systatique. Le
rang a de la matrice des X, est donc << n et << r; et, parmi les f s, il
n’y en a que n — m dislinctes, en fonction desquelles les autres
s’expriment, soitf, (j =1, ...,n—m).Si uy, ..., Un_, sontlesinva-
riants de G. parmi lesquels il y en a # — b qui sont fonctions des f;,
les b-—a aulres invariants et les n -—- m fonctions f, forment un
systéme de n — m -+ b — a fonctions distinctes (I, 7). En conséquence,
les variétés communes aux variétés systatiques et aux variétés
d’intransitivité ont m — (b - a) dimensions [ 4. p. 321].

CHAPITRE VIII.

SIMILITUDE.

1. Deux groupes G; et G, opérant sur un méme nombre de varia-
bles sont dits semblables quand il existe un changement de variables
ou transformation ponctuelle S définie par

(1) yl:fl(""l,'-wl‘n) (i= I, ...y n)

telle que S—' T, S =T, parcourt G, quand T, parcourt G,.

On voit que, quand T, parcourt { X}, T, parcourt { Y}, Y étant
transformée de X par S. Il en résulte que deux groupes semblables
ont méme type de structure, et sont par suite isomorphes (IV, 1).

Si les Yj sont transformées respectives des Xz, si, X, ..., Xq
étant divergentes, on a

(2) Xa+y = Zfix(2) Xz (J=1..,r—a)

il est clair que Y,, ..., Y, doivent étre divergentes, qu'on doit
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avoir

(3) Yo, =28:(NYe  (U=1,...,r—a),

les relations

(4) fHz)y=g(y) (=1, ..,r—a,k=1,...,a)

résultant de (1).

Si fi(2), ..., fa_m(x) désignent ceux des premiers membres
de (4) qui sont distincts, et si fx =F;:(fi, ... fa_m), les seconds
membres correspondants g, ..., ga_m doivent étre distincts, et
I'on doit avoir g x=F (g, ..., &nm)- Par suite, toutes les rela-
tions (4) sont vérifiées, des que le sont les n — m relations distinctes

(5) fﬂ(‘v)=gh(.}’) (h=[’-";"’_m)

Ainsi, dans deux groupes semblables, les variétés d’intransivité et
les variétés systatiques ont respectivement les méme nombres de
dimensions.

En résumé les conditions nécessaires a la similitude des deux
groupes sont : isomorphisme, ou correspondance Y;~ X, conservant
les relations de structure; divergence simultanée de a transf. wles
de chaque groupe, et relations (2), (3), (4). ces dernieres étant
compatibles, et n’imposant aucune condition, soit a (z) seul, soit
a (y) seul.

2. Si (2°) et (y°) se correspondent par (1), les relations (4)
donnent f}, = g9,. Soita < r. Les stabilisateurs respectifs de ces deux
points, respectivement engendrés par les Zg,,,= XaH—Zf}',‘Xk,
et les Us,=Yq,,—2g),Ys, se correspondent dans l'isomor-
phisme G,= G,. Inversement, s’il existe un isomorphisme dans
lequel, au stabilisateur, dans G,. d’un poinL quelconque (z?°),
correspond, dans G,, le stabilisateur d’un certain point (y°), on
voit [ 4] que les autres conditions nécessaires du n° 1 sont vérifiées.

3. Si a-=r pour les deux groupes, les conditions nécessaires a
la similitude se réduisent & I'isomorphisme. Cette condition est
d’ailleurs suffisante. En effet, soient u,(«) les n — r invariants com-
muns des X;, ¢s(y) ceux des Yi. w,(z, ) les r autres des
Z1=Xi+ Y. On voit d’abord [4, p. 258] que D(u, w)/D (z) et
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D (v, w)[D () sont £ 0. On cn conclut que, si I'on forme 7 relations
arbitraires

(6) u“=fa(‘))7 W]= FI(‘))’
[D(A)D(p) #£o0;  (a=1, ..., n—1; J=1,..,rl

d’ou 'on peut tirer les relations équivalentes
(7) vo=2gp(u), w,;=G,(u),

ces relations déterminent un changement de variables réversible tel
que (1). Considérant la n-variété, invariante par chaque {Z;}. que
représente chacun de ces trois systémes, on voil que Y, est trans-
forinée de X par (1).

4insi deux r-groupes engendrés chacun par r transf. ooles
divergentes sont toujours semblables quand ils sont isomorphes.
En particulier, deux r-groupes réguliers (V1I, 5) isomorphes sont
toujours semblables [2, p. 340; 4, p. 259].

4. Si ¢ <r, les conditions des n° 1 ou 2 sont encore suffi-
santes. Supposons d’abord @ = n (groupes transitifs). Soient, dans
G,= Gy, G,.=G,; les stabilisateurs de deux points (a) et (b). Si
Ta, porte (a) en (z), et Typy~ Ty, (b) en (y), les correspondances
biunivoques (£)~ GraTaz~ Gy Tsy~ () déterminent une corres-
pondance biunivoque (z)~ (y), et par suite une transformation
S ou (a)~ (b). On voit alors que S7'T,,S et Ts, sont la méme
transformation. D’ou S—'G .S =G,.

8. Soit maintenant @ < n (groupes intransitifs). Supposons d’abord
les groupes systatiques, en sorle que (5) contienl . —m (m > o)
relations distinctes, d’ou résulte (4). Les deux groupes ayant mémes
constantes de structure, il résulte de VII-6 que l'on a en méme
temps Xpfo=Fu(fi. ..+, fa_m), et Yrga= le méme polynome
Fra(grs « -y &u_m). Par suite, si une fonction U(fy, .... fr_m) est
invariant de G, la méme fonction U(g, .... gnm) est invariant
de G,. Si donc G a exaclement n — b invariants u;= U, (f), G, aura
exactemenl n — b invariants v,=U,(g) (fj=1, ..., n—b).Si k
parcourt n —b +1....,n—a, les f;, uy et les g,, v; forment (I, 7)

MCMORIAT DI'S SC MATH., — N° 81 3
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deux systémes de fonctiens distinctes. On peut donc, etant donné
(z°), prendre ( y°) vérifiant

vk(p0) = uir(29), 8, =f(e"
(A=n—b+1,.. ,n—a,j=1, ..., n—m),

ce qui, d’aprés les hypothéses, entraine, pour tous les invariants,
(3) vr(y%) = up( £ (h=1,..., n—a).

Si donc on fait varier (') de maniére que sa variélé d'intransitivité
remplisse I’espace, il en sera de méme de celle du point (y*). Pour
chaque position (x°)-(y°), on peut, comme au n® 4, déterminer une
correspondance biuninoque (z)~ (y') des points des deux variélés
d’intransitivite. Celte correspondance, étendue a I'espace par depla-
cement de (2°), determine une transformation S qui donne encore
571G, S= G, [4, p. 323].

Si les deux groupes sont asystatiques, les n relations distinctes (5)
définissent un changement de variables; et 'on voit qu’il transforme
X;, en Y}, [4, P 264]

6. Alathcorie de lasimilitude se rattache, d’une certaine maniere,
la recherche des transformations permutables a toutes celles d'un
groupe G ={X,, ..., X,}, X}, = 2 (2) p..

L’ensemble de ces transformations forme évidemment un groupe K.
Si K est continu, chacunc de ces transf. ooles Z =3¢, (z) p, doit
(1M, 4) vérifier (Z X,)=o0, ou

(9) 0= XhCI'_ZEhI= zshk(')Cz/d‘l'k) —_— 2(()5;"/0.1,‘1):,.

C’est le systéme des équations de définition de K (V, 3).

Il est clair que tous les points de la trajectoire de {Z} doivent avoir,
dans G, le méme stabilisateur. Ainsi Z ne peut exister que si G est
systatique (V, 7).

7. Supposons (i transitif et systatique. On peut déterminer une
transformation S permutable a toute transformation de G par le pro-
cédé du n° 4, en prenant pour () un point arbitraire de la variété
systatique de (a). Si les variétes systatiques ont m dimensions,
S dépend, comme (b), de m parametres, et K a au moins m para-
metres.
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Supposons X,, ..., X, divergentes, n << r, et
(10) Xll+/=2”f//\X/ (j=1,...,7—n),

les f,x se réduisant a n -— m fonctions distinctes f, (a=1, ...,n—m).
L’alternée par Z des deux membres de (19) donne, a cause de la
divergence des Xy, Zf/y—= o, ¢quations se réduisant a

(11) o="21f,=Z(dfafdr)¢s (a=1,. ., n—m).

D’autre parl, n* des rn équations (9) peuvent prendre la forme
9¢,|0xr= gu(x, C), les n(r—n) autres devenanl des équations
finies, qui doivent comprendre (11). Comme le groupe K doitavoir au
moins m paramelres, le sysiéme mixte équivalent & (9) ne peut avoir
d’équations finies distinctes de (11) et est complet (I, 8). Ainsi N est
un m-groupe dont toute transf. wole est d’ordre o (V, 5). Ses variétés
d’intransitivité sont les variéiés systatiques de G [4, p. 327].

8. Si n=r (G régulier). il suffit, dans ce qui précéde, de
faire m = n. K est alors un autre n-groupe régulier, que je désignerai
par G'. Il estclair que G est le groupe des transformations permutables
a toutes celles de G'. Les deux groupes G, G' sont dils groupes
réguliers réciproques [%. p. 270].

On peut toujours prendre leurs transf. woles génératrices sous
la forme X = pr+ Yu, X, =— pr+ Y, Y, et Y, étant d’ordre > o.
Si les constantes de structure des deux groupes sonl alors cu,
et Cj,, on a

(Yn Yi) == (Yo YO + (Y Yi) + (Yx Yi) = Z(crk; — hiy) Py

+ termes d’ordre supérieur, On en conclul ¢, = ¢),,; G et G’ sont
donc isomorphes et (3) semblables.

On voit aussi que les m-variétés d’intransivité d’'un m-sous-groupe
de G’ sont variétés d'imprimitivité de G, et inversement.

9. Si, dans un r-groupe transitif G a n variables. on désigne
par Xps (k=o0, 1. ....mih=1, ..., 45 qe="1n)=2ompi+. -
les transf. oles d’ordre & a lorigine, ¢, est un polynome
homogéne de degré k, el 'on peut supposer gon=c¢n. Si l'on
pose Ni= Zorn P, en négligeant les termes d’ordre supérieur, on

voit que les X4, engendrent un r-groupe 9 Si g4y, = 2., on démontre
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[2. p. 611] que P'on peut, en remplacant chaque X, par X;4 + une
combinaison de transf. oles d’ordre plus grand, ramener la
structure de G a celle de G. Dans I'isomorphisme de ces deux

groupes transitifs. les stabilisateurs de I'origine se correspondent; ils
sont donc semblables.

CHAPITRE IX.

GROUPES PROLONGES. INVARIANTS DIFFERENTIELS.
1. Soient, sur n + m variablesz, (i =1, ..., n)ety, (j=1....,m),
une transformation réversible T, représentée par
(1) z= fulx, ¥), ~V",=;$/(‘Z', )

Si l’on considere les y, comme fonctions des z,, une fonction F (z, y)
devient une fonction F(z), et'on a

(2) OF[dx, = IF[dx,+ 2 (IF[dy,) (dy,[0,).

On démontre [4, p. 350] que 'on peut prendre les y, fonctions
des x, de telle sorte que D (/) () soit £ o, et qu’alors les formules

(3) zi=fi(z), =g (e

définissent m fonctions y/, des z;. Leurs dérivées y,= dy, [0z, sont
données, en fonction des y,,= dy,[dz,, par

(4) 81[0%0= §,a= Z(Iff0za)y) = Zfiay}:-

Si V'on suppose que y%, y), k pouvanL dépasser m, désignent les
fonctions y,, y; et leurs dérivées jusqu’a ordre N, les formules (4),
ot l'on remplace I'indice j par &, donnent les dérivées jusqu’a
Pordre N+ 1. En général, toute dérivée d’ordre N de y/ s’exprime
par les dérivées d’ordre o, 1, ..., N des y,.

En adjoignant aux formules (1) les formules ainsi obtenues jusqu’a
Iordre N, on introduit deux séries de nouveaux symboles : les
dérivées 0%+ Ty, [dzxs ... 0z%»=D,(a,...a,)y,, en nombre
m[(rn+1)...(n+ N) —1], et les mémes avec variables accentuées.
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Entre tous ces symboles, anciens et nouveaux, les formules anciennes
et nouvelles définissent une transformation T, qui est dite déduite
de T, par prolongement a 'ordre N.

2. On voit directement que, si T, (A =1, 2) résulte du prolonge-
ment & Pordre 1 de Tjy, T, T, résulte de méme de T, T,,. On voit
de prochc en proche qu’il en est ainsi dans le prolongement a un
ordre quelconque. Si donc T, parcourt un groupe G,, T parcourt un

groupe isomorphe G, qui est dit déduit de G, par prolongement a
Pordre N.

3. Supposons que T, parcourt le 1-groupe {Z,}, Z,=X + Y,,
X=2tp, Yo=2Zn,q, les £, et n, pouvant étre fonction des
n -+ m variables x, et y,. T parcourra {Zo+ Y}, Y = Zn, kqgm -
Si y, par.ourt’ensemble des dérivées distinctes d’ordre N, I’ensemble
des yu, contient celui des dérivées distincles d’ordre N+ 1. Par
adjonctlion de ces nouvelles variables, on obtient une transforma-
tion T', déduite de T, par prolongement a l'ordre N+ 1, qui
parcourt {Zo+ Y + Y'}, Y'=Zn,qs. Si Uon applique l'opéra-
tion Zy+ Y + Y’ a Péquation de Pfafl dy,= 2y, dz,, il vient |16]

(5) d'rll)= lebn dxl¢+ =z fib: dEu
ou
(6) Zpa dxe— ZE, d.}’bz=d(")lx—zfz}’bz)-

Annulant le coefficient de dzq, et remarquant que dy,/02, = 9yp.[/02,,
on obtient

(7) Toe— Xyoo=0(ns— Xys)[dz,.
Avec les notations introduites au n° 1, cetle formule s’écrit [16 |

(8) Y Dy(a)...a1...an)yo— XD (a)...ay...an)ys
=d[YDy(a,...a,...a,)yp»— XD (a ...a,...an)ys /0.

4. Soient Z,, plusieurs transf. woles, Z; et Z; celles qui en
résultent par prolongement aux ordres N et N+ 1. Admettons
que Z=2auZLy et (L Z;) résultent du prolongement & I'ordre N
de Z,=2XasZp, et de (Zyy 74,). En appliquant a 'équation de
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Pfat Z'=Z2aZ;. on voit que Z' résulte du prolongement a
ordre N—+1. De méme, en appliquant les opérations Z,Z;.
puis Z} Z,,. et reiranchant. on voit que (Z), Z;) résulte du prolongement
a lI'ordre N +- 1. Si donc les Z;, engendrent un r-groupe G, les Zy,
évidemmenl indépendantes, engendrent un r-groupe de méme struc-
ture [3, p. 347].

5. Les invariants du groupe G, invariants communs des Z;, s'il en
existe, sonl dits invariants différentiels d’ordre N du groupe G,.
Quel que soit le r-groupe Gy, pour N assez grand, le nombre des

variables de G dépasse r. Il existe done toujours des invariants diflé-
rentiels.

6. Soit désormais m = n. Supposons que T, transforme entre
elles les variables z par «,=f,(x), ou z,=F,(«). On peut
considerer chaque j’, comme fonction des y et des z'. Si alors y7,
dérivée d’ordre N d'un y*, est fonction des 2' et de varviables v,
représentant les y, et leurs dérivées jusqu'a l'ordre N, soit
yi=2g:(Z', ¥), on aura, pour une dérivée d’ordre N + 1.

(9) dyildx,=dgifdx,+ Z(&ifdyp) (dys[dx));
ct. comme chaque y dépend des ) par 'intermédiaire des z,, on a
(10) dypfdx, = Z(dypldry) (IFq[ozx,).

Supposons de plus que T, transforme aussi entre elles les
variables y, on aura. pour I'ordre 1,

(1) Iy, [0z, = SZ(JF oJo.) (98,/9¥s) (Aysl0wa).

On obtiendra les dérivées d’ordre 2 en dérivant chaque terme du
second membre par rapport & ), et observant que

-(12) d(9g,[dzp)[dz) = (% ,[dy by n) (y n[IZ}),
dyw[0z; étanl donné par (10), et
(13) D(dyp|dxa)0z), = Z(IF 1[0x)) (2 yp[dze dzp),

et ainsi de suite. On voit donc, de proche en proche. qu’une dérivée
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d’ordre N, soit Dy (ay, ..., @)y}, sera un polynome par rapport
aux symboles suivants : '

les Dy (otyy ..., %) ¥, OU 1S3y <N;
les Dy (B4, ....Bu) g, ot 1<2B.SN;
les Do (v1y ooy y2)Fa, ot TS are Zva21.

Les symboles des deux derniéres catégories, qui dépendent de la
transformation Ty, jouent le role de paramétres [16].

.Sflpposon,s alors que Dy (ay, .... an)y}-.parcourt les M dérivées
distinctes d'ordres 1, ..., m des n fonctions y’; par rapport aux
n variables z;, le nombre M étant n[(n+1)...(n+m) —1]. A
toute transforma’tion T,, représentée par z;= Fi.(x’), Yi=&i(0)h
correspond, sur ces M symboles, une transformation T, dépendant
de 2 M paramétres, les dérivées des fonctions F; et g d’ordres 1, ..., m.

7. Soient T? (h=1, 2.3) trois transformations définies par
x,~=.F?.(.z"), Yi=&%y) et T2=T}T: 1l est clair que l'on a
aussi T} =T}, T?,. Comme les trois T, s’expriment par des formules .
analogues, ou les 2M paramétres sont les dérivées des fonc-

tions F’et ¢, les transformations T,, forment un 2 M-groupe [16].
i &Jj g p

8. Les transf. woles de ce groupe se détermineront comme au
n® 2. Supposons que T, parcourt le 1-groupe {X +Y,}, ou
X =2%i(z)pi, Yo =2Zn;(y)q,. Les coefficients du prolongement au
premier ordre U= Zn4;qs; s'obliendront en appliquant l'opéra-
tion X + Y, + U a I'équation de Pfaff dy, = 2y;dz;, ce qui donne,
comme au n® 2,

(14) npi= d'q_b/()xi— [(Xyo) o — Xypi) = Z(IMp]dy )y hki— E(JEn/d.z‘,;)ym.
"Pour l'ordre 2, on aura de méme

(15) Nhij = Inpif 02 j — [I(Xy o) [0xi— X ybij] .

-avec .
Inpil0xj = ZE(P 06|y k Dy )y k1Y ni + Z(IMsfdyie) ¥ ij
— S(0¥Enfz 0% }) yii— 2(IER[0Z:) Ybij,

[ | = Z(dEnfdx;)yoin—+ SEn(Dypin]dx;— dypijfdxn) = E(C)Eh/dwi)}’bx'l_., .

et ainsi de suite. Les formules ainsi obtenues jusqu’a I'ordre m
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dépendent lindairement deg2 M symboles, analogues a ceux qui jouent
le role de paramétres dans les transformations finies, a savoir
les D, (o, ...y a2a)k, et Dy(B4, ..., Ba)n,, ou Zf; parcourent
£, .... m. Ainsi la transf. oole générale du groupe peut se mettre
sous la forme

Z[De(a voozn)bfar !t w1 (0o 2p)
+ 3[D, (8. Bu) /B lee BB, (B Bu).

Or, si Pon prend X =w,p,. o =2% ... 2%, ¢t Yo=o0, si l'on
prolonge a 'ordre m, et si Uon fait z,=...=o0. on obtient précis¢-
ment A, (. ..., «,) dont le coefficient se réduit a 1. tandis que tous
les autres deviennent nuls. De méme, sil’on prend X =o0.Y, =8,¢,,
6,=y% ...y si lon prolonge a lordre m, et si I'on fait
Y1=...=o0, onobtient precisement @3, (B, ....3,). Or onvoit direc-
tement que les M transf. wles o (2)p, (i =1,..., n; Zay=1,...,m)
engendrent un M-groupe, qu’il ¢n est de méme des 6,(B)g,. et
que ces deux groupes ont méme structurc. On a aussi évidemment
(«p:is 8,4,) = o. Toutes ces relations subsistant pour (z) = (y) = (0);
on en conclut que le » M-groupe oblenu est produit direct de deux
M-groupes isomorphes G, et G,, respectivement cngendrés par

les A, (a) ctles G3,(B) [16].

9. Les transformations finies de G, s’obticndront en supposant
que T, laisse inaltérées les y,. en sorte que la formule (11), pour
Pordre 1, devienl

(16) Jdy,[dx, = "(()F,,/f)r’,)(dy,/()xa) = EFa,y,a,
et la formule relative a 'ordre 2 est
(17) f){y,/dz’,da’;,: ZF,“/,_}«',,‘+ XZFa,thy/ub,

et ainsi de suite. On voit que, pour chaque y,, on obtient un M-groupe
lineaire & M/n variables.

Les transformations finies de G, s’obtiendront en supposant que T
laisse inaltérées les x,. Pour P'ordre 1, on a

(18) Dy 0z, = Z(dyaldz,) (0g,[0ya) = Syai&;as
et, pour l'ordre 2,

(19) ’)3.}’1/0-"'1 dxp = Zyan &ra+ ZE2Ya, Y00 & aby



LES GROUPES DE LIE. 41

et ainsi de suite. En comparant les formules. on voit que celles d’un

des groupes se déduisent de celles de l'autre en échangeant simple-
ment variables et parametres [16].

10. Le groupe G, est transitif sur les M/n dérivées d’un y.
Supposons cn effet qu’il ait un invariant. fonction de ces dérivées,
que je représenterai par I[y]. Comme f,(z) el 2z sont les deux
expressions d’une méme fonclion par les variables « ct par les
variables ', on aura 1[ f; (x)] =1[.£| ]. Lafonction f,(z), compléte-
menl arbitraire, vérifie donc une équation aux dérivées partielles a
coefficients et second membre numériques complétement délerminés.
ce qui esl impossible.

Ainsi le groupe G, sur les M dérivées des n fonctions y, est
régulier (VIIIL, 5). 11 en est de méme pour G,. On le voit en
considérant les deux systémes d’expressions de » mémes fonctions
données par x, et g,(«) ({=1, ..., n). Un invariant donnerait
[z ...,2z.]=1[g:(2). .... gu(2)], équation aux dérivées par-
ticlles numérique vérifiée par # fonctions completement arbitraires.

Ces deux groupes régulicrs isomorphes sont donc semblables
(VI 3). Ce sont deux groupes réguliers réciproques (VII, 8).

11. Considérons en particulier n fonctions 2, d’une variable ¢, en
sorte que le point (z) décrit une courbe C. Soit T une transfor-
mation sur les variables z,, laissant ¢ inaltérée, el représentée par
2,=fi(z). Si lon pose dx,[dt =1, dx,|dt = y,. Of.|0z; = fu. le
prolongement d’une transformation finie est donné, d’apres (16), par
v,= X fuk etcelui d’une transf. cole X = 2£,(x) p. est, d’apres (14),
Y = Zn, (2, »)qi, 1= 2(0%[0x;)ys. Si, dans un r-groupe G, les
Xo (b=1,...,7—r,) sont les transf. oles d’ordre > o en un point
(m) ct par suite engendrent le stabilisateur H de ce point, si les
Xo (@ =1,...,r,— 1) sont exaclement d’ordre 1 en (m) (V, 4), les
Y, (b > r,— r,) seréduisenl a o au point (m) etles Y, & Zn,,(m, ¥)q..
Ces Y, engendrent un (r, — r)-groupe K, homomorphe au (r» — ro)-
groupe H, et dont les variables », sont les coefficients directeurs des
éléments linéaires issus de (m). L’action de K sur les points [y}
représente celle de H sur ces eléments linéaires.

On voit que les n,(m, ») s'obliennent en remplagant zx— my
par »; dans la partie linéaire du développement des Eq (%) — Ea(m)
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au voisinage de (m). Le groupe K sera dit le groupe linéaire réduit
du groupe G relatif au point (m).

12. Soit un changement de variables réversible
(20) Yi— b= Eal‘(x“*ak) +.. r—a,= bek(}’k—' bk) +..e,

transformant (@) en (). et un groupe G, en un groupe G,. On voitque
les groupes linéaires réduits respectifs de G, et G, relativement aux
points (a) el (b) sont transformés I'un dans Pautre par la partie
linéaire de (20) [2, p. 602].

Si le groupe G, est le méme que le groupe G, c’est-a-dire si la
transformation T, représentée par (20), est permutable au groupe G,
les groupes lincaires réduits de G relatifs aux points @ et b sont
transformés 'un de autre par une transformation lindaire (la partie
linéaire de T'). Ce cas se présente toujours si T est une transformation
de G. Si donc G est transitif, tous ses groupes lindaires réduits, con-
jugués dans le groupe linéaire homogéne général, appartiennent au
méme type.

CHAPITRE X.

LE GROUPE PROJECTIF. LES GROUPES LINEAIRES

1. Le P, (groupe projectif a n dimensions) est le groupe des
transformations

(1) ry=(Zapzi+b (2 zi+f) (i=1, ..., n).

Si Pon pose (Il, 3) an=1+ ta,, au=_tou, b, =1B, 1= tY1
S =109, on voit les n(n + 2) transf. wles indépendantes T, = p,,
Tu=zp,, Vi=axZz,p.. On voit [2, p. 5354] les relations de
structure

(T, Te)y=0, (T.Trn)=euTr, (T, Vi)=T; +ex2T,,

2
( ) (TIL T]h) =&}y Tiu— e T/L, (Tzl Vh) = &Lk Vz, (VI: Vl) =0,

Le groupe admet [2, p. 555] 'automorphisme V,~T,, — T;, ~ Ty,
T,~ V..

2. Le L, (groupe linéaire général a n dimensions) est le groupe
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engendré par les T, et Ty,, des transformations

(3) xy=Za,kxi+ b, (i=1, ..., n)

Le LH, (groupe linéaire homogéne) est, daus le L,. le stabilisa-
teur de U'origine, engendré par les Ty, donné par b, = o.

Le L, et le LH, ont chacun un diviseur unimodulaire caractérisé
par lay|=1, d’ou Zz,=o. On obtient ainsi le SL, (groupe
linéaire spécial) [n(n +1)—1]-groupe engendré par les T,
T (i k)ctles U =z,p, —enpy; puis le SLH, (groupe linéaire
homogeéne spécial), (n* — 1)-groupe engendré par les Tz (£ k) et
les U,.

3. On voit directement que LH, a 'unique transf. wole distinguée
U=2Z2zp, {U} est le groupe des homothéties de centre (o)
a,= a.x,. Les n variables ., peuvent définir, soit comme coordonncées
ordinaires, un point () de I'E, (espace a n dimensions), soit, comme
coordonnées homogenes, un point[z]de I'E,_,, dontles coordonnées
ordinaires sont, par exemple, ri=az/xn (k=1, ..., n—1).
En considerant Paction de LH, et de SLH,, sur les droites issues
de (o) dans I'E,. ou sur les points (y') de I'E,_,, on voit que
P,_,=LH,|} U} =SLH, |2, p. 558].

A la transf. oole générale X =2a,;T;, de LH, correspond,
dans P,_,, Y=23pT/"'"4+2b,, ;’,j‘ +Zc,V;"", ou b,=an,,,
br=a,h,—enann, ¢,=—a;n. On voit qua T}, de LH, corres-
pond o de P,_,. Inversement, a Y de P,_, correspond, dans LH,,
X, ou les aw (i k) sont completement déterminés, mais les a,,
seulement par a;,;— a@wpm=2>0,, (j =1, ..., n—1). Si X doit étre
dans SLH,, c'est-a-dire @, + @.n—=o0, il est alors complétement
determiné par Y.

4. Eiant données, dans L, m transf. wles indépendantes d’ordre o,
Si =Xbs T\, onvoit directement que toute transformation x; = Za . 2.
si l'on assujetlit ses coefficients a vérifier

Sbhn@i = <hi (h=1, ...,m; k=1, ..., n),

transforme chaque S, en Tj. Si donc H est un diviseur normal de P,
oude Ly, et S=23a,T,+ 2B,4Tii+ 2y, V, une de ses transf. les,
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H doit contenir les alternées (T, S) et (Ty (T4 S)), dont une an moins
est d’ordre o; par suite H contient toutes les T,.

Si H est normal dans P,., 1l contient toutes les alternées
(T, Vi) =Tw (i£k), et (T, V,)=T,+2T,, puis loutes les
(T.V))—[1/(n+1)]2(T, V,)=T,, puis toutes les alternées
(T, V.) =V,. Donc H=P, : P, est toujours simple [2. p. 559]. 1l
en est de méme de SILH,,=P,,_,.

I1 en résulte que tout diviseur normal K\ 3 SLH,, de LH, est pre-
mier avec SLH,,, sans quor leur p. g. c. d. serait normal dans SLH,.
Donc K ne peut étre qu'un 1-groupe engendré par une transf. wole
distinguée; done K= {U}, etLH, a les deux seuls diviseurs nor-
mauzx SLH, et {U} dont il est produit direct [2, p. 561].

Si H est normal dans L, ses transf. wles d’ordre 1 engendrent un
groupe K, qui, devaut étre normal dans LH,,, est SLH,, ou { U}. Les
seuls diviseurs normaux de L, sont done {T,, ..., T, | = ® (groupe
des translations), { . U} (groupe des homothéues), et { ®, SLH, |
(groupe linéaire spécial) [ 2. p. 362].

Toul k-sous-groupe de LH,, non contenu dans SLH,,, et ne conte-
nant pas U, peut éire engendré par Y,=X,+ alU, X,, ..., Xy,
a élant £ 0, X, ..., \, ¢lant indépendantes et appartenant & SLH,,.
On doitavoir (Y, X ))=¢,,;, Y,+2" ¢, ;sX . Comme (Y, X))=(X, Y))
doit étre dans SLH,,, il faut ¢, ,;, = 0. D¢ méme

(Xe X)) =3be,nXn  (1,7=12, .,4&)

Ainsi X, ..., X; engendrent un k-groupe contenu dans SLH, et
contenant normalement un (k —1)-groupe. C'est impossible pour
k =n?>—1. Ainsi SLH, est le seul (n?—1)-groupe contenu dans
LH, et ne contenant pas U. .

5. Pour qu’un point [z] soit fixé par {X}, ou X=2gp,
£ = Za,xs, il faut et suffit que la trajectoire du point () soit la
droite (o) — (), c’est-a-dire que l'on ait :

(4) o=t—px,=32(au—pzs)zx;, dou o0=A(g)=|a,t—peu|.

On voit donc que { X | stabilise au moins un point [z], ¢l que. dans
tous les cas, 'ensemnble des points stabilisés se compose d’'un nombre
fini de variétés planes (pouvant se réduire a des points) correspon-
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dant aux racines distinctes de A(p). Il en est de méme, relativement
aux points (y), pour tout 1-groupe de P,,_,.

On peut toujours choisir le systéme de référence de maniére que 'un
des points fixés par { Y fsoil(y) = (o), ensorte que [z]=]o0,...,0,2,].
Alors. d’aprés la forme générale de Y(2) correspondant ici a
X=2asT{,onab,=a,=o0 (j=1,...,n —1). Alors, dans 'E,_,
des points (y), laction de {Y| sur les droites issues de (o) est
celle de son groupe lindaire réduit (1X. 4) Y Y.:ZthTJ",, ',
bjn=an — er;aun. Ce 1-groupe du LH,_, fixe au moins un point [y]
de 'E,_,, c’est-a-dire au moins une droite issue de O, ou un point (z)
(#2.=y1/vn_s) de ’E,_,. On prendra de nouveau ce poinl pour ori-
gine, et ainsi de suite. On voit ainsi que, dans I'E,_, des points [.z],
tout 1-groupe de LH,, ou dans I'E,_, des points (y), toul 1-groupe
de P,_, fixe au moins un point, au moins unc droite passant par ce
point, au moins un 2-plan contenant cette droile, et ainsi de suite.
Jjusqu’a un (n — 1)-plan [2. p. 583].

6. Les variétés de 'E,_, des points [z] ou (») dont un diviseur
de LH, ou de P,_, stabilise tous les points sont dites totalement sta-
bilisées par ce groupe. Leur nombre est évidemment fini. On en
coaclut que, si H est normal dans un r-sous-groupe G de P,_,,
G stabilise (non totalement) chacune des variétés totalement stabi-
lisées par H. Si, en particulier G={H, X}, on voitL que {X{, et
par suite G, stabilise au moins un point de chacune de ces variétés
[2, p- 587].

En appliquant ce résultat au groupe adjoint (III. 6) d’un r-groupe G,
on démontre que tout 1-groupe { X | de G esl toujours contenu dans
un 2-sous-groupe { X, Y j de G |2, p. 391], et que lout 2-sous-groupe
de G. auquel on peut toujours supposer la structure (X Y)=cX,
est toujours conlenu dans un 3-sous-groupe de G.

7. 1l résulte de IX-12 que, si un groupe G est Lransitif, ses groupes
linéaires réduits. tous conjugués dans LH,, appartiennent au méme
type. Deux groupes transilifs sont dits de méme classe quand ils ont
méme type de groupe linéaire réduit.

Si les groupes linéaires réduits sont du type LH, ou SLH,, G aura
en O, supposé point ordinaire, toujours n Llransf. «les d’ordre o,
pour lesquelles on peut toujours prendre T, = p,+. .., puis, comme
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transf. cles d’ordre 1 : toujoursles T = tix+. .., tu= 2 pr ({ FZ k);
et : dans le premier cas, les T,, =¢,+...; dans le second cas, les
U=u,+...,uy=2t;,,— ty,. On démontre |2, p. 623] que G ne
peut avoir aucune transf. ccle d’ordre > 2. que, s’il en a d’ordre 2, il
a exactement les z indépendantes V= o, +. .., 0, =& u, u = 2z p1s
el contient alors U =u +. ...

Trois cas sont alors a distinguer :

1° Le groupe linéaire réduit est du type LH,, mais G n’a aucune
transf. ocle d’ordre 2; il résalte alors de VIII-9 que G est semblable
aL,;

2° Le groupe linéaire réduit est du type LH,,. et G a des transf.
ooles d’ordre 2; pour la méme raison, il est semblable a Py;

3° Le groupe linéaire reduitest du type SLH,, : alors G est engendré
par les T\, les T,z (i 52 k) et les U,. On démontre alors que I'on peut
en remplagant chaque T, par T,+ une combinaison convenable,
des T\, ramener la structure de G a celle de SL, [2, p. 630]. Donc
(VII, 4), G est semblable a SL,.

8. De ces résultats peunt se déduire que tout groupe a n variables
dont la transitivité atteint son mazimum n -+ 2 (VII, 7) est sem-
blable au P, [3, p. 308]. Il résulte d’abord de 6 que I'hypothése
envisagée au VII-7, ou le groupe G,, engendré par les transf. woles
d’ordre maximum de G serait transitif. et par suite G, semblable
a L., ne peut pas sc présenter. Alors en effet le type linéaire de
groupe réduit de G,, et par suite de G, serait LH,; et G serait (6)
semblable a P,. Mais G, ne peut éire semblable en méme temps
a L, qui est primitif, et au stabilisateur d’un point dans P,. qui est
imprimitif. L’élude du cas ou G, est intransitif, et par suite G, impri-
mitif, conduit au résultat énoncé.

9. En dehors de L, et ses diviseurs Sl.,,, LH,. SLH,, le P, a un
certain nombre de diviseurs remarquables, dont chacun esl caracté-

risé par un invariant, différenticl ou non, ayant une signification géo-
métrique.

La transf. wle générale de P,,. ou transf. oole projective générale. est

X=Z24,T,+ 235, Tt ~+ ZYrVa.
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Son prolongement & I'ordre 1 donne

Y=S03uyiq:+ E2vn(yelx,~ 21 2y:1q.)

10. Soit une forme quadratique a coefficients constants, que I'on
peut toujours, par une transformation projective réelle ou imaginaire.
ramener & la forme Xdz;. Le groupe total ou propre de cette forme
estlel que son prolongement a 'ordre 1 est groupe total ou propre de
la forme F =2y}, c’est-a~dire que YF doit étre divisible par F. ou
nul. Ces conditions donnent la transf. wle générale du groupe

demand¢
X =23z, pr— zap,) + BE2,po+ Loy,

Le groupe total est le |n(n+1)/2 +1]-groupe S, des transforma-
tions par similitude d’un n-espace euclidien. Pour 3 =o, on a le
[n(n 4+ 1)/ 2]-groupe D,, des déplacements de cet espace.

11. Une (7 — 1)-quadrique non dégénérée et ne contenant aucune
droite réelle, a une équation que I'on peut toujours, par une trans-
formation projective réelle, rameneralaforme 2z} + h =o (h==1).
Il faut que XF soit divisible par F, ce qui donne pour la transf. «ole
générale de son groupe tolal.

X =28u(z,pr—zip,) + Zar(pr+ hVg).

Ces deux groupes (h==t1) sont les [n(n—+1)/2|-groupes D,, de
déplacements des n-espaces a méirique cayleyenne. Le groupe pro-
jectif d’une (7 -- 1)-quadrique sera en général designé par Q..

12. Un complexe linéaire non dégénéré (c’est-a-dire tel qu’il
n’existe aucune droile rencontrant toutes les droites du complexc) ne
peut exister que dans un (2n -+ 1)-espace. Ses droites sonl courbes
intégrales d’une équation de Pfaff. que l'on peul toujours, par une
transformation projective, ramener a la forme

dz + Z2(y,dri— x,dyt) = o,

les coordonnées d’un poinl &lant Xy, ..., Zu, Y1y -« .y ¥n, 5. Les
transf. wles du groupe conservant ce complexe, groupe total de cette
forme de Pfaff, sont celles de P,,,, qui prolongées a l'ordre 1, en
désignant les nouvelles variables par u,, ¢, w conservent I'équation
w + 2(y,ug— z,vi) = 0. On lrouve ainsi que la transf. ole générale
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du groupe cherché Ca,y, est :

X=2x(p,—or)+2EB,(q+ 2,7+ 7r+Zu(x,pr—ykq)
+ Zeu (2. gk + 24 9.) + Eau(y Pk + yiapo) + EN(3p— 3, U)
+32u,(3¢,+2,U)+v(zar+U) +ozU.

13. Tous ces groupes sont primitifs. De plus. il n’existe aucune
transformation non projective transformant SL,. S,, Duz, Conys en
un groupe projectif |3, p. 283].

14. D’autres diviseurs remarquables du P, ou du LH,, sont ceux
qui ne laissent invariante aucune maultiplicité plane du (n — 1)-espace
des points [z] ou (y) (groupes linéaires s. m. p. 1.).

Les diviseurs s. m. p. i. du SLH,,, donc ceux du P,, sont simples
ou semi-simples; et tout diviseur s. m. p- i. du LH, n’appartenant
pas au SLH, est produit direct d'un diviseur s. m. p. i. du SLH, par
le 1-groupe { Zz,p, | [19].

Tout groupe linéaire s. m. p. i. simple s’obtient de la maniere sui-
vante [20]. Pour toute structure simple de rang (VI, 2) £, il existe un
systeme de k groupes linéairess. m. p. i. dits fondamentauz de cette
structure; soienl L/ (j =1,...,k), engendres parles Xy, (A =1,..., k)
ces divers groupes, et £ le groupe engendré parles &= 2XJ..
Parmi les variables, en nombre n,, sur lesquelles opére L/, les pro-
priétés de 'équation caractéristique permettent de choisir une variable
dominante z{. Considérons alors le monome (z!)... (&), les
exposants etant des nombres arbitraires non négatifs. La transformna-
tion générale de £ transforme ce monome en un polynome homogéne
de degré Xp, par rapport aux Zn, variables des L/. Ces polynomes,
dont les coefficients dépendent des r parametres de £, s’expriment
linéairement en fonction de m d’entre eux P, (a =1, ..., m), lesquels
sont linéairement indépendants, m étant au plus égal au rombre
maximum des termes d'un tel polynome. L’action de £ sur ces poly-
nomes P, cst un groupe linéaire s. m. p. i. de la structure simple
considérée, et tout groupe lindaire s. m. p. i. de celte structure
s’oblient de cette maniere.

Si G, et G, sont deux groupes linéaires simples s. m. p. i. opérant
respectivement sur lesvariables z et yx(i==1, ...,m; k=1, ..., n),
leur produit direct est un groupe linéaire opérant sur les mn pro-
duits z,y4; il est semi-simple s. m. p. i.
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Si Gg(@ =1, ...,q) sonl g groupes lindaires simples s. m. p. i.
opérant respeclivement sur les variables x{, leur produit direct, opé-
rant sur les produits Pz est semi-simple s. m. p. i. Tout groupe
linéaire semi-simple s. m. p. i. s'obtient de cette maniére.

15. Il y a (VI, B) qualre types généraux de structures simples de
rang k.

Pour le type A, le groupe fondamental L7 est Paction de P sur les
(J — 1)-variétés linéaires du k-espace.

Pour le 1ype B, L2 est Q,; L* opere sur 2 & variables. il représente
I'action de L? sur des (k —1)-variétés linéaires. contenues dans la
(2k — 1)-quadrique invariante par L. L/ (j =3, ..., k) est Paction
de L? surles (j  2)-variétés lincaires du 2 k-espace.

Pour le type C. L' est le Coi_y, L/ est Paction de L' sur les
(j —1)-variétés du (24 — 1)-espace.

Pour le type D, L' est Qar_y; L' et L? operent chacun sur
2k—1 variables; L/ (j=4. ...,k) est Paction de L3 sur les
(j — 3)-variélés linéaires du (24 — 1)-espace [20].

CHAPITRE XI.

GROUPES DE LA DROITE, DI" PLAN ET DE L'ESPACE.

1. Le nombre de parametres d’un groupe a une variable est <3
(V, 7). Tout 1-groupe est toujours (I1L. 4) semblable a { p | : groupe!
des z'=x + a. Prenant ensuite X,, d’ordre /, sous la forme
Xp=(ax”~+...)p, on voiL que les structures des 2-groupes et 3-groupes
peuvent se ramencr respectivement aux formes (X, X,) =X,; et
(X, X))= X, (X, X,) =12X,4, (X, X;) = X,. Ces groupes transitifs
sont isomorphes, avec correspondance du stabilisateur de l'origine,

donc semblables a L, ={p, zp} et P, ={ p. zp, 22p} [4, p. 374].

2. Si P,={X,, X;, X, }. Xz =2*""p, il résulte de la structure
de P, que les transf. xles de son groupe adjoint (111, 6) sont, si
fi=39]0de,

Ei=—esfi—2esfsy, Es=e fi— esfs, E.=2e fi+efs.
Le groupe adjoint homogéne s’obtient par adjonction de E, = Ze.f,.
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Sa matrice est en général de rang 3 ; son rang s’abaisse a 2 si [e] appar-
tient a la conique e— 4e,e,= o, et ne s’abaisse & 1 pour aucun
point [e]. D'ou (VII. 4) deux variétés invariantes minimum : tout le
plan et la cenique, et denx classes de 1-groupes conjugués, respecti-
vement représentées par { zp | répondant a [o, 1, o] et | p | vépondant
af1.o0,0].

Cette distinction répond au nombre des points z que fixent les
1-groupes. Les points fixés par { X}, N =(e,+ e,z + e;2*)p sont
les zéros du coefficient de p. Ils sont distincts ou confondus suivant
que [e] est un point ordinaire du plan, ou un point de la conique.

On voil ensuite que si deux transf. cwoles répondent a [e'] et
[e*], leur alternée répond au pole dela droite de ces deux points rela-
tivement a la conique. Elles engendrent donc un 2-groupe toujours et
seulement si cette droite contient son péle, c’est-a-dire est tangente a
la conique. Comme le groupe adjoint permute transitivement les
points — et par suite les tangentes — de cette conique, il n’y a qu’une
classe de 2-groupes conjugués, représentée par exemple par { X, X, 1,
correspondant & la tangente e, —=o0. On voit que chacun de ces
2-groupes fixe un point z et un seul.

3. Un principe de classification des groupes G du plan est fourni
par la considération de leur groupe linéaire réduit K (X, 4) et de son
action L sur les éléments linéaires issus d’un point, qui dépendent
d’un seul paramétre.

Si L ne se réduit pas a la transformation identique. il est sem-
blable (1), soit a P,. qui est transitif, soita L, qui fixe un seul point,
soit & un 1-groupe de P, qui en fixe deux, distincts ou confondus.
On voit [4. p. 384] que G est primitif ou imprimitif suivant que L a
trois ou moins de trois parametres. Si L estun 2-groupe, G n’a qu’une
famille de courbes d’imprimitivité; si L est un 1-groupe. G en adeux.
distinctes ou confondues; si L se réduitala transformation identique.
G ena une infinilé, qui dépendent d’an paramétre, si G est transitif.
d’une fonction arbitraire, s’il est intransitif [3, p. 60].

Analytiquement, si G est un r-groupe engendre par les
Xi=¥8p +1sq, la recherche des équations différentielles de ses
courbes d’imprimitivité revient [3, p. 61] a la détermination, dans le
4-espace des points (., y, &', '), des 3-variéiés, a ¢quation de la forme

a(x. yyx'+b(z,y)y' =o,
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invariantes par le (r+n1)-groupe H'={G', U}, ou U désigne
z'p'+y'q et G' le groupe G prolongé, engendré (IX, 2) par les
Xjp=Xa+ g, p'+n,q' = Xi+ (DE)p' + (Du)g Le polynome
ax'+ by’ sera, ou bien un invariant de H', ou bien (VII, 4) un divi-
secur commun des déterminants de méme degré de la matrice de H',
déterminants qui sont, en 2’ et 3, des polynomes homogénes de degré
<a.

On voit [3, p. 60] que : pour H' transitif, G admet o, 1, 2 familles
d’imprimitivité suivant que le p. g. ¢. d. des délerminants de degré 4
est de degré o, 1, 2; pour H' intransitif, si G est transitif, Punique
invariant de H' délermine une infinité, dépendant d’un paramétre, de
familles d’imprimitivité de G; si G est intransitif, le p. g. c. d. des
déterminants de degré 3 donne, pour G, une ou deux familles d’impri-
mitivité. Le cas d’une famille d’imprimitivité dépendant d’une fonc-
tion arbitraire se présente quand G estzun 1-groupe.

4. Tei K est LH, ou un de ses diviseurs.” Pour que L soit un
3-groupe, il faut et suffit que K soit ou LH,, ou un 3-sous-groupe de
LH., ne contenanl pas u'=z'p'+ 3" ¢', c’est-a-dire (X, 4) SLH,. Si
K =LH,, G est (X, 6) semblable a P, ou L,. Si K = SLIL,, G est
semblable a SL,. Ce sont les trois seuls types de groupes primitifs du
plan.

3. Avant d’appliquer la classification du n® 3, il est avantageux de
ramener G a un petit nombre de formes simples. On peut loujours
choisir les variables de maniére qu’'une des familles de courbes
d’imprimitivité de G soil représentée par x == /. [l en résulte (X, 6)
que X; a la forme fo(z)p + ga(z, 3)q. Les Xu= fi1(z) p engendrent
I'action J de G sur ses droites d’imprimitivité. J, qui opére sur une
seule variable, ou bien se réduit a la transformation idenlique, ou
bien peut, par un changement de cette variable, prendre I'une des
formes{p}, { p, zp}, { p» zp, z*p} (1). Si Gi (=0, 1, 2, 3) désigne
la forme réduile de G correspondant au cas o J est un i-groupe, on
voit que G, est engendré par les X,=grg (h=1,...,1) puis
Gi (i=1,2,3) par les X;=2/"'p+gjq (j=1,...,1) et les
X,=grq(h=i+1,...,7). Les X, engendrent toujours le diviseur
de G, du type G,, qui fixe toutes les droites d'imprimitivité. Et les
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relations de structure montrent que G, contient toujours un
(r —1)-groupe de type G,_;, obtenu cn supprimant X,.

6. On peut ainsi, de proche en proche, en utilisant les conditions
imposées par les relations de structure, ramener les gi(£, ) a un
pelit nombre de formes-types simples | 4, p. 411-425; 3, p. 39-52].
On reconnaitra ensuite si les groupes oblenus sont distincls ou non,
en déterminant, par le procédé du n® 3, leurs diverses familles
d’imprimitivité [ 3, p. 58].

7. Les points [z, y, 3] fixés par le 1-groupe du LH, engendré
par (ax + by +cz)p+(dz+ by +c'z)g+(a"z+ by +c"5)r
sont (X, 4) les points vérifiant

(a—p)r+by+cz=adxz+(b—z)y+cz=a"z+by+(c"—p)z=0.

Les droites uz + vy + wz = o fixées par ce 1-groupe sont celles dont
les coefficients vérifient

(a—p)u+av—+aw=bu—+(b—p)v+b'w=cu+cv+(c"—p)w=o.

Dans les deux cas, on a, pour délerminer p, une méme équation
A(p)=o0. Si les trois racines du déterminant sont distinctes, le
1-groupe fixe les trois somwmets el cotés d’un triangle. S’il y a une
racine double ou triple, le rang du déterminant, pour cette racine,
peut-étre 2 ou1; d’ou 4 cas. Pour racine double et rang 2, le 1-groupe
fixe un point A comptant pour deux, un point B, la droite AB
comptant pour deux, et une droile passant par A. Pour racine double
et rang 1, le 1-groupe fixe tous les points d’une droite (D) el toutes
les droites passant par un point A hors de (D). Pour racine triple et
rang 2, le i-groupe fixe un point comptant pour trois, et une droite
passant par ce point, complant aussi pour lrois. Pour racine triple et
rang 1, le 1- groupe fixe tous les points d’une droite (D) et toutes les
droites passant par un point A de (D).

Il y a donc, dans LH,, et par suile dans P,, 5 types distincts de
1-groupes. Pour les quatre derniers, on voit que la transf. «le est
complétement déterminée par les éléments fixés, et qu’on peuttoujours,
par une transformation projective, donner a ces éléments une posi-
tion arbitraire. Tous les 1-groupes de méme type sont donc conjugués
dans P,. On peutprendre pour représentants p + yq, ¥q, p+ 24, q.
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Pour le premier type, on peut toujours ramener la transf. wle a la
forme .p + hyq. Et Uon voit que | zp + kyq} ne peut étre conjugué
de {.vp—l—h)'q} que si k a l'une des six valeurs A, 1/h, 1 —h,
1/(x—h), (h—1)|h, R[(h— 1) [3, p. 84].

8. Les trajectoires de ces 1-groupes sonl : y = az*, y = ae?,
r=a, y —2x*[2=a, £ =a. Toute aulre courbe invariante doit
étre totalement stabilisée. Cela ne peut arriver que pour yg et ¢,
qui, chacune, stabilisent tolalement une droite. D’ailleurs, les para-
boles y = x?/2 + a rentrent. a une translation pres, dans la forme
y = az”*. Ainsi toule courbe invariante par un 1-groupe projectif est,
ou unedroite, ou une transformée projective de y = z*, h(h —1)Zo,
ou de y =e*[3, p. 87]. Les seules courbes invariantes par un k-sous-
groupe (A >1) de P, sont les droites. dont chacune est invariante
par un 6-gronpe conjugué de LH,. et les coniques, dont chacune est
invariante par un 3-groupe. Corrélativement, les seules familles
simplement coes de droites invariantes par un A-sous-groupe (k > 1)
de P, ont pour enveloppe un point, et admettent un 6-groupe, ou une
conique, et admettent un 3-groupe.

9. Il résulte de X-13, et I'on voit d’ailleurs directement [3, p. 94]
que les seuls diviseurs s. m. p. i. de P, sonl ses 3-sous-groupes. tous
conjugués, isomorphes a P,, dont chacun laisse invariante une
conique. On en conclut que P, ne contient aucun ;-groupe, puis que
les seuls diviseurs primitifs de P, sont conjugués de LH, ou de SLH,.
Les diviseurs de P, corrélatifs des deux diviseurs primitifs, sont con-
jugués du 6-groupe stabilisatcur d’un point ou de son >-sous-groupe
normal. Tout autre diviseur de P, fixe une droite et un point de cette
droite. 11 est donc conjugué d’un diviseur du 5-groupe { p, ¢. xp, zq,
yp ! qui fixe la droite de Vo et le point & 'o de Oy. On trouvera
[3, p. 106] le tableau de ces diviseurs.

10. Parmi les groupes de l'espace ordinaire, on connait [3] tous
les groupes projectifs, et lous les groupes primitifs. De ces derniers,
il n’y a que huit types, dont sept sont dans P, (X, 12). Le huitiéme
est le 10-groupe des transformations conformes [ 3, p. 139].
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CHAPITRE XII.

FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE.

1. Nous supposecrons, avec Riemann, que la metrique d’un n-
espace est définie par une forme quadratique différentielle définie
positive ds*=2gu(z)dridxet, gu= gu, g =|8.|> 0, ainsi que
tous ses mineurs symélriques. Cette forme définit le carré de la
distance de deux points oot voisins.

Les transformations isométriques ou déplacements sont celles qui
laissent invariante cette forme quadratique. c’est-a-dire fournissent
I'identité ds*=ds'"?, ds' sobtenant par simple substitution des
nouvelles variables z' aux anciennes. Pour cela, il faut et suffit que
Iexpression G = Zg(r)y*y’ soit un invariant de ces transtorma-
tions prolongées (IX, 1) al’ordre 1. En paiticualicr, au 1-groupe { X },
ou X = 32() p, correspond (IX, 4) le 1-groupe prolongé { X + Y},
ou Y =2n'(x, ¥)q, n(x, y)=2(d[dz")y'. Pour que { X} soit
isométrique, il faut donc el suffit que 'on ait (X + Y)G=o0. Or
ona
1) YG = SI Xty (O foh) - SXZ g1yt yh 08 0o0)

t t

h

el XG = Zkzy'_y’-Xg,;. Sil’on échange, dans le premier terme de YG,

les indices { el &, et, dans le second, les indices k& et A, il vient, en
annulant le coefficient de y* y*,

(2) X g+ Z[gni(der]drt) + gp,(dEhfozk)] = o.

Ce sont les équations de Killing | 15]. Pour qu’un r-groupe G soit
isométrique, il faut et suffit que (2) soit vérifié pour r transf. coles indé-
pendantes de G. On peut d’ailleurs utiliser ces équations. soit pour
determiner le ds? invariant par un groupe donné, soit pour déter-
miner le groupe isométrique d’un ds* donné.

2. Le premier probléme revient, étant donné un groupe G, a
reconnaitre si le groupe prolongé G' admet un invariant quadra-
tique 28 (z)y*y". S'il en estainsi, le stabilisateur prolongé G, de O
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admet I'invariant quadratique 2a;y'y*, ax=gu(o), Si donc
les X, sont les transf. «les d’ordre 1 de G, il faut

(3) 2[a; k(084 0x )+ a;,(dELJdxk),] = o.

Supposons qu'il existe des a, vérifiant (3), et que G est transitif. Il
existe alors dans G une transformation T portant (o) en (m). T est
représentée par

(4) z't=f,(x, m), mi= f,(0, m) (i=1,2,...,n).
La transformation prolongée T s’obtient (IX, 4) par adjonction de
(%) y'i=2fulz, m)yh,  fu=dfilozt.

La forme quadratique Za.,xy‘y* est transformée par T' en
2gn(m)y™s', etl’on a

(6) ay = Sgp, (M) fr(o, m)fi(o, in)
ou
7) &u(m) = Zayfr(o, m)frk(o, m).

La forme quadratique différenticlle ainsi déterminée,
dst= Z g, x(x) dz dxk,

est invariante par G. Soiten effet T, T,. T/, trois transformations de G
portant vespectivement (z) en ('), (o) en (z), (0) en (2'). La
transformation S, =T ,TT ~' appartient au stabilisateur de (o),
donc laisse invariant dsi = Za,dx.dz}. D’autre part T, et T/, trans-
forment respectivement ds; en ds? el ds'?(variables accentuées).
Donc T=T,'S,T, transforme ds* en ds'*.

En conséquence, si G est transitif, a toute forme quadratique dsj.
a coefficients conslants a@,. invarianle par le stabilisateur de (o),
correspond une forme quadratique différentielle ds?, a coefficients
2u(x) [guw(0) = au], invariante par G. Ainsi, pourvu qu’il existe
des a, vérifiant (3), les équations (2) relatives aux r transf. coles
de G admettent des solutions g.(z) complélement déterminées
par gu (o) = au- [4, p. 522].

Si G est simplement transitif, les équations (3) disparaissent, car
le stabilisateur se réduit a la transformation identique. G sera donc
isométrique relativement a une infinité de ds* a n = rdimensions,
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définis par (7), ou les @, peuvent étre pris arbitrairement. Comme
tout groupe est isomorphe a son groupe de paramétres (II, 2),
lequel est simplement transitif (VIIL. 8), tout r-groupe est isomorphe
a un groupe isométrique d’un r-espace pourvu d’une infinié de
mélriques convenablement choisies [4, p. 519].

3. Pour le second probléme, on voit d’abord. en introduisant les
£, =2g.,t/, que les ¢quations (2) de Killing, en nombre

N = n(n+1)/2,

sont résolubles par rapport a N des n? dérivées d’ordre 1, et qu’elles
permettent d’exprimer toutes les dérivées d’ordre 2 en fonclion de
celles d’ordre 1 et des fonctions. En conséquence (V. B) le groupe
isométrique G n’a aucune lransf. oole d’ordre >1, et a, au plus,
n+n*—N=N paramelres. Ce nombre ne peut d’ailleurs étre
atteint que si les conditions d’intégrabilité de (1) sont identique-
ment satisfaites. Alors G aura exactement n transf. woles indépen-
pendantes d’ordre o, et n(n —1)/2 d’ordre 1.

4. On peut, par I'élude direcle des conditions d’'inlégrabilité, et
par des calculs assez pénibles [15], montrer qu’alors le ds? est a
courbure riemannienne constante dans toutes les orientations. On
peul aussi remarquer que le groupe linéaire réduit (IX, 4) de G
rvelatif a lorigine doit laisser invariante la forme quadratique
Sgtvty!, que l'on peut, par un changement de variables linéaire,
homogeéne el a cocfficient constants, effectué sur les 2,, ramener a la
forme X (y*)?. On peut alors montrer, soit directement |3. p. 325-
333], soiL en cherchant d’abord le groupe G' des transformations
conformes (groupe total du ds?), que G est nécessairement semblable
a l'un des trois groupes Dy (k= o0, 1, — 1) (X. 9-10), qui sont res-
pectivement groupes d’un ds* & courbure riemanuienne nulle. posi-
tive, négative, conslante dans toutes les orientations [21].

8. Aunsi, pour que la géométric d’un n-espace soit nécessaire-
ment euclidienne ou cayleyenne, il suffit de supposer que son ds? est
une forme quadratique des dz,, el que son groupe isométrique
an(n—+1)[2 paramétres [21].
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D’aatres hypothéses peuvent étré faites pour arriver au méme
résultat. Par exemple [3. p. 479, 481] gue le groupe isoméirique
posséde la libre mobilité infinitésimale, en lout point ordinaire,
c’est-a-dire que, si 'on considére une suite de ¢ variétés linéaires
élémentaires (9 =1, ...,n—1), dont la premiére contient le point,
el dont chacune contient la précédente. un déplacement continu est
possible si I'on fixe les p-premiéres (p << n -—1), mais impossible si
on les fixe toutes. On peut aussi [3. p. H2r1] faire des hypothéses
équivalentes sur les points a distance finie du point stabilisé.
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