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LES GROUPES DE LIE 
Par M. POTRON, 

Professeur à l'Institut catholique de Pans. 

INTRODUCTION. 

Un ensemble est dit pourvu d'une loi de composition lorsqu'à tout 
arrangement ab de deux éléments de l'ensemble correspond un élé 
ment déterminé c de cet ensemble. Cette loi est associative quand, x 
correspondant à aè , et y à fec, un même élément correspond à xc et 
à ay , quels que soient les trois éléments a, 6, c. Un ensemble pourvu 
d'une loi de composition associative est dit un corps. 

Dans un espace à n dimensions, une transformation ponctuelle S 
définie analytiquement par 

x\ = st(x , . . , xn) = st(x) (l = I, . . . , n) 

remplace le point (x) de coordonnées xh par le point (xf) de coor
données x\. Si une transformation T est définie par 

fi = ' I U ' I - •••> >'/*) = ' * 0 0 (* = h •••> n), 

elle remplace le point [x') par le point (x") de coordonnées x!f = ti{x'). 
Aux deux transformations S e tT , prises dans celte ordre, correspond 
donc naturellement une transformation qui remplace le point (x) par 
le point (x'r). Cette transformation est dite la transformation-pro
duit ST. Elle est définie analytiquement par 

x\ = tt[sx(x),..., sn(x)\ = tt[s(x)]. 

On voit immédiatement que cette loi de composition est associative. 
MÉMORIAL DCS SC MATH — IS# 8 1 . 1 



2 M. P0TR0N. 

Un groupe est un corps dans lequel étant donnés deux éléments 
quelconques a et è, il existe toujours deux éléments x ely tels que b 
corresponde à xa et à ay. On démontre qu'il existe alors un 
èlèment-unitè unique u, tel que tout élément a réponde à ait et à ua 
et que, pour tout élément a, il existe un élément unique x tel que u 
réponde à xa et à ax. Cet élément x est dit Y inverse de a, et repré
senté par a~l. Si un ensemble de transformations ponctuelles contient 
le produit de deux quelconques d'entre elles et la transformation 
inverse .de chacune d'elles, il forme évidemment un groupe. 

Je m'occuperai ici seulement des groupes continus finis, c'est-à-
dire dont les éléments dépendent d'un nombre fini de paramètres 
variant d'une manière continue, et correspondent par suite aux points 
d'une certaine région d'un espace à un nombre fini de dimensions. 
Un groupe à r paramètres sera dit un r-groupe. Les paramètres 
seront supposés essentiels, condition équivalente à la biunivocité de 
la correspondance entre les éléments du groupe et les points d'une 
certaine région de l'espace à r dimensions. 

Les variables et les paramètres sont considérés comme des nombres 
complexes, et toutes les fonctions supposées analytiques. Cette hypo
thèse, pratiquement nécessaire au développement de la théorie, est 
moins restrictive qu'on ne pourrait le croire. En effel, dans le cas 
d'un groupe transitif opérant sur des variables réelles, si les fonctions 
figurant dans la représentation des transformations ne sont pas 
analytiques, mais possèdent des dérivées partielles d'ordres i et 2, 
on peut toujours, au moyen d'un changement de variables, obtenir 
une représentation des transformations par des formules où ne 
figurent que des fonctions analytiques [3, p. 36o et 792]. 

CHAPITRE I. 

PRÉLIMINAIRES ANALYTIQUES. 

1. Soient n fonctions x\ d'une variable t, définies par 

i dœ'Jdt = U*\, . . . , x'n)=,^{x') 
U ) U î = *, pour * = o ( * = ! , . . . , « ) , 

S i X —f(x* - - • » ^1) et y'=f(x\, . . . , # ' „ ) , / est une fonction de t 
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se réduisant ky pour t = o. Si l'on introduit le symbole opératoire 

(2) X = "L\i(x)pu pt=0/0xh 

et si X' désigne ce que devient X quand on y remplace partout 
chaque x-t par x\, on a dy'/dt = X ' j ' . Si l'on convient que X" repré
sente XX / i _ l , la fonction y1 est représentée par le développement 

(3) y=y + tXy + (r-/i .2) XV -+- . . .= e*y. 

En particulier, pour y = #i, on a 

(4) x'i = eiXXi (i= 1, ..'., n). 

Ces formules définissent une transf. dépendant de t. Quand t varie, 
le point (xf) décrit une courbe dont la tangente a les paramètres 
d i recteurs X' x • = lj ( x' ). 

X est dit symbole d'une transformation infinitésimale (j'écrirai : 
transf.oole). Si y et z sont deux fonctions des #;, on a évidemment 
X( j - + 3) = Xy + Xs, X ( y s ) = ^ X - s + ^ X y . 

Si les ly(a) ne sont pas tous nuls, X est dite d'ordre o au 
point (a). S'ils sont tous nuls, ainsi que toutes leurs dérivées jusqu'à 
l'ordre q— i, les dérivées d'ordre q n'étant pas toutes nulles, X est 
dite d'ordre q au point (a) [2, 4 ] . 

2. Si X = 2>j(^)y;/, Y=2rii(x)pi, on voitque l'opération XY—YX 
se réduit à 2(XYJ;—Y£/)/>i. Cette nouvelle transf.oole est dite 
Valternée de IL et Y, et représentée par (X Y). On a évidemment 
(X Y) -h (Y X) = o, (X a Y + VL) = a (X Y) + 6(X Z), et l'on véri
fie l'identité dite de Jacobi f(X Y) Z] + [( Y Z) XJ + [(Z X) Y] = o. 

En un point où X et Y sont d'ordres respectifs h et A- (h -f- k > o), 
(X Y) est d'ordre >h -f- k — i. 

3. Soit un changement de variables réversible 

(5) yi=fi{x\, . .- , a?«), xi = gi(yu ••-•> yn) (i = i, . . . , n), 

donnant, pour une fonction quelconque, F(#<, . . . , . ^ , , ) : = 0 ( ^ . . . , ^ ) . 
A toute transf» oolc X = S;,-(a?)p/, correspond Y=lru(y)qi(qi=zdldyi) 
telle que l'on ait, en vertu de (5), X F = YG. Les rn(y) sont les 
transformées, par (5) des Xy« [4, 2 ] . 

On voit directement que X et Y sont de même ordre en deux 
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points (a) et (6) se correspondant par (5) [2, 4 ] , et que la transfor
mée de l'alternée est l'alternée des transformées. 

4. Soient r transf. ooles Xh =2fyu(x)pn elles sont dites [ 5 ] : 

indépendantes, s'il n'existe aucun système de quantités /A indépen
dantes des xt, non toutes nulles, et telles que l'on ait identiquement 
2/AXA = O; 

divergentes, s'il n'existe aucun système de r fonctions //*(#), non 
toutes nulles, et telles que l'on ait identiquement 2 / A ( # ) X A = O. 

Pour qu'il ait divergence, il faut et suffit que la matrice des £a, 
soit, en général, de rang r. Cette malrice sera dite matrice des XA, 

Supposons les X* indépendantes, et désignons par X£ ce que 
devient XA quand on y remplace partout les xt par x\. Si l'on pose 

ex* m y m \ A 

et si pnl désigne le rang de la matrice des âCg*, on a évidemment 
Pm-M ^P«M e t l'011 démontre [6] que l'égalité ne peut avoir lieu que si 

5. Une fonction y=f(xi: . . . , xn) est dite un invariant de la 
trans. cole X lorsque, les x\ étant définis par ( i) ou (4), on a tou
jours f(v'r . . . , # ' „ ) = / ( # ! , . . . , xn). Pour cela il faut et suffit que 
y soit solution de l'équation aux dérivées partielles X / * = o . 

6. Soit, entre n variables xt, et m variables y^ un système diffé
rentiel 

(6) àj klàxl=flk{x)y) ( i = i, . . . , /i; k= i, . . . , m). 

Soient, d'autre part, les n transf. ooles à n + m variables 

(7) Ti=pi + 2ft*(*,y)q* ( « = i , . . . , / i V 

On démontre [6] que toute intégrale de (6) est invariant commun 
des T, et que les conditions de complète intégrabilite de (6) sont 

( « ) ( T , T 7 ) = o ( 1 - , / = 1 , . . . , n ) . 

Le système différentiel (6) et les transf. ooles Tt sont dits associés. 
Soient d'autre part n transf. ooles divergentes Gj = 1gJt (x, y)p,. 
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Le système ( 6 ) est équivalent à 

(9) &jyk = Zgj^x, y)flk(xi y) = hjk(x, y)\ 

et le système T,f= o est équivalent à Yjf = o, où 

(10) Y, = S ^ . T , = G, + H„ H, = Zh,kqk. 

"Les Yj et le système ( g ) sont encore associés, et l'on voit [ 6 ] que 
les conditions ( 8 ) équivalent à 

(n ) (Y7i Y,) = *îch„(œy)Yl (h, i = i , . . . , # t ) . 

Ces conditions expriment que les Yy forment un système complet. 

7. On peut toujours former, sur n + m variables, n transf. ooles 
divergentes XA (A = I , . . . , n) ayant pour invariants communs m 

fonctions données ujt (k — i . . . . , m) de ces variables. Pour que 
F ( # , , . . . , xmhn) soit invariant commun des X/0 il faut et suffit 
que F(x\, . . . , xm+n) = G(uK, . . . . um). Si donc F dépend de 
n variables x, et de r paramètres /7*, l'existence d'une transf. oole 
K=^léOLk{a)djdak vérifiant, quels que soient les xL, AF = o suffit 
pour que les /• paramètres a* ne soient pas essentiels dans F . 

Soient encore f(x{, . . . , xm^n) ( « = i , . . . , b) b fonctions dis
tinctes vérifiant \hft = F A , ( / I , . . . , fb) (h = i, . . . . / ? ; i= i . . . . , b). 

Pour qu'une fonction 0 ( / , , , . . . , / A ) soit invariant commun des XA, 
c'est-à-dire s'exprime par les Uk, il faut et suffit que Ton ait 

(12) o = ^[(OGIàf^Xhf = ZU<M<*A) F*,. 

Soit G,, G 2 , ' . . . . Ga (a^m) un système fondamental de solutions 
de (12) . On peut les prendre pour uK, . ..., ua\ et l'on démontre 
[4 , p. 3 2 i ] que les b -f- m — a fonctions / , , . . . , fb, ua+\, . . . , um 

sont distinctes. On a donc b^a -f- n. 

8. Si, au système différentiel ( 6 ) on adjoint a (<Cm) relations 
finies 

(i3) o = F7(a?,, . . . , x , y l 5 . . . . ym)= FjKx, y) (j = 1, . . . , a) 

on obtient un système mixte [4 , p. 9 ] . Un système mixte est dit 
complet lorsque : 
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a. les conditions de complète intégrabilité de (6) sont satisfaites, 
au moins en vertu de ( i3 ) ; 

6. les équations obtenues par dérivation de ( i3) et élimination, 
par (6) , des dy^/àxt sont conséquences de ( i3) . 

Le système (i3) peut se mettre sous la forme 

(14) yh = £ 7 I ( # I , •••> x», J'«-H> - . . J m ) ( A = I, . . . , « ) . 

Si l'on désigne en général par [F] la fonction de X\, . . . , a?7l, 
ya+\, . . . ? y m obtenue en remplaçant, dans une fonction quelconque 
F(x, y), ys ya par leurs valeurs (i4)« 1° système mixte est 
équivalent à ( i4) et 

(i5) àyklàxl = [flk{x,y)} (i = i, . . . , n; k = a -+- i, . . . , a). 

On démontre que les conditions de complète intégrabilité de ( i5) 
sont vérifiées en vertu des conditions a et b, qui s'expriment par 
[(T, T7)] = o et [ft/i] = [T,£Vi]« Ainsi [4, p. 12] quand un système 
mixte à m fonctions inconnues et a relations finies est complet, 
il admet une solution dépendant de m — a constantes arbitraires, 
les valeurs initiales de m — a des fonctions inconnues. 

CHAPITRE II. 

LES DEUX PREMIERS THEOREMES FONDAMENTAUX. 

1. Soient, sur n variables xh ( i = 1, . . ., n), un ensemble de trans
formations réversibles T a , dépendant de r paramètres essentiels 
ah (A = 1, . . ., r), et représentées analytiquement par 

(1) x'l=Jl(x, a ) , xl = ¥l{x',a) ( ¢ = 1 , . . . , / 1 ) . 

Dans une certaine région d'un espace à r dimensions, dit espace 
des paramètres, il y a correspondance biunivoque entre les transfor
mations Ta et les points ( a ) de coordonnées a^. Pour que les T„ 
forment un corps, il faut et suffit qu'à tout arrangement de deux 
points (a)(b) corresponde un point déterminé (c) tel que T „ T A = T C , 
c'est-à-dire qu'il existe r fonctions 

(2) cj =g,(a, b) ( / = 1 , . . . , r), 
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telles que ( i ) et ( 2 ) aient pour conséquences 

(3) M*',*)=M*,c) ( » = ! , . . . , n ) . 

P o u r que les Ta forment un groupe, il faut et suffit en plus que les 

équations (2) soient résolubles par rappor t , soit aux « , soit aux 6. 

Pou r éviter toute difficulté, il y a lieu de supposer qu ' i l existe une 

région de l 'espace des paramètres dans laquelle : 

i° toutes les fonctions considérées sont régul ières; 

?° il y a correspondance biunivoque entre les points (a) et les 

transformations Ta ; 

3° se trouve le point ( a 0 ) correspondant à la transformation 

ident ique; 

4° les deux déterminants fonctionnels des gj par rappor t , soit 

aux a, soit aux b, sont yé. o. 

2 . Soient T ) , T- , Tn, TA, T c , T / des transformations d 'un groupe 

G; et soient 

(4) T > T a = T w
 o u Yu=Sk{y,a\ 

(5) T a TA = T t ou ck = ffk(a, b), 

(6) T n T- = T^ ou «A =**(<!, * ) , 
(7) TATa = T 7 ou /> =gk(b, a). 

L'associativité donne , comme conséquence de ces relations, 

(8) T r 'TA = T, TCi ou gk{y\b ) = gk(y, c), 
(9) T A T ^ T ^ T , , OU gk(b,z') = gk(f, Z). 

Ainsi, à toute transformation Ta de G correspond une transforma

tion S,1,, définie par ( 4 ) , et une transformation S^, définie par ( 6 ) , de 

l 'espace des paramètres . D'après (8 ) et ( 9 ) , on a S]
nS

]
b = S*C, et 

S^S^ = S/ . Les SJ (A — 1, 2) forment donc un groupe PA isomorphe 

[ 1 ] à G. Ph est le hlème-groupe des paramètres de G. 

Il résulte de ces définitions que les deux produi ts S „ S | et Sf S i 

remplacent un point (y) par un même point (z) tel que Ton ait 

T- = T A T > Ta. On a donc S^S^ = S? S,', c 'est-à-dire que toute t rans

formation de P 1 est permutable à toute t ransformation de P 2 [ 4 ] . 

Les mêmes formules (2 ) définissent les transformations des deux 

groupes de paramètres , suivant les rôles de variables ou de para

mètres donnés aux a et aux 6. 
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3. Différentiant ( i) et (2), en supposant les x et les c constants, 
puis éliminant les db, on obtient, pour chaque dxt\dak, une expres
sion, à priori indépendante des b, de la forme. 

(10) àxl/Oak=Zt\thl(v
,)x''L{a) (t = i , . . . , / i , A = i, . . . , / ' ) • 

Si, en général, aux uhK, on fait correspondre les Uhj tels que 
?àUhuUhj=-zkj<> et si l'on considère les zr transf. ooles 

(11) Xh=X'l^ht(x)pn Hh=I,\cLhk(a)f)làak (A = i. . ., r) , 

la réversibilité des transformations ( 1 ) et l'essentialité des paramètres 
entraînent l'indépendance des XA et la divergence des AA. 

Le système (10) est (1,6) équivalent au système 

( 12 ) A A r ; = (•/,!(*') (A = i , . . , / , * = 1 , . . . , / i ) , 

auquel sont associées les transf. ooles Y A = AA-}- XA. Les conditions 
de complète intégrabilité, qui doivent être vérifiées a priori, en 
raison de l'existence de la transformation identique donnent, ici 

( i j ) ( X A \k) = ^chkjHn ( A A A A ) = Zchkjkj, (A, A = 1 , . . . , /*). 

Les Chkj sont des constantes numériques assujetties à vérifier (I, 2) 

(l4) % + % = 0, } • (clhmCmkj-
J- CfykmCnllJ-{- CkimCmhj) = O. 

Ces résultats constituent la première partie du premier théorème 
fondamental de Lie [2, 4, 6 ] . 

Si l'on sait que les transformations (1) forment un groupe, on peut 
déterminer directement ses XA. Soit, en effet, (a 0 ) le point de l'espace 
des paramètres auquel correspond la transformation identique. Si l'on 
pose ak— a\-{- tak, (1) donne, pour x( — x t , un développement dans 
lequel le coefficient de t est, en tenant compte de (10), 2(3A£AJ(#), 
(3A — 2«£a A / (a 0 ) . Multipliant pary>M et ajoutant, on obtient 2(3AXA, 

ou les [3A sont, comme les <xk, r paramètres indépendantes. 

4. Supposons données r transf. ooles XA, indépendantes et véri
fiant (i3). En ajoutant au besoin<y — 1 séries de nouvelles variables, 
on forme (I, 4) r transf. ooles 3th, divergentes, et vérifiant toujours 
(13). Elles ont nq— r invariants communs, dont la considération 
permet [2, 4, 6] de déterminer, sur /- variables ak, r transf. ooles AA • 
divergentes et vérifiant (»3). 
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5. Le système complètement intégrable (10)-(12) définit alors n 
fonctions 

( i5 ) x', = fl(x,a), vérifiant ft(x,o) = xt. 

Résolvant par rapport au constantes xt. on obtient 

rt= F , ( .r ' ,a) , = F , ( J ? , O ) . 

Les fonctions ¥t(x, a) sont n invariants communs des A A + X A . 

complètement déterminés par la condition de se réduire aux xx pour 

(*) = (o) . 
De même, les nq fonctions Ft(x

!x,a) (i= 1,...,/*; k = o, 1, q—1) 
sont les nq invariants communs aux AA + SCA qui se réduisent aux x\ 
pour ( a ) = (o) . 

Ce résultat se rattache à la seconde partie du ier théorème fonda
mental de Lie. 

6. Si alors les XA sont divergentes, et si Ij(x) ( /1= 1, . . . . n — r) 
en désignent n — /' invariants communs distincts, on voit d'abord que 
toute transformation Ta, donc aussi tout produit TrtT&, laisse inva
riante chacune des /-variétés représentées par lj(xr) = lj(x), 
dont ( i5) fournit par suite une représentation paramétrique. Il existe 
donc r quantités ck satisfaisant aux n équations 

(16) / ,(r, c)=f[f(x,a), b] (* = i, . . . , /1). 

On voit ensuite que ces ck. solution de (16), doivent se réduire aux 
ak pour (6) = 0, et former la solution, déterminée par cette condi
tion, de 2«Ay(6) (àc/c/dbj) = x/tk(c) (A, À- •= 1, . . ., r). On en conclut 
que (16) admet une solution 

( 1 7 ) ck=gk(a,b), ak=gk(a,o) ( k = 1, . . . , /•), 

et que par suite les Ta forment un groupe dont (17) définit les deux 
groupes de paramètres [ 6 ] . 

7. Si les XA ne sont pas divergentes, chaque système xt = Ft (x'h, a) 
définit une transformation T*. Soit fëft l'ensemble des T a . On voit, 
comme au n° 6, que pour (c) défini par (17), on a ©flt5ft=

 C&L, donc, 
pour chaque k, et en particulier pour k — o, T « T 6 = Tc [6 ] . 
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8. Si B A = 2 (3A* (b) dj dbk désignent/' transf. ooles autres que les AA, 
mais divergentes et vérifiant aussi ( i3) , on démontre [6] que 
les a3 sont des fonctions cp,(6) formant une solution du système 
B A « / - = othj (a). Donc les AA sont les transformées _des BA par un 
changement de variables. 

On a donc le résultat suivant, qui réunit la seconde partie du 
premier théorème et le second théorème de Lie : A tout système de 
r transf. ooles \/<, indépendantes et vérifiant ( i3) , correspond une 
infinité de r-groupes de transformations, qui ont tous les mêmes 
groupes de paramètres à un changement de paramètres près. 

Ce résultat constitue le second théorème fondamental de Lie. 

9. Dans le cas d'un seul paramètre, le système (10)-(12) se 
réduit à 

(18) dx'Jda^ (•,( .r') [a ( a ) ] " 1 ou kx[= lt(x'), A = oL(a)d/da. 

Inversement, étant donné X = 2E/(#)ytf/, on peut prendre A arbi
traire. Le système (18) associé à A + X a une solution 

(19) x', = ft(^a) fl(x,o) = xl 

Les transformations (19) forment un groupe. Son groupe de para
mètre est donné par c=g(a, b), fonction déterminée par cc(b) 
dcjdb = a (c ) , g(a,o) = a. Si l'on remplace A par T = dfdt, le 
système associé à T -f-X est dx\\dt = ^t(x

f), dont la solution est (1,1) 
x\=el*x%% Le groupe de paramètre est donné par tv-=g- (u. p), 
fonction déterminée par dw\dv = 1, g (u, o) = u, soit w = u -f- v. 
Le changement de paramètre qui ramené le groupe à cette forme est 
donné par l'intégration de dajdt = a(a). Le paramètre t est dit 
canonique. Il lui correspond la forme canonique des transformations 
du 1-groupe engendré par la transformation X, que je représenterai 
par {X}. 

Ces résultats peuvent s'obtenir directement [2, 4 ] . 

10. Soit G un groupe dont les transformations (1) vérifient (10)-
(12), et ( a ) le point de l'espace des paramètres correspondant à la 
transformation identique. On peut déterminer r fonctions a'h = yh{ t), 
<pa(o) -— ah, de manière que les Ta, de G parcourent un i-groupedont 
t soit le paramètre canonique. Exprimant que l'expression de dx\\dt 
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dépend de (xr) seul, on voit que (a') constitue la solution, se réduisant 
à ( a ) pour t = o, de dàtJdt=^là\h^hk{ci')^ soit au = etxak,A. = 2XAAA. 

Alors on a dx'Jdt = 2 ^ ^ ( ^ ) , en sorte que les Ta> ainsi obtenues 
parcourent le i-groupe { X j , où X -= 2X/ 4 \A . 

Dans l'expression des aly, la variable t ne figure que par les pro
duits \]Lt. Si l'on pose 1ht = <?h* on a donc 

<20) a\=tyk(e,a) tyk(o,a) = ak (k = i, . . . , r), 

et les transformations de { X } ont la forme 

(01) Xi = eiLth\hXi = eYteh\kXl' 

on voit qu'il y a, au voisinage de la transformation identique, corres
pondance biunivoque entre les transformations Ta,, définies par ( i) , 
et les Se. définies par (21). Quand (e) décrit une droite issue de(o) , 
de coefficients directeurs lh, Se parcourt le i-groupe j 2 / A X A } . Les eh 
sont dits paramètres canoniques, et (21) est la forme canonique des 
transformations de G. Ce groupe sera désigné par {X,, . . ., Xr j . 

11. L'espace à r dimensions des points (e) de coordonnées eh sera 
dhespacedesparamètres canoniques. L'espace àr— 1 dimensions des 
points [e] de coordonnées homogènes eh sera dit espace homogène 
des paramètres canoniques. Au voisinage de l'origine, il y a cor
respondance biunivoque entre les transformations de G et les points 
du premier, entre les 1 -groupes de G et les points du second, ou les 
droites du premier issues de l'origine. 

12. On peut donc considérer l'expression ex, A = 2#AXA comme 
le symbole d'une transformation finie, mise sous forme canonique, 
du groupe j X1? . . . . X r } . D'après le second théorème de Lie, si les 
conditions ( i3) sont vérifiées, le produit de la transformation ex par 
la transformation eB ( B = 26AXA) est une transformation eL. où 

C = 2CAXA, ch = gh{a, b). 

Il en résulte qu'on peut démontrer le second théorème en établis
sant directement l'existence des fonctions CA telles qu'on ait exeB=ec. 
C'est ce qu'a fait Poincaré [22]. Il part de l'expression exe,B considérée 
comme fonct ion/( i ) , vérifiant, aux termes près de l'ordre de dt*, la 
relation 

/ U + r f O = / ( 0 ( i + BdO, 
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d'ailleurs équivalente à f(t) = Bf(t), qui, a v e c / ( o ) = e A , déter
mine complètement cette fonction. Or il est possible de trouver une 
transf. cole C = 2CAXA, dépendant de t, telle que la fonction ec 

de t vérifie précisément la relation définissant/(£), c'est-à-dire 

(22) ec+di> = ec(i + Kdt), dC = C'dt. 

Cette possibilité résulte d'un théorème général : soit D une com
binaison linéaire quelconque 2^AXA, et Vune transf. oole quelconque, 
non nécessairement combinaison linéaire des XA, mais vérifiant les r 
conditions 

( X A V ) = S / A * X * , OU X A V = V X A + 2 / A * X * . 

On en conclut 
DV = VD -h XgkXk, gk= Zfhkdh, 

ou, symboliquement, 
DV = (V-hf)D, 

f D désignant la transf. oole déduite de D en opérant sur ses coeffi
cients la substitution linéaire de matrice ( / M ) . On voit, par récur
rence, que 

(23) DV« = (V-+-f)"D. 

Effectuons alors, à t2 près, le calcul de 

c v + / D = 2 _ l ( V - | - f D y « . 

ni ' 

A cette approximation, on a 

V -f- tDy = V" -+- tL'i ' V"-*-1 DV*= V -h *2g-' V"-*-' (V H- f)*D. 
Le coefficient de t peut s'écrire 

(V + f ) - V *(n-k)\kl r • 

C'est le produit par ni du coefficient du terme en xn~~] dans le 

produit.de deux séries de terme général respectif—^- et - L - xb~-i
y 

dont les sommes respectives sont eWx et -—— • 

On a donc finalement, à t2 près, la formule, constituant le théorème 
annoncé, 

(24) ev+ 'D= ev (i + f Î J Z I D ) . 

http://produit.de
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Remplaçant V par C, t par dt, et D par C=—> on voit que (22) 

sera vérifié si l'on définit les coefficients de G par les équations diffé
rentielles représentées par 

<25) —-— C' = B, avec G = A pour ¢ = 0. 

Les r équations différentielles obtenues en égalant les coefficients 
de X h . . ., X r dans les deux membres sont linéaires par rapport aux 
dérivées ch, les coefficients de chaque f C se déduisant de ceux 
de C par la substitution linéaire fA, dont les coefficients sont fonc
tions connues des constantes de structure et des coefficients de C. 

On démontre d'ailleurs, dans le cas général d'une transf. oole quel
conque V, que, si êF ( f) désigne une série entière en ( dont la somme 
est une fonction entière, les coefficients de la transf. oole &* (f)D, 
linéaires par rapport aux coefficients de D, sont des fonctions entières 
des fhk. Ici les ftk sont 2CAI/*C/. Les coefficients des dérivées cr sont 
donc fonctions entières des fonctions c [22, p. 239). 

Si, après intégration de (a5), on fait t = 1, on obtient C tel que 
e * e D = e c . La détermination des coefficients c/t par des fonctions 
gh(a, b) fait connaître, sous forme finie, les deux groupes de para
mètres (II, 2) . 

En général, si &* ( f) et £j (f) désignent deux séries dont le produit 
est 1, les deux relations 

# ( | ' )T = U, T = $( f )U 

sont équivalentes. Le système (26) peut donc s'écrire 

r/ — L R (26) 
eï-

13. Il peut exister des groupes dont les transformations forment 
plusieurs ensembles distincts à r paramètres, tels que deux quel
conques de ces ensembles ne puissent, d'après leur définition même, 
et indépendamment de leur représentation, avoir aucune transforma-
lion commune. Ainsi, dans l'espace euclidien à 3 dimensions, le 
groupe des transformations qui conserve les distances mutuelles de 
tous les points contient l'ensemble des déplacements et l'ensemble 
des déplacements suivis d'une symétrie relative à un plan. 



l4 M. P0TR0N. 

Celui de ces ensembles qui contient la transformation identique 
constitue un r-groupe continu G, engendré par r transf. ooles XA, dont 
toute transformation appartient à un des i-groupes { 2 ^ A X A J . Chacun 
des autres se compose des produits des transformations de G par une 
transformation arbitraire de l'ensemble considéré. Et toute transfor
mation du groupe total transforme G en lui-même. 

Un groupe ainsi constitué est dit complexe. Le r-groupe continu 
qu'il contient en est dit le noyau. [4, p. 120]. 

CHAPITRE III. 

LE TROISIÈME THÉORÈME FONDAMENTAL. LA STRUCTURE DES GROUPES. 

1. Désignons par (C) les conditions (i4) du Chapitre II. Étant 
donnés r3 nombre Chkj vérifiant les conditions (C), il existe r transf. 
ooles XA indépendantes, vérifiant les conditions [dites de struc
ture) 

(1) ( ^ \k) = Itc/lk/XJ, 

et par suite un r-groupe admettant ces r{ nombres pour constantes 
de structure. C'est le troisième théorème fondamental de Lie. 

On voit d'abord que les transf, ooles A A — 2 «A/, (e) djàek du premier 
groupe de paramètres canoniques d'un groupe G sont complètement 
déterminées parles Chkj. Posons en effet, pour les transformations 
Se [II, 19, (21)], eh= ht, et s o i t y = F ( j ? ' | , ...,x'n) une fonction 
quelconque. Si t varie seul, Se parcourt { 2/AXA} (II, 10), et l'on a 

(2) r)y'làt=ZlhX'hy'. 

Si les lh varient seuls, comme on a (II, 3) 

dxJàlk=U)x'tlàek=2Sht(x
,)fà*(l, t),/"*(', t) = tz»*(lt), 

on en déduit 

<3) oy/àik=2/»*\'hy. 

Égalant les deux expressions d2y'jdtdlk et tenant compte de l'indé
pendance des Xy, on obtient 

<4) 0fi*/àt=*,t+2Chj/**. Ch/ = Zchmjlm. 
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Pour chaque k, (4) définit complètement / fonctions fJk s'annulant 
avec t, admettant le développement 

(5) f'k=zrE/kmf», E,*, =•,*, 2Ey*2= Gkj, 
m Ejkm = 2 C*A EA /,m-\ • 

On voit que EyAm est homogène de degré m — i par rapport aux /A-
Les développements (5) étant convergents quel que soit t, ceux 
qu'on en déduit pour a1' —ffl\t se présentent comme des séries 
entières, partout convergentes, par rapport aux e^ En conséquence, 
les oLhk se présentent comme quotients de deux séries partout conver
gentes [3-8-9]. Les zéros du dénominateur, qui représente | <xhl |, sont 
donnés [11] par 2ckj/tej— ± 2nm:Ehk(n — 1 , 2 , . . . ). 

La démonstration de 11-12 permet d'obtenir immédiatement les 
séries représentant les ahl. Si l'on remplace a par e, c par e', on a les 
transformations du groupe des paramètres canoniques 

e\= gt(e, b). 

On sait (II, 10) que, si l'on remplace b par bt, on a 

Or le système différentiel obtenu 

— = —f_B B = gf—i dC 
dt e\

} j f dt 

a précisément cette forme, et met en évidence les «A, OU les (xhl. Les 
zéros des dénominateurs des «A/ correspondent aux cas ou la substi
tution f, dont les coefficients sont ici flk=1clk,ej, se réduit à la 
similitude de multiplicateur inin. 

2. Or, si les Chk/ qui figurent dans (5) vérifient le§ conditions (C) , 
les AA que l'on en déduit vérifient les conditions (1) de structure. 
Ces conditions sont en effet équivalentes aux équations, dites de 
Maurer [3 , 4. 10], 

(6 ) ()zmJ\<)ek— àx'nt/de, — Z2c,Am OL'J xltk = o. 

Si l'on multiplie par t2, le premier membre de (6) devient 

\mjk= àfnJlàh - àf»*làlj - VZclhmfijhK 
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On voit que les Vmy* s'annulent avec t, et que, par suite de (4) et 
(C) , on a dV,tlJkldt = 2CA,»VA,*. Donc, quel que soit t, \mjk=o, 
et (6) est vérifie [3, 4, 8 ] . Tout système de r J constantes Chkj ^ r i -
fiant (C) est dit constituer une structure de groupe. 

Le fait que les AA vérifient les relations de structure résulte aussi 
immédiatement de 11-12. Si en effet nous désignons maintenant 
par XA les transf. ooles 2ot/u(x)p,, les transformations xl==g,(x, a) 
qui forment un groupe, peuvent s'écrire xt=eKx,, A = 2«/ ,XA. Si 
donc B = 26AXA, on a 

exen=eci C = 2c/X;, cj = g,(a,b). 

Si Cm désigne la partie de C qui est homogène de degré m en a et 
b, cette relation donne 

2 G ! = A « + B S 4 - 2 A B - ( A + B ) S = (A B) = X2ahbk( Xh X* >. 

Or, il résulte de la formation des fonctions g, (II, 12) que leurs 

termes du second degré sont -22c/,Aya/,6*. On a donc 

2 C 2 = SSECA^yflA&vX,. 

La comparaison des deux expressions de C2 démontre le théorème 
[Cf. 22, p. *35]. 

3. Pour que, dans un groupe G = { X,, . . . , V j . s transf. ooles 
indépendantes Yy = 2ay/tXA engendrent un groupe H, il faut et suffit 
que l'on ait, comme conséquence de ( i ) , (Y, Y-*) = 2rf^,Yy. La 
forme canonique des transformations de H, 

(7) x, = e^r,xt = e^/.X/., eh = Zajhf, 

montre que, dans l'espace des paramètres canoniques de G, les points (e) 
des transformations de H forment un s-plan (variété linéaire à s dimen
sions). Si les paramètres ne sont pas canoniques, a touts-sous-groupe 
de G correspond une variété totalement géodésique [12] de l'espace 
des paramètres. 

4. Soit T un changement de variables, que l'on peut considérer 
comme une transformation ponctuelle, faisant, à tout point (x), cor
respondre un point (y). A toute transformation S r , portant (x) 



LES GROUPES DE LIE. 17 

en {x'), correspond, par T, une transformation ST portant ( y ) , corres
pondant à (x), en (y'), correspondant à {x'). Cette transformation 
S j = T - 1 S r T est dite transformée de S., par T. 

On voit [4] que, si S r parcourt j X j . S r parcourt {Y}, où 
Y"= 2(Xy l)qr /, les deux transformations correspondant d'ailleurs 
aux mêmes valeurs du paramètre t. Il existe toujours un changement 
de variables transformant X en Y = qn, et par suite les transforma
tions de { X j en les translations y\ = y\ (i^é n), y'n = yn -f- t. On en 
déduit que toute transformation de { X, j est permutable à toute 
transformation de { X2} toujours et seulement si (X, X2) = o. 

o. On dit que { X j appartient à la famille linéaire des r i-groupes 
indépendants ! XA j lorsque X = 2#AXA. Soit Y la transformée de X 
par une transformation quelconque d'un i-groupe {T j , pour que { Y } 
appartienne toujours à la famille linéaire des {XA}, il faut [4, p. ig3] 
(T XA) = 2c/lkXk (les Chk étant des constantes). Celte condition suffit 
pour que l'on ait, quel que soit le paramètre t de la transformation 
de { T } , Y -= le'hXh, les e'h=fh(t) définies par 

(8) de'fyj It = S r u e ' / ( = eh(e'), / i ( ° ) = «A (A = i, . . . , r ) , 

(9) e'h = e'*eh, E = ^k{e)dj)ek. 

Tout i-groupedela famille linéaire des ! XA} correspond à un point [e] 
de coordonnées homogènes e^ Les formules (9) représentent des 
transformations, formant le i-groupe {E}, de l'espace de ces points. 

On peut donc écrire, en employant le symbole exponentiel d'une 
transformation finie, 

e - / T e x e / T = = e Y j y = e'**, 

en représentant (II, 12) par $EX, la transformation obtenue en 
opérant, sur les coefficients de X, la substitution linéaire 

\eh tJLchjej\ 

[ C / . 2 2 , p. 242]. 

En particulier, pour que la famille linéaire des {X^ } soit inva
riante par rapport aux transformations d'un quelconque de ses 
1-groupes, il faut et suffit que (XA XA) = 2cA/yXy, donc que les XA 
engendrent un r-groupe G. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N» 8 1 . 
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6. Encecas ,pourX=:2/AXA,ona(X Xk)=lckjXj,ckJ-=2fhChkj. 
Les formules (8)-(9) deviennent 

(10) de'jjdt = ij(e') = 2fhehj(e'), ehf(e')= Vckhje'h, 
(11) eh = e<*eh, E = S//4EA, Eh=2*h,(e)àlder 

Ainsi, à toute transformation T de G correspond une transforma
tion S, linéaire et homogène, représentée par (11). Or il résulte des 
conditions (C) que (EA, EA) = 2>ChkjFr Les transformations S forment 
un groupe A, dit groupe-adjoint de C [4, p. 214]. Comme on a 
toujours 2<?AEA=<>, les EA ne sont jamais divergentes. 

7. Les points [e\, correspondant aux i-groupes de G, sont trans
formés entre eux par S. Mais les coordonnées homogènes de [e] ne 
sont déterminées qu'a un facteur près, c'est-a-dire a une transforma
tion près de {E0}, ou E0 = 2 ^ ^ / ( ^ - Les transformations [S] qui 
montrent comment les transformations T de G permutent entre eux 
les points [e] ou les i-groupes de G s'obtiennent donc en considérant 
les variables comme homogènes dans {E0, A j . 

8. Soit H, que l'on peut toujours supposer être j X, , . . . , X, j un 
^-sous-groupe de G. Les points [ P ] des 1-groupes de H forment le 
{s — i)-plan [P] défini par e y = o ( / — s + 1, . . ., r ) . Pour que les 
1-groupes de H soient permutés entre eux par toute transformation 
de G, il faut et suffit que l'on ait 

(11) ( X I X A ) = S 4 , C I A / X , ( Ï = I , . , r ; * = i , . , s). 

Le plan [p \ est alors invariant par toute transformation de | E0, A}, 
et H, transformé en lui-même par toute transformation de G, est dit 
invariant ou normal dans G. 

9. En ce cas, on a chkj=o (j>s, h ou k^s). Il résulte alors 
des conditions (C) du groupe G que les (r — sy nombres 
Chki (A. A', / , — s -f- 1, . . ., r ) vérifient des relations de même forme,-
et déterminent par suite la structure d'un ( r — s)-groupe. Un groupe 
de celte structure sera dit groupe quotient de G par H, et repré
senté par G | H [4] . Si H, normal dans G, est contenu dans un 
groupe R, lui-même normal dans G, alors K | H est normal dans G| H. 
Quand un lel groupe K n'existe pas, H est dit normal maximum 
dans G. 
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.Un r-groupe G qui ne contient normalement aucun ^-groupe 
( o < ^ < r ) est dit simple. Quand H est normal maximum dans G, 
G |H est simple [3 , 4 ] . 

10. Soit G, un regroupe normal maximum dans le r0-groupe G0. 
La série des /vgroupes G* (k — o, 1.2, . . . ) dans laquelle Gk est 
normal maximum dans G*^ est une série normale de composition 
de G0. Chaque diviseur normal maximum de G0 est point de départ 
d'une telle série. On démontre [3 , 4, 13] que, dans les diverses 
séries normales, les groupes-quotients G^i | GA, tous simples, pré
sentent les mêmes structures à Vordre près. 

11. Si G = { X, , . . ., X r j , et si l'on poseX^A = (Xfl XA) = 2caA7Xy, 
comme on a (Xab X,/) = lcauhCllhXhk<) et (XA Xab) = 2cabjXhj, 
les Xab engendrent un groupe G', normal dans G, dit groupe dérivé 
de G. 

Si G'— G. G est dit parfait. Si G ' < G, la suite G, G', G", ..., 
dont chaque groupe est dérivé du précédent, s'arrête a un /^-groupe 
parfait. Si rk =0, on peut [3] choisir les XA de manière que Xj , 
. . ., Xy engendrent toujours un /-groupe normal dans j Xt, . . ., X,, 
Xy^, j . G est alors dit intégrable. Il l'est toujours et seulement s'il 
ne contient aucun 3-groupe simple [14]. 

Si G n'est pas intégrable, et s'il ne contient normalement aucun 
groupe intégrable, il est dit semi-simple. Il est alors [10], pioduit 
direct [1] de groupes simples. Si G contient normalement des sous-
groupes intégrables, ceux-ci sont tous contenus dans un sous-groupe 
normal intégrable H, et G | H est semi-simple [10]. 

CHAPITRE IV. 

ISOMORPHISME. 

1. Les constantes de structure de G = { X4, . . . , X, } dépendent du 
choix des XA. Si (XA XA.) = 2cA>taX«, Xh = llhkXk, \lhk\^é o. on 

* (Xi Xy) = 2cUXm> a v e c 

( i ) ^lmaC'ljm=2^2^lihljkChka (l, / , a = I, . . . , r). 
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Les systèmes de constantes ainsi déduits les uns des autres définis
sent un même type de structure. Pour que deux groupes G et G' 
appartiennent au même type de structure, il faut donc et suffit qu'ils 
aient le même nombre de paramètres essentiels, et que l'on puisse 
choisir leurs transf. ooles génératrices de manière qu'ils aient mêmes 
constantes de structure. 

S'il en est ainsi, G et Gf ont le même premier groupe de para
mètres canoniques (III, 1). On peut définir, entre les transformations 
des deux groupes, une correspondance biunivoque, dans laquelle 
deux transformations correspondantes Ta, T'a répondent à un même 
point (a) de l'espace des paramètres canoniques. Alors T„T6etT r tT'6 

répondent à un même point (c), et par suite se correspondent. Ainsi 
deux groupes appartenant au même type de structure sont (holoê-
driquement) isomorphes [1, 4]. 

Inversement, on peut toujours, par un choix convenable des para
mètres, donner à deux groupes isomorphes le même groupe des 
paramètres. Ils ont alors (II, 2, 3) même structure. 

2. Soit G ^ j X ^ . . . , X 7 } , ayant les clkh pour constantes de 
structure, e tG ' .= { X n . . ., X;} (s<r). Si l'on peut former r com
binaisons Yh = ï/hmX!in, vérifiant (Y, Y*) •= IclkhYh.je dirai que G' 
se rattache au type de structure de G. Si, à 2e/tXh de G, on fait 
correspondre 2ehYh de G', on démontre [4] que G contient r — s 
transf. ooles indépendantes, à chacune desquelles correspond o 
dans G', et qui engendrent un ( r — s)-groupe H normal dans G, 
G | H ayant la structure de G'. On voit ensuite [4] que l'on peut 
donner aux groupes de paramètres de G' et G [ H une même forme P ' 
définie par 

O) ct=gt(ai9 ...,a„bl9...,b<) ( Ï = I , . . . . *), 

et en même temps, au groupe de paramètres de G, une forme P 
définie par (2) et 

( 3 ) ck= gk(ah . . . , an 6,, . . . , br) (k = 5-+-1, . . . , r). 

Si l'on considère comme correspondantes deux transformations T'a, 
Ta ayant les mêmes s premiers paramètres, cette correspondance est 
conservée par la multiplication. A T correspond l'unique T', mais 
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à T' correspond tout le complexe HT. G' est alors-dit mèrièdrique-
ment isomorphe [4] ou homomorphe [1] à G. 

3. Si, entre les r transf. ooles EA du groupe-adjoint A du groupe G, 
vérifiant toujours (III. 6) les relations de structure de G, il existe 
exactement r — s relations 2/7AEA = o ( / = I , . . ., r — s), entraî
nant 2ljhChki = o, les- Yy = lljhXh engendrent un ( r — s)-groupe C 
normal dans G. Or on voit que (Yy, Xk) — o, quels que soient / et k. 
Donc toute transformation de C est permutable à toute transforma-
lion G. Les transf. ooles de C sonl dites transf. ooles distinguées 
de G. C est dit le central de G [ 1 , 2, 4 ] , et A =z G | C. 

4. Le cas ou un groupe de transformations ponctuelles laisse 
invariante une variété fournit un autre exemple d'homomor-
phisme. 

Dans l'espace à n dimensions, une m-variété (à m dimensions) V a 
en général les deux représentations équivalentes. 

(1) # ,= / , (« , , . . . , um) (i= i, . . . , n), 

(5) Fy(a?,, . . . , ar„) = o (/ = i, . . . , n — m). 

Pour que V soit invariante par les transformations de {X}, où" 
X = 2%i,(x)pl, il faut et suffit [4] qu'il existe, sur les uk% une 
transf. oole U telle que l'on ait, en vertu de (4) , U #, = £,(#); ou 
encore que l'on ait, en vertu de (5), XFj(x) = o. 

Pour que V soit invariante par toule transformation de 
G = {X,, . . . . X, }, il faut et suffit que les conditions précédentes 
soient remplies pour chacune des XA. On ^ oit alors que les UA vérifient 
les relations de structure de G, et par suite engendrent un groupe R 
qui appartient ou se rattache a la structure de G. suivant que les UA 
sont indépendantes ou non, et qui représente l'action de G sur les 
points de V. On voit, comme précédemment, que, si H désigne le 
diviseur normal de G qui stabilise chacun des points de V (stabili
sateur total de Y), o n a K = G[H. [2, 4 ] . 
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CHAPITRE V. 

ÉQUATIONS DE DEFINITION. ORDRES DES TRANSF. QOLE8 EN UN POINT. 

1. Soit pk (p0= n) le nombre des dérivées distinctes d'ordre k 
de n fonctions f(xh, . . ., x,x, aK, . .., a, ) par rapport aux variables 
x{. . . . , xn. Soit l?k = p0-{-pi -+-. . .+/>*, pk le rang de la matrice 
fonctionnelle de ces P* fonctions par rapport à a,, . . ., a,. On sait 
[4 ] que, si ces r paramètres sont essentiels, PA croît avec k, et atteint 
r pour k = m, La dérivation, jusqu'à l'ordre m -+-1, des n équations 

(O x'i=fi(xi, ..., xn, a}, ..., a,) (i= i, . . . , n) 

donne P„, H équations. Par élimination de ^ , . . ., a,, on obtient 
Pm — r équations de forme quelconque entre les xn les x\ et leurs 
dérivées jusqu'à l'ordre m [système ( I ) ] , puis pin+\ équations expri
mant les pm+.\ dérivées d'ordre m -\- i des x\ en fonction des précé
dentes et des xL [système ( H ) ] . Si l'on considère comme fonctions 
inconnues les x\ et leurs P m — n dérivées jusqu'à l'ordre m, (I)-(II) 
est un système mixte complet (I, 7) à P,„ fonctions inconnues et 
Pm — r équations finies. 

2. On peut opérer de même en partant des n équations 

(2) 5i = £ | a / * U i ( ^ l ï •••> xn) (l = I, . . . , / i) . 

Les systèmes (F) et (II') alors obtenus sont linéaires et homogènes 
par rapport aux £t et à leurs dérivées. 

3. Si ( i ) représente les transformations finies d'un groupe 
G = {X„ . . . , X / Î . X A = 2 E A , . ( ^ ) ^ , (I) et (F), dont (II) et (IF) se 
déduisent par dérivation, sont dits respectivement systèmes des 
équations de définition des transformations finies et des transf. 
ooles de G, (F) est dit aussi système des équations de définition 
deG[% 4, 12]. 

On voit [4] que si, dans (I) , on remplace x\ par xt-\-t%t, et si, 
dans chacune des équations ainsi formées, on annule le coefficient 
de t, on obtient (F) . 

4. U peut arriver qu'un système (T) ou (F) détermine des trans
formations finies ou transf. ooles formant un groupe; mais qu'ils ne 
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soit pas possible d'obtenir un système (II) ou (IF) résolu par rapport 
à toutes les dérivées d'un certain ordre. Le groupe ainsi défini est dit 
continu infini [17. 18]. 

Dans tous les cas, si les transformations du groupe sont représentées 
par x\=Vi(x\, . . . . xn)s le système (I) peut être mis sous une forme 
canonique, dite forme de Lie [18], dans laquelle l'équation de rang / 
a la forme Fy[y<, . . . , yn\ = Fj[x,, . . . , xn], F y [ j 1 , . . . , yn] 
désignant une fonction numérique de n variables yk et de leurs 
dérivées jusqu'à un certain ordre par rapport à n variables xL. Le 
second membre désigne par suite ce que devient cette fonction pour 
yk= xk (k=i. . . . , n). C'est donc une fonction numérique 
Jj\X\, . . . , xn). 

Lorsque les équations de définition sont données sous une forme 
quelconque, pourvu que leurs deux membres soient des polynômes 
en les yk et leurs dérivées, la réduction du système à la forme de Lie 
n'exige que des opérations rationnelles [16, p. 4 2 1 ] -

On peut aussi mettre le système (I) sous une des forme dites de Medo-
laghi. Dans la première, le second membre de l'équation de r a n g / est 
la fonction/y(y, , . . /, yn ) donnée par la forme de Lie; et le premier 
membre est une fonction Ky des fonctions fk{x), des yk et de leurs 
dérivées. Dans la seconde, le second membre reste fj(x), comme 
dans la forme de Lie ; le premier membre est une fonction Ly des fk(y), 
des yk et de leurs dérivées. 

Le système (F) peut aussi [16, p. 4^5] être ramené à une forme 
canonique, dite forme d'Engel [17, § 3] . Dans l'équation de r ang / , 
lest, ont pour coefficients respectifs dfJ(x)jdxl, et leurs dérivées ont 
pour coefficients des fonctions des fk(x). 

Si l'on transforme le groupe G par un changement de variables 
| x, gi(Xi, . . . , # , , ) |, pour avoir, relativement au nouveau groupe les 
formes de Medolaghi ou d'Engel des équations de définition, il suffit 
de remplacer partout fk(x) par des fonctions lk(x) définies de la 
manière suivante : lk(x) est ce que devient le premier membre LA de 
l'équation de Medolaghi (seconde forme) quand on y remplace 
partout y h par gh(x) (A = i, . . ., n) [16, p. 427]. 

5. Une transf. oole quelconque de G = {X I , . . . , X , } , soit 
X = 2AAXA, est d'ordre > o au point (x) (I , 1) si l'on a o = 2X£AI(#) 
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( Ï = Ï , . . . , AI). Désignons ces équations par (E 0 ) . Soit (EA) le sys
tème obtenu en dérivant (EA_, ) par rapport aux xt, et rk le rang de la 
matrice des coefficients des lh dans l'ensemble (&k) des systèmes (E 0 ) , 
( E ^ , . . ., (EA) . Il existe (I, 4; V, 2) un entier m tel que rm=r, 
et rA< r pour k < m. Comme les transf. ooles d'ordre J> k sont déter
minées par (&k-\)<> on voit que G contient exactement r—r*_< 
transf. ooles indépendantes d'ordre > k dont toute transf. oole d'ordre > A 
sera combinaison linéaire, et qu'il n'y a aucune transf. oole d'ordre > m. 
Il y a exactement r0 transf. ooles indépendantes d'ordre o et r*— />_, 
d ordre k (k = i, . . . , /??), dont aucune combinaison linéaire n'est 
d'ordre plus grand [2, 4 ] . 

6. La seule connaissance du système (F) des équations de défini
tion permet de trouver ces nombres. Soit en effet, dans (F), sk le 
rang de la matrice des coefficients des dérivées d'ordre k, k-+-1, . . . , m . 
On voit [4] que, dans l'intégration du système mixte, les /'constantes 
arbitraires sont les valeurs initiales de : pm — sm dérivées d'ordre m; 
P* — Sk-hs*+i dérivées d'ordre k ( = m — \, . . . , i ) ; n — N + sh 

( N = P m — r) fonctions H. On voit que ces divers nombres sont 
précisément ceux des transf. ooles indépendantes d'ordre m, k 
(=rn — i. . . . , i ) , o. 

S'il n'y a qu'une variable, (F) se réduit à une équation différen
tielle d'ordre r. G contient donc une transformation et une seule 
Xh=zxàp-±- . . . pour chacun des ordres A = o , i . . . . , r — i . 
Comme (XA Xk) = (k — h)xh+(^p -+-. . ., il faut h + k< r, ce qui, 
pour A = k: —i = r — 2, donne r < 3 [4, p . 36g]. 

7. Si k est > o, l'alternée de deux transf. ooles d'ordre >k est 
d'ordre >k. Donc G contient un sous-groupe G* dont toute transf. 
oole est, au point considéré, d'ordre >k. En particulier G, est formé 
de toutes les transformations de G qui fixent ce point. Il en est dit le 
stabilisateur. 

Pour m > 1, Gm est abélien; et pour A > £ > i , GA est normal 
dans G* [4]. 

8. Soit a le rang ordinaire de la matrice des Xh. On peut supposer 
X<... . ,X r t divergentes, et Xa+jz=1aJjh(x)Xh. Le stabilisateur de (x°) 
est le(r — a)-groupe G? engendré par les X; = Xfl+y — 2 / ^ ( ^ ° ) Xh. 
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On voit, en tenant compte de l'indépendance des XA (A = i, . . . , r ) , 
que les points (x) ayant pour stabilisateur G? sont définis par 

(3) f;h(x)=fjh(x») (/ = i, . . . , r — a\ h = i, . . . , a). 

Les points voisins de (#°), définis par (3), se confondent avec (x°) ou 
forment une {n—s) variété contenant (x°) suivant que la matrice 
fonctionnelle des/yA est de rang nous <in. Suivant les cas, le groupe 
est dit asystatique ou systatique. La variété totalement stabilisée 
par G? est dite variété systatique [2, 4 ] . 

CHAPITRE VJ. 

EQUATION CARACTERISTIQUE 

1. S o i t X = 2eAXA une transf. oole de G = { X 4 , . . . , X , j . Une 
autre transf. oole Y = 11hXh telle que (X Yr) = sY est définie par 

( i ) Z C A ; X A = S X ; , Ckj = 2c/lkjeh ( / = 1 , . . , r). 

Pour que Y existe, il faut et suffit que s soit racine de 

(2) o = A(0 = |«*/*-C*y | . 

Suivant que X est une transf. oole déterminée, les eh étant donnés, 
ou que X parcourt les transf. ooles d'un sous-groupe H de G, les eh 
étant liés par r — s relations, ou que X parcourt les transf. ooles de G, 
A (s) esl dit déterminant caractéristique relatif à X., H, ou de G. 
L'équation (2) est dite équation caractéristique relative à X, H, 
ou de G. 

2. Si Ton pose A(s) = 2', (— 1 )h^h{c)sr~h, les ^A (e) sont inva
riants du groupe-adjoint A [12, p. 27], dont les transf. ooles sont 
précisément Ek=2Cijd/dej. Si q [<r — 1 (III, 6 ) ] est le rang de 
| CA^I = A(o), &(s) a au moins r — q racines nulles, et A exactement 
r — q invariants distincts. Le nombre A des fonctions tyh(e) distinctes, 
c'est-à-dire le rang de leur matrice fonctionnelle, est dit le rang 
de G. Il est au plus égal [4] au nombre des racines nulles de A(s). 
Si A(s) = sr, G est dit de rang o; tous ses 2-sous-groupes sont alors 
abéliens [4 ] . 
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3. Si G est de rang k, toute transf. oole ordinaire X1 de G appartient 
à un /r-sous-groupe K ^ j X , , , . . . , XA} de rang o, maximum de 
rang o dans G. Soient st(i = o. 1,2, . . .; 50==o), de multiplicités 
mt (m0= k), les racines du déterminant caractéristique de G 
relatif à K. Il existe, dans G, r transf. ooles indépendantes X ty 

( / = 1 , . . . , m , ) vérifiant (X, X,y) = 2{ - 1 CAXAy + s,X ly. Les X,y 

constituent la forme réduite de G relative à K. Les mt X,y 

et leurs combinaisons linéaires sont dites appartenir à st. Si 
&(sa-+-si,) ^ o , o n a (Xrty Xbk) = o. Si s r t + sb = st, (Xaj X.bk) appar
tient à st. De plus, s i s a - h S À = o , les racines du déterminant carac
téristique relatif à (Xa/ XAA) sont sa et des produits de sn par des 
nombres rationnels [12] . 

4. Si G est semi-simple (III. 11), son rang k est égal au nombre 
des racines nulles de A(s); et K est abélien. Les racines ^é o du A(s) 
relatif à K sont simples et opposées deux à deux. Si si,.= — s a , 
(Xa XA) = Ya, qui est dans R, est dite associée à sa\ X.a, XA et Ya 

engendrent un 3-groupe simple [12, p. 55]. 

A tout couple sa, si, est associé un entier nab, pouvant être nul, tel 
que k(sa-hpsb) — o pour tout entier p non extérieur à o — n„b. Le 
remplacement de chaque sa par sa-\-naish et de chaque Ya par 
Y « + n,a Yt opère, sur les sa et Y,,, une substitution S,, dans laquelle 
l'association est conservée. 

Tout système de m racines sa (a — i, ..., m) détermine un 
m-système de m2 entiers nab (#? 6 = 1, . . ., m). Les Y„ sont indé
pendantes (ce qui suppose m^k) toujours et seulement si | nab\ ^ o; 
les sa sont alors dites indépendantes. Une racine quelconque st est 
dite fournie par le m-systeme d'entiers quand elle remplace une 
des sa dans une des substitutions du groupe S = { Si, . . ., Sm}. Deux 
m-systèmes d'entiers sont dits équivalents quand ils fournissent les 
mêmes racines [12, p. 60]. 

Un système de m racines sa, ou le w-système d'entiers nab cor
respondant, est dit simple, lorsque, pour tout couple sa, Sb, on peut 
former une suite de racines, commençant à sa et finissant à SA, telle 
que l'entier de deux racines consécutives soit toujours ^ o. 

Il y a toujours un /r-système d'entiers, dit fondamental, fournis
sant toutes les racines du A(s) relatif à K. 
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5. On démontre [ 12] que G est simple toujours et seulement s'il 
existe un k -système fondamental simple. Or [12, p. 71], à une équi
valence près, si k peut parcourir une infinité de valeurs, il n'existe 
que quatre ^-systèmes simples; de plus, il en existe un pour chacune 
des valeurs k = 2, 4> 6, 7, 8. A chaque A--système simple, il corres
pond [12] un type de structure et un seul de groupe simple de 
rang k. Il existe donc neuf types de structure de groupes simples, 
tous représentables en groupes linéaires homogènes, à savoir : 

A. le groupe linéaire homogène spécial S L H A + J = au groupe pro-
jectif PA, pour À >i ; 

B. le k(zk-\- i)-groupe d'une forme quadratique à 2 / : + 1 variables, 
pour k > 2 ; 

C. le k (2 k -f- i)-groupe d'une certaine forme de Pfaff à ik variables, 
pour A > 3 ; 

D. le k{ik — i)-groupe d'une forme quadratique à 2A" variables, 
pour A*>4; 

Et cinq types particuliers, respectivement à i4, 52, 78, i35 et 2*48 
paramètres [12. p. 94]. 

CHAPITRE VIL 

TRANSIT1VITE, PRIMITIVITÉ. 

1. On dit qu'une famille de m-variétés remplit l'espace à n dimen
sions quand, par tout point, passe, en général, au moins une variété 
de la famille. Pour cela, il faut et suffit [4] que la variété générale de 
la famille puisse être représentée par n — m équations 

( 1 ) F y ( a r , , . . . , j?») = /y ( / = 1, . . . , / * — m ) . 

Pour que chacune de ces m-variétés soit invariante par un groupe 
G = { X . | , . . . , X,}, il faut et suffit que les Fy soient invariants 
communs des XA. 

2. Si la matrice des XA est de rang n en un point ordinaire (x), 
on voit, en prenant les paramètres canoniques, qu'il existe au moins 



28 M. P0TR0N. 

une transformation T de G qui porte (o?) en un point arbitrairement 
donné (xr). Toute transformation de G ayant cette propriété appar
tient au complexe G f T, G| étant le stabilisateur de (x)', et le stabi
lisateur de (xr) est T - 1 G, T. Un tel groupe G est dit transitif. 

Si G est un r-groupe abélien transitif, le ( r — /i)-groupe G<, fixant 
tous les points, se réduit donc à la transformation identique; 
donc r= n. 

3. Si, en un point ordinaire, la matrice des X/, est de rang a<in, 
les XA définissent, par leurs n — a invariants communs F , , une famille 
de a-varietes [1 ] , dites variétés d}intransitivitè. dont chacune est 
invariante par G, alors dit intransitif. On voit [ 4 ] que l'action K 
de G (IV, 4) sur les points de chacune de ces variétés est un groupe 
transitif. Ce groupe K, homomorphe à G, en est dit constituant 
transitif [1 |. 

4. Une variété invariante par G est dite minimum quand G en 
permute transitivement les points. Si G est intransitif, la variété mini
mum d'un point ordinaire est la variété d'iutransitivité de ce point. 

Soit en général EA (6 <C CL) le système d'équations obtenues en éga
lant à zéro tous les déterminants de degré b de la matrice des XA, 
et VA. la variété (si elle existe) formée des points vérifiant EA^ , , mais 
non EA. On voit que VA, lieu des points dont le stabilisateur est un 
( r — 6)-groupe, est invariante par G. Si KA est l'action de G sur les 
points de VA, les variétés d'iutransitivité de KA donneront les variétés 
invariantes minimum par G des points de VA. 

On en déduit [4] que, dans l'espace des paramètres canoniques, 
la classe des i-groupes conjugués, dans G, de { 2^AX/ , | correspond à 
la variété minimum invariante du point (e) par {E0, A j (III, 7). 

5. SoitG = }Xl7 . . . , X r } un groupe transitif, et <% = \X\, . . . ,&?} 
le groupe obtenu en répétant les transformations de G sur b 
séries de n variables. Soit m la dernière valeur de b pour laquelle le 
rang «A de la matrice des Stb

h est égal au nombre bn des variables. 
Alors ($>m est le dernier groupe transitif de la série des (gb. Les inva
riants de § m 4 f peuvent être considérés comme des fonctions des 
coordonnées de m -h i points, invariantes par G, qui est alors dit 
m fois transitif. 
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Si n < r < 2 /i, G est tme / o w transitif] si rc = r, G est simple
ment transitif ou régulier. Le stabilisateur d'un point quelconque 
se réduisant à la transformation identique, il existe une transforma
tion de G et une seule portant un point donné en un point donné. 
Les variétés d'inlransitivité de tout /r-sous-groupe de G ont k dimen
sions. 

Soit / le premier entier pour lequel le rang ay (^jn) de 
la matrice des Sùh

h atteint la \aleur r (I , 4 ) . Alors a y + , — ay est 
*C (y H~ O71? e t *&J+i e s t intransitif; donc G a des invariants d e y + i 
points. Mais on démontre [ 4 , p. 3 3 6 ] que / + 2 points n'ont pas 
d'invariant propre (indépendant des invariants d'un moindre nombre 
de points). Pour un groupe régulier, les couples de points ont seuls 
des invariants propres. 

6. Un groupe G est dit irnprimit if quand il existe une famille de 
variétés remplissant l'espace, dites variétés d1 imprimitivitè, telle que 
toute transformation de G transforme une variété quelconque de la 
famille en une variété de la même famille. 

Soit Fa = ln [a = 1, . . . ,n — m) une représentation d'une famille 
de m-variélés remplissant l'espace. Soient YA ( £ = I , . . . , m) m 
transf. ooles divergentes ayant pour invariants communs les Fa. Soit 
(x1) le transformé de (x) par une transformation T, et F^ ce que 
devient Fa quand on y remplace x par xf. Pour que la famille de 
variétés soit invariante par T, il faut et suffit que chaque F'a demeure 
constant quand tous les F , le sont, donc que F^ soit fonction des F y , 
c'est-à-dire invariant commun des YA. 

Si T parcourt {Xj , on démontre [ 4 ] que la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'il en soit ainsi se met sous les formes équivalentes 

( O o = Y A X F f l = (Y*X)F f l, 
(2) X F - = ^ a ( F 1 > . . . , F„_,„), 
(3) (YkX)=Xfkl(x)Yl (* = i, . . . , m ; a = i, . . . , n - m ) . 

Pour qu'il en soit ainsi quand T parcourt G = { Xi, . . . , X r } , les 
conditions nécessaires et suffisantes ont les formes équivalentes 

(4) YAXAF« = O, 

(5) XhFa= 3ha (Fi, . . . , F „ _ m ) , 

(6) ( Y A X A ) = 2 / * A / ( * ) Y / 

( & = ± I , . . . , / ? I ; A = I , . . . , r : a = i , . . , / i — m). 

file:///aleur
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Un groupe qui ne laisse invariante aucune famille de variétés 
remplissant l'espace est dit primitif '. 

Si G est imprimitif, il peut avoir un diviseur normal H admettant 
comme variétés d'intransitivité celles d'imprimilivité de G. Si G 
a un diviseur normal intransitif H, il admet certainement, comme 
variétés d'imprimitivilé, celles d'intransitivité de H. 

L'action de G sur ses m-variétés d'imprimilivité est un groupe 
K (== G|H) de transformations du (n — m)-espace des points (l). Si 
G porte un point (x) de la variété correspondante à (/) en un 
point (x') de celle correspondant à (/ ' ) , K porte le point (l) au 
point ( / ' ) . Ainsi K doit être au moins autant de fois transitif que G. 

7. Un groupe G opérant sur n variables est au plus n + 2 fois 
transitif. Le théorème est évident pour n = 1 ; car alors (V ,5 ) 
r es t<3 . Supposons le théorème vrai pour tout groupe à moins 
de n variables. Si G est imprimitif, sa transitive maximum ne peut 
pas (6) dépasser celle n — m + 2 <J n + 1 de K. Si r est <~ n( n + 2 ), 
il est clair que G ne peut être n + 2 fois transitif. Si r est 
_ft(/i + 2), G, pouvant avoir au plus n2 transf. ooles indépendantes 
d'ordre 1, et en ayant exactement n d'ordre o, en a au moins 
n d'ordre >> 1. Soit m leur ordre maximum. Gm est abélien et normal 
dans G{ (V, 6). Si Gm est intransitif, G| est imprimitif, donc (6) 
au plus n + 1 fois transitif, et G l'est au plus n + 2 fois. Si Gm 

est transitif, et par suite (VIII, 2) un /i-groupe, on verra plus 
loin (VIII, 3), et l'on peut d'ailleurs vérifier directement, qu'il 
existe un changement de variables ramenant Gm à la forme 
[p\ . . . , pu). Soit alors X = 2 ^ p , la transf. oole générale de 
G| . Pour que Gm soit normal dans G, il faut et suffit que l'on ait 
(pt X.) = laklpk(i= 1, . . . , n), donc â^/âxt^: a/if,lk = la A, xt-\-bk. 
Ainsi Gi a au plus les / 1 ( /1+1) transf. ooles indépendants pt 

vtxtpk. Donc G a au plus n(n + 2) paramètres [3 . p. 3o i ] . On 
verra d'ailleurs plus loin (X, 7) que l'hypothèse de la transitivité 
de Gm n'est pas admissible. • 

8. Il est clair que l'inlransitivité peut être considérée comme un 
cas particulier de l'imprimitivité. On voit aussi que tout groupe 
systatique (V, 7) admet ses variétés systatiques comme variétés 
d'imprimitivité. Soient en effet X, , . . . , Xrt divergentes, et 
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Xrt+y = lfjk(x)X.k. La famille des variétés systatiques est définie 
P a r / / * = lj*(j' = i , • • . , r — a; k = i, . . . , a). -Si l'on met [4] 
(Xj Xa+J), de deux manières différentes, sous forme d'une fonction 
linéaire des XA, on voit, en égalant les coefficients de chaque XA, 
que Xt/yA s'exprime par un polynôme du second degré par rapport 
aux /AA, polynôme dont les coefficients dépendent des constantes de 
structure. C'est la forme (5) de la condition suffisante (6). 

9. Soit G un r-groupe à n variables, inlransitif et systatique. Le 
rang a de la matrice des XA est donc <C n et < r ; et, parmi les/yA, il 
n'y en a que n — m distinctes, en fonction desquelles les autres 
s'expriment, soit/y ( / = i, . . . , n — m). Si uK, ..., un_a sont les inva
riants de G, parmi lesquels il y en a n — b qui sont fonctions des / y , 
les b — a autres invariants et les n — m fonctions fj forment un 
système de n — m + 6 — a fonctions distinctes (I, 7). En conséquence, 
les variétés communes aux variétés systatiques et aux variétés 
d'intransitivité ont m — (b - a) dimensions [4. p. 321]. 

CHAPITRE VIII. 

SIMILITUDE. 

1. Deux groupes Gx et G r opérant sur un même nombre de varia
bles sont dits semblables quand il existe un changement de variables 
ou transformation ponctuelle S définie par 

(i) yl=fl{x,, ..., xn) ( Î = I , . . . , » ) 

telle que S"1 TT S = T> parcourt G> quand Tx parcourt Gx. 

On voit que, quand Tx parcourt {X}, T^ parcourt {Y}, Y étant 
transformée de X par S. Il en résulte que deux groupes semblables 
ont même type de structure, et sont par suite isomorphes (IV, 1). 

Si les YA sont transformées respectives des XA, si, X4 , . . . , Xa 

étant divergentes, on a 

(2) X a + / = Z / / * ( * ) x * ( / = i, . . . , r - a ) , 

il est clair que Y n . . . , Yrt doivent être divergentes, qu'on doit 
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avoir 

(3) Ya+j=ïgjk{y)Yk ( / = i, . . . , r - a ) , 

les relations 

(4) f]k(x) = gjk(y) ( / = i, . .-, r —a, A = i, . . . , a) 

résultant de ( i ). 
Si fA (x), ..., f,i_m(%) désignent ceux des premiers membres 

de (4) qui sont distincts, et si/yA = Fjk(fA, . . . . fn-m), les seconds 
membres correspondants gK, . . . , gn-m doivent être distincts, et 
l'on doit avoir gjk=Ffk(gu . . .,gn-m)- Par suite, toutes les rela
tions (4) sont vérifiées, des que le sont les n — m relations distinctes 

(5) fh(-*) = gh(y) (A = i, . . . , n — m) 

Ainsi, dans deux groupes semblables, les variétés d'intransivité et 
les variétés systatiques ont respectivement les même nombres de 
dimensions. 

En résumé les conditions nécessaires à la similitude des deux 
groupes sont : isomorphisme, ou correspondance Y A ^ XA conservant 
les relations de structure; divergence simultanée de a transf. ooles 
de chaque groupe, et relations (2) , (3) , (4), ces dernières étant 
compatibles, et n'imposant aucune condition, soit à (x) seul, soit 
à (y) seul. 

2. Si (x") et (y0) se correspondent par (1) , les relations (4) 
donnent /^ = g"k. Soit a <C r. Les stabilisateurs respectifs de ces deux 
points, respectivement engendrés par les Za+J=Xa-hj—2/yA

XA> 
et les Ua+j-=Ya+.j—lgQ

jKYk, se correspondent dans l'isomor-
phisme G r = G r . Inversement, s'il existe un isomorphisme dans 
lequel, au stabilisateur, dans G^. d'un point quelconque (x°), 
correspond, dans Gy, le stabilisateur d'un certain point (y 0 ) , on 
voit [4] que les autres conditions nécessaires du n° 1 sont vérifiées. 

3. Si a -= r pour les deux groupes, les conditions nécessaires à 
la similitude se réduisent à l'isomorphisme. Cette condition est 
d'ailleurs suffisante. En effet, soient ua(x) les n — r invariants com
muns des XA, ^ ( y ) ceux des YA. WJ(X, y) les r autres des 
Z A = X A + YA. On voit d'abord [4, p. 258] que T)(u, w)/D (x) et 
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D ( v, w)/D (y) sont ^ o. On en conclut que, si l'on forme n relations 
arbitraires 

(6 ) « a = / a ( f ) , C T / = F / ( P ) , 

[ D ( / ) / D ( P ) ^ O ; (a = i, . . . , n — # ; / = i, . . . , r | , 

d'où l'on peut tirer les relations équivalentes 

( 7 ) vb=gb(u), w/=G/(u)t 

ces relations déterminent un changement de variables réversible tel 
que (1). Considérant la /z-variété, invariante par chaque {Z^j. que 
représente chacun de ces trois systèmes, on voit que Y A est trans
formée de X/, par ( i) . 

Ainsi deux regroupes engendrés chacun par r transf. ooles 
divergentes sont toujours semblables quand ils sont isomorphes. 
En particulier, deux r-groupes réguliers (VII, 5) isomorphes sont 
toujours semblables [2, p. 34o; 4, p. 25g]. 

4. Si a <C r, les conditions des nos 1 ou 2 sont encore suffi
santes. Supposons d'abord a = n (groupes transitifs). Soient, dans 
G t = G j , G i r , = GtA les stabilisateurs de deux points (a ) et (b). Si 
Tav porte (a) en (x), et T^nuTav (b) en (y), les correspondances 
biunivoques (x)nu Gr„Taxn*j GybTby-nu (y) déterminent une corres
pondance biunivoque (#)^ (y), et par suite une transformation 
S où (a)nu(b). On voit alors que S~'T r tTS et T*r sont la même 
transformation. D'où S~'GCS—G} . 

5. Soit maintenant a<in (groupes intransitifs). Supposons d'abord 
les groupes systatiques, en sorte que (5) contient n — m ( m > o ) 
relations distinctes, d'où résulte (4). Les deux groupes ayant mêmes 
constantes de structure, il résulle de VII-6 que l'on a en même 
temps X A / „ = F A * ( / i . . . . , fn-m), et Yhga— le même polynôme 
Fha{g\, . • ., gn-m). Par suite, si une fonction U ( / , , fn-m) est 
invariant de G r , la même fonction U (g\, . . . . gn-m) est invariant 
de G r . Si donc Gx a exactement n — b invariants Uj= Uy ( / ) , Gy aura 
exactement n — b invariants v3 = Uy (g) ( / = i, . . ., n — 6). Si A" 
parcourt n — b + i. . . ., n — a, l e s / y , uu et les gj, vk forment (I, 7) 
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deux systèmes de fonctions distinctes. On peut donc, étant donné 
{x°), prendre (y0) vérifiant 

çk(yo) = Uk(xo), gj(yo) = / , ( * « ) 

( A = /z — 6-4-1, . . , /i — a , / = i, . . . , /i — /n) , 

oe qui, d'après les hypothèses, entraîne, pour tous les invariants, 

(8 ) t>h(y°)=Uh(*°) (A = i , . . . , n — a). 

Si donc on fait varier (x°) de manière que sa variété d'intransitivité 
remplisse l'espace, il en sera de même de celle du point (y 0 ) . Pour 
chaque position (x°)-(y°), on peut, comme au n° 4, déterminer une 
correspondance biuni\oque (x) ^ (y) des points des deux variétés 
d'intransitivité. Cette correspondance, étendue a l'espace par dépla
cement de (x°), détermine une transformation S qui donne encore 
S - ' G r S = G r [ 4 , p. 323]. 

Si les deux groupes sont asystatiques, les n relations distinctes (5) 
définissent un changement de variables; et l'on voit qu'il transforme 
XA en Y A [ 4 , p. 264]. 

6. A la théorie de la similitude se rattache, d'une certaine manière, 
la recherche des transformations permutables a toutes celles d'un 
groupe G = {X,, . . ., X r | , Xh = l£hl(x)pl. 

L'ensemble de ces transformations forme évidemment un groupe K. 
Si K est continu, chacune de ces transf. ooles rL = ^,(x)pi doit 
(III, 4) vérifier (Z XA) = o, ou 

(9) o = XAÇ1-ZÎA«= VthkWJdxk)- ZWHjàxjK,. 

C'est le système des équations de définition de K (V, 3). 
Il est clair que tous les points de la trajectoire de {Z] doivent avoir, 

dans G, le même stabilisateur. Ainsi Z ne peut exister que si G est 
systatique (V, 7). 

7. Supposons G transitif et systatique. On peut déterminer une 
transformation S permutable à toute transformation de G par le pro
cédé du n° 4, en prenant pour (b) un point arbitraire de la variété 
systatique de (a). Si les variétés systatiques ont m dimensions, 
S dépend, comme (6), de m paramètres, et K a au moins m para
mètres. 
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Supposons X, , . . . , X„ divergentes, n <C r, et 

(10) X w + 7 = Z';f/kX, ( / = i, . . . , r — n), 

les/'/A se réduisant à n — m fonctions distinctes/, t (a = i, . . . , zi — m). 
L'alternée par Z des deux membres de (19) donne, à cause de la 
divergence des XA, Z/yA = o, équations se réduisant à 

( 1 1 ) 0 = Zfa=Z'i(àfa/f)Xt)i;/ ('« = ! , . . , / 1 - / / 1 ) . 

D'autre part, n2 des m équations (9) peuvent prendre la forme 
àZ>ijàxk= glk(x, Ç), les n(r — n) autres devenant des équations 
finies, qui doivent comprendre (11). Comme le groupe K doit avoir au 
moins m paramètres, le système mixte équivalent à (9) ne peut avoir 
d'équations finies distinctes de (1 1) et est complet (I , 8) . Ainsi K est 
un Arc-groupe dont toute transf. oole est d'ordre o (V, 5). Ses variétés 
d'intransitivité sont les variétés sjstatiques de G [4, p. 327]. 

8. Si n = r(G régulier), il suffit, dans ce qui précède, de 
faire m = n. K est alors un autre /i-groupe régulier, que je désignerai 
par G'. Il est clair que G est le groupe des transformations permutables 
a toutes celles de G'. Les deux groupes G, G' sont dits groupes 
réguliers réciproques [4. p. 270]. 

On peut toujours prendre leurs transf. ooles génératrices sous 
la forme Xh = ph-\- Y/t, X.'Â = — />,,+ YA, Yh et Yà étant d'ordre > o. 
Si les constantes de structure des deux groupes sont alors Chij 
etc'h/iJ, on a 

( Y A YA)-h(Y'A YA)-+-(Y„ Y ' A ) - H ( Y A Yh) = Z(chkj - c'hkj)p, 

+ termes d'ordre supérieur, On en conclut CA* /= c)lAy ; G et G' sont 
donc isomorphes et (3) semblables. 

On voit aussi que les m-variétés d'inlransivité d'un m-sous-groupe 
de G' sont variétés d'imprimitivité de G, et inversement. 

9. Si, dans un r-groupe transitif G à n variables, on désigne 
parXAA (k = o, 1 m; A = 1, . . . , qk', qQ= n) = 2(p*Ai/>i + . . . 
les transf. ooles d'ordre k à l'origine, <?kh, est un polynôme 
homogène de degré k, et l'on peut supposer cp0Ai=£At. Si l'on 
pose X /A=2?*AI / ? I> en négligeant les termes d'ordre supérieur, on 
voit que les XAA engendrent un r-groupe G. Si cpH /= xt, on démontre 
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[2. p. 611] que l'on peut, en remplaçant chaque XAA par %M + une 
combinaison de transf. ooles d'ordre plus grand, ramener la 
structure de G à celle de G. Dans l'isomorphisme de ces deux 
groupes transitifs, les stabilisateurs de l'origine se correspondent; ils 
sont donc semblables. 

CHAPITRE IX. 

GROUPES PROLONGÉS. INVARIANTS DIFFÉRENTIELS. 

1. Soient, sur n + m variablesx t(i = i, ..., n) elyj ( / = i , m) , 
une transformation réversible T0 , représentée par 

Si l'on considère les yj comme fonctions des xt, une fonction F (x, y) 
devient une fonction F (x), et l'on a 

O ) à¥jdxl = àF/Jx,-^ ZjàF/ày^iàyt/dXj). 

On démontre [4, p. 35o] que l'on peut prendre les y3 fonctions 
des xt de telle sorte que D ( / ) / ! ) ( # ) s o i t ^ o, et qu'alors les formules 

(3) # ; = / , ( # ) , y'j^énix) 

définissent m fonctions yy des x'r Leurs dérivées y\=dy' jdxt sont 
données, en fonction des y y r t = dyjjdxa, par 

(4) r)g1làxg= ?}a= Ziàjj/àx^y'j^ ^fafj^ 

Si l'on suppose que yk, yk, k pouvant dépasser m, désignent les 
fonctions ry , y'j et leurs dérivées jusqu'à l'ordre N, les formules (4) , 
où l'on remplace l'indice / par k, donnent les dérivées jusqu'à 
l'ordre N + 1. En général, toute dérivée d'ordre N de y s'exprime 
par les dérivées d'ordre o, 1, . . ., M des yj. 

En adjoignant aux formules (1) les formules ainsi obtenues jusqu'à 
l'ordre N, on introduit deux séries de nouveaux symboles : les 
dérivées da>+ +anyjjàx^ . . . dxa

n
n = D^(a, . . . an)yj, en nombre 

m[(n + 1 ) . . . (n + N) — 1], et les mêmes avec variables accentuées. 
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Entre tous ces symboles, anciens et nouveaux, les formules anciennes 
et nouvelles définissent une transformation T, qui est dite déduite 
de T0 par prolongement à l'ordre N. 

2. On voit directement que, si TA (A = i, 2) résulte du prolonge
ment à l'ordre 1 de TA0 , T ,T 2 résulte de même de T l 0 T i 0 . On voit 
de proche en proche qu'il en est ainsi dans le prolongement à un 
ordre quelconque. Si donc T0 parcourt un groupe G0, T parcourt un 
groupe isomorphe G, qui est dit déduit de G0 par prolongement à 
l'ordre N. 

3. Supposons que T0 parcourt le i-groupe { Z0 }, Z 0 = X + Y0, 
X = 2£,/>,, Y0 = It-nJql, les £t et r\j pouvant être fonction des 
n-f- m variables xt et y y . T parcourra j Z 0 + Yr}, Y = 2r)ni+kqm+k. 
Si yb parcourt l'ensemble des dérivées distinctes d'ordre N, l'ensemble 
des ybi contient celui des dérivées distinctes d'ordre N + i . Par 
adjonction de ces nouvelles variables, on obtient une transforma
tion T', déduite de T0 par prolongement à l'ordre N + i, qui 
parcourt {Z0 + Y + Y' | , Y'= 2Y)A,</A,. Si l'on applique l'opéra
tion Z 0 + Y + Y' à l'équation de Pfaff dyb = 2ybldxt, il vient 116] 

(5) drïb = 2ribn dxn-\- - rlbl d%t, 

OU 

(6) Sr,Art dxa— ~$idybl= tf(r)/>— ^tybl). 

Annulant le coefficient de dxa, et remarquant que àybl\àxa=àyba\àxl, 
on obtient 

( 7 ) ribi— Xybl=à(rih— Xy^/ÛXt. 

Avec les notations introduites au n° 1, cette formule s'écrit [16] 

(8) Y' D x ( a , . . . a , ^ i ...an)yb — X D t ( a , . . .«,+., ...an)yb 

= à[\ D y (a! . . . f l , . . . a / l ) / ' f t - - X D t ( f l . . . ^ , . . .an)yb\/àxl. 

4. Soient ZA0 plusieurs transf. ooles, ZA et Z'h celles qui en 
résultent par prolongement aux ordres N et N + i. Admettons 
que Z = 2aAZA et (ZA ZA) résultent du prolongement à l'ordre N 
de Z 0 = 2 « A . Z A O et de (Z/i0 ZA0) . En appliquant a l'équation de 
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Pfaff Z'=2aZ' / 4 . on voit que T! résulte du prolongement à 

l'ordre N + i. De même, en appliquant les opérations Z^Z'A. 

puis Z'/{Z)t. et retranchant, on voit que ÇL'h Z7) résulte du prolongement 

à Tordre N + i. Si donc les ZA0 engendrent un /-groupe G0, les ZA, 

évidemment indépendantes, engendrent un /"-groupe de même struc

ture [3, p. 347]. 

5. Les invariants du groupe G, invariants communs des Z/,, s'il en 

existe, sont dits invariants différentiels d'ordre N du groupe G0-

Quel que soit le r-groupe G0, pour N assez grand, le nombre des 

variables de G dépasse r. Il existe donc toujours des invariants diffé

rentiels. 

6. Soit désormais m = n. Supposons que T0 transforme entre 

elles les variables x par x'( = f,(x), ou xt=Fl(x
f). On peut 

considérer chaque y comme fonction des y et des x'. Si alors y'h, 

dérivée d'ordre N d'un y , est fonction des x1 et de variables yb, 

représentant les yy et leurs dérivées jusqu'à Tordre N, soit 

y't, = gA(x', y), on aura, pour une dérivée d'ordre N + 1. 

(9) <)y\lôx\ = à$L/OXt+ Z(()£>kl<)yb) {<)ybl()x\)', 

et. comme chaque J'A dépend des x\ par l'intermédiaire des xa, on a 

(10) <)ybl<)x(= *(<)yitl<)rtl)(f)Valdxt). 

Supposons de plus que T0 transforme aussi entre elles les 

variables y, on aura, pour l'ordre 1, 

(11) ày'jl<)x\ = ^(<)Fal<)x\) (àg;/àyb)(()yb/àxa). 

On obtiendra les dérivées d'ordre 2 en dérivant chaque terme du 

second membre par rapporl à x), et observant que 

-(12) à(àgildxb)l<)x',= 2(«J3 gildybdyh){ùyh\ùx'ù, 

dyh\àx\ étant donné par (10), et 

(i3) <)(àyblf)xn)làx'fi = 2(àF,t/àr\)(à*yblàxa dxh), 

et ainsi de suite. On voit donc, de proche en proche, qu'une dérivée 
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d'ordre N, soit 'D^e^, . . . , afl)y'j, sera jun polynôme par rapport 
aux symboles suivants : 

les Dx(otu . . ., ocn)yb, où i = 2a><N; 
les D r ((3,, ....(3,,)^-,011 i^2(3^N; 

les 13.^(-^, . . . . Yi,)Frt, où yA^a>tv2yA>i. 

Les symboles des deux dernières catégories, qui dépendent de la 

transformation T0, jouent le rôle de paramètres [16]. 

Supposons alors que D. r '(a0 . . . . an)y'j parcourt les M dérivées 

distinctes d'ordres i, . . . , m des n fonctions y'j par rapport aux 

n variables x'h le nombre M étant n[(n + i) . . . (n + m) — i]. A 

toute transformation T0, représentée par xi=Fi(x'). y'j = gj{y)i 

correspond, sur ces M symboles, une transformation Tm dépendant 

de 2 M paramètres, les dérivées des fonctions Fj et «^d'ordres i, . . . , m. 

7. Soient Tj (A = i ,2 . 3) trois transformations définies par 

xi=Fh
l(x')< y'j=gj(y), et T J = T J T j . Il est clair que Ton a 

aussi T^ = T^TJj. Comme les trois T;/n s'expriment par des formules 

analogues, où les 2M paramètres sont les dérivées des fonc

tions F[-elgj, les transformations Tm forment un 2M-groupe [16]. 

8. Les transf. ooles de ce groupe se détermineront comme au 

n° 2. Supposons que T0 parcourt le i-groupe {X + Y^0j, où 

X = làti{x)pi, Y0 = lifij{y)qj. Les coefficients du prolongement au 

premier ordre U = 2YÎAJÇA/ s'obtiendront en appliquant l'opéra

tion X + Y"0 + U à l'équation de Pfaff dyb= Zybidxi. ce qui donne, 

comme au n° 2, 

0 4 ) f\bi=à-t\blàxi— \à(Xyb)lf)xt—Xybl\ = 2(f)r\bl()yk)ykl — ^{OUIàxi)ybi. 

Pour l'ordre 2, on aura de même 

( i 5 ) i\hi/ = <)-r\bilàXj—\à(Xybi)l<)xj—Xybij]. 

avec 
(h\btlàx,-= ^(à*-r\blàykàyh)ykiyhj+-yZ(<)r\bldyk)ykij 

— ~(à*S/l/àxif)Xj)ybi—'Z(àZhlàxi)ybih 

[ J = 2(àthlà*i)ybih-i- ^U{àybihlàxj — i)ybijl<)xh) = 2(àShlàxi)ybt'hf -

et ainsi de suite. Les formules ainsi obtenues jusqu'à l'ordre m 
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dépendent linéairement de|2 IM symboles, analogues à ceux qui jouent 
le rôle de paramètres dans les transformations finies, à savoir 
les D , ( a h . . . , an)>,, et 0 , ( (3 , , . . . , (3#I)YÎ„ ou 2(3/ parcourent 
i, . . . . m. Ainsi la transf. oole générale du groupe peut se mettre 
sous la forme 

S[D r(a ...a„)£,/a, ! . . .*„!]&,(«, . . .«„) 
-4- S[D, (? , . . . P„ ) 7),/(¾. ! . . . ,3„ ! ] « / ( p i . . . |i„). 

Or, si Ton prend X — a,/.?,, a, - #*« . . . •£*", et Y0 = o, si Ton 
prolonge à l'ordre m, et si l'on fail xK =. . . = o. on obtient précisé
ment (9Lt(a4. . . . , a„) dont le coefficient se réduit à i. tandis que tous 
les autres deviennent nuls. De même, si Ton prend X = o. Y0 — ^>fqn 

6/ = j"?1 . . . r^n. si Ton prolonge a Tordre m, et si l'on fait 
y , = . . .z= o, on obtient précisément d3y ((3,, (3„). Or on voit direc
tement que les M transf. ooles a, (oc)pt (z — i , . . . , /z; 2 a* =• i, . . . ,m) 
engendrent un M-groupe, qu'il en est de même des G/((3)<7y. et 
que ces deux groupes ont même structure. On a aussi évidemment 
(atpn Bŷ ry) = o. Toutes ces relations subsistant pour (x) = (y) = (o); 
on en conclut que le 2 M-groupe obtenu est produit direct de deux 
M-groupes isomorphes G, et G}, respectivement engendrés par 
les <ft,(a) et les d3,((3) [16]. 

9. Les transformations finies de Gt s'obtiendront en supposant 
que T0 laisse inaltérées les yr en sorte que la formule (11), pour 
l'ordre 1, devient 

(16) àyiIOx\= HôFalàriïCàyJàx.) = VFaiy,a, 

et la formule relative à l'ordre 2 est 

(17) <r-y)làx\doL'h= ï F f l / / j / f l + y.^FaiF bhyjab, 

et ainsi de suite. On voit que, pour chaque j ' y , on obtient un M-groupe 
linéaire à M/n variables. 

Les transformations finies de G^ s'obtiendront en supposant que T0 

laisse inaltérées les xt. Pour Tordre 1, on a 

(18) <)/jl<)*t= Zi'tyafOx^idgjlàya) = Zyaig,a, 

et, pour l'ordre 2, 

(19) (Vy^ôX^JXh = *ya,ng,a+Wya,ybhg,ab* 
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et ainsi de suite. En comparant les formules, on voit que celles d'un 
des groupes se déduisent de celles de l'autre en échangeant simple
ment variables et paramètres [16]. 

10. Le groupe G, est transitif sur les M/n dérivées d'un y. 
Supposons en effet qu'il ait un invariant, fonction de ces dérivées, 
que je représenterai par l[y]- Comme f\(x) et x\ sont les deux 
expressions d'une même fonction par les variables x et par les 
variables x', on aura l [ / 4 (x)] = l[x\ ]. La fonction/, (x), complète
ment arbitraire, vérifie donc une équation aux dérivées partielles à 
coefficients et second membre numériques complètement déterminés, 
ce qui est impossible. 

\ insi le groupe G.r sur les M dérivées des n fonctions y3 est 
régulier (VIII, o). Il en est de même pour G,. On le voit en 
considérant les deux systèmes d'expressions de n mêmes fonctions 
données par x, et gt(x) ( / - i , . . . , /&) . Un invariant donnerait 
l[x\. . . ., xfl] = I[g\ (x) S'i(x)], équation aux dérivées par
tielles numérique \érifiée par // fonctions complètement arbitraires. 

Ces deux groupes réguliers isomorphes sont donc semblables 
(VIII, 3). Ce sont deux groupes réguliers réciproques (VII, 8). 

11. Considérons en particulier n fonctions xt d'une variable t, en 
sorte que le point (x) décrit une courbe C. Soit T0 une transfor
mation sur les variables «r,, laissant t inaltérée, et représentée par 
x'l = fl(x). Si Ton pose dxjdt— yt, dx\\dt=.y\. df^dx^—fk, le 
prolongement d'une transformation finie est donné, d'après (16), par 
v'l= 2/,At)'A? et celui d'une transf. ooleX = 1ttt(x)piesl, d'après 04)? 
Y — lf],(x, y)qt, ril=l(âcillàxk)yfi. Si, dans un r-groupe G, les 
XA ( b = i , . . . , r — r0 ) sont les transf. oo les d'ordre > o en un point 
(m) et par suite engendrent le stabilisateur H de ce point, si les 
Xa (a = i, . . . , r, — r0) sont exactement d'ordre i en (m) (V, 4), les 
Y/, (b > /*! — r0) se réduisent à o au point (m) et les Y„ à lrifli(m,y)qL. 
Ces Y„ engendrent un (r , — r0)-groupe K, homomorphe au (r — r 0 ) -
groupe H, et dont les variables r , sont les coefficients directeurs des 
éléments linéaires issus de (m) . L'action de K sur les points [y] 
représente celle de H sur ces éléments linéaires. 

On voit que les T)ni{m, y) s'obtiennent en remplaçant xk—mk 

par VA dans la partie linéaire du développement des £fU(x) — lm(m) 

file:///insi
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au voisinage de (m). Le groupe K sera dit le groupe linéaire réduit 
du groupe G relatif au point (m). 

12. Soit un changement de variables réversible 

(20) yl—bl= 2atji(xk — ak)-¥-..., # , — « , = 2blk(yk— bk) - h . . . , 

transformant ( a ) e n ( è ) , et un groupe GT en un groupe G r . On voit que 
les groupes linéaires réduits respectifs de Gx et G r relativement aux 
points (a) et (b) sont transformés l'un dans l'autre par la partie 
linéaire de (20) [2, p. 602]. 

Si le groupe G r est le même que le groupe G -̂, c'est-à-dire si la 
transformation T, représentée par (20), est permutable au groupe G, 
les groupes linéaires réduits de G relatifs aux points a et b sont 
transformés l'un de l'autre par une transformation linéaire (la partie 
linéaire de T) . Ce cas se présente toujours si Test une transformation 
de G. Si donc G est transitif, tous ses groupes linéaires réduits, con
jugués dans le groupe linéaire homogène général, appartiennent au 
même type. 

CHAPITRE X. 

LE GROUPE PROJECT1F. LES GROUPES LINÉAIRES 

1. Le Pn (groupe projectif à n dimensions) est le groupe des 
transformations 

(1) x\ = ('Lalkxk-+-biy{Zckxk+f) 0*= i , . . . , / i ) . 

Si Ton pose (II, 3) a„— \-\-txn, alk=talk, bl—ti^l, ck=tyk, 
f= i + 9, on voit les n(n + 2) transf. ooles indépendantes T, ==//,, 
T*, = #*/>*, V / = #A2#,/?,. On voit [2, p. 554] les relations de 
structure 

(2) | ( T ' T * ) = °> ( T , T * A ) = £ / / ; T A , (T, VA) = TX - M ^ T ; / J 
2) j (Tu Tlh) = H,Tlh-zlhT/h (T,A VA) = H A V „ (V,, VA) = o, 

Le groupe admet [2, p. 555] Tautomorphisme V , ^ T M — T / , ^ T , A , 

T , ~ V t . 

2. Le hn (groupe linéaire général à n dimensions) est le groupe 
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engendré par les T t et TA,, des transformations 

( 3 ) x\= Zalkxk-¥- bt (/ = 1 , . . . , / 1 ) . 

Le LH;l (groupe linéaire homogène) est, dans le L„. le stabilisa
teur de l'origine, engendré par les TA,, donné par &,= o. 

Le L„ et le LH„ ont chacun un diviseur unimodulaire caractérisé 
par \alk\ = ii d'où 2 2 , , = 0. On obtient ainsi le SL„ (groupe 
linéaire spécial) [/*(/* + 1 ) — i]-groupe engendré par les T,, 
T,A (iy- k) et les U ; •= XJPJ — xnpn ; puis le SLH„ (groupe linéaire 
homogène spécial), (?i2— i)-groupe engendré par les T,A (i^ k) et 
les U,. 

3. On voit directement que LH„ a l'unique transf. oole distinguée 
U — I*xlpl, {U } est le groupe des homothéties de centre (o) 
x\ = axL. Les n variables xt peuvent définir, soit comme coordonnées 
ordinaires, un point (x) de VEn (espace à n dimensions), soit, comme 
coordonnées homogènes, un point [x] de TE„_,, dont les coordonnées 
ordinaires sont, par exemple, yk=xklxn (Ar = i, . . . , n—1). 
En considérant l'action de LH^ et de SLH„ sur les droites issues 
de (o) dans TE,,, ou sur les points ( r ) de TE«_ i, on voit que 
1\,_, == LH„ 11 U j = SLH„ [2, p. 558]. 

A la transf. oole générale X=z2a,kT[\ de LH^ correspond, 
dans P„_,, Y =lbgT'rl+ ZblhT'^ + 2 c y V ; - ' , ou bj = anj, 
blh=^a,h—^ihCinn'> c, = — ajn. On voit qifà 2T", de LHn corres
pond o de Pw_|. Inversement, a Y de P„_, correspond, dans LH„, 
X, où les a,A (i^ék) sont complètement déterminés, mais les au 

seulement par an— ann= bu ( / - = 1, .. ., n — 1). Si X doit être 
dans SLH„, c'est-à-dire au-\- antl—o, il est alors complètement 
déterminé par Y. 

4. Étant données, dans L„, m transf. ooles indépendantes d'ordre o, 
SA —2&A/T,, on voit directement que toute transformation x\ = Satkxk. 
si Ton assujettit ses coefficients à vérifier 

Zbhlakl= ihk (h = \, . . . , m\ A = 1 , . . . , /«), 

transforme chaque SA en TA- Si donc H est un diviseur normal de Vn 

ou de Ln, et S = 2 ^ , ^ + 2 ( 3 ^ ^ + 2 Y i V , une de ses transf. ooles, 
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H doit contenir les alternées (T« S) et (T& (T a S)), dont une au moins 
est d'ordre o; par suite H contient toutes les T,. 

Si H est normal dans P„, il contient toutes les alternées 
( T , V A ) = TA, (i^k), et (T, V,) = T„ + 2 T , y , puis toutes les 
(Tj V,) — [i j(n + i ) ] 2 ^ T , V,) = T„ , puis toutes les alternées 
( T u V t) = V,. Donc H = P„ : l\, est toujours simple [2, p. 55g]. Il 
en est de même de SLH„ = P„__,. 

II en résulte que tout diviseur normal K -^ SLH„ de LH„ est pre
mier avec SLH„, sans quoi leur p. g. c. d. serait normal dans SLH„. 
Donc K ne peut être qu'un i-groupe engendré par une transf. oole 
distinguée; donc K=_ { U }, et LH„ a les deux seuls diviseurs nor
maux SLH„ et { U } dont il est produit direct [2, p. 561]. 

Si H est normal dans L„, ses transf. ooles d'ordre i engendrent un 
groupe K, qui, devant être normal dans LH„, est SLH„ ou { U j . Les 
seuls diviseurs normaux de L„ sont donc { T, , . . ., X/# } = *B (groupe 
des translations), { fë. U } (groupe des homothéties), et j ©, SLH„ } 
(groupe linéaire spécial) [2 . p. 062]. 

Tout /r-sous-groupe de LH„ non contenu dans SLH„, et ne conte
nant pas U, peut être engendré par Y., =-= X., + aU, X2, . . . , XA, 
a étant ^é o, X, , . . ., \ / étant indépendantes et appartenant à SLH„. 
On doit avoir (Y", X / j ^ c , , , Y , + 2 ' , C , / A X A . Comme (Y ,̂ \ / ) . = ( X , Y,) 
doit être dans SLH„, il faut c, n = o. De même 

^ X l X / ) = S i r l / A X / l (1, / = a , . , A ) 

Ainsi X, , . . . , XA engendrent un A"-groupe contenu dans SLH„ et 
contenant normalement un (A* — i)-groupe. C'est impossible pour 
k -= n-—1. Ainsi SLHL est le seul (n1—i)-groupe contenu dans 
LH/; et ne contenant pas U. 

5. Pour qu'un point [x] soit fixé par {X}, ou X = lcs,pl, 
^,z=:1a,kxk, il faut et suffit que la trajectoire du point (x) soit la 
droite (o) — (x), c'est-a-dire que Ton ait : 

(4) o = Ê,— pxl=Il(al{~ p £,*)#/> d'où o = A(p) = | alk~ pe,*|-

On voit donc que { X } stabilise au moins un point \x\, et que. dans 
tous les cas, l'ensemble des points stabilisés se compose d'un nombre 
fini de variétés planes (pouvant se réduire à des points) correspon-
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dant aux racines distinctes de A(p). Il en est de même, relativement 
aux points (y), pour tout i-groupe de P , , ^ . 

On peut toujours choisir le système de référence de manière que l'un 
des points fixés par { Y }soit(y) = (o) , en sorte que [#] = [o, ...,o,xn]. 
Alors, d'après la forme générale de Y(2) correspondant ici à 
X = 2a,AT^,on a&y = a,n= 0 ( / = 1 , . . . , ^ — 1). Alors, dans TE/,_1 

des points (y), l'action de j Y \ sur les droites issues de (o) est 
celle de son groupe linéaire réduit (IX. 4) j Y, j , Y', = ZbjhTfh •, 
bjh=ah/ — £hja/in. Ce i-groupe du LH„_, [\\c au moins un point [y] 
de TE„_,, c'est-à-diie au moins une droite issue de O, ou un point (z) 
(z/t—Y/tlYn-\) de TE„__,. On prendra de nouveau ce point pour ori
gine, et ainsi de suite. On voit ainsi que, dans TE„_, des points [x], 
tout i-groupe de LH„, on dans TE„_, des points (y), tout i-groupe 
de P„_, fixe au moins un point, au moins une droite passant par ce 
point, au moins un 2-plan contenant cette droite, et ainsi de suite, 
jusqu'à un (n— i)-plan [2. p. 585]. 

6. Les variétés de TEW_, des points \x\ ou (y) dont un diviseur 
de LH„ ou de P„_, stabilise tous les points sont dites totalement sta
bilisées par ce groupe. Leur nombre est évidemment fini. On en 
conclut que, si H est normal dans un r-sous-groupc G de P,*_», 
G stabilise (non totalement) chacune des variétés totalement stabi
lisées par H. Si, en particulier G = [ H , X } , on voit que j X j , et 
par suite G, stabilise au moins un point de chacune de ces variétés 
[2, p. 587j. 

En appliquant ce résultat au groupe adjoint (III, 6) d'un r-groupe G, 
on démontre que tout 1-groupe (X j de G est toujours contenu dans 
un 2-sous-groupe {X, Y j de G [2, p. 5o,i], et que tout 2-sous-groupe 
de G. auquel on peut toujours supposer la structure (X Y) = cX, 
est toujours conlenu dans un 3-sous-groupe de G. 

7. Il résulte de IX-12 que, si un groupe G est transitif, ses groupes 
linéaires réduits, tous conjugués dans LH„, appartiennent au même 
type. Deux groupes transitifs sont dits de même classe quand ils ont 
même type de groupe linéaire réduit. 

Si les groupes linéaires réduits sont du type LH„ ou SLH/è, G aura 
en O, supposé point ordinaire, toujours n transf. ooles d'ordre o, 
pour lesquelles on peut toujours prendre T, =/>, + . . . , puis, comme 
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transf. ooles d'ordre i : toujours les T,A = tlk-\-..., t,k=. xtpk (i^6 k)\ 
et : dans le premier cas, les Tlt, — £,, + . . . ; dans le second cas, les 
U y = w y + . . . , iij=tjj—tnn. On démontre 12, p. 623] que G ne 
peut avoir aucune transf. oole d'ordre > 2. que, s'il en a d'ordre 2, il 
a exactement les n indépendantes Yt = vt + . . ., v, = xt u, u = 2*xkpk, 
et contient alors U — u + . . . . 

Trois cas sont alors à distinguer : 

i° Le groupe linéaire réduit est du type LH„, mais G n'a aucune 
transf. ocle d'ordre 2; il résulte alors de V1II-9 que G est semblable 
a L„ ; 

20 Le groupe linéaire réduit est du type LH„. et G a des transf. 
ooles d'ordre 2; pour la même raison, il est semblable à P n ; 

3° Le groupe linéaire réduit est du type SLH„ ; alors G est engendré 
par les T,, les T,A (i ^ k) et les Uy. On démontre alors que Ton peut 
en remplaçant chaque T, par T, + une combinaison convenable, 
des T,A, ramener la structure de G à celle de SLn [2, p. 63o]. Donc 
(VIII, 4), G est semblable à SL„. 

8. De ces résultats peut se déduire que tout groupe à n variables 
dont la transitante atteint son maximum n + 2 (VTIT, 7) est sem
blable au P / t [3, p. 3o8]. Il résulte d'abord de 6 que l'hypothèse 
envisagée au VII-7, ou le groupe Gm engendré par les transf. ooles 
d'ordre maximum de G serait transitif, et par suite G, semblable 
à Ln, ne peut pas se présenter. Alors en effet le t^pe linéaire de 
groupe réduit de G|, et par suite de G, serait LH„ ; et G serait (6) 
semblable à P„. Mais G, ne peut être semblable en même temps 
à L„ qui est primitif, et au stabilisateur d'un point dans P„. qui est 
imprimilif. L'étude du cas où Gm est intransitif, et par suite G, impri
mitif, conduit au résultat énoncé. 

9. En dehors de Ln et ses diviseurs SL„, LHn . SLH^, le Pn a un 
certain nombre de diviseurs remarquables, dont chacun est caracté
risé par un invariant, différentiel ou non, ayant une signification géo
métrique. 

La transf. oole générale de P«, ou transf. oole projeclive générale, est 

X = 2a,T,-4- 2 :UcTkl-h Z T A V A . 
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Son prolongement à l'ordre i donne 

Y = E(3A ,7A?,-+- ^(/l(yk^xl-^- xhZytqi) 

10. Soit une forme quadratique à coefficients constants, que Ton 
peut toujours, par une transformation projective réelle ou imaginaire, 
ramener à la forme I*dx2. Le groupe total ou propre de celte forme 
est tel que son prolongement à Tordre i est groupe total on propre de 
la forme F = 2y,2, c'est-a-dire que YT doit être di\isible par F. ou 
nul. Ces conditions donnent la transf. oole générale du groupe 
demandé 

X = 2[ilk(xlpk — xkpl)-ï- p S - r ^ - t - Sa,/?, 

Le groupe total est le [n(n + 1)/2 + i]-groupe Sn des transforma
tions par similitude d'un /i-espace euclidien. Pour (3 = o, on a le 
\n(n + i)/2]-groupe D„0 des déplacements de cet espace. 

11. Une (n •— i)-quadrique non dégénérée et ne contenant aucune 
droite réelle, a une équation que l'on peut toujours, par une trans
forma lion projective réelle, ramènera la forme lx2 -\- A = o (A = ± : 1). 
Il faut que XF soit divisible par F, ce qui donne pour la transf. oole 
générale de son groupe total. 

X = I.^lk(xlpk — #//>,) -+- 2<xk(pk-+- A V A ) . 

Ces deux groupes ( A = d b i ) sont les [n(n + 1 ) / 2J-groupes D„A de 
déplacements des /z-espaces à métrique cayleyenne. Le groupe pro-
jectif d'une (n -- i)-quadrique sera en général designé par Q ; l. 

12. Un complexe linéaire non dégénéré (c'est-a-dire tel qu'il 
n'existe aucune droite rencontrant toutes les droiles du complexe) ne 
peut exister que dans un (2/1 + i)-espace. Ses droites sont courbes 
intégrales d'une équation de Pfaff, que Ton peut toujours, par une 
transformation projective, ramener à la forme 

dz -h LZiytdr/ï — xtdyk) = o, 

les coordonnées d'un point étant # , , . . . , 3 7 , , , ^ , , . . . , ^ , , , , 3 . Les 
transf. ooles du groupe conservant ce complexe, groupe total de cette 
forme de Pfaff, sont celles de P.»,i4., qui prolongées à Tordre i, en 
désignant les nouvelles variables par u,, vk, w conservent l'équation 
w + 2 ( J ^ ^ A — xlvk) = o. On trouve ainsi que la transf. oole générale 
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du groupe cherché C2/ï+i est : 

X = £ a , ( / > , — y r ) + S P, (gt -h xtr) + -;r-+- ^lik{xlPk—ykq{) 

-f- 2s,A(^?/t-+- ^ ? « ) -f- S /hAO',/?* -+-ykpd •+- SX^af/?, —j^.U) 
-+- X[jL,(sg'z-J-^riU)-+-v(s/--i- U) + p z U . 

13. Tous ces groupes sont primitifs. De plus, il n'existe aucune 
transformation non projective transformant SL„. S„, D„A, C2n+* en 
un groupe projectif [3 , p. 283]. 

14. D'autres diviseurs remarquables du Vn ou du LH, l+1 sont ceux 
qui ne laissent invariante aucune multiplicité plane du (n — i )-espace 
des points [x] ou (y) (groupes linéaires s. m. p. i.). 

Les diviseurs s. m. p. i. du S L H , Î + , , donc ceux du P„, sont simples 
ou semi-simples; et tout diviseur s. m. p. i. du LH„ n'appartenant 
pas au SLHn est produit direct d'un diviseur s. m. p. i. du SLHn par 
le i-groupe [2xipt \ [19]. 

Tout groupe linéaire s. m. p. i. simple s'obtient de la manière sui
vante [20]. Pour toute structure simple de rang (VI, 2) k, il existe un 
système de A" groupes linéaires s. m. p. i. dits fondamentaux de cette 
structure; soient L' ( / = i , . . . , Ar), engendres par les X^ (A-— i , . . . , k) 
ces divers groupes, el i? le groupe engendré parles SC/,= 2X^. . 
Parmi les variables, en nombre îij, sur lesquelles opère L/, les pro
priétés de l'équation caractéristique permettent de choisir une variable 
dominante x\. Considérons alors le monôme (x\)lh . . . (x[yk, les 
exposants étant des nombres arbitraires non négatifs. La transforma
tion générale de i? transforme ce monôme en unpolvnome homogène 
de degré 2/>y par rapport aux 2ray variables des L7. Ces polynômes, 
dont les coefficients dépendent des r paramètres de £, s'expriment 
linéairement en fonction de m d'entre eux Pfl ( a = i, . . ., m), lesquels 
sont linéairement indépendants, ni étant au plus égal au nombre 
maximum des termes d'un tel polvnome. L'action de £ sur ces poly
nômes P„ est un groupe linéaire s. m. p. i. de la structure simple 
considérée, et tout groupe linéaire s. m. p. i. de cette structure 
s'obtient de cette manière. 

Si G, el Go sont deux groupes linéaires simples s. m. p. i. opérant 
respectivement sur les variables x, elyk(i= i, . . ., m; k = i, . . ., n), 
leur produit direct est un groupe linéaire opérant sur les mn pro
duits xtyk\ il est semi-simple s. m. p. i. 
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Si G a ( a = i, ...,q) sont q groupes linéaires simples s. m. p. i. 
opérant respeclivement sur les variables x?a, leur produit direct, opé
rant sur les produits Px[l

u est semi-simple s. m. p. i. Tout groupe 
linéaire semi-simple s. m. p. i. s'obtient de cette manière. 

lo. Il y a (VI, 5) quatre types généraux de structures simples de 
rang k. 

Pour le type A, le groupe fondamental L/ est l'action de PA sur les 
(/— i)-variétés linéaires du A--espace. 

Pour le lype B, L2 est Q2A; L1 opère sur 2 A* variables, il représente 
l'action de L2 sur des (A* - i)-variétés linéaires, contenues dans la 
(2A* — i)-quadrique invariante par L-. U (j - = 3 , . . ., A") est l'action 
de L2 sur les ( / 2)-variétés linéaires du aA^-espace. 

Pour le lype G. L* est le CJA- I , L/ est l'aclion de L1 sur les 
( / — 1 )-variétés du ( 2 k — 1 )-espace. 

Pour le type D, L{ est Q2A_I ; L1 et L2 opèrent chacun sur 
2A-—1 variables; L ' ( / = 4 « ---5^) est l'action de L3 sur les 
(/ — 3)-variétés linéaires du (2 A" — i)-espace [20]. 

CHAPITRE XL 

GROUPES DE LA DROITE, DH PLAN ET DE LESPACE. 

1. Le nombre de paramètres d'un groupe à une variable est <3 
(V, 7). Tout i-groupe est toujours (III. 4) semblable à \p } : groupe1 

des x'z=x-\-a. Prenant ensuite XA, d'ordre A, sous la forme 
X A = (xh + ...)/>, on voit que les structures des 2-groupesel 3-groupes 
peuvent se ramener respectivement aux formes ( X 0 X , ) = X0 ; et 
(X0 X , ) = X0, (X0 X>) = 2X4 , (X, X2) = X>. Ces groupes transitifs 
sont isomorphes, avec correspondance du stabilisateur de l'origine, 
donc semblables à Li = {p, xp ) et P, = {p. xp, x-p } [4, p. 3^4]. 

2. Si P, = {X,, X2, X { | . XA = #*-'/>, il résulte de la structure 
de P, que les transf. ooles de son groupe adjoint (III, 6) sont, si 
f^djde,, 

Et = — e2/i— 2^ / 2 , E2= ei/i— e-ifs, E = 2 g , / î + e 2 / 3 . 

Le groupe adjoint homogène s'obtient par adjonction de E 0 = 2^,/t . 
MtMORIM DES SC. MATH.—- N° 81 4 
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Sa matrice est en général de rang 3 ; son rang s'abaisse à 2 si [e] appar
tient à la conique e2,— 4 ^ 1 ^ 1 = ^ et ne s'abaisse à 1 pour aucun 
point \e\. D'où (VII. 4) deux variétés invariantes minimum : tout le 
plan et la conique, et deux classes de 1-groupes conjugués, respecti
vement représentées par {xp \ répondant à [o, 1, o] et \p\ répondant 
à [ i . o, o]. 

Cette distinction répond au nombre des points x que fixent les 
i-groupes. Les points fixés par ! Xj , X = (e, + e2x + ezx

2)p sont 
les zéros du coefficient de/>. Ils sont distincts ou confondus suivant 
que [e] est un point ordinaire du plan, ou un point de la conique. 

On voit ensuite que si deux transf. ooles répondent à [e1] et 
[e2], leur alternée répond au pôle delà droite de ces deux points rela
tivement à la conique. Elles engendrent donc un 2-groupe toujours et 
seulement si cette droite contient son pôle, c'est-à-dire est tangente à 
la conique. Comme le groupe adjoint permute transitivement les 
points — et par suite les tangentes — de cette conique, il n'y a qu'une 
classe de 2-groupes conjugués, représentée par exemple par jX, , X 2 j , 
correspondant à la tangente e ? = o . On voit que chacun de ces 
2-groupes fixe un point x et un seul. 

3. Un principe de classification des groupes G du plan est fourni 
par la considération de leur groupe linéaire réduit K (X, 4) et de son 
action L sur les éléments linéaires issus d'un point, qui dépendent 
d'un seul paramètre. 

Si L ne se réduit pas à la transformation identique, il est sem
blable (1), soit à P,,, qui est transitif, soilà L,, qui fixe un seul point, 
soit à un i-groupe de P, , qui en fixe deux, distincts ou confondus. 
On voit [4, p. 384] que G est primitif ou imprimitif suivant que L a 
trois ou moins de trois paramètres. Si Lest un 2-groupe, G n'a qu'une 
famille de courbes d'imprimitivité; si L est un 1-groupe. G en a deux, 
distinctes ou confondues; si L se réduit à la transformation identique. 
G en a une infinité, qui dépendent d'un paramètre, si G est transitif, 
d'une fonction arbitraire, s'il est intransitif [3, p. 60]. 

Analytiquement, si G est un r-groupe engendre par les 
Xil = tflp -\-rihq, la recherche des équations différentielles de ses 
courbes d'imprimitivité revient [3 , p. 61] à la détermination, dans le 
4-espace des points (x, y, x',y'), des 3-variélés, a équation de la forme 

a(x. y)-x'-+- b(x,y)y'= o, 
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invariantes par le (r + i)-groupe H ' = ( G ' , U'}, où U' désigne 
x'p'-+-yfqr et G' le groupe G prolongé, engendré (IX, 2) par les 
XA = XA + l'hP'-\--n'hq' = Xh + (Dlh)p' + (Dr„,)^ . Le polynôme 
ax'-+- by' sera, ou bien un invariant de H', ou bien (VII, 4) un divi
seur commun des déterminants de même degré de la matrice de H', 
déterminants qui sont, o.nx' et y', des polynômes homogènes de degré 
< 2 . 

On voit [3, p. 6o] que : pour H' transitif, G admet o, i, 2 familles 
d'imprimitivité suivant que le p. g. c. d. des déterminants de degré 4 
est de degré o, 1, 2; pour H' intransitif, si G est transitif, Tunique 
invariant de H' détermine une infinité, dépendant d'un paramètre, de 
familles d'imprimilivité de G; si G est intransitif, le p. g. c. d. des 
déterminants de degré 3 donne, pour G, une ou deux familles d'impri
mitivité. Le cas d'une famille d'imprimitivité dépendant d'une fonc
tion arbitraire se présente quand G eskun 1-groupe. 

,4. Ici K est LH2 ou un de ses diviseurs."Pour que L soil un 
3-groupe, il faut et suffit que K soit ou LH2, ou un 3-sons-groupe de 
LH2 ne contenant pas ur.-= x'p' + y'qr, c'est-à-dire (X, 4) SLH2. Si 
K = LH2, G est (X, 6) semblable à P2 ou L2. Si K = SLII2, G est 
semblable à SL2. Ce sont les trois seuls types dégroupes primitifs du 
plan. 

5. Avant d'appliquer la classification du n° 3, il est avantageux de 
ramener G à un petit nombre de formes simples. On peut toujours 
choisir les variables de manière qu'une des familles de courbes 
d'imprimitivité de G soit représentée par x = /. Il en résulte (X, 6) 
que XA a la forme fh(x)p + gh(x, y)q. Les X/ ,= jh(x)p engendrent 
l'action J de G sur ses droites d'imprimitivité. J, qui opère sur une 
seule variable, ou bien se réduit à la transformation identique, ou 
bien peut, par un changement de cette variable, prendre Tune des 
formes {p}, [p, xp}, {p, xp, x-p] (1). Si G, (i= o, 1, 2, 3) désigne 
la forme réduite de G correspondant au cas où J est un /-groupe, on 
voit que G0 est engendré par les Xh = ghq (A = i, . . ., r ) puis 
0 , ( / = 1 , 2 , 3 ) p a r l e s Xy = xJ'x p + gjq (j= 1, . . . , i) et les 
X/, = ghq (h = i + 1, • • •> r). Les XA engendrent toujours le diviseur 
de G, du type G0, qui fixe toutes les droites d'imprimitivité. Et les 
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relations de structure montrent que G, contient toujours un 
( r — i)-groupe de type G,_,, obtenu en supprimant X,. 

6. On peut ainsi, de proche en proche, en utilisant les conditions 
imposées par les relations de structure, ramener les gh(x, y) à un 
petit nombre de formes-types simples [4, p. 4» i -4^5; 3, p. 3o,-52]. 
On reconnaîtra ensuite si les groupes obtenus sont distincts ou non, 
en déterminant, par le procédé du n° 3, leurs diverses familles 
d'imprimitivité [3 , p. 58]. 

7. Les points [x, y, z] fixés par le i-groupe du LH5 engendré 
par (ax + by + cz)p-\- (a1'x + b'y + c' z)q-\-(a" x + b"y + c"z)r 
sont (X, 4) les points vérifiant 

(a — p).z -h by -\-cz = a'x -+- ( b' — p)y -h c'z = a"x -+- b"y •+- (c" — p)? = o. 

Les droites ux + vy + wz = o fixées par ce i-groupe sont celles dont 
les coefficients vérifient 

{a — p)« + a'(' + a"w = bu -+- {b'— p)p -f- b"'w — eu -+- c' v -+- (c" — p)tv = o. 

Dans les deux cas, on a, pour déterminer p, une même équation 
A(p) = o. Si les trois racines du déterminant sont distinctes, le 
i-groupe fixe les trois sommets el côtés d'un triangle. S'il y a une 
racine double ou triple, le rang du déterminant, pour cette racine, 
peut-être 2 ou i ; d'où 4 eas. Pour racine double et rang 2, le 1 -groupe 
fixe un point A comptant pour deux, un point B, la droite AB 
comptant pour deux, el une droite passant par A. Pour racine double 
et rang 1, le i-groupe fixe tous les points d'une droite (D) et toutes 
les droites passant par un point A hors de (D) . Pour racine triple et 
rang 2, le 1 -groupe fixe un point comptant pour trois, el une droite 
passant par ce point, comptant aussi pour trois. Pour racine triple et 
rang 1, le 1- groupe fixe tous les points d'une droite (D) et toutes les 
droites passant par un point A de (D) . 

11 y a donc, dans LHj, et par suite dans P 2 , 5 types distincts de 
1-groupes. Pour les quatre derniers, on voit que la transf. oole est 
complètement déterminée par les éléments fixés, etqu'onpeuttoujours, 
par une transformation projective, donner à ces éléments une posi
tion arbitraire. Tous les 1 -groupes de même type sont donc conjugués 
dans P2 . On peutprendre pour représentants p + yq,yq, /> + xq,q. 
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Pour le premier type, on peut toujours ramener la transf. oole à la 
forme xp + hyq. Et Ton voit que { xp -\- kyq ) ne peut être conjugué 
de {œp-t- hyq] que si A- a Tune des six valeurs A, i/A, i —A, 
i / ( , _ A), (A - i)/A, A/(A - i) [3 , p. 84]. 

8. Les trajectoires de ces i-groupes sont : y = axh, y = aex, 
x = a, y — x2ji = a, x = a. Toute autre courbe invariante doit 
être totalement stabilisée. Cela ne peut arriver que pour yq et q, 
qui, chacune, stabilisent totalement une droite. D'ailleurs, les para
boles y = x2/2 + a rentrent, a une translation près, dans la forme 
yz=zaxh. Ainsi toute courbe invariante par un i-groupe projectif est, 
ou une droite, ou une transformée projective de r = och, A (A — 1)-^0, 
ou de y = ex [3, p. 87 ]. Les seules courbes invariantes par un A*-sous-
groupe ( A \ > i ) de P_> sont les droites, dont chacune esl invariante 
par un 6-gronpe conjugué de LH2. et les coniques, dont chacune est 
invariante par un 3-groupe. Corrélativement, les seules familles 
simplement ooes de droites invariantes par un A-sous-groupe (k > 1) 
de P2 ont pour enveloppe un point, el admettent un 6-groupe, ou une 
conique, et admettent un 3-groupe. 

9. Il résulte de X-13, et Ton voit d'ailleurs directement [3, p. g4] 
que les seuls diviseurs s. m. p. i. de P2 sont ses 3-sous-groupes. tous 
conjugués, isomorphes à P<, dont chacun laisse invariante une 
conique. On en conclut que Pj ne contient aucun 7-groupe, puis que 
les seuls diviseurs primitifs de P.» sont conjugués de LHj oudeSLH 2 . 
Les diviseurs de P_> corrélatifs des deux diviseurs primitifs, sont con
jugués du 6-groupe stabilisateur d'un point ou de son 5-sous-groupe 
normal. Tout autre diviseur de P* fixe une droite et un point de cette 
droite. 11 est donc conjugué d'un di\iseur du 5-groupe {p, q.xp,xq, 
yp\, qui fixe la droite de Too et le point à Too de Oy. On trouvera 
[3 , p. 106] le tableau de ces di\iseurs. 

10. Parmi les groupes de l'espace ordinaire, on connaît [3] tous 
les groupes projectifs, et tous les groupes primitifs. De ces derniers, 
il n'y a que huit types, dont sept sont dans P { (X, 12). Le huitième 
est le 10-groupe des transformations conformes [3 , p. 139]. 
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CHAPITRE XII. 

FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE. 

1. Nous supposerons, a\ec Riemann, que la melrique d'un n-
espace est définie par une forme quadratique différentielle définie 
positive ds2=lglk(x)dxldxl>, gtk=z gkl, g z=z\glk\> o, ainsi que 
tous ses mineurs symétriques. Cette forme définit le carré de la 
distance de deux points oot voisins. 

Les transformations isométriques ou déplacements sont celles qui 
laissent invariante cette forme quadratique, c'est-à-dire fournissent 
l'identité ds2= ds'2, ds' s'obtenant par simple substitution des 
nouvelles variables x' aux anciennes. Pour cela, il faut et suffit que 
l'expression G = 2^-,A( r)yly1 soit un invariant de ces transforma
tions prolongées (IX, 1) à l'ordre i. En paiticulicr, au i-groupe{X}, 
ou X = ?L\l(x) pt correspond (IX, 4) le i-groupe prolongé j X + Y }, 
où Y = lril(x, y) qn 'nl(x, y) = 2é(dcj j dxk) y'. Pour que { X } soit 
isométrique, il faut donc el suffit que l'on ail ( X + Y')G = o. Or 
on a 

(i) YG= ZZZglky*y>'(à¥/àx'>)+ZZZgay
lyh(<)¥/<)x'>) 

i k h i k h 

et XG = 2*lLylykX.glk. Si l'on échange, dans le premier terme de YG, 
i k 

les indices i et A, et, dans le second, les indices k et A, il vient, en 
annulant le coefficient de y1 yA, 

(2) X ^ , A + 2[ghkW>lr)x*) -hg,u(à**/àxl)] = O. 

Ce sont les équations de Killing | 15]. Pour qu'un r-groupe G soit 
isométrique, il faut et suffit que (2) soit vérifié pour r transf. ooles indé
pendantes de G. On peut d'ailleurs utiliser ces équations, soit pour 
déterminer le ds2 invariant par un groupe donné, soit pour déter
miner le groupe isométrique d'un ds2 donné. 

2. Le premier problème revient, étant donné un groupe G, à 
reconnaître si le groupe prolongé G1 admet un invariant quadra
tique ltglk(x)ylyh. S'il on est ainsi, le stabilisateur prolongé G,' de O 
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admet l'invariant quadratique lalky
ly/l, alk= glk(o), Si donc 

les Xrt sont les transf. ooles d'ordre i de G, il faut 

(3) 2[a,*Wtt/^')oH-a/«(^E4/^*)o] = o . 

Supposons qu'il existe des alk vérifiant (3), et que G est transitif. Il 
existe alors dans G une transformation T portant (o) en (m) . T est 
représentée par 

(4) x'l=fl(x, /n), m*=/ , (o , m) (i ==i, 2, . . . , n). 

La transformation prolongée T1 s'obtient (IX, 4) par adjonction de 

(5) r ' < = 2 / , A ( * , #n)y*, flk=àfllàxK 

La forme quadratique yLaliiy
lyu est transformée par T1 en 

lgh,(m)y'hy,f, et Ton a 

(6) alk= 2 ^ , ( / / 1 ) / ^ ( 0 , m)f/k(o, m) 

ou 

(7) Â'A/("0 = S««t/*'(o, ™ )/"(<>, m). 

La forme quadratique différentielle ainsi déterminée, 

dfa2= *Lglk(x)dxldxk, 

est invariante par G. Soit en effet T, T0 . T'0 trois transformations de G 
portant respectivement (#) en (.#'), (o) en (5?), (o) en (x'). La 
transformation S0 = T ( ,TT0

_ I appartient au stabilisateur de (o), 
donc laisse invariant ds2^=i ltalkdxl

Qdx^. D'autre part T0 et T'0 trans
forment respectivement dsl en ds2 et ds'2(variables accentuées). 
Donc T = T ' 1 S0T0 transforme ds2 en ds'2. 

En conséquence, si G est transitif, à toute forme quadratique ds\. 
à coefficients constants alk. invariante par le stabilisateur de (o), 
correspond une forme quadratique différentielle ds2, à coefficients 
glk(x)[gtk(o) = alk], invariante par G. Ainsi, pourvu qu'il existe 
des alk vérifiant (3) , les équations (2) relatives aux r transf. ooles 
de G admettent des solutions gik(x) complètement déterminées 
par gu(o) = alk. [4, p. 522]. 

Si G est simplement transitif, les équations (3) disparaissent, car 
le stabilisateur se réduit à la transformation identique. G sera donc 
isométrique relativement à une infinité de ds- à n = r dimensions, 
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définis par (7), où les alk peuvent être pris arbitrairement. Comme 
tout groupe est isomorphe a son groupe de paramètres (II, 2), 
lequel est simplement transitif (VIL 5), tout r-groupe est isomorphe 
à un groupe isométrique d'un r-espace pourvu d'une infinité de 
métriques convenablement choisies [4, p. 519]. 

3. Pour le second problème, on voit d'abord, en introduisant les 
\i = ^gij\'i que les équations (2) de Killing, en nombre 

N = n(n -4-1) /2 , 

sont résolubles par rapport à N des n- dérivées d'ordre 1, et qu'elles 
permettent d'exprimer toutes les dérivées d'ordre 2 en fonction de 
celles d'ordre 1 et des fonctions. En conséquence (V. 5) le groupe 
isométrique G n'a aucune transf. oole d'ordre > 1, et a, au plus, 
n + n2 — N = N paramètres. Ce nombre ne peut d'ailleurs être 
atteint que si les conditions d'intégrabililé de (1) sont identique
ment satisfaites. Alors G aura exactement n transf. ooles indépen-
pendantes d'ordre o, et n(n — 1)/2 d'ordre 1. 

4. On peut, par l'élude directe des conditions d'inlégrabilité, et 
par des calculs assez pénibles [15], montrer qu'alors le ds2 est à 
courbure riemannienne constante dans toutes les orientations. On 
peut aussi remarquer que le groupe linéaire réduit ( IX, 4) de G 
relatif a l'origine doit laisser invariante la forme quadratique 
^guxv

ly'-> que Ton peut, par un changement de variables linéaire, 
homogène el à coefficient constants, effectué sur les xn ramener à la 
forme 2(y1)2. On peut alors montrer, soit directement [3 . p. 325-
333], soit en cherchant d'abord le groupe G' des transformations 
conformes (groupe total du ds2), que G est nécessairement semblable 
à l'un des trois groupes D„/, (A = 0, 1, — 1) (X. 9-10), qui sont res
pectivement groupes d'un ds2 à courbure riemannienne nulle, posi
tive, négative, constante dans toutes les orientations [21]. 

5. Ainsi, pour que la géométrie d'un /i-espace soit nécessaire
ment euclidienne ou cayleyenne, il suffit de supposer que son ds2 est 
une forme quadratique des dxn et que son groupe isométrique 
a n(n + 1)/2 paramètres [21]. 
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D'autres hypothèses peuvent être faites pour arriver au même 
résultat. Par exemple [ 3 . p . 4;9? 4&t] 4^ e 1° groupe isométrique 
possède la libre mobilité infinitésimale, en tout point ordinaire, 
c'est-à-dire que, si Ton considère une suite de q variétés linéaires 
élémentaires (q = i, . . . , n — i), dont la première contient le point, 
et dont chacune contient la précédente, un déplacement continu est 
possible si Ton fixe les />premières (p < n — i), mais impossible si 
on les fixe toutes. On peut aussi [3 . p. 021] faire des hypothèses 
équivalentes sur les points à distance finie du point stabilisé. 
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