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SUR 

QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS 
ET SUR 

LA GÉOMÉTRIE DE CERTAINS HOLOESPACES 

EN RAPPORT AVEC LA THÉORIE 

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 

Par M. Silvio MINETTI. 

CHAPITRE I. 

LES FONDEMENTS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL ARSOLU GÉNÉRALISE DE PASCAL-VITALI, 

LES .PREMIÈRES NOTIONS SUR L'ESPACE DE HLLRERT. 

1. Généralités. — Avec la nota t ion/ [w] nous désignerons par la 
suite une fonction des n variables 

( i ) M,, W.2, . . . , Un, 

tandis que. si S est une substitution invertible qui fait passer des 
variables u aux variables t>, ayant pour équations 

( 2 ) W t = W,,Oi, t>>, . . . Vn)=Ul[v] (* = I, 2 , . . . , / l ) , 

nous désignerons par / [ i>] la transformée d e / [ M ] au moyen de la 
substitution S. 

Les / pourront être affectées d'indices en bas ou en haut ( ' ) ; 
indices inférieurs et indices supérieurs. 

( l ) On supposera, en outre, une fois pour toutes que les / et les ug[v] aient des 
dérivées continues de n'importe quel ordre. 
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Une fonction I sera dite « invariante » si, quels que soient les sys­
tèmes de variables w e t p liées de la substitution S, on a, pour chaque 
couple de systèmes de valeurs correspondantes des u et des r, 

(3) I[«] = ![>]. 

On aura souvent affaire par la suite avec des lettres affectées enbas 
ou en haut d'indices constitués de groupes dénombres, égaux ou non 
entre eux, choisis dans l'ensemble 

( 4 ) i , f, 3 n. 

n'ayant pas égard à l'ordre dans lequel on les écrit. On désignera un 
tel groupe par une seule lettre; il sera constitué d'une combinaison 
avec répétition des nombres (4). 

L'ensemble de ces groupes sera appelé le Qn corps ; chaque groupe 
du corps Qn sera dit un « état » de l'indice qui acquiert sa compo­
sition; les chiffres de la suite (4) qui composent le groupe seront 
dits, enfin, les chiffres de l'état considéré. 

Si en outre les chiffres d'un état sont chacun inférieurs ou égaux 
au suivant on dira que l'état est écrit sous la forme normale. 

Le nombre pa des chiffres d'un état a sera appelé le « rang » de 
cet état. 

On dit qu'un indice varie dans la classe (v, jx) (avec v, JJI entiers 
tels que v>p >> o) s'il parcourt les états a pour lesquels o n a v ^ pa>/JL 
et seulement ces états. 

Si jjL = i la classe (v, i) sera dite simplement la classe v et l'on dira 
aussi que c'est une classe entière. 

2. Les symboles Ia [u ] et leurs transformés. — I étant un invariant, 
et «o un état d'un indice variable oc ayant les chiffres ^ , i\, . . ., in, 
nous poserons 

(5) i « . M ^ — àuhàuh . . .àulk 

On obtient ainsi un système de fonctions Ia dans lequel l'indice a 
parcourt le Qn corps. 

Il est intéressant de voir comment les fonctions l a varient par une 
substitution S. On démontre aisément que, quel que soit l'état a du Qn 

corps, on a 
(6) I«M = S 3 l p [ « ] J j . 
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où la somme 2 se rapporte à tous les états d'un indice (3 du Ûrt corps, 

et où les -T-̂  désignent des fonctions rationnelles entières de dérivées 

(simples ou multiples) des deuxièmes membres des relations (2) qui 
définissent S, et où, enfin, on a 

àUR 
- 3 - - = 0 si o « > p a . 

Si l'on considère, pris pour exemple, n = 2 et un invariant I (a , , u2), 
où l'on a 

U l = M I ( P I , ^ ) » U*= M * ( * N » **)> 

les différents états de l'indice (3 de la relation (6) sont donnés par les 
groupes 

1; 2 ; I , I ; 1,2: 2 ,2 , 

qui constituent le £22 corps, et l'on aura pour I>, [ P ] l'expression sui­
vante : 
r r 1 r r i ^ u \ T r i^lU r r , < t o * i t | F r , ^ 1 , ' r r ! ail*,* 

I L J L J fA ' t
 L ^ P ! '» L ' G>P, 1 f v ' C/PI ' L J flfci ' 

et comme 

r r i àH i r i ^ 1 

I I , Î [ M ] = -3—-3— y L f >[Mj = - r - j 

,et 
dU\fy _ ^14,,9 _ 6^2,2 

on obtient' 
ài>[ dvx ds>\ ' 

. r , <̂ I c/1 c^ î àl du* 

<?(>! 6 ^ àvx ou* OVA 

bien en accord avec la formule de dérivation des fonctions composées. 
De même on aurait 

où l'indice (3 varie par tous les états du &2 corps. Donc 

r i - â l — — àU] — du" — àu*^ 

àiiiàu* dvi.s àu\ àv^^t 
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Et puisque, à l'aide d'un calcul assez facile, on obtient 

an _ d\^ à*ut ai d"u> rri diij dux 

dv^dv* dux dvvdv* du* dvxdv* du\ dvx dv*, 

dJl ldu\ du* du\ du*\ d*I du* du* 
du\du2\dv\ dv* dv* dv\j dut dv\ dvi' 

pour les valeurs des symboles 

du\ du> dii\t\ du\ti du*^ 
dv\^ dv\^ dv\s dv\^ dv>i* 

on obtient les expressions suivantes : 

du\ _ d*U\ du* _ d* Ui du\t\ _ du\ du\ 
àvi9t dvydv^ dvx^ ~ dv^dvS dvi}* ~ dvx dv** 

du\* _ du\ du* dui dui du^^ du* du* 
d?it* dvx dv* dvy dv^ dvif* ~~ dvx dv,S 

qui sont bien des expressions rationnelles entières de dérivées 
(simples ou multiples) des deuxièmes membres des relations 

M l = M i ( P ] , P i ) , l l * = U*(V\% P > ) 

Les symboles —Ë jouissent en outre des propriétés suivantes [1] : 

qui définissent la transformation considérée 

Les sym 

I. On a 
dun 

(7 ) -3—- = 1 ou o (suivant que a = [3 ou a ^ 3). 
OUK 

II. Si M, e, w sont trois systèmes de variables liés entre eux par des 
substitutions invertibles, on a, quels que soient les indices a et (3, 

/QX <Hx v dtoa dvy 
v dup • dvv du$ 

où la somme 2 se rapporte à tous les états d'un indice y du 12 corps. 
De cette proposition découle en particulier, que si les systèmes 

des variables M et i> sont liés par une substitution invertible. on a 

( 9 ) 2 i 5̂ 7 dÂ = 1 ° u ° ( s u i v a n t <lue « = P ou « ^ 3). 

III. — Si l'état (3 est composé d'un seul chiffre h et si ix, i2, . . ., ir 
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sont les chiffres de l'état a, on a 

(,o) ^ à'u,L 
dVu dvl± dvfi. . . dvh 

IV. — Si p a = p3 et si ix, J2, • • • > *#• sont les chiffres de l'état a, 
tandis quey\, y2, . . ., y,- sont les chiffres de l'état (3, on a 

' ^ = Y àuhduh du/r^ 
} dva ^ÀHdvtl dvlm dvlr* 

où la somme 2™ se rapporte à toutes les permutations distinctes TC« 
des chiffres de l'état (3. 

V. Dans le* mêmes conditions précédentes, on aura aussi 

(12) ^P = 5 V duhduh duJr 

du* K^ZuT^dv^dv^ dît,,' 

VL — S i p a = pg= h-+-(r— A) avec A entier tel quer >> h > o, et 
si <xr et a" désignent deux états, le premier de A chiffres, le deuxième 
de r — h chiffres tels qu'ils aient en complexe tous les chiffres de a, 
et si enfin $\, j3'| ; (3'2, (3̂ -, . . . ; (3'm, fi"m ont toutes les façons possibles 
de classer les chiffres de 1 état (3 en deux états, le premier (3'A 

ayant h chiffres, et le deuxième (3£ de r — h chiffres, on a 

m 
du$ = y dufa dup^ 
dVa ZÀk dVtf dVg," ' 

1 

3. Les systèmes absolus [1]. — Si a* et a^(A = i. 2, . . ., r) sont r 
couples d'indices tous les deux d'une même classe, et si (3* 
et (3'A(/: = 1, 2. . . . ^ ) sont des mêmes couples d'indices, on dit 
qu'un système de fonctions 

04) H&fc;. «g; 

est un « système absolu » lorsqu'il arrive que, quels que soient les 
systèmes de variables u et v liés entre eux d'une substitution inver-
tible, on ait 

(l5) HE^-P^ï^B-H^-Pr ^ ri" ^ à r ï ^ , 
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la somme 2 se rapportante tous les états des indices ah(h — i, 2, . . ., /•) 
et des indices (3'A(Ar = 1. 2, . . ., s). 

Plus précisément on dit que le système H est un système absolu 
avec r indices inférieurs et s indices supérieurs. S'il n'y a pas d'in­
dices supérieurs le système absolu est dit « système covariant pur »; 
s'il n'y a pas d'indices inférieurs il est dit « système contrevariant 
pur ». On considérera en outre un invariant comme un système 
absolu dépourvu d'indices, qu'ils soient inférieurs ou supérieurs. 

La loi de variation qui est exprimée par la relation ( i5 ) est appelée 
« loi de variance absolue ». 

De ce qu'on a dit résulte en particulier que si H a est un système 
covariant pur à un indice, sa loi de variance absolue est donnée par 
la relation 

H . M = Z a . H a . [ K J ^ Î £ , 

où la somme 2#a> se rapporte à tous les états de l'indice a' de la classe 
de l'indice a; si, au contraire, HP est un système contrevariant pur 
à un indice, sa loi de variance absolue est donnée par la relation 

où la somme 1¾. se rapporte à tous les états de l'indice (3' de la classe 
de l'indice (3. 

Il en résulte aussi que si a est un indice de la classe entière v, et si I 
est un invariant, le système I a est un système'covariant pur à un 
indice de la classe v. 

Gela posé on démontre en premier lieu que, pour un système de 
fonctions du type (i4)i I e caractère de système absolu est assuré 
même quand il existe « un système particulier » de variables u tel que, 
pour chaque système de nouvelles variables v liées aux variables u 
par une substitution invertible, le système H satisfasse à la relation ( 15). 
On s'appuie pour cela sur la précédente propriété IL 

Il est clair alors qu'un système absolu va être univoquement 
déterminé lorsqu'on a assigné le système de fonctions auquel il se 
réduit par rapport à un système particulier de variables. 

Si, en particulier, toutes les fonctions auxquelles se réduit un sys­
tème absolu pour un système de variables u sont nulles, cela arrivera 
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aussi pour tout autre système de variables, et le système absolu sera 
dit « système nul ». 

Si enfin a et (3 sont deux indices inférieur et supérieur d'une même 
classe et si H§ est un système absolu tel que pour un système parti­
culier de variables u on ait 

H«F«J = i ou o (suivant que a = [3 ou a ^ [3), 

pour n'importe quel système d'autres variables p, on aura aussi 

Ha[p] = i ou o (suivant que a = g ou a ^ g). 

Il va sans dire que cette propriété est une conséquence immédiate 
de la loi de variance absolue et de la précédente propriété IL II est 
alors avantageux de poser la définition suivante : 

DÉFINITION. — Un système absolu H^, avec a et fi indices de la 
même classe, tel que pour chaque système de variables que Von 
considère aquiert la valeur i si a = fi, et la valeur o si a^éfi, sera 
appelé système ôp, en remarquant toute fois qu'un système b\ ne 
sera pas complètement caractérisé si Von ne connaît pas la classe 
commune des indices a et fi. 

Donnons maintenant les définitions qui se rapportent à certains 
systèmes absolus qu'on appelle symétriques ou hémisymétriques : 

DÉFINITION 1. — On dit qu7un système de fonctions est symé­
trique par rapport à deux indices {inférieurs ou supérieurs) de la 
même classe, si chaque fonction du système est égale à la fonction 
que Von obtient en changeant entre eux les deux indices consi­
dérés. 

DÉFINITION IL — On dit qu'un système de fonctions est hêmisy-
métrique par rapport à deux indices {inférieurs ou supérieurs) de 
la même classe, si chaque fonction du système est opposée à celle 
que Von obtient de la fonction donnée en changeant entre eux les 
deux indices considérés. 

Et comme on voit aisément que, si un « système absolu » est symé­
trique, ou hémisymétrique, par rapport à deux indices d'une même 
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classe pour un système particulier de variables, il l'est aussi pour 
chaque système de variables, on peut dire que : 

DÉFINITION III. — Un système absolu est dit symétrique ou 
hèmisymétrique, par rapport à deux indices {inférieurs ou supé­
rieurs) d'une même classe, s'il est symétrique ou hèmisy métrique 
par rapport à ces indices, pour chaque système de variables 
qu'on puisse considérer. 

Il est en outre tout à fait évident que si un système est hémisymé­
trique par rapport à deux indices il annule toutes ses fonctions pour 
lesquelles ces deux indices sont égaux. 

4. Fonctions r-variantes [1]. — Une fonction A est dite r-variante 
si, u et u étant deux systèmes de variables liés entre eux d'une substi­
tution invertible d'équations (2) et d'ailleurs quelconque, l'on a 

A[p] = À [ a ] ( i i , vy, 

o u 

(u,v) = 

du\ 

dv\ 

dui 

dvi 

du\ 
dv> 

du* 
dv*. 

dun dun 

dvx dv.2 

dur 
dvn 

du* 
dvn 

dun 

dvn 

(v,u) 

ainsi que si A est une /-variante, -r est une fonction (— r)-variante. 

Cela posé on désignera par le symbole (u, v,~p) le déterminant qui 

a pour ses éléments les fonctions ^ Ë 5 avec a et fi indices parcourant 

tous les états de rang v, disposés de façon que l'indice a soit constant 
tout le long d'une même ligne, tandis que fi soit, au contraire, cons­
tant tout le long d'une même verticale, et, en plus, les états de l'in­
dice a et ceux de l'indice fi se succèdent dans l'ordre naturel (* ). 

On aura alors {u, 1, v) = (u, v), tandis que l'on peut démontrer 
la relation 

/ / l -HV—1\ 

( M » V , P ) = ( M , P ) 

(1) Le déterminant (a, v, v) est le v,èm« déterminant de Brill Sclioltz-Hunyadj. 
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où l'exposant du deuxième membre est le coefficient binomial repré­
sentant le nombre de combinaisons de n + v — i éléments pris nk n. 

On désigne en outre par le symbole [u, v, v] le déterminant qui a 

pour éléments les fonctions -T-̂ -? où a et fi sont des indices parcou­

rant, suivant l'ordre naturel, la classe v, les autres conditions précé­

dentes étant de même respectées. 

Si alors on se souvient que 

dup . 
—•£ = o, si p o > pa> 
dv,* P 

on a 
[U, V, V] = (U, I, V)(ll, 2 , V)...(U, V, #l) = (lf, P)NV, 

OÙ 

" - ( : ) * ( " : ' ) * ( • : • ) — ( ^ : - ) - ( : : : ) -

tandis que l'ordre Ov du déterminant [M, V, e] sera donné par la 
relation 

Tout cela posé on a alors le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si A est une fonction N^-variante, le àystème 
absolu Hai0t i> a , qui a Ov indices de classe v e£ qui pour un 
système de variables u bien déterminé a nulles toutes ses fonc­
tions avec deux indices égaux et toutes les autres égales à + A. [M] 
ou à —A[u] suivant que la permutation des indices est paire ou 
impaire par rapport à la permutation principale, garde ces 
mêmes propriétés aussi pour tout autre système de variables v. 

Un tel système absolu, HaiCX2 . j0Co , est dit alors le système eai,a„...,a0, 
asssocié à la fonction Nv-variante A; il est évidemment hémisymé­
trique par rapport à chaque couple d'indices. 

o. Opérations élémentaires sur les systèmes absolus [1] : 

DÉFINITION I. — Si 

Hg;;g;;-::;& et Kfefc;.. g* 

I . 
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sont deux systèmes absolus dont les indices inférieurs et supérieurs 
qui sont représentés par un même symbole sont d'une même classe, 
les systèmes 

«i,«i,. . ,a, ^ "a , ,a , , . ,a, r f «i,a,, ...,ar "a^aj , . . . ,^ 

grwi SO/IÊ, évidemment, aussi des systèmes absolus, sont dits respec­
tivement « la somme » et « la différence » des rfeMJc systèmes 

"a^a,, .,a, ^f V a , , . ,a,-

DÉFINITION IL — *Sï 

H?*»P»' ->P* e / RP*+I,P.-I-I,. >P*+-? 

so/i£ deux systèmes absolus, le système 

*a,,a2 , . . ,a r+p " a „ a s , . . ,a, ^-^+1,^+, , . . ,a r + ; , j 

qui est évidemment aussi un système absolu, est dit « le produit » 
des deux systèmes absolus 

Hg^g g- et KË-+"£•+"• -g-+-. 
a1}a,, . . . ,a r a r + 1 ,a r+j, . ,ar+/,* 

On peut démontrer en outre le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si Hgj;g;;-..;£;' es* Z/TÏ. système absolu, et si les 
indices a, <?f [3, sont d'une même classe, le système 

où la somme 1 se rapporte à tous les états de Vindice r de la classe 
commune aux indices a, etfix, est aussi un système absolu. {Prin­
cipe de saturation. ) 

DÉFINITION III. — On appelle « système composé » de deux sys­
tèmes donnés 

H?"î«' »**>Pi<P« .P- et KT"T* • "ft»P*+i.P.+-. > 1 W 

oà /es indices représentés par un même symbole sont d'une même 
classe, le système 

Cg..g.. g^7 = s„H?"?*- '?*'£"£" 'g*K**>-- '>g.+i.P.-t.,. -,P.+, 
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où la somme 2 se rapporte à tous les états des indices z et «T. En 
vertu du principe de saturation, plusieurs fois appliqué, il est aussi 
un système absolu. 

Il est aussi intéressant de remarquer qu'on possède deux critères 
fondamentaux pour reconnaître si un système donné est absolu. Ils 
découlent des deux théorèmes suivants : 

I. Un système Hgj;g'; $* est absolu si, quel que soit le système 
covariant X^, le système 

^01,,0,, ..oc, — ** ?\ v P * " a , , a „ . ,a r 

est absolu. 

IL Un système Hgj»£* -»|* est absolu si, quel que soit le système 
contrevariant Xa , , /e système 

Kg*,pi, . , ? . = vaiX*iH£^P*'" "g* a„ . . , a r «i a4,a2, , , a r 

es£ absolu. 

Les deux critères en question, sont alors les suivants : 

i° Un système Hg;;g*; # ;8 ;S^ï2; î ï : . / ,8^ est absolu si, quels que 
soient les systèmes covariants Xpt, Xpo, . . . . X ^ et les systèmes 

1 -> <r 

contrevariantsX"1, Xa,
7 . . ., X a ' , Ze système 

i <> /• 

r r 1 « 1 « 

est absolu. 

2° Si 

sont deux systèmes absolus et, en outre, le système d'équations 
linéaires 

s* a o HPI.PI- • ' P ' - M X ^ ' Ï * ' "S1 = K P * + - ->P.+<7 

/>ar rapport aux inconnues Xg1,2,,,",fr es£ déterminé, alors sa 
solution unique constitue un système absolu. 

De ce deuxième critère il découle alors aisément le théorème sui­
vant qu'il importe ici de rappeler : 

http://hPi.Pi
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Si Hajs est un système covariant pur, avec deux indices u et fi 
d'une même classe (v, /JL); si le déterminant H = | H a ^ |, écrit de 
façon telle que l'indice a soit constant sur chaque ligne tandis 
que l'indice fi soit constant dans chaque verticale et que les deux 
indices se suivent dans Vordre naturel n'est pas nul; si, enfin, 
Ha'P désigne le réciproque de H*^ dansH, le système Ha'P avec les 
indices & et fi qui varient dans la classe (v, p) est un système 
contrevariant avec deux indices supérieurs. 

6. L'espace de Hilbert et les holoespaces [1, 3 ] . — On appelle, 
comme il est bien connu, espace de Hilbert ou quelquefois espace 
réel de Hilbert ou encore espace X l'espace fonctionnel qui a pour 
éléments les fonctions réelles de carré sommable sur un ensemble g 
en considérant comme un même élément toutes les fonctions qui 
sont sur g presque partout égales. 

Deux fonctions J\{t) et f2{t) de carré sommable seront dites 
orthogonales dans g si 

"> ffif>dt = o, 

tandis qu'une fonction/(^) , toujours de carré sommable sur ^,,sera 
dite normale dans g si 

(2) ffdt = l. 
ff 

Un système de fonctions normales, deux à deux orthogonales, tel 
qu'il n'existe pas une fonction non presque partout nulle qui soit 
orthogonale à toutes les fonctions du système, est dite « un système 
fermé ». 

On appelle alors « système cartésien orthogonal de l'espace X » 
un système fermé de fonction» normales deux à deux orthogonales. 

Soit 

( 3 ) ? l | ?2, -..< ? „ . . . . [<p,»=9i i(0] 

un tel système; / é t a n t un point de X, les valeurs 

(4) an=ffondt 

seront dites les coordonnées du p o i n t / p a r rapport au système (3 ) ; 
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il en résulte évidemment qu'un point P de X est bien déterminé par 
ses coordonnées. 

On appelle « distance d de» deux poin ts / , e t / , » la valeur numé^ 
rique positive ou nulle 

(5> <' = [ f (/*-/•)' dt\ = (/«,/0. 
et l'on appelle « nonne def(t) » la valeur 

(6) \P«t<f 

distance de la fonction f{t) de l'origine. 

Si a lo r s / , e t / , sont deux points de X ayant pour coordonnées at 

et bt{i= i, 2, 3, . . . ) . on a 
i 

(7) <*-=(/., /»)= ^ («r i -ô . )» ] - ' 

On a, en outre, 
«0 

(8) j[7i/'<fc = 2 , ^ -
i 

tandis qu'on appelle cette intégrale le « produit scalaire d e / , par / 2 ». 
Il sera désigné avec la notation abrégée 

(9) [ / , * ] . 

Il va sans dire, en outre, que la définition de dislance donnée par la 
formule (5) satisfait bien aux propriétés formelles courantes de la 
distance. 

Si maintenant l'on suppose considérer n variables indépendantes 

do) M,, u, un. 

chacune d'elle* varie dans un trait ( ' ) non nul qui peut être différent 
pour les différentes variables ( io) et si l'on appelle 11 le domaine de 

C) On appelle « trait d'une droite d » chaque point de d situé à une distance 
finie, chaque begment de d, chaque rayon de d, ou même l'entière droite d; « trait 
nu! de d », un point de d. 

MEMORIAI DES SC. MATH — N° 79 . 
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variabilité du système (10) et si. en plus, on suppose qu'à chaque 
système de valeurs des ut{i= 1.2, . . ., n) dans 11 corresponde un 
po in t / de X, on dit que ce point est un point-fonction des variables ut 

que Ion désigne par le symbole 

(u) f(t\ ux, u>, . . . , un) 

ou, plus brièvement, par 

(12) f{t\u). 

Gela posé, s i / ( * | u) est un point-fonction défini dans Ti, si 

( i 3 ) H ' / » , 11¾01 wr„0) 

est un point u0 de 11, et si ®{t) est enfin un point de X, on dit que le 
point-fonction f{t\u) tend au point cp(£) pour les ut tendants aux 
valeurs u\u), et l'on écrit 

lim f(t\u)=o(t) 

si 
1 

i,m i/(t\u), »(«)]= >im ! A/(<i")-?(orA|J = o '> 

en d'autres termes, si la distance [/(* j w), cp( £)] en t r e / ( t \ u) et y{t) 
tend vers zéro lorsque les ut tendent vers les valeurs u\0). 

Il en résulte bien que l'espace X est un espace distancié au sens 
de M. Fréchet, on pourrait de même démontrer qu'il est un espace 
séparable où l'on peut définir une distance, à savoir la définition 
donnée tout à l'heure, admettant une généralisation du critère de 
Gauchy. 

Ce dernier point résulte en effet du théorème de Fischer et 
Fr. Riesz [14; 13a, b, c; 16«. b] suivant lequel : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite de fonc­
tions fn{t) ait une limite cp(£), est, qu'étant donné un nombre 
positif quelconque e. il soit possible de déterminer un entier N tel 
que, si n^> N, on ait quel que soit p {n et p entiers), 

1 

c'est-à-dire, si a[n*p) et a[" sont les coordonnées des fonctions / „ „ p 
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et/,,, que l'on ait pour n > N et p quelconque 

) J £ [«<»+/» -««»)]») 

n 

i 
2 

Je dois toutefois remarquer que la convergence dont il a été 
question jusqu'ici ne se prête pas pour la généralisation à l'espace X 
du principe fondamental de Bolzano-Weierstrass ; M. Hilbert a dû à 
ce propos introduire dans sa théorie des espaces X une autre notion 
de convergence, à savoir celle de convergence faible. Mais pour cela 
nous renvoyons le lecteur à l'excellent exposé de M. Delsarle dans 
cette même collection [3] . 

On définit par la suite la notion de continuité d'un point-fonction en 
un point u0 du domaine 'Il et de même, dans le domaine 11. on définit 
aussi la notion de dérivée d'un point-fonction d'une seule variable u 
en un point u{) de 11 et celle de dérivée partielle de f{t\ u) par 
rapport à une des variables ut, et l'on démontre encore les propriétés 
élémentaires qui se rattachent à ces définitions. Nous renvoyons 
pour cela le lecteur à l'ouvrage détaillé de M. Vitali [1]. 

On peut toutefois remarquer les théorèmes suivants : 

THÉORÈME I. — Sif{t \ u) est un point-fonction qui pour u •> u{0) 

a pour limite le point <p{t) de X on a 

lim ff(t\uydt=fo(t)*dt. 

THÉORÈME II. — Si f\{t\u) etf*>{t | u) sont deux points-fonctions 
de la seule variable u, dèrivables par rapport à u, sera aussi 
dèrivable par rapport à u le point-fonction 

F ( ' 0 = ff(t\u).f(t\u)dt 

et Von aura 

?'(")=f{f\A+fA)dt, 

où yf désigne la dérivée de <p par rapport à u. 

Gela posé je dirai que j 'ai eu l'occasion de remarquer qu'en étudiant 
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les propriétés dé certains espaces fonctionnels tels que l'espace des 
fonctions continues, ou continues et dérivables, celui des fonctions 
holomorphes dans* un domaine CD et continues dans le domaine 
fermç CD-\-{CD), {CD) désignant la frontière de CD, etc., qui pour­
raient bien être considérés comme des espaces à une infinité dénom-
brable de dimensions et qu'on peut bien faire rentrer parmi les 
espaces X, il y avait parfois avantage de les considérer autant que 
possible comme des espaces ayant une infinité continue de dimen­
sions [2, a, b. c, d]. 

J'ai proposé alors [2, a, d] d'appeler « holoespace » tout espace 
fonctionnel qui peut être conçu à une infinité continue de coordonnées. 
L'espace (G) des fonctions continues dans o — 1. celui (F) de fonctions 
holomorphes à l'intérieur d'un domaine donné CD et continues dans ce 
domaine fermé, sont par exemple des holoespaces. Dans le premier 
cas, en effet, on peut prendre pour coordonnées d'un point f{t) de 
l'espace (G) envisagé, l'ensemble (continu) des valeurs que / (£ ) prend 
pour o<^£^i; dans le deuxième cas pour coordonnées d'un point 

/< z) = P(x, y) -+- «Q(#, y ) de l'espace (F) 

des fonctions holomorphes à l'intérieur d'un domaine CD, par 
exemple le cercle unité G, et continues dans ce domaine fermé, on 
peut prendre la chaîne des valeurs q u e / ( ^ ) prend sur le contour {C) 
de <3 ou, comme on le verra ensuite, les deux chaînes de valeurs que la 
partie réelle V{x,y) et la partie imaginaire Q{x. y) de f(z) 
prennent sur ce contour. 

Les holoespaces (C) et (F) sont deux espaces hilbertiens particu­
liers; parmi ces espaces ils sont, d'autre part, extrêmement remar­
quables. 

II s'agira ici : i° de montrer comment on peut établir d'une façon 
tout à fait systématique la géométrie de l'espace (F) tout en généra­
lisant la géométrie ordinaire des espaces euclidiens à un nombre fini 
ou à une infinité dénombrable de coordonnées; 2° de montrer 
comment en considérant l'espace (D) des fonctions continues et 
dérivables dans un intervalle donné a — b , et en l'envisageant toujours 
comme ayant une infinité continue de coordonnées, comme on l'a 
précédemment déclaré pour l'espace (C) . on peut établir une géo­
métrie de cet espace qui généralise celle des espaces ordinaires 



SUR QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS. 17 

euclidiens et qui a les plus étroits rapports avec la théorie des équa­
tions différentielles ordinaires. 

Les deux choses, intimement liées entre elles, attendent encore, 
d'ailleurs une fusion plus intime. 

CHAPITRE 11. 

L A GÉOMÉTRIE DE L'ESPACE ( F ) DES FONCTIONS HOLOMORPHES A L'INTÉRIEUR 

D'UN DOMAINE (CD) ET CONTINUES DANS CE DOMAINE FERMÉ. 

1. La notion de distance et propriétés fondamentales. — Soient C 
le cercle de rayon égal à l'unité et centré à l'origine; (F) l'espace 
des fonctions holomorphes à l'intérieur de C, et continues dans 
ce domaine fermé; f{z) = Vf{x. j ) + * Q / ( J ? , y) l'élément géné­
rique de ( F ) ; P / (0 ) el Q/ (6) , o < ^ 2 7 i les valeurs que Pf{x,y) 
et Qf{x, y) acquièrent dans le point e'6 du contour (C) de C. Nous 
aurons occasion par la suite d'introduire aussi l'hypothèse que P / (0 ) 
et Q/(0) soient dérivables par rapport à 0 dans l'intervalle o<0<27r. 
Cette hypothèse n'est d'ailleurs pas nécessaire pour beaucoup des 
considérations que nous aurons à faire tout à l'heure. On s'en aper­
cevra de soi-même lorsqu'elle interviendra dans les raisonnements 
ultérieurs. 

Gela posé si T est un cercle centré à l'origine et de rayon p < i, 
on appelle [ 2 d ] : 

a. Distance entre deux fonctions f {z) et g{z) par rapport au 
cercle T la valeur numérique positive ou nulle de l'expression 

d) ( / , * ) r = » j j T 2 7 r [ P / ( p ^ ) - P ^ ( p ^ e ) ] 2 P ^ 

+ /" ^Q/(p*i6)-Q*(p*'e)]2p^J ; 

b. Distance entre f{z) et g{z) par rapport à C, ou distance 
entre f{z) et g{z) sans rien adjoindre, la valeur numérique posi­
tive ou nulle de l'expression 

-\ O (2) (/,*) = { f [P/(e)-P,<e)J2<*> 

- / " " [ Q / w - Q f W * 
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On dit enfin que : 

c. La distance entre les deux fonctions fn et f converge à zéro 

avec - « vers » la frontière {C) deC lorsqu'il existe une suite $YP \ 

de cercle Tp centimes à V origine, emboîtés entre eux, de rayons pp<Ci, 
p/>< P/?- ,̂ {p = i, 2, 3, . . .) avec limp,,^: i, telle que 

( 3) l i m ( / , / w ) r = o , (/> = i, 2, 3, . . . ) , 

On démontre alors que : 

i° Si K est une constante complexe quelconque K = a-\-ib, 
on a 

( 0 (K/, K^) = | K | ( / , g). 

Si, en effet, / et g sont multipliés par K =a -f- ib, pour obtenir 
(K./, K^-) il suffira de substituer dans (2) à la place de 

P/(0>, Q/(6), P , (6 ) , Qb„(6) 
les expressions 

flP/(8) — *Q/(6), ôP/(6; •+- aQ/(fl), aP^O) — 6Q y (6), 6 P,(6) -f- aQ^(Ô) 

et l'on parvient bien ainsi à la relation (4). 

20 Si la distance (fn, f) converge à zéro « vers » la frontière 
de (3, quel que soit la suite \ Tp j de cercles Tp centrés à l'origine, de 
rayons 

p/?<i . pp<Cpp+i (p = i7 2, 3 , . . . ) avec lim ? p = i , 

on a toujours 
lim (f,fn)r = ° (/> = i, 2, 3, L p 

3° i a condition nécessaire et suffisante pour que la dis­
tance ( / / j?/) converge à -séro « t>er\s » la frontière {C) de C c'est 
que fn{z) converge uniformément vers f{z) à l'intérieur de C. 

Cette condition est en effet suffisante, car si elle est satisfaite il 
existera bien une suite j Tp ) de cercles Tp centrés à l'origine, de 
rayons 

P / > < i , P P < P / > + I ( ^ = 1 , 2 , 3 ) 
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et limp^^r 1 sur chacun desquels / , converge uniformémentvers/(*) 

et par conséquent P fn{pPe1*) et Q/-„(p^c'ft) convergent uniformément 
vers Vf(ppe

1^) et Qf{pPel{)). Il s'ensuit que pour chaque £ >> o il 
existera un indice n0 tel que pour n > n0 on a 

1 

Elle est d'autre part aussi nécessaire. Si en effet e t est un domaine 
complètement intérieur à C, et si l'on suppose que {fn* f) convergea 
zéro « vers » la frontière de C, il existera un cercle Tp qui contient 
complètement à son intérieur le domaine 0i. Si l'on appelle alors M la 

borne supérieure des valeurs pour x dans le domaine (3i et z 

sur 1^, £ étant positive quelconque, on pourra déterminer un rang n0 

tel que pour n >> n0 on ait 

(//z>/)r,,<^£ 

et cela à cause des relations 

»7^ /{x) = ;q(>+-Lj 'P/(?/)e.e)l±ii?/,,,e, 

où P 0 -h iQn = / ( 0 ) ; et l'on parvient alors aisément à la conclusion 
que, pour tout x dans CX on a 

l/#i<.r ) — / < * >' < Î M , 

où Œ est très petit comme £. c. Q. F . D. 
On démontre aussi que l'espace (F) estséparable, c'est-à-dire qu'il 

peut être considéré comme l'ensemble dérivé d'un ensemble dénom­
brante de ses éléments. Il admet en outre une généralisation du théo­
rème de Cauchy, car : 

Si \fn{z) \ est une suite d'éléments de (F ) , et si à chaque £ > o 
correspond un rangn0 tel que pour n> n0 et p entier positif quel­
conque, on ait 

l fn J fn+p ) < E î 
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\fn{z)} converge uniformément à V intérieur de C vers une fonc­
tion limite nécessairement holomorphe dans cet intérieur. 

On en déduit alors, aussi la proposition suivante [ 2 d ] : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite \fn{z) J 
d'éléments de (F) converge uniformément vers une fonction 
limite f{z) à l'intérieur de C est que, pour chaque £ > o, il existe 
un rang n0 tel que pour n > n{) et p entier positif quelconque on 
ait « vers » la frontière de (3 

lfn<fn+p ) < S-

2. Définition de la limite. — On dit qu'une suite {fn{z) j d'élé­
ments de (F ) converge vers V élément f{z) si{fn, f) converge à zéro 
« vers » la frontière de C. 

Par conséquent une suite {/«(*)} d'éléments de (F) est conver­
gente vers la limite f{z) si l e s / „ (* ) . convergent uniformément à l'in-
rieur de C vers f{z). 

Il s'ensuit q u e / ( * ) n'appartient pas nécessairement à (F ) , c'est-à-
dire que (F) n'est pas complet [5 a, 6 ] . 

Gela posé : 

Si une suite {fn(z)\ de points de (F ) admet une limite f{z), 
cette limite est unique. 

Il existera en effet une suite {Tp \ de cercles Tp centrés à l'origine 
de rayons 

?P<I< pp<pp+i (JD = i, 2y 3, . . . ) avec lim pjE,= i, 

telle que 
lim ( / , , , / ) ^ = 0 ip = i, 2, 3, . . . ) 

rt> 00 

et à l'intérieur de chaque Tp on aura, par conséquent, convergence 
uniforme des fn vers / . Si l'on suppose alors que 9(,5) est limite 
de {fn{z)}, il suffira de considérer deux cercles consécutifs Tr, Tr+i, 
de la suite de cercles {Tp\ et remarquer qu'à partir d'un certain 
indice nA on aura {fn, f)rr+l<.£i et à partir d'un autre indice n* on 
aura {fn, <p)r r+1<s- A l'intérieur de Tr+i on aura alors convergence 
uniforme des/ , , v e r s / e t vers 9. Et comme 
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on en déduirait {f, y)rr<C'0 »M?C rj positif arbitrairement petit; 
donc ( / , 0 ) ^ — 0. Mais alors à l'intérieur de Tr, et donq par­
t o u t , / ^ 9. 

On démontre de même que : 

Si dans une suite {fn{z)\ d'éléments de (F) on afn{z) =f{z), 
quel que soit n, la suite est convergente et sa limite (unique) 
estf{z). 

Si une suite \fn{z)) d'éléments de (F) est convergente et a 
la limite f{z), f(z) c'est aussi la limite de chaque suite \fnp{z)\ 
extraite de la suite donnée. 

En outre : 

L'ensemble dérivé d'un ensemble d'éléments de (F) est toujours 
fermé. 

Pour la démonstration de cette propriété un peu longue et délicate, 
voir [ 2 d ] . 

3. Les travaux de MM. E. Hille et J. Tamarkin. — Observons 
maintenant que MM. E. Hille et J. Tamarkin qui avaient en vue 
l'étude des intégrales de Laplace-Stieltjes, en étudiant un certain 
espace fonctionnel différent de celui de M. Minetti avaient donné, 
quelque temps après M. Minetti, une définition de distance entre 
deux fonctions de leur espace, très semblable à celle précédemment 
donnée par ce dernier auteur. 

Dans l'espace de MM. Hille el J. Tamarkin, en particulier l'inté­
rieur de <3 se trouve remplacé par le demi-plan complexe supérieur. 

Ce fut à l'occajsion d'une conférence tenue par M. Fréchet dans la 
Brown Universit> sur les travaux de M. Minetti, que ce savant ayant 
appris les travaux de MM. Hille et Tamarkin fut conduit à étudier 
l'espace H2 que nous étudierons dans le paragraphe suivant, en éta­
blissant entre les deux définitions de distance données par M. Minetti 
et, ensuite, par MM. Hille et Tamarkin une analogie frappante [5 6] . 
Nous renvoyons les lecteurs pour l'étude des travaux de MM. Hille et 
Tamarkin aux Mémoires de ces auteurs [4] , car il ne rentrent pas, 
au moins d'une façon directe, dans le cadre de cet exposé, tandis que 
nous allons ici étudier, en détail, l'espace fonctionnel H2 de 
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M. Fréchet en exposant aussi des résultats tout à l'heure inédits sur 
cet espace, dus à l'obligeance de M. Fréchet qui a bien voulu nous les 
communiquer personnellement. 

4. L'espace H«, complet de M. Fréchet [5 6] . — On a vu que 
l'espace (F) n'est pas complet. D'ailleurs M. Fréchet a indiqué 
comment on peut utilement compléter l'espace (F) considéré par 
M. Minetti. En effet, au lieu de supposer, comme le fait ce dernier 
auteur, qu'une f{z) existe et est continue sur le contour ((3) de (5, 
il convient généralement de dire que f{z) existe sur (C) quand 
f{rz) tend vers une limite déterminée quand r croît vers i par 
valeurs réelles plus petites. Il n'est pas indispensable d'ailleurs, pour 
que la définition de M. Minetti ait un sens, que cette limite existe 
partout sur (C?) et qu'elle soit continue. Il suffit qu'elle existe partout 
sur ( C) et que son carré soit sommable sur {O. 

M. Fréchet considère alors un espace un peu plus général que celui 
de M. Minetti, mais sensiblement moins général que l'espace qu'il 
avait considéré dans sa Thèse [5 c ] . 

Pour le définir, il suffit de considérer d'abord une fonc t ion / ( s ) 
holomorphe à l'intérieur de G pour laquelle 

f(z) = a0-ha\Z-\-...-hanzn-h... 

soit sa série de Taylor. C étant maintenant le cercle | £ | ^ r < 0 , 

on a 
h=f \f(z)\«\dz\ = f fz)f(z)rdt, 

en désignant, en général, par u le nombre complexe conjugué de u. 
On a donc 

lr= r f [ao-+- a\reft -f-.. .-h an?'nein^ - h . . . ] 
./0 

X [cio-haire-rt-*-. . .-hanrn e~in^-h...] ¢/6 . 

= 2xr[\a0\*-h...-*- l a n i V * - ! - . . . ] . 

La « valeur efficace » de\f{z)\ sur (C) est 

*,=t/—• 
y i - r 

Elle croît donc avec r [si f{z) ne se réduit pas à une constante]. 
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L'ensemble H de toutes les fonctions f{z) holomorphes à l'intérieur 
de C se décompose donc en deux ensembles : l'ensemble H2 des 
fonctions f{z) pour lesquelles mr a une limite finie quand r tend 
vers i par valeurs plus petites, limite que nous désignerons par | | / | | 
et que nous appellerons la norme de / et l'ensemble H* où mr tend 
vers l'infini quand r tend vers 1. 

Or, on sait que si la limite | | / | | est finie : 

i° La série 1„ | an \'y est convergente; 
2° Sa somme est égale à | | / | | 2 ; 
3° f{rz) a, lorsque r tend vers i par valeurs plus petites, une 

limite finie presque partout quand z varie sur ( C ) ; 
4° Cette limite est de carré sommable en module; 

n •=. œ 

5° La série de Fourier de cette limite est 7 t a n e t n ^; 
n = 0 

6° En désignant parf(z) la limite de f{rz) quand \z\ = i et r 
tend vers 1 par valeurs plus petites partout où cette limite existe, 
et en posant f(z ) = o,par exemple,partout ailleurs, sur{C), on a 

i l l / ( z)Y | dz\^= ^n\an |* ; 

70 On a, quand x est intérieur à (3, 

En résumé, on peut dire que toute fonct ion/(s) de l'ensemble H2 

est de carré sommable en module sur {C) et que sa valeur efficace 
sur ((5) est 

| | / | | = j J - f | / ( * ) V l < f c | f =\Zna?lfi=\im{2n\anrn\*}. 
|2 : u^(e) ) r > 1 

Supposons maintenant que f{z) et g{z) soient deux fonctions 
de H2 ; il est claie que leur différence appartient aussi à H2. Si on la 
désigne par F, la condition nécessaire et suffisante pour que f soit 
égal à g à l'intérieur de C et sur (C) est que \\ F || = o. 

La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si 
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|| F | | = o on a 2„ | #„ | 3 = o; donc les an sont nuls et, par suite* 
F(4; )=:o à l'intérieur de C; f{z) = g{z) à cet intérieur et par 
suite sur {(3). 

Ceci pourrait nous conduire à définir l'écart d e / e t de g comme la 
quantité 

</>*>= I I / - * 11=(^ f \fz)-é?(z)\'\dz\r. 

Mais observons, de plus, que s i / , g, h sorît trois fonctions de H2 . 

^{sïjfe,^-*|,|A«r+iiïjfe)""*|,"£"if 
f \f-gV\dz\^f \f-hV\dz\ + f \g-h\*\d*\ 

^(e) J(e) J(e) 
i 

+ 2j f \f-h\r\dz\ f \ff-h\*d*\ 
( Ji$) J(e) 

on a 

comme il résulte aisément, en posant 

/ — /t = pic^i, g — h = p-,e&*, 

de la bien classique inégalité de Schwarz. 
Donc, pour trois éléments quelconques/, g, h de H2, on a 

C'est cette inégalité triangulaire qui va nous permettre maintenant de 
considérer ( / , g) comme une distance. 

Observons, en effet, que pour tout couple / , g d'éléments de H2 

nous savons maintenant définir un nombre fini bien déterminé 

(f<f) = (e,f)ïo. 

De plus, s i / , g sont identiques à l'intérieur de C les valeurs qu'on 
doit leur assigner sur ((2) seront égales et par suite ( / , g) = o. Réci-

file:///f-h/r/dz/
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proquement, si ( / , g) = o, 

f i/(*)-*(*)ri<fci = °, 

donc f{z) =g{z) presque partout sur {G). Dès lors, pour x inté­
rieur à G, 

/ ( X) = . / £ '- dz= . / -̂  ;- dz = g(x\ 

f{z) et g{z) étant maintenant égales à l'intérieur de G seront égales 
non seulement presque partout sur ((2), mais partout sur {G). 

Finalement, l'expression actuelle de la distance satisfait bien aux 
autres conditions qu'on impose généralement à cette notion, pourvu 
toutefois, qu'on ait soin de définir convenablement la convergence 
d'une suite d'éléments de H.,. 

On dira que le p o i n t / , de H. tend vers le p o i n t / d e H2 si 

/ l//i< z)—./\z)\*\dz\-^o. 

Cette définition, qui permet bien, comme on le verra, d'affirmer 
que l'espace H2 de M. Fréchet est complet, tandis que celui (F) de 
M. Minetti ne l'était pas, présente d'ailleurs l'inconvénient, comme 
l'a remarqué M. Fréchet lui-même, de n'être pas compatible avec la 
définition de la limite qu'on adopte dans l'espace total F des fonctions 
holomorphes à l'intérieur de G, à savoir convergence uniforme à 
l'intérieur de G. 

Plus précisément, on peut voir que, pour que cette nouvelle dis­
tance {fri. f) converge vers zéro, il est nécessaire, mais il n'est pas 
suffisant que fn{z) converge uniformément vers f{z) dans toute aire 
complètement intérieure à G. C'est ce que l'on voit de suite en pre­
nant f{z) = o , fn{z) = zn qui sont bien des éléments de H2. 
Or fn{z) converge uniformément vers f{z) à l'intérieur de G, et 
pourtant 

**(/»,/V =f \*\'a\dz\ = f *<fl = ™. 

Donc ( / « , / ) = i ne tend pas vers zéro avec -» 

Par contre, si / „ , / sont deux fonctions quelconques de H2 et si 
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| oc | < p << i , on a 

<_L r i / .<g) - / t * ) i ,d. 

ïïTrW»v^[X,l/ , , ï ,"/i ,) | , |rf, |J-4lrf* 
1 / /• .f\<Uj!±£l, 

Donc si la distance (/,,, / ) tend vers zèro,fn{x) converge uniformé­
ment vers f{x) dans tout cercle | . r | ^ p < i . On voit même que 
[î — | # | ] i / w ( # ) — / ( # ) ] converge dans l'aire G. contour compris. 

On peut même perfectionner ce dernier résultat, pour une fonction 
f{z) de H2, on a aussi, en effet, 

' /- '•HàjC^H'SïHjC^'l^iï 

2- J_r 1 r2 — 2 /• cos d> 

où l 'on a posé z = rel{*, x = relv, ^ = 0 — 9. D'où 

\/1 | x j 2 T: 1 — /-a ' 

et quand on prend f{x) = g {x) — g'n{x), 

^1-1*1 \g{x)-gn(x)\^-^£sL^(g,ên). 

Ainsi, quand la distance {g, gn) tend vers zéro avec - non seulement 

[1 — | x | ] [g{x) — gn{x)] converge uniformément dans G (contour 

compris), mais il en est de même de y/i — \x\ [g{x) — gn{x)]. 

Il n'est pas évident d'ailleurs que cette précision supplémentaire 
fournisse cette fois une condition suffisante. S i / ( , r ) est une fonction 
telle que y/i — \x\ \f{x) | ait une borne supérieure finie £ quand x 



SUR QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS. 27 

varie dans G, on ne peut pas en déduire que | | / | soit petite, ni même 
que J / ] soit finie. 

Car sur une circonférence I x I = r. on aura 

T^/I/C^N^I^TÎ^ 
s/—> 

et cela ne permet pas d'affirmer que mr tend vers une limite finie 
quand r tend vers un. 

o. Propriétés topologiques de l'espace H 2 . — Pour ce qui 
concerne les propriétés topologiques de l'espace H2, c'est-a-dire les 
propriétés qui sont indépendantes de la forme particulière adoptée 
pour la distance, mais qui sont déterminées par la nature des élé­
ments de Ho et de la définition adoptée pour la convergence, il 
est aisé de voir tout d'abord que H2 est parfait et séparable. Pour la 
première de ces deux propriétés, il suffit de considérer, / ( z ) étant un 
élément quelconque de H2. les f,,{z) =f{z) -\— qui appartiennent 
à H2 et tendent vers f{z); pour la deuxième il suffit de considérer 
l'ensemble des polynômes à coefficients rationnels. 

Mais ce qu'il importe surtout de considérer, c'est que H2, contrai­
rement à ce qu'il arrive pour l'espace (F) de M. Minetti, est un 
espace complet, c'est-à-dire que si la suite fn{z) est telle que ( /« , /?) 
tend vers zéro quand n et q croissent simultanément, cette suite con­
verge alors dans H2. 

En effet, soit / „ ( z) = Ipd^zP, en posant sur G, z = ei{i, on a 
presque partout sur G avec une claire signification des symboles 
adoptés 

fn(z) = XpaWe'»*= <^-+- *V0«> 

-+- V j [uf cosrcô — pw sinô] 

P~± -h i[up
,l) sin/iô H- eW cos/iO]}, 

p = «o 

/ ' = 1 

= f fp„(6) -p ? (e ) ]Me+r "fQ„(6)-Q/e)]'de, 

ù/„(««•) = P.(9) + /Q„ (9). 
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Alors on voit que la première intégrale du dernier membre des 

égalités précédentes est aussi infiniment petite quand - et - le sont 
" q 

simultanément. Donc il existe, d'après le théorème de F. Riesz et 
Fischer [U; 13; 13, a, 6, c: 16, a, 6 ] . une fonction P(6) telle que 

cette première intégrale tend vers zéro avec - • Et Ton a 
Ml /l 

1 im u)',1 ) ==• up, Iim v'1 ; = c\ 

les un, — v,t étant les coefficients de Fourier de P(0) . De même pour 
la deuxième intégrale du dernier membre des inégalités précédentes, 
et il s'ensuit donc qu'en posant 

fi x) = ( 11(,-+- ivt)) H- IfP( u/t-h iv/f )e»iïrn, 

où x = re1*, f{x) appartient à H2 et que 

*-(fn,fy= f\Ms,-f[Z)\>\dz\ 

=f | [PM(0i-P(e)] ,rf0 + [g r t(0)-Q(O)]«|(/8; 

donc {fn, f) tend aussi vers zéro. 
Il y a lieu d'observer au contraire que l'espace (F ) de M. Minetti 

ne peut pas être complet car dans son espace il suppose que les élé­
ments de (F) sont continus sur la frontière de G. 

C'est ce que l'on voit aisément en prenant par exemple 

f z z"~l 

Jn 13 1 = 1-1- -h . . . H 

Dans ce cas pour la distance (/„, fn^P) au sens de M. Minetti on a 

et elle converge évidemment à zéro quand n croît et si fn{z ) converge 
bien à l'intérieur de G vers une fonction holomorphe il n'existe pour­
tant aucune fonction f{z) continue sur la frontière de G telle que 
( / n , / ) tende vers zéro. 

/ / ne faut pas oublier cependant, comme on Va déjà remarqué, 
que l'on arrive à la conclusion que l'espace H2 de M. Fréchet est 
complet au moyen d'une définition de convergence, qui n'est pas 
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compatible avec la définition courante de convergence qu'on 
adopte dans ces types d'espaces et qui est conservée dans l'espace 
de M. Minetti, à savoir la convergence uniforme à l'intérieur du 
domaine. 

On pourrait pousser bien plus loin l'analyse des propriétés topolo­
giques des espaces de MM. Minetti et Fréchet; toutefois n'insistons 
pas ici davantage, sur ce point. 

6. L'espace F des fonctions holomorphes à l'intérieur d'un domaine 
donné. — Il est à remarquer que presque toutes les propriétés éta­
blies précédemment pour l'espace (F) , considéré par M. Minetti, des 
fonctions holomorphes, par exemple dans le cercle unité G et conti­
nues dans ce domaine fermé, subsistent également lorsque l'on consi­
dère le cas, beaucoup plus général, de l'espace F des fonctions holo­
morphes à l'intérieur de G et ayant sur son contour, au contraire, 
une allure quelconque [2, e]. 

M. Minetti s'était récemment proposé d'établir les propriétés topo­
logiques de cet espace F, et surtout le fait que cet espace est un 
espace « distancié », d'une façon systématique et sans avoir recours 
à des définitions de distance qui ne soient pas naturelles. Il y a 
réussi au moyen de la définition de distance qu'il avait introduit dans 
le cas de l'espace (F) précédemment étudié {voir définitions a, 6, 
Chap. II, § 1), et en utilisant convenablement le concept qu'il avait 
précédemment introduit dans l'Analyse fonctionnelle pour l'espace (F) 
de convergence à zéro de la distance de deux fonctions fn e t / « vers » 
la frontière {G) de G {voir définition c, Chap. II, § 1). Il est évident 
d'ailleurs que ce concept peut être bien utilisé même dans le cas où.fn 

et f soient des éléments de F. Dans ce cas, ne connaissant rien sur 
l'allure d'un é lément / de F sur la frontière {G) de G on ne peut pas 
introduire, comme on faisait pour (F) , une « distance » entre deux 
éléments / et g de F telle que la notion de distance 6 introduite au 
Chapitre II (§ 1) ; l'idée fondamentale de M. Minetti a été celle de 
remplacer la notion d'une distance unique par « l'abstrait de la 
classe des distances {fn, / ) r entre deux éléments fn etfde F prises 
par rapport à une suite Tp de cercles complètement intérieurs à G 
et convergents vers la frontière de G », distances qui même dans le 
cas de F . gardent une signification bien précise. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 7 9 . 3 
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Un point limite d'une suite \fn\ de points fn de F est toujours une 
fonction / (holomorphe à l'intérieur de G) telle qu'à l'intérieur de G 
\esfn convergent uniformément v e r s / . 

Il démontre alors que : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite [fn ) de 
points fn de F soit convergente vers un point f de F , c'est que la 
distance {fn, f) converge à zéro vers la frontière de G. 

On s'aperçoit que l'idée fondamentale de M. Minetti précédemment 
rappelée revient au fait, sur lequel cet auteur insiste beaucoup, qu'un 
domaine (ouvert) CD doit être considéré toujours comme la classe 
(l'ensemble) de tous les domaines fermés complètement intérieurs 
à CD; on y voit ici quelque chose qui ressemble beaucoup au con­
cept de nombre irrationnel conçu comme l'abstrait de la classe des 
nombres rationnels qui eux s'approchent par excès et par défaut, et 
il semble que cette idée puisse prendre une place remarquable même 
au point de vue conceptuel dans beaucoup de questions d'Analyse 
fonctionnelle. 

On définit ensuite le voisinage V ^ ( / 0 ) d'un élément/0 de F : c'est 
l'ensemble de tous les éléments/ de F tels que ( / , / 0 ) p < <r. 

On en déduit que : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un élément f de ¥ 
soit point d'accumulation d'un ensemble E d'éléments de F , c'est 
que E ait un élément au moins en commun, distinct de f avec 
chaque voisinage V (p}(/) de f. 

En d'autres termes, l'espace F est un espace (V). 
On vérifie, en outre, qu'au moyen de cette définition de voisinage il 

est bien possible d'exprimer les trois conditions de Riesz auxquelles F 
satisfait. Comme d'autre part « chaque ensemble dérivé d'un 
ensemble E de F est fermé » on conclut que F est un espace acces­
sible. C'est le point de départ pour démontrer qu'il est « dislancié ». 
Commençons en effet par rappeler que [5, a; 6] : 

î0 On appelle « couverture » d'un espace, chaque système 
d'ensembles, tel que chaque point de l'espace soit intérieur à un, au 
moins, des ensembles du système; 

2° On dit qu'une suite de couvertures F l ? F 2 , . . . , F^, . . . d'un 



SUR QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS. 3 l 

espace est monotone, si V et W étant deux ensembles quelconques du 
ystème Fn+* distincts ou non, mais tels qu'ils n'aient pas de points 
ntérieurs en commun, il existe un ensemble du système F„ qui con­
tient en même temps V et W ; 

3° On dit, enfin, qu'une suite monotone de couvertures F ^ 
F 2 , . . . , Fn, .. . d'un espace (V) est complète, si, / étant un point 
quelconque de cet espace et Vn un ensemble (quelconque) du sys­
tème Fn, auque l / e s t intérieur, la suite V<, V2, . . . , V„, . . . est une 
famille de voisinage de / équivalente à la famille, dénombrablc ou 
non, donnée à l'avance, des voisinages d e / . 

M. Minetti démontre alors [2, e] que pour l'espace F sont bien 
satisfaites les conditions d'Alexandroff-Uryson-Fréchet, à savoir que: 

La condition nécessaire et suffisante pour quun espace (V) 
accessible soit un espace (D), c'est-à-dire distanciè, est qu'il existe 
une suite monotone complète de couvertures de cet espace. 

II s'ensuit bien ce que l'on désirait établir. 

7. L'espace A des fonctions analytiques uniformes au sens de 
Weierstrass. — Nous ajoutons que M. Minetti a de même commencé 
le premier à étudier la structure topologique de l'espace A des fonc­
tions analytiques uniformes (et multiformes) au sens de Weierstrass 
[ 2 , / ] . Pour cet espace, il a donné tout récemment la définition de 
l'opération de dérivation des ensembles d'éléments, avec quoi 
l'espace est défini, et aussi la définition de voisinage d'un élément de 
l'espace en démontrant, en outre, qu'en vertu de sa définition de 
voisinage, l'espace A est bien un espace (V) . 

Mais nous ne pouvons entrer ici dans les détails de l'étude de cet 
espace, espace qui est d'ailleurs extrêmement important; nous ren­
voyons le lecteur au travail sur ce sujet [2, / ] . 

CHAPITRE III. 

MÉTRIQUE ANGULAIRE, LIGNES, LIGNES GÉODÉSIQUES, COURBURE GÉODÉSIQUE, ETC. 

DE L'ESPACE ( F ) . 

1. Conception fondamentale sur la nature de l'espace ( F ) . — 
Revenons maintenant à l'espace (F) des fonctions holomorphes 
à l'intérieur du cercle unité G et continues dans ce domaine fermé 
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[2, d], La conception fondamentale concernant la nature géométrique 
de cet espace celle même qui a présidé l'introduction de la notion 6 
de dislance donnée Chapitre II (§ 1), c'est de le considérer à une 
infinité continue de dimensions. 

Plus précisément on pense que le repère de cet espace soit cons­
titué d'une infinité continue d'axes cartésiens en correspondance 
homéomorphe ordonnée avec les points d'un segment de longueur 4^ 
obtenu en reportant consécutivement deux fois le segment o — 271 sur 
une droite réelle quelconque. 

Le point d'abscisse 21: sera considéré en outre comme un point 
double : une fois, en le supposant comme appartenant au premier de 
ces deux segments, son extrémité à droite; une seconde fois, comme 
appartenant au deuxième de ces deux segments, son extrémité à 
gauche. 

Si a l o r s / = P -f- t'Q est un élément de (F) , au point d'abscisse 6, 
o^ô <̂ 2 7r du segment de longueur 4TT tout à l'heure considéré, on 
pense attacher la valeur T?f{6), tandis qu'à un point d'abscisse 2TT -+- Q, 
o<^0<2 7r on pense attachée la valeur Qf{9). C'est ainsi que la chaîne 
des valeurs P/(0) etQf{6) représente l'ensemble des coordonnées du 
p o i n t / = P + ^Q de (F) . 

Si en outre on appelle M le point représentatif de l'élément f{z) 
de (F), et O ce qui représente. l 'é lément/= o de (F) , O sera dit l'ori­
gine du repère de notre espace, tandis qu'on appellera « vecteur » qui 
va de O à M et l'on écrira (M — O) la couple ordonnée de deux points 
O et M. O et M seront les extrêmes du vecteur (M — O) tandis que 
la valeur numérique positive ou nulle de la distance ( / , O) e n t r e / e t 
la fonction identiquement nulle, sera dite le « module » du vecteur 
(M — O ) . 

Gela posé, en suivant toujours le principe du passage du fini à 
l'infini, du discontinu au continu, on appellera « cosinus de l'angle », 
-que le vecteur (M — O) fait avec l'axe coordonné se rapportant au 
point z = e/9 du contour (G) de G, la valeur numérique de l'expres­
sion 

^ = = X l ( l , 
/ ^271 r^TZ 

P/(0)2rfe-h/ Qfivydt Vf. 0 ^0 

si l'on pense le point z = e'6 comme appartenant au premier des deux 
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segments que l'on a auparavant considérés, et, au contraire, l'autre 
valeur 

Q/re) 

i / jr2*P/(ev^e+ jf ^/(6)^6 
X*(ô) 

si l'on suppose le point z = e'° comme appartenant au second des 
deux segments rappelés tout à l'heure. 

Ces définitions permettent l'extension rationnelle de toutes les for­
mules de la trigonométrie ordinaire. En particulier, on obtient (éga­
lité pythagorique) 

I Xi(6)*rf6-h/ X>(6)*rfe = i. 
o «A) 

On appellera « cosinus de l'angle » des deux vecteurs (M — O) et 
(M1 — O), Mi étant dans (F) le point représentatif d'une fonction 
[élément de (F)] g{z), la valeur numérique de l'expression 

f 7îp/(e)p^e)rfe+ f ^/(0)(^(6)^6 
^_0 -A) 

i / f P/(8)>rf6-+- f QfiVfdQi/f ^ ^ ) ^ 8 + 1 °Qg(tyd% 

formule qui va généraliser évidemment une autre formule, trop connue 
pour qu'elle soit ici rappelée, de la Géométrie analytique ordinaire. 
Observons en passant qu'en vertu de l'inégalité classique de Schwarz, 
cette dernière valeur est en module toujours inférieure ou égale à 
l'unité. 

On dira que les deux vecteurs (M — 0 ) e t ( M 1 — O) sont orthogo­
naux si, et seulement si 

P/(6)P^(0)rf0-H- / Q/-(0)Q^(0)rf0 = o, 

et dans ces conditions on dira aussi que sont orthogonales entre elles 
les deux fonctions f{z) et g{z) qui correspondent aux points M 
etM*. 
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En rappelant en outre la formule 

1 bxjç ' z — x 4 * J 0
 J z — X 

4nJ0 z — x 4 T C J O ^J f z — x ' 

©n appellera ligne de l'espace (F) l'ensemble des points de (F) qui 
représentent les 

JiS. W>^" + éf *W>T= - d e , 

où P/ (9 11) et Q/(0 11) sont des fonctions réelles des deux variables 
réelles 0 et t, o<^0^27r, t0<,t^t<, telles que pour chaque valeur de t 
comprise entre t0 et t{ soit périodique pour o<^0<27r et satisfasse en 
outre à la condition intégrale 

f * j P / ' ô | n ^ + Q / ( 8 | n i ^ j ^ = const. 

où maintenant x = p cosep, y = psincp sont les coordonnées d'un 
point {x,y) intérieur à G, p < i ; d = psin(0 — <p); et 

/ * 2 = i + p 2 — 2 p c o s ( 0 — <p), 

tandis que z = e'e est toujours un point du contour (G) de G. 
Sous cette dernière condition, on est assuré, en effet, [2, g] que pour 

chaque valeur de t {tQ<^ t^tx ) , les fonctions correspondantes Pf(6\t) 
et Q/(0 11) sont telles que l'expression Pf{9 \ t) -f- i 'Q/(0 | O repré­
sente toujours les valeurs qu'une fonction f{z \ t) holomorphe à l'inté­
rieur de G et continue dans ce cercle fermé acquiert au contour {G) 
de G. La précédente expression de f{x \ t) sera dite l'image fonction­
nelle de la ligne envisagée. 

Les deux points de (F) qui représentent les deux fonctions f{x \ t0) 
etf{x | tK ) seront dits les deux extrêmes de la ligne. 

En rappelant alors la définition de distance entre deux éléments 



SUR QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS. 35 

de (F) , 6, Chap. II, § 1, on trouve pour l'élément linéaire ds de la 
ligne envisagée 

et pour la longueur de la ligne 

'-jr*-jfins)M"(3H* 
2. Lignes géodésiques. — On peut rechercher maintenant les 

conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions P (0 11) et Q(0 11) 
pour que la ligne envisagée soit une géodésique de Pholoespace 
ambiant. 

Supposons à ce but que le paramètre t désigne la longueur de 
l'arc s de la ligne, en écrivant pour plus de clarté P(0 \s) et Q(0 \s) 
au lieu de P(0 11) et Q(0 11); indiquons en outre par le symbole Ô 
les différentiations faites par rapport à s, et par le symbole 8 les 
variations des fonctions. 

On aura alors tout d'abord 

às= (àPy dô -+- / (dç>y~ tfe, 

d'où 

' iàFSàPdti+ làQhàQdQ 
0 d0 

f 2<tfM5Prf0H-/ làQàïQdti, 
o «A 

car 8 dP = à ôP et 8 dQ = (J ôQ. En divisant par 2 ds, on obtient 

8 as = f™%à s p d* +f §«> *Q <*> 

et en appelant A et B les deux points de la géodésique entre lesquelles 
on veut la considérer, on aura 

1= f as; 11= f tàs; 
/ A *^A 
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Une intégration par parties nous donne alors 

et comme la partie quon a intégrée est nulle, car aux points A et B on 
a 8P = <5Q = o, et comme on doit avoir 81 = o, quelles que soient les 
variations arbitraires ôP et ôQ, on obtient 

« T P ,)*Q 

^- = ̂  ^ = ° ' 

qui nous donnent les équations différentielles auxquelles doivent 
satisfaire les fonctions P ( 0 | s) et Q(0 |s ) pour que la ligne envisagée 
soit une géodésique. 

On devra donc avoir 

P ( 6 | * ) = ? 1 ( 0 ) * + V i ( 6 ) ; Q ( 0 | 5 ) = c p 2 ( 0 ) 5 H - ^ 2 ( 0 ) 

ainsi que l'image fonctionnelle d'une géodésique sera donnée par une 
expression linéaire de la forme 

ou 

«2 71 

et 

/ (* l*)=/ l (*)*-+- /*(*?) ; 

4*J0
 }z — x 4*J0 • ; }z — x 

4*. / 0 s —.r 4juyo * — # 

rf0 

rfe. 

3. Tangente à une ligne. — On appelle tangente à une ligne L de (F) 
dans un de ses points, M0 correspondant à la valeur s0 du paramètres, 
la géodésique qui est la position limite, si elle existe et est bien déter­
minée, d'une géodésique passant par M0 et par un autre point M4 

de L suffisamment voisin de M0, lorsque M, tend sur L vers M0. 
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On démontre aisément que l'image fonctionnelle de cette tangente 
est donnée par l'équation (paramétrique) 

f(x\t)=j- / 4>(0|*o)rfe-t-/- / lF(0|*o)d0 

+ -k r'Vei.o^i^rfe+i- /"'V(e|So)ii£de, 
^ J„ z — x 4xJ0 'z—x ' 

•«•"•'-(SUH^-fêU 
^•"•'-(S),=..-h'—-(S).=J-

4. Courbure géodésique. — On nomme courbure géodésique de la 
ligne L de (F) le vecteur ayant pour composantes les chaînes de 

valeurs r—- et -p— 
ris* ds4 

Il s'ensuit tout d'abord que : 

Les gèodésiques sont lignes à courbure toujours nulle. 

On démontre en outre le théorème suivant qui est une générali­
sation, pour les holoespaces, d'un théorème de Lipka [8, 10] : 

Le module de la courbure géodésique se présente toujours 
comme dans l'espace ordinaire, comme le rapport entre l'angle 
de contingence et l'arc élémentaire. 

On le démontre en faisant recours à une propriété remarquée de 

Voss [9] suivant laquelle, dans l'espace ordinaire, il y a parfaite équi­

valence entre la limite du rapport entre l'angle de contingence et l'arc 

élémentaire et la limite du rapport ~ pour As -y o, où As est un arc 

élémentaire M0M ou M0M pris simultanément, à partir d'un point M0 

de L, sur L et sur la géodésique tangente à L au point M0. tandis 
que d désigne la distance entre les deux points M et M. 

o. Plans. — On introduit de même le concept de plan, plan oscil­
lateur, etc., en démontrant qu'il subsiste dans l'holoespace (F) toutes 
les propriétés courantes de la géométrie euclidienne élémentaire et 
de la géométrie différentielle ordinaire. On n'insistera ici davantage 
sur ces points. 
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CHAPITRE IV. 

SYMBOLES ASSOCIÉS A UN POINT-FONCTION DE L'ESPACE (#£) ou (CE) 

OU ENFIN DE L'ESPACE (<£>) DES FONCTIONS CONTINUES ET DÉRI­

VABLES DANS L'INTERVALLE ( 0 , 1 ) . 

I . Généralités. — Reprenons maintenant les notations et les 
considérations adoptées et développées au Chapitre Ier ( § 6 ) . Nous 
nous bornerons donc, dans ce qui va suivre ici et dans les Chapitres 
suivants, à des fonctions réelles de variable réelle. Tous les résultats 
que nous aurons dès maintenant à exposer sont dus d'un côté au 
regretté Vitali, d'un autre côté à M. Minetti [ 1 , 2 a, 6. c, d]. 

On doit au premier tout ce qui concerne la géométrie différentielle 
des espaces de Hilbert esquissée par le moyen des éléments du calcul 
différentiel absolu généralisé de Pascal-Vitali, au second tout ce qui 
se rapporte au transport, aux variétés d'un holoespace du concept 
d'équation non paramétrique d'une variété d'un hyperespace ordi­
naire et aux importants liens entre la géométrie des holoespaces et la 
théorie des équations différentielles ordinaires. Tandis que les tra­
vaux et les résultats de M. Vitali se rapportent au cas général de 
l'espace SZ de Hilbert, ceux de M. Minetti, en conséquence de la 
nature même de ses conceptions, se rapportent à l'espace {CD) des 
fonctions continues et dérivables dans l'intervalle o — i. 

Toutes les fois que dans les considérations qui vont suivre n'inter­
viendra pas l'hypothèse de la dérivabilité des fonctions qu'on y consi­
dère, on peut retenir que les résultats qu'on établit sont valables par 
rapport à l'espace 8Z de Hilbert et dans ce cas les intégrales qu'on 
sera amené à considérer doivent être entendues dans le sens de 
Lebesgue; lorsqu'on suppose au contraire la dérivabilité des fonc­
tions qu'on aura occasion d'envisager on devra retenir que les résul­
tats se rapportent au cas de l'espace {CD), et les intégrales usitées 
doivent être entendues au sens de Riemann. 

Les théories correspondantes de M. Minetti qui se rapportent au 
cas d'espaces fonctionnels constitués de fonctions holomorphes qui 
sont en train de se développer et qui attendent encore d'être établies 
d'une façon définitive ne trouvent pas de place dans cet exposé. 
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2. Le système absolu des symboles aa,p. — Un point-fonction 

<0 / U I u\, Uîy . . . , Un) 

ou plus brièvement f{t\u) décrit, lorsque les variables ui décrivent 
leur domaine U de variabilité {voir Chap. I, § 6) , une variété V. 

Si l'on considère alors une substitution invertible S qui transforme 
les u dans des autres variables v ayant pour équations les 

( 2 ) ut= U^Vi, V^ . . . , Vn) (i = I , 2 , . . . , Il) 

et si l'on fait la substitution des seconds membres des relations (2) 
dans l'expression (1), cette expression va se transformer en un point-
fonction des variables v qui décrit la même variété. 

Il s'ensuit que si pour chaque valeur de t on considère l'invariant 
qui pour les variables u coïncide avec (1), cet invariant décrit tou­
jours, quel que soit le système de variables auquel il se rapporte, la 
même variété. On le représentera par la nota t ion/( t \ u). 

Cela posé, en suivant des notations que nous avons déjà introduites 
pour représenter les dérivées d'un invariant {voir Chap. I, § 2), 
l 'écr i ture/ a , a étant un état {voir Chap. I, § 1) d'un indice variable 
dans le Û„ corps {voir Chap. I, § 1 ), aura une signification bien précise. 

On pose alors 
a*,$= f fafydt, 

où g désigne, dans le cas où l'on se rapporte à l'espace &t de Hilbert 
un ensemble mesurable de points d'une droite réelle, et désigne au 
contraire l'intervalle o — 1 dans le cas où l'on se rapporte à l'es­
pace {CD). 

On voit alors aisément que si l'indice a varie dans une classe 
entière r, et l'indice (3 dans une classe entière s {voir Chap. I, § 1), 
le système aa?3 est un système absolu {voir Chap. I, § 3). 

3. Les symboles a et aa,P. — On désignera par a le déterminant 
V v v 

qui a pour ses éléments les a^p, les indices oc et (3 variant dans la 
même classe entière v, écrit de telle façon que l'indice a soit constant 
tout le long d'une même horizontale et l'indice (3 soit au contraire 
constant tout le long d'une même verticale et que les deux indices se 
suivent dans l'ordre naturel. 

Si a yé o on désignera avec aa 'P le réciproque de aa)p dans a. On 
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voit alors que le système a a 'P est un système absolu contrevariant à 

deux indices supérieurs {voir dernière proposit ion du Chapi t re I, § 5 ) . 

ht. Les symboles de Christoffel et leurs propriétés. — Si les 

indices a et [3 varient dans la classe (ent ière) v, s\ p est un indice de 

classe i , et si enfin avec la notat ion <xp on désigne l'état d 'un indice 

qui possède tous les chiffres de a, et, en plus, le chiffre/?, on pose 

( 4 ) G ^ = 2Ttfa /D>T«PY, 

où l ' indice y varie dans la classe v. 

Les symboles C^p sont dits les symboles de Christoffel de classe v. 

O n a alors les théorèmes suivants : 

1. p étant un indice de classe \, on a 

( 5 ) - ^ - =a<xp,p+a<x,pp. 

On peut écrire en effet 

J^~ j f*f? dt = y /a/,/p dt -+-jf<xfpp dt = a*p$ + aa#pt 

IL Si les indices a, (3, y varient dans la classe v on a 

(6) 2v<3as ï«P'?=^ 

(pour la signification du symbole ô§, voir Ghap . I, § 3 ) . 

Il est une conséquence presque immédiate d 'une propriété bien 
connue des déterminants . 

III. Si les indices fi et 8 varient dans la classe v, et si p est un 

indice de classe i , pour chaque système de variables u, on a 

rJaPJ 
(7) v ^ ^ ^ ^ , _ Ï T C ^ piT> 

Si, en effet, on considère l'égalité {voir théorème précédent) 

2 Y a a v « P » ï = 8 | 
1 ' ' v 

qu 'on suppose écrite par rappor t aux variables u, on obtient , par 

dérivation par rappor t à up, 

àa 
àa?,y 

—SI aP>Y-4-2YaaY -Ĵ — = o, 
âup v T 'T àup ' 
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d'où, en vertu des relations (5), et en introduisant les symboles de 
Christoffel, 

Syaa'"f lïT = — S Y ^ ' T ( ^ > ï -+- a*S(p) = — Gap — SYa3.TaaiYJ,. 

Il suffit alors de multiplier les deux membres de cette égalité par a a '5 

V 

et de faire la somme par rapport à l'indice a, pour obtenir, en vertu 
des relations (6), la relation (7) que l'on désirait démontrer. 

IV. Si p a < v, on a 

(8) C$ = $ 
V " / ^<Xp — QOLp' 

On a en effet par définition 

C[L = Sva«/».YaP.T, 
V ^ ' v 

mais les indices ap et |3 sont de classe v, et par conséquent, en vertu 
de la relation (6), on obtient bien la relation (8). 

V. Si y est un indice de classe v et si l'indice (3 varie dans la 
classe v, on a 

<9) s pGJ^ap , T =a a M . 

En effet, en vertu du théorème précédent, on peut bien écrire 

CHAPITRE V. 

LA DÉRIVATION COVARIANTÉ DES SYSTÈMES ABSOLUS. RÈGLES DE DÉRIVATION 

COVARIANTE. DÉRIVÉS COVARIANTS DE CERTAINS SYSTÈMES ABSOLUS. 

1. La dérivation covariant e. — Si 

(i) HÏ3»8* 8« 
\l) "ot!, a 0 , . . . ,a r 

est un système absolu avec les indices inférieurs et supérieurs appar­
tenant à des classes entières on appelle, par définition, dérivé cova^ 
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riant du système (i) par rapport à la variété décrite par le point-
fonction f{t\ u{, u*, . . . . un) le système 

«i, oc2 , . . . , a r ,p ' 

p étant un indice de classe î, qui, pour chaque système de variables u, 
est donné par la relation 

(3) H H ' I- [u] = àHkk::±W 
àup 

i 

~^hh^lA^k3':;A,^ «>] 
1 
6 

H-2*ïTc?r*[«]H2ï:ï;,.^T,p*+,'-p-["]» 
i 

où l'on entend que chaque symbole de Christoffel soit de la même 
classe de l'indice inférieur ah ou de l'indice supérieur (¾ auquel il se 
rapporte et où pour chaque sommation 2 l'indice y varie dans la 
classe de l'indice qui correspondrait à la place occupée par y. 

On désignera ce système, pour plus de clarté, par la notation-

D„H8»8—.g. 

ou, lorsque il n'y aura à craindre aucune ambiguïté, par la nota­
tion D^H. 

2. Cas particuliers. — Si H est un invariant H = B.[u] on aura 

DpH[u\ = * ^ l . H àup 

Si a est un indice de classe v et si H a est un système absolu on a 

Si (3 est un indice de classe v et si HP est un système absolu, on a 

D , H P [ w ] = ™ + 2 rc^HrM . 

On a le théorème : 

Le dérivé covariant D^H d'un système absolu H est lui aussi 
un système absolu. 
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3. Règles de dérivation covariante. — Pour la dérivation cova-
riante, on possède les règles suivantes : 

I. Le dérivé covariant de la somme ou de la différence de deux 
systèmes absolus est égal respectivement à la somme ou à la 
différence des dérivés covariants des systèmes donnés. 

C'est une conséquence immédiate des définitions de système 
absolu somme ou différence de deux systèmes absolus donnés {voir 
Chap. I, g 5) . 

II. Si H^;^;; fy est un système absolu, et si a4 et (3, sont deux 
indices de la même classe v, on a 

En d'autres termes les deux opérations de saturation des indices et 
de dérivation covariante sont permutables. 

Pour la démonstration, voir [1]. 

ht. Dérivés covariants de certains systèmes absolus. — Consi­
dérons tout d'abord le système absolu précédemment défini aa>p 
avec a et (3 indices de la même classe entière v {voir Chap. IV, § 2). 

On a alors les théorèmes suivants [1] : 

I. Le dérivé covariant du système (absolu) aa,[3 est nul. 

Quel que soit en effet le système de variables u, on peut écrire 

D»a«.P = ^ 7 -SYÇà„<*Y,3-SYC^aa,T= ^ ~ **«*P*<*«°~. P 

Ô(Zn Q 

— 2ïsap;,5§aû.Y<7aîT= —-^ <7a/,,p - aa$p = o 
v OUp 

(se reporter au Chapitre IV, § ht, théorèmes I et II) . 

II. Le dérivé covariant du système (absolu) a*^ {voir Chap. IV r 

§ 3), où les indices a et (3 varient dans la classe (entière) v, est nul. 

C'est une conséquence immédiate de la formule (7) , Chapitre IV, 
§ ht, théorème III. 

III. OnaV>p8l = o. 

Pour la démonstration, voir [1]. 
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5. Les ricciens d'un invariant. — Considérons maintenant le sys­
tème Ia {voir Chap. I, § 2) où I est un invariant et a un indice de 
classe v. Quel que soit le système des variables u que l'on adopte, on 
aura 

UlA>p V V 

où l'indice y varie dans la classe (entière) v. Si d'autre part on a 
Pa<v , c'est-à-dire si le nombre des chiffres de l'indice <x est plus 
petit que v, on a [voir Chap. IV, § h, th. IV, form. (8)] 

D/? *a = 'a/>— 'a/? = °« 

On en conclut que tous les termes du système absolu 

la,/? = D/> ^a? 

pour lesquels on a p a < v, sont nuls. 
Il n'y aura pourtant lieu qu'à considérer les termes de Ia>/, qui ne 

V 

sont pas nuls pour lesquels, on a donc pa = v, et posons 

I/1? 7S,.. ,zv,„ = la , /?j 
' v 

où Ï , , i2, . . ., h sont les chiffres de a. 
On démontre alors que ce système, pour chaque terme duquel on 

a p a = v, est un système absolu ayant v - j - i indices de classe i. 
Il est dit le (v -f- i) ième riccien de I, ou, en d'autres mots, le riccien 

de I d'ordre ( v + i) . 
Le riccien de I d'ordre i coïncide avec lp. 

THÉORÈME. — Le riccien d'un invariant I d'ordre v + i est 
symétrique par rapport à ses indices. En d'autres termes, si deux 
de ses éléments diffèrent entre eux seulement pour l'ordre de 
leurs indices, ils sont égaux. 

C'est une conséquence immédiate de la relation 

ïa/> = la/? — ^ ( ¾ I-p 

car Ia/D et CJ ne changent pas en permutant les chiffres de l'indice <xp. 

Il est surtout avantageux de considérer les ricciens de l'invariant 
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f{t\u), oùf{t\u) représente une variété {voir Chap. IV, § 2) de 
l'holoespace ambiant que l'on considère et à laquelle on veut se rap­
porter. On a alors le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Si un terme du riccien de f{t\u) d'ordre v + i 
n'est pas nul, il est orthogonal à tous les termes non nuls du sys­
tème fi, (3 étant un indice de classe v. 

En effet, en vertu de la relation (9) (Chap. IV, §4 , V), et en s 
rappelant qu'on a 

fa,p = fa.p — 2Y Glpfy, 

on peut successivement écrire 

fUpfy dt = fUpft dt - L^CT ffyfp dt 
= «a/>,(3— 2YGI/>aY>P = aa/?,fJ ~ ^/?a,^= O. 

CHAPITRE VI. 

LE CONCEPT D'ÇQUATION NON PARAMÉTRIQUE D'UNE VARIÉTÉ DE L'HOLOESPACE (CD), 

ET LES LIENS ENTRE LA GÉOMÉTRIE DES HOLOESPACES ET LES ÉQUATIONS DIFFÉ­
RENTIELLES ORDINAIRES. 

1. Le concept fondamental d'équation non paramétrique d'une 
variété linéaire de l'holoespace (d3). — Envisageons maintenant l'es­
pace {CD) des fonctions x{t) continues et dérivables dans l'inter­
valle o — 1. En suivant les mêmes principes auxquels on s'est inspiré 
dans le cas de l'holoespace (F), nous prendrons la définition de la dis­
tance de deux fonctions xx (t) et x«{t) de {CD) donnée par la formule 

(1) (#1, * • ) = f [oc{{t) — Xi(t)Ydt. 

Observons maintenant que jusqu'ici on considérait, voir p. ex. [12]> 
comme équation d'une variété, par exemple, linéaire de ( CD) l'ensemble 
des points de l'espace fonctionnel représentant les fonctions 

(2) ^ ( 0 = / o ( 0 + « i / i ( 0 + . . . + « f l /«(0, 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N« 7 9 . 4 
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où / Q , fi, . . . , fn étaient n H- î points du même espace. On disait de 
même que (2) représentait l'équation de la variété linéaire envisagée. 

M. Minetti a remarqué tout récemment, [2<i] le premier, que 
l'équation (2) était plus précisément l'équation paramétrique de la 
variété et non l'équation de la variété proprement dite. Il s'est alors 
préoccupé du transport aux holoespaces du concept d'équation non 
paramétrique d'une variété d'un hyperespace ordinaire. Le principe 
dû à M. Volterra du passage du fini à l'infini, du discontinu au continu 
lui a permis d'éclaircir ce point, et il a été amené ainsi à mettre bien 
en évidence les liens très étroits qu'il y a entre la géométrie des 
holoespaces et la théorie des équations différentielles ordinaires. 

Pour voir mieux au fond des choses et pour mieux saisir le passage 
•du fini à l'infini duquel s'est laissé guider M. Minetti à ce sujet, 
rappelons tout d'abord ce qu'il se passait en propos dans le cas de 
l'espace ordinaire. 

Fixons les idées pour plus de simplicité sur une variété unidimen-
sionelle géodésique, c'est-à-dire sur une droite de l'espace euclidien 
ordinaire S3 de coordonnées xK, x<>, xz. 

Si xt= aCk-\- b, {i = 1, 2, 3). étaient ses équations paramétriques, 
pour obtenir l'équation non paramétrique de la même droite, il 
suffisait d'éliminer le paramètre 1 une fois entre la première et la 
seconde des précédentes équations, et de l'éliminer ensuite entre la 
seconde et la troisième. En un mol d'éliminer le paramètre t entre 
chaque équation et la suivante. 

D'autre part, dans le cas de l'holoespace {CD), en vertu de ce que 
l'on a déjà établi en se référant à l'espace (F) précédemment étudié 
{voir Chap. III, § 2), et à cause de la définition (1) de distance qu'on 
a ici adoptée, une droite de {CD), c'est-à-dire une géodésique de {CD), 
aura une équation paramétrique de la forme 

(3) * ( * | X ) = / , ( O X -*-/a(0, 

•où/, {t) e t / 2 (£ ) sont deux éléments [points de {CD)]. 
Suivant la conception de M. Minetti qui revient à celle de 

M. Volterra, la variable continue t remplace ici l'indice i des équa­
tions xt= atl + bt d'une droite de S3. Pour obtenir donc l'équation 
non paramétrique de la droite (3) de {CD) il suffira, de même, d'éli­
miner le paramètre 1 entre l'équation (3) et, pour ainsi dire, la 
successive; en d'autres mots de l'éliminer entre l'équation (3) et 
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l'équation 

(4) x(t -+- dt\\) =f(t + dt)l +f(t -+- dt). 

Et comme cette dernière équation une fois développée suivant la 
formule de Taylor, et que l'on ait négligé les infiniment petits de 
second ordre nous donne 

il suffira d'éliminer le paramètre l entre l'équation (3) et l'équation (5). 
Cette élimination nous donne d'ailleurs 

(6) 
x(t) x\t) 

/ ( O / ' , (0 
/ i ( 0 / ' ( 0 
/ i ( 0 .A(o 

où x{t) écrite au lieu de x{t\l) représente la fonction correspon­
dante au point générique P de la droite envisagée. 

L'équation (6) est bien, d'autre part, une équation différentielle 
« linéaire » du premier ordre par rapport à la fonction x{t) qui 
représente le point générique de la droite considérée ; donc : 

L'équation non paramétrique d'une droite de {CD), est une 
équation différentielle « linéaire » du premier ordre par rapport 
à la fonction x{t) qui représente le point générique de la droite 
envisagée. 

Tout pareillement, si l'on considère au lieu d'une droite, une courbe 
quelconque C de {CD), ayant une équation paramétrique du type 

(7 ) x(t) = ?{t\\), 

l'élimination du paramètre 1 entre cette équation paramétrique de C 
et, pour ainsi dire, la successive 

(8) x(t-hdt)=ï>(t-hdt\ X) 

nous conduit, en suivant le même procédé, à une équation du type» 

9) S = ? [ * l / M ^ 0 ] ] , 

où 9 est une fonction des deux arguments t et f, f étant à son tour 
une fonction de t et de x{t), qui est bien une équation différentielle 
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du premier ordre par rappor t à la fonction x{t), mais qui n 'est pas , 

en général « linéaire ». Donc : 

Une courbe C de {CD) a pour équation une équation différen­
tielle du premier ordre par rapport à la fonction x{t) qui repré­
sente le point générique P de C. — Si C, et seulement si, cette 

équat ion est « l inéaire » la courbe C est une des géodésiques de {CD). 

2. Variétés d'ordre supérieur. — On passe de même aux variétés 

d 'ordre supér ieur . Appelons surface S de {CD), le lieu géométrique 

des points x{t) de {CD) qui correspondent à P ( £ | X , J J I ) fonction de t 
et de deux paramètres 1 et JUI, lorsque ces deux paramètres varient au 

moins dans certains domaines T et A. 

Même ici, si l 'on fixe son attention sur une valeur générique de la 

variable indépendante t, x{t), x{t + dt), x[{t + dt) + 8t], dt et 8t 
étant deux différentielles distinctes de t, représenteront trois coordon­

nées successives, pour ainsi dire , du point génér ique x{t) de S. 

Et en suivant des notations déjà précédemment utilisées, on pourra 

écr i re 

(io) x(t) = P(t\X,li), 

( n ) x(t-hdt) = P[(t+dt)\\, ji], 
(12) x[(t-*-dt)-+-*t] = P[(t-hdt) + tt\ X, fi]. 

Si l 'on observe alors qu 'en vertu du développement de Taylor et 

en négligeant les infiniment peti ts , on a 

(i3) x(t-+-dt) = x(t) + x(t)dt ( i) , 

(i4) x[{ t-hdt)^ ht] = œ(t-hdt)+ Sa?<*-+"<**) a, 
ot 

= x(t) -h x(t) dt -h x(t) St -h x( t) dt $t; 

on s 'aperçoit aisément que l 'élimination entre les équations ( i o ) , 

( î î ) et (12) des deux paramètres 1 et /JL condui t à une relation de la 

forme 

(15) * < O = « ^ = F [ t , * ( 0 , * ( 0 ] , 

qu i est bien une équation différentielle du second ordre par rappor t 

à la fonction x{t) qui représente le point générique P de S. 

( 1 ) On a désigné ici par le symbole x(i) la dérivée de x(t) par rapport à t. 
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On pourrait démontrer en outre que si cette équation est linéaire, 
et seulement dans ce cas, la surface S est un plan de {CD). Et ainsi 
de suite. Donc : 

Les équations non paramétriques des variétés Yn plongées 
dans l'holoespace {CD) (en particulier), sont des équations diffé­
rentielles par rapport à la fonction x{t) qui représente le point 
générique P de Vtl. L'ordre de cette équation différentielle est 
toujours égal au nombre de dimensions de la variété Yn envisagée; 
elle est en outre, linéaire ou non, suivant que Vn est. ou non, une 
variété géodésique de l'holoespace ambiant que l'on considère. 

3. Quelques considérations. — Il est bon de remarquer mainte­
nant, quoique ce sujet ne rentre pas dans le plan de cet exposé, que 
la proposition précédente permet, en particulier, de présenter toute 
la théorie des équations différentielles linéaires à un point de vue 
géométrique et d'une façon extrêmement simple. Elle permet aussi 
d'établir plusieurs propriétés nouvelles de ces équations; ce sont 
toutes celles qu'on peut toujours trouver au moyen du principe de 
M. Volterra du passage du fini à l'infini [11], de toutes les propriétés 
d'appartenance ou d'intersection, déjà connues depuis longtemps, qui 
se rapportent aux variétés linéaires des hyperespaces ordinaires. 

Mais on est saisi toutefois, comme il est bien évident, par d'autres 
propriétés beaucoup plus intéressantes, en les appliquant à l'étude 
d'appartenance ou d'intersection des variétés quelconques non 
linéaires. Nous n'insisterons pas davantage sur ces points; nous nous 
bornerons ici seulement aux principes de cette théorie d'autant plus 
pour le fait qu'elle est en train de se développer. 

CHAPITRE Vil. 

GÉNÉRALITÉS SUR LES VARIÉTÉS DES HOLOESPACES (2C), (C) OU {(D). 

LES PREMIERS ÉLÉMENTS DE LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE DE CES 

HOLOESPACES. VARIÉTÉS UNIDIMENSIONELLES. 

1. Espaces linéaires ou euclidiens. — Soit 

l'équation paramétrique d'une variété de {<&), (C) ou (CD). 
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Il est aisé de démontrer que la condition nécessaire et suffisante 
pour que f{t | zt(, . . . , un) décrive une variété à n dimensions, c'est 

que les fonct ions/•= ~ soient linéairement indépendantes; oubien r 

ce qui est équivalent, que le déterminant 

I«i,/i <'iy = i,2, ...,n), 
où 

«i./= ffif/dt, 
g 

soit différent de zéro [1] . 
Si cp.,, cp0, . . ., cpAi sont n fonctions linéairement indépendantes et 

si ^ est une autre fonction quelconque, la variété (linéaire) d'équation 
paramétrique 

x(t) = ty -h ^1©!-+- w ,œ*-h . . . - f - w„9 w . 

aura précisément zi dimensions et sera appelée un espace linéaire ou 
euclidien à n dimensions. 

Ici et dans la suite on devra supposer naturellement, que les fonc­
tions que l'on considère, soient, sur g, à carré sommable, ou con­
tinues, ou continues et dérivables suivant que l'on veut se rapporter 
à l'holoespace {Si) ou {£) ou (CD). 

Un espace linéaire à une dimension sera aussi appelé une droite, à 
deux dimensions un plan, à trois dimensions un espace ordinaire. 

Si 
X(t) = <J/-f- Ki<p iH- . . . -H U„y„, 

c'est une équation paramétrique d'un espace euclidien S„ à n dimen­
sions, condition nécessaire et suffisante pour que 

puisse être,' elle aussi, une équation paramétrique du même espace, 
c'est que l'on ait 

Ç= <J/ + Xiçt-h...-i- Xnyn, 

où les > et les /UL sont des constantes. 
Si f\ e t / 2 sont deux points différents d'une droite r, la différence 

/ o — / , est appelée un « paramètre » de /'. 
On voit aisément que le rapport de deux paramètres d'une même 

droite est une constante différente de zéro et que, réciproquement, si 
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l'on multiplie un paramètre d'une droite pour une constante différente 
de zéro, on obtient un nouveau paramètre de la même droite. 

En rappelant en outre qu'on appelle « fonction normale dans g » 
une fonction/telle que 

7 2 ^ = i, f/ 
on voit de même que parmi les paramètres d'une droite /* il y en a 
deux qui sont des fonctions normales; on les appelle les « paramètres 
normaux » de r. 

On dit qu'une droite est orientée s'il est assigné le nom de « para­
mètre principal » seulement à l'un de ses deux paramètres normaux. 
r étant une droite orientée, <p étant son paramètre principal fK et j \ 
étant, enfin, deux points de r, on a u r a / 2 — j \ — Kcp, K constant et 
l'on dira que / , précède/ 2 si K > o et que / 2 précède j { si K < o. 

9 et ^ étant les paramètres principaux de deux droites r, et r2 on 
aura, pour l'inégalité de Schwarz, 

j Ç^ dt\\ / V dt f<\>* dt = ] 
donc aussi 

? 4* dt I ^ 1, 

et il existera un angle a, o <a <̂ TC, tel que 

cos a = / uty dt. 

On appelle a l'angle des deux droites orientées rA et r2 . On en 

déduit qu£ si cp et ty sont deux paramètres quelconques de rA et r2, 

comme l'on a <p = Kcp, ^ = hty, K et h constantes, on aura aussi 

/ ? $ dt cosa = v-
On dira que deux droites orientées r< et r2 sont « parallèles et éga­

lement orientées », si leurs paramètres principaux 9 et ^ sont sur g 
généralement égaux; on dira, au contraire, qu'elles sont « parallèles 
et inversement orientées », si ces paramètres principaux sont sur g 
généralement opposés. 
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Dans le premier cas, on aura 

/?'{/</? = cos a = i (a = o); 
Y g 

dans le second 

<?'\,dt = — i (a = w). 
Jg 

Réciproquement, si a = o, c'est-à-dire si 

/ çp 'b dt = i, 

on aura aussi 

j (? — <L r rff = y V «f*- ? fitydt+ f^dt = o, 

et par conséquent cp et ^ sont, sur g, généralement égaux. 
Si au contraire a = 7:, c'est-à-dire si 

on aura 

f (? + $)• dt = /V-^ -4 -2 fy<l>dt + f\*dt = o, 
^g Jg Jg Jg 

et par conséquent cp et ^ seront sur g, généralement opposées. 
Si 9 et ^ représentent maintenant deux paramètres de deux droites 

r, et 7*2 et si 

/ 9<\>dt = o, 
Jg 

si, en d'autres termes. 9 et ^ sont deux fonctions orthogonales, on 
dira aussi que 9 et ^ sont deux paramètres orthogonaux et l'on voit 
aisément que tout autre couple 9, ïj) de paramètres de rK e t ^ 2 satis­
fera aussi à la condition d'orthogonalité 

/ 9^ dt — o. 
Jg 

Deux droites r, et /\> telles que chaque paramètre de l'une soit 
orthogonal à chaque paramètre de l'autre seront dites orthogonales. 

Il est presque évident en outre que : 
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Si f est un point d'une droite r et 9 un de ses paramètres, 

v(t)=f(t)-hry(t) 

est l'équation, ou mieux, une des équations paramétriques de r. 

Et que 

Si une droite r contient deux points d'un espace linéaire Sn. 
r est entièrement contenue dans S„. 

Un paramètre d'une droite r contenue dans un espace linéaire S„ 
est dit « un paramètre de S„ ». On peut alors démontrer que : 

Si 
x{t) = ^ + M l 9 l H _ . . . _ h uny„9 

est une des équations paramétriques d'un espace linéaire S„. con­
dition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f{t) soit un 
paramètre de Sn et quef(t) soit de la forme 

f(t) = Xt 9! -+- X2 <ps + . . . H- ln ©„ 

les 1 étant des constantes. 

On en déduit que dans un espace linéaire S/t à n dimensions il y a 
seulement n paramètres qui sont entre eux linéairement indépendants. 

En outre 

Si Sn et S„i {m^n) sont deux espaces linéaires et si tous les 
paramètres de Sm sont aussi des paramètres de Sn, et si S„ et Sm 

ont en commun un point ip, chaque point de Sm appartient aussi 
à Stl. 

On dit qu'un paramètre 9 est orthogonal à un espace linéaire S^ 
si 9 est orthogonal à chaque paramètre de S„. 

On dit que deux espaces linéaires Sn et Sm qui ont au plus un point 
en commun sont entre eux orthogonaux si chaque paramètre d'un 
de ces espaces est orthogonal à l'autre. 

Cela posé on peut démontrer que : 

Si Sm + n est un espace linéaire à m + n dimensions, si S„, est un 
espace linéaire contenu dans Sm+n, et si ^ est un point de Sm , il 
existe un espace linéaire Sn qui contient ip et tous les paramètres 
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de Sm+n qui sont orthogonaux à Sm . Il ne contient en outre aucun, 
autre paramètre de Sm+Al, et il est contenu dans Sm + / l . 

2. Les espaces <JT d'une variété; les espaces principaux et leur 
détermination au moyen des ricciens [1] . — Soit Vn une variété à. 
n dimensions, 

s©n équation paramétrique, et y un nombre entier positif. Considé­
rons maintenant un point P de Vn et l e s / a , avec a indice de classe y, 
calculées dans ce point. Si l'on change le système des variables u 
dans un autre système de variables v chaque nouvelle / a devient une 
combinaison linéaires des anciennes/ a . Il s'ensuit que si pour chaque 
système particulier de variables u, on pense l e s / a comme paramètres 
d'un espace linéaire passant par P et déterminé par s e s / a , cet espace 
ne change pas en changeant le système des u. On désigne alors cet 
espace qui pour chaque point P de V„ est ainsi bien déterminé par la 
notation <JY et l'on démontre aisément que le nombre de ses dimen­
sions est égal à la caractéristique de la matrice carrée qui a pour ses 
éléments les a, |3, 

«a,p= ( faf$dt, 
Jg 

{voir Chap. IV, §, 2), où a et (3 varient dans la classe (entière) y. 

On en déduit aussi que le nombre maximum des dimensions qui peut 

avoir <rY, est le nombre O Y = ( n ~^ T J — i {voir Chap. I, § i) des états 

d'un indice de classe y. 
L'espace cr, qui, en vertu de la première proposition énoncée au 

paragraphe 1 du Chapitre VII, est sûrement à n dimensions, est 
appelé l'espace tangent à la variété V;i envisagée. 

Si n = î , l'espace tangent se réduit à une droite qui est nommée 
« tangente » à la courbe YA que l'on considère. 

Si l'on désigne maintenant avec rY le nombre de dimensions de 
l'espace <7T de V„, on aura, évidemment rT + i>rY ? et si / y+i ;> rY il 
existe {voir dernier théorème énoncé, Chap. VII, § 1) dans <7Y+, un 
espace linéaire à /*Y4., — rT dimensions qui est orthogonal à crY au point 
P de Vw que l'on considère. On indiquera cet espace avec le symbole-
HY+I en posant pour symétrie II1 ^ cr1. 

Les espace Ht{i=i, 2, 3, . . . ) seront dit les « espaces principaux » 
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de V„ au point P ; en particulier H* sera dit « Yiieme espace principal 
de V/z au point P ». 

Si un espace principal II, n'existe pas, ce qui peut bien arriver, 
nous dirons que IIt est « nul ». 

THÉORÈME. — Si TLL est nul on a aussi iij = o pour j > i. 

Si en effet x{t)=f(t\u) est l'équation paramétrique de la 
variété V„que l'on considère, dire que IIY+, est nul, cela revient à dire 
•que chaque / a , où p a = y - j - i , est une combinaison linéaire des / a 

pour lesquelles a est de classe y. Mais comme l'on obtient chaque / a 

pour laquelle p a = y - f - 2 , par dérivation par rapport à l'une des 
variables u, d'une / a pour laquelle p a = y 4 - i , chaque / a pour 
laquelle p a = y-4-2 est une combinaison linéaire d e s / a pour lesquelles 
l'indice a appartient à la classe y-4-i . Par conséquent l'espace <TÏ+2 

coïncide avec l'espace o"Y+i, et l'espace principal IL^o est nul. 
Remarquons maintenant ce qui a beaucoup d'intérêt pour la suite, 

qu'en vertu du dernier théorème démontré Chapitre V (§ 5) tout 
élément non nul du (y H- i) i eme riccien d e / e s t orthogonal à l'espace o*T, 
et qu'il est par conséquent, un des paramètres de directions du 
(y + i) lème espace principal IÏY+,. On peut maintenant démontrer que 
réciproquement, chaque paramètre de IIY+1 est une combinaison 
linéaire des éléments du (y -f- i) ieme riccien d e / . 

En effet si X est un paramètre de IIT+1, il sera une combinaison 
linéaire d e s / a , oc étant de classey + i. Dans cette combinaison l e s / a 

•où l'indice a a y -f-1 chiffres, que nous indiquerons avec / a ] , f7^ ..., 
seront affectées de certains coefficients constants 1A, >o 

Si l'on désigne alors avec F a i l'élément du (y -f- i) i eme riccien de / 
•qui a pour indices les y 4- 1 chiffres de at, et si nous posons 

Y = X ! F « 1 - h X a F a t - f - . . . , 

on s'aperçoit que X — Y se réduit à une combinaison linéaire des 
seules / a qui ont l'indice a de classe y; X — Y est donc un paramètre 
de l'espace aY; X et Y, sont d'autre part orthogonaux à aY, par consé­
quent comme, au contraire, X — Y ne peut pas être orthogonal à <7Y, 
il devra être nul. 

Donc X = Y, ce qui revient à dire précisément que X est bien une 
«combinaison linéaire d'éléments du (y 4- i) ieme riccien de / . 

On en conclut donc que 
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L'espace principal IIY+, est déterminé par les éléments {non 
nuls) du (y 4- \)iême riccien de f. 

3. Les courbes. — On appelle « élément linéaire » d'une courbe C_ 
d'équation paramétrique x{t) =f{t \ U\), l'expression 

ds = \ f f(t\ui)* dt\ duy 

si l'on désigne alors avec df la diflérentîelle de / considérée comme 
fonction de U\, on peut écrire 

U) ds* = f {df f dt. 
Jg 

Il est évident que pour- une courbe C un espace principal IIt non 
nul se réduit à une droite; on l'appellera, s'il s'agit de l'espace prin­
cipal pbme, la « droite principale » ou la « normale » i}ème de la 
courbe C. 

Si II, n'est pas nul, si R^ désigne le riccien v**me de / , et si, enfin,, 
on pose 

K'=\/fm*. x<=¥> . 
X, est un paramètre normal de II,, c'est-à-dire de la droite princi­
pale i,cmc. 

Si i est un nombre pair, X t est un invariant car si l'on passe de la 

variable U\ à une autre variable P, , R^} comme K, doivent être mul­

tipliés lou* les deux par l-fr) • 

Si, au contraire, i est un nombre impair le paramètre X t demeure 

invarié pour toutes les substitutions pour lesquelles -7-^ > o, tandis 

que pour les autres il change de signe. 
Supposons maintenant avoir fixé sur la courbe C une origine O des 

arcs et un vers positif et indiquons par s la longueur de l'arc de G 
comptée à partir de l'origine O. 

L'expression 

(2) c , = ^ ' ^ M l J x , + 1 [ * ] ^ 

ne change pas si l'on change le vers positif qu'on a choisi sur C, car 
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un tel changement comporte le changement de signe pour chacun des 
deux facteurs 

d*i[*] x r i 

~sr el v -* [ ' i -
On pose alors la définition suivante : 

On appelle Gt la iième courbure de C On peut écrire en outre 

) l ' ) r . i d-
««.[«i i dRn°ï, R<tlr "K.M 

ds ~ K,[s] ds / L J ds 

= ̂ ^ ^ = ¾ ^ ^ ] ^ 
où l'on a désigné par P t un paramètre de l'espace trl : P, est donc 
orthogonal à X l + 1 . 

On en déduit, en vertu de la relation (2), que 

_ K.+t[i] 

En outre, en vertu de la relation (1), on a 

ds*= Kx[u{Y du] 

et, en changeant uA avec s, 

^ 2 = K i [ 5 ] 2 C ? 5 9 , 
d'où 

Ki[*] = i. 

Il s'ensuit que, en vertu du caractère absolu des Ki(s), on peut 
écrire 

U l " kt[s]kt[s] " kth9 

quelle que soit la variable ux. 
On obtient aussi 

0, = -^,]¾¾ 

relation qu'on établit tout de suite par dérivation de l'égalité 

fxi\is]Xl+i[s]dt = o. 
Jg 
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Passons maintenant à établir les formules de Frenet. U faut démon­
trer à ce but tout d'abord le théorème suivant : 

Si X't = -j-J- ou bien X'f = o, ou bien il est orthogonal aux para­

mètres, X, , X2 . . . . , X,_o, X?. 

Supposons en effet pa < i — î ; on aura 

/ X,/ a dt = o, 

d'où 

f*if*dt-+-fxif*ldt = o. 

Mais comme le nombre des chiffres de l'indice ot\ est plus petit 
que i, on a aussi 

/ X^/at dt = o, 

et, par conséquent, 

fx'ifaLdt = o. 
J g ' 

Si donc X'z n'est pas nul, il est orthogonal aux paramètres XM 

X2 , . . ., X,_2 et comme / X; dt = î, on en conclut aussi, par déri-
* vation, que si \'( n'est pas nul il est orthogonal à X t . Le théorème est 

ainsi démontré. 
Gela posé prenons, comme variable, s au lieu de uK et remarquons 

tout d'abord que comme X, est une combinaison linéaire des /"a, a 

étant de classe entière i, X'f = —-^— sera une combinaison linéaire 

d e s / a avec oc indice de classe / 4- i et il appartiendra donc à <r/+1. 
X', est, en outre, orthogonal à l'espace linéaire déterminé par 

X i , X 9 , . . . , X j — ) , Xt, 

et pourtant il appartiendra à l'espace linéaire déterminé par X /_1 et 
X;+1 ; on aura donc 

XJ = ^X ï_H i - h [ j .X z _i , 

ou 1 = l{i) et i*. = p{i)> 
En multipliant alors cette relation, une fois pour Xj+ 4 , et une 
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autre fois pour X/_1, et intégrant par rapport à t, on obtient 

X = fx[Xl+1 dt, p = fx'iXt-i dl, 
Jë Jg 

X = Git { i = — C z - _ i , 

g 
c'est-à-dire 

d'où 
XJ = C J X J + I — Gi - iXj - i . 

Ce sont précisément les formules de Frenet. 
Remarquons finalement qu'on pourrait aussi établir aisément les 

propriétés suivantes [1] : 

I. OnaXî = &. 
ds 

II. 0 /*«R> 2 ) =^f . 
J ds* 

III. On a G? = / ( £ ? ) * . 

ht. Le théorème fondamental sur la pseudo-linéarité des courbes. 
— Si C est une courbe de l'holoespace ambiant que l'on considère, 
on pourra arriver, ou bien que C soit entièrement plongée dans un 
espace linéaire contenu dans l'holoespace ambiant, ou bien que cela 
n'arrive pas. 

Dans le premier cas nous dirons que C est une courbe pseudo­
linéaire; dans le deuxième, qu'elle est une courbe transcendante. 

Nous verrons par la suite la conséquence que ces deux éventualités 
possibles comportent, en vertu des idées introduites par M. Minetti 
au sujet du concept d'équation non paramétrique d'une variété, pour 
la théorie des équations différentielles ordinaires; maintenant, au 
contraire, nous donnerons ici le théorème fondamental concernant 
la pseudo-linéarité ou non d'une courbe C de l'holoespace que l'on 
considère. 

THÉORÈME FONOAMENTAL. — La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une courbe C de l'holoespace ambiant que l'on considère 
soit plongée dans un espace linéaire à i dimensions tandis qu'elle 
ne l'est pas dans un espace ai— î dimensions, est que pour tous 
ses points, la {i-\-\)lème droite principale soit nulle, tandis que 
ne le soit pas sa itème droite principale. 
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Si en effet la droite principale {i-h i) ième de C est nulle, parmi les 
éléments du système d e s / a , a étant de classe £ + i, il existe une rela­
tion linéaire, et par conséquent le deuxième membre f{t\ ux) de 
l'équation paramétrique x{t)=f{t\uK) de C, considéré comme 
fonction de u{, est solution d'une équation différentielle linéaire 
homogène d'ordre t + i du type 

Si alors a0 = i, ah{u\), . . . . at{ux) est un système fondamental 
d'intégrales de cette équation, on aura 

i 

f= Ç o + 2 Vrar(Ui), 
1 

où les çp0, 9^ . . . , cpi sont des constantes par rapport à U\, et par 
conséquent, des fonctions de t. 

Par i dérivations successives alors, des deux membres de cette 
dernière égalité, par rapport à uK, on obtiendra un système de i + i 
équations linéaires dans les i-\-\ fonctions 9, le déterminant des 
coefficients duquel, étant le Wronskien des a0, aK, . . . , « ; , est diffé­
rent de zéro. Il s'ensuit que chaque fonction 9 est une combinaison 
linéaire de / et des / a avec a de classe i 4- u / est donc un point de 
l'espace linéaire qui passe pour ç0 et qui est déterminé des para­
mètres 9 i ? 92, . . . , 9,. 

La courbe C appartient donc à un espace linéaire à un nombre de 
dimensions qui est plus petit ou égal à i. 

Réciproquement, si la courbe (3 est plongée dans un espace linéaire 
S t à i dimensions, toutes / a avec a de classe i-\-i appartiennent à 
cet espace, et par conséquent ces / a sont entre elles linéairement 
dépendantes et il existe un nombre minimum y<i"4- i tel que la 
droite principale y,ème de (3 est nulle. Il s'ensuit que la droite princi­
pale (i 4- i) iemeest nulle aussi. 

De ce qu'on a établi jusqu'ici va suivre alors le théorème énoncé, 
car si l'espace linéaire S;> où est plongée la courbe C, a un nombre 
de dimensions p << i, la première droite principale qui est nulle est 
d'ordre 1 + 1, et réciproquement, si une droite principale d'ordre 
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plus petit que i 4- 1 est nulle, la courbe G est plongée dans un espace 
linéaire S,, avec un nombre de dimensions p < i, 

COROLLAIRE. — Si aucune des droites principales de G est nulle, 
la'courbe G est une courbe transcendante. 

CHAPITRE VIII. 

LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PSEUDO-LINÉAIRFS ET TRANSCENDANTES. 

LES CONDITIONS NÉCESSAIRES ET SUFFISANTES POUR LA PSEUDO-LINÉARITÉ 

D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ORDINAIRE. 

1. Les conditions nécessaires et suffisantes pour la pseudo-linéa­
rité d'ordre 2 d'une équation différentielle ordinaire du premier ordre 
non linéaire. — On a vu précédemment que l'équation non paramé­
trique d'une courbe G de l'holoespace ambiant que Ton considère, 
est une équation différentielle x{t) =f[t\ x{t)] du premier ordre par 
rapport à la fonction x{t) qui représente le point générique de G. 

D'autre part, l'équation non paramétrique d'un espace linéaire S7, 
plongé dans l'holoespace ambiant est à son tour une équation diffé­
rentielle linéaire d'ordre p par rapport à la fonction x{t) qui repré­
sente le point générique de S;,. 

Donc si la courbe G est une courbe pseudo-linéaire d'ordre p, 
c'est à-dire si elle est entièrement plongée dans un S^, cela veut dire 
que toutes les intégrales de l'équation du premier ordre 

(1) x(t)=f[t\x(t)\l, 

qui est l'équation de G, sont aussi intégrales de l'équation différen­
tielle linéaire d'ordre/? 

(2) œW{t) = bx{t)xiP-D{t) -f- b*( t)xtP-*)(t )-+-...-i-bp-^^x'it) -h bp( t), 

qui est l'équation (non paramétrique) de S,,. 
Nous dirons alors que l'équation (1) est une équation différentielle 

pseudo-linéaire d'ordre p. 
Si au contraire la courbe G d'équation 

(!) 00\t)=f[t\x{t)\] 

est une courbe transcendante, nous dirons que son équation (1) est 
aussi transcendante, et dans ce cas il n'existera aucune équation diffé-
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rentielle linéaire d'ordre aussi élevé que l'on veut qui jouisse de la 
propriété de contenir parmi ses intégrales toutes les intégrales de 
l'équation du premier ordre (i) qu'on a envisagée. On est ainsi 
amené à une classification des équations différentielles ordinaires qui 
semble pouvoir rendre beaucoup de services à l'analyse et qui a ses 
plus profondes racines dans une conception géométrique tout à fait 
nalurelle, à savoir que les équations différentielles ordinaires sont les 
équations, au sens proprement dit, des variétés plongées dans un 
holoespace. 

Le dernier théorème démontré au Chapitre précédent nous permet 
alors d'établir ici les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une 
équation différentielle soit, ou non, pseudo-linéaire et d'un certain 
ordre donné. La chose est d'autant plus intéressante, en tant qu'une 
fois assuré qu'une certaine équation différentielle est pseudo-linéaire 
d'ordre p, on est aussi assuré par là même, que les intégrales de 
l'équation différentielle donnée jouissent de tous les caractères 
analytiques dont jouissent les solutions d'une équation linéaire 
d'ordre p. 

Nous nous bornerons ici à considérer les conditions qui carac­
térisent une équation différentielle du premier ordre qui soit pseudo­
linéaire d'ordre 2. 

Soit donc 

(1) *{t)=f[t\x(t)\], 

une équation différentielle du premier ordre qu'on suppose, natu­
rellement non linéaire, et soit G la courbe de l'holoespace ambiant 
qui a pour équation l'équation (1). 

Si celte équation est pseudo-linéaire d'ordre 2, la courbe G sera 
aussi pseudo-linéaire d'ordre 2 et réciproquement. En vertu alors du 
dernier théorème démontré dans le Chapitre précédent, pour que 
cela arrive il faut et il suffit que la deuxième droite principale de G 
soit nulle, tandis que la première n'est pas nulle. 

Dire, d'autre part que la deuxième droite principale de G est nulle 
revient à dire que le correspondant riccien est nul; si en effet ce riccien 
n'était pas nul, la deuxième droite principale en question ne pourrait 
être nulle, car] dans cette hypothèse cette droite existerait et serait 
parfaitement déterminée de ce riccien {voir à la fin du paragraphe 2, 
Chapitre VII). 
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Si donc 

,3, . W . ^ J f ë U ., = ?U, #0) 

est le développement de Cauchy qui donne l'intégrale de l'équation 
(i) qui pour t =z t0 acquiert la valeur x0, et qui donne donc, si l'on 
pense xQ variable, l'intégrale générale de la même équation, en rappe­
lant la définition de riccien {voir Chap. IV, § 5) et en tenant compte 
que les symboles de Christoffel sont représentés maintenant des 
expressions 

(4) 
**t\Js àxi àx% ) * 

on parvient aisément à la condition 

(5) 

ou 

(6) 

d3? à* y 

"(*«,=s[/£iâ*JfâSl* 
-jrSë^fë)'*] 

et 

(7) A = 

£diàidtfs\àà)dt 

Dans ce cas, d'autre part, c'est la condition (5) toute seule qui est 
à la fois nécessaire et suffisante pour la pseudo-linéarité d'ordre 2 de 
l'équation différentielle ( i ) , car il est évident que la condition ultérieure 
imposant que la première droite principale de G ne soit pas nulle est 
parfaitement équivalente à l'hypothèse, déjà faite, que l'équation ( i ) 
de G ne soit pas linéaire [2, cl . 
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