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SUR

QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS

ET SUR

LA GEOMETRIE DE CERTAINS HOLOESPACES

EN RAPPORT AVEC LA THEORIE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Par M. Silvio MINETTI.

— O G——

CHAPITRE 1.

LES FONDEMENTS DU CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU GENERALISE DE PAscAL-ViTALL,
LES ,PREMIERES NOTIONS SUR L’ESPACE DE HILBERT.

|. Généralités. — Avec la notation f[u] nous désignerons par la
suite une fonction des n variables

(1) Uy, Uz, -e.y Uny

tandis que, si S est une substitution invertible qui fait passer des
variables u aux variables ¢, ayant pour équations

(2) uy = u, (01, 5y ... op)=1ufv] (i=12 ..., n)

nous désignerons par f[¢] la transformée de f[u] au moyen de la
substitution S.

Les f pourront étre affectées d’indices en bas ou en haut (') :
indices inférieurs et indices supérieurs.

(') On supposera, en outre, une fois pour toutes que les f et les u,[v] aient des
dérivées continues de n'importe quel ordre.
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Une fonction I sera dite « invariante » si, quels que soient les sys-
témes de variables u et ¢ lides de la substitution S. on a, pour chaque
couple de systémes de valeurs correspondantes des u et des ¢,

(3) u]=1I[v].

On aura souvent affaire par la suite avec des lettres affectées enbas
ou en haut d’indices constitués de groupes de nombres, égaux ou non
entre eux, choisis dans ensemble

(%) 1, 2, 3. ..., n.

n’ayant pas égard a I’ordre dans lequel on les écrit. On désignera un
tel groupe par une seule lettre; il sera constitué d’'une combinaison
avec répétition des nombres (4).

L’ensemble de ces groupes sera appelé le Q, corps; chaque groupe
du corps L, sera dit un « état » de 'indice qui acquierl sa compo-
sition; les chiffres de la suite (4) qui composent le groupe seront
dits, enfin, les chiffres de 1’état considéré.

Si en outre les chiffres d’un état sont chacun inférieurs ou égaux
au suivant on dira que I'état est éerit sous la forme normale.

Le nombre p, des chiffres d’un état « sera appelé le « rang » de
cel état,

On dit qu’un indice varie dans la elasse (v, ) (avec v, p entiers
tels que v2> . > 0) s’il parcourt les étals a pour lesquels on a v2>p,>
et seulement ces états.

Si p=11la classe (v, 1) sera dite simplement la classe v et I'on dira
aussi que c’est une classe entiére.

2. Les symboles I,[u] et leurs transformés. — I étant un invariant,
et oy un état d’un indice variable « ayant les chiffres i,, i,
nous poserons

sy Uy

kI u
(5) la[u]= du,tdu,,[. . ?du,,:'

On obtient ainsi un systéme de fonctions I, dans lequel P'indice «
parcourt le &, corps.

Il est intéressant de voir comment les fonctions 1, varient par une
substitution S. On démontre aisément que, quel que soit I'état « du &,
corps, on a

(6) Lyfv]= 2slp[u]'%i,
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ou la somme X se rapporte a tous les états d'un indice 3 du &, corps,

Ju . . . . .
et ou les «)_ve désignent des fonctions rationnelles entiéres de dérivées
%

(simples ou multiples) des deuxiémes membres des relations (2) qui
définissent S, et ou, enfin, on a

d
“B_o si 98> pa-

9
Sil’on considére, pris pour exemple, 2 = 2 et un invariant I (u,, u,),
ou l'on a
= uy(9), o), Uy = Us(0y4, ¥5),

les différents états de I'indice 8 de la relation (6) sont donnés par les
groupes
1; 2; 1,I; 1,27 2,2,

qui constituent le Q, corps, et I'on aura pour I,[¢] 'expression sui-
vante :

L[e]= 1,[u]"ﬂ +1, [u]%‘l-i-l, ,[u] + 1 o[u]@ +I,9[u]””2"
et comme
d1 dI Rl
['["]=()Tu" Llu]=5-» I fu]= ou3’
ol o2l
Il’g[u]—m, I, :[u]_. u‘j
et
du1 1 - ()U| L dug,i —o0
dvl dv. - dV{ ’

on obtient’

I [v]=_l_idu. dl du,

N du, dvy Jdus d_v{’

bien en accord avec la formule de dérivation des fonctions composées.
De méme on aurait
021 dug
I’l,#[(’] = W = Zg[g[u]{;;::v

ou l'indice § varie par tous les états du Q, corps. Donc

I [0] _ 01 — il- du| ﬂ du, + 921 du|,1
12 dv, dv,  du, v, * o 90,0 du? dv,.
d.1  du,,, 9.1 du, »

dul dus d(’1 o du:ﬁ (’91_2
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Et puisque, a I'aide d’un calcul assez facile, on obtient
021 _dl d*u, - al o*u, +r)"_l¢)u1 Qﬂ
90, 00>~ Jduy v, dvs  dus v, dv. | JuE dvy 0,

-+ ol (()lbl duo duy l)lla> (ﬂ Jus %
dusdu, \ des dv.  dvs dv, ) dui 9Ivy dv’

pour les valeurs des symboles

.
du1 du, l)ltl’l ()um dUQ‘)
byt ] b ) yean

()(’1'3 ) ()01,7 001_1 d(’hv d"',e

)

on obtient les expressions suivantes :
()llq _ 0 U Jdu, _ Jd° u» du1’1 _ ()u| l)lh
dvys  doy do.’ Joy > dey de,’ dvsa  doy .’

duy,,  Juy dus  duy du, du>» _ dus dus
d(”,y - ()01 df)g d(’) dVi’ d(ﬂﬁ - ()91 d(‘}),

qui sont bien des expressions rationnelles cntiéres de dérivées
(simples ou multiples ) des deuxiémes membres des relations

ur= w1 (901, v»), Uo= Us(P1. ©)

qui définissent la transformation considérée.

Les symboles ?;Ejouissent en oulre des propriétés suivantes [1] :
o
I. Ona

(7) 8 _louo (suivant que a = B ou a # 3).
()ud
II. Si u, ¢, w sonttrois systémes de variables liés entre eux par des
substitutions invertibles, on a, quels que soient les indices « et 8,
Jwy dwg 99y
=y, T _T
(8) dug ‘ doy dup’
ot la somme = se rapporte a tous les états d’un indice y du Q corps.
De celte proposition découle en particulier, que si les systémes
des variables u et v sont liés par une substitution invertible. on a

(9) Z;;——Z? 3—:}‘; =10uo0 (suivant que a = 3 ou a ;£ 3).

III. — SilétatP est composé d’un seul chiftre & et si iy, iy, ..., i,
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sont les chifires de 'état «, on a

dug J' uy

(10) Iog — 90r 00 . O0r

IV. — Si pp= pg et si Lyy lay ..., ir sont les chiffres de I'état «,
tandis que j, j», ..., J, sont les chiffres de ’état 3, on a
Jug _ oy, duy,  Ou;,
(1) oo = D G T T

ou la somme 2, se rapporte & toutes les permutations distinctes =g
des chiffres de I'état 3.

V. Dans les mémes conditions précédentes, on aura aussi

([2) %:fﬁ %%..-%.
Juy Ty ey, d0y, OV, D0y,

VI. — Sip,= pg= h —+(r— h)avec h entier tel quer > 5% > o, et
si o' et " désignent deux états, le premier de £ chiffres, le deuxiéme
der—~h chiﬁ"res tels qu’ils aient en complexe tous les chiffres de «,
et si enfin B, B; B, B3 .. .; By By, ont toutes les facons possibles
de classer les chlfﬁ es de l'état B en deux états, le premier (3
ayant & chiffres, et le deuxiéme () de r — A chiffres, on a

m , d
(13) di Z Jugy Jup,
1

k d"a' d(’a”

3. Les systémes absolus [1]. — Sias et aj(h=1,2,...,r)sontr
couples d’indices tous les deux d’une méme classe, et si B

et By (k=r1, 2, ..., s) sont des mémes couples d’indices, on dit
qu’un systéme de fonctions
(14) ngige &

est un « systéme absolu » lorsqu’il arrive que, quels que soient les
systémes de variables u et ¢ liés entre eux d’une substitution inver-
tible, on ait

g ' dud, g dvp
lBy ﬁ': ' R ﬂl’p;-”. "“ I I %k k
(‘5) g:, :’ LY za’p Ha"pa'z :ar h ()Vah ﬂk du
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la somme 2 se rapportanta tous les états des indices o) (h =1, 2, ..., )
et des indices B, (k=1, 2, ..., s).

Plus précisément on dit que le systéeme H est un systéme absolu
avec r indices inférieurs et s indices supérieurs. S’il n’y a pas d’in-
dices supérieurs le systéme ahsolu est dit « systéme covariant pur »;
il n’y a pas d’indices inférieurs il est dit « systéme contrevariant
pur ». On considérera en outre un invariant comme un systéme
absolu dépourvu d’indices, qu’ils soient inférieurs ou supérieurs.

La loi de variation qui est exprimée par la relation (15)est appelée
« loi de variance absolue ».

De ce qu’on a dit résulte en particulier que si H, est un systéme
covariant pur a un indice, sa loi de variance absolue est donnée par
la relation
dJ

Holv] = SoHalu] 22,
a

ou la somme 3, se rapporte a tous les états de 'indice o de la classe
de l'indice a; si, au contraire, HP est un systéme contrevariant pur
a un indice, sa loi de variance absolue est donnée par la relation

HP[o| = S HB| u] 7)%?’

ou la somme Zg. se rapporte & tous les états de I'indice B’ de la classe
de Vindice f.

Il en résulte aussi que si « est un indice de la classe entiérev, et sil
est un invariant, le systéme I, est un systéme“covariant pur a un
indice de la classe v. )

Cela posé on démontre en premier lieu que, pour un systéme de
fonctions du type (14), le caractére de sysiéme absolu est assuré
méme quand il exisle « un systéeme particulier » de variables u tel que,
pour chaque systéme de nouvelles variables ¢ liées aux variables u
par unesubstitution invertible, le sysiéme H satisfasse a la relation (13).
On s’appuie pour cela sur la précédente propriéié II.

Il est clair alors qu'un systéme absolu va étre univoquement
déterminé lorsqu’on a assigné le systéme de fonctions auquel il se
réduit par rapport & un systéme particulier de variables.

Si, en particulier, toutes les fonctions auxquelles se réduit un sys-
téme absolu pour un systéme de variables u sont nulles, cela arrivera
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aussi pour tout autre systéme de variables, et le systéme absolu sera
dit « systéme nul ».

Si enfin « et 3 sont deuxindices inférieur et supérieur d’'une méme

classe et si HE est un systéme absolu tel que pour un systéme parti-
culier de variables u on ait

HE[uj:l ouno (suivant que @ = J3 ou a 3 f),

pour n’importe quel systéme d’autres variables ¢, on aura aussi

HE[O] =1ouo (suivant que « = § ou a % B).

Il va sans dire que cette propriété est une conséquence immédiate
de la loi de variance absolue el de la précédente propriété II. Tl est
alors avantageux de poser la définition suivante :

Derixirion. — Un systeme absolu HS, avec « et B indices de la
méme classe, tel que pour chaque systéme de variables que l’on
considére aquiert la valeur 1 si « = B, et lavaleur o si a £ B, sera
appelé systéme 3, en remarquant toute fois qu'un systéme 8 ne
sera pas complétement caractérisé si 'on ne connait pas la classe
commune des indices a et {3.

Donnons maintenant les définitions qui se rapportent a certains
systémes absolus qu’on appelle symétriques ou hémisymétriques :

Derinirion 1. — On dit qu’un systeme de fonctions est symé-
trique par rapport a deux indices (inférieurs ou supérieurs) de la
méme classe, si chaque fonction du systéme est égale & la fonction
que Uon obtient en changeant entre eux les deux indices consi-
dérés.

Derinirion Il. — On dit qu’un systéme de fonctions est hémisy-
métrique par rapport & deux indices (inférieurs ou supérieurs) de
la méme classe, si chaque fonction du systeme est opposée & celle
que U'on obtient de la fonction donnée en changeant entre eux les
deux indices considérés.

Et comme on voit aisément que, si un « systéme absolu » est symé-
trique, ou hémisymétrique, par rapport a deux indices d’une méme
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classe pour un systéme particulier de variables, il I'est aussi pour
chaque systéme de variables, on peut dire que :

Derinirion . — Un systéme absolu est dit symétrique ou
hémisymétrique, par rapport & deux indices (inférieurs ou supé-
rieurs) d’une méme classe, s’il est symétrique ou hémisymétrique
par rapport & ces indices, pour chaque systéme de variables
qu’on puisse considérer.

I1 est en outre tout a fait évident que si un systéme est hémisymé-
trique par rapport 4 deux indices il annule toutes ses fonctions pour
lesquelles ces deux indices sont égaux.

4. Fonctions r-variantes [1]. — Une fonction A est dite r-variante
si, u et v étant deux systémes de variables liés entre eux d’une substi-
tution invertible d’équations (2) et d’ailleurs quelconque, I'on a

Aleo] = Alu|(u, o),

ou
duy duy o
d(’l dav dv,l
ow dus o ow |
(u, v)=| dvys dv, v, =
duy dun - dun
dvy  do, n

ainsi que si A esl une r-variante, ./_i est une fonction (— r)-variante.

Cela posé on désignera par le symbole (u, v;-¢) le déterminant qui

a pour ses éléments les fonctions '{%ﬁ, avec « et 3 indices parcourant
@«

lous les états de rang v, disposés de facon que I'indice « soit constant
tout le long d’une méme ligne, tandis que B soit, au contraire, cons-
tant tout le long d’une méme verticale, et, en plus, les états de I'in-
dice « et ceux de I'indice 3 se succédent dans I'ordre naturel (*).
On aura alors (u, 1, ¢v) = (u, ¢), tandis que I'on peut démontrer
la relation
(u+"—1)
n
b

(u, v, ¢)=(u, )

(') Le déterminant (u, v, v) est le vme déterminant de Brill Scholtz-Hunyady.
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ou exposant du deuxiéme membre est le coefficient binomial repré-

sentant le nombre de combinaisons de n + v — 1 éléments pris z & n.
On désigne en outre par le symbole [u, v, ¢] le déterminant qui a

du . T

(75-'3, ou a el B sont des indices parcou-
-2

rant, suivant Uordre naturel, la classe v, les autres conditions précé-

dentes étant de méme respectées.

Si alors on se souvient que

pour éléments les fonctions

di@:o si opg >
dvg ’ g~ Pas
on a
Lu, v, 0] = (u, 1, 0) (1, 2, 9)...(u, v, ») = (u, V),
ou

(n) (n+1) (n+2) <n+v—1) (n+v>
Ny= -+ -+ + .+ = ’
n n n n n+1

tandis que 'ordre O, du déterminant {u, v, v] sera donné par la
relation

( n ) (n+1> (n+2) (n+v—1) (n+v)
0, = -+ -+ ‘et = —1I.
n—.1 n—I1 n—1 n—1 n

Tout cela posé on a alors le théoréme suivant :

Trtoreme. — Si A est une fonction N,-variante, le systeme
absolu Hy . ) qui a O, indices de classe v et qui pour un
systeme de variables u bien déterminé a nulles toutes ses fonc-
tions avec deuz indices égaux et toutes les autres égales & + Alu]
ou & — A[u] suivant que la permutation des indices est paire ou
impaire par rapport & la permutation principale, garde ces
mémes propriétés aussi pour tout autre systéme de variables v.

Un tel systéme absolu, Hy 4, . a, ,est ditalors le systéme 4, o, ...,a,,

asssocié a la fonction N,-variante A; il est évidemment hémisymé-
trique par rapport a chaque couple d’indices.

5. Opérations élémentaires sur les systémes absolus [1] :
Deérmnirion 1. — St

HE::E:::.:E: et thB:,» g‘

4y Ohgy o oo
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sont deuz systémes absolus dont les indices inférieurs et supérieurs
qui sont représentés par un méme symbole sont d’une méme classe,
les systémes

H‘inﬁs, vg:_‘_ KE:E;: :.2;1 et HE:;E:: ;ﬁx._.Kﬁu rii: B,

0y, Oy, . 0y, Agy ove, Gr

qui sont, évidemment, aussi des systémes absolus, sont dits respec-
tivement « la somme » et « la différence » des deux systémes

HEnE B er Wbl de

25

Deérinirion II. — S¢

Hg:g;;:g: et kﬁ:+1:31+!: Berg

Gr 1y %rtgy oo, Rpp
sont deu.r systémes absolus, le systeme

Ppbﬁm . Bn-q — th p:, ?‘c KE:+1, Ea-{»:y 2 Batn

Gy, Qg .o, Grt gy gy o0y &y rt+1, &rtg . o Xpip)?

qui est évidemment aussi un systeme absolu. est dit « le produit »
des deux systemes absolus

ngg;; .:g: et KB:+:; ﬁx+n . Bc+n

Grt1,%ptgy + 5 %rtp®

On peut démontrer en outre le théoréme suivant :

Tutorime. — Si HE;;E;;'__;Q;’ est un systéeme absolu, et si les
indices a, et 3, sont d’une méme classe, le systéme

Wi f=scHDd B

Ggy -2y

ot la somme 2 se rapporte & tous les états de Uindice © de la classe
commune aux indicesa, et B,, est aussi un systéme absolu. (Prin-
cipe de saturation.)

Dermvirion . — On appelle « systéme composé » de deux sys-
témes donnés

‘ - -
H%»% 0k BB LB et KZivZe . Ty Bar1sBove, Bavq
T Tay o Thy Oy, Ggy e , Oy T3, 02 « 04 % 4, Lppy, s %rt+p

ou les indices représentés par un méme symbole sont d’une méme
classe, le systeme

an B, B 9= B, H"n %ae- -0k, i, Ba E K T4, ‘Vz, Ty Bat 1, Patare Ba-}-q

%y, Ortp 1 Tey e oy ThyOq, Otay ..y Gy, 0y, .. ;U'L,“r+:,¢r+z,-- ,¢r+p
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ot la somme X se rapporte & tous les états des indices © et o. En
vertu du principe de saturation, plusieurs fois appliqué, il est aussi
un systéme absolu.

Il est aussi intéressant de remarquer qu'on posséde deux critéres
fondamentaux pour reconnaitre si un systéme donné est absolu. Ils
découlent des deux théorémes suivants :

I. Un systeme Hg»8- 8 est absolu si, quel que soit le systéme
covariant Xg,, le systeme

KB e, =24, \p,HB"B” ’.5: .

@y, ’-l 2,
est absolu.

L. Un systeme Hg;: B w B: est absolu si, quel que soit le systéme
contrevariant X*,le systéme

I\Bupz, »!3 == \‘ \a‘HBb. 2y * -,ﬁ.

g o) @ Oy, ®g, ., Or

est absolu.

Les deux critéres en question, sont alors les suivants :

Un systeme HE 8o BoBeroBors. Brro est absolu si, quels que

ry Gpt1, Rrte; ooey

soient les systemes covariants Xg, Xg, .... Xg et les systemes
1 2> <

contrevariants X*, X*, ..., X%, le systeme
1 9

»
1 S
‘4,.,!3, = .[3, s ee o Ps 4
By i = 2w, ape B HE B frn i Xel X,
est absolu.
2° Si
H‘g‘;’g’," 133»’%:‘—1»?'”-2, ﬁ: et ﬂs—rn . -B:—

1%ty Erap Or+y  LOrep

sont deux systémes absolus et, en outre, le systeme d’équations
linéaires

D ﬁly}sl . Brr—q X“l: Gs, ., %: = l\ﬁ:+|- -,§:+¢7

-
oy . .2, By, ,5 aia,, JCsp 1 B2+ Bs O gy 5 Ortp

par rapport aux inconnues }xgbg”' T est déterminé, alors sa
2 s
solution unique constitue un systeme absolu.

De ce deuxiéme critére il découle alors aisément le théoréme sui-
vant qu’il importe ici de rappeler :


http://hPi.Pi
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Si Hy,5 est un systeme covariant pur, avec deur indices o et
d’une méme classe (v, p); si le déterminant H=|H, |, écrit de
Sfacon telle que Uindice « soit constant sur chaque ligne tandis
que Uindice B soit constant dans chaque verticale et que les deux
indices se suivent dans 'ordre naturel n'est pas nul; si, enfin,
HeB désigne le réciproque de H, 3 dans H, le systeme Ho8 avec les
indices « et 3 qui varient dans la classe (v, 1) est un systeme
contrevariant avec deur indices supérieurs.

6. L’espace de Hilbert et les holoespaces [1, 3]. — On appelle,
comme il est bien connu, espace de Hilbert ou quelquefois espace
réel de Hilbert ou encore espace JC I'espace fonctionnel qui a pour
éléments les fonctions réelles de carré sommable sur un ensemble g
en considérant comme un méme élément toutes les fonctions qui
sont sur g presque partout égale:.

Deux fonctions f,(¢) et f5(t) de carré sommable seront dites
orthogonales dans g si

() ff,_ﬁdt:o,
8

tandis qu’une fonction f(¢), toujours de carré sommable sur g, sera
dite normale dans g si

(2) If’dt:l.

Un systéme de fonctions normales, deux a deux orthogonales, Lel
qu’il n’existe pas une fonction non presque partout nulle qui soit

orthogonale & toutes les fonctions du systéme, est dite « un systéme
fermé ».

On appelle alors « systéme cartésien orthogonal de I'espace J€ »
un systéme fermé de fonctions normales deux a deux orthogonales.
Soit

3) Pty @2y cevs Pue e [#n=9n(?)]

un tel systéme; f étant un point de I, les valeurs
(4) an= f?n dt
S

seront dites les coordonnées du point f par rapport au systéme (3);
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il en résulte évidemment qu'un point P de & est bien déterminé par
ses coordonnées.

On appelle « distance d des deux points £, et £, » la valeur numé-
rigque positive ou nulle

) d=L[U¥{ﬁYw]=4ﬁ“ﬁL

et 'on appelle « norme de f(¢) » la valeur

[fr4]

distance de la fonction f(¢) de 'origine.

Si alors f et f, sont deux points de ¥ ayant pour coordonnées a,
etb(i=1,2,3,...). 0ona

(7) d:(fla./")=|:zl(al_bl)=] °

1
On a, en outre,

Al
(8 S fitde =Y, ab,

tandis qu’on appelle cette intégrale le « produit scalaire de f; par fy ».
Il sera désigné avec la notation abrégée

(9) [.f' &

Il va sans dire. en outre, que la définition de distance donnée par la

formule (5) satisfait bien aux propriétés formelles courantes de la
distance.

Si maintenant I'on suppose considérer n variables indépendantes

(10) Uy, WUsy ... Uy

chacune d’elles varie dans un trait (') non nul qui peut étre différent
pour les différentes variables (10) et si I'on appelle U le domaine de

(') On appelle « trait d'une droite d » chaque point de d situé i une distance
finie, chaque segment de d, chaque rayon de d, ou méme I'entiére droite d; « trait
nul de d », un point de d.

MEMORIAI DES SC. MATH — N° 79. 2
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variabilité du systéme (10) et si. en plus, on suppose qu’a chaque
systéme de valeurs des u,(i=1.2, ...,n) dans 1l corresponde un
point f de J, on dit que ce point est un point-fonction des variables u,
que l'on désigne par le symbole

(1r1) Sl uy, wsy ..., up)

ou, plus briévement, par

(12) S| w).

Cela posé, si f(t|u) est un point-fonction défini dans U, si

(13) W, o, Lo ulY

est un point u, de U, et si ©(¢) est enfin un point de J¢, on ditquele

point-fonction f(¢|u) tend au point ¢(¢) pour les u, tendants aux
valeurs u!", et 'on écrit
lim f(t]lu)=9(2)
)

. > ul0
S1

=

lim [f(2] ). ¢(6)] = lim {fgif(tlu)—ez(t)r dz} —o;

u>u u>ul®

en d’autres termes, sila distance [f(#|u).o(¢)]entre f(t|u) et g(2)
tend vers zéro lorsque les «, tendent vers les valeurs u(”.

Il en résulte bien que l'espace JC est un espace distancié au sens
de M. Fréchet, on pourrait de méme démontrer qu'il est un espace
séparable on l'on peut définir une distance, a savoir la définition
donnée tout a 'heure, admettant une généralisation du critére de
Cauchy.

Ce dernier poiﬁt résulie en effet du théoréme de Fischer et
Fr. Riesz [14; 13 a, b, ¢; 16 a. b] suivant lequel :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite de fonc-
tions f,(t) ait une limite ¢(¢), est, qu’étant donné un nombre
positif quelconque e. il soit possible de déterminer un entier N tel
que, si n > N, on ait quel que soit p (n et p entiers),

1
{ fg Urn(8) —fa(t) ) ds | < <.

c'est-a-dire, si P et al*' sont les coordonnées des fonctions f,_p
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et fu, que lon ait pour n >N et p quelconque
» T
, 2 [a(‘n+p)_ a(ln)]i <e.
L
14

Je dois toutefois remarquer que la convergence dont il a été
question jusqu’ici ne se préte pas pour la généralisation a 'espace #€
du principe fondamental de Bolzano-Weierstrass; M. Hilbert a dit a
ce propos introduire dans sa théorie des espaces J€ une autre notion
de convergence, a savoir celle de convergence faible. Mais pour cela
nous renvoyons le lecteur a 'excellent exposé de M. Delsarle dans
cetle méme collection [3].

On définit par la suite la notion de continuité d’un point-fonction en
un point %, du domaine U et de méme, dans le domaine U. on définit
aussi la notion de dérivée d’un point-fonction d’vne seule variable u
en un point u, de U et celle de dérivée partielle de f(¢|u) par
rapport & une des variables u,, et 'on démontre encore les propriétés
élémentaires qui se rattachent a ces définitions. Nous renvoyons
pour cela le lecteur a 'ouvrage détaillé de M. Vitali [1].

On peut toutefois remarquer les théorémes suivants :

Tutorime 1. — Sif(¢|u) est un point-fonction qui pour u > u'®
a pour limite le point ¢(t) de I on a

lim ff(t]u)*dt:fep(t)‘-’dt.
u>ul0) & g

Tutorime II. — 87 f,(t|u) et fo(t| u) sont deux points-fonctions
de la seule variable u, dérivables par rapport & u, sera aussi
dérivable por rapport a u le point-fonction

F(u)= [ it u).foe w)de
K

et l'on aura

F'(u) = f (o o+ o) dt,

ot ¢' désigne la dérivée de ¢ par rapport a u.

Cela posé je dirai que j’ai eu l'occasion de remarquer qu’en étudiant



16 SILVIO MINETTI.

les proprietés dé certains espaces fonctionnels tels que I'espace des
fonctions continues, ou continues et dérivables, celui des fonctions
holomorphes dans un domaine (@ et continucs dans le domaine
fermé ) + (@), (A) désignant la frontiére de @, etc., qui pour-
raient bien étre considérés comme des espaces & une infinité dénom-
brable de dimensions et qu’on peut bien faire rentrer parmi les
espaces H, il y avait parfois avantage de les considérer autant que
possible comme des espaces ayant une infinité continue de dimen-
sions [2, a, b. ¢, d].

Jai proposé alors [2, a, d] d’appeler « holoespace » lout espace
fonctionnel qui peut étre congu a une infinité continue de coordonnées.
L’espace (C) des fonctions continues dans o —1. celui (F) de fonctions
holomorphes a I'intérieur d’'un domaine donné (D et continues dans ce
domaine fermé. sont par exemple des holoespaces. Dans le premier
cas, en effet, on peut prendre pour coordonnées d’un point f(¢) de
Vespace (C) envisagé. 'ensemble (continu) des valeurs que f(¢) prend
pour 0<¢<1; dans le deuxiéme cas pour coordonnées d’un point

Sftz)=P(z, y)+iQ(z, y) de I'espace (F)

des fonctions holomorphes a lintérieur d’un domaine @, par
exemple le cercle unité C, et continues dans ce domaine fermé, on
peut prendre la chaine des valeurs que f( z) prend surle contour (C)
de C ou, comme onle verra ensuile, les deux chaines de valeurs que la
partie réelle P(x, ») et la partie imaginaire Q(x. y) de f(z)
prennent sur ce contour.

Les holoespaces (C) et (F') sont deux espaces hilbertiens particu-
liers; parmi ces espaces ils sont, d’autre part, extrémement remar-
quables.

Il s’agira ici : 1° de montrer comment on peut élablir d’une fagon
tout a fait systématique la géométrie de I'espace (F) tout en généra-
lisant la géomeétrie ordinaire des espaces euclidiens a un nombre fini
ou a une infinité dénombrable de coordonnées; 2° de montrer
comment en considérant P'espace (D) des fonctions continues et
dérivables dans un intervalle donné a —b, et en’envisageant toujours
comme ayant une infinité continue de coordonnées. comme on I'a
précédemment déclaré pour I’espace (C). on peut établir une géo-
métrie de cet espace qui généralise celle des espaces ordinaires



SUR QUELQUES ESPACES FONCTIONNELS. 17

euclidiens et qui a les plus étroits rapports avec la théorie des équa-
tions différentielles ordinaires.

Les deux choses, inlimement liées entre elles, attendent encore,
d’ailleurs une fusion plus intime.

CHAPITRE 11.

LA GEOMETRIE DE L'ESPACE (F) DES FONCIIONS HOLOMORPHES A L'INTERIEUR
D'UN DOMAINE ((D) ET CONTINUES DANS CE DOMAINE FERME.

1. La notion de distance et propriétés fondamentales. — Soient C
le cercle de rayon égal a l'unité et centré a l'origine; (F) I'espace
des fonctions holomorphes a l'intérieur de C, el continues dans
ce domaine fermé; f(2) =P (. ))+iQs(x, y) I'élément géné-
rique de (F); Ps(0) et Q;(6). 0<6<an les valeurs que Pg(z, y)
et Qz(z, y) acquiérent dans le point e® du contour (C) de C. Nous
aurons occasion par la suite d’introduire aussi ’hypothése que P¢(8)
et Qy(0) soient dérivables par rapport a 6 dans V'intervalle 06 < 2m.
Cette hypothése n’est d’ailleurs pas nécessaire pour beaucoup des
considérations que nous aurons a faire tout a ’heure. On s’en aper-
cevra de soi-méme lorsqu’elle interviendra dans les raisonnements
ultérieurs. ’

Cela posé siT est un cercle centré a l'origine et de rayon p <1,

on appelle [2d] :

a. Distance entre deux fonctions f(z) et g(z) par rapport au
cercle T la valeur numérique positive ou nulle de I’expression

(1) f, 8)r=

[ see)— Py(pem e at
0
2

+f [Qr(pet®) — Qg(ped) s do}

b. Distance entre f(s) et g(z) par rapport & C, ou distance
entre f(z) et g(5) sans rien adjoindre, la valeur numérique posi-
tive ou nulle de 'expression

(2) f &) ={ f [Py(8)— Pg(0)]2 db

2

+f., [Qr(8)— Qg ()] b |
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On dit enfin que :

¢. La distance entre les deux Sfonctions f, et f converge & zéro
1 . . . .
avec — « vers » la frontiere (C) de C lorsqu’il existe une suite §T,}

de cercle T, centrés a 'origine, emboités entre cux,de rayonsp, <1,
or<pPprs (P=1, 2,3, ...) avec limp, =1, telle que

p>»

(3) lim(f.fn)pp=o. (p=1,2,3, ...).
n> o

On démontre alors que :

1° Si K est une constante complexe quelconque K = a + ib,
on a

(%) (Kf, Kg)=1KI|(f, 8)-

Si, en effet, f et g sont multipliés par K =a + ib, pour obtenir
(Nf, Kg) il suffira de substituer dans (2) a la place de

Pr(0). Qr(B). Pg(8), Qg(®
les expressions

aPy(0)—6Qs(8), bPr(0)+aQpd), aPg(0)—5Qg(0), bP,(0)+ aQg(h)
el 'on parvient bien ainsi a la relation (4).

2° 8@ la distance (f., f) converge & zéro « vers » la frontiére
de C, quel que soit lasuite {T,} de cerclesT, centrés i Uorigine, de
rayons
pp <1, 2p<Ppii (p=1,2,3,...) avec lim po,=1,
P>
on a toujours

lim (f,f,,)l-P=o (p=1,2,3, ...
n> o

3° La condition nécessaire et suffisante pour que la dis-
tance (fn, f) converge & zéro « vers » la frontiere (C) de C c’est
que fn(3) converge uniformément vers f(z) a Uintérieur de C.

Cetle condition est en effet suffisante. car si elle est satisfaite il
existera bien une suite |I,} de cercles T, centrés a lorigine, de

rayons ‘
p<1, pp<pp+x1 (p=1,2,3)
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et limp, =1 sur chacun desquels f, converge uniformément vers f(3)
P>

et par conséquent P, (p,e) et Q/ (p,e®) convergent uniformément
vers Pr(p,eV) et Qy(pye). Il s'cnsuit que pour chaque ¢ > o il
existera un indice n, tel que pour n > n, ona
Lo
‘fnvf’I‘,,":' f [Prigpet) —Pripped) | db
[ 0

'
+f [Qrlppe®)— Qrippe P db}y < ..
0

Wl—-

Elle est d’autre parl aussi nécessaire. Si en effet (U est un domaine
complétement intérieur a C, et si 'on suppose que (f,. f) converge a
zéro « vers » la frontiére de C, il existera un cercle T, qui contient
complétement a son interieur le domaine &. Si 'on appelle alors M la
borne supérieure des valeurs §+x

— &

l pour z dans le domaine & et 5

sur I, ¢ étant positive quelconque, on pourra déterminer un rang n,
tel que pour » > n, on ait

(fm f)]:‘l, < ¢
et cela a cause des relations

'R
1 4+
—_ []
Sflx)=1iQo+ un[ Py(ppet )z_‘z.?/'do’

S+ ax

B LY 4
flz)y= Po+ ;—nf Qripped) oy db,
[}

z—ux'
ouP,+iQ.=/f(0); et 'on parvient alors aisément a la conclusion
que, pour tout z dans €L on a

[fute)r— flay' < sM,

ou o est trés petit comme ¢. c. Q. F. D.

On démontre aussi que 'espace (F') est séparable, c’est-a-dire qu’il
peut étre considéré comme ’ensemble dérivé d’un ensemble dénom-
brable de ses ¢léments. Il admet en outre une généralisation du théo-
reme de Cauchy, car :

Si{fu(5)} est une suite d’éléments de (F), et si a chaque ¢ > o
correspond un rang n, tel que pour n>> n, et p entier positif quel-
conque, on ait

‘fn; fn+p)< g5
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1 fu(2)} converge uniformément & Uintérieur de @ vers une Sfonc-
tion limite nécessairement holomorphe dans cet intérieur.

On en déduit alors, aussi la proposition suivante [2d] :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite § fu(3)}
d’éléments de (F) converge uniformément vers une fonction
limite f(z) a Uintérieur de C est que, pour chaque > o, il existe
un rang no tel que pour n>>n, et p entier positif quelconque on
ait « vers » la frontiere de C

(fus froap) <e.

2. Définition de la limite. — On dit qu'une suite {f,(z)| d’élé-
ments de (F) converge vers ’élément f(3) si (fn, f) converge & zéro
«vers » la frontiere de C.

Par conséquent une suite {f,(z)} d’éléments de (F) est conver-
gente vers la limite f( z) si les f,,(z). convergent uniformément a I’in-
rieur de C vers f(z).

Il s’ensuit que f(z) n’appartient pas nécessairement a (F), c’est-a-
dire que (F) n’est pas complet [5 a, 6].

Cela posé :

Si une suite {f,(z)] de points de (F) admet une limite f(3),
cette limite est unique.

Il existera en effet une suite {T,} de cercles I, centrés a origine
de rayons
pp 1. pp<ppt (p=1,2,3,...)avec lim p,=1,
P>
telle que
lim (f,. fir, =0 (p=1,2,3,...)
ny> o L4

et a l'intérieur de chaque T, on aura, par conséquent, convergence
uniforme des f, vers f. Si I'on suppose alors que ¢(z) est limite
de { fn(35)}, il suffira de considérer deux cercles consécutifs I, T,
de la suite de cercles {T,} et remarquer qu’a partir d’un certain
indice 7, on aura (fas f)r.,,<<e, et a partiv d’un autre indice 7, on
aura (fn, 9)r,,,<<e. A l'intérieur de I, on aura alors convergence
uniforme des f), vers f et vers ¢. Et comme

(s o, S0f furr,+ Ufny 901,
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on en déduirait (f, ¢)r,<<@u avec =m positif arbitrairement petit;
donc (f, »)r,==o. Mais alors a lintérieur de T,, et donc par-

tout, f=g.
On démontre de méme que :

Si dans une suite { f,(5)} d’éléments de (F) on a f.(3) = f(3),
quel que soit n, la suite est convergente et sa limite (unique)
est f(z).

St une suite {fn(5)} d'éléments de (F) est convergente et a
la limite f(5), f(3) ¢’est aussi la limite de chaque suite { f, ()|
extraite de la suite donnée.

En outre :

L’ensemble dérivé d’un ensemble d’éléments de (¥) est toujours
fermé.

Pour la démonstration de cette propriélé un peu longue et délicate,

voir [2d].

3. Les travaux de MM. E. Hille et J. Tamarkin. — Observons
maintenant que MM. E. Hille et J. Tamarkin qui avaient en vue
I'étude des intégrales de Laplace-Stieltjes, en étudiant un certain
espace fonctionnel différent de celui de M. Minetti avaient donné,
quelque temps aprés M. Minetti, une définition de distance entre
deux fonclions de leur espace, trés semblable a celle précédemment
donnée par ce dernier auteur.

Dans 'espace de MM. Hille et J. Tamarkin, en particulier I'inté-
rieur de C se trouve remplacé par le demi-plan complexe supérieur.

Ce fut a Poccasion d’une conférence tenue par M. Fréchet dans la
Brown University sur les travaux de M. Minetti, que ce savant ayant
appris les travaux de MM. Hille et Tamarkin fut conduit a étudier
Vespace H, que nous étudierons dans le paragraphe suivant, en éta-
blissant entre les deux définitions de distance données par M. Minetti
et, ensuite, par MM. Hille et Tamarkin une analogie frappante [5 b].
Nous renvoyons les lecteurs pour I'étude des travaux de MM. Hille et
Tamarkin aux Mémoires de ces auteurs [4], car il ne rentrent pas,
au moins d’une facon directe, dans le cadre de cet exposé, tandis que
nous allons ici étudier, en détail, 'espace fonctionnel H, de.
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M. Fréchet en exposant aussi des résultats tout a heure inédits sur
cet espace, dus a 'obligeance de M. Fréchet qui a bien voulunousles
communiquer personnellement.

4. L’espace H. complet de M. Fréchet [56]. — On a vu que
lespace (F) n’est pas complet. D’ailleurs M. Fréchet a indiqué
comment on peut utilement compléter 'espace (F) considéré par
M. Minetti. En effet, au lieu de supposer, comme le fait ce dernier
auteur, qu'une f(z) existe et est continue sur le contour (C) de C,
il convient généralement de dire que f(z) existe sur (€) quand
J(rz) tend vers une limite déterminée quand r croit vers 1 par
valeurs réelles plus petites. Il n’est pas indispensable d’ailleurs, pour
que la définition de M. Minetti ait un sens, que cetle limile existe
partout sur (C) et qu’elle soit continue. 11 suffit qu’elle existe partout
sur (C) et que son carré soit sommable sur (€).

M. Fréchet considére alors un espace un peu plus général quc celui
de M. Minetti, mais sensiblement moins général que I'espace qu'il
avait considéré dans sa Thése [B¢].

Pour le définir, il suffit de considérer d'abord une fonction f(s)
holomorphe a I'intérieur de C pour laquelle

flay=ap+arz+...+az"+...

soit sa série de Taylor. C étant maintenant le cercle |z|<r<1,
on a

I, = ]f(z)l"|dz|=ff(z)]—'(z)rdo,
© ()

en désignant, en général, par u le nombre complexe conjugué de u.
On a donc

'n
I,=r f [ao+aire® +... 4 a,rreint 4]
A .

x [@o+arre=d+. . . +a,rne-nd4 . ]db.
=oxr[|ayi®+...+ @ 2r’r+. ...

La « valeur efficace » de | f(z) | sur (C) est -

m I,
r 2nr

Elle croit donc avec r [si f(2) ne se réduit pas & une constante].
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L'ensemble H de'toutes les fonctions f(z) holomorphes a I'intérieur
de C. se décompose donc en deux ensembles : I'ensemble H, des
fonctions f(z) pour lesquelles m, a une limite finie quand r tend
vers 1 par valeurs plus petites, limite que nous désignerons par || f||
et que nous appellerons la norme de f et 'ensemble H* ot m, tend
vers 'infini quand r tend vers 1.

Or, on sait que si la limite || f|| est finie :

1 La série X, | a,|” est convergente;

2° Sa somme est égale a || f]]*;

3° f(rz) a, lorsque r tend vers 1 par valeurs plus petites, une
limite finie presque partout quand s varie sur (C);

4° Cette limite est de carré sommable en module;

n—uwx
53° Lasérie de Fourier de cette limite est Zan et
n=0
6° En désignant par f(z) la limite de f(rs) quand |3|=1etr
tend vers 1 par valeurs plus petites partout ot cette limite existe,
et en posant f(z)= o, par exemple, partout ailleurs, sur (C),on a

1 /‘ ,
s | f(z)1ds|&=Znlanl’;
2% Je)

7° On a, quand x est intérieur a C,

=1 f(z)
f(x)—;—;.‘/(;)———dz.

Z—x

En résumé, on peut dire que toute fonclion f(z) de 'ensemble H,
est de carré sommable en module sur (C) et que sa valeur efficace
sur (C) est

0=

1 > L
Nl = -—f If(a) " 1dz|} ={Zpaf |Z=lim { Z,|anrn |},
27 @) ro-1

Supposons maintenant que f(z) et g(z) soient deux fonctions
de H,; il est clair que leur différence appartient aussi & H,. Si on la
désigne par F, la condition nécessaire et suffisante pour que f soit
égal & g a Uintérieur de C et sur (C) est que || F || =o.

La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si
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|F|l=o0 on a 2,|a,|>=0; donc les a, sont nuls et, par suite,
F(z)=o0 a l'inérieur de C; f(5)=g(3) a cet intérieur et par
suite sur (C).

Ceci pourrait nous conduire a définir I'écart de f et de g comme la
quantité

= —_— =(L S )— ? §4 :I‘
hgr=1iS—gll (”f(e)lfu) s(a)1ds .

Mais observons, de plus, que si f. g. & somt trois fonctions de H,.

on a
(L ol 3
lgnf(e)lf sl lds |
1 1
I > ) 2 _I_. _ ) 2 2
§{5;./(e)lf—hl ds 1} +{Mf(e)1g wids |
ou

\f—gPldsi< [ 1f—hl|ds|+ [ |g—hl?|dz)
‘/(;) ‘/(;’) ‘/(:‘3)
1
( 2
vl [ 1f—nrids) Ig—hl"dz'lz,
A Sy

comme il résulte aisément, en posant

— h = p1etM g —h = o>eth
4 ’ 8 € )

de la bien classique inégalité de Schwarz.
Donc, pour trois éléments quelconques f, g, & de H,, on a

(f, &) I’)""‘(h’ &)

C’est cette inégalité triangulaire qui va nous permettre maintenant de
considérer (f, g) comme une distance.

Observons, en effet, que pour tout couple f, g d’éléments de H,
nous savons maintenant définir un nombre fini bien déterminé

(f. &)=(g f)2o.

De plus, si f, g sont identiques a I'intérieur de C les valeurs qu’on
doit leur assigner sur (C) seront égales et par suite (f, g) = o. Réci-


file:///f-h/r/dz/
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proquement, si (f, g) = o,

|f(z)—g(3)|"|dz| =0,

{©)

donc f(2z) = g(5) presque partout sur (C). Dés lors, pour z inté-
rieur 4 C,

Sioy= ot [ L= L £ ar— (o,
‘ ()

z—x 27l (3%

S(3) et g(z) élant maintenant égales a I'intérieur de C seront égales
non seulement presque partout sur (C), mais partout sur (C).
Finalement, 'expression actuelle de la distance satisfait bien aux
autres conditions qu’on impose généralement a cette notion, pourvu
toutefois, qu’on ait soin de définir convenablement la convergence
d’une suite d’éléments de H..
On dira que le point £, de H, tend vers le point f de H, si

f|f,,(z)——'/'(z)[=|dz]—ro.
©

Cette définition, qui permet bien, comme on le verra, d’affirmer
que P'espace H, de M. Fréchet est complet, tandis que celui (F) de
M. Minetti ne I’était pas, présente d’ailleurs I'inconvénient, comme
I'a remarqué M. Fréchet lui-méme, de n’étre pas compatible avec la
définition de la limite qu’on adopte dans 'espace total F des fonctions
holomorphes a Dintérieur de G, a savoir convergence uniforme a
Uintérieur de C.

Plus précisément, on peut voir que, pour que cette nouvelle dis-
tance (fn. f) converge vers zéro, il est nécessaire, mais il n’est pas
suffisant que f,(z) converge uniformément vers f( z) dans toute aire
complétement intérieure a C. C’est ce que I'on voit de suite en pre-
nant f(s)=o, fa.(3)=25" qui sont bicn des éléments de H,.
Or fa(s) converge uniformément vers f(z) a lintérieur de C, et

27 ny = & t d‘: = do— T.

I
Donc (fr, f) =1 ne tend pas vers zéro avec -

Par contre, si f,, f sont deux fonctions quelconques de H, et si
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|z|<p<<1,0na

_ f,.(zy——f(m
| fa(2)—flr)] 2—,—, (C)—_.,"_T" l
1 Afals =S
§—j(c) T s

II/\

;r(l—l-rl)\/[ ‘/(L)[f"(")_f"’)l ldzlJf | dz |

— (f":f)
—I——]xl f" f)< .

1— 2

Donc si la distance (f, f) tend vers zéro, f,(2) converge uniformé-
ment vers f(x) dans tout cercle |z|<p<C1. On voit méme que
[t—]z|]ifu(®) —f(z)| converge dans I'aire C. contour compris.

On peut méme perfectionner ce dernier résultat, pour une fonction
f(5) de H,, on a aussi. en effet,

|f(1)|z—l2x14fi; S,—:,§ Ifis 'l‘ Z}Q
| dz | 1 , T4
grflfu)l ld~!fl ,,é;"/" [ | et — e
_1

f“ +7T
27 [n 1+r2—21 cosy’

ou l'on a posé z=re, z =re?, $ =6 —¢. D'on

paps 22 oy ML

.7
1—r Vi—|z[

et quand on prend f(x) = g(z) — g.(x).
VImTaT | g(@)— gn() 1< ~E281L <(g, g,).
Vi+lz]
Ainsi, quand la distance (g, g.) tend vers zéro avec % non seulement
[t—]z|][g(®) — gn(z)] converge uniformément dans € (contour
compris), mais il en est de méme de Vi—lz] (& (=) — gn(x)]-

Il n’est pas évident d’ailleurs que cette précision supplémentaire
fournisse cette fois une condition suffisante. Si f(z) est une fonction

telle que /1 — |z | |f(«)] ait une borne supérieure finie ¢ quand «
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varie dans C, on ne peut pas en déduire que | f| soit petite, ni méme
que | f| soit finie.

Car sur une circonférence |z | = r. on aura

T ? <
5o ) f@llde|S —>  mpS——=»
251 J, 1—r V=7

-

et cela ne permet pas d’affirmer que m, tend vers une limite finie
quand r tend vers un.

5. Propriétés topologiques de I’espace H,. — Pour ce qui
concerne les propriéiés topologiques de I'espace H,, c’est-a-dire les
propriétés qui sont indépendantes de la forme particuliére adoptée
pour la distance, mais qui sont déterminées par la nature des élé-
ments de H, et de la définition adoptée pour la convergence, il
est aisé de voir tout d’abord que H, est parfait et s¢parable. Pour la
premiére de ces deux propriétés, il suffit de considérer, f(s) étantun
élément quelconque de Hy. les f,(z) = f(5) + % qui appartiennent
a H, et tendent vers f(s); pour la deuxiéme il suffit de considérer
I'ensemble des polynomes a coefficients rationnels.

Mais ce qu’il importe surtout de considérer, c’est que H,, contrai-
rement a4 ce qu’il arrive pour 'espace (F) de M. Minetti, est un
espace complet, c’est-a-dire que si la suite f,(z) est telle que (f», fq)
tend vers zéro quand n et ¢ croissent simultanément, cette suite con-
verge alors dans H,.

En effet, soit f,(5)=ZX,a)’sP, en posant sur C, z=¢, on a
presque partout sur € avec une claire signification des symboles
adoptés

So(z)=Zpalilemd = u + fo{v
p==
+ 2 , [u" cosn — ¢y sinb ]

p=1 . \ e )
+ ([ uf sinnb + o cosnb]{,

27 (fuy Syt = L) — o+ [0 — P ]
p:en

2 Dl — wp P [ — 9T
=1

:f fP,,(B)—Pq(e)]=de+f TQn(8)— Q ()" db,
U fu(e®) =Pn(0)+iQn(H).
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Alors on voit que la premiére intégrale du dernier membre des
égalilés précédentes est aussi infiniment petite quand % et L le sont

simultanément. Donc il existe, d’aprés le théoréme de F. Riesz et
Fischer [14; 13; 13.a, b, ¢: 16, a, b]. une fonction P(6) telle que
cette premiére intégrale tend vers zéro avec % Eitl'on a

J;ni ) =up, nl;n:° il =¢p,
les u,, — ¢, étant les coefficients de Fourier de P(8). De méme pour

la deuxiéme intégrale du dernier membre des inégalités précédentes,
et il s’ensuit donc qu’en posant

Slr) = (uy+ioy)+ Jptup—+de,enbpn,
ou z = re!, f(x) appartient & H, et que

25 far 7= [ 1fut5)— fi5)]" | ds|
¢

=.—fm¢[P,,(0)—P(B)]’d0+[Q,,(0)—Q(0)]!%d0;

donc (fn, /) tend aussi vers zéro.

I y a lieu d'observer au contraire que V'espace (F) de M. Minetti
ne peul pas étre complet car dans son espace il suppose que les élé-
ments de (F) sont continus sur la frontiére de C.

C’est ce que I'on voit aisément en prenant par exemple

-n—1

foizr=14+" 4+...+ .
. I n—1

Dans ce cas pour la distance (fn, f..,) au sens de M. Minetti on a

1 1
( ) = 27| — +. o —
.f“ff”"‘l’ \/ [ne (n_'_P’»J

et elle converge évidemment a zéro quand 7 croit et si f,,(5) converge
bien a I'intérieur de C vers une fonction holomorphe il n’existe pour-
tant aucune fonction f(z) continue sur la frontiére de € telle que
(fny f) tende vers zéro.

Il ne faut pas oublier cependant. comme on Ua déji remarqué,
que U'on arrive & la conclusion que Uespace Hy de M. Fréchet est
complet aumoyen d’une définition de convergence, qui n’est pas
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compatible avec la définition courante de convergence qu’on
adopte dans ces types d’espaces et qui est conservée dans l'espace

de M. Minetti, a savoir la convergence uniforme a l’intérieur du
domaine.

On pourrait pousser bien plus loin 'analyse des propriétés topolo-
giques des espaces de MM. Minetti et Fréchet; toutefois n'insistons
pas ici davantage, sur ce point.

6. L’espace F des fonctions holomorphes & intérieur d’un domaine
donné. — Il est & remarquer que presque toutes les propriétés éta-
blies précédemment pour 'espace (F), considéré par M. Minetti, des
fonctions holomorphes, par exemple dans le cercle unité C et conti-
nues dans ce domaine fermé, subsistent également lorsque I’on consi-
dére le cas, beaucoup plus général, de 'espace F des fonctions holo-
morphes a l'intérieur de C et ayant sur son contour, au contraire,
une allure quelconque [2, e].

M. Minetti s’était récemment proposé¢ d’établir les propriétés topo-
logiques de cet espace F, et surtout le fait que cet espace est un
espace « distancié », d’une facon systématique et sans avoir recours
a des définitions de distance qui ne soient pas naturelles. 11 y a
réussi au moyen de la définition de distance qu’il avait introduit dans
le cas de Pespace (F) précédemment étudié (voir définitions a. b,
Chap. 1I, § 1), et en ulilisant convenablement le concept qu’il avait
précédemment introduit dans I’Analyse fonctionnelle pour espace (F)
de convergence a zéro de la distance de deux fonctions f, et f « vers »
la frontiére (C) de C (voir définition ¢, Chap. II, § 1). 1l est évident
d’ailleurs que ce concept peut étre bien utilisé méme dans le casou f
et f soient des éléments de F. Dans ce cas, ne connaissant rien sur
I'allure d’un élément f de F sur la frontiére (C) de C on ne peut pas
introduire, comme on faisait pour (F), une « distance » entre deux
éléments f et g de F telle que la notion de distance b introduite au
Chapitre II (§ 1); I'idée fondamentale de M. Minetti a été celle de
remplacer la notion d’une distance unique par « l'abstrait de la
classe des distances (fa, f)r, €ntre deux éléments f., et f de F prises
par rapport & une suite I'y de cercles complétement intérieurs a C
et convergents vers la frontiére de C», distances qui méme dans le
cas de F. gardent une signification bien précise. '

MEVORIAL DES SC. MATH, — N° T79. 3
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Un point limite d’une suite { f, } de points f, de F est toujours une
fonction f (holomorphe a I'intérieur de C) telle qu’a I'intérieur de C
les f, convergent uniformément vers /-

Il démontre alors que :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite {fr} de
points fn de F soit convergente vers un point f de F, c’est que la
distance (fn, [) converge & zéro vers la fronticre de C.

On s’apercoit que I'idée fondamentale de M. Minetti précédement
rappelée revient au fait. sur lequel cet auteur insiste beaucoup, qu’un
domaine (ouvert) (& doit étre considéré toujours comme la classe
(Pensemble) de tous les domaines fermés complétement intéricurs
a @; on y voit ici quelque chose qui ressemble beaucoup au con-
cept de nombre irrationnel con¢u comme l'abstrait de la classe des
nombres rationnels qui eux s’approchent par excés et par défaut, et
il semble que cette idée puisse prendre une place remarquable méme
au point de vue conceptuel dans beaucoup de questions d’Analyse
fonctionnelle.

On définit ensuite le voisinage VE(fo) d’un élément f, de F : c’est

I’ensemble de tous les éléments f de F tels que (f, Sor,<o.
On en déduit que :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un élément f de F
soit point d’accumulation d’un ensemble E d’éléments de F, c’est
que E ait un élément au moins en commun, distinct de f avec
chaque voisinage VY (f) de f.

En d’autres termes, 1'espace F est un espace (V).

On vérifie, en outre, qu’au moyen de cetie définition de voisinage il
est bien possible d’exprimer les trois conditions de Riesz auxquelles F
satisfait. Comme d’autre part « chaque ensemble dérivé d’un
ensemble E de F est fermé » on conclut que F est un espace acces-
sible. C’est le point de départ pour démontrer qu’il est « distancié ».
Commencons en effet par rappeler que [8, a; 6] :

1° On appelle « couverture » d’un espace, chaque systéme
d’ensembles, tel que chaque point de 'espace soit intérieur a un, au
moins, des ensembles du systéme;

2° On dit qu’une suite de couvertures F,, F,, ..., F,, ... d’un
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espace est monotone, si V et W étant deux ensembles quelconques du
ystéme F,., distincls ou non, mais tels qu'ils n’aient pas de points
niérieurs en commun, il existe un ensemble du systéme F,, qui con-
tient en méme temps V et W;

3° On dit, enfin, qu’'une suite monotone de couvertures F,,
F., ..., Fn, ... d’un espace (V) est compléte, si, f étant un point
quelconque de cet espace ct V, un ensemble (quelconque) du sys-
téme F,, auquel f est intérieur, la suite V4, V,, ..., V,, ... est une
famille de voisinage de f équivalente a la famille, dénombrable ou
non, donnée a 'avance, des voisinages de f.

M. Minetti démontre alors [2, e] que pour I'espace F sont bien
satisfaites les conditions d’Alexandroff-Uryson-Fréchet, a savoir que :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’'un espace (V)
accessible soit un espace (D), ¢’est-a-dire distancié, est qu’il existe
une suite monotone compléte de couvertures de cet espace.

Il s’ensuit bien ce que 'on désirait établir.

7. L’espace A des fonctions analytiques uniformes au sens de
Woeierstrass. — Nous ajoutons que M. Minelli a de méme commencé
le premier a étudier la structure topologique de P’espace A des fonc-
tions analytiques uniformes ( et multiformes) au sens de Weierstrass
[2, f]. Pour cet espace, il a donné tout récemment la définition de
I'opération de dérivation des ensembles d’¢léments, avec quoi
'espace est défini, et aussi la définition de voisinage d’un élément de
I'espace en démontrant, en outre, qu’en vertu de sa définition de
voisinage, 'espace A est bien un espace (V).

Mais nous ne pouvons entrer ici dans les détails de I'étude de cet
espace, espace qui esl d’ailleurs extrémement important; nous ren-
voyons le lecteur au travail sur ce sujet [2, f].

CHAPITRE III.

METRIQUE ANGULAIRE, LIGNES, LIGNES GEODESIQUES, COURBURE GEODESIQUE, ETC.
pE L'EsPACE (F).

1. Conception fondamentale sur la nature de l'espace (F). —
Revenons maintenant a l'espace (F) des fonctions holomorphes
a lintérieur du cerclé unité C et continues dans ce domaine fermé
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[2, d]. La conception fondamentale concernant la nature géométrique
de cet espace celle méme qui a présidé I'introduction de la notion b
de distance donnée Chapitre II (§ 1), c’est de le considérer a une
infinité continue de dimensions.

Plus précisément on pense que le repére de cet espace soit cons-
titué d’une infinité continue d’axes cartésiens en correspondance
homéomorphe ordonnée avec les points d’un segment de longueur 47
obtenu en reportant consécutivement deux fois le segment o — 27 sur
une droite réelle quelconque.

Le point d’abscisse 27 sera considéré en outre comme un point
double : une fois, en le supposant comme appartenant au premier de
ces deux segments, son extrémité a droite; une seconde fois, comme
appartenant au deuxiéme de ces deux segments, son extrémité a
gauche.

Si alors f=P + {Q est un élément de (F), au point d’abscisse 6,
0<8<2m du segment de longueur 4 tout & I’heure considér¢, on
pense attacher la valeur P ¢(8), tandis qu’a un point d’abscisse 2 + 0,
0<0< 2w on pense attachée la valeur Qf(6). C’est ainsi que la chaine
des valeurs Pz (6) et Q(6) représente 'ensemble des coordonnées du
point f =P + (Q de (F).

Si en outre on appelle M le point représentatif de 'élément f(z)
de (F), et O ce qui représente,'élémenl f = o de (F), O sera dit I'ori-
gine du repére de notre espace, tandis qu’on appellera « vecteur » qui
va de Oa Met I'on écrira (M — O) la couple ordonnée de deux points
O et M. O et M seront les extrémes du vecteur (M — O) tandis que
la valeur numérique positive ou hulle de la distance (f, O) entre f et
la fonction identiquement nulle, sera dite le « module » du vecteur
(M —0).

Cela posé, en suivant toujours le principe du passage du fini a
infini, du discontinu au continu, on appellera « cosinus de I'angle »,
que le vecteur (M — O) fait avec I'axe coordonné se rapportant au
point 3 =e!% du contour (C) de C, la valeur numérique de Pexpres-

sion
Pr0)

= )\1(0)
T
P (8)2db +f Qr(0)ydo
[]

VI

si 'on pense le point z = e’ comme appartenant au premier des deux
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segments que l'on a auparavant considérés, et, au contraire, I'autre
valeur
Qr(9) = 2 (8)

\/fMPf(O)sdﬂ+‘/‘9an(0)de

si 'on suppose le point z= e comme appartenant au second des
deux segments rappelés tout a ’heure.

Ces définitions permettent I’extension rationnelle de toutes les for-
mules de la trigonométrie ordinaire. En particulier, on obtient (éga-

lité pythagorique)

oR o
f A (0)2 b +f ()2 =1.
0 0

On appellera « cosinus de I'angle ¥ des deux vecteurs (M — O) et
(M; — O), M, étant dans (F) le point représentatif d’une fonction
[élément de (F)] g(z), la valeur numérique de I'expression

o T
/ Pf(e)Pg(('))d(‘)-(—-f Qr(8)Qg(0)do
(1] /0
A2T 2T T T ’
j Pf(eyd0+f Qf(o)“de\/f Pg(0)"d0+f Qg (0): b
0 [ 0 0

formule qui va généraliser évidemment une autre formule, trop connue
pour qu’elle soit ici rappelée, de la Géométrie analytique ordinaire.
Observons en passant qu’en vertu de l'inégalité classique de Schwarz,
cette derniére valeur est en module toujours inférieure ou égale a
I'unité.

On dira que les deux vecteurs (M — O) et (M, — O) sont orthogo-

naux si, et seulement si

r

-0

27

om
Pr(0)Py(8)do +f Qr(8)Qg(0) do = o,
0

el dans ces conditions on dira aussi que sont orthogonales entre elles
les deux fonctions f(z) el g(z) qui correspondent aux points M
et M,.
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En rappelant en outre la formule

Z—x

I 1 o 3+ ) °R I+
f(w)=;f(0)+z;fo Ps(0) de+4—,:fo Q)22 ap
I 27 L. 27
= Pr(0)dod —_ 0)do
= Pro@ 2 [

I 2 Z+x ¢ " 3+
+4—ﬂ[ Pf(e)z_xdﬁ+z;£ Q(0) do,

I —x

on appellera ligne de I'espace (F) I'ensemble des points de (F) qui
représentent les

I T l‘ o7
f(x't’"ni_wfo Pf(ﬂlt)d6+4—n']0‘ Q(0]2)do

1 " i+ s Z+a
+ Z?rfo Proje)2=Zan+ 4_7:( Qr(816) 22 a,
ou Pr(6[¢) et Qs(0]¢t) sont des fonctions réelles des deux variables
réelles 6 et ¢, 0<O<am, (,<e<ty, telles que pour chaque valeur de ¢
comprise entre £, el ¢, soit périodique pour 0<H< am et satisfasse en
outre a la condition intégrale

fmgp (0|t)2_d+Q (e|z>‘_"°}de=consz

A f ~ S 2 ‘

ou maintenant z =pcosg, y =psing sont les coordonnées d’un
point (2, ) intérieur 4 G, p<<1; d =psin (6 — 9); et

rP=1+ p2—2pcos(d —g),

tandis que z = e* est toujours un point du contour (C) de C.

Sous cette derniére condition, on est assuré, en effet, [2, g]que pour
chaque valeur de ¢ (¢,<¢<¢,), les fonctions correspondantes P (8| ¢)
et Qp(6]¢) sont telles que l'expression Ps(6|¢) + iQz(8|¢) repré-
sente toujours les valeurs qu'une fonction f(z|¢) holomorphe a I'inté-
rieur de C et continue dans ce cercle fermé acquiert au contour (€)
de C. La précédente expression de f(z|¢) sera dite 'image fonction-
nelle de la ligne envisagée.

Les deux points de (F) qui représentent les deux fonctions f(z | £,)
et f(z|t,) seront dits les deux extrémes de la ligne.

En rappelant alors la définition de distance entre deux éléments
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de (F), b, Chap. II, § 1, on trouve pour I'élément linéaire ds de la
ligne envisagée

dst= sz:[/o' (‘f;;) do [9t<';—(t2)odﬂ]dtﬂ

et pour la longueur de la ligne

l=\/{:t1ds=‘/1;l‘;[0ﬂ(g)2d0+[0ﬂ(0§) dﬂx

2. Lignes géodésiques. — On peut rechercher maintenant les
conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions P (6| £) et Q (6] ¢)

pour que la ligne envisagée soit une géodésique de I'holoespace
ambiant.

Supposons a ce but que le paramétre ¢ désigne la longueur de
Iarc s de la ligne, en écrivant pour plus de clarté P(0s) et Q(0]s)
au lieu de P(6|¢) et Q(0|¢); indiquons en outre par le symbole d
les différentiations faites par rapport a s, et par le symbole d les
variations des fonctions.

On aura alors tout d’abord

2m R .
ds—_—f (dP)"d0+f (9Q) b,
[} [ .
d’ou

T o7
2ds$ds=f zdPBdeﬁ-t—f 29Q 39Q db
0 0

LY o7
=f 2dP()8Pd0+f 20Q 9 3Q db,
(] [}

car 8 0P = g P et 8 9Q = 03Q. En divisant par 2 ds, on obtient

27
Bds_f "Poopdo+f "Qdane

et en appelant A et Bles deux points de la géodésique entre lesquelles
on veut la considérer, on aura

B B
= ds; 8l=f 30s;
A A
27
f[f "Pospde-.-f de&Qdﬂ]
A 0

donc aussi
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Une intégration par parties nous donne alors

T 9P TQ . B
[fo xr)apdoq_fo “208Q do

A
B T, T 7'
—/ [[ ’)—,Edeap+f i’_—?doaQ]ds
A A Js Jo ds

et comme la partie qu'on a intégrée est nulle, car aux points A et B on
a 0P = dQ = o, el comme on doit avoir 6! = o, quelles que soient les
variations arbitraires oP et 8Q, on obtient

ol

P >Q

—_— _— =0

s ' dJst !

qui nous donnent les équations différentielles auxquelles doivent

satisfaire les fonctions P (6] s) et Q(6]s) pour que la ligne envisagde
soit une géodésique.

On devra donc avoir
POls)=2o1(0)s+W(0);  Q(8]s)=05(0)s 4+ Wa(0)

ainsi que I'image fonctionnelle d’une géodésique sera donnée par une
expression linéaire de la forme

Sz |8) = fi(z)s+ fu(z),

ou

1 o i T
f,(x):z;fo 91(0)d0+4—n[ 0.(0) b

o . 2T
_._Lf 0:1(0)27% g 4 ,—‘f 0. (8) 2% 9
4= J, 33—z 4= J, e Z—x

et
‘fg(l‘\) =

- 9n
I 1
= ‘F'(o)de+4_::,/{ W,(0)do

k) o T
+Lf w0 2 Z g 4 ,‘—f w.(0) 2% g,
P z—x i=J, z—gx

2T
0

E=N

3. Tangente & une ligne. — Onappelle langente 4 une ligne L de (F)
dans un de ses points, M, correspondant a la valeur s, du paramétre s,
la géodésique qui est la position limite, si elle existe el est bien déter-
minée, d’une géodésique passant par M, el par un autre point M,
de L suffisamment voisin de M,, lorsque M, tend sur L vers M,.
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On démontre aisément que I'image fonctionnelle de cette tangente
est donnée par 'équation (paramétrique)

1 T i o7
f(xm=ﬁfo @(Olso)dﬁ+z—1—c°[ V(0| s50)do

I om Z+ 2 i T Z+x
+.4_7\'."/0‘ ‘-'I’(el.fo)z_xde-(— 4—;:-“( IP'(OISo)z_xde,

ot
JaP p
@(0[80): (-d—s).g:sot—l— g P(O,’ So)——'So (%;)3_—__,0 s,

Y(0]s)= (‘:%)6=°“t+ g Q(0]s9)—so (%%)s___so ;

4. Courbure géodésique. — On nomme courbure géodésique de la
ligne L de (F) le vecteur ayant pour composantes les chaines de

A P 9
valeurs rP et ‘Z—?
ds’ ds

Il s’ensuit tout d’abord que :
Les géodésiques sont lignes & courbure toujours nulle.

On démontre en outre le théoréme suivant qui est une générali-
sation, pour les holoespaces, d'un théoréme de Lipka [8, 10] :

Le module de la courbure géodésique se présente toujours
comme dans Uespace ordinaire, comme le rapport entre Uangle
de contingence et Uarc élémentaire.

On le démontre en faisant recours a une propriété remarquce de
Voss [9] suivant laquelle, dans I'espace ordinaire, il y a parfaite équi-
valence entre la limite du rapport entre ’angle de contingence ct I’arc

élémentaire et la limite du rapport 2d our As > 0, ou As est un arc
pport £5 P ’

élémentaire Mo M ou M, M pris simultanément, 4 partir d’un point M,
de L, sur L et sur la géodésique tangente a L au point M,. tandis
que d désigne la distance entre les deux points M et M.

5. Plans. — On introduit de méme le concept de plan, plan oscu-
lateur, etc., en démontrant qu’il subsiste dans I'holoespace (F) toutes
les propriétés courantes de la géométirie euclidienne élémentaire et
de la géométrie différentielle ordinaire. On n’insistera ici davanlage
sur ces points.
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CHAPITRE 1V.

SYMBOLES ASSOCIES A UN POINT-FONCTION DE L'ESPACE (#) ov (C)
OU ENFIN DE L'ESPACE ((?) DES FONCTIONS CONTINUES ET DERI-
VABLES DANS L'INTERVALLE (O0,I).

1. Généralités. — Reprenons maintenant les notations et les
considérations adoptées et développées au Chapitre I (§ 6). Nous
nous bornerons donc, dans ce qui va suivre ici et dans les Chapitres
suivants, & des fonctions réelles de variable réelle. Tous les résullats
que nous aurons dés maintenant a exposer sonl dus d’un cé6té au
regretté Vitali, d'un autre c6té & M. Minetti [1, 2 a, b. ¢, d].

On doit au premier tout ce qui concerne la géométrie différentielle
des espaces de Hilbert esquissée par le moyen des éléments du calcul
différentiel absolu généralisé de Pascal-Vitali, au second toul ce qui
se rapporle au transporl, aux variétés d’'un holoespace du concept
d’équation non paramétrique d’une variélé d’'un hyperespace ordi-
naire et aux importants liens entre la géométrie des holoespaces et la
théorie des équations différentielles ordinaires. Tandis que les tra-
vaux et les résultats de M. Vitali se rapportent au cas général de
Pespace J€ de Hilbert, ceux de M. Minetti, en conséquence de la
nature méme de ses conceptions, se rapportent & ’espace (@) des
fonctions continues et dérivables dans l'intervalle o = 1.

Toutes les fois que dans les considéralions qui vont suivre n’inter-
viendra pas I'’hypothése de la dérivabilité des fonctions qu’on y consi-
dére, on peut retenir que les résultats qu’on établit sont valables par
rapport a 'espace J€ de Hilbert et dans ce cas les intégrales qu’on
sera amené a considérer doivent étre entendues dans le sens de
Lebesgue; lorsqu’on suppose au contraire la dérivabilité des fonc-
tions qu’on aura occasion d’envisager on devra retenir que les résul-
tats se rapportent au cas de I'espace (), et les intégrales usilées
doivent étre entendues au sens de Riemann.

Les théories correspondantes de M. Minetti qui se rapportent au
cas d’espaces fonctionnels constitués de fonctions holomorphes qui
sont en train de se développer et qui attendent encore d’étre établies
d’une facon définitive ne trouvent pas de place dans cet exposé.
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2. Le systéme absolu des symboles ,,3. — Un point-fonction
(1) St uy, uyy ooy up)

ou plus briévement f(¢|u) décrit, lorsque les variables u; décrivent
leur domaine U de variabilité (voir Chap. I, § 6), une variété V.

Si l’on considére alors une substitution invertible S qui transforme
les u dans des autres variables ¢ ayant pour équations les

(2) Uy=U(P1, 0oy .oy vn) (I=1,2, ..., 1)

et si Uon fait la substitution des seconds membres des relations (2)
dans I’expression (1), cette expression va se transformer en un point-
fonction des variables ¢ qui décrit la méme variété.

Il s’ensuit que si pour chaque valeur de ¢ on considére 'invariant
qui pour les variables u coincide avec (1), cel invariant décrit tou-
jours. quel que soit le systéme de variables auquel il se rapporte, la
méme variété. On le représentera par la notation f(¢| ).

Cela posé, en suivant des notations que nous avons déja introduites
pour représenter les dérivées d’un invariant (voir Chap. I, § 2),
Pécriture f,, « étant un état (voir Chap. I, § 1) d’un indice variable
dansle 2, corps (voir Chap. I, § 1), aura une signification bien précise.

On pose alors

an3= l Jaf8 dt,

ou g désigne, dans le cas ou I'on se rapporte a 'espace € de Hilbert
un ensemble mesurable de points d’une droite réelle, et désigne au
contraire l'intervalle o — 1 dans le cas ou l'on se rapporte a I’es-
pace (®).

On voit alors aisément que si 'indice o varie dans une classe
entiére 7, et 'indice B dans une classe entiére s (voir Chap. 1. § 1),
le systéme a,,3 est un systéme absolu (voir Chap. I. § 3).

3. Les symboles a et «*®. — On désignera par a le déterminant
v v v

qui a pour ses éléments les a,.g, les indices « et B variant dans la
méme classe entiére v, écrit de telle fagon que I'indice « soit constant
tout le long d’une méme horizontale et I'indice 8 soit au contraire
constant tout le long d’une méme verticale et que les deux indices se
suivent dans I'ordre naturel.

Si @ £ o on désignera avec a*® le réciproque de a, g dans a. On
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voil alors que le systéme a%# est un systéme absolu contrevariant a

deux indices supérieurs (v:n'r derniére proposition du Chapitre I, §5).
4. Les symboles de Christoffel et leurs propriétés. — Si les

indices « et 3 varient dans la classe (entiére) v, si p est un indice de

classe 1, et si enfin avec la nolation ap on désigne I’état d’un indice
qui posséde tous les chiffres de «, et, en plus, le chiffre p, on pose

(4) 9&/} = zYaaP,‘(slBY’

ou l'indice y varie dans la classe ».
Les symboles C£, sont dits les symboles de Christoffel de classe .

On a alors les théorémes suivants :

1. p étant un indice de classe 1, on a

0a,,8
(5) Ju, = Gopp+ dafp:

On peut écrire en effet
J .
()—'L;ffafg dt= [ fapfpde+ [ foftp dt = aapg-+ aafp.
] € G
II. Siles indices «, B, y varient dans la classe v on a

(6) Syagyabt =83
v

(pour la signification du symbole 82, voir Chap. I, § 3).
Il est unc conséquence presque immédiate d’une propriété bien
connue des déterminants.

LI Si les indices B et d varient dans la classe v, et si p est un
indice de classe 1, pour chaque systéme de variables u, on a

dagra 8
i v — ( S 3 R
2 oy = 3Gyt 3y et

Si, en effet, on considére I'égalité (voir théoréme précédent)

Zyagyabr=>5{

qu'on suppose écrite par rapport aux variables u, on obtient, par

dérivation par rapport a u,,
daﬁ»y

day, v
=y —2Y aBY+32ya
T Ou, v YoRY ou,

=0,
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d’ou, en vertu des relations (5), et en introduisant les symboles de
Christoffel,

daByY

v
du,

Zyagy =—Zy {J’LB'Y (@apy~+ Goyp) =— QEP — Iy ?3.Yaam,.

Il suffit alors de multiplier les deux membres de cette égalilé par a®?

et de faire la somme par rapport a P'indice «, pour obtenir, en vertu
des relations (6), la relation (7) que 'on désirait démontrer.

IV. Sipy<<v, 0n a
(8) 9§p=aﬁ

On a en effet par définition
92,, = Z;aw.1aby,
mais les indices ap et B sont de classe v, el par conséquent, en vertu
de la relation (6), on obtient bien la relation (8).

V. Siy est un indice de classe v et si l'indice B varie dans la
classe v, on a

(9) 25CBpapy = ap.y-

En effet, en vertu du théoréme précédent, on peut bien écrire

=8 9-2,, a8,y == Z5,8dap,3 680 ag,y = B3aap,3(2gadi ag y) = dap,y.

CHAPITRE V.

LA DERIVATION COVARIANTE DES SYSTEMES ABSOLUS. REGLES DE DERIVATION
COVARIANTE. DERIVES COVARIANTS DE CERTAINS SYSTEMES ABSOLUS.

1. La dérivation covariante. — Si

(1) HE” 8,,...,8,

15 Oloy oeuy Op

est un systéme absolu avec les indices inférieurs et supérieurs appar-
tenant & des classes entiéres on appelle, par définition, dérivé cova-:
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riant du systéme (1) par rapport a la variété décrite par le point-
fonction f(¢|uy, us,s ..., u,)le systéme

(2) Hgnﬁan oBe o,

15 %gy 000y Grp

p étant un indice de classe 1, qui, pour chaque systéme de variables u,
est donn¢ par la relation

. BuBu e Be
(3)  Hipfonl (w= Zalanale]
duy

7

"Eh 2y G, plu] Hgii ?-’-’,'&3.'—3,:?, Lty e e[ %]
1
s

-, 2 O u i S Bres B,
1

ou I'on entend que chaque symbole de Christoffel soit de la méme
classe de I'indice inférieur o; ou de I'indice supérieur 3; auquel il se
rapporte et ot pour chaque sommation X l'indice y varie dans la
classe de I'indice qui correspondrait 4 la place occupée par y.

On désignera ce systéme, pour plus de clarté, par la notation

84,84, ...,8,
D]IHa" 2 ’Er

15 g,

ou, lorsque il n’y aura a craindre aucune ambiguité, par la nota-

tion D, H.

2. Cas particuliers. — Si H est un invariant H —= H[u] on aura
Hlu]

Dp H[u ] = W‘

Si « est un indice de classe v et si Hy est un systéme absolu on a

dH[ u]

DpHafu] = du,

—-EY(‘]';{,,[u}HY[u].

Si B est un indice de classe v et si H8 ¢st un systéme absolu, on a

JH

D, HB[u]= ,,E:]**zv%m[“]-

2

On a le théoréme :

Le dérivé covariant D,H d'un systeme absolu H est lui aussi
‘un systéme absolu.
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3. Régles de dérivation covariante. — Pour la dérivation cova-
riante, on posséde les régles suivantes :

L. Le dérivé covariant de la somme ou de la différence de deux
systémes absolus est égal respectivement & la somme ou & la
différence des dérivés covariants des systémes donnés.

C’est une conséquence immédiate des définitions de systéme
absolu somme ou différence de deux systémes absolus donnés (voir

Chap. I § 5).

M. SiHoBo: B est un systeme absolu, et si o, et B, sont deux
indices de la méme classe v, on a

iy [4
D, EtH;;g:'__"’g: = %D, H} Bs, .., 8s

5 Olgy eaey Bp®
En d’autres termes les deux opérations de saturation des indices et

de dérivation covariante sont permutables.
Pour la démonstration, voir [1].

4. Dérivés covariants de certains systdmes absolus. — Consi-
dérons tout d’abord le systéme absolu précédemment défini a,g
avec « et B indices de la méme classe enti¢re v (voir Chap. IV, § 2).

On a alors les théorémes suivants [1] :

l. Le dérivé covariant du systéme (absolu) a, g est nul.
Quel que soit en effet le systéme de variables u, on peut écrire

daa,p

duy

daa,p

Dpaap= duy

h'd -~
—3Iy g‘&p ay,3— ZY(‘Eg,p Ao,y = — Z3Qap,3 %O’Ya:' B

o da
—Z3app 308 day= 222 _ag, 8 —agp,=o
* v

dup
(se reporter au Chapitre IV, § 4, théorémes I et II).

II. Le dérivé covariant du systéme (absolu) a®®? (voir Chap. IV,

§ 3), ot les indices a et B varient dans la classe (entiére)v, est nul.

C’est une conséquence immédiate de la formule (7), Chapitre IV,
§ 4, théoréme TII.

1. On a D,o¢ =o.

Pour la démonstration. voir [1].
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5. Les ricciens d'un invariant. — Considérons maintenant le sys-
téme I, (voir Chap. I, § 2) ou I est nn invariant el « un indice de
classe v. Quel que soit le systéme des variables u que 1’on adopte, on
aura

Dpla= 22 _ 5 CY 1= Iop— 2,CL ¥
du,  “tyepy=ler— Sylapty
ou Pindice y varie dans la classe (entiére) v. Si d’autre part on a
pa<<v, c’est-a-dire si le nombre des chiffres de¢ I'indice « est plus
pelit que v, on a [voir Chap. IV, § 4, th. IV, form. (8)]

Dyly=lgp—Igp=o0.

On en conclut que tous les termes du systéme absolu

£1.p = Dp la,

pour lesquels on a p, << v, sont nuls.
Il n’y aura pourlant lieu qu'a considérer les termes de Ea,p qui ne

sont pas nuls pour lesquels, on a donc p,=—1v, et posons

Ilb 1+« 5lwp = JGsP:

outi, iy, ..., L sont les chiffres de a.

On démontre alors que ce systéme, pour chaque terme duquel on
& pg ="y, esl un sysléme absolu ayant v + 1 indices de classe 1.
" Hestditle (v+ 1)®™ riccien de I, ou, en d’autres mots, le riccien
de I d’ordre (v—+1).

Le riccien de I d’ordre 1 coincide avec I,,.

Tutorime. — Le riccien d’un invariant 1 d’ordre v+ 1 est
symétrique par rapport a ses indices. En d’autres termes, si deux
de ses éléments different entre eux seulement pour l'ordre de
leurs indices. ils sont égaux.

C’est une conséquence immédiate de la relation

,fw' =Tup— ZYSJ;,, L,

‘o e 1
car I, et ('J;{p ne changent pas en permutant les chiffres de I'indice ap.

11 est surtout avantageux de considérer les ricciens de l'invariant
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f(t|u), ou f(¢t|u) représente une variété (voir Chap. IV, § 2) de
P’holoespace ambiant que I'on considére el a laquelle on veut se rap-
porter. On a alors le théoréme suivant :

Tutonime. — Si un terme du riccien de S(tlu) d’ordre v 1
r’est pas nul, il est orthogonal a tous les termes non nuls du sys-
teme fs, B étant un indice de classe v.

En effet, en vertu de la relation (g) (Chap. IV, §4, V), et en s
rappelant qu’on a

.fa,p =frxp - EY 91/»./0%

on peut successivemenl écrire

‘[g.(a,pfﬁdt=£fapfﬁd5—zrgzp£foﬁdt

= Qap,p— ET%/: @y,8= Qap,f — Apa,3= 0.

CHAPITRE VI.

LE CONCEPT D’EQUATION NON PARAMETRIQUE D’UNE VARIETE DE L HOLOESPACE (@),
ET LES LIENS ENTRE LA GEOMETRIE DES HOLOESPACES ET LES EQUATIONS DIFFE-
RENTIELLES ORDINAIRES.

1. Le concept fondamental d’équation non paramétrique d’une
variété linéaire de 1'holoespace (®@). — Envisageons maintenant I'es-
pace (D) des fonctions z(¢) continues et dérivables dans linter-
valle 0 —1. En suivant les mémes principes auxquels on s’est inspiré
dans le cas de I’holoespace (F), nous prendrons la définition de la dis-
tance de deux fonctions z(¢) et .(¢) de () donnée par la formule

1) (., xo)=[ [2(2) — z+(£)]" de.

Observons maintenant que jusqu’ici on considérait, voir p. ex. (121,
comme équation d’une variété, par exemple, lindaire de () 'ensemble
des points de I'espace fonctionnel représentant les fonctions

(2) z(t) = fo(t)+ a1 fi(2) +...+ an fu(2),

MEMORIAL DES SC. MATH, — N® 79, 4
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ot fo, fi1, - - ., fn étaient n 41 points du méme espace. On disait de
méme que (2) représentait 'équation de la variété linéaire envisagée.

M. Minetti a remarqué tout récemment, [2d] le premier, que
I'équation (2) était plus précisément 1’équation paramétrique de la
variété et non I'équation de la variété proprement dite. Il s’est alors
préoccupé du transport aux holoespaces du concept d’équation non
paramétrique d’une variété d’un hyperespace ordinaire. Le principe
di 4 M. Volterra du passage du fini a I'infini, du discontinu au continu
lui a permis d’éclaircir ce point, et il a été amené ainsi & mettre bien
en évidence les liens trés éiroits qu’il y a entre la géométrie des
holoespaces et la théorie des équations différentielles ordinaires.

Pour voir mieux au fond des choses et pour mieux saisir le passage
du fini a l'infini duquel s’est laissé guider M. Minetli & ce sujet,
rappelons tout d’abord ce qu’il se passait en propos dans le cas de
I'espace ordinaire.

Fixons les idées pour plus de simplicité sur une variété unidimen-
sionelle géodésique, c’est-a-dire sur une droite de 'espace euclidien
ordinaire S; de coordonnées x,, x., z;.

Si w,=aid+b, (=1, 2, 3). étaient ses équations paramétriques,
pour obtenir I'équation non paramétrique de la méme droite, il
suffisait d’¢liminer le paramétre X une fois entre la premiére et la
seconde des précédentes équations, et de I'éliminer ensuite entre la
seconde et la troisiéme. En un mot d’éliminer le parameéire ¢ entre
chaque équation et la suivante.

D’autre part, dans le cas de I'holoespace (D), en vertu de ce que
I'on a déja établi en se référant a 'espace (F) précédemment étudié
(voir Chap. I, § 2), et & cause de la définition (1) de distance quon
a ici adoptée, une droite de (), c’est-a-dire une géodésique de (D),
aura une équation paramétrique de la forme

(3) z(t|N) = fi ()N + fa(2),

ou f(t) et fa(t) sont deux éléments [ points de (D)].

Suivant la conception de M. Minetti qui revient a celle de
M. Volierra, la variable continue ¢ remplace ici 'indice ¢ des équa-
tions z,— a,A + b, d’'une droite de S,. Pour obtenir donc I'équation
non paramétrique de la droite (3) de (@) il suffira, de méme, d’éli-
miner le paramétre A entre I'équation (3) et, pour ainsi dire, la
successive; en d’autres mots de 1’éliminer entre I’équation (3) et
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’équation

(4) @(t-+dt|N)=f,(¢+ dt)h + fo(¢+ dt).

Et comme cette derniére équation une fois développée suivant la

formule de Taylor, et que I'on ait négligé les infiniment petits de
second ordre nous donne

*) 22U _ fr o+ oo

il suffira d’éliminer le paramétre A entre 'équation (3) et1'équation (5).
Cette élimination nous donne d’ailleurs

2(6) @) | NS foe) | _
MONACT M IOIVAGY I

ou z(¢) écrite au lieu de z(¢|1) représente la fonction correspon-
dante au point générique P de la droite envisagée.

L’équation (6) est bien, d’autre part, une équation différentielle
« lindaire » du premier ordre par rapport a la fonction z(¢) qui
représente le point générique de la droite considérée ;: donc :

(6)

L’équation non paramétrique d’une droite de (@), est une
équation différentielle « linéaire » du premier ordre par rapport
a la fonction z(t) qui représente le point générique de la droite
envisagcée.

Tout pareillement, si’'on considére aulieu d'une droite. une courbe
quelconque C de (), ayant une équation paramétrique du type
(7) z(t)=P(])),

élimination du paramétre A entre cette équation paramétrique de C
et, pour ainsi dire, la successive

(8) z(t+dt)="P(t+dt|2)
nous conduit, en suivant le méme procéd¢, a une équation du type

9) @ o[t/ a(0],

ou ¢ est une fonction des deux arguments ¢ et f, f étant a son tour
une fonction de ¢ et de (), qui est bien une équation différentielle
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du premier ordre par rapport a la fonction z(¢), mais qui n’est pas,
en général « linéaire ». Donc :

Une courbe C de (M) a pour équation une équation différen-
tielle du premier ordre par rapport & la fonction x(t) qui repré-
sente le point générique P de C. — Si C, et seulement si, cette
équation est « linéaire » la courbe C est une des géodésiques de (D).

2. Variétés d’ordre supérieur. — On passe de méme aux variétés
d’ordre supérieur. Appelons surface S de (M), le lieu géométrique
des points z(¢) de (M) qui correspondent & P (¢}, ) fonction de ¢
et de deux paramétres A el p, lorsque ces deux paramétres varient au
moins dans certains domaines I et .\.

Méme ici, si l'on fixe son attention sur une valeur générique de la
variable indépendante ¢, z(¢), z(¢ + dt), z[(¢ + dt) + o¢], dt eL ot
étant deux différentielles distinctes de ¢, représenteront trois coordon-
nées successives, pour ainsi dire, du point générique z(¢) de S.

Et en suivant des notations déja précédemment utilisées, on pourra
dcrire

(10) z(t)="P(t|%, p),
(1) (£ de) = P[(¢+dt) | %, p],
(12) 2[(¢+ dt) + 8t] = P[(t + dt) -+ 5¢| X, u].

Si I'on observe alors qu’en vertu du développement de Taylor et
en négligeant les infiniment petits, on a

(13) w(t+dt)y=z(t)+ £(t)de (1),
(1) wftt +de) 3] = w(t -+ dry + ZEF Dy

= x(8) + 2(8) dt + z(t) 8¢ + x(t) dt 5t;

on s’apercoit aisément que I’élimination entre les équations (10),

(11) et (12) des deux paramétres A et p conduit a une relation de la

forme
" @ .
(15) B()= T2 =F[t, 2(t), &(0)],
qui est bien une équation différentielle du second ordre par rapport
a la fonction z(¢) qui représente le point générique P de S.

(') On a désigné ic1 par le symbole () la dérivée de 2 (¢) par rapport 4 ¢
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On pourrait démontrer en oulre que si cette équation est linéaire,

et seulement dans ce cas, la surface S est un plan de (®). Et ainsi
de suite. Donc :

Les équations non paramétriques des variétés V, plongées
dans U'holoespace () (en particulier), sont des équations diffé-
rentielles par rapport a la fonction z(t) qui représente le point
génériqgue P de V,. L'ordre de cette équation différentielle est
toujours égal au nombre de dimensions de la variété V, envisagée;
elle est en outre, linéaire ou non, suivant que V, est. ou non, une
variété géodésique de ’holoespace ambiant que I'on consideére.

3. Quelques considérations. — Il est bon de remarquer mainte-
nant, quoique ce sujet ne rentre pas dans le plan de cet exposé, que
la proposition précédente permet, en parliculier, de présenter loute
la théorie des équations différentielles linéaires a un point de vue
géométrique et d’une facon extrémement simple. Elle permet aussi
d’établir plusieurs propriétés nouvelles de ces équations; ce sont
toutes celles qu’on peut toujours trouver au moyen du principe de
M. Volterra du passage du fini a Uinfini [11], de toules les propriéiés
d’appartenance ou d’intersection, déja connues depuis longtemps, qui
se rapporient aux variétés linéaires des hyperespaces ordinaires.

Mais on est saisi toutefois, comme il est bien évident, par d’autres
propriétés beaucoup plus intéressantes, en les appliquant & I'étude
d’appartenance ou d’intersection des variétés quelconques non
linéaires. Nous n’insisterons pas davantage sur ces points; nous nous
bornerons ici seulement aux principes de cette théorie d’autant plus
pour le fait qu’elle est en train de se développer.

CHAPITRE VII.

GENERALITES SUR LES VARIETES DES HOLOESPACES (J€), (C) ou (®).
LES PREMIERS ELEMENTS DE LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE DE CES
HOLOESPACES. VARIETES UNIDIMENSIONELLES,

{. Espaces linéaires ou euclidiens. — Soit
z(t)=f{t]uy, ey ovyun),

Péquation paramétrique d’une variété de (J€), (C) ou (R).
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Il est aisé de démontrer que la condition nécessaire et suffisante
pour que f(¢|u,, ..., u,) décrive une variété 4 n dimensions, c’est

que les fonctions f;= ‘%f— soient linéairement indépendantes; ou bien,
13

ce qui est équivalent, que le délerminant
la.;l (4, j=1,2,...,n),
ou
al»i=fﬁ-f‘l dt’

. g
soit différent de zéro [1].

Si ¢1, ¢y ..., ¢, sont n fonctions linéairement indépendantes et
si § est une autre fonction quelconque, la variété (linéaire) d’équation

paramétrique
Z(t) =4+ U191+ UsPo—+...+ UpPn,

aura précisément n dimensions et sera appelée un espace lindaire oun
euclidien a » dimensions.

Ici et dans la suite on devra supposer naturellement, que les fonc-
tions que 'on considére, soient, sur g, & carré sommable, ou con-
tinues, ou continues et dérivables suivant que I'on veut se rapporter
a 'holoespace (J€) ou (C) ou (D).

Un espace linéaire a une dimension sera aussi appelé une droite, a
deux dimensions un plan, a trois dimensions un espace ordinaire.

Si

z(t)="Y+ U1 P1+...+ Uy 3,
c’est une équation paramétrique d’un espace euclidien S, a n dimen-
sions, condition nécessaire et suffisante pour que

()= 4019 +...4 P 0,

puisse étre; elle aussi, une équation paramétrique du méme espace,
c’est que I'on ait
!!J= k!a -+ )\1?1+. A l,,(p,,,

Q1= P11+ o Qoo Ly nPn,

ot les } et les p. sont des constantes.

Si fy et f, sont deux points différents d’une droite r, la différence
Jo>—f1 est appelée un « paramétre » de r.

On voit aisément que le rapport de deux paramétres d’une méme
droite est une constante différente de zéro et que, réciproquement, si
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Yon multiplie un paramétre d’une droite pour une constante différente
de zéro, on obtient un nouveau paramétre de la méme droite.

En rappelant en outre qu’on appelle « fonction normale dans g »
une fonction f telle que

Sra=i,
g
on voit de méme que parmi les paramétres d’une droite r il y en a

deux qui sont des fonctions normales; on les appelle les « paramétres
anormaux » de r.

On dit qu’une droite est orientée s'il est assigné le nom de « para-
métre principal » seulement 4 I'un de ses deux paramétres normaux.
r étant une droite orientée, ¢ étant son paramétre principal f, et fs
étant, enfin, deux points de r, on aura f»— f, = Ko, K constant et
Yon dira que f, précéde fo si K>o0 et que f, précéde f, si Kk <o.

¢ et ¢ étant les paramétres principaux de deux droites r, et r; on
aura, pour I'inégalité de Schwarz,

[fg¢¢dt]’gfgqadt£q;zdt=1,
fg«pwt

et il existera un angle «, o Sa <m, tel que

coso =fq>n{4 dt.
8

On appelle « Pangle des deux droites orientées r, et ry. On en
déduit que si ¢ et § sont deux paramétres quelconques de 7, et r,
comme l'on a 9 =Ko, = hy, K et h constantes, on aura aussi

donc aussi
<,

f%i dt
cosx = £ _—— .

Knh

On dira que deux droites orientées r, et r’, sont « paralléles et éga-
lement orientées », si leurs paramétres principaux ¢ et ¢ sont sur g
généralement égaux; on dira, au contraire, qu’elles sont « paralléles
et inversement orientées », si ces paramétres principaux sont sur g
généralement opposés.
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Dans le premier cas, on aura

/.cpq;dt=c05a=1 (a=o0);
ve
dans le second

f:p!{adt:—-[ (a=x).
g

Réciproquement, si & = o. ¢’est-a-dire si

Sovde=r,

8
on aura aussi

f(?—zp)“dt:fqa'-'dt—?[?qadt+f¢ﬂdt=o,
8 & g 8

et par conséquent ¢ et § sonl, sur g, généralement égaux,
Si au contraire « =, c’est-a-dire si

[ovdi=—,
g

f(:p+t‘g)“dt:fqﬂdt+2fcpqadt+fqﬁdt=o,
g 8 4 g

et par conséquent ¢ et § seront sur g, généralement opposées.
Si ¢ ety représentent maintenant deux paramétres de deux droites

ry et r,etsi
S rvdi=o,

si, en d’autres termes. ¢ el ¢ sont deux fonctions orthogonales, on
dira aussi que ¢ el ¢ sont deux paramétres orthogonaux et I’on voit

aisément que tout autre couple ¢, ¥ de paramétres de r, et r, satis-
fera aussi & la condition d'orthogonalité

f?Zdt=0.
g

Deux droites r, et 7. telles que chaque paramétre de 'une soit
orthogonal a chaque paramétre de I'autre seront dites orthogonales.
Il est presque évident en outre que :

on aura
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St f est un point d’une droite r et ¢ un de ses paramétres,
2(t)=f(t)+ v op(2)
est équation, ou mieux, une des équations paramétriques de r.

Et que

8t une droite r contient deux points d’un espace linéaire S,.

r est entierement contenue dans S,,.

i

Un paramétre d’une droite r contenue dans un espace linéaire S,
est dit « un paramétre de S, ». On peut alors démontrer que :

Si

(&) =4+ u1914+...4 up, 9,

est une des équations paramétriques d’un espace linéaire S,. con-
dition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction f(¢) soit un
parameétre de S, et que f(t) soit de la forme

()= R 1+ hgGo4...+ Ay 0,
¢ T ¢

les ) étant des constantes.

On en déduit que dans un espace linaire S, a n dimensions il y a
seulement 7 paramétres qui sont entre eux lindairement indépendants.
En outre

Si S, et S, (m<n) sont deuzx espaces linéaires et si tous les
paramétres de S,, sont aussi des parametres de Sy, et si S, et S,
ont en commun un point Y, chaque point de S,, appartien! aussi
a S,.

On dit qu’'un paramétre ¢ est orthogonal & un espace linéaire S,
si ¢ est orthogonal a4 chaque paramétre de S,,.

On dit que deux espaces linéaires S, et S,, qui ont au plus un point
en commun sont entre eux orthogonaux si chaque paramétre d’un
de ces espaces est orthogonal a I'autre.

Cela posé on peut démontrer que :

St S, in est un espace linéaire & m + n dimensions, si S,, est un
espace linéaire contenu dans S, n, et si § est un point de S,,, il
existe un espace linéaire S, qui contient { et tous les parametres
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de S qui sont orthogonauz & S,,. Il ne contient en outre aucun
autre paramétre de S,,,, et il est contenu dans S, ,,.

2. Les espaces oy d’une variété; les espaces principaux et leur
détermination au moyen des ricciens [1]. — Soit V, une variété a
n dimensions,

z(t)=f(t|u, uz, ..., un),

sen équation paramétrique, et y un nombre entier positif. Considé-
rons maintenant un point P de V,, et les f,, avec « indice de classe¥,
calculées dans ce point. Si I'on change le systéme des variables u
dans un autre systéme de variables ¢ chaque nouvelle f, devient une
combinaison linéaires des anciennes f,. Il s’ensuit que si pour chaque
systéme particulier de variables u, on pense les f, comme paramétres
d’'un espace linéaire passant par P et déterminé par ses f,, cet espace
ne change pas en changeant le systéme des u. On désigne alors cet
espace qui pour chaque point P de V,, est ainsi bien déterminé par la
notation oy et 'on démontre aisément que le nombre de ses dimen-
sions est ¢gal & la caractéristique de la matrice carrée qui a pour ses
éléments les a, 3,

Qa,B =£fafﬂ dt,

(voir Chap. IV, §, 2), ou « et B varient dans la classe (entiére) v.
On en déduit aussi que le nombre maximum des dimensions qui peut
avoir oy, est le nombre Oy= (n ;' Y) — 1 (voir Chap. 1, § 4) des états
d’un indice de classe y.

L’espace o qui, en vertu de la premiére proposition énoncée au
paragraphe 1 du Chapitre VII, est siirement 4 n dimensions, est
appelé I'espace tangent a la variété V,, envisagée.

Si n=1, lespace tangent se réduit & une droite qui est nommée
« langente » a la courbe V, que I'on consideére.

Si 'on désigne maintenant avec ry le nombre de dimensions de
I'espace oy de V,, on aura, évidemment Fy+12Ty, et si Py > ry il
existe (voir dernier théoréme énoncé, Chap. VII, § 1) dans oy, un
espace linéaire a ry,, — ry dimensions qui est orthogonal a ¢y au point
P de V, que l'on considére. On indiquera cet espace avec le symbole:
Iy, en posant pour symétrie I, = o,.

Les espace II;(i =1, 2, 3, ...) seront dit les « espaces principaux »
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de V,, au point P; en particulier II; sera dit « '™ espace principal
de V,, au point P ».

Si un espace principal II, n’existe pas, ce qui peut bien arriver,
nous dirons que II, est « nul ».

Tutorime. — Si 1L, est nul on a aussi 1, = o pour j > i.

Si en effet z(¢t)=f(¢|u) est 'équation paraméirique de la
variété V, que l'on considére, dire que I, est nul, celarevienta dire
-que chaque fu, o py=+v -1, esl une combinaison lindaire des Ja
pour lesquelles o est de classe y. Mais comme P'on obtient chaque f,
pour laquelle p,=1y -2, par dérivation par rapport a l'une des
variables u, d'une f, pour laquelle p,=—7v +1, chaque f, pour
laquelle p, = y+ 2 est une combinaison linéaire des f, pour lesquelles
Tindice « appartient a la classe y + 1. Par conséquent I'espace oy,
.coincide avec P'espace oy, et 'espace principal Il est nul.

Remarquons maintenant ce qui a beaucoup d’intérél pour la suite,
-qu’en vertu du dernier théoréme démontré Chapitre V (§ 8) tout
élément non nul du (y~+ 1)*™*riccien de f est orthogonal a 'espace o,
et qu’il est par conséquenl, un des paramétres de directions du
(Y + 1)*™ espace principal Iy, ,. On peut maintenant démontrer que
réciproquement, chaque paramétre de IIy,, est une combinaison
linéaire des éléments du (y + 1)*™° riccien de f.

En effet si X est un paramétre de II,,,, il sera une combinaison
linéaire des f,, « étant de classe y + 1. Dans cetie combinaison les f,
.ou I'indice « a y + 1 chiffres, que nous indiquerons avec f,,, f,..
serontl affectées de certains coefficients constanls A, Aa. . ...

Si I’on désigne alors avec F,, I'élément du (y + 1)"™° riccien de f
.qui a pour indices les ¥ + 1 chiffres de «,, et si nous posons

ey

Y= )'l F¢l+ }\2Fa,+.. .y

.on s'apercoit que X — Y se réduit & une combinaison linéaire des
seules f, qui ont I'indice « de classe y; X — Y est donc un paramétre
de I'espace oy; X et Y, sont d’autre part orthogonaux a gy, par consé-
.quent comme, au contraire, X — Y ne peut pas étre orthogonal a gy,
il devra étre nul.

Donc X =Y, ce qui revient a dire précisément que X est bien une
<combinaison lindaire d’éléments du (y + 1)'*™ riccien de f.

On en conclut donc que
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L'espace principal Wy, est déterminé par les éléments (non
nuls) du (y + 1)¥m riccien de f.

3. Les courbes. — On appelle « élément linéaire » d’une courbe C_
d’équation paramétrique z(¢) = f(t|u,), expression

1
2
ds = [ff(ﬂ m)’dt] du,.

si on désigne alors avec df la diftérentielle de f considérée comme
fonction de u,. on peut écrire

W ds’=f(df)’dt.

Il est évident que pour. une courbe C un espace principal II, non
nul se réduit a une droite; on appellera. s'1l s’agit de I'espace prin-
cipal ™, la « droite principale » ou la « normale » ™ de la
courbe C.

Si Il n'est pas nul, si R} désigne le riccien "¢ de f, et si, enfin,

on pose
K, = (0 R(;')
=\/ [IRfra,  x=3L,
o 13

X, est un paramétre normal de II,. c'est-a-dire de la droite princi-
pale ilcmc.

Si { est un nombre pair, X, est un invariant car si 'on passe de la
variable u, a une autre variable ¢, R‘;’ comme K, doivent étre mul-

tipliés tous les deux par (%)l

Si, au contraire, £ est un nombre impair le paramétre X, demeure
invarié pour toutes les substitutions pour lesquelles C[ll—t:i > o0, tandis
que pour les autres il change de signe. '

Supposons maintenant avoir fixé sur la courbe C une origine O des
arcs et un vers positif et indiquons par s la longueur de 'arc de C
comptée a partir de l'origine O.

L’expression )

(2) c,:f‘i‘\'E’]x,H[s]dt
g

d

ne change pas si 'on change le vers positif qu'on a choisi sur G, car
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un tel changement comporte le changement de signe pour chacun des
deux facteurs
dX,[ 5]
ds

et \,4.1[3].

On pose alors la définition suivante :

On appelle C, la i#*m courbure de C. On peut écrire en outre

1
dXls] _ 1 dRPL] Lo PR
ds  K[s] ds rlsl—%

— (1+1) _ Kuns]
= X[ Rf [s]+P,= K.[s] Xia[s]+ Py,

ou Uon a désigné par P, un parametre de Uespace o, : P, est donc
orthogonal & X, .

On en déduit, en vertu de la relation (2), que

_ K [s]
€= KT

En outre, en vertu de la relation (1), on a
dst=K,{u,]” du?}
et, en changeant u, avec s,
ds2=K,[s]* ds,

d’ou
Ki[s]=1.

Il s'ensuit que, en vertu du caractére absolu des K;(s), on peut

écrire
C = kH—i[S] _ kv
YT hsTkis] T Kk’

quelle que soit la variable u,.
On obtient aussi

dX [ ]
c,=_fx [s)L2eclsl gy
A ! ds ’

relation qu’on élablit tout de suite par dérivation de I'égalité

fx,[:s]x,+,[s] dt = o.
g
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Passons maintenant a élablir les formules de Frenet. lI faut démon-
trer a ce but tout d'abord le théoréme suivant :

Si X, = Bt 5y pien X, = 0, ou bien ilest orthogonal aux para-
] du, t
metres, X, X,. ..., X,_», X,.

Supposons en effet p, << { — 1; on aura

fx,fadt=0,
8

fX’ifadt+fX,fwdt=o.
8

d’ou

Mais comme l¢ nombre des chifires de l'indice @, est plus petit

ue ¢, on a aussi
b
S X fude=o,
g

fX’tfadt=o.
et

Si donc X; n’est pas nul, il est orthogonal aux parameétres X,,

et, par conséquent,

Xay .y X,_o €L cOmme f}x;’ dt =1, on en conclut aussi, par déri-
g

vation, que si X n’est pas nul il est orthogonal a X,. Le théoréme est

ainsi démontré.

Cela posé prenons, comme variable, s au lieu de u, et remarquons
tout d’abord que comme X, est une combinaison linéaire des fo, «

, .\ . dX,(s) . oL
étant de classe entiére i, X, = —;l’g—’ sera une combinaison linéaire

des f, avec « indice de classe { + 1 et il appartiendra donc a ¢,,.
X, est, en outre, orthogonal a I'espace linéaire déterminé par

A S G

et pourtant il appartiendra a 'espace linéaire déterminé par X,_, et
X1 on aura donc
X; = )‘Xl+1 -+ p.X,_l,

ou A =2A(7) et p.= pu(7).
En multipliant alors cette relation, une fois pour X;,,, et une
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autre fois pour X;_,, et intégrant par rapport a ¢, on obtient

).=fx;x,+, ds, P.=fx;xi_1 di,
g g

A=G, =— G,

c’est-a-dire

d’ou
*X,L = Cz xz+1 - Ct—l Xz—-l-

Ce sont précisément les formules de Frenet.

Remarquons finalement qu’on pourrait aussi établir aisément les
propriétés suivantes [1] :

L OnaX, =%
. OnaRpP =27
dz
L. OnaC?= fg (4Z) a

4. Le théoréeme fondamental sur la pseudo-linéarité des courbes.
— Si C est une courbe de 'holoespace ambiant que I'on considére,
on pourra arriver, ou bien que € soit entiérement plongée dans un
espace linéaire contenu dans I’holoespace ambiant, ou bien que cela
n’arrive pas.

Dans le premier cas nous dirons que € est une courbe pseudo-
linéaire; dans le deuxiéme, qu’elle est une courbe transcendante.

Nous verrons par la suite la conséquence que ces deux éventualités
possibles comportent, en vertu des idées introduites par M. Minetti
au sujet du concept d’équation non paramétrique d’une variété, pour
la théorie des équations différentielles ordinaires; maintenant, au
conlraire, nous donnerons ici le théoréme fondamental concernant
la pseudo-linéarité ou non d’une courbe C de I’holoespace que I'on
considére.

TutorimE FonDAMENTAL. — La condition nécessaire et suffisante
pour qu’une courbe C de Uholoespace ambiant que U'on considére
soit plongée dans un espace linéaire & i dimensions tandis qu’elle
ne Uest pas dans un espace a i — 1 dimensions, est que pour tous
ses points. la (i+ 1)¥m droite principale soit nulle, tandis que
ne le soit pas sa i*m droite principale.
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Si en effet la droite principale ({4 1)®™ de C est nulle, parmi les
¢éléments du systéme des f,, « élant de classe ¢ 41, il existe une rela-
tion linéaire, et par conséquent le deuxiéme membre f(t|u,) de
I'équation paramétrique z(¢)=f(¢|u,) de G, considéré comme
fonction de u,, est solulion d’une équation différenticlle linéaire
homogéne d’ordre { + 1 du type

[3
dr—l—lf
zrbr[lM] d—u":ﬁ = 0.
!

Si alors @y =1, @,(u), ..., a(u,) est un systéme fondamental
d’intégrales de cette équation, on aura

i
JS=10 +Zr ¢rar(us),
1

ou les ¢o, ¢4, ..., 9, sont des constantes par rapport a u,, et par
conséquent, des fonctions de .

Par ¢ dérivations successives alors, des deux membres de cette
derniére égalité, par rapport a u,, on obtiendra un systéme de { 41
équations linéaires dans les i+ 1 fonclions ¢, le déterminant des
coefficients duquel, élant le Wronskien des aq, ay, ..., a;, est diffé-
rent de zéro. Il s’ensuit que chaque fonction ¢ est une combinaison
lindaire de f et des f, avec « de classe i + 1. f est donc un point de
I'espace linéaire qui passe pour ¢, el qui est déterminé des para-
metres @, Poy ...y @

La courbe C appartient donc a un espace linéaire & un nombre de
dimensions qui est plus petit ou égal a 7.

Réciproquement, si la courbe C est plongée dans un espace linéaire
S, a i dimensions, toutes f, avec a de classe {41 appartiennent a
cet espace, et par conséquent ces f, sont entre elles linéairement
dépendantes et il exisie un nombre minimum j<i+ 1 lel que la
droite principale j**™ de C est nulle. Il s’ensuit que la droite princi-
pale (i + 1)™ est nulle aussi.

De ce qu'on a établi jusqu’ici va suivre alors le théoréme énoncé,
car si 'espace linéaire S, ou est plongée la courbe C, a un nombre
de dimensions p <, la premiére droite principale qui est nulle est
d’ordre i+ 1, ot réciproquement, si une droite principale d’ordre
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plus petit que ¢ + 1 est nulle, la courbe C est plongée dans un espace
linéaire S, avec un nombre de dimensions p < i,

CoroLraire. — ST aucune des droites principales de C est nulle,
la’ courbe C est une courbe transcendante.

CHAPITRE VI

LEs ﬁQUATIONS DIFFERENTIELLES PSEUDO-LINEAIRFS ET TRANSCENDANTES.
LES CO\DITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR LA PSEUDO-LINEARITE
D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE ORDINAIRE.

1. Les conditions nécessaires et suffisantes pour la pseudo-linéa-
rité d’ordre 2 d’une équation différentielle ordinaire du premier ordre
non linéaire. — On a vu précédemment que I’équation non paramé
trique d’une courbe C de I'holoespace ambiant que I'on considére,
est une équation différentielle z(¢) = f| ¢| z(¢)] du premier ordre par
rapport a la fonction z(¢) qui représente le point générique de C.

D’autre part, 'équation non paramétrique d’un espace linéaire S,
plongé dans I’holoespace ambiant est & son tour une équation diffé-
rentielle linéaire d’ordre p par rapport a la fonction z(¢) qui repré-
sente le point générique de S,.

Donc si la courbe C est une courbe pseudo-linéaire d’ordre p,
c’est a-dire si elle est entiérement plongée dans un S, cela veut dire
que toutes les intégrales de 'équation du premier ordre

(1) z(t)=fltl=z(D)]],

qui est Péquation de C, sont aussi intégrales de I'équation différen-
tielle linéaire d’ordre p

(2) 2PV (£) = ba(2)xP=(2) + ba( £) P~ (2) 4. ..+ bp_1 (2)2'(t) + bp( ),

qui est Péquation (non paramétrique) de S,.

Nous dirons alors que I'équation (1) est une équation différentielle
pseudo-linéaire d’ordre p.
Si au contraire la courbe C d’équation

(1) z'(t) =flt|z(8)]]

est une courbe transcendante, nous dirons que son équation (1) est
aussi transcendante, et dans ce cas il n’existera aucune équation diffé-

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 79, 5
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rentielle linéaire d’ordre aussi élevé que 'on veut qui jouisse de la
propriété de conlenir parmi ses intégrales toutes les intégrales de
I’équation du premier ordre (1) qu’on a envisagée. On est ainsi
amené & une classification des équations différentielles ordinaires qui
semble pouvoir rendre beaucoup de services a I'analyse et qui a ses
plus profondes racines dans une conception géométrique tout a fait
nalurelle, a savoir que les équations différentielles ordinaires sont les
équalions, au sens proprement dit, des variélés plongées dans un
holoespace.

Le dernier théoréme démontré au Chapitre précédent nous permet
alors d’établir ici les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
équation différentielle soit, ou non, pseudo-linéaire et d’un certain
ordre donné. La chose est d'autant plus intéressante, en tant qu’une
fois assuré qu’une certaine équation différentielle est pseudo-linéaire
d’ordre p, on esl aussi assuré par la méme, que les intégrales de
I'équation différentielle donnée jouissent de tous les caractéres
analytiques dont jouissent les solutions d’une équation linéaire
d’ordre p.

Nous nous bornerons ici a considérer les conditions qui carac-
térisenl une équation différentielle du premier ordre qui soit pseudo-
linéaire d’ordre 2.

Soit donc

(1) ()= fltlz()]],

une équation différentielle du premier ordre qu’on suppose, natu-
rellement non linéaire, et soit C la courbe de 'holoespace ambiant
qui a pour équation 1'équation (1).

Si celte équation est pseudo-linéaire d’ordre 2, la courbe C sera
aussi pseudo-linéaire d’ordre 2 et réciproquement. En vertu alors du
dernier théoréme démontré dans le Chapitre précédent, pour que
cela arrive il faut el il suffit que la deuxiéme droite principale de C
soit nulle, tandis que la premiére n’est pas nulle.

Dire, d'autre part que la deuxiéme droite principale de C est nulle
revienl a dire que le correspondant riccien est nul; si en effet ce riccien
n’était pas nul, la deuxiéme droite principale en queslion ne pourrait
étre nulle, car} dans cette hypothése cette droite existerail el serail
parfaitement délerminée de ce riccien (voir a la fin du paragraphe 2,

Chapitre VIL).
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Si done

=

(3) wu)—zm—Z([w) ——;L)—w 24)

=1

est le développement de Cauchy qui donne I'intégrale de I’équation
(1) qui pour ¢ = ¢, acquiert la valeur z,, et qui donne donc, si 'on
pense z, variable, l'intégrale générale de la méme équation, en rappe-
lant la définition de riccien (voir Chap. IV, § 3) et en tenant compte
que les symboles de Christoffel sont représentds maintenant des
expressions

~ I)W d°q> )
de! av.®
@ za{ dxg dzd {7
on parvient aisément a la condilion
758 7
(5) (d ,—l—o)(xo)d?,+q>1(uro) =o,
ou
_ 1 dio J’o dp o )
#1(20) = A[ 9zg 93 ), Ty 93 ©
3 Fo do D’
- ().t‘; oz, dtl(dﬁo) dt]’
® o d do o°
_1 o'e 99 o9 0%
9(20) = A[ Jzg dz; |z, 73 %
2’9 9 9
| oz azy ), (dxo) d‘]
et

() o3 5

dxo dx’
Jdo J’yp e
o, 0z "‘fg(ox—a) it

Dans ce cas, d’autre part, c’est la condition (3) toute seule qui est
a la fois nécessaire et suffisante pour la pseudo-linéarité d’ordre 2 de
l’équauon différentielle (1), caril est évident que la condition ultérieure
imposant que la premiére droite principale de C ne soit pas nulle est
parfaitement équivalente & I'hypothése, déja faite, que 'équation (1)
de C ne soit pas linéaire |2, c].

(7) A= fg
f
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OUVRAGES A CONSULTER.

G. VitaLl. — Geomelria nello spazio hilbertiano (Bologna, Nicola Zanichelli, 1929).
M. Frecrer. — Les espaces abstraits (Paris, Gauthier-Villars, 1928).

P. Ltvy. — Legons d'Analyse fonctionnelle (en espéce le Chapitre VII) (Paris,
Gauthier-Villars, 1922).

Pour ce qui concerne, en outre, la notion fondamentale de « distance », en
général, dans les ensembles abstraits, on pourra consulter :

M. FriécuET. — La notion d’écart et le calcul fouctionnel (C. R. Acad. Sc.,
t. 140, 10 mars 1905).

— Les ensembles abstraits et le calcul fonctionnel (Rend. Circ. Mat. Palermo,
t. 30, 1910, p. 1-26).
— Sur les classes (V) normales (Trans. Amer. Math. Soc., t. 14, 1913,
p- 320-324).
— Généralisation d’un théoréme de Weierstrass (C. R. Acad. Sc., t. 139,
21 novembre 1904). ’
— Sur les ensembles abstraits (Ann. Ec. Norm. sup., t. 38, 1921, p. 341 387).
— Sur I'homéomorphie de deux ensembles et sur les ensembles complets
(Bull. Sc. math., t. 49, 1925, p. 100-103).
P. Urvson. — Les classes ((?) séparables et I'espace hilbertien (C. R. Acad. Sc.,
t. 118, 1924, p. 65).
— Sur un probléme de M. Fréchet (C. R. Congrés Soc. sav. Dijon, 1924).
M. FrécHET. — Sur la notion de nombre de dimensions (C. R. Acad. Sc., t. 178,
1924, p. 1782).
F. Riesz. — Sur les systémes orthogonaux (C. R. Acad. Sc., t. 144, 18 mars 1907).

M. FrécueT. — Essai de Géométrie analytique a une infinité de coordonnées
(Nouv. Ann. de Math., t. 8, 1908, en deux parties).
C. ArzerA. — Sulle serie di funzioni analitiche (Rend. Acc. Scienze Istituto di

Bologna, t. T, 1902 1903, p. 33).
P. MonTteL. — Sur les suites de fonctions analytiques (C. R. Acad. Sc., t. 138,
1904, p. 469).
M. Frécrer. — Sur divers modes de convergence d’une suite de fonctions d’une
variable (Bull. Calcutta Math. Soc., t. 11, 1921, p. 187-206).
— Sur la distance de deux ensembles (Bull. Calcuita Math. Soc., t. 15, 91,
1924, p. 1 8).
— Sur la distance de deux surfaces (Ann. Soc. polonaise Math., t. 2, 1924,
p. 232-247).
P. Urysox (rédigé par P. ALEXANDROFF). — Sur un espace métrique universel

(Bull. Sc. Math., t. 51, 1927, p. 1-38).
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M. Frécuer. — L'expression la plus générale de « distance » sur une droite

(Amer. Journ. Math., t. 41, 1925, p. 1-10).
— Sur P'espace métrique universel de Paul Uryson (Bull. Soc. Math.,

t. 89, 1925, p. 297-301).

W. Sierpinsk1. — Sur les ensembles connexes et non connexes (Fund. Math.,
t. 2, 1921, p. 81-97). ‘

C. ArzeLA. — Sulle funziom di linee (Mem. R. Accad. Sc. Ist. Bologna, t. B,
1895, p. 55 74).

G. Variron. — Sur les courbes continues qui admettent une tangente en chaque
point (Nouy. Ann. Math., t. 21, 1926).

M. FrECHET. — Sur une représentation paramétrique intrinséque de la courbe
continue la plus générale (Journ. de Maih., t. &, 1925, p. 281-297).

P. ALExanpRrOFF. — Sur les ensembles de la premiére classe et les ensembles
abstraits (C. R. Acad. Sc., t. 178, 1924, p. 185 187).

F. Hausporrr. — Die Mengen Gj in vollstindigen Raumen (Fund. Math.,
t. 6, 1924, p. 146 148).

W. Siereinski. — Sur I'espace @, de M. Fréchet (Fund. Math., t. 9, 1927,
p- 189-192).
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