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QUESTIONS TOPOLOGIQUES

DE

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

Par M. J. DUBOURDIEU.

INTRODUCTION.

Le titre du présenl fascicule n’est que la traduction de celui de
Topologische Fragen der Differentialggometrie sous lequel ont
élé publiés ces derniéres années, a linstigation de W. Blaschke,
divers travaux de géométrie donl nous nous proposons de présenter
ici quelques exemples typiques. Parmi ces travaux, on peut d’ailleurs
distinguer deux catégories assez différentes.

Les uns, de géométrie pure, auxquels se rattachent tout naturelle-
ment des questions d’axiomatique, consistent a étudier les propriétés
des figures géométriques qui restent invariantes par toute transfor-
mation dite « topologique ». Tels sont, pour en citer quelques-uns,
les travaux de W. Blaschke sur les réseaux de courbes a configuration
hexagonale (Sechseckgeweke) [1] et les réseaux de surfaces a confi-
guration octaédrale (Achtflachgewebe) [2], ou ceux de K. Reide-
meister et Podehl sur les réseaux et groupes [39] a [44].

Les autres, de géométrie différentielle, procédent par voie analy-
tique et supposent que les figures géométriques et les transformations
par rapport auxquelles on étudie leurs propriétés d’invariance, soient
de plus astreintes & satisfajre a certaines conditions de régularité et
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2 J. DUBOURDIEU,

d’analyticité permettant de leur appliquer les procédés habituels du
calcul différentiel. Méme lorsqu’on aura restreint de la sorte la géné-
ralité du groupe fondamental de transformations, nous continuerons,
d’ailleurs avec W. Blaschke, 4 désigner ces derniéres sous la déno-
mination de « transformations topologiques » et les invariants diffé-
rentiels des figures envisagées seront dits « invariants topologiques ».
En particulier, nous dirons qu’une figure I est topologiquement
applicable sur une figure F’ ou encore qu’elle lui est lopologiquement
équivalente, s’il existe une transformation topologique, au sens res-

Lreint que nous venons d’attribuer a cette expression, qui transforme
FenF'.

Nous laisserons complétement de coté, dans cel exposé. les pro-
blémes de géométrie pure, el nous nous bornerons a étudier quel-
ques problémes simples de géométrie différentielle appartenant a
la seconde catégorie elrelatifs aux familles de courbes et de surfaces
dans le plan et U'espace a trois dimensions. Dans ce genre de recher-
ches, la méthode analytique conduit d’ailleurs assez souvent a des
résultals que I'on peut, en fait, démontrer sous des conditions beau-
coup moins restrictives par une voie purement géomélrique et qui
suggérent alors des recherches rentrant dans le cadre des questions
de la premiére calégorie, que nous signalerons incidemment.

D’autre part, nous traiterons ces questions par une méthode un
peu différente de celle des mémoires originaux, mais qui présente
l'avantage de les faire rentrer dans un type de problémes qui a été
étudié dans toule sa généralité par E. Carlan au début de son
Mémoire sur les « sous-groupes des groupes continus de transfor-
mations », & savoir celui de l’équivalence de deux systémes de
nformes de Pfaff a n variables par rapport aux substitutions lindaires
d’un groupe a r variables [25].

Limité ainsi a I'étude de ces quelques problémes particuliers, le
présent fascicule n’a d’autre prétention que de montrer la nature des
études de géométrie différentielle publiées sous le titre de Topolo-
gische Fragen der Differentialgeometrie, et d’attirer I'attention
du lecteur sur les méthodes de E. Carlan qui apparaissent particu-
liérement bien adaptées a ce genre de recherches.
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CHAPITRE 1.

PROBLEME GENERAL DE L'EQUIVALENCE ET INVARIANTS D'UN SYSTEME DE PFAFF.

I. — Produits symboliques. Covariants bilinéaires et trilinéaires.

1. Etant données deux séries de n différentielles

(I) dx,, d.Z‘), ceny dxn,
(2) 3z, OZs, ..., Ozn,

nous poserons, suivant la notation des produits extérieurs de Grass-
mann,

(3) [dz., dz;) = dz, dz;— dx; dz,.

Si, aux séries (1) et (2), on adjoint une troisiéme série de n diffé-
rentielles

(4) Dz,, Dz», ..., Da,,

on posera de méme
dz, dz; dx;
(5) [dz,, dz,, dzz)=| 3z, dx; dxi
Dz, Dxz; Dazi

Soit, d’autre part, deux expressions de Pfaff :
p X exp

w(d) =a, d$1+ as d$2+. o an dwn,

6
(6) | w(d) = b,dz,+ badzo+...+ bpdzn;

on appelle « produit extérieur » ou encore « produit symbolique » de
ces deux expressions de Pfaff, et 'on note [w, m] I'expression bili-
néaire par rapport aux deux séries de variables (1) et (2)

(7) [0, ] =0(d)®(8) — w(3)s(d).

De méme, si w, @, y sont trois expressions de Pfaff, on désignera
par la notation symbolique [0, m, ] la forme trilinéaire par rapport
aux trois séries de variables (1), (2), (4)

w(d) w(d) x(d)
(8) [w,®, x]=]| v(d) »(@) x(3)
o(D) =(D) (D)
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Avec ce systéme de notalions, il est clair que I'on a
(9) [w’ m]=—l_w7 w]7

(10) [wr w, X.] = [m7 Lo ‘”] = [XJ w, m]
=—[w, v, y]=—[0,  w]l=—[1 & 0]

Les produits symboliques (7) et (8) s’expriment linéairement en
fonctions des produits extérieurs (3) et (5), en multipliant symboli-
quement les expressions de Pfaff », m, y suivant les régles de la mul-
tiplication symbolique de Grassmann, qui ne différent des régles
ordinaires de I’algébre que par la condition que, dans chaque produit
partiel, on doit prendre soin de ne pas intervertir ordre des facteurs

ou de lenir compte des relalions (9) et (10) si on interverlit cel
ordre.

2. Etant donnée I'expression de Pfaff a n variables

o(d)=a dzxy+a> dz,+...+ andxy,

on appelle « covariant bilinéaire » ou « dérivée symbolique » de cette
expression de Pfaff, et nous désignerons par ', 'expression covariante
bilinaire par rapport aux deux systémes de différentielles caracté-
risés par les symboles d et 8, définie comme suit :

n
(11) o'=dw(d)—3dw(d) =2 da, 8z, — da; dz,
=1

_ da; day )
_2 (dwl - ;;;]—)[dﬁt, dx,].
k)

De méme, étant donnée une expression différentielle bilinéaire
alternée quelconque,

Q(d, 3) =2 ayldz,, der]  (aue=— ar, a;= o),
(Lk)

on appelle « covariant trilinéaire » ou « dérivée symbolique » de cette
expression bilinéaire I'expression covariante trilinéaire par rapport
aux trois systémes de différentielles caractérisés par les symboles d,
d et D, définie comme suit :

(12) @=dQ(3, D)+3Q(D, d)+D0(d, b) = Za,i[dzi, dz;, dwi]
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avec
da da da
L A 1k -+ ki

a =
U= Dzx T 0w, T oz,

Si A désigne une fonction quelconque des z, le covariant bilinéaire
de Aw est

(13) (Aw)Y=[dA, o]+ Auw,
et le covariant trilinéaire de I’expression bilinéaire A [w, @] est
(14) [Alo, o]] =[dA, 0, &]+ A[, B] — A[o, &].

Les coefficients du covariant bilinéaire d’une expression de Pfaff
satisfont 4 des relations qui résultent du théoréme fondamental sui-
vant :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une expression
différentielle bilinéaire Q (d, d) soit le covariant bilinéaire d’une
expression de Pfaff o est que son covariant trilinéaire Q' soit
identiquement nul. (Théoréme fondamental.)

L’identité exprimée par le théoréme précédent est 'analogue de
I'identité de Jacobi dans la théorie des systémes complets d’équations
aux dérivées partielles. Nous Pappellerons « identité fondamentale ».

(E. Cartan [26].)

3. La notion de covariant bilinéaire joue un réle essentiel dans la
théorie des systémes d’équations de Pfaff.

Rappelons tout d’abord que la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'une expression de Pfaff soit une différentielle
totale est que son covariant bilinéaire soit nul.

Considérons maintenant un systéme de s équations de Pfaff indé-
pendantes & n (n > s) variables, dont on regarde s comme des fonc-
tions inconnues des 7 — s autres variables supposées indépendantes.
Un tel systéme est dit complétement intégrable s’il admet une solu-
tion et une seule telle que, pour des valeurs numériques données des
variables indépendantes, les fonctions inconnues prennent des valeurs
riumériques arbitrairement choisies.

La condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme de
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Pfaf soit completement intégrable est que les covariants bili-
néaires des premiers membres des équations du systeme s'an-
nulent quand on y suppose les différentielles liées par les équa-
tions du systeme. (Théoréme de Frobenius.)

Les systémes complétement inlégrables ne constituent qu’une
classe trés partliculiére des sysiémes généraux d’équations de Pfaff.
La recherche de I’existence et du degré d’indétermination des multi-
plicités intégrales les plus générales d’un systéme de Pfaff’ constitue
la théorie des systémes de Pfaff en involution mise au point par
E. Cartan [26]. Comme nous n’aurons pas a y faire appel dans I'ex-
posé des quelques problémes particuliérement simples que nous
étudierons par la suite, nous n'insistecrons pas ici sur cette théorie,
bien que la connaissance en apparaisse indispensable a qui se propo-
serait de poursuivre des lravaux dans cette voie.

Nous n’insisterons pas davantage ici sur les applicalions que
E. Cartan a fait de cette théorie a celle de la structure des groupes
finis ou infinis de transformations [26]. Nous nous bornerons a rap-
peler que cette théorie consiste essentiellement a définir les groupes
continus finis ou infinis de lransformalions, comme ensembles de
transformations qui laissent invariantes un certain nombre de fonc-
tions et d’expressions de Pfaff, et nous donnerons dans ce qui suit

des exemples de ce mode de définition pour des groupes continus
finis.

II. — Systéme complet d’invariants de ~» formes de Pfaff
4 n variables.

4. On dil que deux systémes de n expressions de Pfaff linéaire-
ment indépendantes a n variables, 'un w,, w,, ..., w,, aux variables
Zy, Tay Tn; lautre Q;, Qy, ..., ,, aux variables X,, X,, .... X,
sont équivalents s'il existe une transformation ponctuelle

(15) (T) =X (2, 2y ..., 20) . (D=1, 2, ..., n),

telle que, par cette transformation, Q,, &,, ..., &, se déduisent res
pectivement de o, wa, ..., @p.

Les formes wi, @, ..., @, 6tant supposées linéairement indépen-
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dantes, leurs covariants bilinéaires peuvent étre mis sous la forme

1.%.n

(16) vy = Z ciks[o, o] (s=1,2,...,n),
(24)

et Uon sait que les coefficients ciz restent invariants par rapport
a toute transformation ponctuelle (T). Ce sont des invariants du pre-
mier ordre en ce sens qu'ils s'expriment au moyen des dérivées
premiéres des coefficients des w,. D’autre part, étant donné un inva-

rianl ¥ d’ordre quelconque, sa différentielle peut étre mise sous la
forme

n
17) du =Z u;wy,
i=1
et les coefficients u; sont manifestement eux-mémes des invariants de
I'ordre immédiatement supéricur.

Du systéme fondamental d’'invariants cis on déduit ainsi, par diffé-
rentiations successives, des invariants d’ordre de plus en plus élevé.,
Ces derniers sont d’ailleurs liés par les identités que 'on obtient en’
écrivant, d’une part (relation fondamentale) que les covariants trili-
néaires des (o) sont identiquement nuls. et d’autre part que les
covariants bilinéaires des différentielles de chacun d’eux sont identi-
quement nuls.

Supposons que, parmi les invariants ainsi formés, il y en ait p<n,
soient 4, ¥a. ..., ¥p qui, considérés comme fonctions des variables
Z1y gy « ..y Ty, soient indépendants, ce qui revient a dire que tous
les autres sont des fonctions de ceux-la. Les coefficients c,;; des for-
mules (16) sont alors des fonctions des y, ainsi d’ailleurs que les
coefficients A;; des différentielles dy;,

A
(18) dy,=2 haor  (i=1,2,...,p)

k=1

exprimées en fonction linéaire des w,.
En effectuant les mémes opérations sur les formes &,, Q., ..., Q,,
aux variables X,, X,, ..., X,,, on aura des identités analogues ’
1° n
(16") Q= Cus[ Q. & ],
(4



8 J. DUBOURDIEU.

et des Gizs on déduira par différentiation des invariants d’ordre supé-
rieur comme pour les w,. Dés lors, il esl évident que le systéme de
Pfaff () ne pourra étre équivalent au systéme de Pfaff (w) que si
ees opérations conduisent au méme nombre p d’invariants indépen-
dants Y,, Yy, ..., Y,, et si les coefficients C,s des formules (16'),
ainsi que les coefficients H,; des 2, dans les développements linéaires
des dY,, sont les mémes fonctions des Y que les quantités correspon-
dantes ¢, et A étaient fonctions des ). Mais de plus, s'il en est
ainsi, les deux systémes sont effectivement équivalents, car si 'on
suppose que dy,, dya, ..., dy, sont lindairement indépendants par
rapport & @y, o, ..., w,, le systéme différentiel

Q = uw,, Qo= w», cey Q= oy,

qui exprime I’équivalence des deux systémes de Pfaff, et ou I'on con-
sidére les X comme fonctions inconnues des z, est équivalent au
systéme mixte

Y=y, Yo =y, ey Yp=yp,

QP+' = Wpq, “eey Q"= Wr,

(19)

et 'on apercoit immédiatement que ce dernier est complétement
intégrable.

-Supposons en particulier p < n. La solution générale du systéme
(19) dépend alors de n — p constantes arbitraires et I'on apercoit
que chacun des systémes (») et () admet un groupe continu fini de
transformations a n — p parameétres, qui peuvent étre caractérisées
par la propriété de laisser invariantes d’une part les p fonctions
Y1y Y25 - -1 ¥y €t d’autre part les formes de Pfaff w, qui satisfont aux
identités

1.2...n

oy = 2 clks[wlwk])
(2h)

(20) u
dy;= 2 hixor,

k=1

dans lesquelles les cii et les ki sont des fonctions connues des y.

On peut montrer que tout groupe continu fini peut, en ajoutant au
besoin des variables auxiliaires, étre défini de cette maniére; d’autre
part deux groupes, pour lesquels le nombre des invariants y est le
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méme et pour lesquels les cis et les Az sont les mémes fonctions de
ces invariants, sont semblables. D’ou le nom « d’équations de struc-
ture » donné par M. Cartan aux relations (20).

D’ailleurs, la condition nécessaire et suffisante pour que le groupe
soit transitif est que les ¢, soient des constantes; celles-ci sont alors
assujetties & satisfaire aux mémes conditions que les constantes de
structure qui se présentent dans la théorie ordinaire de la structure
des groupes finis de Lie.

On exprime généralement l'ensemble des résultats précédents en
disant que les invariants ¢, et ceux qui s’en déduisent par différen-
tiation, comme il a été indiqué ci-dessus, constituent un systéme
complet d’invariants du systéme de Pfaff (o).

B. Les problémes particuliers que nous traiterons dans ce qui suit
rentrent dans le type plus général suivant :

Etant données n expressions de Pfaff wi, ws, ..., 0, linéaire-
ment indépendantes aux n variables xy, za, ..., z,, déterminer
un systeme complet d’invariants de ce systéme :

1° par rapport & une transformation ponctuelle quelconque;
2° par rapport a une substitution linéaire quelconque des
Jormes o, appartenant & un groupe a r parametres (T'), soit

) o,=ay(w)o,+ap(@)wr—+...4ap(w)w, ((=1,2,...,n)

ot les o sont des fonctions données des paramétres u,, u,, ..., u,
qui définissent le groupe T.

Par systéme complet d’invariants il faut entendre un systéme d’in-

variants qui, comme au paragraphe précédent, fournisse la solution
du probléme d’équivalence suivant :

Etant donnés deuz systemes de Pfajff, Uun o, s, ..., o, auz
variables 2y, Zay . ..y ZTn, Uautre Q,,2,, ..., aux variables X,
Xy, ..., X,, rechercher s’il existe une transformation ponc-
tuelle (T) telle que, par cette transformation, &y, R4, ..., se

déduisent de w,, w4, ..., w, par une substitution du groupe (T),
c’est-a-dire telle que Uon ait

Q= oan(u)w, + ap(U)ws4-. ..+ a;p(U)wy,
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les u étant pour une transformation (T) répondant a la question
certaines fonctions de z,, Za, ..., Zn;

Ce probléme a été traité a fond par E. Cartan [25] et fait intervenir
dans sa généralité la théorie des systémes de Pfaff en involution.
Nous nous bornerons a indiquer ici que le principe de la méthode de

E. Cartan consiste a considérer les r paramétres du groupe (I')
comme r variables auxiliaires et a poser

0= ap(u)w + ap(u)ws+. ..+ a;p( U)Wy,
2, =, (U)Q,+ a2 (V)2 +. ..+ 2, (U)Qp,
Le probléme primitif revient alors au suivant :
Déterminer pour X, X,, ..., X,, Uy, Uy, ..., U, un systeme
de u—+-r fonctions indépendantes de z,, zs, ..., n, Uy, Uay ..., Ur

telles que les expressions Q, deviennent égales aux expressions oy.

On est donc ramené, en somme, a I’étude des invarianils des
expressions w,. Les exemples simples que nous traiterons dans ce qui
suit, et plus particuliérement celui du Chapitre III, feront com-
prendre le mécanisme de la méthode préconisée par E. Cartan pour
élucider ce probléme, et, pour une étude plus approfondie, nous ne
pouvons que renvoyer le lecteur au mémoire original.

CHAPITRE I1.

I. — Réseaux de trois familles de courbes dans le plan.

6. Considérons trois familles a un paramétre de courbes, définies
dans un certain domaine du plan (u, ¢) par trois équations de Pfaff

0,:0, 02=0, 03=0.

Nous dirons qu’elles forment un réseau si les formes de Pfaff 6, sont
deux & deux linéairement indépendantes en lout point du domaine
considéré. Les expressions 0, n’étant définies qu’a un facleur prés, on
peut alors loujours imaginer que les trois familles de courbes sont
représentées par les équations

(21) 0= w,—wr=0, 0)=cew;—’wo= o, 0;=¢c2w; — sws= o,
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ou 1, ¢, €2 sont les trois racines cubiques de I'unité
1+¢+¢e2=o0,

el ou w; et w, sont deux expressions de Pfaff, linéairement indépen-
dantes, qui ne sont d’ailleurs définies qu’a un facteur commun A prés,
c’est-a-dire auxquelles on peul encore faire subir la transformation

(22) (I) W= Awy,  w;= Aw.

L’étude des invariants du réseau se raméne ainsi a I’élude des inva-
riants de deux formes de Pfaff linéairement indépendantes w,, w, par
rapport & un changement de variables quelconque d’une part, el aux
transformations du groupe linéaire (T') d’autre part.

On remarquera que P'on peut loujours, par un changement de
variables convenable, représenter les irois familles de courbes du
réseau sous la forme

2z = const., ¥y = const., 3—‘;: = f(z, y).

L’¢tude des invariants du réseau se raméne alors a celle des inva-
rianis de ’équation différentielle du premier ordre

d
& =fa p),
par rapport au groupe infini de transformations
X=X(2), Y=Y(y),

et elle a été faite incidemment sous celle forme par E. Cartan dans le
mémoire cité au chapitre précédent [25].

Les covariants bilinéaires des formes w, peuvenl étre mis sous la
forme
(o)Y=pi[w, w2], (w2)=po[w1, w2].

Si alors on considére dans les relations (22), A comme tine nouvelle
variable auxiliaire, on apercoit que les covariants bilinéaires des
expresssions w, ont pour expressions

(&) =l ]+ 2oy =[F — pron 1],

() =[dhe>]+ A(wp)= [%—l + pawyy, ;;]
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ou
(23) (w)=[w o) (2)=[w, 0],
relations dans lesquelles

- di

B= - pra — py oy,

reprgsente une nouvelle forme de Pfaff en du, dv, d), linéairement
indépendante de w; et ®s.
En écrivant (relation fondamentale) que les covariants trilinéaires

de () et (w.)' sont identiquements nuls, il vient
[, o} =[, ms] =o.
D’ou l'on conclut que @' est de la forme
(24) (®)'=plw, we].

Imaginons alors que U'on effectue sur o, el w, la transformation
infinilésimale qui engendre le groupe linéaire (T'), soit

(22) SuT1_= eJ., 3ws = ews.
En écrivant que I'on a, comme il est bien connu,

8(wr)' = (8w,)',
il vient
[0 — de, , | = [3w — de, w;] = o.

D’ou 'on déduit que la forme m subit la transformation
o5 = de
et I'identité _
d(w)=(bw)»
montre alors que p subit elle-méme la transformation

3% +2pe=o.

La quantité E est donc un invariant relatif, du second ordre en ce
sens qu’il s’exprime en fonction des dérivées secondes des coefficients
des formes ,.
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7. Supposons tout d’abord

p=o.
11 vient alors

(28) (o) =[mw], (0)=[w 0] (@) =0
Soit d’autre part (R) un autre réseau, défini dans un systéme de
coordonnées (UV) par des expressions de Pfaff Q,, ,. Si I’on pose,

comme pour le réseau () défini par w, et w,,

Q,=Ag,, 2= AQ;,

on aura en considérant A comme une nouvelle variable auxiliaire
adjointe a U et V, des identités de la forme

) (e)=[F o], (2)=[me] (@)'=R[o,a]

Pour que ce nouveau réseau soil topologiquemenl équivalent au
réseau (r) défini par w, et w,, il faut et il suffit que I’on puisse trouver
trois fonctions de u, ¢, A, soit

U=U(y, ¢, %), V=V(u, v, 1), A =A(u, 0, 1),
de maniére a avoir
(26) Q=0;, D=0, HO=m=

On apercoit alors que le probléme n’a de solution que si R est lui
aussi identiquement nul, ce qui était évident a priori puisque c’est
Pinvariant relatif correspondant a p. Mais de plus, si cette condition
est réalisée, le systéme formé par les équations (26) o I'on consi-
dére U,V,A comme fonctions inconnues de u, ¢, A est complétement
intégrable et sa solution générale dépend de trois constantes arbi-’
traires.

Tutorime A. — Tous les réseaux pour lesquels Uinvariant
relatif p sannule identiquement sont donc topologiquement équi-
valents et chacun d’eux admel un groupe continu transitif a
trois paramétres dont la structure, au sens de E. Cartan, est

définie par les équations (25).

Or, on constate immédiatement que ces équations de structure sont
satisfaites en particulier par les formes de Pfaft

w, = du, we=dp, ® =0,
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auxquelles correspond dans le plan (u, ¢) un réseau formé par trois
familles de droites paralléles.

Tutorime B. — Tout réseau pour lequel Uinvariant relatif p
s’annule identiquement est donc topologiquement applicable sur
un réseau formé par trois familles de droites paralléles [3].

8. Ces réseaux peuvent éire caraclérisés par une propriélé de pure
configuration, due a M. A. Thomsen [48] et qui fournit l'interpréta-

tion géométrique de I'identilé invariante p = o.

Fig. 1.

Soient O un point du domaine dans lequel est défini le réseau et L,
L, LY les trois courbes qui passent par ce point appartenant res-
pectivement a la premiére, deuxiéme et troisiéme famille du réseau.

Sur L{” on choisit un point A, distinct de O. La courbe L, de la
deuxiéme famille qui passe par A, vient couper L' en A,. La courbe
L, qui passe par A, vient couper L) en A, et en continuant de la
sorte on définit un contour polygonal A,, A,, A,, ..., A,, dont le
dernier sommet A; qui se trouve sur la ligne L{* est en général dis-
tinct du point A, d’ou l'on est parti.

Tutorime G. — La condition nécessaire et suffisante pour que
les trois familles de courbes du réseau soient topologiquement
applicables sur trois familles de droites paralléles (condition qui
équivaut & p= o) est que cette ligne polygonale se ferme, c’est-a-
dire que A, coincide avec A,.
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Ce théoréme dont la démonstration analytique ne présente aucune
difficulté a ét¢ démontré par une voie purement géométrique et sous
des conditions moins restrictives que celles de la démonstration ana-

lytique par M. W. Blaschke [1].

9. Supposons maintenant que p soit différent de zéro. Désignons
par p ce que devient p quand on y fait A =1. On a alors

= e
P=

»!

et 'on peut profiter de I'indétermination de la variable auxiliaire 2
pour réduire p a I'unité. 11 suffit de prendre

(27) A==%yp, doi p=1

Le groupe (T') se trouve alors du méme coup réduit a I'identité,
c’est-a-dire qu’en subtituant a A son expression en fonction de u et ¢
fournie par (27), dans ©, et w, ces derniéres deviennent des formes
absolument invariantes. Quant a la forme @ elle devient une combi-
naison linéaire de w, et w., soit

(28) B =a,0,+ a0,

dont les coefficients a, et @, sont deux invariants absolus, manifeste-
ment du troisiéme ordre. Les identités (23) se réduisent alors a

(29) (’:0_1)’5'—“2[-‘;7 ‘;]: (“:>,Ea|[w—n "‘-)_’];

et il suffit de se reporter a ce qui a été dit au Chapitre I (§ 4) pour
constater que a, et a. sont deux invariants fondamentaux d’ou I'on
déduit un systéme complet d’invariants absolus d’ordre supérieur
par différentiations successives.

On a ainsi par exemple

da,= ang—l"i‘ an&, daoE[lol(:l+ an;,
4
et les «,, sonl des invariants absolus du quatriéme ordre, d’ailleurs
liés par I'identité que 'on obtient en écrivant que la forme & définie

par la relation (28) satisfait & 'identité (24) ot I'on fait p=1, ce qui
fournit la relation

(30) Aoy — A1a=1.
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On trouve ainsi trois invariants absolus distincts du quatriéme
ordre, qui fournissent a leur tour six invariants absolus a;jx du cin-
quiéme ordre

daj= a; v, + aijay,

lesquels sont liés par deux identités obtenues en écrivant que les cova-
riants bilinéaires des différentielles da, sont identiquement nulles,
ce qui réduit le nombre des invariants absolus distincts du cinquiéme
ordre a 4. D’une facon générale on trouve ainsi (n — 1) invariants
absolus distincts d’ordre n.

10. On constate d’aprés (30) que les invariants absolus d’un tel

réseau (Dinvariant relatif p étant supposé différent de zéro) ne sau-
raient &tre tous constants. En se reportant a ce qui a été dit au Cha-
pitre I, on apercoit alors immédiatement que, ou bien le réseau
n’admet aucun groupe de transformations, ou bien il admet un
groupe a un paramétre et la condition nécessaire et suffisante pour
cela est que tous les invariants soient des fonctions d’un seul d’entre
eux. S’il en est ainsi, les différentielles da, et da, sont proportion-
nelles, ce qui entraine la relation

]
Q

1

11
2

1
2

»
=1.

I
I

Q
Q
»

De plus, on constate que tous les invariants s’expriment en fonc-
tion du seul invariant i, au moyen d’une seule fonction F(7) et de ses
dérivées premiéres. En effet, a, étant fonction de i, da, doit étre
proportionnel & di et 'on a une relation de la forme

di = F (i) [{w; + w,].

En égalant les covariants bilinéaires des deux membres de cette
identité, on trouve alors
F(i) = ay— iaa,
d’ou en différentiant
F()F (i) =—1—as F(3)
et par suite

ay=F()—IF()— ar=—F'(i)—

i 1
F(0)’ FG)

En différentiant ces égalités on en déduit tous les invariants
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d’ordre supérieur en fonction des dérivées successives de la fonction
caractéristique F (7).

Des lors, la condition nécessaire et suffisante pour que deux
tels réseauzx admettant un groupe continu & un paramétre soient
topologiquement équivalents, est qu’ils aient la méme fonction
caractéristique ¥ (i), c’est-a-dire que pour ces deur réseauz

. . a . - " . . . a
Uinvariant a, — 0—"—’ a- soit la méme fonction de linvariant -
o1

'
2223
(Cartan [25]).
Tout réseau admettant un groupe continu a un paramétre peut
d’ailleurs étre représenté sous la forme (Cartan [25])

~

x = const., y = const., i—'}; = f(z +y),

ce qui résulte géométriquement du fait que les trajectoires du groupe
constituent une quatriéme famille a un paramétre de lignes, formant
avec deux quelconques des trois familles de courbes du réseau, un
nouveau réseau qui a forcément la configuration hexagonale [27].

11. Nous avons vu qu’'un réseau & configuration hexagonale est
caractérisé par la propriété d’étre topologiquement applicable sur
trois familles de droites paralléles. Il est alors naturel de rechercher
tous les réseaux de droites qui jouissent de cette propriété de confi-
guration hexagonale et d’une facon plus générale d’étudier les con-
ditions auxquelles doit satisfaire un réseau pour étre applicable
topologiquement sur un réseau de droites quelconque. Ce dernier
probléme tire d’ailleurs un intérét particulier de la remarque sui-
vante [27].

Les trois familles d’un’ réseau peuvent é&tre représentdes sous la

forme
© = const., ¢ = const., w = const.,

u, v, w élant lrois variables assujetiies a vérifier une relation de la
forme

(31) Slu, v, w)=o.

Si le réseau est constitué par des droites, on apercoit alors immé-

MEMORIAL DES 8C. MATH. — Ne 78,
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proposé revient donc en définitive & rechercher a quelles conditions
'équation (31) est susceptible d’une tellc représentation. Sous cetle
forme, il a é1¢ étudié pour la premiére fois par M. Gronwall [28].
Nous allons voir que la méthode des systémes de référence mobiles
se préte particulierement bien a cette étude, qui a d’ailleurs été faite
incidemment par Q. Boruvka, au cours de ’étude des correspondances
analytiques entre deux plans projectifs, dans laquelle I'auteur montre
que le systeme complet des invariants d’une telle correspondance
dépend d’unc forme différentielle cybique qui, égalée a zéro, définit
en général un réseau de trois familles de courbes dites caractéris-

tiques [24].

II. — Réseaux topologiquement applicables sur un réseau de droites.

12. Nous désignerons indifféremment par A un point du plan
projectif ou ses trois coordonnées (z, y, z).

Le probléme proposé revient en somme a déterminer dans le plan
projectif un point A,, en fonction de u et o,

Ap= AO( u, 0),
de telle maniére que lorsque u et ¢ satisfont a l’équatioﬁ
(l32) (’-"_l"— u_’g =0,

le point A, décrive trois familles de droites. A cet effct, on associe au

point A, deux autres points A, et A, assujettis seulement a vérifier la
relation

{33) (Ao, Ayy Ao) =1,

ou le premier membre représente le déterminant des coordonnées
de Ag, Ay, A;. On a ainsi un triangle de référence mobile qui dépend,
outre des paramétres u et ¢, d’un certain nombre d’autres para-
métres (£). Quand on laisse u et ¢ fixes, et qu’on fait varier les
paramétres ¢, on chahge le systéme de référence attaché au point A,.
Nous désignerons par ¢ un symbole de différentiation obtenu en
laissant ainsi u et ¢ fixes, et faisant varier les paramétres (), le
symbole d se rapportant a une variation quelconque de tous les para-
métres u, ¢ et't.
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Tout point du plan, M, s’exprimant-en fonction linéaire de A,, A,
A,, on a en particulier

(34) dAi =,(s),vo+ Wi A+ wp A (l.=0, 1, 2),

ot les w;; sont des formes différentielles des divers paramétres dont
dépend le systéme de référence, assujetties a vérifier d’une part la
relation

(35) Woo + L0||+wgoEO,

qui découle de I'identité (33) et d’autre part les conditions d’intégra-
bilité du systéme (34), que I'on obtient en écrivant que les covariants
bilinéaires des seconds membres de ce systéme sont nuls. Ce qui
donne

(36)  (wij)={[wi0, woj] + [wi, 0y, ] +[wp, ;] (7, j=0,1,2)

Enfin nous désignerons par e;; ce que deviennent les expres-
sions ;; quand on y utilise le symbole &, ce qui revient a considérer
un changement du systéme de référence laissant fixe le point A,. La
transformation infinitésimale la plus générale qu’on puisse ainsi faire
subir au systéme de référence est

SA;=e Ao+ €, A+ €A (i=o,1, 2),
ot les e;; sont liés d’une part par la relation
(35’) €0+ €1+ €22 =0,
qui résulte de (35) et par les relations
€0y = €9> = 0,

qui exprime que le point A, reste fixe.
Ce dernier ne dépendant d’ailleurs que de u el v, wg; el wyy sont
des fonctions linéaires de w, et w,, que l'on peut supposer égales a

(37) wo = m:w_i, Woy = m(-n—q,

ce qui revient a particulariser le sysiéme de référence de maniére
que A, soit sur la tangente de la courbe w,= o du plan projectif, A,
sur la tangente a la courbe w, = o0, et A, + A, sur la tangente a la

courbe ®w, = w., moyennant quoi, les seuls changements du systéme
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de référenee encore possibles sont tels que ’on ait

! I
€io= €5, =0, €| = €og=— ;eoo.

Il reste & exprimer que les courbes w?—wl=o0 du plan projectif
sont des droites, ce que I'on peut faire en écrivant que le long de ces
courbes (A,, dA,, d?A}) s’annule. Il vient ainsi

®o = aw; — Bus,
(38) Wy — Wy = @‘I—Y-‘;;
— = ‘y(;; — aw.

x

Le probléme proposé revient en définitive & rechercher si 'on
peut déterminer les w,; de maniére a vérifier les relations (37)
et (38).

13. Nous poserons a cet effet, comme au paragraphe précédent,
(39) (E)IE[Er “Tl]7 ("‘T-’-),E [E; ;‘-’]: (;)IEE[(”_M o]

En égalant les covariants bilinéaires des deux membres des rela-
tions (37) et (38) il vient

[+ o1 — wn, o] =, won] = [, @i,

d _ S - —
[?m + Wos — oo, cm] = [w., wn] - ['5': w:]’

(40) ( [mwlo"' dag, (:;‘;] - [d“7 “Tl} = (ay — §?) [w—l’ '-;] -+ [E’ ““_’I—' pz"—;}r
[maso+ dy, wo] — [moi0+ dB, ;]
= 2(a?— BY) [-"‘Tl-’ "—’—“] + [';7 BZ’TX—' Y(:):],

[m""’o"" dy, ;] - [d“’ ‘;’] = (Yg—“g)[_“’_l': ":] + [57 “"72_70.)_1]-

De ces relations on déduit alors immédiatement, en appliquant les
symboles 4 et 3 aux formes bilinéaires qui y figurent, que si I'en
change de systéme de référence, on a

am
— = €g0— €11 = €oo— €22 = — €00,
m 2

da =0, 8[3 =-—mée, 8‘{ =-—mese.

On en conclut tout d’abord que « est un immvariant projectif du
réseau de droites considéré. D’autre part m est un invariant relatif,
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qui est forcément différent de zéro, tandis que 3 et y subissent une
substitution linéaire.
On peut alors particulariser le systéme de référence de maniére &

avoir
m=1I, B= =0,

moyennant quoi on a
€pp= €190= €= 0.

Tous les e;; étant nuls, le systéme de référence attaché a chaque
point A, se trouve ainsi parfaitement déterminé. Cette nouvelle parti-
cularisation du systéme de référence aboutil d’ailleurs en définive a
prendre comme point de contact des droites @, — €2 @, = o du réseau,
avec leurs enveloppes, les points

aAo+ eA;+ 2 Ao,

Les relations (38) jointes aux deux premiéres relations (40)
donnent

‘ Wo; = Wy, Woo = We, Wyo = Wy, W2y = AW,

(41) z : 1 1=

Si alors on écrit que ces diverses formes w,; satisfont aux iden-
tités (36) en tenant compte des identités (41), on trouve les nouvelles
relations

(42) ©o=—as00+ (ﬁ’+ %P) ws, Wog = (12— 3 p)uTl—anE,

oil &, et a, sont définis par I'identité

(43) da 4+ o0m = 2 @; + e 0,
et en écrivant enfin que les deux formes w,o et wy, ainsi obtenues
satisfont elles aussi aux identités (36) il vient

[day+ 20y, w | = [w_,, %(dp + 20®) + 3aa2(72] .
44 o
[das+ 200m, w,] = [%(dp +20w) + 3az, 0y, 0.)2].

A toute fonclion o« satisfaisant a ces deux conditions correspond
un systéme de w;; satisfaisant aux conditions (36), et par suite une
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transformation ponctuelle, qui n’est d’ailleurs définie qu’a une trans-,
formation projective prés, réalisant’'applicalion topologique du
réseau considéré sur un réseau de droites.

a. Supposons tout d’abord p £ o, ¢’est-a-dire que le réseau ne soit
pas a configuration hexagonale. On peut alors prendre pour w; et o)g

les formes absolues définies au paragraphe 9, que I'on obtient en
faisant

P =1, W= a1 W)+ AoWo,

et les deux conditions (44) se réduisent a deux équations différen-
tielles du second ordre, en «, qui doivent par suite avoir une solu-
tion commune. Malheureusement, les conditions d’intégrabilité de ce
systéme sont dans le cas général trés complexes. M. Gronwall affirme
dans la préface du mémoire déja cité [28] que ces deux équations
ont au plus une solulion commune, en sorte que toute équation
f(u, v, w) = o0 ne se réduisant pas a u + ¢ + w =0 serait suscep-
tible au plus d’une représentation nomograph'ique a points alignés, a
condition de ne pas considérer comme distinctes les représentations
projectivement équivalentes. Mais c’est la une affirmation qui reste
douteuse. Bol [31].

Pour que la famille de droites , — 2w, = o0 soit un faisceau, il faut
et il suffit que I'on ait la condition supplémentaire

e—
o — o € 4 3950.

Si deux des familles de droites sont des faisceaux on peut alors
conduire ais¢ment les calculs jusqu’au bout et montrer que l'inva-
riant projectif o s’exprime de fagon unique en fonction des invariants
absolus du réseau [27]. Dans ce cas particulier l'affirmation de
M. Gronwall est donc vérifiée.

b. Supposons maintenant p = o, c’est-d-dire que le réseau soit a
configuration hexagonale; les équations (44) se ramenent alors aux
suivantes :

da, 420, =— 3az, 0] + [3_3;,
(447) dx>+ 200w = B, — 3da, w,

3+ 38w =(gata —3u})ws + (92" a,— 3af) ws,

et si 'on tient compte du fait que (m)' est identiguement nul, on
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constate que le systéme différentiel formé par les ¢quations (43)
et (44") est complétement intégrable et admet par consequent une
solution générale qui' dépend de quatre constantes arbitraires.

Tout réseau a configuration hexagonale est donc topologiquement
applicable sur I'o* réseaux de droites projectivement distincts. On
vérifie d’ailleurs sans peine que les droiles du réseau, correspondant

a une solution du systeme (43) et (44'), sont tangentes a une courbe
de troisiéme classe fixe, dont I’équation est

1 3 3 .
F= (al— ) B)a;}—i— al+ a3 — -2-a>a3al— Eula‘;a,=~o,

ol @y, @y, @y désignent les coordonngées tangentielles d’une droite par
rapport au systéme de référence mobile. D’ou le théoréme :

TutorEmMr D. — Les seuls réseaux de dioites & configuration
hexagonale sont constitués par les tangentes & une courbe algé-
brique de troisitme classe (qui peut d’ailleurs étre dégénérée).

En particulier les équations (43) et (44') sont satisfaites par

A= ar= :3 =0
et la solution de I’équation complétement intégrable

di+oaw =0

fournit o' réseaux projectivement distincts et topologiquement équi-
valents formés par trois faisceaux de droites. Pour que ced trois fais-
ceaux aient leurs sommets en ligne droite, il faut de plus que I'on
ait @ = o et I'on apercoit que tous les réseaux qui répondent a celle
condition sont projectivement équivalents.

Toute transformation ponctuelle qui transforme trois faisceaux
de droites dont les sommets sont en ligne droite en trois faisceaux
de droites est donc une transformation projective [ 38].

On peut donner du théoréme D une démonstration purement
géométrique. Sauer et Graf[45]. Notons d’autre part que M. Blaschke
en a donné une belle généralisation aux courbes de classe n [8] et [9].

14. En considérant un réseau dit « réseau b », formé, non
plus par trois mais par quatre familles de courbes, on démontre-
rait aisément par des raisonnements analogues, que la condition
nécessaire et suffisante pour que ce « réseau 4 » soit topologique-
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ment applicable sur quatre faisceaux de droites est que les quatre
Jamilles de courbes engendrent trois a 4rois des « réseauzx 3 »
configuration hexagonale. Les seules transformations qui trans-
forment quatre faisceaux de droites en quatre faisceaux de droites
sont d’ailleurs des transformations projectives (Mayrhofer [37-38]).

Ce résultat a été démontré de facon purement géométrique par
M. K. Reidemeister et sous des conditions trés générales qu’il a pré-
cisées dans ses recherches sur Paxiomatique des groupes continus a
deux variables [ 44].

En particulier, M. Reidemester montre que la condition nécessaire
et suffisante pour que trois des faisceaux de droites, les trois pre-
miers par exemple, sur lesquels le « réseau 4 » est topologiquement
applicable aient leurs sommets en ligne droite est que iles quatre
familles de courbes satisfassent & une propriété de configuration dite

« configuration de Desargues » qui est celle de la figure ci-dessus o
les numéros indiquent a quelle famille apparliennent les courbes con-
sidérées.

Ces résultats se généralisent sans aucune difficulté aux « ré-
seauz n » formés par n familles de courbes (Bol (.

CHAPITRE III.
I. — Réseaux de surfaces.

18. Considérons quatre familles de surfaces a un parameétre, que
nous supposerons définies dans un systéme de coordonnées quel-
conques par quatre équations de Pfaff

0,= o, 0,=o, 0;=o, 0, =o.
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Nous désignerons par S; une surface de la Z*™ famille et par L;;
les lignes d’intersection des surfaces de la #*™° famille avec les sur-
faces de la j'*™¢ famille.

Les formes 6; n’étanl définies qu’a un facteur prés, on peut choisir
ces quatre facteurs de maniére & avoir

{45) 0;= ¢, 0, 4+ gr >+ 303,

ou Pon fait

pour i=1: &gy=-+1, Ep=—1, E3=—I,
.
=2 g9y =—1, Egg =+ 1, Egg=—1,
{46) .
» 1=3: g3y =—1, gge=—1, ggg=—+1,
» i=4: gy =—+1I, ge=+1, gig=-+1y

ce qui entraine les relations
(47) €11 Efo = E;3, Ei9€i3 = &1, €384 = &0,

et ol ®,, wy, s sont trois nouvelles formes de Pfaff que I'on ne peut
plus alors multiplier que par un facteur commun . Nous dirons que
les quatre familles de courbes forment un réseau, dans un certain
domaine, si les trois formes w;, w,, @3 y sont linéairement indépen-
dantes.

On remarquera d’ailleurs que cela revient a admettre que les élé-
ments plans respectivement définis par les langentes aux couples de
lignes (LisLa2s), (Laslai), (L34 Lya) forment un véritable triédre
dont les faces ont pour équations

w; =0, W= 0, w3 = 0.

Ces trois équations prises deux a deux définissent trois congruences
de courbes
woe =0 w3=0 w; =0
D1 { L) 3y D2 { 3 ) Ds{ 1 ’

w3 =0, w, =0, w; =0,

que nous appellerons « corngruences diagonales » du réseau et qui
sont lides a ce dernier de facon topologiquement invariante. Les tan-
gentes & ces courbes diagonales en un point du réseau sont les
droites joignant ce point aux sommets du triangle formé par les dia-
gonales du quadrilatére complet, découpé sur un plan quelconque par

les quatre plans tangents des surfaces du réseau au point considéré.
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La recherche des propriétés invariantes d’un tel réseau de surface
revient a la recherche des invariants des formes de Pfaff o; :

1° par rapport & une transformation ponctuelle quelconque (T);
2° par rapport & une transformation I' du groupe linéaire

() W=,  @e=Aws, 3= Awj.

16. Les covariants bilinéaires des expressions différentielles «;
peuvent se mettre sous la forme

(o) =an[w,w;]+ aplo;,w, ]+ ap[w,w].

Dés lors, sil’on considére A comme une nouvelle variable auxiliaire,
on apercoit que les covariants bilinéaires des formes ; sont donnés
par les relations

(w0)' =[d), wi]+A(wr),
et en posant
B = ‘—0)\— -+ %[a,ow. ~+ @o3We—+ Az g,

on apercoit qu’on peut les mettre sous la forme

(48) (ws)'=ar[wg, 0] + o [2, 3] + [w, @31,

(03) =azn[w, ®]+ az(w;, w;] +[w, @3],
ou ® désigne une forme de Pfaff qui forme avec E,?.;,Z); un systéme
linéairement indépendant en du, dv, dw, d).

Imaginons alors que l'on effectue sur les w; une transformation
infinitésimale du groupe T, soit

(49) dw, = ew,, dw, = em_-;, dwy = e;)—s.

En écrivant que I'on a
(302,) = 3 (1),

on trouve immédiatement que les coefficients a;; et la forme =
subissent les transformations suivantes :

3w = de,
8@y + €@y, = 8an+ eay = dag -+ eagz = o,

(60) _ - - =
5a,3+ e 3= 8a21+ edq = 8a32+ €dge == 0:
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D’oulon conclut que

an, a», ay et a, as, an
sonl des invariants relatifs.

Jusqu’ici nous avons suppesé les formes w; quelconques. Or, il est
clair que les équations (43) ne représenteront quatre familles de sur-
faces que si ces formes différentielles satisfont a certaines conditions
d’intégrabilité, que 'on obtient en écrivant que les covariants bili-
néaires des premiers membres des équations

€ W1+ EaWo—+ §,3W03 =0

s’annulent quand on y suppose les variables lides par ces équations
elles-mémes.

Ces conditions d’intégrabilité fournissent immédiatement les quatre
relations invariantes

Q)|+ Ao>—~+ Azz = 0, Q3= A3 = A3 = 0,

que nous supposerons donc identiquement vérifiées dans ce qui suit.
Finalement on apercoit en posant a;;== a;, que les covariants bili-
néaires (w; ) sont de la forme

("-_’;)IE a[w—ﬂr J3] -+ [E’ ;’—1]7
(61) () = as[ws, 0]+ [, @],

(03) = a5, 0]+ [w, ws],

avec
(57) @+ as+ az=o,

etque si ’on effectue sur les a; la transformation (49), a1, @1, 23 et ®
se transforment comme suit :

da,+ea =o, das+ea-=o, Saz+ eaz=o,

3w = de.

(52)

Les quantités a,, a@,. a3, dontaraison de (51)’ deux seulement sont
distinctes, sont des invariants relatifs du premier odre.

17. L'interprétation géométrique de I'identité invariante

a,=o
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est immédiate, car elle exprime que 1'équation
w;=0
est complétement intégrable, ce qui signifie suivant quei=1, 3.0u3,
que les couples de lignes (L, Las), (Losds,) ou (Ly;Lys) engendrent
respectivement une famille 4 un paramétre de surfaces.
L'identité (51') fournit alors le théoréme suivant :

Tutorime A. — Si deux des trois couples de lignes (Ly;Las),
(LasLa1), (LssLys) engendrent des familles de surface & un para-
métre, il en est de méme du troisizme couple. :

Supposons maintenant que les trois invariants relatifs @; soient
identiquement nuls. Les identités (51) se réduisent alors a

(53) (’-‘:)IE [Ea "Tl]7 (‘;)’E [Ef ‘;_;]7 (“—;;)'E[E_” ‘:’—3]7

et en écrivant (relation fondamentale) que les covariants trilinéaires
de ces covariants bilinéaires sont identiquement nuls, on constate
immédiatement que 'on a d’autre part

(53") (®)=o0.

Tout autre réseau de surfaces défini dans le systéme de coordon-
nées (U, V, W) par trois formes de Pfaff Q,, Q,, &, ne peut alors étre
équivalent au précédent, que si ses trois invariants relatifs du premier-
ordre sont également nuls, de sorte qu’en posant

(—2;=A917 E:AQ», ﬁ:i:AQSy
on a, pour ce nouveau réseau, des identités analogues a (53) et(53'),
(Q—i)ls[ﬁ7 _9:]7 (E)'E[ﬁi 9—2]1 (0;)'= [ﬁ: E’i]’ (ﬁ)'so.

Mais alors, on constate immédiatement que les deux réseaux sont
effectivement équivalents, car le sysiéme d’équations

1= 0y, Qo= wy, Q3= wy, O==,

dans lequel on considére U,V, W, A comme des fonctions inconnues
de u, ¢, w, 1, est complétement intégrable et admet une solution
générale qui dépend de quatre constantes arbitraires.
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Tous les réseaux dont les invariants du premier ordre @y, Ay, Ay
sont identiquement nuls sont donc topologiquement équivalents et
chacun d’eux admet un groupe continu fini & quatre parameétres
dont les équations de structure au sens de M. Cartan sont les
équations (33) et (53").

Or, ces équations de structure sont satisfaites par les formes

w, = du wo= dp w3 = dw B =0
H ki b ki

auxquelles correspond un réseau formé par les quatre familles de
plans paralléles
€U =+ €0 -+ g,3w = const.

De tels réseaux, topologiquement applicables sur quatre familles
de plans paralléles, sont dits « réseaux a configuration octaédrale »,
locution qui s’explique d’elle-méme, et en rapprochant le résultat
précédent de la signification géométrique des identités a,=o0, on
obtient le théoréme suivant :

Tutorime B. — La condition nécessaire et suffisante pour
qu’un réseau de surfaces soit topologiquement applicable sur
quatre familles de plans paralleles, est que les couples de
lignes (Ly;Lay), (Las, Last), (LasLyo) engendrent trois familles &
un parametre de surfaces.

Les deux théorémes A et B peuvent étre démontrés par une voie
purement géométrique sous des conditions moins restrictives que
celles qui sont a la base des calculs précédents : Blaschke [2],
Dubourdieu [27], Sperner [ 47].

18. Supposons maintenant que les invariants relatifs ;., a_z,, a, ne
soient pas tous identiquement nuls. On pourrait alors réduire I'un
d’eux a I'unité, ce qui réduirait du méme coup le groupe (T') al'iden-
tité et I'on serait ainsi ramené au probléme du paragraphe 4, cha-
pitre L. Pour conserver plus de symétrie aux résultats, nous procéde-
rons cependant par une voie légérement différente.

Soit I un invariant relatif d’ordre p, et de poids ., c’est-d-dire
subissant la transformation

3+ pel =o,



30 J. DUBOURDIEU.

lorsqu’on soumet les w, 4 la transformation infinitésimale (49)- Onen
déduit immédiatement trois invariapts relatifs- d’ordre p+1 en
remarquant que I'on a

ddl=ddl=—plde —pedl,
et par suite en tenant compte de la derniére égalité (32),
3[dl + pIw] + pe[dl + uIn] = o.

De sorte que la forme différentielle dI + plw apparait comme une

combinaison linéaire de w,, w., oy, soit
(54) dl+ple =10+ lw + I1u,,
relativement invariante et dont les coefficients I; sont par suite eux-
mémes des invariants relatifs d’ordre p 41 et de poids g + 1
8li+(p +1)el;=
Des trois invariants relatifs du premier ordre a,, a., a; liés par

Videntité (51'), on déduit ainsi trois formes différentielles relative-
ment invariantes,

(54" da,+ @B =ayw +apm+ape;  (i=1,2,3),

dont les coefficients sont liés par les identités

Q=+ Qs+ az=o, a|7+(ln7+a32_=_0, Qi3+ Aoz —+ A33=O0.

On obtient ainsi, en général, six invariants relatifs distincts aij
du second ordre, de poids 2.
D’autre part, si 'on écrit que les covariants trilinéaires des expres-

sions ( w;)' fournies par les identités (51) sont identiquement nuls
(relation fondamentale). il vient

[dai+ aim, ws, 3] + [, @;] =o,
[das+ @, g, 0] + [, @] =o,
[day+ as@, wi, 0] + [&, 5] =o,

d’ou I'on déduit immédiatement I’identité
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19. Des invariants relatifs I, d'ordre p 1 déduits par la rela-
tion (34) de tout invariant relatif I d’ordre p, on déduit a4 nouveau
des invariants relatifs d’ordre p + 2 par les identités

dl,+(p+1)Lw=10+ [0+ I, o,

Mais les invariants relatifs I,, ainsi obtenus sont liés par les identités
obtenues en écrivant que le covariant bilinéaire de la différentielle
totale

(56) dl=—ple+ 10+ Lo + o,
est identiquement nul, ce qui fournit les trois identités

I)|— l|)+ [5;550,
(57) Ih—Tn+ Tl =o,

I\ —I+hLa=o.

Clest ainsi que des mvarnants du second ordre a,j on déduira les
invariants du troisiéme ordre a, & par les identités
H
(58) da,, + 2a,, EE k0.
A=1

Les 18 invariants a, ;& et @. ;& sont liés par six identitds analogues
aux identités (55 )

— — —

Ao — Qg+ A 3Q3=0,

(59) ‘ Qpo— o3+ Q31 A, =0,

Qi — A+ aqpar=0
ou

Qi k— Qi by ~+ Q1A= 0 avec (J # k #1).

Mais de plus, ils satisfont a une relation supplémentaire que 'on
obtient en écrivant (relation fondamentale) que le covariant trili-
néaire de (m) est identiquement nul, ce qui fournit I'identité
[da + 221w, 0, 03] + [dars+ 20w, 0, ©, | + [day + 20;®, 0, @5 | = 0.

D’ou
(59") @y, Q2 A3,33= 0.

Finalement, on apercoit que I'on obtient ainsi onze invariants rela-
tifs du second ordre.
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En procédant de la sorte, on détermine de proche en proche des
invariants relatifs d’ordre de plus en plus élevé et de ce systéme d’inva-
riants relatifs, on déduit immédiatement un systéme complet d’inva-
riants absolus, en profitant de I'indétermination de la variable
auxiliaire A pour réduire 'un des invariants relatifs, non identique-
ment nul, a 'unité.

Dés lors, s’il existe trois invarianls absolus indépendants, le réseau
n’admet pas de groupe de transformations. Si tous les invariants
absglus sont fonclions de deux d’entre eux indépendants, il admet un
groupe continu a un paramétre. S’ils sont tous fonctions d’un seul
d’entre eux, le réseau admet un groupe a deux paramétres.

Enfin, si tous les invariants absolus sont constants, il admet un
groupe continu transitif 4 trois paramétres. Nous reviendrons plus
bas sur Pétude de ce dernier ‘cas.

20. Dans le cas général ou le tableau des invariants relatifs du

second ordre a,; est de rang 2 (ce qui suppose en particulier qu’aucun
des invariants relatifs du premier ordre ne soit nul), les trois formes
différentielles relativement invariantes

da,+ 4,5 = dy 0, + A+ agzoq
définissent en chaque point du réseau trois éléments plans attachés
de facon topologiquement invariante au réseau, et qui, en vertu de
I'identité (51'), ont en commun ’élément linéaire

W, w» w4

Aro@y;— @ayilys U3y — Uy Ay A1 Ao — Uyo> Aoy

Celui-ci définit par suite une congruence de courbes (G) lide de
facon topologiquement invariante au réseau.
Un cas parliculiérement intéressant est celui ou 'on a

(60) an=anm=ap=o0, cest-a~dire (@) =o.
Dans ce cas, on constate alors que les équations
da,+a,5 =0
sont complétement intégrables et définissent trois familles de surfaces.
Le tableau des a,, étant toujours supposé de rang 2, cela signifie que
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la congruence G engendre avec les congruences de courbes diago-
nales D,, ’Dg, D,, trois familles de surfaces a un paramétre (cf.
Brascuke [5]).

Les réseaux qui satisfont aux conditions (60) sont caractérisés par
une propriété géomélrique trés simple.

21. Désignons par R; le réseau de trois familles de courbes découpé
sur une surface S; de la *™° famille par les surfaces des trois autres
familles. Les courbes de ce réseau sont définies comme au Chapitre II
par des combinaisons linéaires a coefficients conslanls des deux
formes de Pfaff o, et w,, dans lesquelles on suppose les variables u,
v, w liées par 'équation

6,= s,.m,+ €12 W0 + ,3w3_ o

des surfaces S,. Si l'on tient compte de cette relation, dans les
équations (51), il vient

(@) =[T o], (@)=I[f &l

ou 'on a posé

D=+ a“a»un— €2a) W2,
et l'on trouve aisément en s’appuyant sur les identités (51), (54)
et (55)
(ﬁ)’E 2&,3[5“;;:-{— Ep;l—o_a—l— &11T33] [:)1, (:)2].
L’expression

Pi=ctudn —+ EjoQro—+ €333

n’est donc autre que l'invariant relatif fondamental’du réseau R,, et
I'identité p, = o exprime que ce réseau esta conﬁgurauon hexagonale.
On vérifie d’ailleurs immédiatement d’aprés la définition des e;;
que 'on a
P+ g+ Pyt py=0.

D’ou le théoreme :

Tutorime C. — Si sur trois des familles de surfaces du réseau,
les réseaux de courbes R, sont & configuration hexagonale, il en
est de méme du réseau de courbes tracé sur les surfaces de la
quatrieme famille.

MEMORIAL DES SC. MATH. — Yo 78, 3
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Il est curieux de noter que I'on n’est pas ¢ncore parvenu a donner
de ce théoréme une démonstration purement géométrique analogue a
celles qui ont ¢té données des théorémes A et B.

De tels réseaux pour lesquels on a

(60) an=ap=az=0 ou (@)=o0

seront désignés sous la dénomination de « réseauz & configuration
hezagonale ».

De l'identité, o'= o0, on conclut que pour un tel réseau, on peut
profiter de l'indétermination de la variable auxiliaire A de maniére
que soit satisfaite I'équation complétement intégrable

(61) ® =o.

On a alors
0w = de = o,

et Uon apergoit que la variable A fournie par I'intégration de Péqua-
tion (61) est déterminée en fonction de u, ¢, w & une constante

multiplicative prés, et par suite également les formes w,, s, ®,. Les
identités (51) se réduisent alors a (¢f. BLascuke [5])

(w)=alw, 0], (@)Y=alo,ol, (©)=ule. ],

(62)
a, + a»—+ ag—-o
et les identités (54) a .
dal—alf'w—’—a_’:;;;
(63) d(lo—— a»3w3 —a_-,.-uTi,

da;-, a;,m,—algw»

22. Tl est évident que loul réseau de surfaces qui admet un groupe
continu transitif de transformations doit étre a configuration hexago-
nale, car chacun des réseaux de courbes R, tracés sur les surfaces
d’un tel réseau doit admettre lui-méme un groupe continu transitif.
Cette condition nécessaire n’est cependant pas suffisante.

a. Supposons tout d’abord qu’'aucun des invariants relatifs ne
s'annule. Alors les invariants absolus

a .
=l &
a i a
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doivent étre constants. En se reportant aux identités (54) et (58) on
en déduit immédiatement que I'on doit avoir

(64) @a;x —aja = o,

(64") A QY= A, Q== Aqy Ay

En rapprochant les identités (64) des identités (59) auxquelles
satisfont les a, 2 on en conclut

(65) aj=o,
et si ces dernieres conditions sont satisfaites, les identités (64) sont
satisfaites d’elles-mémes.

Inversement. supposons que tous les invariants relatifs du second
ordre, soient identiquement nuls.

SiPon réduit comme il a été expliqué plus hautl'invariant relatif a,
a une conslante fixe, les invariants relatifs @, et a; deviennent eux-
mémes des constantes, et les formes W1, Ci.)_t_), w3 deviennent absolument
invariantes. D’autre part, il vient, en tenant compte des identités (65)

10}

0,

en sorle que les formes absolumenl invariantes w, satisfont aux
identités

(@)=alw, 0], (@)=alw, o], () =alo] ),

ou
(66 a, = const., a» = const., a;= const.,
) - - =
a,+ a>—+ as=o.

Dés lors, en aura toutes les transformations topologiques -qui

laissent le réseau invariant, en cherchant la solution générale du
systéme différentiel

Q= w,, )= W, Qy= wy,

ou 2, ., Q, désignent ce que deviennent 1, Way Oy quand on y
remplace u, ¢, w par U, V, W, et ou 'on considére les variables
majuscules comme fonctions inconnues des variables minuscules. Or,
ce systéme, est manifestement complétement intégrable el sa solution
dépend de trois constantes arbitraires.
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Le réseau admel donc effectivement un groupe continu transitif de

transformations a trois paramétres dont la structure est fournie par
les équations (66).

On apercoit ainsi que la condition nécessaire et suffisante pour
qu’un réseau dont aucun invariant relatif du premier ordre ne
s'annule admette un groupe continu transitif & trois parameétres,

est que tous ses invariants relatifs a;, du second ordre soient
identiquement nuls.

Nous verrons au Chapitre suivant que ces réseaux sont carac-
térisés par la propriété d’étre topologiquement applicables sur
quatre faisceaux de plans dont les axes sont quatre génératrices
d’un méme systeme d’une quadrique.

b. Supposons maintenant que 'un des invariants relatifs du premier
ordre a., par exemple, soit identiquement nul. On a

a;=o, Gy =—ar=a.

Par la méme méthode, on montre alors que tous les invariants
relatifs 7;, du second ordre doivent étre identiquement nuls, a
Pexception de Uiy = — gy = a, ct que, de plus, on doit avoir

a;=G(a)’, C = const.

Inversement, imaginons que ces conditions soient remplies. En
réduisant a 'unité I'invariant relatif «, on définit trois formes abso-
lument invariantes @, @y, w,. De plus, ® devient une combinaison
linéaire de ces derniéres, dont 'expression est fournie par I'identité

dz + Cw = C(a)*m,,
qui donne, quand on y faita =1,

m:ng

Les formes absolument invariantes , satisfont donc aux identités
(0.)= [ws, 03]+ Clug, 1],
(67) . ("; ,E—[w_37 LT,]-!—-C[;:, ‘;_’]v

(w3)'=o,

qui apparaissent comme les équations de structure d’un groupe
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continu A trois paramétres de transformations qui transforment le
réseau en lui-méme.

Un calcul simple permet alors de montrer, a partir des identités (67),
que l'on peut représenter les quatre familles de surfaces du réseau
sous la forme

©, = const., u» = const., w4 == const., u, = const.,
Uy, U, Uy, u, étant quatre variables assujetties a vérifier :

1° si C est différent de 41 ou — 1 la relation
G <
(@)= w2 = (ug+ u,)* ™
2° s1 C = —+1 ou — 1 la relation

WUy —+ U= Uz Uy.

Nous verrons d’ailleurs au Chapitre suivant qu'en particulier si
C = o le réseau est topologiquement applicable sur quatre faisceaux
de plans, dont les axes A; et A, des deux premiers sont concourants,
ainsi que les axes A; et A; des deux derniers, le point de concours
de A, et A, se tronvant dans le plan A;A;, et réciproquement.

En se rappelant que lorsque les invariants relatifs du premier
ordre sont tous nuls, le réseau admet un groupe continu transitif
a quatre paramétres, on apercoit que 'on a ainsi déterminé tous les
réseaux qui admettent un groupe continu transitif qui peut étre soit
a quatre, soil & trois paramétres.

II. — Réseaux de surfaces topologiquement applicables
sur un réseau-de plans.

23. La recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour
qu’un réseau de surfaces soit topologiquement applicable sur un
réseau formé par quatre familles de plans se fait facilement comme
pour les réseaux de courbes, en utilisant la méthode des systémes de
références mobiles de E. Cartan.

Le probléme revient a déterminer dans I'espace projectif un point

Ao=Ao(u, v, w)
de maniére qu’aux quatre surfaces

0, =, 0+ 0 g3 =0 (i=1,2,3,4)
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du réseau correspondent dans I'espace projectif quatre familles de
plans. On associe, a cet effet, au point A, trois autres points A, A,, A,
assujettis seulement & vérifier la relation

(68) [Ao, Ay, Ao, Aj]=1

et 'on a ainsi un systéme de référence mobile qui dépend, outre des
paramétres u, ¢, w, d'un cerlain nombre d’autres paraméires ¢ dont
on peut profiter pour le particulariser. Nous désignerons encore
par d un symbole de différentiation se rapportant a une variation
quelconque de tous les paramétres et par 8 un symbole de différen-
tiation obtenu en faisant varier seulement les paramétres ¢.
Tbutpoint du plan s’exprimant en fonction linéaire de Ay, A;, A,,

A3, on a en particulier

(69) dA = wpAo+ v, A +~wp A+ w, A, (i=o,1, 2, 3),

avec, d’aprés la condition (68),

(70) g+ W+ Wr>—+ Wg3== 0.

D’autre part, les conditions d’inlégrabilité du systéme (69)
s’écrivent

(71) [ (@) =[w0, wo; ]+ [wi, 00, ] 4+ [0, w>;] 4+ [03, w3;]
(i, j=o0,1,2,3).

Le point A, ne dépendant que de u, ¢, w, on constate tout d’abord
que oy, Woa, W3 sont des fonctions linéaires des formes @1, Bay 0
qui définissent le réseau de surfaces, et 'on peut particulariser le
systéme de référence mobile, de maniére a avoir

(72) wo|=(17[', Vo= W, Wo3 = J;;,
moyennant quoi les seules transformations auxquelles on peut encore

soumettre ce systéme de référence sont définies par les transfor-
mations infinitésimales

(73) 8Ap= o, 8A1=e|oA1, 8A> = e;vo, 8A3= e;;vo.

24. On a maintenant a rechercher les conditions auxquelles
doivent satisfaire les formes w;; pour qu’aux surfaces (S,) corres-
pondent, dans I'espace projectif, des plans. 1l suffit pour cela d’écrire
que les lignes d’intersection L,, des surfaces S, sont des droites,
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¢’est-a-dire que lorsque u et ¢ sont liés par les relations§; =o et 6, = o,

on a
dngz 2 d:\o—(— 3Ao,

ce qui se fait sans aucune difficulté. En tenant compte des conditions
-d’intégrabilité (71),on trouve ainsi sans peinc les conditions suivantes :
3— — — —
, 2W0=-+ -+ (Hi— K)o+ (H.— ks )w>+ (Hy— kj) oy,

2m“=—é§+(Kl—-HI)E)—.+(H>+K9)E—(H3+K3)K~.,
2mn=—i'&-h(K»—H,)oT,-o—(H,.—u-Ks)uT-;—(H.-q-K.)&—.,
20,8=— ;-E+(K3—H,)Js+(ﬂ,+K.)uT,-—(u,+ Ko ) oy,
W)= (H)+I\2)0_J_.—H|E——%a,;;,
(74) _ - —
Wry = (H3+l\3)wa—H»w3—Ea3w,,
W3z = (H|+K|);)—3——H3(A.)—|—-;(l|;7,
(1))|=—(H|+[\|)(E+K1U-T|+'2['a1—u;:,
w3>=-—(H7+l\o)E)—3+K3uTa+—;a1;-|,
| m,3=—(H3+K3)uT.+K.w_,+—;—aga,

ou H,, H., H,, K,, K,, K, sont six nouvelles fonctions, = et a;,
d,, @3 étant, d’autre part, définies par les équations de structure du
réseau (51).

Il suffit alors d’appliquer les opérateurs d el ¢ aux relations (74)
pour constater que si I'on effectue sur le systéme de référence mobile
attaché au point A, une des transformations du groupe (73) encore
possibles, les fonctions H,, H,, H;, K,, K,, K; subissent elles-
mémes les transformations suivantes :

8H1+€|0=0, G(Hl—t-K,):o,
aH)-f-e-)o:O, 3(H7+ l\g)zo,
8H3+€;0=0, a(H3+ K3)=0.

On peut donc particulariser le systéme de référence, de maniére
a avoir
Hl = Ho= H3 = o,
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moyennant quoi le systéme de référence attaché au point A, se trouve

parfaitement déterminé, de sorte que les quantités K,, K,, K, sont
des invariants pro_]ectlfs

On a alors
3 -
2wy =+ ;% K.w.—— Krw,— Kyw,,
I —
\ 20 =— ;Uf"" K;wz-l— K;w-,—- K|(J)|,
(74") /
1—
' 2wer = — ;m‘-&— Ky, + K, 0, — Kews,
233 = — —h‘)‘+ K|0.)|+ Kw)»—K;;w;,,
I ——
W2 = Kﬂﬁ:— —agw-;.
(74" wry = Ko, — ;l_l—';ijn
Wy = Kq(l)-;'—— ;(_t.;e-,
— —_— I — —
Wy = K"w]‘— K ws ~+ ;a,w,,
— — [—__.
(74") w30 = Kyws— Kowg+ 5 @20,

— — I ——
w3 = Klw;‘— K-;(J.)|+ 0 AzwH.

En écrivant que les conditions d’intégrabilité (71) sont satisfaites,

on en déduirait, d’une part, les expressions de w9, wge, wgo €n

fonction lindaire de w,, wg, J;, et, d’autre part, certaines conditions
supplémentaires pour les fonctions K,, K,, K,. On trouverait ainsi
que ces derniéres doivent satisfaire 4 un systéme d’équations aux
dérivées partielles, dont les conditions d’intégrabilité dans le cas
général sont malheureusement fort compliquées.

Nous nous bornerons a élucider le cas ou les quatre familles de
plans sur lesquels le réseau proposé doit étre topologiquement appli-
cable sont des faisceaux de plans.

25. Nous désignerons a cet effet, indifféremment par Py, P,, P, P,
les trois faces du tétraédre de référence mobile, ou I’ensemble de
leurs coordonnées tangentielles respectives, que 'on peul supposer
lides aux coordonmnées A,, A,, A., A, des quatre sommets par les
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relations

o si L7,
(PA,)= { po A
I, si ¢ =].
En différentiant ces identités, on obtient alors corrdlativement aux
formules (69) les relations

(69') dP,=— 0o, Po— 0, P{— w>,Pa— wy, P,

Les quatre familles de plans II, correspondant aux quatre familles
de surfaces S, du réseau sont représentées par les équations

M=c¢, P+ P>+ ¢;3P;,

et 'on vérifie immédiatement, en tenant compte des relations (74",

(74") et (74") que la droute caractéristique du plan II,, soit A,, est a
'intersection des deux plans

H,=¢; P+ P+ 3P,

I— -
“;:—Po-i— =”P[ [E,JK;;— g Ko+ ;(la] -+ ipP)[E” Ky—ep Ko— -;-GIJ,

car dll;, calculé en tenant compte de (69'). est une combinaison
linéaire de II, et IT;.

Pour que la famille de plans II; forme un faisceau, il faut que cette
droite A, reste fixe, et il suffit pour cela que I’on ait

dil; = a1, + 311;.
En écrivant qu’il en est ainsi, on trouve sans peine les conditions
survantes : o . -
. da, + a5 = KK, w>— 4K, Ko wy,
(75) da> + asw = 4K, Kow;— 4K Ky,
day + Ay = {K: Ky, — 4K K w33
dKy+ K5 = a, [ K300 — Kows |,
(75'y dKo+ Ko = aa[ K w3— Kga, ],
dK;+ Ko & = a3 [ Koo, — Ky, ]

e
|

o~
.
< S
F SR~

w0 = (K‘

[ORT

o

I

103

o) m+ (5@ K= KiKe )i+ [ (@— @) ke Ko [,
—_—\ - I — , — I/— — -_
aga,)w,+ (2 oKl-——l\?K;g\)wg-l- [—Z-(a:,—ag)K;;— K;K,]u)‘,

,T,(T,).;;+ (;Tm— kgk.)“.-» [-;(a—z’i;)kl—KnKzJEI.
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Les w,, sont alors Lous déterminés par les relations (74'), (74"),
(74"), (75"), et lon vérifie aisément que si, d’autre part, les
conditions (75) et (75') sont satisfaites par les fonctions inconnues
Ky, Ko, Ky, les conditions d’intégrabilité (71) sont identiquement
satisfaites. A tout systéme de fonctions K, K,, K;, satisfaisant aux
conditions (75) et (75"), correspond une transformation topologique
qui n’est d’ailleurs définie qu’a une transformation projective prés,
réalisant U'application du réseau proposé sur un réseau formé par
quatre faisceaux de plans.

On peut d’ailleurs aisément trouver les conditions supplémentaires
pour que deux des axes A, et A, soient concourants. On trouve ainsi
que :

[ Ay et A,  sont concourants si 2K, = @,

\A? et A, » 2K = s,

(76) ] Dset A » 2K; = ﬁ,
A et Ay » 2K, =—a,,

(A;etA. » 2Ko=— a5,

A et A, » 2K;=— a,.

~ 26. 1l ne reste plus maintenant qu’a rechercher a quelles condi-
lions le systéme (75)-(75") admet un systéme de solutions.
Des relations (75) on déduit, tout d’abord,

(5) =o.

Cette identité exprime que le réseau proposé doit étre a configu-
ralion superficielle hexagonale. Cest la une premiére condition
nécessaire qu’on aurait d’ailleurs pu prévoir a priori, étant donné
que tout réseau formé par quatre faisceaux de plans posséde manifes-
tement cette propriété.

Cette condition étant supposée réalisée, nous avons vu (§ 21)
qu'on peut choisir les formes w, a un facteur constant prés, de
maniére a avoir _

©

Il

o
et

dai=4[pro>—psws],  da=i(psos—pio),  day=4b(proi—pow),
ou l'on a posé

a=—a;3=4p), Aog=— ax = 4p», Qg =— az = 4ps.
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Si 'on pose, d’autre part, d’une fagon générale,
df =0, X, f+ o Xy f+ 0N f,
on constate sans peine que les relations (75) et (75') se réduisent
alors aux suivantes :

X|K|= XH K, = X3K3= o,
) K|K7=—a)K3, X»K|=a1K3,

(77) XoKy=—a3K,, GKi=a.K,,
( X31\1=——alka, ‘ll\3= asK,

et

(77) KiKo=p;, KoKz=p,, KiK=p.

On en conclut que, ou bien les trois expressions p, sont différentes
de zéro, ou bien deux d’entre elles au moins sont nulles. Et 'on est
ainsi conduit a distinguer les divers cas suivants :

A. Les invariants relatifs a, sont tous différents de zéro, et
aucun d’eux n’est constant.

Alors py, ps, ps sont tous trois différents de zéro, et 'on a

b, = *= PiPP3, K, ==X PipoPs Ky = = VP1Pops

P P Ps
On obtient ainsi deux systémes de valeurs opposées pour K,,
K., K; et en les portant dans les relations (77), on en déduit immé-
diatement les conditions nécessaires et suffisantes cherchées, qui
sont les mémes quel que soit le sig\ne adopté devant Vi paps-
Si ces conditions sont réalisées, le réseau proposé est topologi-
quement applicable sur deux systémes projectivement distincts de
quatre faisceaux de plans. En particulier, on voit qu’étant donné un
réseau formé par quatre faisceaux de plans pour lequel les a, ne sont
pas constants, il exisle un autre réseau de méme nature'qui lui est
topologiquement équivalent tout en étant projectivement distinct.
Les conditions (76) montrent d’ailleurs que si dans le premier
réseau les axes A, et A, sont concourants, dans I'autre réseau les

axes A, et A; sont également concourants (i#£]#hF#Kk).

B. Les trois invariants a, sont différents de zéro et constants :

«, = eonst., d» = const., a; = const.
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Nous avons vu précédemment que dans ce cas le réseau admet un
groupe continu transitif 4 trois paramétres.
On a alors
Ki=Ke=Ks=o,
et les équations (77) sont identiquement satisfaites.
Tout réseau a configuration superficielle hexagonale pour lequel

les @, sont tous trois différents de zéro el conslants, est donc topolo-
giquement applicable sur quatre faisceaux de plans, qui sont déter-
minés, aux transformations projectives prés, de facon unique.

On vérifie immédiatement, en se reportant aux équations des
axes A; de ces quatre faisceaux, que ces axes sont quatre génératrices
d’un méme systeme d’une quadrique. dont ’équation, par rapporl
au systéme de référence mobile, est

fxF+ arazxi+ aza, 23+« a,.xi = o.

C’est d’ailleurs ce qui résulte de facon évidente du fait que les quatre
faisceaux de plans adettent un sous-groupe a trois paramétres du
groupe projectif.

C. Un seul des invariants relatifs a; est nul. — Soit par exemple

IT“::O. 7[.:—(?:71_;50.
On trouve alors aisément
Ki=o. KK =Xya Ki+Kj=2eXee,
a
De ces derniéres relations on déduit en général pour K,, K.,
K;, quatre systémes de valeurs distinctes, qui portés dans les rela-
tions (77) fournissent les mémes conditions nécessaires et suffisantes
‘cherchées. Ces quatre systémes se réduisent a deux si K, 4+ K,
ou K, — K, sonl nuls, et a un seul si K; et K, sont tous deux nuls.
Dans le cas général, le réseau proposé est donc topologiquement
applicable sur quatre systémes, lopologiquement équivalents mais
projectivement distincts, de qualre faisceaux de plans, et 'on vérifie
aisément que, dans ces quatre systémes, les axes A;, A, sont concou-
rants ainsi que les axes A;, A,.
Si K;+ K.= o, les quatre systémes de faisceaux de plans se
réduisent a deux seulement, dans lesquels le point de rencontre des
axes A, et A, est situé dans le plan des axes Ay, A,.
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1l en est de méme si K, — K,= o avec cette différence que c’est
alors le point de rencontre des axes A, et A, qui se trouve dans le
plan (A;A,). ‘

Enfin, si K, =K,= o le réseau proposé¢ n’est plus applicable que
sur un seul systéme de faisceaux de plans bien déterminé, aux irans-
formations projectives prés, et pour lequel le point de concours des

axes A, A, esl situé dans le plan des deux autres axes (A, A) et
réciproquement.

D. Les trois invariants relatifs a, sont nuls. — Le réseau esl
alors a configuration oclaédrale, et les conditions (77) et (77') sont
‘identiquemenl satisfaites dés que deux des K, sont nuls, le troisiéme
étant une conslante arbitraire. Les quatre axes des faisceaux de plans
sur lesquels est applicable le réseau proposé forment alors un quadri-
latére gauche, et tous les systémes de faisceaux de plans répondant &
cetle condition sont topologiquement équivalents, bien qu’étant pro-
jectivement distincts (si Pinvariant projectif K, non nul n’a pas la
méme valeur).

27. Nous avons ainsi déterminé les réseaux de faisceaux de plans
qui sont projectivement distincts tout en étant lopologiquement équi-
valents. Il y aurait intérét a rechercher la solution du probléme plus
général suivant (Blaschke [5]).

Quels sont les réseaux de plans quelconques (ne Jormant pas
forcément des faisceaux) topologiquement équivalents, mais pro-
Jectivement distincts?

Signalons enfin que M. Podehl [44] a donné des conditions géo-
métriques simples, nécessaires et suffisantes pour qu’un réseau de
surfaces soit topologiquement applicable sur quatre faisceaux de
plans. )

Avant de quilter ce sujet, nous ferons observer que la méthode
précédente permettrait aisément de déterminer analyliquement les
réseaux de plans a configuration octaédrale. Il suffirait de faire
a=a,=a,=o, ® = o dans les équations (74), (7%'), (74") et 'on
peut par un calcul en tous points analogues a celui qui a été appliqué
au chapitre précédent a la recherche des réseaux de droiles a confi-
guration hexagonale. démontrer le théoréme suivant :
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Tutorime. — Les seuls réseauz de plans qui présentent la con-
JSiguration octaédrale sont les réseaux constitués par les plans
tangents communs auz quadriques d’un faisceau tangentiel (qui
peut étre dégénéré).

On peut d’ailleurs en donner une démonstration géométrique immé-
diate a partir du théoréme B ci-dessus. En effet les surfaces S, élant
des plans et les lignes L,, des droites, les trois couples de
lignes (Lya, L), (Lys, Las), (Lys, Loy) engendrent, sile réseau est
a configuration octaédrale, trois familles de surfaces qui. étant double-
ment réglées, sonl des quadriques auxquelles on vérifie immédiate-
ment que les plans S, sont tangents, puisque chacun d’eux en contient
deux génératrices. Dubourdieu [27].

CHAPITRE 1V.

INVARIANTS TOPOLOGIQUES DE DEUX CONGRLENCES DE COURBES DANS L’ESPACE.

27 bis. La recherche des invariants tlopologiques de deux con-
gruences de courbes dans I’espace a trois dimensions équivaut, ainsi
que I’a montré W. Blaschke [13] a la recherche des invariants de
I'équation différentielle générale du second ordre, telle que I'a déve-
loppée pour la premiére fois A. Tresse [52], ou ce qui revient au
méme a la recherche des invariants topologiques d’une famille de
courbes a deux paramétres dans le plan (Bol [20]).

D’une part, en effet, étant données deux familles de courbes de
'espace, on peut, a condition qu’elles n’engendrent pas une famille a
un paramétre de surfaces, projeter I'une des familles de courbes au
moyen des courbes de 'autre famille sur une surface, de maniére a
obtenir sur cette derniére une famille de courbes a deux paramétres,
a laquelle correspond par conséquent une équation différentielle du
second ordre.

D’autre part, a I'équation du second ordre

d’v dv
(78) T =f(u, o, ﬁ)’

dans le plan (u, ¢) on peut faire correspondre dans P'espace (u, ¢, w)
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les deux familles de courbes L, et L, d’équations respectives

(L) %___@___d_w,
(0] 1
(L) #zgz_d_“’,
J(u, 0, w)

auxquelles correspondent précisément par le procédé indiqué ci-
dessus, dans le plan u, ¢, ’équation différentielle (78), et cette cor-
respondance est topologiquement invariante au sens restreint que
nous sommes convenu de donner a cette expression.

En fait, équation (78) est 'équation différentielle de la famille de
courbes a deux paramétres que 'on obtient en projetant la con-
gruence L, au moyen des courbes de la congruence L,. Si inverse-
wenlt on projette sur le plan u, ¢, la congruence L;, au moyen des
courbes de la famille L., on obtient une nouvelle famille de courbes
a deux paramétres a laquelle correspond une nouvelle équation diffé-
rentielle du second ordre qui n’est autre que I’équalion adjointe
de (78) que 'on définit habituellement comme suit. Soit

o(u, v, a, b)y=o,

la solution générale de I'équation (78) qui dépend de deux para-
métres a et b. Si 'on considére a el b comme les variables, et u, ¢
comme des paramétres, celte solution apparait comme la solution géné-
rale d’'une nouvelle équation du second ordre en @ et b qui n’est
autre que ’équation adjointe a I'équation primitive (78).

On apercoit ainsi l'intérét qui s’attache a la recherche directe des
invariants topologiques de deux congruences de courbes dans 'espace,
n’engendrant pas une famille 4 un paramétre de surfaces. Les
méthodes de E. Cartan permelttent d’effectuer cette recherche avec
une grande simplicité.

28. Les deux congruences de courbes L, el L, peuvent étre repré-
sentées sous la forme

w, =0 5w»=0,

L= L,
t w3 =0, ( wg=o0,

ol ©;, W», @, sont trois expressions de Pfaff en du, dv, dw (dont
la troisiéme représente I'élément plan défini par les tangentes aux
courbes L, et L.) et qui ne sont d’ailleurs définies qu’a une transfor-
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mation prés du groupe linéaire

(T) W= Y 0+ ¢ w3, W, = uzw»+ Vo3, w3 = Uzw3.

Le probléme revient en définitive a rechercher les invariants des
formes w,, w,, w3, d’une part par rapport & une transformation quel-
conque du systéme de coordonnees u, v, wet d’autre part par rapport
aux transformations du groupe linéaire (T).

A cet effet, on considére u,, u., us, vy, v» comme cinq nouvelles
variables indépendantes.

Les covariants bilindaires des formes w peuvent alors se mettre

sous la forme
(wl = [M, wl] [wl, 003]
(79) (w-,) = [7:7, w;] -+ [Eg, w;;],
(UTs)IE a[;l, (E] -+ [ T3, ‘;;].
Ty, Mgy T3, Wy, Wy étant cinqg nouvelles formes de Pfaff aux huit
variables u, v, w, uy, u,, us, ¢4, vy, indépendantes entre elles et
indépendantes de w,, ., w; et qui ne sonl d’ailleurs définies qu’aux
transformations preés
Ty = T+ w0, + w0,
Ty= Mo+ Wyws—+ Wy,
Ty= my+ Wsw—s,
® =+ Wz(?l —+ wu.-u;,

W= @)+ W;,W>+ Wyw3.

En considérant w,, w,, ..., w; comme de nouvelles variables
indépendantes on peut remplacer les relations (79) par les suivantes:

) ‘ (0))'= [ﬁh‘”l]"_[;l:u;]’
(79" \ (w" = ["“’ ‘”"] + [E’y ‘—;'-1]7
(o) =alog, o]+ [, o).

Effectuons alors sur les w, une lransformation infinitésimale du
groupe I', soit

(80) 3w, = e.u).+e,w3, Swo = €1, + &> wy, dwy = e3wy.

En écrivant que les accroissements des covariants (w, )’ fournis par
les relations (79') sont égaux respectivement aux covariants des
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expressions dw, fournis par les relations (80), on conslate sans peine
que la transformation infinitésimale (80) transforme I’expression a,
et les formes de Pfaff 7, et o, d’aprés les formules suivantes, ou lesv;
sont sept nouvelles arbitraires
(81) 3a + a(e,+ es— ey) = o;

on, =de, — s, awr—+ v, oy + V> w3,

3% = des+ a0, -+ vy -+ viw,,
(81" 3n, =des+ a(e,m>— &2, ) + vs 003,

3o = ds, + ¢, (73— 1) — (‘e3— €,)B, + Va0, + 0400,

8;: de»r + Ev(;r—;— —7;) —_ (83'— 89)3—2“" Vb(’-):+v7;;;;‘

La relation (81) montre tout d’abord que @ est un invariant relatif
dont la signification est d’ailleurs évidente. L'égalité invariante @ = o
exprime en effet que I'équation

w3=0

est complétement intégrale, c’est-a-dire que les deux familles de
courbes L, et L, engendrent une famille a un paramétre de surfaces.
Ce cas étant exclu de ’étude que nous nous sommes proposée, on
doit supposer
a # o.

Mais alors on peut profiter de I'indélermination des variables auxi-
liaires u,, 4,2, u; pour faire
(82) a=1
moyennant quoi les variables u,, u,, u; et u, ¢, w sont liées par une

relation qui a pour effet de réduire le groupe (T') au sous-groupe
engendré par la formation infinitésimale

(83) 8w, =e,w + ¢ 03, 30 = €>00 + €53, 3wy = (€&, + €2)ws,
qui se déduit de la transformation (80) en y faisant
.(M) ey= e+ €.
Conlinnant a désigner par o, wa, . . . ce que deviennent les expres-
sions différentielles précédemment définies aprés cette réduction a

Punité de invariant relatif @, on conslate alors que les relations (81')

MEMORIAL DRS SC. MATH. — N° 78, &
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dans lesquelles on tienl comple de (83) donnent
(82) 8(7:_;,-—-1:—1—— ;) =—(vi+ 257)u_);+(‘2:|-—\l3)0‘)—;+ (Vs—V»—-Vi)J:;-

La liaison établie entre les variables u, v, w et uy, u,, u, pour
réduire & 'unité V'invariant relatif @, entraine donc que les formes

Ty, Ta, T3 cessanl d’élre linéairement indépendantes de W1e Way @y,
Pon a une idenlité de la forme

7?3—;1-—;:5 “|J|+ az(—”_zﬂ- “JJ.:,
et de la relation (85) on conclut immédiatement

Say+ e a;=—(v|+28),
8>+ > = 25| — Vg,

daz+ az(e 4+ e€>) 4 g a4 e =v5— Vv — V.

Ces ¢galilés montrenl que les quantités a,, a,, ot; sont soumises a
un groupe linéaire, dont les paramélres sont les variables auxiliaires

Uy, Uay ..., ws, de sorte que I'on pourra s’arranger de maniére a
faire

A== 2A3=0,

c’est-a-dire
(86) =T+ Ta,

moyennant quoi on devra supposer par la suile dans les formules (11")

(87) V)= — 280, V3= 22y, V,= Vo—+ vy,

Finalement on apercoit que le systéme de variables auxiliaires pré-
cédemment introduites se trouve ainsi réduit, d’'une part aux quatre
variables auxiliaires u,, us, ¢4, ¢; et d’autre part a 7 — 3 = 4 autres
variables auxiliaires, anciennement désignées par w,, w,, wg, w; et
que nous désignerons dorénavant par &, wa, t, l,-

Les deux congruences de courbes se trouvent représentées de la

sorte par quatre formes de Pfaff @, @,, ; qui satisfont aux identités
S (o) =[5, 0] +[®. =],
(@) =[7, o] +[=, 0],

[ Gy =[5, 5]+ [Fs 7 ).

ou Ty, T, ;, @, représentent quatre nouvelles formes de Pfaff conte-

(88)
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nant les différentielles des variables supplémentaires uy, U2, ¢4, vs €l
linéairement indépendantes. Les formes w, ne sont d’ailleurs elles-
mémes définies qu’a une transformation preés du sous-groupe de (T')
engendré par la transformation infinitésimale (83), et si I'on effectue
une telle transformation, les relations (88) conservent la méme forme,

les expressions 7, Ta, »;, », subissant elles-mémes les transforma-
lions

dn, =de,— 26w, — g Wws+ P Wa,

N 37> = des+ W+ 2w+ Rowy,

(89) — — N
duy=ds + T — T+ W+ Vg,
BT = dir4 HT — €1+ Par— VT,

OU [y, 2y v1, V- Sont des arbitraires (anciennement notées va, Vi, Ve, V1)
correspondant a une variation infinitésimale des variables auxiliaires
Wy, Wa, &y, L.

99. Si alors on écrit (relation fondamentale) que les covariants tri-
lindaires des covariants bilinéaires (88) sont identiquement nuls, on

trouve sans difficulté que les covariants bilinéaires de m;, 7o, @), B2
peuvent étre mis sous la forme

()= slon o] —[w @] —>[os, @]+ [0, w),
(7)) =—8lor, o]+ [@, & ]+ 2[@, 0]+ [0, @],
' (=)= [=:. ;]+[0.,u7.]+ [Pl,Js]:
V@)= (.m0, 0]+ Loy o),

ot 0y, 0y, p1, p2 désignent quatre nouvelles formes de Pfaff contenant
les différentielles des nouvelles variables w;, wo, £, ¢ €t forrhant par
suite avec les formes de Pfaff précédemment introduites un systéme
linéairement indépendant. Ces nouvelles expressions différentielles
ne sont d’ailleurs définies qu’a unc transformation pres de la forme

(90)

0,=0,+ xym;, oy =p 1+ y1w3+ 20,

0, =0+ 2 w;, 2> = )+ Yoz TrWa,

Zyy Tay Yy Vae
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Si I'on effectue alors la transformation infinitésimale (13) sur les.w;,
on trouve sans peine en tenant compte'des identités

(er)=3(z).  (3w,)'=3(=)),

que § et 6,, 6,, p,, ps se transforment d’aprés les formules suivantes :

30 =du+ (7, + 1) — (€14 €9)8 4+ 6,8 — 61 — v, 0> — 200, + &y 03,
(1) 802 = dyo+ (7, 4+ 7o) pro— (€14 €9) 8+ &, B> — &, ~+ Yo 0, + 2V, @0s -+ Eaty,
91 — R — — — — —
? do1=dv, +v, (27 +m, ) —pi(2er+e)) + 51(09—0.) — o (o — )+ o+ 1wy,
| 800 = vy +v> (27 +70) —gr(2e,+ ) 4+ 2 (B, —8,) — @ (1 —pp>) + Ea oz +ma 003,
(92) 83+ B(ei+e0)=2(p— o)
ou £y, gy M4, M, désignent quatre nouvelles arbitraires correspondant
aux variables auxiliaires z,, 4, ¥4, ¥>.

La formule (92) montre tout d’abord que f ¢st soumise a une sub-
slitution qui dépend des paramétres u,, u,, wy, w, el 'on peut par
conséquenl, en établissant entre ces derniers une relation convenable,
s'arranger de maniére a faire 8 = o moyennant quoi, on aura doré-
navant
(93) = o =g,
et les deux premiéres relations (91) donnent alors
(94) 3(0—8;) =—(ei+e0)[8,— 8] — 3vo0,— 3v, 02+ (51— o).

Cette réduction de la quantité 8 a zéro étant effectude, la différence
8, — 6, devient une forme linéaire en w,, wy, ®, et la relation (94)
monire qu’en élablissant trois nouvelles relations entre les variables
auxiliaires, on pourra s’arranger de maniére a réduire cette forme
identiquement a zéro, c’est-a-dire a faire
(95) b =08,=49,
moyennant quoi, on aura par la suite

(96) vi=o, ve=o0, E=#f=E

Dés lors, les formes p; et p, deviennent elles-mémes des combinai-

sons linéaires de ©,, wa, w3 soit

EE au;"‘ amuTz+ alsw_'i,
(96')

;;E agluT,’+ o> Wo = Az W3,
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qui d’apres les formules (g1) et en tenant compte des relations (93)
et (96) se transforment, lorsqu’on effectue la transformation (83) sur
les w,, comme suit

I~

(97) | 351=—(26>+ e1)p1+ Eo+ a0,

[ 3p>=— (26,4 €>)p>+ Eor+ >0y

En écrivant que les covariants trilinéaires de (w,) et (@,) sont

identiquement nuls (relation fondamentale), on trouve d’ailleurs les
identités

(a||—2an)[w—,.

¢

o) o)+ [T [mn ] - [0, 7+ =), @ =o,

(avo—2ay) (o1, wo. @] + [0+ [7, 7 | = [3, 71+ ), | =,
d’oti I'on déduit
(98’) a1 = Ao,

Les relations (97) dans lesquelles on remplace p, et p- par leurs
expressions (96) donnent alors

Sy + 2(e + e))a,, =08an—+ 2(e + €>)as =15,
O 3+ (411 €+ Qoto+ Ay3( %€+ 3e>) =1,

(99) { dtrm—+ Aoy g+ @ooko—+ Arg(3 0, +2€)5) =),
duy»+ (3es+ e )apr=o,

6t~ + (e, + er)ar = o.

On en conclut q\ue a,2 et @y, sonl deux invariants relatifs. Pour ne
pas alourdir cet exposé, nous avons négligé de signaler quel est
Pordre des dérivées des coefficients des formes w; d’ou I'on est parti,
qui injerviennent dans les différentes cxpressions successivement
introduites. Le lecteur comblera aisément cetle lacune, et constatera
en particulier que chacune des réductions effectuées élevant cet ordre
d’une unité, les invariants relatifs a@,» et a.; sont du cinquiéme
ordre.

D’ailleurs si I'on passe du systéme de deux congruences de courbes
a l'équation différenticlle du second ordre correspondante on peut
?isément calculer les invariants relatifs correspondants de I'équation

dxv dv
(78) G = T)
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en reprenant les raisonnements précédents sur le systéme

o, = du, we=dw — f(u, ¢, w)du, wg=dv — w du.

.. 8 .
On trouve ainsi que a4, n’est autre que 3_9;{ (")- Lorsqu’il s’annule

identiquement I'équation (78) est donc de la forme

(100) —dl—p—al 2)3 do)? do
= 0 au -+ a, 'd—u “+ a 2;)4‘03.

Si au contraire c’est Pautre invariant @y qui s’annule identique-
ment, c’est I'équation adjointe de (78) qui a la forme (100).

30. Supposons tout d’abord que les deux invariants relatifs a,, et
@y, soient identiquement nuls

A= a» =0.
Les quatre premiéres relations (9g9) montrent que l'on pourra
s'arranger de maniére a faire

A= A= Q3= Qog = o,
c’est-a-dire

1= po=0,

O

moyennant quoi on aura

E="ll=7l°=0’7

et les seules variables auxiliaires qui subsistent sont u,, u,, ¢,
Vay Wy
Les relations (98) se réduisent alors a

[7+[=, 5] = [0, m+m], | =o.
D’autre part, si on écrit que les covariants trilinéaires de (7, )’ et
(:r_r;)’ sont identiquement nuls, on trouve immédiatement
[0+ [, @] =[5, 7+ ], o1 | =o,

[7+ [, @]~ [0, 5+ =], @ | =o,

(*) Les invariants relatifs 3 a,, et a,, que nous avons dit étre du cinquiéme ordre
ne font intervenir que les dérivées quatriémes de la fonction f. Cela tient évidem—
ment & ce que dans ’équation (;8) figure déjh une dérivée seconde.
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et de ces trois relations on conclut
(101) V=[w, o |+ [0, 7+ =],
et I'on vérifie aisément que le covariant trilinéaire de 0’ est identique-

ment nul,

En définitive, on apercoit ainsi qu’en adjoignant aux coordonnées
u, v, w cinq variables supplémentaires u,, us, ¢4, ¢2, Wi, on est arrivé
a former huit expressions de Pfaff linéairement indépendantes, a
savoir uT., Wg, W, (qui égalées a zéro fournissent les équations des\

deux familles de courbes) et m,, 7, @, @., 0 satisfaisant aux rela-
tions

(0)= [7, 0]+ [®), ®],

(0)= [5, o]+ [w. 0],

()= [ono]+[m+7, 0],
(m) =—[w, & ] —2[w. v ][5, ws],
(=)' =—[w, m] +2[w. 0] +[§, ws],
(w)= [®, ]+]6 ol

(3) =" [@s, 71 ]+ [0, @]

(0= [&, @] +[0 5+

(102)

Ce sont les « équations de structure » du systéme de deux
congruences de courbes lorsque les deux invariants relatifs d’ordre
minimum, &,» el @, sont identiquement nuls.

Considérons deux tels systémes de deux congruences de courbes
définies respectivement, le premier dans le systéme de coordonnées
u, v, w par trois formes de Pfaff w,, w», w; et le second dans le sys-
téme de coordonnées U, V, W par Q,, Q., ;. Par 'adjonction de
cing nouvelles variables que nous désignerons par des minuscules et
des majuscules suivant qu’il s’agit du premier ou du second systéme,
on pourra définir respectivement pour chacun d’eux huit formes

Wiy Wgy ..., 0 et Ry, Qs ..., O satisfaisant aux équations de struc-
ture (102). Pour que ces deux systémes de courbes soient topologi-
quement applicables I'un sur P'autre, il est alors évidenl qu’il faut et
suffit que 'on puisse exprimer les variables majuscules en fonction des
variables ininuscules de maniére a avoir

Q= vy, )= W, ey 0 = 0.
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Or, ce systéme de huit équations différentielles, dans lequel on
considére les huit variables majusculés comme fonctions inconnues
des huit variables minuscules est complétement intégrable et sa solu-
tion générale dépend de huit constantes arbitraires.

Deux systemes quelconques de deux familles de courbes pour
lesquels les invariants d’ordre minimum a,, et Q. sannulent
identiquement, sont donc topologiquement équivalents, et chacun
d’euzr admet un groupe continu & huit parametres, dont les équa-
tions de structure, au sens de M. Cartan, sont les équations (103).

" En particulier, on constate immédiatement que les deux familles
de courbes définies par les expressions de Pfaff

(103) w, = du, o> = dw, w3=dv —wdu,

présentent la structure (102), ce qui montre en particulier que le
groupe de structure (102) est semblable au groupe projectif.
Au systéme (103) correspond d’ailleurs I'équation différentielle

d2v

dwz =

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation dif-
Sfeérentielle du second ordre soit topologiquement équivalente a

. dre . . .
Péquation ——5 = o est donc que ses deux invariants relatifs d'ordre

minimum solent identiquement nuls.

31. Supposons maintenant que les invariants relatifs a,, el @,y ne
soient pas tous deux identiquement nuls. L'idée qui se présente natu-
rellement a Pesprit est alors de réduire a I'unité ces deux invariants
relatifs ou tout au moins celui d’entre eux qui est différent de zéro.
Et de fait on pourrait poursuivre trés aisément cette étude de cette
maniére. Toutefois, nous suivrons une voie légérement différente,
afin d’obtenir des résultats que I’on puisse aisément comparer a ceux
qui ont été obtenus par les auteurs qui ont traité cette question
(Tresse [ 52] et Bol [20]).

D’aprés les formules (g9) on peut joul d’abord s’arranger de
maniére a faire

(104) a=an=a;3=day=o0, c‘est-z‘a:iire PI=apmy, p2=anw,
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moyennant quoi on devra supposer dorénavant
(105) ‘ L=k =o, N = Qyq¢o, o= > <.

D’autre part, en vertu des deux derniéres formules (99)on a
.

(106) { ddays=dda;y=— (3 de>+ de\)a»— (3e>+ €,) da,o,
o d{l>| = d8a91=—(3 d6|+ dez)a')l— (3€| ~+ e2)da9|.

On en conclut que da,, et day, sont de la forme

d(ll‘)E—al';(B;-i— 75_1) -+ hl'—‘T]"F‘h-)uT)—f- h:;_w—a,
(107)

dasy=—a> (37, + 7 ) + kyw, + k> + k0,
et, d’aprés les relations (89) et (106), il vient
f8[(la,o+ap(3;+1:_l)]=—-(3e)+e.)[da,»+c¢,2(3a+n_.)]
+ap(s»oT,+ 5e mr+ 4}15_,),

8[dasi+a> (37, + ) | = — (3e,+ e>) [das, + a (37 + 73) ]

-+ azl(-— 557(;—1— 51(:;+ 4;1.(:73).

(108)

Le cas ou les deux invariants relatifs a,, et a., sont nuls ayant été
¢élucidé. supposons @y £ 0; on pourra alors profiter de I'indétermi-
nation des variables auxiliaires u, ¢, w (correspondant a ¢,, ¢, p) de
maniére a annuler les coefficients k,, ki, ks; moyennant quoi, on
aura

(109) g =8 =0, . =o.
11 vient ainsi
(110) duo,+d*l(3;;+ ;::)Eo,

et de la premiére relation (108) on déduit, en tenant compte de (109),

Shy =—(3es+2¢e,)h,, dhr=—[4e-+ e, h>, Shy=—2(26++ €,)hs,

en sorte que les coefficients A, h,, h, apparaissent comme trois
invariants relatifs du siziéme ordre.
Ceci fait, on a finalement

G=o=p ==y =ve=f == =n=o0,

et 'on apercoit que toutes les variables auxiliaires introduites précé-
demment ont disparu, a l'exception de u, et u.. On a donc ainsi
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défini trois formes différentielles relativement invariantes W), Wgy W3

qui restent soumises au groupe engendré par la transformation infi-
nitésimale

(83) 3o =€ v, dwr=ew,  d0;=/(c,+ ),
tandis que les formes =, 7., ®,, ®, et 8 se transforment comme suit :

(1) 3x, = dey, 31 = des;

813':—6)67— dmr=—e ; 0t = — e+ e 0.
1y 1 )

Les cinq formes w;, wy, w;, Ty, M, aux variables u, ¢, w, u,, u,
sont linéairement indépendantes; quant aux formes w,, w,, § ce sont

des combinaisons linéaires de ,, w., w3, dont les neuf coefficients
sont autant d’invariants relatifs du septicme ordre. Ces diverses
formes satisfont d’ailleurs aux identités (88) et (go) dont les derniéres
s’écrivent en tenant compte de (104)

(7 =—[mm. ] — o5 @]+ [5, a1
(;’)’E l;“":]"'z[a";’]"'[é)';i]a
(u—’l)lE I.;l: ;:]""[Ea (;!]""al’["’_’-”"“’_-f]’

(‘;‘)IE [E) 7:_1]"' [67 “_’—’] -+ “’l[w_la (:’—"]'

(112)

Si, d’autre part, on écrit que les covariants trilinéaires de ces
expressions sont identiquement nuls, on obtient en tenant compte
de (107) I'identité
(113) V=[w, @]+ [0, 7+ ]+ k[, ],

laquelle fournit a son tour par le méme procédé I'identité

(114) ,[dh.+hl(3;+2;:_l), E,u_);]

+a|g[.(.—0—;, (!)_5, !;;] -j—a;,[w_h m_|, 0)—3] =o0.

Dés lors, I'égalité (110) donne immédiatement, en tenant compte
de (t12),

(37—5"';"),5_[“’_!1 ‘;]_5[;a ‘E] +4[-67 .(;’—5;] =0,

ce qui montre que les neuf invariants du septiéme ordre signalés plus
haut, ne sont pas distincts. On en déduit en effet que ®1, W2, 0 sont
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de la forme

T =0+ G, — 4 Bawy,

(115) W= aym, + %alu;— 2[31;)_3,

w,,EB,uT,+ B);a-l— 330.)—3.

el 'on obtient ainsi seulement six invarianls relatifs distincts du
septiéme ordre, qui se transforment comme suit :

Sy =— (e, + e5)ay,
(116) 817:—287G),

Sag=—2e1a3;

33 =—(2e,+e)B,
(116') 8{3»:—-(e| -+ 287){39,

{3, =—2(e,+ €>)Bs.

Mais par ailleurs, de tout invariant relatif A, d’ordre quelconque,
et de poids n, m. c’est-a-dire se transformant comme suit :

A =— (ne,+ me>)A,

on déduit trois invariants relatifs de 'ordre immédialement supérieur,
en remarquant que I'on a

B[dA +(n® + mE)A] =—(ne,+ me-) [dA +(nm + m;)A],

en sorte que dA + (m?;—i- mng)A esl une combinaison linéaire de

E, ws, @y dont les coefficients sont des invariants relatifs que nous
conviendrons de représenter par A;. A,, A,

(117) dA + (n7 4+ mm )A = A 0, + Aswr+ Az wy,

et qui se transforment comme suit :

A =—[(n+1)e,+ me ]A,,
A, =—[ne + (m+1)e>]As,
My, =—[(rn+1)e,+(m+1)er]As.

De ces dernicrs on déduit & nouveau neuf invariants relatifs A;; de
Pordre immédiatement supérieur par le méme raisonnement qui
fournit les identités

dA |+ /\,[(n+l);|+m;] EAnw_l'*AP“-T"“ A|3°"_3,
dAs—+ As| %, + (m+1)75] = Aoy @)+ Aso s -+ Aoz,

dA,+ Ag[(n—i- 1);+(m+[);c—)]—=— Aq 0+ Agowrs -+ Agz 0.
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Ces neuf nouveaux invariants relatifs ne sont d’ailleurs pas distincts,
car si l'on écrit que les dérivées symboliques des deux membres des
égalités précédentes sont égales, on trouve les identités

A)l—A|r+ A;E o,
(118) ’813— r\os—’-AlG)-l——;;AﬂllEO,

’\n— -\:“—-‘\'dl— A)IJ"—__‘O

En particulier, des trois invariants relatifs du sixiéme ordre #,,
hs, hy, on déduit neuf invariants relatifs du septiéme ordre, A;; par
les identilés

dh|+ }L|(3;+ 27_:—1) = h“(:)_|+h|‘l(l)—2+ /l|3w_.j,

(119) ) dh7+h1(47\7_>+ E)Eh7|u:+/l)gu_)_$+hmw—3,
\ dhs+ hy (27, + 270) = hg @, + by o>+ kg0,
qui se réduisent a six invariants distincts du fait des identités
,I‘v| —_ h|2+ ,l,';—E o,
I
(120) ha>— hog+ h oo+ ghqalso,
hr;;——}l,“—h|1|— h)ﬂ;;EO.
En adjoignant ces six invariants distincts, aux six invariants de
méme ordre o, aa, a3, By, B2, B3, on obtient ainsi au total douze
invariants du septiéme ordre, mais on constate que si les iden-

tités (112) el (113) ne fournissent aucune relation nouvelle entre ces
invariants, par contre I'identité (114) conduit a la relation

(121) h.,+a,»13+aola,-_-=_0,

de sorte que finalement il ne subsiste que onze invariants relatifs
distincts du septiéme ordre.

De ceux-ci, on déduit ensuite des invariants relatifs d’ordre supé-
rieur en leur appliquant le procédé (117). En particulier les invariants
du huitiéme ordre ainsi oblenus sont astreints’ a vérifier un certain
nombre de relations qui découlent soit des identitds (118) soit des

identités (112) et (113). On peut montrer facilement que sia,, et ag,
sont tous les deux différents de zéro, on oblient ainsi 5 ~(n? —3n—6)

invariants relatifs distincts d’ordre 27 (cf. Bol [40]).
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Lorsque @;,= o, a,, élant différent de zéro, on constate immédia-
tement que les invariants relatifs 4,, ks, A, du sixiéme ordre définis
par la relation (107), sont identiquement nuls. D’autre part. la rela-
tion (121) montre que I'invariant relatif du septiéme ordre a, est lui
aussi identiquement nul, en sorte qu’il ne subsiste que cing invariants
relatifs du septiéme ordre. D’une fagon générale, on démontre qu’il
existe 27 — g invariants relatifs d’ordre n275 (cf. Bol[20], Thomsen
[50]).

En réduisant a 'unité deux des invariants relatifs qui ne soienl pas
nuls, on déduirait immédiatement du systétme d’invariants relatifs
ainsi obtenus un systéme complet d’invariants absolus, et du nombre
de ces invariants qui, considérés comme fonctions de u, ¢, w sont
indépendants, on déduit aussitét si le réseau de deux congruences de
courbes admet un groupe continu fini de transformations, qui ne
peut qu’étre & un, deux ou trois paramétres. Dans ce dernier cas, Lous
les invariants absolus sont constants ct le groupe est transitif. La
recherche des réseaux qui satisfont a celte derniére condition ne
présente aucune difficulté. Elle a été faite par Tresse sur 'équation
du second ordre correspondante [52].

Quant a Vinterprétation géométrique des invariants relatifs ou
absolus, elle parait peu aisée a raison de leur ordre élevé. Quelques
résultats ont été cependant obtenus dans cette voie par Bol [20].

32. Si aux deux congruences de courbes L, et L, on adjoint une
famille 4 un paramétre de surfaces f, on obtient une figure dont
I’étude des invariants topologiques ditférentiels se fait sans difficulté
par la méme méthode. W. Blaschke a montré qu’il exisle, aux trans-
formations topologiques prés, unc correspondance biunivoque entre
ces figures (L, — Ly — f) et les familles a4 un paramétre de transfor-
mations portant sur deux variables. En particulier, une classe inté-
ressante est constituée par celles qui correspondent aux familles de
transformations (ne formant pas un groupe) permutables, et elles sont
caractérisées par unc configuration simple dite configuration hexa-
gonale de Bol [7]. La place nous manque ici pour examiner ces
recherches ainsi que les études analogues qui ont été failes dans cet
ordre d’idées et qui sont énumérées dans I'index bibliographique qui
suit.
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