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THEORIE GENERALE DES RESEAUX

APPLICATIONS

Par M. ClL. GUICHARD,

Correspondant de P'Institut
Professeur de Géométrie supérieure a la Sorbonne.

INTRODUCTION.

1. La classification générale des réseaux peut étre résumée par le
tableau suivant (fig. 1) :
Fig. 1.

Congruences J. Réseaux conjugués N. Congruences harmoniques I.
Réseaux conjugués O. Congruences harmoniques C. Réseaux conjugués K.

Les opérations géométriques étant effectuées dans Pordre indiqué ;
lorsqu’on opére dans 'ordre inverse, partant d’un espace d’ordre n,
on est amené & envisager des espaces d’ordre supérieur a n.

Nous étudierons d’abord dans le premier Chapitre la classification
des réseaux et congruences pour des espaces d’ordre 2, 3, 4, 5 et 6.
Les résultats obtenus s’interprétent immédiatement dans un espace
d’ordre 3 et nous indiquerons dans la suite quelques applications
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immédiates. Pour tous ces espaces, la classification est basée sur la
loi d’orthogonalité des éléments. Le fait essentiel est que certains
¢léments de la suite indiquée sont des ¢léments qui se correspondent
par orthogonalité dans les espaces d’ordre 2, 3, 4 et 5. Il parait utile
pour ne pas compliquer les notations de se servir d’appellations nou-
velles pour les éléments correspondants.

Nous signalerons aussi que, d’une facon systématique, les systémes
intégrables par la méthode de Laplace sont écartés. Enfin pour un
espace d’ordre 2 se présentent du point de vue général quelques
difficultés qui seront signalées au début de I'étude correspondante.

ESPACE A DEUX DIMENSIONS.

.2. Deux fonctions quelconques z,, z, de deux variables u et ¢
définissent les coordonnées variables d’un point m d’un plan. Il
est-possible en général de déterminer une équation de Laplace

Rz dx dx
dude ~gu ~ow
qui admette pour solutions les fonctions 24, x,.

On peul donc dire que deux familles de courbes planes définissent
toujours un réseau.

Soit #; une solution linéairement distincte des deux solutions pré-
cédentes. Le point M de coordonnées x,, 5, x5 décrit dans un espace
a trois dimensions un réseau. Le point m peut étre considéré comme
la projection du point M de I'espace d’ordre 3 sur 'espace d’ordre 2.

Un réseau plan m peut donc étre défini comme la projection d’un
réseau M d’un espace d’ordre 3. Remarquons en outre que les tan-
gentes au réseau m peuvent également étre obtenues en projetant les
tangentes correspondantes du réseau M.

La transformation de Laplace peut étre définie en partant du
réseau m. Les réseaux transformés sont les projections des réseaux
qui se déduisent du réseau M par des opérations analogues.

Désignons par ..., sy, 8, m, r, 1y, ... la suite de réseaux dérivés
du réseau m par la méthode de Laplace (les réseaux successifs se
déduisant les uns des aulres par une transformation de u vers ¢);
par ..., S;, S, M, R, Ry, ... la suite analogue déduite duréseau M.
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Nous dirons que la droite mr projection de la droite MR décrit une
congruence d projection de la congrusnce D décrite par MR. Les
réseaux conjugués a la congruence d seront par définition les projec-
tions des réseaux conjugués a la congruence D.

Dans ces conditions, on vérifie facilement que les lois de parallé-
lisme indiquées pour un espace d’ordre quelconque s’appliquent a un
espace d’ordre 2, que les raisonnements relatifs aux réseaux conju-
gués' ou harmoniques & une congruence, ou aux congruences
conjuguées ou harmoniques aux réseaux sont légitimes.

Les propriétés d’orthogonalité peuvent étre également appliquées.

Deux réseaux plans m, m’ sont orthogonaux si la premiére tangente
de I'un des réseaux est perpendiculaire a la seconde tangente de
Pautre.

On voit facilement que si 'on désigne par ..., s,,s, m/,r, r\, ...,
la suite de réseaux transformés du réseau m’ par la méthode de
Laplace analogue a celle qui a été indiquée pour le réseau m, les
réseaux ...; s, 'y 8, 'y ry s’ ry 8, ... déduits de m et m' sont
des réseaux orthogonaux. Les congruences ..., s;s, ryr'; sm, r'm/;
mr, m's'; rry, s's,; ... sont, par définition, des congruences ortho-
gonales.

Il en résulte que si 'on considére dans un espace d’ordre 3 une
congruence G orthogonale & un réseau M: a, la trace de cette con-
gruence sur un espace d’ordre 2 décrit un réseau orthogonal au
réseau m projection duréseau M: b, la congruence g projection de la
congruence G sur un espace d’ordre 2 est orthogonale a la con-
gruence obtenue en prenant la trace du réseau sur cet espace.

La démonstration géométrique de ces propriéiés est immédiate.

3. Déterminants orthogonaux et réseaux orthogonaux Q. — Un
déterminant orthogonal d’ordre 2 s’écrit
El 62
, Mt M2
et 'on peut poser
Ei= coso, £2= sing,
Ny =—sing, M2 = COS Q.
Les rotations m et n sont
m =— (—)g ’ n=— d—? .
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Les réseaux orthogonaux correspondants peuvent étre obtenus par
les méthodes suivantes :

a. Soient & et [ deux fonctions de u et de ¢ telles que l'on ait

oh__ 00
d — au’
a de
u= My
Les systémes compatibles
aX;
Sa = hE -
9X; ll (i=1, 2)
do ‘T

définissent les coordonnées d’un point qui décrit un réseau O.

b. Posons
Xi=gti+rn  (I=1,2).

" Le point de coordonnées X; décrit au réseau O correspondant au
déterminant orthogonal si les fonctions ¢ et r satisfont aux relations

oIr __ 9%
ou = Tou’
99 _ 9%
o = "o

“ Ces fonctions étant connues, on obtient

dgq Jo
b= "o
1= 4 g%
o T 95"

A chaque solution g, r correspond un réseau O.

4. Congruences conjuguées aux réseaux O. — Toute congruence
conjuguée & un réseau O est une congruence 31. Nous dirons que de
telles congruences sont des congruences H. La théorie générale
permet de définir-les congruences 2H, 3H, ..., pH qui sont des
congruences 41, 51, ..., (p+2) L

On voit également que :

Les congruences conjuguées a des réseaux 20 sont des con-
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gruences H ou 2H. (Il existe une seule congruence H conjuguée a
un réseau 20.)

Les congruences conjuguées a des réseaux pO sont des con-
gruences (p — 2)H, (p —1)H, pH.

B. Classification des réseaux et des congruences. — Il est évident
que, dans un espace d’ordre 2, un réseau O est orthogonal a lui-
méme. Toute congruence conjuguée a4 un réseau O est orthogonale
a une congruence harmonique a ce réseau.

Toute congruence orthogonale 4 une congruence H est une con-
gruence C et inversement.

Tout réseau orthogonal 4 un réseau O est un réseau O.

Considérons maintenant un réseau 20 décrit par un point M. Il
existe une congruence H conjuguée a ce réseau. A cette congruence
correspond par orthogonalité une congruence C. Au réseau M cou-
juguée a H correspond un réseau N harmonique a C. Ce réseau N
peut étre un réseau O, 20 ou 30.

La premiére et la troisiéme hypothése doivent étre écartées. Sile
réseau N était un réseau O, il en serait de méme du réseau M.
D’autre part, si le réseau N était un réseau 30, il existerait deux
congruences C harmoniques a ce réseau et il devrait exister deux
congruences H conjuguées au réseau M.

Tout réseau orthogonal a un réseau 20 est un réseau 20.

Considérons maintenant une congruence 2H décrite par une
droite D. Parmi les réseaux conjugués a cette congruence existe un
réseau 20 décrit par un point M. La loi d’orthogonalité lui fait
correspondre un réseau 2 O décrit par un point N. A la congruence
décrite par D correspond une congruence harmonique au réseau N
décrite par une droite A. Cette congruence peut étre une congruence G
ou 2C.

La premiére hypothése est a rejeter. Les congruences C corres-
pondant par orthogonalité aux congruences H.

Donc :

Toute congruence orthogonale a une congruence 2 H est une con-
gruence 2C et inversement. ‘
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En continuant ainsi on montrerait que :

Tout réseau orthogonal a un réseau p O est un réseau pO.

Toute congruence orthogonalé 4 une congruence pH est une con-
gruence pC et inversement.

La théorie générale définit les réseaux K conjugués a des con-
gruences C. Les réseaux orthogonaux seront des réseaux harmoniques
a des congruences H. Ces congruences sont des congruences 31. Les
réseaux harmoniques sont des réseaux 3N, 4N ou 5N.

Un réseau d’un espace d’ordre 2 (les systémes intégrables par la
méthode de Laplace exceptés) ne peut étre qu'un réseau 5N. Les
réseaux N n’existent qu’a partir d’un espace d’ordre 6.

Nous dirons qu’un réseau 5N est un réseau L.

Dans ces conditions on voit que :

Tout réseau orthogonal a un réseau K est un réseau L et inver-
sement. '

"Nous appellerons réseaux 2L, 3L, ..., pL les réseaux 6N,
7N, ..., (p+4)N. '

~ Un raisonnement analogue a ceux qui ont été faits précédemment
montre que :

Tout réseau orthogonal 4 un réseau pK est un réseau pL et inver-
sement.

La classification peut étre résumée par le tableau suivant :

Congruences conjuguées. Réseaux. Congruences harmoniques.
H 0} o
H, 2H 20 ‘ G, 2C
H, 2H; 3H 30 G, 2G, 3C
(p—2)H, (p—nH, pH roO @—2)G (p—nC, pG:
L H, 2H, 3H
pL pH, (p+1H, (p+2)H
G, 2C, 3C . K :
PG, (p+1GC, (p+2)C pK
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7
Réseaux conjugués. Congruences. Réseaux harmoniques.
o, 20, 30 H L
20, 30, 40 2H L, 2L
30, 40, ‘ 50 3H L, 2L, 3L
rO, (p+10, (p+2)0 pH pL, (p+1L, (p+2)L
K . C o, 20, 30
K, 2K 2C { =20, 30, 40
K, 2K, 3K 3G 30, 40, 50
pK, (p+1K, (p+2)K pC pO, (p+1n0, (p+2)0

ESPACE A TROIS DIMENSIONS.

6. Déterminants orthogonaux et réseaux orthogonaux (O). — Un
déterminant orthogonal est défini par les quantités z, £, 7

ry Zy &3
£ B &
M 72 M3

Si P’on' désigne par a, b, m, n les rotations de ce détermlnant, les
formules générales s’écrivent -

dz; dE;

I

5;;=a$i, Ju =T azi—mmg, £=m2i e, 3)
oz; ] dEi on - =1,2,9).
%——b"ln dV = nny; W—_bxi—nEt

On a les conditions de compatibilité

da

A R P
b dv  du =)
o _

Le point m de coordonnées z,, zs, z; décrit sur la sphére de
rayon 1 un réseau orthogonal. Les quantités vy Eay E3; My May M3 SODL
les cosinus directeurs des premiére et seconde tangentes de ce réseau.

La théorie générale permet de former en partant d’'un déterminant
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orthogonal des réseaux orthogonaux par les deux méthodes suivantes :

a. Soient h et ! deux fonctions de u et de ¢ qui satisfont aux
“relations

d_v = lm,
al
b—;‘l’ = hn.

- Les fonctions #,, 3, #3 obtenues par l'intégration des systémes
complets

9X;

u =hE

‘_’_X_i_'l . (i=1,2,3)
Z)V - 1]1

définissent les coordonndes d’un point M qui décrit un réseau ortho-
gonal.

b. Posons '
X,-=px¥+ qEi+ru; (i=1,2,3)

et exprimons que lorsque u et ¢ varient seuls les tangentes aux
courbes décrites par le point M de coordonnées X,, X;, X; ont des
paramétres directeurs proportionnels aux quantités £, n.

On est alors conduit aux relations

ap _ 99 _
ou =7 av — "
ap _ , . ar
_ =0 T
et 'on obtient
h=ap—+ % “+ mr
du ’

Les fonctions ¢ et r étant connues, la détermination de la fonction p
et par suite du réseau exige l'intégration d’un seul systéme complet.

Le réseau orthogonal décrit par le point M est formé par les lignes
de courbure. Le réseau correspondant décrit par le point m donne la
représentation sphérique de ces lignes de courbure du réseau M.

7. Congruences orthogonales aux réseaux O. — Les normales ala
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surface décrite par le point M engendrent, lorsque & ou ¢ varient
seuls, des développables. Elles définissent une congruence ortho-
gonale au réseau. Nous dirons que les congruences orthogonales a un
réseau O sont des congruences O. Les quantités z,, x., z, défi-
nissent un systéme de cosinus directeurs des droites qui engendrent
des congruences normales au réseau.

Considérons en particulier la congruence décrite par les normales
en M au réseau O. Cette congruence est conjuguée a ce réseau ( fig. 2).

Fig. 2.

Réseau O et congruence O conjugués.

Un calcul facile montre que les rayons de courbure de la surface M
sont donnés par les formules '

R1=—és
a
R:=—%,

et que les coordonnées des points G et D qui décrivent les premier
et second réseaux focaux de la congruence s’écrivent

h

(9] Xi— =z .
‘; - (i=1, 2, 3).
(D) Xi— 7 %i ) '

Désignons par ..., S., S;, S, M, R, R,, R,, ... la suite de
Laplace déduite du réseau M, le sens de la transformation étant de u
vers ¢, par ..., Gy, Gi, G, D, Dy, D, la suite qui se déduit dans les
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mémes conditions des réseaux focaux de la congruence. On voit que
les congruences décrites par les droites CC,, DD, sont engendrées
par les axes des cercles osculateurs aux courbes u variable ¢ variable
du réseau, que’les réseaux C,, D, sont décrits par les centres des
spheéres osculatrices a ces courbes.

Les réseaux ..., C,, Cy, C, D, Dy, Dy, ... sont harmoniques aux
congruences ..., S,5,, S, S, SM, MR, RR,, R,R,, .... La loi d’ortho-
gonalité montre que les réseaux et congruences suivants sont ortho-
gonaux :

Réseaux. Congruences. Réseaux. Congruenc_es.
7 D,D, Coevvvinnnnnnnnnn R:R,
S TP DD, Crovennnnnnnnnnn. RR;
M............... CD L MR
2 GGy | ) MS
Ricevevnnnnis GG, Divevereninenns SS,
................. | 4 O TR

Les congruences O de I'espace d’ordre 3 sont les congruences 21
de la théorie générale. Les congruences pO sont les congruences
(p+0lL

Ces notations sont justifiées par le résultat suivant, conséquence
des lois d’orthogonalité.

Toute congruence orthogonale & un réseau pO est une congruence
pO etinversement.

11 suffit pour démontrer cette propriété d’établir que si elle a lieu
jusqu’au nombre p elle est encore vérifiée pour le nombre p +1.

Soit en effet un réseau (p + 1)O décrit par un point M. 1l existe
parmi les congruences conjugudes & ce réseau une congruence A qui
est pO. Un réscau M, orthogonal a A est par hypothése pO. Il existe
une congruence A, conjuguée au réseau M, qui est orthogonale au
réseau M. Cette congruence A, sera (p —1)0, pO, ou (p+1)0.
Comme la loi d’orthogonalité est supposée vérifiée jusqu’a 'ordre p,
les deux premiéres hypothéses doivent étre rejetées et la con-
gruence A, orthogonale au réseau (p +1)O est une congruence
(p+1)0.

La correspondance par orthogonalité des éléments est réciproque.
Il en résulte que tout réseau orthogonal i une congruence pO est un
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réseau pO. Le raisonnement précédent conduit en sens inverse
permettrait d’établir ce résultat.

8. Classification des réseaux et des congruences. — Cette classifi-
cation résulte immédiatement des propriétés précédentes.

Considérons une congruence O et un réseau O orthogonal a la
congruence. Toute congruence harmonique au réseau O est une con-
gruence C. Elle est orthogonale a2 un réseau harmonique a la
congruence O. Les congruences O sont des congruences 2I. Les
réscaux harmoniques sont des réseaux 2N, 3N, 4N.

Il ne peut exister de réseaux N (les systémes intégrables par la
méthode de Laplace étant écartés) que dans un espace d’ordre au
moins égal a 6. Dans un espace d’ordre trois il n’y a donc lieu de
considérer que des réseaux 4N.

Nous appellerons réseau C un réseau 4N. Ce réseau est applicable
sur un autre réseau de I'espace d’ordre 3.

Il résulte des raisonnements précédents que :

Tout réseau orthogonal a une congruence C est un réseau C et
inversement. .

Nous appellerons réseau pC un réseau de 'espace d’ordre 3 appli-
cable sur un autre réseau situé dans un espace d’ordre p + 2.

On établirait facilement par une méthode analogue a celle qui a
été employée pour les réseaux et congruences pO que :

Tout réseau pC est orthogonal a une congruence pO et inver-
sement.

Un réseau K est un réseau conjugué a une congruence C. Par
orthogonalité on fait correspondre & un réseau K une congruence
conjuguée a un réseau C. Un réseau C est un réseau 4N. Les con-
gruences conjuguées a ce réseau sont des congruences 4J, 5J, ou 6J.
Les congruences J n’existent qu’a partir d’un espace d’ordre 8, on
ne peut donc avoir dans un espace d’ordre 3 que des congruences 6J.
Les congruences 6J seront des congruences K. Les congruences pK
étant des congruences (p + 5)J.

Dans ces conditions :

Toute congruence orthogonale a un réseau K est une congruence K
et inversement.
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On verrait comme précédemment que :

Toute congruence pK est orthogonale a un réseau pK et inver-
sement.

Nous résumerons la classification dans le tableau suivant. Il est
inutile de distinguer les réseaux et les congruences. La loi d’ortho-
gonalité et les notations adoptées permettant d’intervertir ces éléments.

Systémes conjugués. Systémes. Systémes harmoniques.
0, 20 (6] G
0, 20, 30 20 G, 2G
20, 30, 40 30 G, 2C, 3C
(p—n0, pO, (p+10O rO (p—2)C, (p—nC, pC
K (o o, 20, 30
K, 2K 2C 20, 30, 40
: K, 2K, 3K 3C 30, 40, 50
(p—2)K, (p—DK, pK PG PO, (p+10, (p+2)0
G, 2G, 3C K
PG, (p+1G, (p+3)C pK

ESPACE A QUATRE DIMENSIONS.

9. Un déterminant orthogonal est défini par les quantités z, y,&, 0

LU
J1
£

LS

Ty
Je

£s
Ne

Zs
J3
£
N3

s
Ya
|

T4

En désignant par a, b, c, f,
générales s’écrivent :

m, n les rotations, les formules

%‘%! = af;, %‘% = eky,
%‘? =bv;; %}g =fni;
g_ii =—az;—eyi—mn,, %%t =mE;,
Z—i’ = nn; %n;l =—bzi—fyi—nk

(i=1,2,3,4)
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avec les conditions

da de

‘; = bm, 37) =fm,
ab af

du =" g™
am  oJn

52 T o +ab+ef =o.

Soient X, X,, X;, X, les coordonnées d'un point M qui décrit un
réseau O correspondant au déterminant orthogonal précédent. Pour
calculer ces quantités, on déterminera deux fonctions hetldeu
et de ¢, solutions du systéme complet

oh
90 = tm
al .
gu =
puis on intégrera les systémes
IX;
ou = hEi
u . .
X, (i=r1, 2, 3, 4).
or =t

Par le point M de coordonnées X,, X,. X;, X,; menons les quatre
droites MR de paramétres,, 2, Es, £, MS de paramétres ny, 0z, M3, N4,
MP de paramétres z, Z2, £3, Zs, MQ de paramétres 1, ¥2, s, Y-
Ces quatre droites décrivent des congruences. MR, MS définissent
les premiére et seconde congruences focales -du réseau. MP, MQ
deux congruences décrites par des droites normales au réseau. Les
foyers Cy, C, de la congruence décrite par MP ont leurs coordonnées
définies par les quantités (fig. 3)

. h
(Gh) j'Li—“';’-z'i ,
l (l—li 2’ 37 4)
(Gy) Xi— @i

Les droites MP, MQ décrivent des congruences 21 conjuguées au
réseau M. Il en est de méme des droites qui ont pour paramétres

directeurs
: z;cosd + y;sinf (i=1, 2, 3, 4).
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Enfin, les droites qui ont pour paramétres directeurs
iy, (i=1,2,3,4)

décrivent des congruences I conjuguées au réscau.

Fig. 3.

La théorie générale montre que les congruences I et 21 d’un espace
a qualre dimensions sont toutes obtenues par cette méthode.

On voit aussi que les congruences conjuguées a un réseau O sont
des congruences I, 2I ou 3I. (Il existe deux seules congruences I.)
D’une fagon générale les congruences conjuguées aux réseaux p O
sont des congruences pI, (p 4-1)1, (p +2) L.

10. Classification des réseaux et des congruences. — L’élément
"essentiel qui intervient dans cette classification est le suivant :

Dans un espace d’ordre 4, toute congruence I est orthogonale a
‘elle-méme.

Les paramétres X,, X,, X,, X, d’une telle congruence satisfont a

la relation
i=4

2 =o,

i=1
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qui entraine comme conséquences immédiates

i=4

: i=4%
()Xi . » ()X, _
X = IXGl=o

i=1 i=1

La propriété indiquée est donc établie.

Etudions maintenant les réseaux orthogonaux aux réseaux Q. Soit
un réseau O décrit par un point M; considérons une congruence I
conjuguée a ce réseau. Comme cette congruence est orthogonale a
elle-méme, au réseau O correspond par orthogonalité un réseau
harmonique a la congruence. Ce réseau est un réseau N, 2N ou 3N.
Seuls, les réseaux 3N existent dans un espace d’ordre 4. Nous appel-
lerons ces réseaux des réseaux L et par suite :

Tout réseau orthogonal & un réseau O est un réseau L et inver-
‘sement.

Nous rappellerons rapidement la méthode de formation des
réseaux L.

Soient Yy, Y, Y3, Y, les coordonnées d’un point M du plan PQM
défini par deux normales & un réseau O décrit par un point M. On
aura, en conservant les notations précédentes,

Y1= Xi-l- rri+peyi (i=l, 2, 3, 4)

et, par suite,

Y, _ ar dp

W = .1?1;,—1?' +}’1d—u -+ Ef(h -!‘-'ar+ B.lD),
a; = or dp .

'—d—‘-)— —-xid—v -I-‘}’i;; +‘ni(l+bl +fp).

Déterminons r et p par les relations

h+ar—+ez=o,
I+ br+fo=o,

qui, par différentiation, entrainent

adr —1—(3(Zg =0
v dv
or dp

bd_u+f5z-¢=°'

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 77, 2
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On aura
N 39 oy
e~ Zigu TViou’
in dar d?

o~ Fige 75
et, par suite,
22Y; »rr a%p
dude xidudv +‘yidz¢()v.

Les fonctions Y satisfont 4 la méme équation de Laplace que les
fonctions r et p. Le point N décrit un réseau. D’autre part, on voit

que
£ dY} = dr2+ dp*.

Le réseau décrit par le point N est un réseau L. Il est facile de vérifier
que tout réseau L peut étre obtenu par cette méthode.

Le calcul précédent montre que I'on peut prendre comme para-
métres des tangentes au réseau décrit par le point N les quantités

f-Ti‘— b}'i’
exi—ay;.

On voit ainsi que le réseau obtenu est orthogonal au réseau O décrit
par le point M. On a en effet les relations
l i=4
Z(ézi—a}’i) fi =0,

i=1

.
Nemi—arnii =o,

9
E(em,—ay;);; =o.

Les réseaux 2L, ..., pL définis dans les conditions habituelles sont
des réseaux 4N, ..., (p +2)N.

Un raisonnement analogue a celui qui a été fait pour un espace
d’ordre 2 permet de montrer que :

Tout réseau orthogonal 4 un réseau pO est un réseau pL et inver-
sement.

Toute congruence orthogonale & une congruence pl est une con-
gruence pl.
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Supposons la loi vérifiée jusqu’'a 'ordre p, montrons qu’elle est
encore vraie pour Pordre p +1.

Soit un réseau (p + 1) O décrit par un point M. Parmi les con-
gruences conjuguées a ce réseau, il y aura une congruence (p —+1)I
a laquelle correspondra par orthogonalité une congruence (p -+ 1)I.
AuréseauM conjugué a la premiére congruence ( p + 1)1 correspondra
par orthogonalité un réseau harmonique a la seconde. Ce réseau
sera (p — 1)L, pL, (p +1)L. En vertu des hypothéses faites, ce
réseau ne peut-éire que (p -+ 1)L.

En reprenant les raisonnements en sens inverse on montrerait que
tout réseau orthogonal a un réseau ( p + 1)L est unréseau (p +1)0.

Soit de méme une congruence (p + 2)I, parmi les réseaux conju-
gués il y aura un réseau p O auquel correspond par orthogonalité un
réseau pL. A la congruence donnée correspond par orthogonalité
une congruence harmonique au réseau pL. Cette congruence sera pl,
(p +1)Lou(p + 2)I. D’aprés les hypothéses faites, la congruence ne
peut étre que (p + 2)1.

Remarquons que les congruences décrites par les normales MP, "
MQ au réseau O décrit par le point M sont des congruences 21. Les
parameétres directeurs z; y; de ces droites satisfont aux relations

i=4
2.2'1)’1=0, in%?_;;i =o, in% =o,

i=1

ce qui montre que les deux congruences 21 ainsi définies sont ortho-
gonales. '

Les congruences G harmoniques aux réseaux O se transformeront
‘par orthogonalilé, en congruences conjuguées aux réseaux L. Les
réseaux L sont des réseaux 3N. Les congruences conjuguées a ces
réseaux sont des congruences 3J, 4J ou5J. Il n’y a lieu de considérer
dans un espace d’ordre 4 que les congruences 5J que nous appellerons
congruences K.

On peut donc énoncer le résultat suivant :

Toute congruence orthogonale & une congruence G est une
congruence K et inversement.
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Les congruences 2K, 3K, ..., pK sont les congruenees 67,
7J, ...y (P + 4)J de la théorie générale.

On établit facilement que toute congruence orthogonale a une
congruence pC est une congruence pK et inversement.

La classification peut étre résumée par le tableau suivant :

Congruences conjuguées. Réseaux. Congruences harmoniques.
I, 2], 31 (o] C
21, 31, 41 20 G, 2G
31, 41, 51 30 G, 2C, 3C
pl, (p+01, (p+2)I rO. (p—2)C (p—1)C, pGC
K L . 21, 31
K, 2K 2L 21, 31, 41
K, 2K, 3K 3L 31, 41, 51
(p—2)K, (p—DK, pK pL pL, (p+0l, (p+2)I
Réseaux conjugués. Congruences. Réseaux harmoniques.
0 1 L
0, 20 2l L, 2L
o, 20, 30 31 L, 2L, 3L
(p—2)0, (p—1)0, pO pl | (p—2)L, (p—1)L, pL
pC PO, (p+1)0, (p+2)0
pL, (p+DL, . (p+2)L pK

ESPACE A CINQ DIMENSIONS.
11. Un déterminant orthogonal est déterminé par les quantités z,
Y % E,m:

Ty xy T3 Xy Ty
Y1 Y2 Y3 Vi Vs
2 3y 33 & 3g |
Er B B B &
T My M3 M s
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En désignant par a, b; e, f; g, k; m, n les rotations, on a

Jx v J3
';;i=a5i, dlul=eEi’ d—uing"
dx Iy 03
o=t B=fny D=k
(i_17 2’ 3’ 4’ 5)
et
0 I/
d—s: =—ari—ey,— g3— mm, 7}1 =méy,
/]
;%’:nm; %%:—bx,—fyi—lczt—nit;
avec les conditions
da de 9g ‘
Z);-—bm, d—v—fm, d—p_km,
‘il—"—an' (i—en' ok _ n;
Ju~ ! du~ gu .5
om dn

w+ﬁ+ab+ef+gk=o.

Soient X, X,, ..., X; les coordonnées d’un point M qui décrit
un réseau orthogonal correspondant au déterminant. Pour déterminer
ces quantités on résoudra les systémes

oh oX;
g = im g =k
ol )
= hn; rrike Ing.

\

Considérons les droites MR, MS, MN, MP, MQ menées par M
dont les paramétres directeurs sont les quantités ¢, n, =, y, 5. Les
droites MR, MS sont les tangentes du réseau O; les droites MN, MP,
MQ décrivent des congruences conjuguées au réseau et sont normales
au réseau.

Si a, B, y sont des constantes, les droites MG de paramétres Y;
Yi=axi+ Byi+v2:  (i=1,2,...,5)

sont normales au plan du réseau et décrivent des congruences. Les
foyers C,, G, correspondants ont leurs coordonnées exprimées par
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les formules

(G X——" __y,
ax+eB+ gy
I _ l
( 2) Xi in.
Fig. 4.
P
4 N
x
Q
z
u
M
o iR
n\S

La congruence obtenue est :

Une congruence Isia?+ 324 y2=o;
Une congruence 21 si a2 + 324 y2:£ 0.

Toutes les congruences I et 2I d’un espace d’ordre 5 sont obtenues
par cette méthode.

12. Classification des réseaux et des congruences. -— Les réseaux
nuls n’existent que dans un espace d’ordre 6. Dans un espace d’ordre 5
existent donc des réseaux 2 N. De tels réseaux seront appelés des
réseaux I et nous appellerons réseaux pl les réseaux (p+1)N.

La théorie générale permet de former facilement les réseaux I.
Considérons la normale MN au réseau M et la normale isotrope ML
dont les paramétres sont yx -+ iz;. Les coordonnées 3y, 55 d’un pointA
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du plan LNM sont de la forme

Z,= X1+ rrei+ p(_}’;-l- iz;).

Si 'on détermine r et p par les équations

h+ar+(e+ig)o=o,
f+br+(f+ik)p=o,
on voit que I'on a

ar , (dp
ad—p+(e+zg)&;_o,
bg%+(f+ ik)‘;—‘-:‘=o,
et I’on obtient
oL, __ or . dp
EL— =Z; d_u +(}’;+ 131)d—u’
d__.Zi = z; (_)l‘ -+ -+ 'z )ég
dv ~ Tt v (yi+rz v’
#L; _  r - (yi- P32 &#p
duov - Zlowae TR G000

21

Ces relations montrent que le point A décrit un réseau. On voil

immédiatement que
i=b

Zdzz = dr.
i=1

Les fonctions Z; et r satisfont a la méme équation de Laplace. Le
réseau décrit par le point A est un réseau 2N. La coordonnée com-

plémentaire est égale & ir.

Les paramétres directeurs A, p des tangentes au réseau A peuvent

étre détinis par les égalités

M=0b(yi+iz)— (f+ik)zy,
pi=a(yi+iz)— (e +ig)zi,
d’ou Pon déduit

Q\_i
du
I
dy

= np;+ E[b(e +ig) — a(f+tk)),

= mAi+ nfa(f+ ik) — b(e + ig)].
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Ces formules montrent que

i=s

2(9’1"'"") b =o, Z(yz+izz) B =0,

i=1
N .. 0
Z(J’z-i- zzi)d—u‘ =o, Z(y,+ zzg)—(;—? =o.

La congruence I décrite par la droite ML est orthogonale au réseau I
décrit par le point A.

Montrons que tout réseau I peut étre obtenu par la méthode pré-
cédente.

Si un point A décrit un réseau I, il existe parmi les congruences
harmoniques a ce réseau une congruence I. Les autres congruences
sont 21. Le point d’intersection des droites qui décrivent ces con-
gruences décrit un réseau dérivé de A. Ce réseau qui est conjugué a
une congruence I est un réseau O.

Tout réseau I est orthogonal a la congruence I qui lui est harmo-
nique et inversement.

Toute congruence I est orthogonale & un réseau I et inversement.

Comme, dans le cas de l'espace a quatre dimensions, on mon-
trerait que le plan des normales MN, MP au réseau M enveloppe
un réseau 2[. On vérifierail que ce réseau est orthogonal a la con-
gruence 21 décrite par la droite MQ.

Tous les réscaux 21 peuvent étre obtenus par cette méthode. On
est alors conduit au résultat suivant :

Toute congruence 21 est orthogonale a un réseau 21 et inversement.

On montrerait aussi par un raisonnement analogue a celui qui a
été fait pour les espaces d’ordre inférieur que :

Toute congruence pl est orthogonale a4 un réseau pl et inverse-
ment.

Tout réseau conjugué a une congruence I est un réseau O. La loi
d’orthogonalité fait correspondre a un tel réseau une congruence
conjuguée & un réseau I. Un réseau I est un réseau aN. Les
congruences conjuguées sont des congruences 2J, 3J, 4J. Les
congruences J n’existent qu’a partir de 'espace d’ordre 8. Dans un
espace d’ordre 5 ne peuvent exister que des congruences 4J. Nous
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appellerons congruence O de telles congruences et I'on peut dire
dans ces conditions que :

Toute congruence O est orthogonale a un réseau O et inversement.

Les congruences 20, 30, ..., pO sont les congruences 5J,
6J, ..., (p—+ 3)J de la théorie générale.

Du résuliat précédent on déduit par le raisonnement déja employé
que :

Toute congruence pO est orthogonale & un réseau pO et inver-
sement.

Nous allons indiquer comment il est possible de déterminer une
congruence O a partir du réseau O décrit par le point M.

Considérons les points B dont les coordonnées Y, Y., ..., Y; sont
données par les formules

Yi—'——X,'-i-)\.’l‘i—f-'[.L}’i-l-‘IZi (i-"-‘—'l, 2, ...,5)
et supposons que les fonctions A, p, v satisfassent aux relations

h+ak+ep+gv=o,
l+bh+ fpr+kv=o.

Si 'on suppose u et ¢ donnés, le lieu des points B est une droite A.
Nous allons montrer que si u et ¢ varient, cette droite décrit une
congruence O.

On obtient, en dérivant par rapport aux variables u et ¢,

i 5% Ly
ou = Tigu T Yiga fou’

dY;__x d7\+ dp.+ v
To T Tige TVige T B Gy
et, en remarquant que les relations qui lient A, ., v donnent par déri-
vation,
228 du v
b BTL +fd—u -+ k;;" =0,
. O\ du v
ad—0+f;v~+k';;_o,
on obtient
i OO SO T SR
dude ~ “ioude ' uoe ‘dudv

Il en résulte que, si les quantités Y sont solutions d’une méme
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équation de Laplace, il en est de méme des quantités A, {2, v, et

inversement.
Les réseaux obtenus ainsi sont applicables. On a en effet
=5

N dVi= dxr o+ dp + dvr.

i=1

Déterminons maintenant les paramétres directeurs Ty, Ts, ..., T;
de A. Si l'on désigne par A, u, v; Ay, gy, v, les valeurs des fonctions

correspondant a deux points B, B, de cette droite et si I'on pose
P p ) P

M— A= p, Pi—p=gq, Vi—v=r,
on obtient ‘
. Ti= pri+qyi+rz;
avec les conditions
ap +eq + gr = o,
bp + fq -+ kr = o,

qui par dérivation donnent
ap aq
b= 4 fL + k— .: o,

ap dg ar
a;‘-)—f—et—); +$’5—;—-0.

On a ensuite

M dg o
o~ Ju Ve Tu tdu’
aT; ap _dg _ar
To T gy THL G, TE o
2T 2 p Jd2q 9*r

duoe ~ Figude +‘yidudv,+zidudv.

Ces relations montrent que la droite A décrit une congruence.

voit d’autre part que
i=3

2 T = p*+ ¢*+ 12,

i=1

ZdTg = dp?+ dg* + dr.

La congruence est une congruence 4J, les paramétres complémen-

taires ip, iq, ir.
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On vérifie facilement les relations

2 Ti& =o, 2 Tini = o,

qui montrent que la congruence obtenue est orthogonale au réseau O
décrit par le point M.

L’étude des réseaux orthogonaux aux congruences G dans un
espace d’ordre 5 conduirait & la définition de réseaux nuls au second
degré, caractérisés par le fait que les coordonnées z,, xa, ..., z,
des points qui les décrivent sont telles que I'on ait

2dx2= o, 2(d2x>)2= o,

ou encoré tels que si I’on désigne par £, n les paramétres des tangentes,

on ait
}:Eﬂ=0, 2&'!1:0, 2n2=0,
(R - D)=

De tels réseaux n’existent qu’a partir d’un espace d’ordre 10.
: p p

La classification pour les réseaux et congruences indiqués est
résumée par le tableau suivant. Comme pour P’espace d’ordre 3 il
est inutile de distinguer réseaux et congruences.

Systémes conjugués. ! Syétémes. Systémes harmoniques.
(0] 1 I, oI
o, 20 21 I, oI 31
0, 20, 30 31 21, 317, 41
(p—2)0, (p—1O, pO pl (p—nl, pl, (p+nl

La théorie générale donne des résultats relatifs aux congruences
harmoniques aux réseaux O, ..., pO et aux réseaux harmoniques
aux congruences G, . .-, pC.



26 CL. GUICHARD.

ESPACE A SIX DIMENSIONS.

13. Un déterminant orthogonal est défini par les quantités z, ¥, 3,
6HEm:

Ty Xy X3 Xy Ty T
Yuv Yo Y3 Vv Vs Vs
3| Za 33 3, 35 BZg
B 7R 2 S RN TR T 7
EL B B2 B Es &
Mo Te My K M Mg |

En désignant par a,; bi; a,, bs; as, bs; as, by; m n les rotations,
ona

0x; Iy Jz d¢;
71;1 =a, &, %}:a,g}, 97: = ayk;, ‘;i' = a, &y,
0z . /) 23 . dt;
-(;;f = b(wy; ;)-;—i =bym;; d—vi = by d—‘;l = by
(i=r1,2,...,6);
dt;
——; =E— T i— Q) i— A3 31— A, ti— m;,
&l‘
d_:)l =nm;;
g _
;')'iz = mEi:
dn;

P i bixy—bay;— b3z — bit;— nky,

avec les conditions de compatibilité

(% =mb;
Jb; _ (i=17 2y 3) 4);
[F =na;

dm 01

1
— + — + a1 b1+ @by + azby+ a, b,=o.
v Ju 101 205+ a30;3 40

La détermination d’un réseau O, correspondant au déterminant
orthogonal, décrit par un point M de cordonnées X,, X,, ..., X,
exige la résolution des systémes complets

oh IX;

ge =t Gy =k
P/

gu =t G =t
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Les droites MR, MS menées par M dont les paramétres sont les
quantités £, 7 sont les tangentes du réseau. Les droites MP,, MP,,
Fig. 5.
P R
3 Y
X

-0

MP;, MP,, dont les paramétres sont =, ¥, z, ¢, décrivent des con-
gruences conjuguées au réseau M et sont normales au plan du
réseau ( fig. 5).

D'une maniére plus générale, une droite menée par M dont les
paramétres directeurs sont les quantités Y définies par les égalités

Yi=ax;+ B.Vi“‘ Y3+ Bt,-,

a, 3,7, 0 étant des constantes, décrit une congruence conjuguée nor-
male au plan du réseau. Le calcul des coordonnées des foyers con-
duit a des formules analogues a celles qui ont été indiquées par
I'espace a cinq dimensions.
La congruence ainsi obtenue est une congruence I lorsque
a2+ 324y 4§ =0,
congruence 21 lorsque
a?+ B4 yi4 5230,
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Toutes les congruences I, 2I d’un espace d’ordre 6 sont obtenues
par cette méthode.

Les quantités z; = iy; définissent les paramétres de congruences I
particuliéres conjuguées au réseau.

A partir de I'espace d’ordre 6 existent des réseaux N. Nous indi-
querons tout d’abord comment I’'on peut former ces réseaux.

Considérons des deux congruences I conjuguées au réseau M
décrites par des droites ML, ML, dont les paramétres directeurs sont
définis par les quantités x;+ iy;, 5+ it;. Les coordonnées Z; d’un
point A du plan L, L, M sont données par les formules

Z1= Xg-i— r(xi+ L_}’l)-l— p(z,-+ it,‘).

Si les fonctions r et 8 sont déterminées par les équations

h+r(a + ia,) + p(as+ ia,) = o,
l+"(b1+ibl)+9(b3+ ib,,):o,

on montre par des calculs analogues a ceux qui ont été faits pour un
espace d’ordre 4 que le point A décrit un réseau.
I1 est facile de vérifier que I'on a

=6

N (dzy=o.

i=1

Le réseau décrit par le point A est un réseau N. Le réseau O décrit
par le point M est un réseau dérivé du réseau N décrit par A.

On formerait facilement en associant la congruence décrite par la
normale MP, a la congruence ML, un réseau 2N; en associant les
congruences décrites par les normales MP,, MP, un réseau 3N.Il y a
lieu de remarquer que les droites associées qui décrivent les con-
gruences conjuguées au réseau M sont rectangulaires.

Ajoutons enfin que tous les réseaux N, 2N, 3N d’un espace d’ordre 6
peuvent étre obtenus par cette méthode.

14. Classification des réseaux et des congruences. — Celte classi-
fication est une conséquence de la propriété suivanie. Dans un espace
d’ordre 6 un réseau N est orthogonal a lui-méme.

On voit en effet que, si I'on désigne par £, n les paramétres nor-
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maux des tangentes au réseau, les égalités

i=6

25?=07 25m:=0, 2"1?=0

i=1

entrainent

Seg=o Zp=o Tw=e Zi=e ZiG=o

qui établissent la propriété.

On sait que par orthogonalité 4 une congruence harmonique 4 un
réseau N correspond une congruence conjuguée au réseau. Cette con-
gruence nouvelle ne peut étre qu'une congruence 3J. Les congruences J
n’existent qu’a parlir d’un espace d’ordre 8. Nous dirons que les
congruences 3J sont des congruences L. Comme toute congruence
harmonique a un réseau N est une congruence I, on conclut que:

Toute congruence orthogonale a une congruence I est une con-
gruence L et inversement.

Les congruences 2L, 3L, ..., pL sont les congruences 41/, ...,
(p + 2)J delathéorie générale.

Dans ces conditions, on voit que :

Tout réseau orthogonal a un réseau pN est un réseau pN.
Toute congruence orthogonale a une congruence pl est une con-
gruence pL et inversement.

Nous ne développerons pas davantage la correspondance par ortho-
gonalité et nous résumerons les résultats obtenus par le tableau sui-
vant :

Congruences conjuguées. Réseaux. Congruences harmoniques.
L N I
L, 2L aN I, 2l
I, 2L, 3L 3N I, 21, 31
(p—2)L, (p+2)L, pL pN (p—2)I, (p—DL pl
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CONGRUENCES DE CERCLES ET DE SPHERES.

15. Sil'on considére dans l'espace a trois dimensions une sphére S
de rayon R dont le centre a pour coordonnées z,, x,, £3, on peut
appeler coordonnées de cette sphére les cinq nombres oy, @3, a3,
@y, o5 qui ont les valeurs suivantes :

= hzy, oy = huao, ag = haz;s,

.h .
a;——z;(x?+x?_,+x§———R5+1),
Y 2 2 __Re2
oy = ;(x,+x2+x3— —1),

h désigne un facteur de proportionnalité.
Des égalités précédentes, on déduit

aq Go %3
Ty =— = Ty =— ———) L= — ————a)
dg - 10y as~t+ T2y ag—+ 12y
; ag— iy
z?+z2i+ 23 —R=— —n—.

oy —+ Z‘GL

Ces relations permettent de calculer les coordonnées du centre et le
rayon de la sphére S connaissant les quantités . On peut remarquer
aussi que ’équation de la sphére peut s’écrire

201 Xy + 20 Xo+ 203 X3+ fo, (X2 + X3 + X3 +1)
+ a5 (X3 +X3+X3 —1)=0.

Lorsque a;+ i a,=o0,la sphére se réduit a un plan.

Ces résultats peuvent étre interprétés dans un espace a cinq dimen-
sions de la facon suivante :

Considérons dans cet espace une droite D définie par les paramétres
directeurs o, o, ..., 5. A cette droite D correspond une sphére S.
Inversement a une sphére S correspond une droite D. II est clair,
qu’a deux droites paralléles correspondent la méme sphére, qu’a une
sphére correspond une direction de droile.

On démontre facilement que I'angle de deux sphéres est égal &
I'angle des deux droiles qui leur correspondent, que la condition
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nécessaire et suffisante pour qu’'une sphére se réduise a un point est
que l'on ait

2} + 25 + 23 + 2} + af = o.

Considérons maintenant deux sphéres quelconques S(ay, aq, ..., ag),
T (B, Bsy - .. Bs), les coordonnées d’'une sphére passant par I'inter-
section des deux sphéres données sont :

1|+A;31. !Za—i—k:-ig. ey 15+ke5.

Les deux sphéres S et T définissent un cercle C. A ce cercle on
fait correspondre un systéme de deux droites. Inversement, si le
cercle est donné, on peut lui faire correspondre une infinité de droites
dont les paramétres sont donnés par les formules précédentes. Nous
dirons que cet ensemble définil un « réseau de direction ». A un réseau
de direction correspond un cercle et inversement.

Nous appellerons congruence de sphéres 'ensemble des sphéres
correspondantaux droites d'une congruence de I’espace & cinq dimen-
sions. Pour qu’une sphére S décrive une congruence, il faut et il suffit
que ses cinq coordonncées x,, &, . . ., %5 soient solutions d’'une méme
équation de Laplace. Il en résulte que

Ly, Se, Ly, o7+ +23—R2,1

sont aussi solutions d’'une méme équation de Laplace.
Le centre M de la sphére décrit un réseau et I'équation du réseau

admet la solution
0=} + 3+ o3 — R

Considérons maintenant un point M qui décrit un réseau dans un
espace d’ordre 5. Soient MR, MS les tangentes a ce réseau. Les
deux directions MR, MS définissent un cercle. L’ensemble des cercles
qui correspondent & tous les points M du réseau forme une congruence
de cercles.

Nous allons indiquer les propriétés caractéristiques de ces systémes.

Au point M(u, ¢) correspond un cercle C intersection des sphéres
qui correspondent aux droites MR (£, &, ..., £, ). MS(m1y 72y ooy 05);
au point M'(u + du, ¢) correspond un cercle C' intersection des
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sphéres M'R’ (F -+ = % du, 0+ 5 I du) . Comme on a

In

(E = mEv
les quatre sphéres et par suite les deux cercles C, C’ passent par les
deux points communs aux trois sphéres qui ont pour coordonnées
9%,

9y n, l)lt

On voit que si u varie seul, chaque cercle G du systéme est ren-
contré en deux points par un cercle infiniment voisin. On arrive a
un résultat analogue lorsque ¢ varie seul. Tous les systémes ayant
cette propriété sont obtenus par cette méthode.

Interprétons maintenant les images dans un espace d’ordre 3
d’une congruence d’'un espace d’ordre 5 et de ses réseaux focaux.

Soient (A) une congruence dont les premier et second réseaux
focaux sont E et F, (B) et (C) les congruences focales de ces réseaux
distinctes de (A).

Si I'on représente par o, as, ..., a; les paramétres de A (fig. 6),
ceux de (B) sont fonctions linéaires de « etz
da
Ju

A la congruence (A) correspond une sphére (S,) dont le centre
M(z, #», x;) décrit un réseau. Désignons par MR, MS les tan-
gentes de ce réseau, par R et S les foyers distincts de M des
congruences MR, MS.

L’équation de la sphére (S«) peut s’écrire

, ceux de C fonctions

lindaires de « et

(X|—.Z'1) —|—(\»—x..) —l—(x;;—.l‘;))-—-— R2=o.

Lorsque u varie seul, cette sphére touche son enveloppe suivant un
cercle C,, intersection de (S,) et du plan P, qui a pour équation
dx - drs dux; JR
(Xi—an) 5o+ (Xe— @) T2+ (Xs—a3) 72 — R =0,
Ce cercle peut étre défini comme intersection des sphéres qui ont
. da .
pour coordonnées o et - ou encore des sphéres (S,), (S.) correspon-

du
dant aux droites (A), (C).
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Le cercle G, correspond au réseau F. Il décrit donc une congrucnce,
son plan est perpendiculaire 4 MR.

De méme lorsque ¢ varie seul les spheéres (S, ) touchent leur enve-

Fig. 6.

loppe suivant un cercle C,. Ce cercle décrit une congrience corres-
pondant au réseau E. Son plan est perpendiculaire 8 MS.

Les congruences de cercles C,, C, sont appelées les congruences
focales de la congruence de sphéres (S,).

Les deux cercles C,, G, ont deux points communs I, I'. Ces points
peuvent étre définis comme les points communs aux trois sphéres qui
da
du
(S.) touche son enveloppe lorsque u el ¢ varient.

Etudions maintenantla droite 11". Lorsque 1 ou ¢ varient seuls cette

. da . .
ont pour coordonndes x, ~— 5 lls sont donc les points ou la sphére

MEMORIAL DES SC, MATH, — N° T4, 3
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droite engendre une développable. Elle décrit donc une congruence.
Comme elle est perpendiculaire au plan MRS, cette congruence est
orthogonale au réseau M. Ses plans focaux sont les plans des deux
cercles G, C..

Il est facile de préciser les congruences de sphéres (Ss), (S.) cor-
respondant aux congruences focales (B) et (G).

D’aprés ce qui précéde la sphére (S,) doit contenir le cercle C.
correspondant au réseau E. C’est donc la sphére de centre S passant
par C.,. La sphére (S.) est la sphére de centre R passant par G,.

Nous dirons que les spheéres (S,), (S.) sont les sphéres focales de
la congruence décrite par le cercle C..

Considérons maintenant une congruence quelconque de cercles,
celle décrite par le cercle C. par exemple. L’axe MS de ce cercle
décrit une congruence. Les sphéres qui ont pour centre les foyers M, S
de cette congruence et qui passent par le cercle C, décrivent les con-
gruences de sphéres focales de la congruence de cercle.

Le plan du cercle enveloppe un réseau. L’une des tamgentes de ce
réseau est la corde de contact I I' de la sphére de centre M passant par
le cercle C, avec son enveloppe lorsqu’on fait varier simultanément
u et ¢. La seconde tangenle du réseau est dans les mémes conditions,
la corde de contact de la sphére de centre S passant par C, avec son
enveloppe.

16. Congruences de sphéres et de cercles orthogonales. — Une
congruence de sphére est dite orthogonale a une congruence de
cercles lorsque la congruence de droites et le réseau qui leur corres-
pondent dans un espace d’ordre 5 sont orthogonaux.

Soient alors (Zy, Lay <.y £y )y (Eiy Eav oo vy £38 Myy N2y - oy ) les
paramétres dela droite correspondant a la congruence de sphéres les
paramétres des premiére et seconde tangentes du réseau.

On sait que 'on a

Yo N g9 _ 2:')3-

2“”‘°’ ZEI)U_O’ 2”00 =0 g =9
Jdx dx )2

dne=o.  MaGe=o Pl =0  Fafi=o

Si Pon désigne par yy, ¥a, ..., ¥, les paramétres d'une droile
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quelconque OL du plan du réseau, on a

Yi=ali+

er—o (i’f—o v‘)f()-—‘r—o
e Yau =2 ' Oy T

A la congruence de droites correspond une congruence de
sphéres (M). Soient M le réseau décrit par le centre des sphéres; C,, C.,
les deux cercles focaux; (R), (S) les secondes sphéres focales

de G, C,. Les coordonnges de la sphére (R) sont fonctions lindaires
de x et %%; celles de la spheére (S) fonctions linéaires de 2 et

et par suite

or
du

Au réseau correspond une congruence décrite par des cercles (C).
A une droité¢ OL du plan du réseau correspond une sphére passant par
le cercle C. Cette sphére est orthogonale aux sphéres M, R, S. Les
poles du cercle C sont les points I, I' communs & ces trois sphéres.

On peut énoncer les résultats suivants :

La congruence de cercles orthogonale 4 une congruence de sphéres
données est formée par les cercles qui ont pour péles les deux
points I, I ot chaque sphére de la congruence touche son enveloppe.

Inversement, soicnt C un cercle qui décrit une congruence, I,
I" ses poles, M le point ou le plan de C touche son enveloppe, la
sphére S, qui a pour centre M et qui passe par I et I, décrit une
congruence de sphéres orthogonale 4 la congruence de cercles donnée.

16'. Congruences de cercles et de sphéres conjuguées et harmo-
niques. — Une congruence de sphéres et une congruence de corcles
sont dites harmoniques sila congruence de droites et le réseau’ qui
leur correspondent sont harmoniques.

Soient &, n les paramétres des premiére et seconde langentes d’un
réseau, X les paramétres d’une tangente harmonique. On peut
prendre

X= 95 —ri,
X 7 Jar
ou =~ Tou” "ou’
X dq I

dv e P

dv

a3l

Désignons par (A) et (B) les sphéres qui correspondent aux tan-
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gentes du réseau. Le cercle C correspondant au réseau est intersec-
tion de ces sphéres ( fig. 7 et 8).

Les formules précédentes montrent que la sphére (S) correspondant
aux quantités X passe par le cercle C. Son centre M décrit un réseau

Fig. 7 et 8.

B

o \w

o _|IM
172

€ »

R
o

% v V-
0 S A

conjugué a la congruence décrite par la droite AB qui joint le centre
A et B des sphéres (A) et (B).
Lorsque u varie seul, le cercle de contact d’une sphére (S) avec

., .ov X
son enveloppe est caractléris¢ par les quantités X, — - Ce cercle passe
u
. . i . . J
donc par les points communs aux sphéres définies par £, , L Ces
du

points sont les deux points de contact d'une sphére (A ) avec son enve-
loppe. De méme lorsque ¢ varie seul le cercle de contact d’une
sphére S avec son enveloppe passe par les deux points de contact d’une
sphére (B) avec son enveloppe. Les cordes de contact des sphéres (A)
et (B) avec leurs enveloppes définissent les tangentes a4 un réseau
décrit par un point p du plan du cercle C. II'résulte de la que la
corde de contact A d’une sphére S avec son enveloppe passe par le
point p.

On peut donce énoncer les résultats suivants :

Soient C un cercle qui décrit une congruence, D I'axe de ce
cercle, M un point qui décrit un réseau conjugué a la congruence
décrite par la droite D. La sphére (S) qui a pour centre M et qui
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passe par . décrit une congruence de sphéres (S) harmonique a la
congruence de cercles C.

Soient 5 une sphére qui décrit une congruence, A sa corde de con-
tact avec son enveloppe, p un point qui décrit un réseau conjugué a
la congruence (A), (P)le plan de ce réseau. Le cercle (C) intersection
de la sphére S et du plan P décrit une congruence de cercles (C)
harmonique a la congruence de sphéres (S).

Ces constructions géométriques permettent d’oblenir toutes les
congruences de sphéres harmoniques a une congruence de cercles, ou
toutes les congrucences de cercles harmoniques i une congruence de
sphéres.

Une congruence de sphéres el une congruence de cercles sont dites
conjuguées lorsque la congruence de droites et le réseau qui leur
correspondent sont conjugués.

Soit alors (G) une congruence de droites dont les réseaux focaux

Kig. g et 10.
A
D
Zh ]
D
u
G
H
o
“NJ
B

sont (A) et (B). Considérons un réseau conjugué¢ a G décrit par un
point P. Désignons par (H) et (L) les congruences focales de ce
réseau ( fig. g et 10). ‘

A la congrucnce G correspond une congruence de sphéres (S) dont
le centre décrit un réseau M; aux réseaux focaux A, B deux con-
gruences de cercles focaux (C,), (C.) des sphéres (S). Ces cercles
passent par les points I, 1" ou la sphére (S) touche son enveloppe.
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A Ia tangente L correspond une sphére focale du cercle correspon-
dant au résean P. La congruence focale (L) élant harmonique au
réseau (A), cette sphére passe par le cercle C,. Son centre décrit un
réseau conjugudé a la congruence décrite par la seconde tangente MS
au réseau M. De méme, a la congruence décrite par H correspond
une congrucnce de sphéres dont les centres décrivent un réseau con-
jugué a la congruence décrite par la premiére tangente MR.

L’axe des cercles (C) qui correspondent au réseau conjugué décrit
une congruence harmonique au réseau M. Les plans de ces cercles
passent par les points de contact 1, I’ d’une sphére Savec son enveloppe.
La droite I, I' décrit une congruence harmonique au réseau enveloppé
par le plan de ces cercles.

On peut donc énoncer les résultats suivants :

Soient M le réseau décrit par le centre des sphéres correspondant
a une congruence, RS unc congruence harmonique au réseau M, les
cercles ayant pour axes R, S et qui passent par les points I, I’ d’une
sphére de la congruence avec son enveloppe décrivent une congruence
de cercles conjuguée a la congruence de sphéres.

Soient (C) un cercle qui décrit une congruence,.u le réseau enve-
loppé par le plan de ce cercle, (G) une congruence harmonique au
réseau p, I, I’ les points ou la droite G rencontre le cercle (C), le
plan P mené par I'axe du cercle perpendiculairement a G enveloppe
un réseau ( M). La sphére qui a pour centre M et qui passe par I, I
décrit une congruence de sphéres conjuguée a la congruence de
cercles.

Toutes les congruences de cercles conjuguées a une congruence de
sphéres ou loutes les congruences de sphéres conjuguées a une
congruence de cercles peuvent étre obtenues par ces constructions
géométriques.

17. Classification des congruences de cercles et de sphéres. — Les
congruences de cercles et de sphéres seront désignées par la méme
notation que les réseaux ou congruences de droites qui leur corres-
pondent dans un espace d’ordre 5.

Si une congruence de cercles et une congruence de sphéres sont
orthogonales, ces congruences seront représentées par la méme
notation.

Soient M(#,, £, ;) les coordonnées du centre d’une sphére S,
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R son rayon. Les cinq coordonnées de la sphére peuvent s’écrire

‘1 = .0, X, = L3, x3= L3,

Lo . 1 5 5
Xi= 5(x;’—|—x3+x§—.[{2+1), stz(x%+m.§+x§—ﬂi—l).

18. Congruences de cercles et de sphéres I, 21. ..., pl. — Pour
qu’une congruence de sphéres soit une congruencel 1l faut et il suffit
que les paramétres X, X,, ..., X, qui correspondent aux spheres de
cette conguence vérifient la relauon

A7+ X2+ X3+ X3+ XZ=o.

Les rayons R de ces sphéres sont nuls. Leur centre M de coor-
données x,, ., z; décrit un réseau et 'équation de ce réseau admet

la solution
£} + o + o3,

Les congruences de sphéres I sont donc décrites par des sphéres de
rayon nul dont le centre M décrit un réseau O.

Inversement les sphéres de rayon nul dont le centre M décrit un
réseau O définissent une congruence des sphéres.

Les cercles focaux des sphéres considérées sont des cercles de rayon
nul ayant pour centre le point M. Leurs plans sont les plans. princi-
paux de la surface lieu de M.

La corde de contact d’une sphére avec son enveloppe est la normale
au point M a la surface décrite par M.

Nous avons vu que parmi les réseaux orthogonaux a une congruence
décrite par une droite D dans un espace d’ordre 5 existe un réseau I
harmonique a la congruence. De cette propriété se déduisent immé-
diatement les éléments caractéristiques des congruences de cercles I.

Les congruences de cercles I sont décrites par des cercles derayon
nul dont le centre M décrit un réseau. Le plan des cercles est le plan
tangent au réscau. Le réseau décrit par le centre M est le réseau O
formé par les lignes de courbure de la surface lieu de M.

Pour qu’une congruence de sphéres soit une congruence 21, il faul
et il suffit que I'¢ quauon de Laplace, a laquelle satisfont les para-
métres X, X, ..., X,, admette une solution Y telle que 'on ait

TX2+ Y2=o.
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On en déduit
Y = /R.

L’équation du réseau décrit par le centre M des sphéres adinet donce
les solutions

] ) 0

1y e, g R} 40 4+ — R2,

Nous désignerons par T et I les points de contact d’une sphére et de
son enveloppe.

Considérons maintenant les congruences de cercles 21 qui corres-
pondent par orthogonalité aux congruences de sphéres 21 et étudions
les relations entre une congruence (S) de sphéres 9] etla congruence
orthogonale (C) de cercles 21.

Des propri¢tés générales indiquées résulte le fait que les cercles
de la congruence de cercles admettent pour poles I et I'.

On sait qu’il existe dans un espace d’ordre 5 deux congruences |
harmoniques a4 un réseau 21. A ces congruences I correspondent
deux congruences de sphéres harmoniques a la congruence de
cercles. Si I'on considére un cercle (C) admettant pour péles 1, I
la sphére (S) correspondante passe par (C), son rayon est nul, son
centre décrit un réseau. Il doit coincider avec P'un des points I ou I'.

D’ou cette propriété caractéristique :

Les points de contuct des spheres (S) d’une congruence de
sphéres 21 avec leur enceloppe décrivent des réseauz formés de
lignes de courbure.

Lorsque le rayon des sphéres (S) qui décrivent la congruence de
sphéres 21 est constant le centre M des sphéres décrit un réseau O.

L'équation de Laplace a laquelle satisfont les coordonnées Lyy Ty Ly
de M admet la solution «}+ z2 + 22. Les cercles focaus d’une
spheére (S) sont situés dans les plans principaux de la surface lieu de M.
La congruence de cercles orthogonale 21 est formée de ’ensemble
des cercles de rayon constant. ayant pour centre M. dont le plan est
le plan tangent a la surface lieu de M.

Dans le cas général R est variable. Une congruence de sphéres 21
est constituée par 'ensemble des sphéres S dont le centre M décrit un
réseau et qui touchent leur enveloppe en deux points I, I’ qui décrivent
dessurfaces rapportées a leurs lignes de courbure. Les droites MI,
MI’ sont les normales aux surfaces lieus de T et de I'.
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Le plan des cercles (C) qui enveloppe une congruence 2 I enveloppe
le réseau décrit par M qui est un réseau 20. Les deux poles d’un
cercle (C) sont les points I, I’ de contact de la sphére de centre M
correspondant a la congruence de sphéres 21 orthogonale avec son
enveloppe.

Il est facile d’éiudier les congruences de sphéres pl. Nous nous
bornons a indiquer les résultats suivants qui sont immédials.

Le centre d’une sphére (S) qui décrit une congruence pl décrit un
réseau (p —2)0, (p —1)O ou p O.

Si le centre d’une sphére (S) appartenant a unc congruence décrit
un résean pO la congruence de sphéresest pl, (p 4 1)lou(p+2)L

19. Congruences de sphéres O, pO. — Les congruences O corres-
pondent aux congruences de droites O d’un espace d’ordre 5. Rap-
pelons d’abord que, si les coordonnées X,, X,, ..., X, d’une sphére
correspondent & une congruence O, il est possible de trouver trois
solutions ¥, ya, ¥; de 'équation de Laplace a laquelle satisfont les
quantités X telles que I'on ait

13

Il
e

=1

de; = dy? + dy} + dyi.

On voit en reprenant les expressions de X, X, ..., X, que Pon a

Yi+ri+ri=R2
dxr? + dzd + dz} = dy} + dy3 + dy3.

Il en résulte que le réseau M décrit par les centres de sphéres S de
la congruence est applicable sur le réseau N décrit par le point de
coordonndées yy, ¥a, Y-

Proposons-nous, inversement, de définir une congruence O de
sphéres a partir de deux réseaux applicables décrits par les points M
de coordonnées z,, z., ry: N de coordonnées y, ¥a, ¥a.

Considérons les sphéres (2) de centre N de rayon R. La condition
nécessaire et suffisante pour que ces sphéres décrivent une congruence
est que I'équation du réseau admette la solution

yi+r3i+ i —R
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Cette équation admet toujours la solution
i+ s ai—yi — i+

Il en résulte que si les sphéres (2) décrivent une congruence I'équa-
tion de Laplace admettra la solution

L3+ x3 + a3 —R2.

Comme les coordonnées des points M et N satisfont a la méme
¢quation, on voit que les sphéres (S) ayant pour centre M et pour
rayon R décrivent également des congruences.

On vérifie facilement que sil'on applique le réseau N sur le réseau M
la sphére (X) correspondant a un point N vient coincider avec la
sphére (S) correspondant au point M. Les cercles focaux de 2 viennent
coincider avec les cercles focaux de (S) et, par suite, les points ou (2)
touche son enveloppe viennent coincider avec ceux ou (S) touche son
enveloppe.

Les coordonnées X de (S), Y de (), sont :
x|=.2‘|, Xn:_.l‘», X3= xX3,
Xi=i(Zat—Ri+n),  Xp=(Zot—Rei—1);

Y, =X, Y2=.V27 Y3=_}’3,

Yizg(zuyﬂ—ﬂ‘-'+l), \'sré(Zyﬁ—Rﬂ—l).
On a donc
EX2=3Y2,
2 dXe= X dY:.

Dans ces conditions, lrois cas peuvent se-présenler :

1° 1l existe entre les quantités Y une relation linéaire et isotrope
a coefficients constants. La sphére (2) passe alors par un point fixe.
On peut alors dans les seconds membres des égalités précédentes
supprimer deux quantités Y. L.a congruence de sphéres (S) est une
congruence (O).

2° Il existe entre les quantités Y une relation linéaire non isotrope.
La sphére (2) est orthogonale & une sphére fixe. On peut supprimer
Pune des quantités Y. La congruence de sphéres (S) est une
congruence 20.
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3" Il n’existe pas de relation linéaire entre les quantités Y, la
congruence de sphéres S est une congruence 30.

Il est facile de caractériser les congruences de cercles O. Si la
congruence de sphéres (S) est une congruence O, la congruence de
sphéres (2) est formée de sphéres passant par un point fixe B.

Une sphére (X) touche son enveloppe au point B et au point B’
symétrique de B par rapport au plan tangent au réseau décrit par son
centre N. Si l'on applique le réseau N sur le réseau M, les points B,
B' viennent coincider avec les points A, A’ de contact de la sphére (S)
correspondante avec son enveloppe. Le cercle (O) qui correspond a la
spheére (S) est le cercle situé dans le plan tangent au réseau M dont
les poles sont A, A’. Ce cercle est obtenu en appliquant sur le plan
langent au réseau M le cercle d’intersection de la sphére de rayon nul
ayant pour centre le point fixe B avec le plan du réseau N.

Ce résultat a déja été trouvé a propos des réseaux applicables par
une méthode géométrique équivalente a la méthode précédente.

Nous voyons que les plans des cercles d'une congruence O envelop-
pent un réseau G que les centres des sphéres d’une congruence O
décrivent un réseau C.

Ces résultats peuvent étre généralisés. On montre que les centres
des sphéres d’une congruence pO décrivent un réseau (p — 2)C,
(p —1)C, ou pGC; que si le réseau décrit par les centres des sphéres
d’une congruence est un réseau pGC, la congruence de sphéres est une

congruence pO, (p +1)0, (p+2)0.

20. Congruences de sphéres C. — Lorsque les coordonnées d’une
sphére satisfont a une équation de Laplace
20 10k 10l 0
dude  hdv du 1 du dv
On sait que la congruence correspondante est C si par un choix
convenable des variables w et v on a la relation
X2 = A2+ [
On en déduit
R2 = A2+ 2.
L’équation du réseau décrit par le centre M des sphéres admet donc

la solution
3+ x) +x3— k=10,
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On montre que dans ces conditions on a

2&1 —dLn._Q_@.
'Toe T ou

Le réseau décrit par le centre M des sphéres de la congruence est
un réseau K.

Inversement, si un point M décrit un réseau K les sphéres de
centre M dont le rayon R est défini par la formule

R2= A2+ 2

décrivent une congruence de sphéres C.
Si

R?= h?+ 12+ cons},.,

la congruence de sphéres est une congruence 2 C.

Si R est quelconque la congruence de sphéres est 3C.

D’une maniére générale :

Le centre des sphéres d’'une congruence pC décrit un réseau
(p—2)K, (p—1)k ou pK.

Si le centre d’une sphére décrit un réseau pK la congruence de
sphéres correspondante est pC, (p +1)C, (p + 2)C.

Signalons en terminant que l'inversion effectude sur un cercle ou
une sphére revient a une substitution orthogonale dans I’espace a cing
dimensions. Cette substitution n’altére pas les propriéiés dont nous
nous occupons. La classification établie dans la théorie précédente et
les propriétés qui en découlent sont invariantes pour le groupe des
inversions.

APPLICATIONS.

RESEAUX ISOTHERMIQUES. SURFACES MINIMA. RESEAUX DE WEINGARTEN.
RESEAUX APPLICABLES. SURFACES A COURBURE TOTALE CONSTANTE.

21. Réseaux isothermiques. — On dit qu’un réseau O est isother-
mique si I'équation de Laplace a laquelle satisfont ces coordon-
nées z a ses invariants égaux.

Celte équation ayant été mise sous la forme

0*x _id_hc_)._z'_'_ldlda'
dude ~ hdv du 1 dude’
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on dott avoir
#LIk| Ll

Jdude ~  dudv
ol
AU
1=V

U et V désignant des fonctions arbitraires de u et de ¢ seuls.
Un changement de variables convenable permet de ramener cette

relation a la forme
h=1L.
Il résulte de la que

S dr?= ds? = h? du®~+ 12 de.

92. Réseaux plans. — Dans le cas d’un réseau plan nous avons vu
que les paramétres normaux des tangentes au réseau et les rotations
pouvaient étre représentés par

3 in 'n a
= CO0s Ny =—3 n=——-—y
<t P gyl P, Ju
. J3
Eq= ~ino, fla = COSOQ; n= -«

Jv

Les fonctions % et [ déterminées comme solutions du systéme

Jh
g = Im,
Ji
a?t = hn.

La relation & = [ entraine la condition .
e Je
gz Tom =0

On obtient donc ‘

¢ =F(u+iv)+F (u=—iv),

F, F, désignant deux fonctions arbitraires.
La délermination du réseau montre que I'on peut, en changeant
les notations, prendre
o+ ixe= G(u +iv),

—ire= G (u—1iv),

ou 'on désigne par G, G, deux nouvelles fonctions arbitraires.

On a alors
dx? + dzi= GG (du2+ det).
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On voit que tous les réseaux isothermiques peuvent étre obtenus par
cette méthode. Si les fonctions G, G, sont les mémes, z,, £, sont réels.

23. Réseaux sphériques. — Leur détermination peut étre ratta-
chée a la détermination des réseaux isothermiques plans par la
remarque suivanle.

On sait qu’une projection stéréographique fait correspondre a un
réseau isothermique de la sphére un réseau isothermique plan et
mversement.

Il en résulte que I'on peut déterminer tous les réscaux sphériques
isothermiques.

Une étude directe conduit d’ailleurs au méme résultat.

Considérons le déterminant orthogonal correspondant a un tel
réseau. Les rotations @ et b de ce réseau peuvent étre prises égales
et I'on peut poser

a=b=e%

Les relations

da
% = bm,
9% _ an
Ju
montrent que l’on a
m=2
= ou’
_ 9%
o
La condition
am “ dan —ab=o
Jdv Jue -

s’écrit
d*e d*e .,
gt o T

qui se raméne a la forme de Liouville que I'on sait intégrer. On cn
déduit ensuite les éléments du déterminant.

A la théorie précédente, on peut rattacher facilement I'étude des
surfaces minima.

Supposons donné le déterminant orthogonal correspondant a la
représentation sphérique d’une telle surface.

En désignant par R,, R, les rayons de courbure principaux, on peut
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poser
h l
. R'__—c_t_)" Rg——z:—)\
L’égalité
h=—ak,
donne par dérivation
oh JoR, da . . da
o ——aW-—R.a; =Im =—Rebm = R’})—v‘
ou
!)B] _ 1 da .
Jor = @ de (Ra— Ry).
On obtient de méme
JRy 1 0b
il (—)TL(R‘—R’)'

En tenant compte des égalités indiquées, on a

o 20
Nade — adv'
1 ()_7_ _ 2 da
»du~ adu
On peut donc prendre

U

a = -

\/)\’

b = "V_-_’

VX

U, V étant deux fonctions arbitraires de u et de ¢ qui peuvent étre
ramenées a 'unité par un changement de variables convenable.

Le ds? de la représentation sphérique d’une surface minima peut
donc étre mis sous la forme

ds?= )1 (du®~+ dv?).

Le réseau O correspondant est un réseau sphérique isothermique.
Montrons qu’inversement a tout réseau isothermique tracé sur la
sphére on peut faire correspondre une surface minima.

Ona

ds? = a* du?+ b2 dv?

el, par un changement de variables convenables, on peut poser

a=b=c¢et.



48 CL. GUICHARD.

On obtient alors
J9 do .

a0’ "= Gu

m =
11 cst possible de prendre pour A et ! les fonctions
h=e"9, | =—e¢
et de déduire un réseau orthogonal décrit par un point M.
Les rayons de courbure principaux correspondant & ce réseatt
sont donnés par les formules

94. Réseaux de Weingarten (W). — Les réseaux de Weingarten
ou réseaux W sont des réseaux orthogonaux caractérisés par le fait
que le rayon de courbure principaux sont tels que on ait

oK, IR,
Ju dv
= 0.
JdR, JdR,
du  dv

On peut encore les détinir en” posant
Ri=/1(8),  Re=fa(),

[, f2 sont deux fonctions arbitraires,  une fonction arbitraire éga-
lement des variables « et ¢.
Les relations

R, 1da .,
e = a o (B R
IR, 1 db

o0 = 5o TR
deviennent
, d9
1oa - o
ade  famfi
PR
1db ')(217!7.
bou fi—Js
et montrent que, si l'on choisit convenablement les variables u et ¢,
on peut prendre pour rotation a et b du déterminant orthogonal
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correspondant
a:g,(()), b=g,(0),'

La réciproque est immédiate. Si les rotations a et b d'un déter-
minant orthogonal sont de la forme précédente, il est possible de
déduire un réseau orthogonal dont les courbures R,, R, sont don-

nées par
R, = f(0), Ro= fa(0).

La propriété indiquée est donc caractéristique de la représenta-
tion sphérique des réseaux W.

_ 25. Réseaux du parabolofde de révolution et déformation de cette
surface. — Considérons le paraboloide de révolution d’équation

ri+xr3=apux;.

Si le point M de cette surface dont les coordonnées sont .y, .xy, 23
décrit un réseau, le point m de coordonnées .z, £», o décrit dans le
plan Oz, un réseau orthogonal.

Tout réseau tracé sur un paraboloide de révolution est projeté sur
un plan perpendiculaire 4 ’axe suivant un réseau orthogonal.

Inversement, montrons que tout réseau p d’un espace d’ordre 3
qui se projette sur le plan z, Oz, suivant un réseau O est paralléle
a un réseau tracé sur le paraboloide.

Il est possible, en effet, de prendre pour paramétres normaux et
pour rotations du réseau les quantités

. o

L= cosg Z,= sing Es—... m=— —,

St g} sz Y 3 ’ Jre
.

. dJdo .

)y = — SINg, fis = COSQ, Ny =...y n = (—)_V.

A . . ,
Les paramétres directeurs de la normale au réseau p sont :
Xy = nysinp —§; cosg, Xo=—%3sing —n,;sing, X;=1.

Dans ces conditions, le point m dont les coordonnées .z, x, sont
données par
.rlz—pxl. . .I‘2=-——px.}_
décrit un réseau, et U'on vérifie immédiatement que le réseau décrit
par le point M du paraboloide de coordonnées x, x,, 25 dont il est:
la projection décrit un réseau paralléle au réseau x donné.

VEMORJAL DES SC. MATH, — N° 74, 4
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Supposons donnés un réseau décrit par un point M du paraboloide
décritparun pointde coordonnées x, .z, z, etun second réseau décrit
par un point P de coordonnées y4, 3, y; applicable sur le premier.
On a

dr+ded+dri= dy?+dy3~+ dy?

ou
dr?+dred =—drd+ dy+ dy3+ dyi.

Le point m de coordonnées .z, .z, décrit un réseau O plan, appli-
cable sur un réseau décrit par le point de coordonnées ixs, yi,
s, ¥s d’'un espace d’ordre 4. Ces réseaux onl 6té appelés réseau L.
Le réseau m cst donc un réseau O, L.

Inversement, supposons donné un réseau plan O, L. Soient X, X,
les coordonnées du point qui décrit ce réseau: Y, Yo, Yy, Y, les
coordonnées du point de l'espace d’ordre 4 qui décrit un réseau
applicable sur le réseau donné.

Le point M, de coordonnées X,, X, Xy =iy, décrit dans I'espace
d’ordre 3 un réseau projeté sur le plan z,Ox, suivant un réseau O.
Ce réseau M, est donc paralléle a un réseau M tracé sur le paraboloide.
Nous avons montré que la détermination des coordonnées &y, .z,, x;
de M résultait de I'intégration des systémes complets

Joe; JX;

du T ou , 3
fﬂ L d_Xz (t=1,2,3).
dv Jdo

Les fonctions H, L sont calculées par la méthode indiquée.
On voit alors que, si 'on détermine les fonctions y4, ya. y; qui
satisfont aux relations

())’i _ ()Y,‘
Ju = B0
ayi _ o dY;
oe = Ho0

ces quantités définissent les coordonnées d’un point P qui décrit
un réseau applicable sur le paraboloide.

En résumé, on peut par des quadratures déterminer un réseau
applicable sur un autre réseau tracé sur un paraboloide lorsque I'on
connait un réseau plan O, L.
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Nous indiquerons maintenant les propriétés caractéristiques de
ces réseaux.

La théorie générale permet, en partant d’un réseau L, de former les
congruences harmoniques au réseau. Parmi ces congruences cxistent
des congruences H qui, étant harmoniques a un réseau O, sont en
méme temps des congruences C. On déduit donc d’un réseau O, L
des congruences C, H.

Inversement, une congruence C,H étant donnée, on sait qu’il
existe parmi les réseaux harmoniques a une congruence C deux
réseaux O. Comme ces réseaux sont harmoniques a une congruence H,
ces réseaux sont des réseaux L. Les problémes de la détermination

des réseaux plans O, L el des congruences planes C., H sonl équi-
valents.

On sait également qu’un réseau plan O étant orthogonal a lii-méme
a yne congruence harmonique au réseau correspond, par orthogona-
lité, une congruence conjugude au réseau. Il existe donc parmi les
congruences conjuguées a un réseau O,L des congruences C, H.
(Les congruénces C correspondent par orthogonalilé aux con-
gruences H.) Un réseau O, L étant conjugué 4 une congruence C est
un réseau K. Reprenant le raisonnement en sens inverse, on voit
qu’un réseau O. K est forcément un réseau O, L.

Sil'on désigne par £, n les paramétres normaux des tangentes a un
réseau, par m et n les rotations, la relation

Z P Jm - an o
U du T de T
caractérise les réscaux K.

Avec les notations employées pour les réseaux O plan, cette rela-
tion devient
o Jo

;)T‘I" Jo?
Les réseaux plans considérés sont donc caractérisés par la fonction
p=F(u + v)+F,(u —v)

ou plus généralement par la relation

9 =F(U+V)+F (U—V),
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duns laquelle on désigne par F, F, deur fonclions arbitraires,
par U, V deux autres fonctions arbitraires de u ou de v seulement.

Les raisonnements précédents monlrent qu’étant donné un réseau
plan O, L, il est possible d’en déduire par des opérations géométriques

des réseaux analogues. On peut donc, élant un réseau applicable sur
le paraboloide. déduire d’autres réseaux.

Les réseaux précédents peuvent aussi étre formés a partir dé
I'espace d’ordre 4 de la maniére suivante :

Soient X, X, les coordonnées d’un point A qui décrit un réseau O, L;
Y., Y., Y., Y, les coordonnées du point B d’un espace d’ordre 4
qui décrit un réseau applicable sur le réseau donné. La relation

AX3 + dX3 =AY+ dY}+ dY3+ dY?
montre que le réseau B est aussi un réseau O, L.
Supposons donné un déterminant orthogonal

ry Xy Iy Iy

Yo b3 M|

B B 5 G|
T fia N3 N

soient a, b, e, f, m, n les rotations de ce déterminant.

11 est possible, comme on I'a indiqué, de déduire de ce détermi-
nant un réscau .. Les paramétres des langentes au réseaun sont :

Si le réseau obtenu est un réseau O, on a
i=%

z(fwi—b_y,)(e:t,-—a_y,) =0

i=1

ou
ef + ab=o.
Posons
0 =a+ 62,
on obtient

a6
3= am(ab + ef).
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Donc, 9 est une fonction de u seul, qui, par un choix convenable de
la variable u, peut étre réduite a 'unité. Nous prendrons

az+ e* =1.

On voit de méme que I'on peut prendre

. b2 fr=1
et, par suite,
a= _cosy, e = siny,
b =—siny, Jf =rcosi.
On en déduit
0
m = JE}:,
9
. =T ou”
La relation
Jm on
. ‘{)-‘)-+‘~)—I—l-+-.ab+ef=0'
devient
k. k.
der dur T

On peut prendre
Y=Fu+¢)+F(u—v).

Le réseau plan décrit par le point de coordonnées X,, X, admet
les mémes rotations que le réseau précédent. Soient

| = COSO, £, = sing,

les paramétres normaux de ses langentes.
On doit avoir

29! Y o . o s
m=—— = 50 = .l (u+i)—v1,(‘ft—. (3
R 9% _ F’ O — 1 —

n o u (u+¢)—F(w—v)

On peut prendre
¢=—F(u+vo)+F (u—vr)

On en déduit alors comme précédemment un réseau applicable sur
le paraboloide.

Nous terminerons celte étude par les propriétés des congruences
planes qui sont des congruences C, H.
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Considérons un déterminant O d’un espace d’ordre 3

Ly Lo Ty
BB &
N M2 N3

La congruence plane définie par les quantités x,, x, est une con-
gruence H. @, b, m, n désignant les rotations du déterminant, les
quantités z sont solutions de '¢quation de Laplace

d2r 1 da dr 1 0b dr

—_— - = 4 - =
du dv a dv du b ou dv’
on a-
LI+ o3+ ari=i,

qui montrent que les paramétres complémentaires de la con-
gruence H(31I) considérée sont x, et i.

On voit immédiatement que toute congruence plane H est obtenue
par cette méthode.

Exprimons maintenant que la congruence donné¢e csl une con-
gruence C. Par un choix convenable des variables, on doit avoir
x4+ .r3=a+ b2.

On en déduit
rI4at+ b=,

relation qui montre que 'on peut prendre z;, @, b comme élément
d’unc colonne d’un nouveau déterminant orthogonal

Loy wy=x
B & Ei=a
. N My Mz=b
On a, en effet,
().L':; dE;; da .
T =@ b 26 = " (7)——5’",
Jdur, dan 7]
7)(}—’:[,-{]3; ﬁ:]n&; E:all,

relations qui montrent que les rolations &/, &', m', n' de ce nouvean
déterminant sont
a’'= m'=m,
b =, n' = n.
Les relations
@ = Sy b=
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montrent qu’il y a réciprocité entre les deux déterminants consi-
dérés.

26. Réseaux applicables C de 'espace d’ordre 3. — lorsque deusx
surfaces (S), (S') sont applicables, on sait qu’il existe en général
sur ces deux surfaces deux réseaux conjugués qui se correspondent
dans la déformation.

Nous supposerons les deux surfaces rapportées a ces réseaux et
aux paramétres correspondants. Nous désignerons par z,. Za, & les
coordonnées d’un point M de (S); par x|, z,, ' les coordonnées du
point M de (S') obtenus pour les mémes valeurs des variables u, ¢.

On a

X dey=Xdce?.

Dans ces conditions, les six fonctions x, £’ sont solutions d’une
méme équation de Laplace, ct, si Uon conserve les notalions géné-
rales, les quantités A, [, définies par

de Jr’

L _ 9 pe
Ju k%, Ju hE,
oo du’ ,
g =i g =0

peuvent étre choisies ¢gales pour les deux réseaux.
L'égalit¢ précédente montre que I'on a

@

ra
N

t4
s

~

!
N,

DAL ENES S
=
oy

1o

N

1=,

M4 M o4
[

=

On voit aussi que les rotations m et n des deux réseaux correspon~'
dants sont les mémes, que les six quantités £ satisfont & une méme
équation de Laplace, qu’il en est de méme pour les six quantilés n.

Soient M. M’ deux points correspondants des surfaces (S), (S');
MR, MS; M'R/, M'S’ les premiére el seconde tangentes correspon-
dantes des deux réseaux. Un point P du plan MRS a des coordonnées’
Y1y Y2y 7 données par les formules ‘

V=i A,
Nous dirons que le point P’ du plan M'R’S’, dont les coordonnées sont
Yi= Iy M g

est le point correspondant a P dans la déformation.
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L'interprétation géomdtrique est immédiate. Si Pon fait coincider
les angles MRS, M'R'S/, les points P, P’ coincident également.

Supposons d’abord que X et p soient des fonctions de « et de ¢. A
chacun des plans MRS, M'R’S' correspondent alors des points P, P'.
Le lieu de P est une surface (T), celui de P’ une surfacg (T'). On
vérifie immédiatement la relation

ANCANE NE SN

du Jv ~ Aeidu v
Imaginons maintenant que 2 el p soient des fonctions de u, de ¢ et
d’une troisiéme variable ¢. Lorsque « et ¢ sont donnés, le lieu de P
dans le plan MRS est une courbe (C), le lieu de P’ dans le plan M'R'S’
est une courbe C'.
On vérifie également que I'on a

dy Iy A9
Ju Jt ~ heldu JT’
oy Iy _NW I
Jde Idt Ju dt

Il résulte de la que si les courbes (C), lieux de P lorsqu’on suppose
u et v constants, ¢ variable, sont normales aux surfaces (T) lieux de P
lorsqu’on suppose ¢ constant, u et ¢ variables, les courbes correspon-
dantes (C') sonl normales aux surfaces correspondantes (T").

On voit aussi que si 'on connait une famille de surfaces (T)admet-
tant pour Lrajectoires orthogonales une famille de courbes planes (C).
on peut, par la méthode précédente, décrire une famille correspon-
dante de surfaces (T") admettant pour trajectoires orthogonales une
famille de courbes planes (C').

Considérons deux congruences harmoniques aux réseaux M, M'.
Soieat P, Q; P, Q' leurs premiers et seconds réseaux focaux. Nous
dirons que les congruences sont correspondantes si les points P, P/;
Q, Q' sont des points correspondants des langentes MS, M'S’;
MR, M'R". On a évidemment ( fig. 11 et 12).

MP = M’ P,
MQ = M'Q.

Le point d’intersection « de deux droites PQ, P, Q,, qui décrivent
P q
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des congruences harmoniques au réseau M, décrit un réseau dérivé
du réseau M. 1l en résulte immédiatement que si un poinl x décrit

Fig. 11 et 12.

un réseau dérivé du réseau M, le poinf correspondant o' décrit un
réseau dérivé du réseau M’ et inversement.

Les paramétres des congruences harmoniques correspondantes rela-
tives aux réseaux M, M’ peuvent éire définis par les quantités

X,=rt,—qm,

i (r=1, 2, 3.
\; = I‘E;— (l'q; ’

Les fonctions r et ¢ satisfaisant aux relations

Jar

ouw ="
9q

e ="

r et ¢ sont solutions des ¢quations de Laplace auxquelles salisfontles
quantités £, 7. On voit que I'on a

TXz= XX

Dans le cas général, r ¢t ¢ sont quelconques. La congruence PQ
harmonique au réseau M est une congrucnce 30.
Si I'on suppose )
q =&,

’
r=my



58 CL. GUICHARD.

ou plus généralement

g=a k) +ayty+asty,
r=0byn\+ by + byny,

les quantités @, b étant constantes, il est possible de supprimer 'une
des quantités X/;.

La congruence PQ) harmonique au réscau M est une congruence 20
et 'on voit que ces congruences peuvent étre oblenues de la maniére
suivante : ’

La congruence P'QQ’ est obtenuc en prenantla trace du plan tangent
au réseau M’ sur un plan fixe. La congruénce PQ correspondante est
une congruence 2 0.

Enfin si U'on a

ou plus généralement si les quantités ¢ et r sont des combinaisons
linéaires et isotropes a coefficients constants, des quantités £', ' il est
possible de supprimer deux quantités X'. Les congruences P, Q cor-
respondantes sont des congruences O.

On voit donc que les congruences de normales P, Q harmoniques
au réseau G décrit par le point M sont les congruences correspon-
dant aux congruences obtenues en prenant la trace du réseau M’ sur
un plan isotrope fixe.

Nous considérerons maintenant Uensemble des plans tangents a un
cone isotrope de sommet fixe A'. A chacun de ces plans correspond
une congruence P'Q’ harmonique au réseau M', une congruence cor-
respondante PQ harmonique au réseau M qui est une congruence O.

Soient A'l" la génératrice de contact d’un plan tangent avec le cone,
I la trace de cette génératrice sur le plan tangent M'R’S/ au réseau M'.

Le point I’ décrit un réseau dérivé du réseau M’ conjugué a la con-
gruence P'Q’. Le point I correspondant décrit un réseau dérivé du
réseau M conjugué a la congruence PQ.

Le réseau décrit par le point I' est un réseau O. P'QQ' est une nor-
male a ce réscau. Le réseau décrit par le point I est un réseau O con-
Jugué a la congruence O décrite par la droite PQ.
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On retrouve ainsi les propriétés classiques suivantes :

Désignons par M'R’S' un plan tangent au réseau décrit par le
point M'. Les points I' correspondant a ce plan sont situés sur un
cercle (C') obtenu en prenant la trace du cone isotrope de sommet A'.
Les points I correspondants sont donc sur un cercle (C) situé dansle
plan MRS tangent au réseau M.

Si 'on considére une génératrice fixe A'l' du cone, la trace du plan
tangent le long de cette génératrice sur le plan M'R'S' est une
droite P'Q' tangente au cercle (C') au point I'. La droite PQ corres-
pondante du plan MRS est tangente au cercle (C) en un point I. La
congruence correspondante est décrite par les normales au réseau O
décrit par I.

Enfin, si 'on se donne quatre génératrices du céne isotrope de
sommet A', le rapport anharmonique des quatre points I, I, T, T,
des cercles (C') correspondant aux divers plans tangents au réseau M’
est constant. Il en est donc de méme du rapport anharmonique des
quau:e points I,, Iy, I;, I, correspondant aux divers plans tangents au
réseau M.

27. Surfaces & courbure totale constante. — Nous étudierons
d’abord le déterminant orthogonal correspondant a ces surfaces, en
remarquant que 'on peut toujours, en faisant une homothétie conve-
nable, supposer que la relation qui lie les rayons de courbure R,
R, s’écrit

R1R2=—I.

Avec les notations habituelles,

y/ {
R =— Z;’ Ry=—7-
On a donc
hl+ ab =o.
11 est toujours possible de prendre
a=rsing, b= pcosg,
h=rcosg; { =— osino.
Les relations
Jda oh
prie bm, g = im,
96 =an; 9 =hn

Ju Jdu
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montrent que
o %
dv 7 -
On a
r=2=u, =V

et, par un choix convénable des variables u et ¢, les fonctions U etV
peuvent étre réduites a P'unité.

Par suite
. o
a = sing, h= coso, m= 22,
dv’
. Jdo
bh = cosg; ! =—xsing; n=— -1
. Ju
I« relation
Jdm  dn
ab+—+-—=o
dJe Ju
donne
o %
—+ singe coso = o
It dud

(qui se raméne facilement a I'équation habituelle

J*e

— —sin20
Ju de v

(ui caractérise les surfaces a courbure t6tale constante.

Supposons connue une solution ¢ et les quantités £, 0 correspon-
dant aux paramétres des tangentes aux lignes de courbure de la sur-
face. Les coordonnées .y, s, ry du point m qui décrit la représen-
tation sphérique sont obtenues par 'intégration des systémes

J.r .

- = E;sing

Ju s
(t=1,9,3)

l).l‘/ co

— = 5

do e coss

et les coordonnées N,, X,, X; du point M qui décrit la surface a
courbure totale constante par 'intégration

X

’)d_ul = % coso

IXe (=1, 2, 3).
— — — q;sing

o
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On voit donc que I'on a

ds? = cos?o du®+ sin2 o do?.
Les quantités
A= {cosq, M= d—?,
dv

J
B =—{sing, N=—(Tz7

qui vérifient la relation
oM JN

"F +’7E+AXB-‘:0’

peuvent étre inicrprétées comme les rotations d’un déterminant
orthogonal.

A ce déterminant correspond un réseau orthogonal tracé sur la
sphére de rayon 1 dont le ds? est

s’ = \2 du>+ B2 de2,

I en résulte immédiatement que le réseau form¢ par les lignes de

courbiire d’une surface a4 courbure lotale constante négative égale
a —1 est applicable sur un réseau trac¢ sur la sphére de rayon i.
Soit m' le point qui décrit ce réseau.

De plus, le point m, dont les coordonnées sont iz, iz, iz; décrit
sur la sphére de rayon ¢ un deuxiéme réseau orthogonal. Le plan tan-
gent en m, & la sphére est paralléle au plan tangent en M a la surface
a courbure totale constante.

En résumé, si 'on considére le réseau M formé par les lignes de
courbure d’une surface dont la courbure totale constante négative est
égale & — 1, il est possible de lui faire correspondre sur une sphére
de rayon i deux autres réseaux orthogonaux. -

Le premier décrit par un point m,, la correspondance entre m,
et M définie par le parallélisme des plans tangents.

Le second décrit par un point m', le réseau décrit par le point M
est applicable sur le réseau décrit par le point m'.

11 est facile d’établir que toute surface applicable sur une sphére
est une surface a courbure totale constante.

Nous supposerons que par une homothétie convenable le rayon de
la sphére ait 616 ramené a I’unité, ¢t nous remarquons que les réseaux
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conjugués qui se correspondent dans la déformation sont des réseaux
orthogonaux.
Soient M le réseau formé par les lignes de courbure de la surface

considérée, @, b, m, n les rotations du déterminant orthogonal cor-
respondant; on a
Jdm  dn
b+ —+ — =o.
o Ju
Désignons par m' le point de la sphére qui décrit le réseau ‘appli-
cable sur le réseau M. A ce réseau correspond unsecond déterminant
orthogonal caractérisé par les rotations

A=/, M= m,
B = l, N = n,
et Uon a la relation
Jam -+ Jn —0
o du

hl +

qni montre que
Ill = ab

et que les rayons de courbure R,, R, correspondant au réseau M sont

liés par la relation
R1 Rg =1I.

Plus généralement, considérons deux surfaces applicables S, §'
telles que les réseaux qui se correspondent dans la déformation soient
des réseaux orthogonaux. Désignons par M, M' les points qui décrivent
ces réseaux.

Il existe sur la sphére de rayon 1 un réseau m/ paralléle au
réseau M'. Ce réseau correspond a la représentation sphérique de la
surface S'. On pourra donc délerminer un réscau m paralléle au
réseau M applicable sur le réseau m'.

I en résulte que la représentation sphérique des surfaces S, S' est
la méme que celle des surfaces a courbure totale constante.

Les réseaux orthogonaux correspondant aux surfaces a courbure
totale constante sont des réscaux O, C. Les congruences de normales
correspoﬁdantes sont donc des congruences O. C. Leurs propriétés
générales permettent de retrouver le résultat précédent.

Désignons par z,, 2., 3 les cosinus directeurs d’une droite qui
décrit une telle congruence. Ces quantités forment les éléments de 14



THEORIE GENERALE DES RESEAUX. 63

premiére ligne d’un déterminant orthogonal et sont avec les notations

habituelles solutions de I'équation de Laplace
Ir)a().L‘_'__ll)_b_().L‘.
b Ju Jv

Px da J.r
Judv ~ a dv du

La congruence considérée étant une congruence G, on doit avoir
L2+ ri+ai=1=a2U2+ 52V2,
U et V désignent des fonctions de u et de v seules qui, par un choix
convenable des variables, peuvent étre ramenées a I'unité.

On peut donc supposer
a’+b=1

et prendre
a =sino, b = cos9,

relations qui établissent la propriété indiquée.

Nous avons indiqué, d’une facon générale, les méthodes permet-
tant de déterminer les congruences de normales harmoniques aux

Fig. 13 et 14.
’/
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réseaux O, C. Ces méthodes vont nous permettre d’étudier les
transformations classiques des surfaces a courbure totale constante

(fig. 13 et 14).
Considérons le réseau orthogonal M formé par les lignes de cour-
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bure d'une surface dont la courbure totale constante négative cst
égale a — a®. Ce réseau est applicable sur un réseau m' tracé sur une
sphére de centre O et de rayon adi.

Un plan isotrope fixe mené par O définil une congruence p/'q’ har-
monique au réseau m'. La congruence PQ correspondante relative
au réseau M est une congruence O.

Pour un point m' donné, Uensemble des droites p'¢" oblenues a
I'aide"des différents plans isotropes est constitué par 'ensemble des
tangentes a un cercle situ¢ dans le plan tangent au réseau de centre m'
et de ravon a. Soit 2’ le point de contact d’unc tangente p'y" avec ce
cercle.

L’ensemble des droites PQ est formé par les tangentes a un cercle
de centre M de rayon « situé dans le plan tangent au réseau M.
Soit N le point de contact d’une droite PQ avec ce cercle.

Lorsqu’on fait varier le point M, la droite PQ décrit une congruence
de normales, le point N déerit un réseau O conjugué a cetle con-
gruence. La relation

NP7

Z

(\P:—-a-’

monire que ce réseau O est formé par les lignes de courbure d’une
surface a courbure totale constante négative — a?.

La droite MN engendre une congruence de normales, M et N sont
les points focaux. (Les paramétres u et ¢ ne correspondent pas aux
développables.) On voit que si 'on considére une surface orthogonale
a cette congruence les ravons de courbure R,, R, sont liés par la
relation

R —Ry;=a.

On sait que si la propriélé précédente est vérifiée pour une surface,
les surfaces focales correspondantes sont des surfaces a courbure
totale constanle.

Signalons enfin que le cas envisagé est manifestement le scul ou
les cercles qui servent a définir les congruences de normales harmo-
niques au réseau M onl un rayon constant.

ETUDE DES RESEAUX DECRITS
PAR LES CENTRES DE COURBURE D'UNE SURFACE.

28. Considérons dans un espace d’ordre 3 un réseau orthogonal
décril par un point M de coordonnées X, X,, X3, correspondant a
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un déterminant orthogonal ( fig. 15)

|x1 ry Iy
v & &

T T N3

Fig. 15.

Les quantités X satisfont aux égalités

dXi .
T = h&s,
I)Xl _ I

gv e

Conservant les notations précédemment employées on voit que le
point G,, dont les coordonnédes Y,, Y,, Y, sont données par les

formules
Y, = Xl+ R,.r,,

ou Pon désigne par|R, le premier rayon de courbure principal du
réseau M défini par 'égalité

Ih+aR;=o0,

est le premier réseau focal de la congruence décrile par les normales
du réseau M.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 4.

ot
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On calcule aisément les quantités

Ny, OB

du — 'ou’

Y IR

7)-0-' = rl?;' + (L + bRy)m,,
1Y, 02 R, IR,

— L =, b, —t
Ju dv " e do ' 9u

Ces relations montrent que les coordonnées Y,, Y,, Y, sont solu-
tions d’une équation de Laplace :

Y JY JY

Jude —du T cgp

Les fonctions P et Q sont définies par les relations

2R, IR, JR,
—— T — ( ——
Ju dv r Ju +Q dv
IR,
W = Q(l+ bR|).

II résulte de la que 'équation du réseau admet la solution R,. On
peut remarquer en outre que I’égalité

oY, 9V, Ry R, _
2 du v du oy

met en évidence une solution 9 de cette ¢quation définie par
0= Y2+ Y2+ Y2— Re,
Posons Y,=(R,. Dans ces conditions on peut dire que I'équation
du réseau focal C, admet les solutions
Y., Yo Yi, Y., YIYi4YIaY3

On voit immdédiatement que on a
(le 2 (s :+<(9Y3 (YN
du Ju Ju du)
Réciproquement, supposons que I'équation d’un réseau admette
les solutions précédentes, lides par la relation indiquée et montrons

que, dans ces conditions, le réseau est le premier réseau focal d’une
congruence de normales.
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Le résultat est immédiat. Le point de coordonnées Y,, Y., Y,
décrit un réseau. La premiére congruence focale de ce réseau est une
congruence 21 ou O.

On peut donc dire que, si I'on connait une surface rapportée a ses

lignes de courbure, il est possible d’en déduire quatre congruences'de
normales.

Les résultats précédents s’appliquent sans modification au second
réseau focal. Sil'on désigne par Z,, Z,, Z, les coordonnées du point G,

qui le décrit par R, le second rayon de courbure principal, I'équation
de ce réseau admet les solutions

Z,, Z,, Z;, Ry, Z?-+ 73+ Z3—Re.

Remarquons que le réseau C, se déduit du réseau C, par la trans-
formation de Laplace, et il cst évident que les solutions Z,, Z,, Z, se
déduisent des solutions Y,, Y, Y, par cette transformation. Des
calculs faciles montrent que les solutions R,, Z2—+ 72+ 72— R? se
déduisent des solulions Ry, X2+ X2+ X2 _R? par la méme trans-
formation.

On peut donc indiquer par le tablean suivant 'ensemble des solu-
tions correspondantes pour les deux réseaux :

(G) Y, Yo, Yy, Ry, Y24-Y34+Y2—RI 13

2

(Cy) Z,, Z,, 1y, Ry, Z3+Z3+I3—R3, 1.

On voit que siI'on désigne par Y une des solutions de I'équation
de Gy, par Z la solution correspondante de I’¢quation de C., on a
entre les quantités Y et Z les relations

R,

JY Ju

e Rg—Ri(Z_Y)’
JR,

JZ 3

g = —Rg—fh(Z_Y).

En se placant a ce point de vue, on peut interpréter les quantités
indiquées comme les paramétres des tangentes a un réseau d’un espace
d’ordre 6. Ces paramétres ne sont pas les paramétres normaux des
tangentes. La détermination des paramétres normaux revient au

5.
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calcul de deux fonctions A, u des variables u et ¢ telles que I'on ait

d
% ()\Z) = nlJ.Y,

_ d%(ﬂ):;ﬂ Z.
On obtient ainsi
JR,
1k 9o
Xdv R,—R,’
JR,
10y Ju
wou R.—R,

Les paramétres normaux des tangenles s’écrivent :

(&) AZy, AZs, ALy, AR., A(Z2+Z3+ 71Z2—R3), 2,
(m) pYy, uYs, wY; pRy, w(Y§+Y3+Y3—R3), .
Les rotations du réseau sont :
_1.dp-
n = A d—u_’
1 JA
n=—-
W de

29. Interprétations des résultats précédents. — Considérons, dans
un espace d’ordre 6, le réseau point défini par les paramétres direc-
teurs de ses tangentes :

Ei=11Z,, Ea= 1 1Zy, Ga= A1y, Ei=1iAR,,
m=pY1, Ma=pYy, M3=pYs' mNn=ipR;
B+ i E=1A(Zi+ Z3+ Z3—R3), Bs— k=11,
o+ img=ip(Yi+ Y3+ Y3—R}),  my—in=ip.

On a évidemment
i=6

Y=o

i=1

el, par suite,



THEORIE GENERALE DES RESEAUX. 69

Les nouvelles quantités £ introduites ainsi jouent comme les nou-
velles quantités 1 un role symétrique.
Permutons, par exemple, les quantités

E37 E‘ba
N3, M3

on échange ainsi les roles des fonctions

Z3y R27
Y37 Rl)

On peut donc dire que le probléme de la détermination des surfaces,
tel qu’il existe entre les rayons de courbure principaux une relation

f(Rl’ R!) =0,

est équivalent au probléme de la détermination des surfaces telles
que les coordonnées de leur centre de courbure satisfassent a la rela-
tion

f(iYs, iZ3) = o.

. Par exemple, le probléme de la détermination des surfaces minima
est équivalent au probléme de la recherche des surfaces telles que le
lieu des milieux des segments C,, C, définis par leur centre de cour-
bure décrive un réseau plan.

Les sphéres, qui ont C,, C, pour centres et qui sont langentes a la
surface décrite par le point M, décrivent des congruences de spheéres.
Ces congruences correspondent aux congruences de droites décrites
par les tangentes 4 un réseau dans un espace d’ordre 5. Les con-
gruences de droites sont des congruences 2.

Il résulte immédiatement de la qu’une inversion effectuée dans
Pespace a trois dimensions transforme le systéme de sphéres précédent
en un systéme analogue et conserve par suite les lignes de courbure.

Enfin, I'étude précédente rattache la théorie des sphéres précé-
dentes a I’étude des réseaux nuls ou a I’étude de la déformation des
surfaces.

I1 est évident en effet que les paramétres

El, E!, E37
N, M2y M3
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peuvent étre considérés comme les paramétres normaux des tangentes
a un réseau G d’un espace d’ordre 3.

Inversement, si 'on connait un réseau C décrit par un point A, on
peut, d’aprés la théorie générale, déterminer une congruence harmo-
nique au réseau point qui lui est paralléle et qui est uné congruence O.

Les foyers C,, C, de cette congruence définissent les réseaux
focaux d’une congruence de normales a une surface.

Ces remarques permettent de rattacher les problémes concernant
la déformation des surfaces en d’autres probléemes faisant intervenir
soit les réseaux décrits par les centres de courbure principaux, soit
les rayons de courbure d’autres surfaces.

Rappelons d’abord uné propriété des réseaux tracés sur une sur-
face S.

Si l'on désigne par &, £a, £33 M1, M2, M3 les parameétres normaux des
tangentes a un réseau décrit par un point M de la surface, on peut
dire qu'aux tangentes MR, MS de ce réseau correspondent quatre
fonctions :

Y
& &
LM,
N3 KE]

Les fonctions 0, 0, n; se déduisent des fonctions £, £,, £5 par une

transformation de Laplace. Les fonctions 2—‘, ;ll, 1 se déduiront des
3 (G
£,

fonctions %i, 5 1 parune transformation analogue.

L’ensembls de ces fonctions dépend des deux paramétres u, ¢ qui
fixent la position de M sur la surface. )

La définition du réseau fait intervenir un troisiéme parameétre qui
détermine en chaque point M la direction de I'une des tangentes du
réseau, MR par exemple.

I résulte de la que, par élimination, on obtient, étant donnée une
surface S, une relation

f(EJ. S, M 33) =

53’ ‘5—3’ ‘71;’ ns
ou encore une relation homogeéne de la forme
F (&, By Bs5 M1s Moy M3) =0,

qui lie les paramétres £, n des tangentes aux courbes d’un réseau con-
jugusé tracé sur la surface.
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Supposons que la surface S soit une sphére. La relation précédente
s’écrit dans ce cas particulier :

B+ Eama+ E3ng=o.
Avec les notations employées cette relation devient :
Y| Zl -+ Y? Z:+ Y3Z3= 0.

On conclut de la que le probléme de la déformation de la sphére
peut étre ramené au probléme de la détermination de surfaces dont
les centres de courbure C,, C, correspondant & un point donné M
sont tels que, si 'on désigne par O un point fixe, 'angle G, O G, soit
un angle droit.

Si l'on étudie de la méme maniére la déformation d’une quadrique
a centre dont I’équation est

a3+ asx+ azxri=1,

Iy

la relation entre les paramétres £, v des tangenles 4 un réscau con-
jugué tracé sur la quadrique s’écrit
ay iy +as L+ as hms=o,

qui devient
a Y, 7, + a.zY,_,Zg_,_ asY;;Z;; =o,

relation qui raméne le probléme de la déformation a Pétude des
congruences de normales dont les foyers Ci, G, sont conjugués par
rapporl au cone dont I’équation est

a, L+ a,xr3+ azxri=o.

Enfin, s'il s’agit d’un paraboloide de révolution d’axe OXj, la rela-
tion entre les tangentes conjuguées est

Eimi+ Eame=o0
qui se transforme en
Y| Z["""gz-z: 0.

Le probléme de la déformation est ramené & celui de I'étude des
congruences de normales qui sont telles que les plans passant parune
droite fixe Oz, et les foyers Gy, G, soient rectangulaires.

Dans I'étude précédente nous avons fait jouer aux quantités £, £,



72 CL. GUICHARD.

Es3 M1y M2, 03 un réle particulier. Il est clair que le raisonnement peut
étre repris en permutant les quantités

Ei, B2y Es s, &5, s
Ny, T2y, Ni N4y M5y Mo

Donnons tout d’abord une interprétation géométrique de ces quan-
tités nouvelles.

Considérons une surface X lieu d’un point M de coordonnées X,
Xa, X3, et désignons par pla distance de l’origine des coordonnées au
point M; p la distance de I'origine des coordonnées au plan tangent
en M; R, R, les rayons de courbure principaux de 2.

En conservant les notations précédentes, les coordonnées Y,, Y.,
Y; du premier centre de courbure C, sont :

Yi=X,+~Riz; (i=1,2,3)
el I'on obtient

Y3+ Y3+ Yi=X{+ X3+ X3+ R+ 2R (2, X, + 22 Xy + 2;X;),
ce qui donne

Y?+ Y3+ Y;— R} =024 2pR,.

On voit de méme qu’en désignant par Z,, Z,, Z; les coordonnées
du second centre de courbure, on a

L} +13+ 73— R}=p2+2pR..
La relation homogéne
F (s, Es) Eo5 ey sy, me) = 0,

qui lie les paramétres des tangentes conjuguées a un réseau tracé sur
une surface, se transforme alors en une autre relation homogéne

?(p; Py Riy, Ry) =0

et le probléme de la déformation se trouve ainsi li¢ 4 un probléme de
détermination de réseaux orthogonaux caractérisés par la relation
précédente qui fait intervenir les rayons de courbure.

Dans le cas de la déformation de la sphére la relation

Einu+Esms+ Esme =0
conduit a
p*+p(R,+R;)+ R Ry;=o.
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Cette interprétation est équivalente a l'interprétation précédem-
ment donnée. On vérifie d’ailleurs immédiatement que le segment G, G,
défini par les centres de courbure principaux C,, C, d’une surface S
correspondante en un point M donnée est vu de I'origine O sous un
angle droit.

Pour le paraboloide de révolution, on a

Esns+Egng=0
et on obtient
o+ p(Ry+ Ry)=o0.

La détermination des surfaces applicables sur le paraboloide
permet de trouver d’autres surfaces possédant la propriété indiquée
et inversement.

Pour la surface de la vis a filet carré, I’axe Oz, étant 'axe de la
vis, la relation entre les quantités £, &, Eq; 03, 05, Mg peut s’écrire ;

| sie

£
B3+ E3+

19

On obtient alors
IO“’(R1+ Rg) -+ 2PR1 Rg: 0.

1l est possible enfin d’interpréter les quantités £y, Eay « .oy Eo3 My
N4, - . ., ng lides par les relations

i=6 i=6 i=6

25;—’:0, Zii'f}z:O, 211}-’:9,

i=1 t=1 i=1

comme les coordonnées symétriques de deux droites D, A qui se
coupent en un point M.

Le lieu de M est une surface 2. Les droites D, A sonl les tangentes
aux lignes asymplotiques de cette surface.

On retrouve ainsi la transformation cla%sique qui permet de déduire
d’une surface S rapportée a ses lignes de courbure une surface Z rap-
portée a ses lignes asymptotiques et inversement.

— © C—
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