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THÉORIE GÉNÉRALE DES RÉSEAUX 
APPLICATIONS 

Par M. Cl. GUICHARD, 
Correspondant de l'Institut 

Professeur de Géométrie supérieure à la Sorbonne. 

INTRODUCTION. 

1. La classification générale des réseaux peut être résumée par le 
tableau suivant (fig. i) : 

Fig. i . 

Congruences J. Réseaux conjugués N. Gongruences harmoniques I. 
Réseaux conjugués O. Congruences harmoniques C. Réseaux conjugués K. 

Les opérations géométriques étant effectuées dans l'ordre indiqué ; 
lorsqu'on opère dans l'ordre inverse, partant d'un espace d'ordre n, 
on est amené à envisager des espaces d'ordre supérieur à n. 

Nous étudierons d'abord dans le premier Chapitre la classification 
des réseaux et congruences pour des espaces d'ordre 2 , 3 , 4 ? 5 et 6. 
Les résultats obtenus s'interprètent immédiatement dans un espace 
d'ordre 3 et nous indiquerons dans la suite quelques applications 
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immédiates. Pour tous ces espaces, la classification est basée sur la 
loi d'orthogonalité des éléments. Le fait essentiel est que certains 
éléments de la suite indiquée sont des éléments qui se correspondent 
par orthogonalité dans les espaces d'ordre 2, 3, i et 5. Il paraît utile 
pour ne pas compliquer les notations de se servir d'appellations nou­
velles pour les éléments correspondants. 

Nous signalerons aussi que, d'une façon systématique, les systèmes 
intégrables par la méthode de Laplace sont écartés. Enfin pour un 
espace d'ordre 2 se présentent du point de vue général quelques 
difficultés qui seront signalées au début de Pétude correspondante. 

ESPACE A DEUX DIMENSIONS. 

,2. Deux fonctions quelconques xu x2 de deux variables u et v 
définissent les coordonnées variables d'un point m d'un plan. Il 
est possible en général de déterminer une équation de Laplace 

d% x r^dx _. âx 
au ov du ov 

qui admette pour solutions les fonctions X\, x2. 
On peut donc dire que deux familles de courbes planes définissent 

toujours un réseau. 
Soit x3 une solution linéairement distincte des deux solutions pré­

cédentes. Le point M de coordonnées xA, #2 , xz décrit dans un espace 
à trois dimensions un réseau. Le point m peut être considéré comme 
la projection du point M de l'espace d'ordre 3 sur l'espace d'ordre 2. 

Un réseau plan m peut donc être défini comme la projection d'un 
réseau M d'un espace d'ordre 3. Remarquons en outre que les tan­
gentes au réseau m peuvent également être obtenues en projetant les 
tangentes correspondantes du réseau M. 

La transformation de Laplace peut être définie en partant du 
réseau m. Les réseaux transformés sont les projections des réseaux 
qui se déduisent du réseau M par des opérations analogues. 

Désignons par . . . , su s, m^ r, r l 5 . . . la suite de réseaux dérivés 
du réseau m par la méthode de Laplace (les réseaux successifs se 
déduisant les uns des autres par une transformation de u vers ç); 
par . . ., S*, S, M, R, R,,, . , . la suite analogue déduite du réseau M. 
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Nous dirons que la droite mr projection de la droite MR décrit une 
congruence d projection de la congruence D décrite par MR. Les 
réseaux conjugués à la congruence d seront par définition les projec­
tions des réseaux conjugués à la congruence D. 

Dans ces conditions, on vérifie facilement que les lois de parallé­
lisme indiquées pour un espace d'ordre quelconque s'appliquent à un 
espace d'ordre 2, que les raisonnements relatifs aux réseaux conju­
gués1 ou harmoniques à une congruence, ou aux congruences 
conjuguées ou harmoniques aux réseaux sont légitimes. 

Les propriétés d'orthogonalité peuvent être également appliquées. 
Deux réseaux plans m, m! sont orthogonaux si la première tangente 

de l'un des réseaux est perpendiculaire à la seconde tangente de 
l'autre. 

On voit facilement que si l'on désigne par . . ., s\, s', m', r', r\, ..., 
la suite de réseaux transformés du réseau m! par la méthode de 
Laplace analogue à celle qui a été indiquée pour le réseau m, les 
réseaux . . . ; sA, r\ ; s, r ' ; r, sf; r, s'n . . . déduits de m et m! sont 
des réseaux orthogonaux. Les congruences . . . , s{s, rKr!\ sm, r W ; 
mr, m!s!] rrK, s's\ ; . . . sont, par définition, des congruences ortho­
gonales. 

Il en résulte que si l'on considère dans un espace d'ordre 3 une 
congruence G orthogonale à un réseau M: a, la trace de cette con­
gruence sur un espace d'ordre 2 décrit un réseau orthogonal au 
réseau m projection du réseau M : 6, la congruence g projection de la 
congruence G sur un espace d'ordre 2 est orthogonale à la con­
gruence obtenue en prenant la trace du réseau sur cet espace. 

La démonstration géométrique de ces propriétés est immédiate. 

3. Déterminants orthogonaux et réseaux orthogonaux O. — Un 
déterminant orthogonal d'ordre 2 s'écrit 

Si Ei 

et 1 on peut poser 
£t = cos®, %*— s inç, 

t\i = —sin<p, Y } 2 = coscp. 

Les rotations m et n sont 

m =— -r1 » n = -r 1 ' 
ou $v 
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Les réseaux orthogonaux correspondants peuvent être obtenus par 
les méthodes suivantes : 

a. Soient h et l deux fonctions de u et de p telles que l'on ait 

dh __ dy 
d~v -^ldu" 
dl_ _ dy 
du ~ dv 

Les systèmes compatibles 

-dï = lr» 

( ¢ = 1 , 2 ) 

définissent les coordonnées d'un point qui décrit un réseau O. 

b. Posons 
X | = qh+r^i (1 = 1, 2). 

Le point de coordonnées Xt décrit au réseau O correspondant au 
déterminant orthogonal si les fonctions q et r satisfont aux relations 

dr _ do 
du du' 

àq dy 
dv dv 

Ces fonctions étant connues, on obtient 

/ dq dy 
cw du 

A chaque solution gr, r correspond un réseau O. 

4?. Congruences conjuguées aux réseaux O. — Toute congruence 
conjuguée à un réseau O est une congruence 31. Nous dirons que de 
telles congruences sont des congruences H. La théorie générale 
permet de définir les congruences 2H, 3H, . . . , pli qui sont des 
congruences 41? 51, . . . , ( / ? + 2) I. 

On voit également que : 

Les congruences conjuguées à des réseaux 2O sont des con-
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gruences H ou 2H. (Il existe une seule congruence H conjuguée à 
un réseau 2O.) 

Les congruences conjuguées à des réseaux pO sont des con­
gruences (p — 2)H, (p — i ) H , />H. 

5. Classification des réseaux et des congruences. — Il est évident 
que, dans un espace d'ordre 2, un réseau O est orthogonal à lui-
même. Toute congruence conjuguée à un réseau O est orthogonale 
à une congruence harmonique à ce réseau. 

Toute congruence orthogonale à une congruence H est une con­
gruence C et inversement. 

Tout réseau orthogonal à un réseau O est un réseau O. 

Considérons maintenant un réseau 2O décrit par un point M. Il 
existe une congruence H conjuguée à ce réseau. A cette congruence 
correspond par orthogonalité une congruence G. Au réseau M con­
juguée à H correspond un réseau N harmonique à C. Ce réseau N 
peut être un réseau O, 2O ou 3 0 . 

La première et la troisième hypothèse doivent être écartées. Si le 
réseau N était un réseau O, il en serait de même du réseau M. 
D'autre part, si le réseau N était un réseau 3 0 , il existerait deux 
congruences C harmoniques à ce réseau et il devrait exister deux 
congruences H conjuguées au réseau M. 

Tout réseau orthogonal à un réseau 2O est un réseau 2O. 

Considérons maintenant une congruence 2 H décrite par une 
droite D. Parmi les réseaux conjugués à cette congruence existe un 
réseau 2O décrit par un point M. La loi d'orthogonalité lui fait 
correspondre un réseau 2 O décrit par un point N. A la congruence 
décrite par D correspond une congruence harmonique au réseau N 
décrite par une droite A. Cette congruence peut être une congruence G 
ou 2C. 

La première hypothèse est à rejeter. Les congruences C corres­
pondant par orthogonalité aux congruences H. 

Donc : 
Toute congruence orthogonale à une congruence 2H est une con­

gruence 2C et inversement. 
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En continuant ainsi on montrerait que : 

Tout réseau orthogonal à un réseau pO est un réseau / ? 0 . 
Toute congruence orthogonale à une congruence pH est une con­

gruence pC et inversement. 

La théorie générale définit les réseaux K conjugués à des con­
gruences G. Les réseaux orthogonaux seront des réseaux harmoniques 
à des congruences H. Ces congruences sont des congruences 31. Les 
réseaux harmoniques sont des réseaux 3N, 4N ou 5N. 

Un réseau d'un espace d'ordre 2 (les systèmes intégrables par la 
méthode de Laplace exceptés) ne peut être qu'un réseau 5N. Les 
réseaux N n'existent qu'à partir d'un espace d'ordre 6. 

Nous dirons qu'un réseau 5N est un réseau L. 
Dans ces conditions on voit que : 

Tout réseau orthogonal à un réseau K est un réseau L et inver­
sement. 

"Nous appellerons réseaux 2L, 3L, . . . , ph les réseaux 6N, 

7N, ...,_0> + 4)N. 
Un raisonnement analogue à ceux qui ont été faits précédemment 

montre que : 

Tout réseau orthogonal à un réseau pK. est un réseau plu et inver­
sement. 

La classification peut être résumée par le tableau suivant : 

Congruences conjuguées. 

H 
H, 2 H 
H, 2 H ; 3 H 

(p-2)U, (p-i)H, pU 

C, 2G, 3G 

Pc, (p + i)c, (p + *yc 

Réseaux. 

0 
2O 
3 0 

pO 

L 
ph 

K 
pK 

Congruences harmoniques. 

G 
G, 2G 
G, 2G? 3G 

( / > - 2 ) C , ( / > - i ) C , pC ; 

H, 2H, 3H 
pU, (/?-+-l)H, (jD + 2)H 
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Réseaux conjugués. 

0 , 2 0 , 3 0 
2O, 3 0 , 4 0 
3 0 , 4 0 , 5 0 

P0, (/1-+-1)6, (/7 + 2 ) 0 

K 
K, 2K 
K, 2K, 3K 

/>K, (/>-+-i)K, (/>-+-2)K 

Congruences. 

H 
2H 
3H 

/>H 

G 
2G 
3G 

PC 

Réseaux harmoniques. 

L 
L, 2L 
L, 2L, 3L 

/?L, (/?-+-i)L, (/?-+-2)L 

0 , 2O, 3 0 
2O, 3 0 , 4 0 
3 0 , 4 0 , 5 0 

/ > 0 , ( />H-I)0 , (/? + 2 ) 0 

ESPACE A TROIS DIMENSIONS. 

6. Déterminants orthogonaux et réseaux orthogonaux (O) . — Un 
déterminant orthogonal est défini par les quantités x, £, r\ 

Xi x.2 X3 

?1 ?2 h 
•ni ^2 *i3 

Si l'on désigne par a, 6, /n, n les rotations de ce déterminant, les 
formules générales s'écrivent 

àxt _ c 

du «Ç*i 

dxt 

-d7=b™ 
àAi -
^ = /"u; 

Ô-£=-bxi-n%i 

(1 = 1 , 2 , 3 ) . 

On a les conditions de compatibilité 

da t___ 

^ + 5 5 ^ = ^ 
dv 
db 
du 

=• bm 

Le point m de coordonnées #<, #2? #3 décrit sur la sphère de 
rayon 1 un réseau orthogonal. Les quantités £,, £2> ET? "ÎQI, vh> ^3 sont 
les cosinus directeurs des première et seconde tangentes de ce réseau. 

La théorie générale permet de former en partant d'un déterminant 
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orthogonal des réseaux orthogonaux par les deux méthodes suivantes : 

a. Soient h et l deux fonctions de u et de v qui satisfont aux 

relations 
dh . 
— = /m, 
dv 
01 u 
— = hn. 
du 

Les fonctions a?,, #2 , #3 obtenues par l'intégration des systèmes 

complets 

, Y (¢ = 1 , 2 , 3 ) 

définissent les coordonnées d'un point M qui décrit un réseau ortho­

gonal. 

b. Posons 
X.i = pxi-*-qti-t-rru (« = i, 2, 3) 

et exprimons que lorsque u et s? varient seuls les tangentes aux 
courbes décrites par le point M de coordonnées X,, X2 , X3 ont des 
paramètres directeurs proportionnels aux quantités £, YJ. 

On est alors conduit aux relations 

dp dq 
-f- = aq, -jZ- = nr, 
du * dv 

et l'on obtient 

dp , dr 
-f- = br\ -y- = mq, 
dv du 

h = ap -+- -p -+- mr, 

1 z. < ^ 
l=bP + dv +nq' 

Les fonctions 9 et r étant connues, la détermination de la fonction p 
et par suite du réseau exige l'intégration d'un seul système complet. 

Le réseau orthogonal décrit par le point M est formé par les lignes 
de courbure. Le réseau correspondant décrit par le point m donne la 
réprésentation sphérique de ces lignes de courbure du réseau M. 

7. Congruences orthogonales aux réseaux O. — Les normales à la 
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surface décrite par le point M engendrent, lorsque u ou v varient 
seuls, des développables. Elles définissent une congruence ortho­
gonale au réseau. Nous dirons que les congruences orthogonales à un 
réseau O sont des congruences O. Les quantités xi9 #2 , x^ défi­
nissent un système de cosinus directeurs des droites qui engendrent 
des congruences normales au réseau. 

Considérons en particulier la congruence décrite par les normales 
en M au réseau O. Cette congruence est conjuguée à ce réseau (Jig. 2). 

Réseau O et congruence O conjugués. 

Un calcul facile montre que les rayons de courbure de la surface M 
sont donnés par les formules 

R t = -

R, = — 

h 
— y 

a 

l 
V 

et que les coordonnées des points C et D qui décrivent les premier 
et second réseaux focaux de la congruence s'écrivent 

(G) 

(D) 
(* = i, 2, 3 ) . 

Désignons par . . . , S2, St, S, M, R, R,, R3, . . . la suite de 
Laplace déduite du réseau M, le sens de la transformation étant de u 
vers v, par . . . , G4, C,, C, D, D t , D 2 la suite qui se déduit dans les 
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mêmes conditions des réseaux focaux de la congruence. On voit que 
les congruences décrites par les droites CC i 5 DD1 sont engendrées 
par les axes des cercles osculateurs aux courbes u variable 9 variable 
du réseau, que* les réseaux C,, D1 sont décrits par les centres des 
sphères osculatrices à ces courbes. 

Les réseaux . . . , C2, C*, C, D, D<, D2 , . . . sont harmoniques aux 
congruences..., S2S1? S, S, SM, MR., RR4, R1R2 , .... La loi d'ortho-
gonalité montre que les réseaux et congruences suivants sont ortho­
gonaux : 

Réseaux. Congruences. Réseaux. Congruences. 

S i . 
S. . 
M. 
R.. 
Ri. 

DiDo 
DDi 
CD 
CCt 

GiC s 

C2 . 
Ci. 
C . . 
D . . 
Di". 
D , . 

RiR 3 

RR4 

MR 
MS 
SSi 
Si S, 

Les congruences O de l'espace d'ordre 3 sont les congruences 2I 
de la théorie générale. Les congruences pO sont les congruences 

Ces notations sont justifiées par le résultat suivant, conséquence 
des lois d'orthogonalité. 

Toute congruence orthogonale à un réseau pO est une congruence 
pO et inversement. 

Il suffit pour démontrer cette propriété d'établir que si elle a lieu 
jusqu'au nombre p elle est encore vérifiée pour le nombre p + 1. 

Soit en effet un réseau (p + i ) 0 décrit par un point M. Il existe 
parmi les congruences conjuguées à ce réseau une congruence A qui 
est pO. Un réseau M, orthogonal à A est par hypothèse pO. Il existe 
une congruence A, conjuguée au réseau MA qui est orthogonale au 
réseau M. Cette congruence A, sera (/> — i ) 0 , / ? 0 , ou (/? + T ) 0 . 
Comme la loi d'orthogonalité est supposée vérifiée jusqu'à l'ordre /0, 
les deux premières hypothèses doivent être rejetées et la con­
gruence A1 orthogonale au réseau (p-\-i)0 est une congruence 
(/, + 1 )0 . 

La correspondance par orthogonalité des éléments est réciproque. 
Il en résulte que tout réseau orthogonal à une congruence pO est un 
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réseau pO. Le raisonnement précédent conduit en sens inverse 
permettrait d'établir ce résultat. 

8. Classification des réseaux et des congruences. — Cette classifi­
cation résulte immédiatement des propriétés précédentes. 

Considérons une congruence O et un réseau O orthogonal à la 
congruence. Toute congruence harmonique au réseau O est une con­
gruence C. Elle est orthogonale à un réseau harmonique à la 
congruence O. Les congruences O sont des congruences 2I. Les 
réseaux harmoniques sont des réseaux 2N, 3N, 4N. 

Il ne peut exister de réseaux N (les systèmes intégrables par la 
méthode de Laplace étant écartés) que dans un espace d'ordre au 
moins égal à 6. Dans un espace d'ordre trois il n'y a donc lieu de 
considérer que des réseaux 4N. 

Nous appellerons réseau G un réseau 4N. Ce réseau est applicable 
sur un autre réseau de l'espace d'ordre 3. 

Il résulte des raisonnements précédents que : 
Tout réseau orthogonal à une congruence C est un réseau C et 

inversement. 
Nous appellerons réseau j»Cun réseau de l'espace d'ordre 3 appli­

cable sur un autre réseau situé dans un espace d'ordre/? + 2. 
On établirait facilement par une méthode analogue à celle qui a 

été employée pour les réseaux et congruences pO que : 
Tout réseau pC est orthogonal à une congruence JDO et inver­

sement. 

Un réseau K est un réseau conjugué à une congruence C. Par 
orthogonalité on fait correspondre à un réseau K une congruence 
conjuguée à un réseau C. Un réseau C est un réseau 4N. Les con­
gruences conjuguées à ce réseau sont des congruences 4J, 5J, ou 6J. 
Les congruences J n'existent qu'à partir d'un espace d'ordre 8, on 
ne peut donc avoir dans un espace d'ordre 3 que des congruences 6J. 
Les congruences 6J seront des congruences R. Les congruences pK 
étant des congruences (p -f- 5)J. 

Dans ces conditions : 
Toute congruence orthogonale à un réseau K est une congruence R 

et inversement. 
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On verrait comme précédemment que : 
Toute congruence />R est orthogonale à un réseau JDR et inver­

sement. 
Nous résumerons la classification dans le tableau suivant. Il est 

inutile de distinguer les réseaux et les congruences. La loi d'ortho­
gonalité et les notations adoptées permettant d'intervertir ces éléments. 

Systèmes conjugués. 

0 , 2 0 
0 , 2 O , 3 0 

2O, 3 0 , 4 0 
( / > - i ) 0 , p07 (/> + i ) 0 

K 
K, 2K 
K, 2K, 3K 

( /> -2 )K, (p-i)K, pK 

G, 2C, 3G 
pC, (/> + i )C, </>-h3)C 

Systèmes. 

0 
2O 
3 0 
pO 

G 
2G 
3G 

PC 

K 
pK 

Systèmes harmoniques. 

G 
G, 2G 
C, aC, 3G 

(p-2)C, (p-i)C, PC 

0 , 2O, 3 0 
2O, 3 0 , 4 0 
3 0 , 4 0 , 5 0 

pO, (/>•+• i ) 0 , ( />-+-a)0 . 

ESPACE A QUATRE DIMENSIONS. 

9. Un déterminant orthogonal est défini par les quantités x, y, £, i\ 

X\ X^ Xs Xi 

y\ y*, y* y* 
Çi b h ç* 
*)l ^ 2 *)3 *|4 

En désignant par a, 6, c, / , /n, n les rotations, les formules 
générales s'écrivent : 

àXi „z 

dxi 
'dV 

du 

àh 
àv 

— bru; 

= — axt— eyt— mi\t, 

àyi 
du 

dj\t 
du 

e$u 

ï?-*fc 
dp =—bxi-fyi-nti 

( ¢ = 1 , 2, 3, 4) 
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avec les conditions 
da de j . 
dv- = bm> dv=fm> 

àb df 
-r- = an; x~ = en> 
du ' du ' 
dm dn , r — h - — \ - ab -h ef = o. 
da dv 

Soient X l f X2, X3 , X4 les coordonnées d'un point M qui décrit un 
réseau O correspondant au déterminant orthogonal précédent. Pour 
calculer ces quantités, on déterminera deux fonctions h et l de u 
et de p, solutions du système complet 

dh 7 

d-v=lm> 
dl , 
-r- = hn, 
du 

puis on intégrera les systèmes 

Jt (1 = 1,2,3,4). 

Par le point M de coordonnées X<, X2 , X3 , X4 menons les quatre 
droites MR de paramètres £i, &iï £i> £<> M S d e paramètres YÎ1 , r)2, YÎ3, YJ*> 
MP de paramètres xK, x2, xz, #4 , MQ de paramètres j ^ , j 2 , j ' 3 , y^ 
Ces quatre droites décrivent des congruences. MR, MS définissent 
les première et seconde congruences focales du réseau. MP, MQ 
deux congruences décrites par des droites normales au réseau. Les 
foyers C,, G2 de la congruence décrite par MP ont leurs coordonnées 
définies par les quantités {fig- 3) 

h 
(GO Xi~âXi 

(1 = 1 , 2 , 3 , 4 ) . 
(G2) X f - g*. 

Les droites MP, MQ décrivent des congruences il conjuguées au 
réseau M. Il en est de même des droites qui ont pour paramètres 

directeurs 
# i c o s 0 H-jK/sinô (1 = 1 , 2 , 3 , 4 ) . 
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Enfin, les droites qui ont pour paramètres directeurs 

*t±îyi (* = i, 2, 3, 4) 

décrivent des congruences I conjuguées au réseau. 

Fig. 3. 

La théorie générale montre que les congruences I et 21 d'un espace 
à quatre dimensions sont toutes obtenues par cette méthode. 

On voit aussi que les congruences conjuguées à un réseau O sont 
des congruences I, 2I ou 31. (Il existe deux seules congruences I.) 
D'une façon générale les congruences conjuguées aux réseaux pO 
sont des congruences pi, (p + i ) I , (/?-+- 2 )1 . 

10. Classification des réseaux et des congruences. — L'élément 
essentiel qui intervient dans cette classification est le suivant : 

Dans un espace d'ordre 4, toute congruence I est orthogonale à 
elle-même. 

Les paramètres X, , X2 , X3 , X4 d'une telle congruence satisfont à 
la relation 

1 = 4 
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qui entraîne comme conséquences immédiates 

2* S — 1 ^ = -
/ = 1 1 = 1 

La propriété indiquée est donc établie. 

Etudions maintenant les réseaux orthogonaux aux réseaux O. Soit 
un réseau O décrit par un point M; considérons une congruence I 
conjuguée à ce réseau. Gomme cette congruence est orthogonale à 
elle-même, au réseau O correspond par orthogonalité un réseau 
harmonique à la congruence. Ce réseau est un réseau N, 2N ou 3N. 
Seuls, les réseaux 3N existent dans un espace d'ordre 4. Nous appel­
lerons ces réseaux des réseaux L et par suite : 

Tout réseau orthogonal à un réseau O est un réseau L et inver­
sement. 

Nous rappellerons rapidement la méthode de formation des 
réseaux L. 

Soient Y H Y2, Y3, Y4 les coordonnées d'un point M du plan PQM 
défini par deux normales à un réseau O décrit par un point M. On 
aura, en conservant les notations précédentes, 

et, par suite, 

Yt^Xt+rxt+pyt (1 = 1, 2, 3, 4) 

àYi dr dp , , _ 

^=XidT^^tu^^h^ar^e^ 
dYf dr dp , , , - N 

Déterminons r et p par les relations 

h-h ar •+• ep = o, 

/ -+- br -t-fp = o, 

qui, par différentiation, entraînent 

dr do 

du J du 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 77. 
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On aura 
d\t dr dp 
du du J du 
àYt dr dp 
-dv-=Xidv^^dv 

et, par suite, 
d*Yt _ à*r d*p 
dudv ~~ l dudv ^l dudv 

Les fonctions Y satisfont à la même équation de Laplace que les 
fonctions r et p. Le point N décrit un réseau. D'autre part, on voit 
que 

l,dYi = drZ-hdpî. 

Le réseau décrit par le point N est un réseau L. Il est facile de vérifier 
que tout réseau L peut être obtenu par cette méthode. 

Le calcul précédent montre que l'on peut prendre comme para­
mètres des tangentes au réseau décrit par le point N les quantités 

fxt—byu 

exi—ayi. 

On voit ainsi que le réseau obtenu est orthogonal au réseau O décrit 
par le point M. On a en effet les relations 

i = i. 

^(èxi—ayt) Çf = o, 

yà(exi-ayi)
à^=o. 

Les réseaux 2L, . . , , ph définis dans les conditions habituelles sont 
des réseaux 4N, . . . , ( / ? - + - a)N. 

Un raisonnement analogue à celui qui a été fait pour un espace 
d'ordre 2 permet de montrer que : 

Tout réseau orthogonal à un réseau pO est un réseau ph et inver­
sement. 

Toute congruence orthogonale à une congruence pi est une con­
gruence pi. 
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Supposons la loi vérifiée jusqu'à l'ordre /?, montrons qu'elle est 
encore vraie pour l'ordre p - f-1. 

Soit un réseau (/>-f-1)0 décrit par un point M. Parmi les con­
gruences conjuguées à ce réseau, il y aura une congruence (p + i)I 
à laquelle correspondra par orthogonalité une congruence (/?-f-i)I. 
Au réseau M conjugué à la première congruence ( ^ + 1 ) 1 correspondra 
par orthogonalité un réseau harmonique à la seconde. Ce réseau 
sera (p — i)L, /?L, (/? + i )L. En vertu des hypothèses faites, ce 
réseau ne peut-être que (p + i )L. 

En reprenant les raisonnements en sens inverse on montrerait que 
tout réseau orthogonal à un réseau (p + i )L est un réseau (p + i ) 0 . 

Soit de même une congruence (p + 2)1, parmi les réseaux conju­
gués il y aura un réseau pO auquel correspond par orthogonalité un 
réseau /?L. A la congruence donnée correspond par orthogonalité 
une congruence harmonique au réseau pL. Cette congruence sera/?I, 
(p -f- i ) Iou (/> -h 2)1. D'après les hypothèses faites, la congruence ne 
peut être que (p -+- 2)1. 

Remarquons que les congruences décrites par les normales MP, 
MQ au réseau O décrit par le point M sont des congruences 2I. Les 
paramètres directeurs X[ yi de ces droites satisfont aux relations 

Z = 4 

2^*=°' 2><S=o' 2*'5=°' 
ce qui montre que les deux congruences 21 ainsi définies sont ortho­
gonales. 

Les congruences C harmoniques aux réseaux O se transformeront 
par orthogonalité, en. congruences conjuguées aux réseaux L. Les 
réseaux L sont des réseaux 3N. Les congruences conjuguées à ces 
réseaux sont des congruences 3J, 4Jou 5J. Il n'y a lieu déconsidérer 
dans un espace d'ordre 4 que les congruences 5 J que nous appellerons 
congruences K. 

On peut donc énoncer le résultat suivant : 

Toute congruence orthogonale à une congruence C est une 
congruence K et inversement. 
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Les congruences 2K, 3K, . . . , pK sont les congruenees 6J, 
7J, . . . , ( / > + 4)J de la théorie générale. 

On établit facilement que toute congruence orthogonale à une 
congruence pC est une congruence pK et inversement. 

La classification peut être résumée par le tableau suivant : 

Congruences conjuguées. 

I, a l , 31 
2l, 31, 41 
31, 41, 51 

pi, (/>-+-i)ï, (p -+-2)1 

K 
K, 2 K 
K, 2K, 3K 

( / > - 2 ) K , (p-i)K, pK 

Réseaux. 

0 
2 0 
3 0 

po. 
L 

2L 
3L 

pL 

Congruences harmoniques. 

G 
G, 2 G 
G, 2G, 3G 

( / ? - 2 ) C , (p-i)G, pC 

I, 2I, 31 
2I, 31, 41 
31, 41, 5I v 

pi, (/>-+-!)!, ( / ?H-2 ) I l 

Réseaux conjugués. 

0 
0 , 2O 
0 , 2O, 3 0 

( / 7 - 2 ) 0 , ( / ? - i ) 0 , pO 

pL, (/>-f-i)L, . (/>-+-2)L 

Congruences. 

I 
2 l 
31 

P1 

pG 

pK 

Réseaux harmoniques. 

L 
L, 2L 
L, 2 L , 3L 

(/? — 2 ) L , (p — i)L, ph 

P0, (/7-+-1)0, (/7 + 2 ) 0 

ESPACE A CINQ DIMENSIONS. 

11. Un déterminant orthogonal est déterminé par les quantités x, 
y, 2,1,-0'• 

X\ X2 Xz Xi x& 

yi y*, y* y>+ y5 

Zl Zz S 3 Zi z& 

ï l El .g | U U 
r i l *)î 1 3 "»11. 1 5 
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En désignant par a, b; e, / ; g, k\ m, n les rotations, on a 

àxt dyt „ dzi 

àxt dyt j. dzt 

(1 = 1, 2, 3, 4, 5) 

et 

m = - a x i - e y i - g z i - m r [ h ^ = "*?*> 

^ = nr\û -j^ =— bxi— fyt — kzt— nh; 

avec les conditions 

da de j. dg , 
-— = bm, — = fm, -^- = km, 
dv ' àv J ' àv 

db df dk 
- = a n ; ^=en; ^ = gn; 

dm dn , . , 
-; h -—h ab -+- ef •+- gk = o. 
dv du J ° 

Soient X i ? X2 , . . . , X 5 les coordonnées d'un point M qui décrit 
un réseau orthogonal correspondant au déterminant. Pour déterminer 
ces quantités on résoudra les systèmes 

dh dXt 

àl , dXt . 
- = hn; _ = /„,. 

Considérons les droites MR, MS, MN, MP, MQ menées par M 
dont les paramètres directeurs sont les quantités £, yj, a?, y, z. Les 
droites MR, MS sont les tangentes du réseau O; les droites MN, MP, 
MQ décrivent des congruences conjuguées au réseau et sont normales 
au réseau. 

Si a, (3, y sont des constantes, les droites MG de paramètres \,-

Yt = oLXt-h Pyt+izt (i = i, 2, . . . , 5) 

sont normales au plan du réseau et décrivent des congruences. Les 
foyers Ci, C2 correspondants ont leurs coordonnées exprimées par 
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les formules 

( G t ) 

*C2) 

CL. GUICHARD. 

La congruence obtenue est : 

Une congruence I si a2 - j - (32 -f- y2 = o ; 
Une congruence 21 si a2 -f- (32 -+- y2 ̂  o. 

Toutes les congruences I et 2I d'un espace d'ordre 5 sont obtenues 
par cette méthode. 

12. Classification des réseaux et des congruences. Les réseaux 
nuls n'existent que dans un espace d'ordre 6. Dans un espace d'ordre 5 
existent donc des réseaux 2N. De tels réseaux seront appelés des 
réseaux I et nous appellerons réseaux p I les réseaux (p -f- i)N. 

La théorie générale permet de former facilement les réseaux I. 
Considérons la normale MN au réseau M et la normale isotrope ML 
dont les paramètres sonty k -h izk. Les coordonnées zu *3 d'un point A 



THÉORIE GÉNÉRALE DES RÉSEAUX. 21 

du plan LNM sont de la forme 

Zj= Xf-+- rxf+- p(yt-h izi). 

Si l'on détermine r et p par les équations 

/i + flr + (e + ig) p = o, 
f +br •+-(/-+- ik)p = o , 

on voit que l'on a 
dr , . N dp 

adv+{e + lg)dv=°< 

b
àJL+{f+ik)±=0, 
du KJ 'du 

et l'on obtient 
dZt dr . . .dp 
ïÛ=Xt Tu +^+i*ùru> 
dZt dr . . .dp 
dv dv XJ ' dv 

d*Zi d*r . . x à'*p 
oirTv=Xio^v+{^lZi)d^v' 

Ces relations montrent que le point A décrit un réseau. On voil 
immédiatement que 

SdZï = dr*. 
i = l 

Les fonctions Z; et r satisfont à la même équation de Laplace. Le 
réseau décrit par le point A est un réseau 2N. La coordonnée com­
plémentaire est égale à ii\ 

Les paramètres directeurs X, p des tangentes au réseau A peuvent 
être délinis par les égalités 

X, = b(yt+ izt) — (/-+- ik ) xu 

\>-i=a(yi-+-izi) — (e -+-ig)xh 

d'où l'on déduit 

d\ 

^ = mX,H- i i i [ a ( / + ik) - b(e -*- ig)]. 
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Ces formules montrent que 

t=i 

^(yt+-i*ù h = 0 , ^(yt+i*t) Pi = °> 

La congruence I décrite par la droite ML est orthogonale au réseau I 
décrit par le point A. 

Montrons que tout réseau I peut être obtenu par la méthode pré­
cédente. 

Si un point A décrit un réseau I, il existe parmi les congruences 
harmoniques à ce réseau une congruence I. Les autres congruences 
sont 2I. Le point d'intersection des droites qui décrivent ces con­
gruences décrit un réseau dérivé de A. Ce réseau qui est conjugué à 
une congruence I est un réseau O. 

Tout réseau I est orthogonal à la congruence I qui lui est harmo­
nique et inversement. 

Toute congruence I est orthogonale à un réseau I et inversement. 
Gomme, dans le cas de l'espace à quatre dimensions, on mon­

trerait que le plan des normales MN, MP au réseau M enveloppe 
un réseau 2I. On vérifierait que ce réseau est orthogonal à la con­
gruence 2I décrite par la droite MQ. 

Tous les réseaux 2I peuvent être obtenus par cette méthode. On 
est alors conduit au résultat suivant : 

Toute congruence 21 est orthogonale à un réseau 21 et inversement. 
On montrerait aussi par un raisonnement analogue à celui qui a 

été fait pour les espaces d'ordre inférieur que : 
Toute congruence pi est orthogonale à un réseau pi et inverse­

ment. 

Tout réseau conjugué à une congruence I est un réseau O. La loi 
d'orthogonalité fait correspondre à un tel réseau une congruence 
conjuguée à un réseau I. Un réseau I est un réseau 2N. Les 
congruences conjuguées sont des congruences 2J, 3J, 4J- Les 
congruences J n'existent qu'à partir de l'espace d'ordre 8. Dans un 
espace d'ordre 5 ne peuvent exister que des congruences 4J« Nous 
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appellerons congruence O de telles congruences et l'on peut dire 
dans ces conditions que : 

Toute congruence O est orthogonale à un réseau O et inversement. 
Les congruences 2O, 3 0 , . . . , / ? 0 sont les congruences 5J, 

6J, . . . , ( / ? - { - 3)J de la théorie générale. 
Du résultat précédent on déduit parle raisonnement déjà employé 

que : 
Toute congruence pO est orthogonale à un réseau pO et inver­

sement. 

Nous allons indiquer comment il est possible de déterminer une 
congruence O à partir du réseau O décrit par le point M. 

Considérons les points B dont les coordonnées Y.|,. Y2, . . . , Y5 sont 
données par les formules 

Y / = Xi-t-lxt+'iLyt-hvZi (* = i, 2, . . . , ô) 

et supposons que les fonctions X, JJL, v satisfassent aux relations 

h -f- a X -+- e u. •+- gv = o, 

/ -f- b X -+- fu. n- kv = o. 

Si l'on suppose u et v donnés, le lieu des points B est une droite A. 
Nous allons montrer que si u et v varient, cette droite décrit une 
congruence O. 

On obtient, en dérivant par rapport aux variables u et v} 

dYt d\ du. dv 
du du "du du 

dYt d\ du. dv 

et, en remarquant que les relations qui lient X, p., v donnent par déri­
vation, 

, dX -du. . dv 
du 'du du 

on obtient 

. dX -du. . (hf 
dv J dv dv ' 

â*Ytt d*l â*u. ^2V 
— . » • . _ 1 _ <\r . l_ rr . = ^ - ^ r x : + ^ v 7 x r + ^ dudv ~~l dudv Jl dudv ldudv 

Il en résulte que, si les quantités Y sont solutions d'une même 
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équation de Laplace, il en est de même des quantités X, p, v, et 
inversement. 

Les réseaux obtenus ainsi sont applicables. On a en effet 

2 dYl = d\* -+- du? -h dr~. 

Déterminons maintenant les paramètres directeurs T4 , T 2 , . . . , T5 

de A. Si l'on désigne par X, /JL, V; X,, p.,, v, les valeurs des fonctions 
correspondant à deux points B, B< de cette droite et si Ton pose 

X,—-X = /?, f*! —fx = y, V l _ _ v = r r ? 

on obtient 
Tj =/>#;-+- #/ i -f- rzi 

avec les conditions 
ap -h eq -+- gr =• o, 

qui par dérivation donnent 

<)/? àq dr 

On a ensuite 
àHt _ e>/? c><7 dr 

~dû ~Xi du~ ^yt au' ^Zi dZ9 

àTt dp dq dr 

lï =•** Tv ^yi £ + *' T» ' 
<?ST ; à°-p # a à'-r 
———— = QQ j =—— | y • J I... j z > , , 

^ ^ à d p Jldudv, ldudv 

Ces relations montrent que la droite A décrit une congruence. On 
voit d'autre part que 

2 7̂ = ̂ -+^-1-^.-

^ d T 2 = dp9- -f. dq* H- dr*. 

La congruence est une congruence 4J, les paramètres complémen­
taires ip, iq, ii\ 
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On vérifie facilement les relations 

25 

IT-S=«. 2 * Î ! -
qui montrent que la congruence obtenue est orthogonale au réseau O 
décrit par le point M. 

L'étude des réseaux orthogonaux aux congruences C dans un 
espace d'ordre 5 conduirait à la définition de réseaux nuls au second 
degré, caractérisés par le fait que les coordonnées xiy x2y . . ., xn 

des points qui les décrivent sont telles que l'on ait 

y ^ = o , V(d2^)2=o, 

ou encore tels que si l'on désigne par £, n les paramètres des tangentes, 
on ait 

2?2=o> 2fr=°> 271^°5 

2 ( 5 ) ' - 2të)"-» 
De tels réseaux n'existent qu'à partir d'un espace d'ordre io. 

La classification pour les réseaux et congruences indiqués est 
résumée par le tableau suivant. Comme pour l'espace d'ordre 3 il 
est inutile de distinguer réseaux et congruences. 

Systèmes conjugués. 

0 
0 , 2 0 
o ; 2 0 , 3 0 

(p-2)0, ( / 7 - 1 ) 0 , pO 

Systèmes. 

I 
ai 
31 
pi 

Systèmes harmoniques. 

I, ' 2 l 
I, 2Ï, 31 

2 l , 31, 41 
(/> — i ) I , pi, (J? H- i ) I 

La théorie généi^ale donne des résultats relatifs aux congruences 
harmoniques aux réseaux O, . . ., pO et aux réseaux harmoniques 
aux congruences C, . . - . , />C. 
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ESPACE À SIX DIMENSIONS. 

13. Un déterminant orthogonal est défini par les quantités x, y, zr 

X\ Xv Xz X± x& x6 

/ i y* y* 7 4 y* j e 

Z\ Z« Z* Z.i. Z5 ZQ 

. ty tn t'i £4 t$ t§ 

ÇL Ça ?3 ?4 ?5 £e 

T̂ l r i2 "̂ 3 ï j* "̂ 5 "̂ 6 

En désignant par aM 64 ; a2 , 62 ; a3 , 63; a4 , bA; m n les rotations, 
on a 

«l?i> du 

àxt 

àh 

dzt _ 
du ~ 

dzt _ 
dv - - * - • " ^7 -

(1 = 1,2, . . . , 6 ) ; 

ày 
= btt[t\ 

a* Si, 

63 ' i * ; dv 

= «4?z, 

= — a^Xi— a^yi— a^zt— a^tt— w j / , 
du 

dv 

du" = ^ 

àt\t 
du 

= — b}Xi— b«yi— biZi-^biti— nh, 

avec les conditions de compatibilité 

dat 

-dv~=mbi 

dbt 

du~ = n a i 

(1 = 1, a, 3, 4), 

dm dn . , , , 
— h y -+-«!»!-+-««) 6.7 -h «3 63 H- «4 t>4 = O. 
ov du 

La détermination d'un réseau O, correspondant au déterminant 
orthogonal, décrit par un point M de cordonnées Xi9 X2 , . . . , X6 , 
exige la résolution des systèmes complets 

dh 7 dXt 

dv du 
dl /, 
du=hn> 

dXt 
dv 

= lr\t. 
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Les droites MR, MS menées par M dont les paramètres sont les 
quantités £, n sont les tangentes du réseau. Les droites MP<, MP2 , 

Fig. 5. 

MP3, MP4, dont les paramètres sont a?, j , *, £, décrivent des con­
gruences conjuguées au réseau M et sont normales au plan du 
réseau {fig- 5). 

D'une manière plus générale, une droite menée par M dont les 
paramètres directeurs sont les quantités Y définies par les égalités 

Yt= axt + $yt-hiZi-+- S//, 

a, (3, y, à étant des constantes, décrit une congruence conjuguée nor­
male au plan du réseau. Le calcul des coordonnées des foyers con­
duit à des formules analogues à celles qui ont été indiquées par 
l'espace à cinq dimensions. 

La congruence ainsi obtenue est une congruence I lorsque 

congruence 2I lorsque 

a 2 + ^ 2 ^ y 2 - ] - & 2 : 

a2_|_ p2_f_ ^2 .+ .52^0 . 
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Toutes les congruences I, 2I d'un espace d'ordre 6 sont obtenues 
par cette méthode. 

Les quantités x\ ± iyL définissent les paramètres de congruences I 
particulières conjuguées au réseau. 

A partir de l'espace d'ordre 6 existent des réseaux N. Nous indi­
querons tout d'abord comment l'on peut former ces réseaux. 

Considérons des deux congruences I conjuguées au réseau M 
décrites par des droites ML,, ML2 dont les paramètres directeurs sont 
définis par les quantités # ; + iyi* Zi-\- iti. Les coordonnées Zj d'un 
point A du plan L, L2M sont données par les formules 

Z/ = X/-+- r(xf+- iyt)-+- p(*/-h iti). 

Si les fonctions r et à sont déterminées par les équations 

h -4- r(ay -h ia2) -4- p(a3 -4- ia±) = o, 

l -4- r(bi-h ib^) -4- p (6 3 -h ib^.) = o, 

on montre par des calculs analogues à ceux qui ont été faits pour un 
espace d'ordre 4 que le point A décrit un réseau. 

Il est facile de vérifier que l'on a 

2(rf*<)a= 
/ = 1 

Le réseau décrit par le point A est un réseau N. Le réseau O décrit 
par le point M est un réseau dérivé du réseau N décrit par A. 

On formerait facilement en associant la congruence décrite par la 
normale MP, à la congruence ML2 un réseau 2N; en associant les 
congruences décrites par les normales MP,, MP2 un réseau 3N.I1 y a 
lieu de remarquer que les droites associées qui décrivent les con­
gruences conjuguées au réseau M sont rectangulaires. 

Ajoutons enfin que tous les réseaux N, 2N, 3N d'un espace d'ordre 6 
peuvent être obtenus par cette méthode. 

14. Classification des réseaux et des congruences. — Cette classi­
fication est une conséquence de la propriété suivante. Dans un espace 
d'ordre 6 un réseau N est orthogonal à lui-même. 

On voit en effet que, si l'on désigne par £, n les paramètres nor-
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maux des tangentes au réseau, les égalités 

»9 

entraînent 

2«5«- 2«—- 2*-- 2«2- 2 
qui établissent la propriété. 

On sait que par orthogonalité à une congruence harmonique à un 
réseau N correspond une congruence conjuguée au réseau. Cette con­
gruence nouvelle ne peut être qu'une congruence 3 J. Les congruences J 
n'existent qu'à partir d'un espace d'ordre 8. Nous dirons que les 
congruences 3J sont des congruences L. Comme toute congruence 
harmonique à un réseau N est une congruence I, on conclut que : 

Toute congruence orthogonale à une congruence I est une con­
gruence L et inversement. 

Les congruences 2L, 3L, . . . , ph sont les congruences 4 J? • • •? 
(p + 2) J de la théorie générale. 

Dans ces conditions, on voit que : 

Tout réseau orthogonal à un réseau/>N est un réseau />N. 
Toute congruence orthogonale à une congruence pi est une con­

gruence ph et inversement. 

Nous ne développerons pas davantage la correspondance par ortho­
gonalité et nous résumerons les résultats obtenus par le tableau sui­
vant : 

Congruences conjuguées. 

L 
L, 2L 
L, 2L, 3L 

(/? — 2 ) L , (/>-»-2)L, ph 

Réseaux. 

N 
2 N 
3 N 
pN 

Congruences harmoniques. 

I 
I, 21 
I, 2I , 31 

( / > - 2 ) I , ( / > - ! ) ! , pl 
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CONGRUENCES DE CERCLES ET DE SPHERES. 

15. Si l'on considère dans l'espace à trois dimensions une sphère S 
de rayon R dont le centre a pour coordonnées x^ x2 , #3? o n peut 
appeler coordonnées de cette sphère les cinq nombres a1? a2, «3? 
a4, a5 qui ont les valeurs suivantes : 

a i : hxi, a.j,= hxi7 a 3 = h xz, 

IL 

a 4 = i-(x2
x -4- x% -h x'i — R 2 - h i ) , 

a5 = J ( t f ï -Htf§- t -ar î -R>- i ) , 

/1 désigne un facteur de proportionnalité. 
Des égalités précédentes, on déduit 

ai a 2 ot3 
X\ = ;—5 .r* = :—t ^ 3 = 5 ;—s—' 

« 5 + « « * " a s H - z a 4 a 5 - 4 - ï a 4 

^ 2 .+. ^ - + - * § _ R* = - a 6 ~ ' . a 4 . 1 J d a 5 - 4 - z a 4 

Ces relations permettent de calculer les coordonnées du centre et le 
rayon de la sphère S connaissant les quantités a. On peut remarquer 
aussi que l'équation de la sphère peut s'écrire 

2 a i X 1 H - 2 a î X î - h 2 a 8 X 8 - h i a 4 ( X ï - 4 - X Î H - X Î H - i ) 

-4- a 5 ( X 2 + X ? , - t - X 2 - 1 ) = 0. 

Lorsque a5 + 1 ^ = o, la sphère se réduit à un plan. 

Ces résultats peuvent être interprétés dans un espace à cinq dimen­
sions de la façon suivante : 

Considérons dans cet espace une droite D définie par les paramètres 
directeurs a4, a2, . . ., a5. A cette droite D correspond une sphère S. 
Inversement à une sphère S correspond une droite D. Il est clair, 
qu'à deux droites parallèles correspondent la même sphère, qu'à une 
sphère correspond une direction de droite. 

On démontre facilement que l'angle de deux sphères est égal à 
l'angle des deux droites qui leur correspondent, que la condition 
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nécessaire et suffisante pour qu 'une sphère se réduise à un point est 
que l 'on ait 

a'f -4- ail -4- a j -h OL'I H- a'r = o. 

Considérons maintenant deux sphères quelconques S (a1 ? a2 , . . . , a 5 ) , 

T ( (3 | , (32, . . . , (35), les coordonnées d 'une sphère passant par l ' inter­

section des deux sphères données sont : 

a i 4 - À 3 | ( ou -h £ 3 , , . . . , a3-4-A-(35. 

Les deux sphères S et T définissent un cercle C. A ce cercle on 

fait correspondre un système de deux droites. Inversement , si le 

cercle est donné, on peut lui faire correspondre une infinité de droites 

dont les paramètres sont donnés par les formules précédentes . Nous 

dirons que cet ensemble définit un « réseau de direction ». A un réseau 

de direction correspond un cercle et inversement. 

Nous appellerons congruence de sphères l 'ensemble des sphères 

correspondant aux droites d 'une congruence de l'espace à cinq dimen­

sions. Pou r qu 'une sphère S décrive une congruence, il faut et il suffit 

que ses cinq coordonnées a, , a2 , . . . , a5 soient solutions d 'une même 

équation de Laplace. Il en résulte que 

X\, X2, X;h x'j -4- ./-'ri -+- X~ — R2 , I 

sont aussi solutions d 'une même équation de Laplace. 

Le centre M de la sphère décrit un réseau et l 'équation du réseau 

admet la solution 
e = ^2 _+_ X2 _+_ x% __ R 2 . 

Considérons maintenant un point M qui décri t un réseau dans un 

espace d 'ordre 5. Soient MR, MS les tangentes à ce réseau. Les 

deux directions MR, MS définissent un cercle. L 'ensemble des cercles 

qui correspondent à tous les points M du réseau forme une congruence 

de cercles. 

Nous allons indiquer les propriétés caractérist iques de ces systèmes. 

Au point M ( M , t>) correspond un cercle C intersection des sphères 

qui correspondent aux droites MR(E, , £2, . . . ,£ : , ) , M S ( Y ? , , Y Î 2 , . . . , TQ5); 

au point W(u-\-du, v) correspond un cercle C intersection des 
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sphères M'R' f g -f- —- du, r\-{- -^ du\ . Comme oh a 

dr\ 

les quatre sphères et par suite les deux cercles C, C passent par les 
deux points communs aux trois sphères qui ont pour coordonnées 

s' ^ du 

On voit que si u varie seul, chaque cercle C du système est ren­
contré en deux points par un cercle infiniment voisin. On arrive à 
un résultat analogue lorsque v varie seul. Tous les systèmes ayant, 
cette propriété sont obtenus par cette méthode. 

Interprétons maintenant les images dans un espace d'ordre 3 
d'une congruence d'un espace d'ordre 5 et de ses réseaux focaux. 

Soient (A) une congruence dont les premier et second réseaux 
focaux sont E et F, (B) et (C) les congruences focales de ces réseaux 
distinctes de (A). 

Si l'on représente par a,, a2, . . ., a3 les paramètres de A (fig. 6) , 

ceux de (B) sont fonctions linéaires de a et— > ceux de C fonctions 

linéaires de a et — • du 
A la congruence (A) correspond une sphère (S«) dont le centre 

M(x\, x.2i Xz) décrit un réseau. Désignons par MR, MS les tan­
gentes de ce réseau, par R et S les foyers distincts de M des 
congruences MR, MS. 

L'équation de la sphère (Sft) peut s'écrire 

(X, — ^ l ) 2 - 4 - ( \ 2 — ^ 2 ) 2 - + - ( X 3 — ^ 3 ) 2 — B 2 = 0 . 

Lorsque u varie seul, cette sphère touche son enveloppe suivant un 
cercle C,, intersection de (S„) et du plan P, qui a pour équation 

. • dx\ v . dx* dx^ dR 

Ce cercle peut être défini comme intersection des sphères qui ont 

pour coordonnées <x et -j- ou encore des sphères (Sf t), (S c ) correspon­

dant aux droites (A), (C). 
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Le cercle C, correspond au réseau F. Il décrit donc une congruence, 
son plan est perpendiculaire à MR. 

De même lorsque v varie seul les sphères ( Sfl) touchent leur enve-

Fig. 6. 

loppe suivant un cercle C2 . Ce cercle décrit une congruence corres­
pondant au réseau E. Son plan est perpendiculaire à MS. 

Les congruences de cercles C,, C2 sont appelées les congruences 
focales de la congruence de sphères (S r t). 

Les deux cercles Ci, C2 ont deux points communs I, I'. Ces points 
peuvent être définis comme les points communs aux trois sphères qui 

ont pour coordonnées a, —, y. . Us sont donc les points où la sphère 

(S t t) touche son enveloppe lorsque u et v varient. 
Etudions maintenant la droite 11'. Lorsque u ou v varient seuls cette 

MÉMORIAL DUS SC. MATH. — N° 7 4 . 
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droite engendre une développable. Elle décrit donc une congruence* 
Comme elle est perpendiculaire au plan MRS, cette congruence est 
orthogonale au réseau M. Ses plans focaux sont les plans des deux 
cercles Ci, C_,. 

Il est facile de préciser les congruences de sphères (Sa), (Sc) cor­
respondant aux congruences focales (B) et (C). 

D'après ce qui précède la sphère (S/,) doit contenir le cercle CL> 
correspondant au réseau E. C'est donc la sphère de centre S passant 
par C2. La sphère (S(.) est la sphère de centre R passant par G|. 

Nous dirons que les sphères (S„), (S,.) sont les sphères focales de 
la congruence décrite par le cercle C2. 

Considérons maintenant une congruence quelconque de cercles, 
celle décrite par le cercle C2 par exemple. L'axe MS de ce cercle 
décrit une congruence. Les sphères qui ont pour centre les foyers M, S 
de cette congruence et qui passent par le cercle G2 décrivent les con­
gruences de sphères focales de la congruence de cercle. 

Le plan du cercle enveloppe un réseau. L'une des tangentes de ce 
réseau est la corde de contact l V de la sphère de centre M passant par 
le cercle C2 avec son enveloppe lorsqu'on fait varier simultanément 
u et c La seconde tangente du réseau est dans les mêmes conditions^ 
la corde de contact de la sphère de centre S passant par C2 avec son 
enveloppe. 

16. Congruences de sphères et de cercles orthogonales. — Une 
congruence de sphère est dite orthogonale à une congruence de 
cercles lorsque la congruence de droites et le réseau qui leur corres­
pondent dans un espace d'ordre 5 sont orthogonaux. 

Soient alors (xt, x*, . . ., ^ ), (£i, £2« • • . ? \* ; 'Oi, *î2, . • •« mnb) les 
paramètres delà droite correspondant à la congruence de sphères les 
paramètres des première et seconde tangentes du réseau. 

On sait que l'on a 

1 ^ = 0, 255S=0' Z*ôt=°' 1*1^=°' 

Si l'on désigne par yu y2i . . . , y>> les paramètres d'une droite 
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quelconque OL du plan du réseau, on a 

yt=*St-*-fat 
et par suite 

2 V^ àx v 1 

' • > ' = 0' 2/57, =0' Z 
V -r- = O. 
" dv 

A la congruence de droites correspond une congruence de 
sphères (M). Soient M le réseau décrit par le centre des sphères ; C4, C2 

les deux cercles focaux; (R), (S) les secondes sphères focales 
de C,, C2. Les coordonnées de la sphère (R) sont fonctions linéaires 

de x et -ri ; celles de la sphère (S) fonctions linéaires de x et ~ 

Au réseau correspond une congruence décrite par des cercles (C) . 
A une droite: OL du plan du réseau correspond une sphère passant par 
le cercle C. Cette sphère est orthogonale aux sphères M, R, S. Les 
pôles du cercle C sont les points I, F communs à ces trois sphères. 

On peut énoncer les résultats suivants : 
La congruence de cercles orthogonale à une congruence de sphères 

données est formée par les cercles qui ont pour pôles les deux 
points I, l' où chaque sphère de la congruence touche son enveloppe. 

Inversement, soient C un cercle qui décrit une congruence, I, 
F ses pôles, M le point où le plan de C touche son enveloppe, la 
sphère S, qui a pour centre M et qui passe par 1 et F, décrit une 
congruence de sphères orthogojaale à la congruence de cercles donnée. 

10'. Congruences de cercles et de sphères conjuguées et harmo­
niques. — Une congruence de sphères et une congruence de cercles 
sont dites harmoniques si la congruence de droites et le réseau qui 
leur correspondent sont harmoniques. 

Soient £, n les paramètres des première et seconde tangentes d'un 
réseau, X les paramètres d'une tangente harmonique. On peut 
prendre 

X = qt — rri, 

<)X _ d^ __ dj^ 

du du ' du ' 

dX _ y. dq dr\ 

dv s dv ' dv 

Désignons par (A) et (B) les sphères qui correspondent aux tan-
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gentes du réseau. Le cercle C correspondant au réseau est l'intersec­
tion de ces sphères {fig- 7 et 8). 

Les formules précédentes montrent que la sphère (S) correspondant 
aux quantités % passe par le cercle C. Son centre M décrit un réseau 

Fig. 7 et 8. 

conjugué à la congruence décrite par la droite AB qui joint le centre 
A et B des sphères (A) et (B). 

Lorsque u varie seul, le cercle de contact d'une sphère (S) avec 
X 

son enveloppe est caractérisé par les quantités X, Ce cercle passe 

donc par les points communs aux sphères définies par £, o, 4 -̂- Ces 

points sont les deux points de contact d'une sphère (A ) avec son enve­
loppe. De même lorsque v varie seul le cercle de contact d'une 
sphère S avec son enveloppe passe par les deux points de contact d'une 
sphère (B) avec son enveloppe. Les cordes de contact des sphères (A) 
et (B) avec leurs enveloppes définissent les tangentes à un réseau 
décrit par un point /jt. du plan du cercle C. Il 'résulte de là que la 
corde de contact A d'une sphère S avec son enveloppe passe par le 
point juu 

On peut donc énoncer les résultats suivants : 

Soient C un cercle qui décrit une congruence, D l'axe de ce 
cercle, M un point qui décrit un réseau conjugué à la congruence 
décrite par la droite D. La sphère (S) qui a pour centre M et qui 
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passe par C décrit une congruence de sphères (S) harmonique à la 
congruence de cercles C. 

Soient S une sphère qui décrit une congruence, A sa corde de con­
tact avec son enveloppe, p. un point qui décrit un réseau conjugué à 
la congruence (A), (P)le plan de ce réseau. Le cercle (C) intersection 
de la sphère S et du plan P décrit une congruence de cercles (C) 
harmonique à la congruence de sphères (S) . 

Ces constructions géométriques permettent d'obtenir toutes les 
congruences de sphères harmoniques à une congruence de cercles, ou 
toutes les congruences de cercles harmoniques à une congruence de 
sphères. 

Une congruence de sphères et une congruence de cercles sont dites 
conjuguées lorsque la congruence de droites et le réseau qui leur 
correspondent sont conjugués. 

Soit alors (G) une congruence de droites dont les réseaux focaux 

Fig. 9 et io. 

sont (A) et (B). Considérons un réseau conjugué à G décrit par un 
point P . Désignons par (H) et (L) les congruences focales de ce 
réseau {fig. 9 et 10). 

A la congruence G correspond une congruence de sphères (S) dont 
le centre décrit un réseau M; aux réseaux focaux A, B deux con­
gruences de cercles focaux ( C t ) , (C/) des sphères (S) . Ces cercles 
passent parles points I, 1' où la sphère ( S) touche son enveloppe. 
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A la tangente L correspond une sphère focale du cercle correspon­
dant au réseau P. La congruence focale (L) étant harmonique au 
réseau (A), cette sphère passe par le cercle Ci. Son centre décrit un 
réseau conjugué à la congruence décrite par la seconde tangente MS 
au réseau M. De même, à la congruence décrite par H correspond 
une congruence de sphères dont les centres décrivent un réseau con­
jugué à la congruence décrite par la première tangente MR. 

L'axe des cercles (C) qui correspondent au réseau conjugué décrit 
une congruence harmonique au réseau M. Les plans de ces cercles 
passent par les points de contact 1, F d'une sphère S avec son enveloppe. 
La droite I, F décrit une congruence harmonique au réseau enveloppé 
par le plan de ces cercles. 

On peut donc énoncer les résultats suivants : 
Soient M le réseau décrit par le centre des sphères correspondant 

à une congruence, RS une congruence harmonique au réseau M, les 
cercles a^ant pour axes R, S et qui passent par les points I, F d'une 
sphère de la congruence avec son enveloppe décrivent une congruence 
de cercles conjuguée à la congruence de sphères. 

Soient (C) un cercle qui décrit une congruence,.^ le réseau enve­
loppé parle plan de ce cercle, (G) une congruence harmonique au 
réseau /UL, I, F les points où la droite G rencontre le cercle (C), le 
plan P mené par l'axe du cercle perpendiculairement à G enveloppe 
un réseau ( M). La sphère qui a pour centre M et qui passe par I, F 
décrit une congruence de sphères conjuguée à la congruence de 
cercles. 

Toutes les congruences de cercles conjuguées aune congruence de 
sphères ou toutes les congruences de sphères conjuguées à une 
congruence de cercles peuvent être obtenues par ces .constructions 
géométriques. 

17. Classification des congruences de cercles et de sphères. — Les 
congruences de cercles et de sphères seront désignées par la même 
notation que les réseaux ou congruences de droites qui leur corres­
pondent dans un espace d'ordre 5. 

Si une congruence de cercles et une congruence de sphères sont 
orthogonales, ces congruences seront représentées par la même 
notation. 

Soient M(# , , J?2, Xz) les coordonnées du centre d'une sphère S, 
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R son rayon. Les cinq coordonnées de la sphère peuvent s'écrire 

\ l = . / * ! , X., — x.2, Xz= xd, 

X 4 = ^(.r'f + . rgH-^—.RSH- i ) , . X 5 = I ( J?? -h x\ -4- ^ - R2— i). 

18. Congruences de cercles et de sphères I, a l . . . ., />I. — Pour 
qu'une congruence de sphères soit une congruence I, il faut et il suffit 
que les paramètres X,, X2, . . ., X, qui correspondent aux sphères de 
cette conguence vérifient la relation 

Vf -H X?, -+- \ § -+- Xï -h XJ = O. 

Les rayons R de ces sphères sont nuls. Leur centre M de coor­
données X\y x2, xs décrit un réseau et l'équation de ce réseau admet 
la solution 

x^ -h x% -h x%. 

Les congruences de sphères I sont donc décrites par des sphères de 
rayon nul dont le centre M décrit un réseau O. 

Inversement les sphères de rayon nul dont le centre M décrit un 
réseau O définissent une congruence des sphères. 

Les cercles focaux des sphères considérées sont des cercles de rayon 
nul a>ant pour centre le point M. Leurs plans sont les plans, princi­
paux de la surface lieu de M. 

La corde de contact d'une sphère avec son enveloppe est la normale 
au point M à la surface décrite par M. 

Nous avons vu que parmi les réseaux orthogonaux à une congruence I 
décrite par une droite D dans un espace d'ordre 5 existe un réseau I 
harmonique à la congruence. De cette propriété se déduisent immé­
diatement les éléments caractéristiques des congruences de cercles I. 

Les congruences de cercles I sont décrites par des cercles de rayon 
nul dont le centre M décrit un réseau. Le plan des cercles est le plan 
tangent au réseau. Le réseau décrit par le centre M est le réseau O 
formé par les lignes de courbure de la surface lieu de M. 

Pour qu'une congruence de sphères soit une congruence a l , il faut 
et il suffit que l'équation de Laplace, à laquelle satisfont les para­
mètres X, , X2, . . ., X;,, admette une solution Y telle que l'on ait 

2X2-4- Y 2 = 0 . 
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On en déduit 
Y = «R. 

L'équation du réseau décrit par le centre M des sphères admet donc 
les solutions 

•*i, x*, .r3 , R, .r'f -+- ,r\\ -h x$ — R*. 

Nous désignerons par ï et V les points de contact d'une sphère et de 
son enveloppe. 

Considérons maintenant les congruences de cercles 2I qui corres­
pondent par orthogonalité aux congruences de sphères 2 I et étudions 
les relations entre une congruence ( S) de sphères s i et la congruence 
orthogonale (C) de cercles aï . 

Des propriétés générales indiquées résulte le fait que les cercles 
de la congruence de cercles admettent pour pôles I et F. 

On sait qu'il existe dans un espace d'ordre 5 deu\ congruences I 
harmoniques à un réseau 2I. A ces congruences I correspondent 
deux congruences de sphères harmoniques à la congruence de 
cercles. Si l'on considère un cercle (C) admettant pour pôles 1, F 
la sphère (S) correspondante passe par (C), son ra>on est nul, son 
centre décrit un réseau. Il doit coïncider avec l'un des points I ou F. 

D'où cette propriété caractéristique : 

Les points de contact des sphères (S) d'une congruence dr 
sphères 2I avec leur enveloppe décrivent des réseaux formés de 
lignes de courbure. 

Lorsque le ra>on des sphères (S) qui décrivent la congruence de 
sphères 2I est constant le centre M des sphères décrit un réseau O. 

L'équation de Laplace à laquelle satisfont les coordonnées xA, x^ x.t 
de M admet la solution *\-\-x\ + x\. Les cercles focaux d'une 
sphère (S) sont situés dans les plans principaux de la surface lieu de M. 
La congruence de cercles orthogonale 2I est formée de l'ensemble 
des cercles de rayon constant, ayant pour centre M, dont le plan est 
le plan tangent à la surface lieu de M. 

Dans le cas général R est variable. Une congruence de sphères 2I 
est constituée par l'ensemble des sphères S dont le centre M décrit un 
réseau et qui touchent leur enveloppe en deux points I, F qui décrivent 
des'surfaces rapportées à leurs lignes de courbure. Les droites Ml, 
MF sont les normales aux surfaces lieu\ de I et de F. 
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Le plan des cercles (C ) qui enveloppe une congrueuce 21 enveloppe 
le réseau décrit par M qui est un réseau 2O. Les deux pôles d'un 
cercle (C) sont les points I, F de contact de la sphère de centre M 
correspondant à la congruence de sphères 2I orthogonale avec son 
enveloppe. 

Il est facile d'étudier les congruences de sphères p\. Nous nous 
bornons à indiquer les résultats suivants qui sont immédiats. 

Le centre d'une sphère (S) qui décrit une congruence p\ décrit un 
réseau (p — 2 ) 0 , {p — i ) 0 ou/? O. 

Si le centre d'une sphère (S) appartenant à une congruence décrit 
un réseau pO la congruence de sphères est/?I, (p -f- 1 )I ou {p -\~ 2)1. 

19. Congruences de sphères 0 , / ? 0 . — Les congruences O corres­
pondent aux congruences de droites O d'un espace d'ordre 5. Rap­
pelons d'abord que, si les coordonnées X,, X2, . . ., X;, d'une sphère 
correspondent à une congruence O, il est possible de trouver trois 
solutions yA, y», y% de l'équation de Laplace à laquelle satisfont les 
quantités X telles que l'on ait 

,•2 2, V = . K Î + y\ +y 

Y dXj = dy'i -4- dy\ -4- dy\. 

On voit en reprenant les expressions de X, , X2, . . . , X:, que l'on a 

y\-+-yl+y\ = K^ 
dx\ -4- dx\ -h dxl = dy\ -4- dy\ -+- dy\. 

Il en résulte que le réseau M décrit par les centres de sphères S de 
la congruence est applicable sur le réseau N décrit par le point de 
coordonnées yK, y 2 , y-A. 

Proposons-nous, inversement, de définir une congruence O de 
sphères à partir de deux réseaux applicables décrits par les points M 
de coordonnées a?,, a?,, J?S ; N de coordonnées yiy r 2 , y*. 

Considérons les sphères (1 ) de centre N de rayon R. La condition 
nécessaire et suffisante pour que ces sphères décrivent une congruence 
est que l'équation du réseau admette la solution 
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Cette équation admet toujours la solution 

x"\ -4- xl -f- x'I —y] —y* -f-rfî-

Il en résulte que si les sphères {!) décrivent une congruence l'équa­
tion de Laplace admettra la solution 

x* H-^¾ -h-rjj —R*. 

Comme les coordonnées des points M et N satisfont à la même 
équation, on voit que les sphères (S) ayant pour centre M et pour 
rayon R décrivent également des congruences. 

On vérifie facilement que si l'on applique le réseau N sur le réseau M 
la sphère {1) correspondant à un point N vient coïncider avec la 
sphère (S) correspondant au point M. Les cercles focaux de 2 viennent 
coïncider avec les cercles focaux de (S) et, par suite, les points où (2) 
touche son enveloppe viennent coïncider avec ceux où (S) touche son 
enveloppe. 

Les coordonnées X de (S), Y de (2) , sont : 

Xt=x\, X«=.*\>, X n = ^ 3 , 

X , = i ( 2 j r s - R8-hi), X„= I (2 . r s—Rs—i) ; 

Y t = i ( S ^ - R a + i), Y 5 - i ( X X ~ R 2 - i ) . 

On a donc 
2 X 2 = SYa, 

StfX2=2rfY2. 

Dans ces conditions, trois cas peuvent se présenter : 

i° Il existe entre les quantités \ une relation linéaire et isotrope 
à coefficients constants. La sphère (2 ) passe alors par un point fixe. 
On peut alors dans les seconds membres des égalités précédentes 
supprimer deux quantités Y. La congruence de sphères (S) est une 
congruence (O) . 

2° Il existe entre les quantités Y une relation linéaire non isotrope. 
La sphère (2 ) est orthogonale à une sphère fixe. On peut supprimer 
l'une des quantités \ . La congruence de sphères (S) est une 
congruence 2O. 
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3° II n'existe pas de relation linéaire entre les quantités Y, la 
congruence de sphères S est une congruence 3 0 . 

Il est facile de caractériser les congruences de cercles O. Si la 
congruence de sphères (S) est une congruence O, la congruence de 
sphères (2) est formée de sphères passant par un point fixe B. 

Une sphère (2 ) touche son enveloppe au point B et au point Br 

s} métrique de B par rapport au plan tangent au réseau décrit par son 
centre N. Si l'on applique le réseau N sur le réseau M, les points B, 
B' viennent coïncider avec les points A, A' de contact de la sphère (S) 
correspondante avec son enveloppe. Le cercle (O) qui correspond à la 
sphère (S) est le cercle situé dans le plan tangent au réseau M dont 
les pôles sont A, A'. Ce cercle est obtenu en appliquant sur le plan 
tangent au réseau M le cercle d'intersection de la sphère de ra^onnul 
ayant pour centre le point fixe B avec le plan du réseau N. 

Ce résultat a déjà été trouvé à propos des réseaux applicables par 
une méthode géométrique équivalente à la méthode précédente. 

Nous voyons que les plans des cercles d'une congruence O envelop­
pent un réseau C que les centres des sphères d'une congruence O 
décrivent un réseau C. 

Ces résultats peuvent être généralisés. On montre que les centres 
des sphères d'une congruence pO décrivent un réseau (p — a)C, 
{p — i)C, ou pC\ que si le réseau décrit par les centres des sphères 
d'une congruence est un réseau /?C, la congruence de sphères est une 
congruence />0, {p -f- i ) 0 , {p + 2 ) 0 . 

20. Congruences de sphères C. — Lorsque les coordonnées d'une 
sphère satisfont à une équation de Laplace 

dudv h dv du l du dv 

On sait que la congruence correspondante est C si par un choix 
convenable des variables u et v on a la relation 

2 X J = /i2-4- 1-. 

On en déduit 
R 2 = £2.+. /a. 

L'équation du réseau décrit par le centre M des sphères admet donc 
la solution 

xl + xl + xl — te—l^ 
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On montre que dans ces conditions on a 

dm dn 
dv du 2>.= 

Le réseau décrit par le centre M des sphères de la congruence est 
un réseau K. 

Inversement, si un point M décrit un réseau K les sphères de 
centre M dont le rayon R est défini par la formule 

Rs = AS -f- /* 

décrivent une congruence de sphères C. 
Si 

R^= h*-h /2-+- const., 

la congruence de sphères est une congruence 2C. 
Si R est quelconque la congruence de sphères est 3C. 
D'une manière générale : 
Le centre des sphères d'une congruence pC décrit un réseau 

(p — 2)K, (p — i)K ou pK. 

Si le centre d'une sphère décrit un réseau pK la congruence de 
sphères correspondante esty>C, {p - j - i )C, (p -4- 2)C. 

Signalons en terminant que l'inversion effectuée sur un cercle ou 
une sphère revient à une substitution orthogonale dans l'espace à cinq 
dimensions. Cette substitution n'altère pas les propriétés dont nous 
nous occupons. La classification établie dans la théorie précédente et 
les propriétés qui en découlent sont invariantes pour le groupe des 
inversions. 

APPLICATIONS. 

RÉSEAUX ISOTHERMIQUES. SURFACES MINIMA. RÉSEAUX DE WEINGARTEN. 

RÉSEAUX APPLICABLES. SURFACES A COURBURE TOTALE CONSTANTE. 

21. Réseaux isothermiques. — On dit qu'un réseau O est isother­
mique si l'équation de Laplace à laquelle satisfont ces coordon­
nées x a ses invariants égaux. 

Cette équation ayant été mise sous la forme 

d*x _ 1 dh dx 1 dl dx 
dudv ~ h dv du 7 dû dv' 



THÉORIE QÉNÉRALE DES RÉSEAUX. 4$ 

on doit avoir 
à*L\h\ _ c/'Lf/l 

du dv ~~ du dv 
OU 

h U 
7 = \ ' 

U et V désignant des fonctions arbitraires de u et de v seuls. 
Un changement de variables convenable permet de ramener cette 

relation à la forme 
h = l. 

Il résulte de là que 
2 dx1- = ds* = /i* du>+- l'1 dv*-. 

22. Réseaux plans. — Dans le cas d'un réseau plan nous avons vu 
que les paramètres normaux des tangentes au réseau et les rotations 

pouvaient être représentés par 
do 

£, = cos;p, ' 1 L = — s inç , m=~~Jîi9 

dz, 
Ç a =siucp; 7^=- coscp; n= -}y 

Les fonctions h et l déterminées comme solutions du système 

dk , 
— _= (m, 
dv 

dl , 
— = hn. 
du 

La relation h = l entraîne la condition 

d'1^ d'ly _ 
dû~* "̂  5r*" ~~ °" 

On obtient donc 
z = F (M-f - ïV) - f -F | ( i * — iv), 

F, F, désignant deux fonctions arbitraires. 
La détermination du réseau montre que l'on peut, en changeant 

les notations, prendre 
.n-hiara= G(w-wV), 
. / ' i — « > 5 = Ci,(// — iv), 

où l'on désigne par G, G, deux nouvelles fonctions arbitraires. 

On a alors 
dx\ -+• dx\ = G'G', ( «fa* -h rf** ). 
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On voit que tous les réseaux isothermiques peuvent être obtenus par 
cette méthode. Si les fonctions G, Gt sont les mêmes, xx, x*> sont réels. 

23. Réseaux sphériques. — Leur détermination peut être ratta­
chée à la détermination des réseaux isothermiques plans par la 
remarque suivante. 

On sait qu'une projection stéréographique fait correspondre à un 
réseau isothermique de la sphère un réseau isothermique plan et 
inversement. 

Il en résulte que l'on peut déterminer tous les réseaux sphériques 
iso thermiques. 

Une étude directe conduit d'ailleurs au même résultat. 
Considérons le déterminant orthogonal correspondant à un tel 

réseau. Les rotations a et b de ce réseau peuvent être prises égales 
et l'on peut poser 

Les relations 

montrent que l'on a 

La condition 

s'écrit 

b = e?. 

da , 
dv = 6 '" ' 

db 
— = an 
du 

d? 

du 

d® 

dv 

dm du , 
— h —- -h ab 
dv du 

^ 2 9 ^2<P 
— - -" -1- e 2 ? = o, du*- dv* 

qui se ramène à la forme de Liouville que l'on sait intégrer. On en 
déduit ensuite les éléments du déterminant. 

A la théorie précédente, on peut rattacher facilement l'étude des 
surfaces minima. 

Supposons donné le déterminant orthogonal correspondant à, la 
représentation sphérique d'une telle surface. 

En désignant par R,, R._> les rayons de courbure principaux, on peut 
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poser 
R,=-*=X, RS = - { = - X . 

L'égalité 
k z= — a R ! 

donne par dérivation 

^ < 6 > r «J«> " ^ 

OU 

^ = i ^ ( R , - R f ) . 
dv a dv 

On obtient de même 

^ = i f ( R,-R 2 ) . 
rM o du 

En tenant compte des égalités indiquées, on a 

i d\ _ . 2 da 
X dv ~~ a dv 

i d\ _ 2 da 

X du ~ a du 

On peut donc prendre 

b=V 
v/x 

U. V étant deux fonctions arbitraires de u et de v qui peuvent être 
ramenées à l'unité par un changement de variables convenable. 

Le ds- de la représentation sphérique d'une surface minima peut 

donc être mis sous la forme 

ds-= y (du*-h dv1). 

Le réseau O correspondant est un réseau sphérique isothermique. 
Montrons qu'inversement à tout réseau isothermique tracé sur la 

sphère on peut faire correspondre une surface minima. 

ds2 = a- du- -4- b2 dv-

et, par un changement de variables convenables, on peut poser 

a = b = e$. 
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do 
On obtient alors 

()o 

dv au 

Il est possible de prendre pour h et / les fonctions 

h = e-®, l = — e~® 

et de déduire un'réseau orthogonal décrit par un point M. 
Les rayons de. .courbure principaux correspondant à ce réseau 

sont donnés par les formules^ 

B i 
h 
a 

R, = : = e-?# 

24. Réseaux de Weingarten (W). — Les réseaux de Weingarten 
ou réseaux W sont des réseaux orthogonaux caractérisés par le fait 
que le rayon de courbure principaux sont tels que l'on ait 

^R» ^R, 
du dv 

dK2 àRz 
du dv 

On peut encore les définir en posant 

Rv = / ^ 6 ) , Rs = / a («) , ' 

/<, / 2 sont deux fonctions arbitraires, 0 une fonction arbitraire éga­
lement des variables u et v. 

Les relations 

dv 
àh* i àb 

a dv f 

deviennent 
du b du . (Ri~Rf> 

i da 
a dv 

J{ dv 

±àb_ 'au 
b du " J\ -U 

et montrent que, si l'on choisit convenablement les variables u et P, 
an peut prendre pour rotation a et b du déterminant orthogonal 
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correspondant 
a = tf,(0), 0 = ^(6) . -

La réciproque est immédiate. Si les rotations a et b d'un déter­
minant orthogonal sont de la forme précédente, il est possible de 
déduire un réseau orthogonal dont les courbures R u R2 sont don­
nées par 

R , = / ( 6 ) , R, = / a ( 0 ) . 

La propriété indiquée est donc caractéristique de la représenta-
lion sphérique des réseaux W . 

25. Réseaux du paraboloïde de révolution et déformation de cette 
surface. — Considérons le paraboloïde de révolution d'équation 

x\*-\- X?, = 2pXz. 

Si le point M de cette surface dont les coordonnées sont x , , x2, x% 
décrit un réseau, le point m de coordonnées xA, x2, o décrit dans le 
plan Oxtx>2 un réseau orthogonal. 

Tout réseau tracé sur un paraboloïde de révolution est projeté sur 
un plan perpendiculaire à l'axe suivant un réseau orthogonal. 

Inversement, montrons que tout réseau p. d'un espace d'ordre 3 
qui se projette sur le plan xAOx2 suivant un réseau O est parallèle 
à un réseau tracé sur le paraboloïde. 

Il est possible, en effet, de prendre pour paramètres normaux et 
pour rotations du réseau les quantités 

ï i = cos ? , 5 2 = s i n ç , 5*=". . . , / / 1 = - - ^ , 

rn=-— sincp, r , .=-cos?, -^ = ..., n — -£. 

Les paramètres directeurs de la normale au réseau jut sont : 

X1 = T,:!sinç — ïscoscp, \ 2 = - - £ 3 sino — T).{ sin ©, X 8 = i . 

Dans ces conditions, le point m dont les coordonnées xA, x2 sont 
données par 

. r 1 = — y ? X l , . .r2 = — />X2 

décrit un réseau, et l'on vérifie immédiatement que le réseau décrit 
par le point M du paraboloïde de coordonnées x{, x2, x-A dont il est' 
la projection décrit un réseau parallèle au réseau \x donné. 

YltiMOIUAL DES » C . MATH. — V 7 4 . 4 
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Supposons donnés un réseau décrit par un point M du paraboloïde 
décrit par un point de coordonnées «r,, J?2, # :{etun second réseau décrit 
par un point P de coordonnées yA, >-2, y-A applicable sur le premier. 
On a 

dx\* •+- dx\ -4- dx\ — dy\ -4- dy\ -+- dy"t 

ou 
dx'\ -+-dxr2 = — dx^ •+• dy'] -4- dy\ -+- dy$. 

Le point m de coordonnées J?,, X.2 décrit un réseau O plan, appli­
cable sur un réseau décrit par le point de coordonnées ixz, yx, 
y>>> y-A d'un espace d'ordre 4- Ces réseaux ont été appelés réseau L. 
Le réseau m est donc un réseau O, L. 

Inversement, supposons donné un réseau plan O, L. Soient X,, X2 

les coordonnées du point qui décrit ce réseau; Y,, \ 2 , \ : , , Y 4 les 
coordonnées du point de l'espace d'ordre 4 qui décrit un réseau 
applicable sur le réseau donné. 

Le point Mi de coordonnées X1? X2, X;i== iy,t décrit dans l'espace 
d'ordre 3 un réseau projeté sur le plan X\Ox2 suivant un réseau O. 
Ce réseau Mi est donc parallèle à un réseau M tracé sur le paraboloïde. 
Nous avons montré que la détermination des coordonnées J?,, .r2, xs 

de M résultait de l'intégration des systèmes complets 

°Xi = H ^X/ 

du ~ du 
(1 = 1,2,3). 

dxi _ d\t 

dv dv 

Les fonctions H, L sont calculées par la méthode indiquée. 
On voit alors que, si l'on détermine les fonctions yu y2, y-j qui 

satisfont aux relations 
àyt H àYt 
du dv 

àyt _ H àYj 
dv dv 

ces quantités définissent les coordonnées d'un point P qui décrit 
un réseau applicable sur le paraboloïde. 

En résumé, on peut par des quadratures déterminer un réseau 
applicable sur un autre réseau tracé sur tin paraboloïde lorsque l'on 
connaît un réseau plan O, L. 
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Nous indiquerons maintenant les propriétés caractéristiques de 
ces réseaux. 

La théorie générale permet, en partant d'un réseau L, de former les 
congruences harmoniques au réseau. Parmi ces congruences existent 
des congruences H qui, étant harmoniques à un réseau O, sont en 
même temps des congruences C. On déduit donc d'un réseau O, L 
des congruences C, H. 

Inversement, une congruence C, H étant donnée, on sait qu'il 
existe parmi les réseaux harmoniques à une congruence C deux 
réseaux O. Comme ces réseaux sont harmoniques à une congruence H, 
ces réseaux sont des réseaux L. Les problèmes de la détermination 
des réseaux plans O, L et des congruences planes C, H sont équi­
valents. 

On sait également qu'un réseau plan O étant orthogonal à lui-même 
à une congruence harmonique au réseau correspond, par orthogona­
lité, une congruence conjuguée au réseau. Il existe donc parmi les 
congruences conjuguées à un réseau O, L des congruences C, H. 
(Les congruences C correspondent par orthogonalité aux con­
gruences H.) Un réseau O, L étant conjugué à une congruence C est 
un réseau K. Reprenant le raisonnement en sens inverse, on voit 
qu'un réseau O. K est forcément un réseau O, L. 

Si l'on désigne par H, n les paramètres normaux des tangentes à un 
réseau, par m et n les rotations, la relation 

V y 6 

2^ + ; 
dm dn 
du dv 

caractérise les réseaux K. 
Avec les notations employées pour les réseaux O plan, cette rela­

tion devient 

du'2 dv'2 

Les réseaux plans considérés sont donc caractérisés par la fonction 

ç = F ( M -h v)-*-Fl(u — v) 

ou plus généralement par la relation 

? = F(L- t -A)H-F 1 (U-y) , A S 
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dans laquelle on désigne par F, Fi deux fonctions arbitraires, 
par U, V deux autres fonctions arbitraires de u ou de v seulement. 

Les raisonnements précédents montrent qu'étant donné un réseau 
plan O, L, il est possible d'en déduire par des opérations géométriques 
des réseaux analogues. On peut donc, étant un réseau applicable sur 
le paraboloïde, déduire d'autres réseaux. 

Les réseaux précédents peuvent aussi être formés à partir dé 
l'espace d'ordre 4 de la manière suivante : 

Soient X,, X2les coordonnées d'un point A qui décrit un réseau 0 ,L; 
Y<, \._>, Y:l, Ys les coordonnées du point B d'un espace d'ordre 4 
qui décrit un réseau applicable sur le réseau donné. La relation 

dX\* -h dX$ = d\ ï -4- d\ % -+- d\ l -h dY'2 

montre que le réseau B est aussi un réseau O, L. 
Supposons donné un déterminant orthogonal 

Xi Xi 

y y .>a 

Ci U 

y* 

'l3 

•**4 

'1* 

soient a, 6, e, /', m, n les rotations de ce déterminant. 
Il est possible, comme on l'a indiqué, de déduire de ce détermi­

nant un réseau L. Les paramètres des tangentes au réseau sont : 

fxi—bjt, 
exi—ayi. 

Si le réseau obtenu est un réseau O , on a 

/=* 
2 (fxi— byi) {exi— ayt) = o 

ou 

Posons 

on obtient 

dv 

ef-h ab = o. 

0 = aa~+e*-, 

2m(ab -+- ef). 
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Donc, 6 est une fonction de u seul, qui, par un choix convenable de 
la variable u, peut être réduite à l'unité. Nous prendrons 

a*--h e'2 = i. 

On voit de même que l'on peut prendre 

& « H - / a = I 

et, par suite, 

On en déduit 

La relation 

devient 

On peut prendre 

a = , cos'^, e = sin^, 
b = — sin^9 / = c o s ^ . 

db 
m = j j 

dv 

db 
du 

dm an , j. 
h h ab -h ef = o 

dv du J 

d'2^ d'2<\> __ 
dv'2 du'2 ~~ 

ty = F{u -+- r)-+- F , ( M — V). 

Le réseau plan décrit par le point de coordonnées X 4 , X 2 admet 
les mêmes rotations que le réseau précédent. Soient 

•r, | = — si n ®% r,2 = cos o 

les paramètres normaux de se* tangentes. 

On doit avoir 

„, = _ ^ = <}± = F'(U -4- V) - F't (7/ - v), 
du dv ^ h 

' do _ dty 
dv ~~ du 

On peut prendre 
ç = _ F(u + P) + F,(« —r). 

On en déduit alors comme précédemment un réseau applicable sur 

le paraboloïde. 

Nous terminerons cette étude par les propriétés des congruences 

planes qui sont des congruences C, H. 
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Considérons un déterminant O d'un espace d'ordre 3 

Xi 

Si 

•ni 'i2 'i3 

La congruence plane définie par les quantités # , , x*> est une con­
gruence H. a, 6, m, n désignant les rotations du déterminant, les 
quantités x sont solutions de l'équation de Laplace 

on a 

d'2 x _ i da dx \ db dx m 

du dv a dv du b du dv ' 

qui montrent que les paramètres complémentaires de la con­
gruence H(3 I ) considérée sont xz et i. 

On voit immédiatement que toute congruence plane H est obtenue 
par cette méthode. 

Exprimons maintenant que la congruence donnée est une con­
gruence C. Par un choix convenable des variables, on doit avoir 

On en déduit 
^ | 4 - xi = a2-4- b-. 

x% -h a2-+- b'2 = i , 

relation qui montre que l'on peut prendre J?3, a, b comme élément 
d'une colonne d'un nouveau déterminant orthogonal 

On a, en eflet, 

«// | JC .¾ JC o — X 3 

S'i S'a 5» = a 

i Vi f\2 'n* = b 

7hT = a ^ dv- = nr* 

dx* 
~dv = bf\*\ 

ch\2 
du = m ?3 ; 

da 
d~v 

du 

= bni, 

relations qui montrent que les rotations a', b', m', n! de ce nouveau 
déterminant sont 

a'= £3, m''= m, 

b' = T|?(J n' = n. 
Les relations 

a = çB '1;i 
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montrent qu'il y a réciprocité entre les deux déterminants consi­
dérés. 

26. Réseaux applicables C de l'espace d'ordre 3. — Lorsque deut 
surfaces (S), (S') sont applicables, on sait qu'il existe en général 
>ur ces deux surfaces deux réseaux conjugués qui se correspondent 
dans la déformation. 

Nous supposerons les deux surfaces rapportées à ces réseaux et 
aux paramètres correspondants. Nous désignerons par # , , x2, #3 les 
coordonnées d'un point M de (S) ; par x\, x'l2, x'3 les coordonnées du 
point M de (S') obtenus pour les mêmes valeurs des variables u, v. 

On a 
zdx'2= zdr';2. 

Dans ces conditions, les six fonctions x, xr sont solutions d'une 
même équation de Laplace, et, si l'on conserve les notations géné­
rales, les quantités /i, /, définies par 

<>x_hs ±£L-hv 
du -*" du -**' 
dx , dx' . , 

peuvent être choisies égales pour les deux réseaux. 
L'égalité précédente montre que l'on a 

Sx,* = Sr/-. 

On voit aussi que les rotations m et n des deux réseaux correspond 
dants sont les mêmes, que les six quantités \ satisfont à une même 
équation de Laplace, qu'il en est de même pour les six quantités r\. 

Soient M. M' deux points correspondants des surfaces (S), (S ' ) ; 
MR MS; M'R', M'S' les première et seconde tangentes correspon­
dantes des deux réseaux. Un point P du plan MRS a des coordonnées" 
yK, y 2 , r i données par les formules 

)', = Xi-h- X5/-4- JJ.TU. 

Nous dirons que le point P' du plan M'R'S', dont les coordonnées sont 

est le point correspondant à P dans la déformation. 
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L'interprétation géométrique est immédiate. Si l'on fait coïncider 
les angles MRS, M'R'S', les points P, P' coïncident également. 

Supposons d'abord que 1 et /JL soient des fonctions de u et de v. A 
chacun des plans MRS, M'R'S' correspondent alors des points P, P'. 
Le lieu de P est une surface ( T ) , celui de P' une surface (T') . On 
vérifie immédiatement la relation 

AÊÀ du dv JLà du dv 

Imaginons maintenant que / et /JL soient des fonctions de M, de v et 
d'une troisième variable t. Lorsque u et v sont donnés, le lieu de P 
dans le plan MRS est une courbe (C), le lieu de P' dans le plan M'R'S' 
est une courbe C 

On vérifie également que l'on a 

JLàdu dt IÈÀ du dt ' 

Tçdjf dy =^àf dj/ 
Àà dv dt Âd du dt 

Il résulte de là que si les courbes ( C ) , lieux de P lorsqu'on suppose 
u et v constants, t variable, sont normales aux surfaces ( T ) lieux de P 
lorsqu'on suppose t constant, u et v variables, les courbes correspon­
dantes ( C ) sont normales aux surfaces correspondantes (T ' ) . 

On voit aussi que si l'on connaît une famille de surfaces ( ^ a d m e t ­
tant pour trajectoires orthogonales une famille de courbes planes (G), 
on peut, par la méthode précédente, décrire une famille correspon­
dante de surfaces (T7) admettant pour trajectoires orthogonales une 
famille de courbes planes ( C ) . 

Considérons deux congruences harmoniques aux réseaux M, M'. 
Soient P , Q ; P', Q' leurs premiers et seconds réseaux focaux. Nous 
dirons que les congruences sont correspondantes si les points P, P'; 
Q, Q' sont des points correspondants des tangentes MS, M'S'; 
MR, M'R'. On a évidemment (fig. 11 et 12). 

MF = MP', 
MQ = M'(T. 

Le point d'intersection a de deux droites PQ. P |Q* , qui décrivent 
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des congruences harmoniques au réseau M, décrit un réseau dérivé 
du réseau M. U en résulte immédiatement que si un point a décrit 

Fig. n et iai. 

un réseau dérivé du réseau M, le poinf correspondant a! décrit un 
réseau dérivé du réseau M' et inversement. 

Les paramètres des congruences harmoniques correspondantes rela­
tives aux réseaux M, M' peuvent être définis par les quantités 

Xt= /'*<— q-tu 
U = i, 2, 3). 

Les fonctions /• et c/ satisfaisant aux relations 

dr 
dTi = m*> 

dq 

r et q sont solutions des équations de Laplace auxquelles satisfont les 
quantités H, Y,. On voit que l'on a 

sx?= £x;-\ 

Dans le cas général, r et q sont quelconques. La congruence PQ 
harmonique au réseau M est une congruence 3 0 . 

Si l'on suppose 
q = E'»> 
r = ĥ 
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ou plus généralement 

q — av £', 4-fls £'3-+- a3 IV? 

«" = b , T}', - h &2 ^ 2 -+" #3.*n'{ ,-. ; 

les quanti tés a , b étant constantes, il est possible de suppr imer l 'une 
des quanti tés X'/:. 

La congruence P Q harmonique au réseau M est une congruence 2O 

et l 'on voit que ces congruences peuvent être obtenues de la manière 

suivante : 

La congruence P ' Q ' est obtenue en prenant la t race du plan tangent 

au réseau M'"sur un plan fixe. La congruence P Q correspondante est 

une congruence 2 O . 

Enfin si l 'on a 
q = Ç'2-*-.* Sa» 
/•.= ' ^ 4 - ^^,-

ou plus généralement si les quanti tés q et r sont des combinaisons 

linéaires et isotropes à coefficients constants , des quanti tés £', r/ il est 

possible de suppr imer deux quanti tés X' . hes congruences P , Q cor­

respondantes sont des congruences O . 

O n voit donc que les congruences de normales P , Q harmoniques 

au réseau C décrit par le point M sont les congruences correspon­

dant aux congruences obtenues en prenant la trace du réseau M' sur 

un plan isotrope fixe. 

Nous considérerons maintenant l 'ensemble des plans tangents à un 

cône isotrope de sommet fixe A'. A chacun de ces plans correspond 

une congruence P ' Q ' harmonique au réseau M', une congruence cor­

respondante P Q harmonique au réseau M qui est une congruence O . 

Soient A T la génératrice de contact d 'un plan tangent avec le cône, 

F la trace de cette génératrice sur le plan tangent M ' R ' S ' au réseau M'. 

Le point F décri t un réseau dérivé du réseau M' conjugué à la con­

gruence P ' Q ' . Le point I correspondant décrit un réseau dérivé du 

réseau M conjugué à la congruence P Q . 

Le réseau décri t par le point F est un réseau O. P ' Q ' est une nor­

male à ce réseau. Le réseau décrit par le point I est un réseau O con­

jugué à la congruence O décrite par la droite P Q . 
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On retrouve ainsi les propriétés classiques suivantes : 

Désignons par M'R'S' un plan tangent au réseau décrit par le 
point M'. Les points F correspondant à ce plan sont situés sur un 
cercle ( C ) obtenu en prenant la trace du cône isotrope de sommet A'. 
Les points I correspondants sont donc sur un cercle (C) situé dans le 
plan MRS tangent au réseau M. 

Si l'on considère une génératrice fixe A'F du cône, la trace du plan 
tangent le long de cette génératrice sur le plan M'R'S' est une 
droite P 'Q' tangente au cercle ( C ) au point F. La droite PQ corres­
pondante du plan MRS est tangente au cercle (C) en un point I. La 
congruence correspondante est décrite par les normales au réseau O 
décrit par I. 

Enfin, si l'on se donne quatre génératrices du cône isotrope de 
sommet A', le rapport anharmonique des quatre points I | ? F.,, I'.,, I'4 

des cercles ( C ) correspondant aux divers plans tangents au réseauM' 
est constant. Il en est donc de même du rapport anharmonique des 
quatre points I,, I2, I3, lt correspondant aux divers plans tangents au 
réseau M. 

27. Surfaces à courbure totale constante. — Nous étudierons 
d'abord le déterminant orthogonal correspondant à ces surfaces, en 
remarquant que l'on peut toujours, en faisant une homothétie conve­
nable, supposer que la relation qui lie les rayons de courbure R| , 
Ro s'écrit 

R i R . n z - I . 

Avec les notations habituelles, 

R
 h R ' 

a b 
On a donc 

hl -4- ab = o. 

Il est toujours possible de prendre 
a= r sincp, b = p cosç , 

h = r cos o ; l = — o si'n o. 

Les relations 
da 7 dh j 
— = bm, — = Im, 
dv dv 

db dl . 
— = an: — = hn 
du du 
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montrent que 
dr dp 
dv ? du 

On a 
r=i), ? = V 

et, par un choix convenable des variables u et p, les fonctions U e rV 
peuvent être réduites à l'unité. 

Par suite 

a = MII o, n = OOSÏÎ, m — - 1 > 

/ » à® 
o •= COSŒ»; £ = — > i n s ; n = -^-, 

«m 
lcT re la t ion 

« 6 H — j h —- = o 
dv du 

donne 
d- cp G*2 9 
-r— r-V -4- sin o cos © = o 
dv- du'2 

qui se ramène facilement à l'équation habituelle 

d'2 o 
-7 7- = S i n 2 0 , 

du dv 

qui caractérise les surfaces à courbure totale constante. 

Supposons connue une solution cp et les. quantités £,' n correspon­
dant aux paramètres des tangentes aux lignes de courbure de la sur­
face. Les coordonnées .r,, j?2, x:l du point m qui décrit la représen­
tation sphérique sont obtenues par l'intégration des systèmes 

<)x, . 

dX; <' = ' , » , 3) 
—— = ï \ . CO>D 

dv 

et les coordonnées X4 , X2, Xa du point M qui décrit la surface à 
courbure totale constante par l'intégration 

<)Xt 
— = Ç | C O , Ç 

dXt . <' = ' > * > 3 ) . 
-r— = — -n,- s in o 
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On voit donc que l'on a 

ds- = cos2o du- -f- sin'2 o dv-. 

Les quantités 
< do 

A = i cos®, M = 

B = —l ' s ïncp , J N = — - ? , 

dv" 

do 

du 

qui vérifient la relation 

dv ' du 

dM dN 
- h h AB — o, 

peuvent être interprétées comme les rotations d'un déterminant 
orthogonal. 

A ce déterminant correspond un réseau orthogonal tracé sur la 
sphère de rayon i dont le ds2 est 

ds ' — V2 du* -4- B'2 dv2. 

Il en résulte immédiatement que le réseau formé par les lignes de 
courbure d'une surface à courbure totale constante négative égale 
à — i est applicable sur un réseau tracé sur la sphère de rayon i. 
Soit m'le point qui décrit ce réseau. 

De plus, le point mK dont les coordonnées sont ix{, ix2, ix^ décrit 
sur la sphère de rayon i un deuxième réseau orthogonal. Le plan tan­
gent en m y à la sphère est parallèle au plan tangent en M à la surface 
à courbure totale constante. 

En résumé, si l'on considère le réseau M formé par les lignes de 
courbure d'une surface dont la courbure totale constante négative est 
égale â — i, il est possible de lui faire correspondre sur une sphère 
de rayon i deux autres réseaux orthogonaux. 

Le premier décrit par un point mA, la correspondance entre m, 
et M définie par le parallélisme des plans tangents. 

Le second décrit par uu point m!, le réseau décrit par le point M 
est applicable sur le réseau décrit par le point m'. 

Il est facile d'établir que toute surface applicable sur une sphère 
est une surface à courbure totale constante. 

Nous supposerons que par une homothétie convenable le rayon de 
la sphère ait été ramené à l'unité, et nous remarquons que les réseaux 
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conjugués qui se correspondent dans la déformation sont des réseaux 
orthogonaux. 

Soient M le réseau formé par les lignes de courbure de la surface 
considérée, «, b, m, n les rotations du déterminant orthogonal cor­
respondant ; on a 

7 dm dn 
ab H- — f- — = o. 

dv du 

Désignons par m! le point de la sphère qui décrit le réseau appli­
cable sur le réseau M. A ce réseau correspond un second déterminant 
orthogonal caractérisé par les rotations 

et l'on a la relation 

qni montre que 

A = /t, M = m, 

B = l, N = /i, 

. dm dn _ 

dv du 

hl = ab 

et que les rayons de courbure R,, R2 correspondant au réseau M sont 
liés par la relation 

R , R a = i . 

Plus généralement, considérons deux surfaces applicables S, S' 
telles que les réseaux qui se correspondent dans la déformation soient 
des réseaux orthogonaux. Désignons par M, M'les points qui décrivent 
ces réseaux. 

Il existe sur la sphère de rayon i un réseau mf parallèle au 
réseau M'. Ce réseau correspond à la représentation sphérique de la 
surface S'. On pourra donc déterminer un réseau m parallèle au 
réseau M applicable sur le réseau m'. 

Il en résulte que la représentation sphérique des surfaces S, S' est 
la même que celle des surfaces à courbure totale constante. 

Les réseaux orthogonaux correspondant aux surfaces à courbure 
totale constante sont des réseaux O, C. Les congruences de normales 
correspondantes sont donc des congruences O. C. Leurs propriétés 
générales permettent de retrouver le résultat précédent. 

Désignons par xA, x», #3 les cosinus directeurs d'une droite qui 
décrit une telle congruence. Ces quantités forment les éléments de là 
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première ligne d'un déterminant orthogonal et sont avec les notations 
habituelles solutions de l'équation de Laplace 

d'2X 
du dv 

i da dx 
a dv du 

i db dx 
b du dv 

La congruence considérée étant une congruence C, on doit avoir 

x'2 H- x$-4- x'2 = i = a 2 L 2 4 - b-V-, 

U et V désignent des fonctions de u et de v seules qui, par un choix 
convenable des variables, peuvent être ramenées à l'unité. 

On peut donc supposer 

et prendre 
r1 -4- b2 = i 

a = s'il©, b = cos©, 

relations qui établissent la propriété indiquée. 

Nous avons indiqué, d'une façon générale, les méthodes permet­
tant de déterminer les congruences de normales harmoniques aux 

Fig. i3 et 14. 

'̂/c:* 
• ' ^ - z ? 

* j U 
I 

^ I 
\ I 

réseaux O, C. Ces méthodes \ont nous permettre d'étudier les 
transformations classiques des surfaces à courbure totale constante 
{fig, i 3 e t i4) . 

Considérons le réseau orthogonal M formé par les lignes de cour-
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bure d'une surface dont la courbure totale constante négative est 
égale à — a1. Ce réseau est applicable sur un réseau m! tracé sur une 
sphère de centre O et de ra>on ai. 

Un plan isotrope fixe mené par O définit une congruence//*/' har­
monique au réseau m'. La congruence PQ correspondante relative 
au réseau M est une congruence O. 

Pour un point m' donné, l'ensemble des droites p'q' obtenues à 
l'aide'des différents plans isotropes est constitué par l'ensemble des 
tangentes à un cercle situé dans le plan tangent au réseau de centre m' 
et de rayon a. Soit / / le point de contact d'une tangente p'q' avec ce 
cercle. 

L'ensemble des droites PQ est formé par les tangentes à un cercle 
de centre M de ra^on a. situé dans le plan tangent au réseau M. 
Soit M le point de contact d'une droite PQ avec ce cercle. 

Lorsqu'on fait \arier le point M, la droite PQ décrit une congruence 
de normales, le point N décrit un réseau O conjugué à cette con­
gruence. La relation 

NP.NÔ = — a2 

montre que ce réseau O est formé par les lignes de courbure d'une 
surface à courbure totale constante négative — a-. 

La droite MN engendre une congruence de normales, M et N sont 
les points focaux. (Les paramètres u et v ne correspondent pas aux 
développables.) On voit que si l'on considère une surface orthogonale 
à cette congruence les rayons de courbure R,, R2 sont liés par la 
relation 

R,—R 2 =«. 

On sait que si la propriété précédente est vérifiée pour une surface, 
les surfaces focales correspondantes sont des surfaces à courbure 
totale constante. 

Signalons enfin que le cas envisagé est manifestement le seul où 
les cercles qui servent à définir les congruences de normales harmo­
niques au réseau M ont un rvayon constant. 

ÉTUDE DES RÉSEAUX DÉCRITS 
PAR LES CENTRES DE COURBURE DUNE SURFACE. 

28. Considérons dans un espace d'ordre 3 un réseau orthogonal 
décrit par un point M de coordonnées X,, X2, X3, correspondant à 

file:///arier
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un déterminant orthogonal {fig- i5) 

65 

Xy 

E l 

.r2 x?, 

?3 

'ni TJ2 r»3 

Fig. i5. 

Les quantités X satisfont aux égalités 

àXt . 

Uv--1^' 

Conservant les notations précédemment employées on voit que le 
point C,, dont les coordonnées \ , , Ya, Y:{ sont données par les 
formules 

où l'on désigne par jR4 le premier rayon de courbure principal du 
réseau M défini par l'égalité 

// + aHi = o, 

est le premier réseau focal de la congruence décrite par les normales 

du réseau M. 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 7 4 . » 
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On calcule aisément les quantités 

du ~~ ' du 

àYt dû, .. _ D . 
^ 7 ^ ^ 7 + ^ + ^ K , 

d2Y, ;^R? ^ R i 

dudv 'dudv u du 

Ces relations montrent que les coordonnées Y , , Y3, Ya sont solu­
tions d'une équation de Laplace : 

du dv du ^ dv 

Les fonctions P et Q sont définies par les relations 

<^R, _ p 6>R, 6>R, 

dudv du dv 

b^l = Qa-+-&R,). 
du 

Il résulte de la que l 'équation du réseau admet la solution R, . Où 

peut remarquer en outre que l'égalité 

2 ^Y, àYt dR, ^R, 
= o du dv du dv 

met en évidence une solution 0 de cette équation définie par 

0 = \ 2 + . Y3-+- Y=}—R*. 

Posons Yi=: i 'R- | . Dans ces conditions on peut d i re que l 'équation 

du réseau focal Cj admet les solutions 

Y„ Ys, Y3, \ „ Y ^ Y Î - * - Y ^ Y ï . 

On voit immédiatement que l'on a 

( ÎH£H£) '* (£)'-» 
Réciproquement, supposons que l 'équation d'un réseau admette 

les solutions précédentes, liées par la relation indiquée et montrons 

que, dans ces conditions, le réseau est le premier réseau focal d 'une 

congruence de normales. 
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Le résultat est immédiat. Le point de coordonnées Y,, Y2, Y3 

décrit un réseau. La première congruence focale de ce réseau est une 
congruence 2I ou O. 

On peut donc dire que, si Ton connaît une surface rapportée à ses 
lignes de courbure, il est possible d'en déduire quatre congruencesde 
normales. 

Les résultats précédents s'appliquent sans modification au second 
réseau focal. Si l'on désigne par Z,, Z2, Z3 les coordonnées du point C2 

qui le décrit par R2 le second rayon de courbure principal, l'équation 
de ce réseau admet les solutions 

Z., Z2, Z3, R2, Z'f-4-Z2-hZ2-R--\ 

Remarquons que le réseau C2 se déduit du réseau C, par la trans­
formation de Laplace, et il est évident que les solutions Z,, Z2, Z3 se 
déduisent des solutions Y i 5 Y2, Y3 par cette transformation. Des 
calculs faciles montrent que les solutions R2, Z'f-f-Z; + Z2 — R* se 
déduisent des solutions R,, X2 + X; + X2 — R-' parla même trans­
formation. 

On peut donc indiquer par le tableau suivant l'ensemble des solu­
tions correspondantes pour les deux réseaux : 

( G i ) Y„ Y2, Y3, R,, Y? + Y 2 + Y 2 _ R 2 , l ; 

<'G2) Z„ Z2, Z3, R,, Z? + ,Z2-+-Z2^R2; t. 

On voit que si l'on désigne par Y l'une des solutions de l'équation 
de d , par Z la solution correspondante de l'équation de C2î on a 
entre les quantités Y et Z les relations 

dR, 

')Y "U ( Z - Y ) , du R2—R, 
dRx 

dZ _ dv 
dv ~ R2 —Rt 

( Z - Y ) . 

En se plaçant à ce point de vue, on peut interpréter les quantités 
indiquées comme les paramètres des tangentes à un réseau d'un espace 
d'ordre 6. Ces paramètres ne sont pas les paramètres normaux des 
tangentes. La détermination des paramètres normaux revient au 
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calcul de deux fonctions X, f/. des variables u et v telles que l'on ait 

£ < X Z ) = » , * ¥ , 

On obtient ainsi 

4-UY) = mil'. 
du -l 

<m2 
I d\ dv 

X dv R L — R 2 

dRy 

i dp _ du 

jl dû ~ Ro— R / 

Les paramètres normaux des tangentes s'écrivent : 

(?) XZ,, XZ2, XZ3, XR2, X(Z?-h Ï&2+Z» —RJ), X, 

(•n) HLY,, JIY,, JIY3I U R „ ^ ( Y Ï H - Y Î + Y Î - R Ï ) , jx. 

Les rotations du réseau sont : 
i du. 

X du 

i dX 
n— — • 

29. Interprétations des résultats précédents. — Considérons, dans 
un espace d'ordre 6, le réseau point défini par les paramètres direc­
teurs de ses tangentes : 

£ i = X Z i , ? 2 = ^ Z 2 , Ç 3 = X Z 3 , Ç 4 = / ; X R 2 , 

T,I = jxYi, T\.= U.Y^ -r\3=u.Yz,
1 ^ t = / > R | ; 

ç,+ ïÇfl = a ( z : j + z 2 + z ï - R : j ) , ç» - i ç f l =ix , 

On a évidemment 

et, par1 suite, 

/ = 6 
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Les nouvelles quantités \ introduites ainsi jouent comme les nou­
velles quantités r\ un rôle symétrique. 

Permutons, par exemple, les quantités 

'Os, *n4; 

on échange ainsi les rôles des fonctions 

Z 3 } Bsj 
Y3> R i , 

On peut donc dire que le problème de la détermination des surfaces, 
tel qu'il existe entre les rayons de courbure principaux une relation 

/ ( R „ Rs) = o, 

est équivalent au problème de la détermination des surfaces telles 
que les coordonnées de leur centre de courbure satisfassent à la rela­
tion 

/ • («Y 3 , «Z 3 ) = 0. 

1 Par exemple, le problème de la détermination des surfaces minima 
est équivalent au problème de la recherche des surfaces telles que le 
lieu des milieux des segments C,, C2 définis par leur centre de cour­
bure décrive un réseau plan. 

Les sphères, qui ont C,, C2 pour centres et qui sont tangentes à la 
surface décrite par le point M, décrivent des congruences de sphères. 
Ces congruences correspondent aux congruences de droites décrites 
par les tangentes à un réseau dans un espace d'ordre 5. Les con­
gruences de droites sont des congruences 2I. 

Il résulte immédiatement de là qu'une inversion effectuée dans 
l'espace à trois dimensions transforme le système de sphères précédent 
en un système analogue et conserve par suite les lignes de courbure. 

Enfin, l'étude précédente rattache la théorie des sphères précé­
dentes à l'étude des réseaux nuls ou à l'étude de la déformation des 
surfaces. 

Il est évident en effet que les paramètres 

Si> Ss> h> 
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peuvent être considérés comme les paramètres normaux des tangentes 

à un réseau C d'un espace d 'ordre 3 . 

Inversement, si l'on connaît un réseau C décrit par un point A, on 

peut, d'après la théorie générale, déterminer une congruence harmo­

nique au réseau point qui lui est parallèle et qui est une congruence O. 

Les foyers Ci , C2 de cette congruence définissent les réseaux 

focaux d'une congruence de normales à une surface. 

Ces remarques permettent de rattacher les problèmes concernant 

la déformation des surfaces en d'autres problèmes faisant intervenir 

soit les réseaux décrits par les centres de courbure principaux, soit 

les rayons de courbure d'autres surfaces. 

Rappelons d 'abord une propriété des réseaux tracés sur une sur­

face S. 

Si l'on désigne par £<, £2? Ça > ri\i *?2? *h l e s paramètres normaux des 

tangentes à un réseau décrit par un point M de la surface, on peut 

dire qu'aux tangentes MR, MS de ce réseau correspondent quatre 

fonctions : 
li Es 
b' fa' 

*l3 ' *)3 

Les fonctions Y}4, TQ2, Y)3 se déduisent des fonctions £4, £2, £3 par une 

transformation de Laplace. Les fonctions --? —? 1 se déduiront des 

fonctions —•> p> 1 par une transformation analogue. 

L'ensemble de ces fonctions dépend des deux paramètres w, v qui 

fixent la position de M sur la surface. 

La définition du réseau fait intervenir un troisième paramètre qui 

détermine en chaque point M la direction de l 'une des tangentes du 

réseau, MR par exemple. 

II résulte de là que, par élimination, on obtient, étant donnée une 

surface S, une relation 

ou encore une relation homogène de la forme 

F(Çt, ?2, Ç3; T\\, %, %) = o, 

qui lie les paramètres £, r\ des tangentes aux courbes d 'un réseau con­

jugué tracé sur la surface. 
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Supposons que la surface S soit une sphère. La relation précédente 

s 'écrit dans ce cas part iculier : 

?l T | l + ?2"n-+- ?3 ''13= O. 

Avec les notations employées cette relation devient : 

Y,ZL-h Y2Z2-h Y3Z3= o. 

On conclut de là que le problème de la déformation de la sphèVe 

peut être ramené au problème de la détermination de surfaces dont 

les centres de courbure C i , C 2 correspondant à un point donné M 

sont tels que, si l 'on désigne par O un point fixe, l'angle Ci O C 2 soit 

un angle droit . 

Si l'on étudie de la même manière la déformation d 'une quadr ique 

à centre dont l 'équation est 

ai x-x-\- a«xl~+- a3xl = i, 

la relation entre les paramètres £, ri des tangentes à un réseau con­

jugué tracé sur la quadr ique s'écrit 

qui devient 
a{ Y\ Zi -+- a.2 Y2Z2-4- # 3 Y 3 Z 3 = o, 

relation qui ramène le problème de la déformation à l 'étude des 

congruences de normales dont les foyers C i , C 2 sont conjugués par 

rappor t au cône dont l 'équalion est 

a,) x- -+- a«x?2 -h <z3^
2 = o-

Enfin, s'il s'agit d 'un paraboloïde de révolution d'axe O X 3 , la rela­

tion entre les tangentes conjuguées est 

?1 -̂ 1-+- ?2-n2=o 
qui se transforme en 
1 Y . Z ^ Y a Z ^ o . 

Le problème de la déformation est ramené à celui de l 'étude des 

congruences de normales qui sont telles que les plans passant par une 

droite fixe 0 # 3 et les foyers C , , C 2 soient rectangulaires. 

Dans l 'étude précédente nous avons fait jouer aux quanti tés £,, £2, 
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£•; *)i j *î2i *Î3 un rôle particulier. Il est clair que le raisonnement peut 
être repris en permutant les quantités 

Ei) 5a i ?3; Ï4j ?5? 5«; 

"nij ri2, v\;\\ v\i, V\5, •%. 

Donnons tout d'abord une interprétation géométrique de ces quan­
tités nouvelles. 

Considérons une surface 1 lieu d'un point M de coordonnées X i 9 

X2, X3, et désignons par pla distance de l'origine des coordonnées au 
point M; p la distance de l'origine des coordonnées au plan tangent 
en M; R,, R2 les rayons de courbure principaux de 2 . 

En conservant les notations précédentes, les coordonnées Y,, Y2, 
Y3 du premier centre de courbure d sont : 

Y ^ X j + R , ^ (« = i, 2, 3) 
et l'on obtient 

Y ï - h Y J - h Y ï = X ï + X î - h X J - h R ï + 2 R i ( a : 1 X l - H a ? s X 1 H - j : 3 X a ) , 

ce qu i donne 
Y? + Y!j -+- Y* _ R'f = ps _+_ 2pRl. 

On voit de même qu'en désignant par Z,, Z2, Z3 les coordonnées 
du second centre de courbure, on a 

Z? + Z* + Z;j - R2 = p*-*- 2/7R.,. 

La relation homogène 

F ( Ï 4 , ?5, Ecî ^ 4 , ^ 5 , %,) = O, 

qui lie les paramètres des tangentes conjuguées à un réseau tracé sur 
une surface, se transforme alors en une autre relation homogène 

? (p , /> , Ri , R 2 ) = o 

et le problème de la déformation se trouve ainsi lié à un problème de 
détermination de réseaux orthogonaux caractérisés par la relation 
précédente qui fait intervenir les rayons de courbure. 

Dans le cas de la déformation de la sphère la relation 

54^4-+-55^5+56^6 = 0 
conduit à 

P 2 - 4 - J D ( R 1 - H R 2 ) + R I R 2 = O. 
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Cette interprétation est équivalente à l'interprétation précédem­
ment donnée. On vérifie d'ailleurs immédiatement que le segment C,C 2 

défini par les centres de courbure principaux Ci, C2 d'une surface S 
correspondante en un point M donnée est vu de l'origine O sous un 
angle droit. 

Pour le paraboloïde de révolution, on a 

55'15-+- 5fi'l6=0 
et l'on obtient 

p2-+-/?(R1 + R2) = o. 

La détermination des surfaces applicables sur le paraboloïde 
permet de trouver d'autres surfaces possédant la propriété indiquée 
et inversement. 

Pour la surface de la vis à filet carré, l'axe 0 # 3 étant l'axe de la 
vis, la relation entre les quantités th, Ç5, £0; Vu *Î5> ^e pout s'écrire ; 

5I + 5g-+-5ë *iï-*-US-+-!»* 

On obtient alors 

p2(Ra -H R2) •+- 2p Rt R2 = o. 

Il est possible enfin d'interpréter les quantités £i, £2, . . . , £0 ; *îi> 
Y7fl, . . . , YÎO bées par les relations 

/ = 6 / = 0 ' = C 

2??=°» 2^ , = o ' 2^=°' 
/ = i 1 = 1 < = i 

comme les coordonnées symétriques de deux droites D, A qui se 
coupent en un point M. 

Le lieu de M est une surface 2 . Les droites D, A sont les tangentes 
aux lignes asymptotiques de cette surface. 

On retrouve ainsi la transformation classique qui permet de déduire 
d'une surface S rapportée à ses lignes de courbure une surface 2 rap­
portée à ses lignes asymptotiques et inversement. 
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