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THEORIE DES RESEAUX

Par M. Cl. GUICHARD.

Correspondant de ['Institut,
Professeur de Géométrie Supérieure a la Sorbonne.

—— O S—

CHAPITRE 1.

ETUDE DES RESEAUX ET CONGRUENCES ET DE LEURS PROPRIETES PROJECTIVES.

1. Définition des réseaux. — Un point M, d’un espace d’ordre n,
décrit un réseau lorsque ses coordonnées z,, Za, ..., ., fonctions
de deux variables, satisfont & une équation de Laplace

2z Jdr ox

(1) dudv=P()_u+Q¢7;'

Les droites MR, MS qui ont respectivement pour paramétres
. . dxr Jx .y
directeurs les quantités -~, -~ sont les premiére et seconde, tan.
du’ Jdo

gentes au réseau.

2. Paramétres normaux des tangentes. — Tout systéme de valeurs

10z
=55

10z
'fl—;';

peut caractériser les directions des tangentes d'un réseau. Tenant
compte de I'équation (1), on en déduit

a4
an
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2 CL. GUICHARD.

ou
1 JA
A=P—55
1 dp
D=Q—-2%u

Ces relations montrent que, si v puis u varient seuls, les tan-
gentes MR, MS décrivent des développables.

Il est toujours possible, et d’une infinité de maniéres, de déter-
miner des fonctions A et [ par les relations

1 oh 1 ol

= tw—¢

L’équation (1) s’écrit alors

gz _1okdz
Judv ~ h dv Jdu

1 9! oz
7 0u oo’
Si ’on prend

X =h, p=1{

les relations suivantes deviennent

dz
;); = hE:
oz
-d-; = l'f].
On peut écrire :
K _n
do n,
an
On obtient également
9’_’_‘ =Im
de ~
d!
;T.t = hn.

Les quantités &, n ainsi définies sont appelées paramétres nor-
mauz des tangentes. On voit que les quantités ¢ sont déterminées
ainsi a4 un facteur commun prés qui est une fonction de u seul, les
fonctions n a un facteur commun prés fonction de v seul

Les quantités m et n sont appelées les rotations du réseau.

3. Transformations de Laplace. — Un point N de la tangente MR a
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des coordonnées y, ya, ..., ¥n, définies par les égalités
Yi=x,~+ ok (i=1,2....n0),

ou p désigne une fonction arbitraire des deux variables u et ¢.
Lorsque ¢ varie seul, le point N décrit une courbe. Les paramétres
directeurs des tangentes sont égaux a
ay, do .
'd—v = E,;; +(l+np)'q,.
A la valeur

o

I

|
S~

correspond un point R dont les coordonnées s’écrivent

! ,
~1,=:¢',—-’;E, (i=1,2,...,n).

lorsque ¢ varie seul, la droite MR est tangente a la courbe lieu de R.
On obtient facilement les relations

ay, r()( l)
ST =S \— )

dv v n
dv,__l dE,__I(i{_LE
9u ~ n\du  nou)

Ces relations permettent de montrer que le point R décrit un
réseau dont I’équation s’écrit

0y 1 oy dy 1 dly dy

dudv R, 90 du T T, 9u o
en posant

l—n—e- l)
1= "9 \n/}’

On peut prendre comme paramétres normaux des tangentes

i\ O 1dn,
(E)= 5 — 7 ou'n
(m) = .
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Les rotations m, n, sont

m, = ’

I
n

n|=n<mn—m

()2Ln> i

Nous dirons que le réseau R et I'équation de Laplace & laquelle
satisfont les coordonnées sont les transformés du réseau M et de
I’équation correspondante par la méthode de Laplace en allant de u
vers ¢.

Cette transformation peut en général éire poursuivie indéfiniment.

Elle peut également étre faite en considérant la tangente MS dans le
sens de ¢ vers u.

4. Congruences. — Les droites d’un espace 4 n dimensions dépen-
dant de deux paramétres u et v engendrent une congruence, si elles
restent tangentes a une courbe lorsque I'on fait varier un seul des
paramétres u et .

Il résulte de I'étude précédente que les tangentes aux courbes d’un
réseau engendrent des congruences. On dit que ces congruences sont
les congruences focales du réseau.

A une droite d’une congruence correspondent deux courbes tan-
gentes obtenues en faisant varier u ou ¢. Ces points sont appelés
Joyers. Les surfaces qu’ils décrivent sont les surfaces focales de la
congruence.

Considérons une droite D d’une congruence définie par n para-
métres directeurs X4, X,, ..., X,, fonclions de deux variables u, ¢ et

soient Zy, Ly, ..., Zn; Y1+ Y2y - - -y ¥a les cordonnées des foyers A
et B correspondants. On a

yi=z,+ 12X, (t—1,2,...,n).

Exprimons que si v ou ¢ varient seuls les droites D restent tan-
gentes aux courbes lieux des points A et B. On obtient les égalités

0
—(%’:AX,,
dy, oz, X, o

o = o Thge T X =KX,



THEORIE DES RESEAUX. 5

que I’on peut écrire

u =A%
dx, _ X,
5 = BX,+ C;V—.
On voit alors en égalant les deux valeurs de :;3: ainsi définies que
les quantités X sont solutions d’une équation de Laplace
#X,  dX, 0%,
dwoe = ou T TR

les fonctions P, Q, R étant liées aux fonctions A, B, G par les
relations
aC

A=CQ+(E’
o= B +CP,
JA 0B

—d—v—Jﬁ_'_CR'

Supposons données, inversement n quantités X solutions de 1'équa-
tion de Laplace précédentes. Il est possible de déterminer trois fonc-
tions A, B, C solutions du systéme indiqué, puis par 'intégration de
systémes complets de calculer les coordonnées x, de A. On vérifie
immédiatement que le point A décrit un réseau et que la premiére
congruence focale de ce réseau est décrite par des droites dont les
paramétres directeurs peuvent étre pris égaux aux quantités X.

On voit également que le point B décrit un réseau. Les réseaux

ainsi obtenus sont les premier et second réseaux focaux de la con-
gruence.

5. Réseaux paralldles. — Solent ry, Ly, ..., Zny Lyy Loy «« -y Ly}
2n fonctions de deux variables définissant les coordonnées de deux

points MM'. On dit que ces deux points décrivent des systémes paral-
léles si I'on a les relations

o, _ 0z

du ~  du R
(i=1,2,...,n).

‘}_“?_;—p‘ﬁ

dv — T de

La condition de compatibilité montre que les quantités = sont
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solutions de 'équation de Laplace (')

o o8
Pr dv  Odx Ju Jdx

()udv-—a—?uﬂ_‘_a—[i—d_‘;.

I1 résulte de la que les réseaux sont les seuls sysiémes qui admettent
des paralléles.

On peut dire que deux réseaux sont paralléles si leurs tangentes
correspondantes sont paralléles.

Inversement, montrons que tout réseau est paralléle a une infinité
de réseaux. Considérons un réseau décrit par un point M dont les
coordonnées zy, 3 ,. .., Z, sont solutions de I’équation

2z dx dx
dudv Pz_)-z; +de

I1 est possible de déterminer deux fonctions « et § telles que 'on
ait

da
& =—P(2—B),
B
Ja = Q(a—B).

Lesfonctions «, 3 connues, la détermination des coordonnées z', ..., x,
est effectué par la résolution de systémes complets indiqués.

Le probléme de la détermination des fonctions «, 8 est équivalent
a la résolution de I’équation de Laplace adjointe a I’équation & laquelle
satisfont les coordonnées du réseau M.

I1 est souvent commode pour déterminer les réseaux paralléles a un
réseau donné M de faire intervenir les paramétres normaux des tan-
gentes a ceréseau.

Les coordonnées z,. £,, ..., «, du point M’ sont alors obtenues
par la résolution du systéme
9%y
du ~ 7' .
9 (t=1,2,...,n)
9T g
Iy =Lm,

et si 'on désigne par m etn les rotations du réseau donné on voit

(1) Nous excluons le cas ou « et § étant constantes les deux systémes de points
seraient homothétiques.
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que les fonctions H et L satisfont aux conditions

JH

—d—v' =Lm,
JL
d—u- =Hn.

On déduitimmédiatement de ce résultat les conséquences suivantes :

Si I'on considére deux réseaux paralléles, les réseaux qui se
déduisent par la méthode de Laplace — la transformation étant faite
dans des conditions analogues — sont des réseaux paralléles.

Les coordonnées de méme rang d’une série de réseaux paralléles
satisfont & une équation de Laplace
Cette équation s’écrit

Sz LK dT L I 0z
du dv gy dv du n, du dy

Lorsque les fonctions H et L qui déterminent un réseau paralléle
a un réseau donné tendent vers zéro, les coordonnées du point qui
décrit ce réseau tendent vers des constantes. On obtient ainsi un
réseau point paralléle a un réseau donné.

Ce réseau peut étre caractérisé de la maniére suivante :

Soient MR, MS les tangentes a un réseau décrit par un point M.
Menons par point fixe O les droites O r, Os paralleles a MR, MS.

A chaque systéme de valeurs de u el de ¢ ont fait correspondre un
couple de droites Or, Os qui caractérise le réseau point.

Ce couple de droites ne peut évidemment étre choisi de fagon
arbitraire. Les quantités &, n caractérisant leurs paramétres directeurs
on vérifie aisément que, si ¢ varie seul, les tangentes aux courbes
décrites pour tous les points de Or se trouvent dans le plan Ors.

Un résultat analogue est obtenu pour les tangentes aux courbes
décrites par les points de Os lorsque ¢ varie seul.

6. Congruences paralléles. — Deux congruences sont dites paral-
léles lorsque les droites qui se correspondent sont paralléles (*).

(*) Il y a lieu toutefors d’exclure de cette définition le cas ou les parameétres direc-
teurs de la droite ne dépendent que d’une seule des variables u ou ¢.
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Considérons deux congruences paralléles formées de deux familles
de droites D, D'. Ces deux familles peuvent étre définies a l'aide des
mémes quantités X. Les quantités z, z' qui caraclérisent les coor-
données des réseaux focaun correspondant A, A’ sont telles qu’elles

vérifie les rclations
Jdr

d——u = l\ X,
ox’ A
'd_'; —_— 4&. .a\.'

Les tangentes AR, A'R’ des deux réseaux sont donc paralléles.

On constate aisément qu’il en est de méme des tangentes AS, A'S'
et 'on peut énoncer le résultat suivant.

Lorsque deux congrucnces sont paralléles, leurs réseaux focaux
correspondants sont eux-mémes paralléles.

Si par un point fixe, on méne des droites paralleles aux droites d’une
congruence, on oblient un systeme de droites, dépendant de deux
paramétres. Ce systéme peut étre considéré comme la position limite
d’'une congruence. Nous dirons qu’il définit une congruence point
paralléle a la congruence donnée.

7. Réseaux et congruences conjugués. — Un réseau et une con-
gruence sont dits conjugués si le point qui décrit le réseau est situé
sur la droite qui décrit la congruence et si les courbes du réseau
correspondent aux développables de la congruence.

Soit M un réseau décrit par un point de coordonnées z,, ..., &,
dont les tangentes ont pour parametrest;, ..., En; Nyy - .., Nn. Consi-
dérons une congruence conjugude a ce réseau décrite par une droite D
définie par n paramétres directeurs X. Les coordonnées des premier et
second foyers A et B correspondants sont données par les formules

Vi= L+ Plxz

2= 2ot pa X, (t=1,2,..., 1)
et 'on doit avoir
d
9% _ X,

ar
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On voit ainsi que I'on peut écrire

JX, "
95 = PX,+~ HE,
0X .
—a-v—' = Q.X,+ LT\L.

Les fonctions P et Q ainsi définies ne peuvent étre quelconques. Si

L,

2 X .
I'on égale les deux valeurs de :u 5. on obtient
9P _ dQ
o~ Jdu’
et 'on peut poser
—Ia
Ao’
I dA
Q= o

Les relations précédentes s’écrivent alors

X, 1 O\
g9a. _ L ox €
dJu —ldu}\'—'—H’”
X, 1 dh

T TR ae L

et peuvent étre interprétées de la maniére suivante.

Considérons la congruence point décrite par la droite A paralléle
a D menée par l'origine des coordonnées. Le point m de cette droite
dont les coordonnées sont );i décrit un réseau paralléle au réseau M
et 'on peut remarquer que la quantité 2 définie a une constante multi-

plicative prés est solution de I’équation de Laplace a laquelle satisfont
les quantités X.

Inverscment, partons d’une congruence point A dont les paramétres
directeurs X, satisfont a ’équation de Laplace

92X X

duge  Pau +2X.

oX
dv
La cohdition nécessaire et suffisante pour qu’un point m de A de
coordonnées z, — ?)(—-‘ décrive un réseau est que la fonction 1 soit solu-
tion de I’équation de Laplace.

Supposons le réseau m’' paralléle au réseau M précédent.
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On a
0.
7)% =H1 Eb
0.
d—[v! = Lin.

Reprenant en sens inverse les calculs faits plus haut, on voit que
la droite D paralléle & A menée par M engendre une conguence con-
juguée au réseau M.

On peut donc dire que :

Toute congruence conjuguée a un réseau est paralléle a une con-
gruence point obtenue en prenant les droites joignant un point fixe
a un point qui décrit un réseau paralléle au réseau donné.

Par suite :

Si deux réseaux sont paralléles toute congruence conjuguée a 'un
est paralléle & une congruence conjuguée a I’autre.

Considérons inversement une congruence décrite par une droite D
qui sera définie par les coordonnées y,, ¥, ..., ¥, d’'un point de D
fonctions de deux variables u et ¢ et les paramétres z,, x5, ..., 2,
de Ia droite. Un point M quelconque de D a des coordonnées de la
forme

L=y, + oL,

Si I'on exprime que, lorsque u ou ¢ varient seuls les droites D
restent tangentes a une courbe. on est conduit & des relations de la
forme

9 )
7"3 = A—dﬁ-ul -+ B.Z‘,_,
%’%‘ = c"d—f’ +Da.

Soit A une congruence point paralléle a la congruence donnée D.
Les n quantités z sont les coordonnées d’un point m de A et 'on peut
toujours supposer que ce point décrit un réseau. L’équation de
Laplace correspondante étant

d*x P dx dx

dude ~  du T X dv
29/,
On voit alors en égalant les valeurs de ()T{}r que I'on doit avoir

JdB _ oJD

o ou’
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Dans ces conditions un calcul facile montre que si 'on définit la
fonction p par les égalités compatibles

do
B+d—'u=o,

J
D+d—z=o,

on a

95 _ g 9%
du _ ou’
9z, _ . 0x,
W_Kdv

Le point M décrit un réseau paralléle au réseau décrit par M.
I en résulte que :

Toul réseau conjugué a une congruence est paralléle & un réseau
conjugué a une congruence point paralléle.

Si deux congruences sont paralléles, tout réseau conjugué a 'une
est paralléle a un réseau conjugué a I'autre.

La fonction p définie par les égalités précédentes n’est déterminée
qu’a une constante additive prés.

Sil’on considére un réseau M conjugué a une congruence D il existe
une infinité de réseaux paralléles 3 M conjugués a la méme congruence.

On vérifie facilement la propriété suivante due a Ribaucour.
Les droites qui joignent deux points M, M/, qui décrivent deux
réseaux paralleles décrivent une congruence conjuguée a ces réseaux.

Nous signalerons encore que la trace d’une congruence sur un
hyperplan quelconque décrit un réseau. Pour une congruence quel-
conque la propriété se déduit immédiatement de I'étude d’une con-

gruence point paralléle. Si X,, X,, .. .. X, sontles paramétres d’une
. ) X Xn_ .
congruence, le point de coordonnées %‘-, o0 o~ déerit un
n n n

réseau.

8. Réseaux et congruences harmoniques. — Un réseau et une con-
gruence sont dits harmoniques lorsque les réseaux focaux de la con
gruence sont conjuguées aux congruences focales du réseau.

Considérons une congruence décrite par une droite A. Soient z,,
Zay «vy &ni Yiy ¥ay -« -y ¥n les coordonnées des premier et second
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réseaux focaux C et D. On a

ox,

9 =A(yi— ) .

0 (I=1,2, ..., ).
’d‘)‘{‘l =B(y,— r))

les relations montrent que les droites OD, OC sont les premiére
et scconde tangentes d’un réseau point harmonique & la congruence.
Donc :

Les droites qui joignent un point fixe aux foyers d’une congruence
forment un réseau point harmonique a la congruence.

Inversement donnons-nous un réscau dont les premiere et seconde
tangente OR, OS ont pour paramétres normaux les quantités £,
2y ...y Eq3 M4y Mae ... Mp, et proposons-nous de déterminer les
congruences harmoniques a ce réseau.

Les coordonnées 37y, ¥, . . ., 3°» de tout point D de OR s’expriment
par les formules

(t=1,2,..., 1)

et la condition nécessaire et suffisante pour que le point D décrive un
réseau est que la fonction r soit solution de ’équation de Laplace

PE 1 on )
dudv_zﬁd_v_'-mnE’

a laquelle satisfont les quantités .
Rappelons que les quantités £, n vérifient les relations
dt L

5o = nm, E—

dv mg

et désignons par ¢ la quantité définie par 1'égalité

ar

5; =ng,
qui entraine 1’égalité

3—1% =mr.

Un calcul facile montre que la deuxiéme congruence focale du
réseau D est décrite par une droite du plan OR, OS; que le réseau C
qui se déduit du réseau D par Papplication de la méthode de Laplace
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en allant de ¢ vers u est décrit par le point de OS dont les coordonnées
sont
x,=n—i (i=1,2, ..., n).
q
On voit aussi que la fonction g satisfait 4 la méme équaiion de
Laplace que les fonctions 7.
Les paramétres directeurs X, X,, ..., X, de la congruence CD
sont donnés par les égalités

X,=¢qt—rm, (i=1,2, ..., n)
Ces quantités sont solutions de I'équation de Laplace

92X dq X
du dv dv du

L w1
q r du dv
La détermination des congruences harmoniques a un réseau peut
étre effectuée par des méthodes analogues. Nous résumerons rapide-
ment les résultats.
Soient zy, &g, ..., z, les coordonnées d’un point M qui décrit un
réseau et

1z dr ox
dude P Ju " Q dv
P'équation de Laplace a laquelle satisfont ces coordonnées.
A toute solution § de cette équation correspond une congruence
harmonique au réseau. Les premier et second réseaux focaux sont

décrits par les points C et D dont les coordonnées s’expriment par les
formules

0 Jdx;

(G x'—-aj_x’
v

X (] dxi

(D) zi— T
du

Les paramétres directeurs X,, X,, ..., X, de la droite CD sont
donnés par les égalités

X, =2 22 2%

et satisfont a 'équation de Laplace

22X X X
dudv . ‘ou +Q’W + RX,
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ou l'on a
J20
do?
— P -
Py = P+ 78 )
do
020

Jdut
Q|=Q+E)
Ju

P 9Q

B1=d—l—t+%'

+PQ—P1Q|.
L’emploi de coordonnées homogénes permet de simplifier les
résultats précédents.

Posons

, Z,

1
. r
=73 ((=1,2, ..., n), Tn+1 = 3°

Les n + 1 coordonnées ainsi définies sont un systéme de coordonnées

homogénes de M. On a en effet

’
Z,
ro=

i=1, ..., n).
‘D’/H—I ( H ) ) )

On voit immédiatement qu’avec ces notations on peut prendre pour
coordonnées homogeénes des réseaux focaux C et D les quantités

dx,
(C) d_v’

dx
() T

Remarque. — Appelons réseaux correspondants, deux réseaux qui
appartenant a des espaces d’ordre quelconque, dont le nombre des
dimensionsn’est pas forcément le méme, sont tels que les coordonnées
des points qui les décrivent satisfassent a une méme équation de
Laplace. Les congruences harmoniques & ces réseaux qui s’obtiennent
a l'aide d’'une méme solution § sont appelées congruences harmo-
niques correspondantes.

On voit que les paramétres directeurs de deux congruences harmo-
niques correspondantes peuvent étre choisis de maniére & satisfaire a
la méme équation de Laplace.

Les propriétés des réseaux et congruences harmoniques peuvent
étre rattachées aux propriétés des réseaux et congruences conjugués.
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Considérons un réseau décrit par un point M et désignons par MR,
MS les premiére et deuxiéme congruences focales décrites par ses
tangentes. Soit CD une congruence harmonique au réseau, dont le
premier réseau focal est décrit par le point Cle second par le pointD.
Le réseau C est conjugué a la congruence MS tandis que le réseau D
est conjugué a la congruence MR.

Supposons inversement la congruence CD donnée et prenons une
congruence conjuguée au réseau G. La géométrie dans le cas de
I'espace a trois dimensions ct l'analyse dans le cas d’un espace
d’ordre quelconque montrent que le premier réseau focal de cette
congruence est harmonique a la congruence CD.

Onaainsi un premier procédé pour déterminer les réseaux harmo-
niques a une congruence.

Le résultat précédent et les calculs qui ont été faits permettent
d’énoncer pour les réseaux et congruences harmoniques des pro-
priétés de parallélisme analogues a celles qui ont été indiquées pour
les réseaux et congruences conjugués.

On voit que :

Si deux réseaux sont paralléles toute congruence harmonique a
I'un est paralléle a une congruence harmonique a I'autre.

Si deux congruences sont paralléles tout réseau harmonique
'une est paralléle & un réseau harmonique a I'autre.

En particulier :

-

Tout réseau harmonique a une congruence est paralléle a un
point harmonique & une congruence paralléle a la congruence donnée.

11 en résulte une nouvelle méthode pour déterminer les réseaux
harmoniques a une congruence.

Nous signalerons enfin que, si dans le calcul indiqué pour la déter-
mination des congruences harmoniques 4 un réseau on prend pour
solution particuliére § = x,, la congruence harmonique correspon-
dante est la trace du plan du réseau sur ’hyperplan 2, = o.

On déduit de la que la trace d’un réseau sur un hyperplan décrit
une congruence harmonique au réseau.

On voitaussi que si I'on remplace la solution § par la solution 6 + A,
h élant une constante, la congruence harmonique est remplacée par
une congruence paralléle.
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9. Réseaux dérivés. — Considérons un réseau décrit par un
point M et désignons par MR, MS les tangentes aux courbes de ce
réseau. Soit p un point du 1-plan MR, MS. Si le point m décrit’un
réseau, ce réseau est dit dérivé du réseau M.

Inversement, on dit que le réseau décrit par le point M est un
réseau dérivant le réseau décrit par le point m.

Considérons un réseau décrit par un point M et supposons déter-
minées deux congruences harmoniques au réseau décrites par deux
droites G, G,. Montrons que le point m de rencontre de § et G,
décril un réseau. Ce réseau est dérivé du réseau décrit par M.

Les réseaux focaux C,D: C,, D, des congruences §, ¢, sont con-
jugués aux congruences focales MS, MR du réseau M et si l'on
suppose que u varie scul, la tangente a la courbe lieu de m est
obtenue comme intersection des 1-plans tangents aux réseaux D. D,.
Soit &' une congruence paralléele a ¢, harmonique au réseau M
et C,, D, les réseaux focaux correspondants. Le point m/, commun
aux droites §, G', décrit lorsque u varie seul une courbe dont la tan-
gente, intersection des 1-plans tangents aux réseaux D, D', est paral-
léle a la tangente correspondante a la courbe lieu de p.. Les réseaux D,
D', étant paralléles. Une démonstration analogue peut étre faile
lorsque ¢ varie seul.

Il en résulte que les points m, m' qui définissent des sysiémes
paralléles décrivent des réseaux.

La démonstration analytique des résultats précédents est basée sur
la théorie des expressions (m, n) de Darboux.

Les coordonnées d’un point du i-plan MR, MS peuvent si I'on
désigne par .z, Zs, ..., Z, les coordonnées de M étre représentées
par les quantités X, X,, ..., X, définies par les égalités

drx, dx,

Xi=a+hn oy,

Soient 6, 4, les solutions de I'équation du réseau qui déterminent
les congruences harmoniques G, G,. Le point m de rencontre des
droites G, G, est défini par les fonctions A et p solution du systéme

a6 20
] +)\d—u @ =0
a0, 20,
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Il en résulte que les quantités X, sont les coordonnées d’un point m
qui décril un réseau.

Cette démonstration donne immédiatement les resultats suivants :
Tous les réseaux dérivés d'un reseau donné peuvent étre obtenus par
I'intermédiaire de deux congruences harmoniques a ce réseau.

On voit également que le réscau mn serait inchangé si on substituait
a la solution A, la solution 6 + k6, (A étant une constante). Si 'on
fait varier la constante A on obtient donc une série concourante de
congruences harmoniques au réseau M.

Il résulte également des résultats précédents que tout réseau con-
jugué a une congruence harmonique a un réseau donné est un réseau
dérivé du réseau donné. Cette méthode permet d’obtenir tous les
réseau dérivés.

La méme méthode permet d’obtenir les réseaux dérivant un réseau
décrit par un point m.

On voit immédiatement que tout réseau dérivant M est un réseau
harmonique a une congruence {§ conjuguée au réseau m.

On montrerait également que si 'on se donne deux congruences
conjuguées a un méme réseau 72, le plan déterminé parles droites qui
décrivent ces congruences, enveloppe un réseau M dérivant les
réseau m.

10. Congruences dérivées. — Une congruence § est dite dérivée
d’une congruence H si elle est conjuguée a I'un quelconque des
réseaux harmoniques a H. La congruence H est dite dérivant .

Désignons par C ct D les premier et second réseaux focaux d’une
congruence H et supposons donnés deux réseaux harmoniques 2 H
décrits par deux points M, N. Montrons que la droite MN décrit
une congruence ¢ qui sera dérivée de la congruence H.

I est évident géométriquement que si w ou ¢ varienl seuls la
droite MN décrit une développable et qu’elle engendre unc con-
gruence conjuguée aux réseaux M et N.

Analytiquement désignons par Zy, Ly « ..y Tag1s Y1y Y2y« Vi
deux systémes de coordonnées homogénes des points M et N choisis
de telle maniére que les coordonnées homogenes des points C e

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 74




18 CL. GUICHARD.

soient exprimées par I'une ou I'autre des suites

d Wi 9on  OEntt
©) dv’ o’ ’ e’ Top
AT T L W
o’ I Yot Tow
‘ dxy d-”z’ duy dxn i
Gu’ ou' U 9w’ 9
(D) ) u u u uw
Ju Ju ’ ou’ ou
On aura alors
W _ 5,92
du ~ " du .
(t=1,2, ..., n+1I).
W _ g 9%
de ~ 7 de

Les coordonnées homogénes d’un point quelconque de la droite MN
peuvent étre représentées par

siI=)+ Az, (i=1,2, ..., n+1),

et les points ¢, d correspondant 8 A = — h, A = — [ décrivent le pre-
mier, lorsque u varie seul,le deuxiéme lorsque ¢ varie seul, des courbes
tangentes a la droite MN. Cette droite engendre donc une congruence
dérivée de la congruence H.

Le calcul précédent montre que si ’on suppose A constant le point
de coordonnées 3z, décrit un réseau. Il existe donc une infinité de
réseaux conjugués a la congruence § et harmoniques a la con-
gruence H.

On montre facilement que la méthode indiquée permet d’obtenir
toutes les congruences dérivées données.

Enfin si 'on considére deux réseaux conjugués a une congruence
donnée G les 1-plan tangents a ces réseaux se coupent suivant une
droite qui décrit une congruence H dérivant §G.

Toutes les congruences dérivant une congruence donnée peuvent
étre ainsi obtenues.

Pour terminer nous mentionnerons les propriétés de parallélisme
relatives aux réseaux et congruences dérivés ou dérivants qui sont
une conséquence immédiate de ce qui précéde.
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Si deux réseaux sont paralléles chaque réseau (de' tvee de) I'un est

derivant

. dérivée de

parallele a un réseau ( - ) Pautre.
dérivant

: dérivée de
Si deux congruences sont paralleles chaque congruence deri
erivant

) R dérivee de) ,,
'une est paralléle & une congruence . Pautre.
derivant

CHAPITRE II.

Lol DES ELEMENTS ORTHOGONAUX.

10. La théorie des éléments orthogonaux estla généralisation rela-
tivement aux réseaux de la théorie des courbes orthogonales. Son réle
en géométrie infinitésimale est analogue au réle que joue en géométrie
algébrique le principe de dualité. La correspondance ne fait inter-
venir que les éléments de direction des réseaux et congruences. Dans
un espace d’ordre impair un réseau correspond a une congruence et
inversement. Dans un espace d’ordre pair, un réseau correspond a un
autre réseau, une congruence i une congruence.

Au point de vue analylique, cette théorie est une application des
propriétés des expressions (m, n) de Darboux.

11. Espaces d’ordre impair. — Soient dans un espace d’ordre
n=2p—+1, £y, Eae «ouy Ens My My ..., M, les paramétres normaux
des tangentes a un réseau M. Il est possible de déterminer, a un fac-
teur commun prés, n quantités z,, Za, ..., Z, par les 2 p équations

Tz § =o, Sz m =o,
Jt dn
> = = > - =
- Ju 0, xz do N
............. s eeeeeniiaaeeny
P E oP—in
Exdup_l =o0; EzdoP T =0
Les relations

%k _»n

do ="M

‘&_’\ = mE
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permettent de substituer au systéme précédent le systéme équivalent

dn 9%
A L. = =
Sx o 0, zr 70 o,
L0 . 92k
.‘.a.l;‘m = o, b} -TTZO,
........... ) ceeeeseaanay

aPm 4
me_o, b ;;I-;——O

Les quantités z ainsi définies satisfont a une méme équation de
Laplace et déterminent les paramétres directeurs d’une droite qui
décrit une congruence . Cette congruence est dite orthogonale au
réseau.

Des équations précédentes, on déduit par différentiations suc-
cessives

dr
It =o, zz - =%
dx :2ax
X — =o0 Xz =o0
Er)u ’ v dv ’
............ s e,
Py o x
Xt =0, — =0
> Jur—1 ] dor

Considérons le premier réseau focal de la congruence G. Les
paramétres directeurs des tangentes i ce réseau peuvent étre pris
égaux a

Ty,
AL+ 1 ()d—'l;’ .

L’interprétation géométrique des derniéres équations est alors
immédiate. La congruence décrite par les premiéres tangentes du
réseau M est orthogonale au premier réscau focal de la congruence §.

Il résulte de la que les diverses congruences déduites de G par la
méthode de Laplace sont orthogonales aux réseaux de méme rang qui
se déduisent de M par les mémes transformations.

Considérons maintenant un réseau M, piralléle au réseau M. Les
coordonnées (37)72, ...,¥n) de M; peuvent étre définies par les
relations

a
d_};‘l = hE,,

aJ
—d}% = l’ln
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ces quantités définissent également les paramétres directeurs d’une
congruence H conjuguée au réseau M.
Les formules précedentes peuvent s’écrire :

Gy dy

) A A

2T o, I o0 — 9
iy Ry

.‘.:.L‘m =0, E.I:—;::O,

........... , Ceeessananny

Z.’tﬂ =0, Z.I,‘dizzo
upP g

Remarquons que les quantités y satisfont a I’équation

2y 10hdy 19l dy

dude R dv du "l duode

et que les relations précédentes entrainent I'équation

P
Exdu.t})/v =0
et, par suite, e o oo
r oy ¥
2()—9-5“2::0, 25&--’)—{=o.
Posons
0:...1‘_}/,
on aura
Ny ooz
Ju ~ = du 4
J6 ox
(7;, =2 % he)
A iz

dudv = Zoude?

relations qui montrent que la fonction 6 satisfait 4 la méme équation
de Laplace que les quantités z. Dans ces conditions, le point P de
coordonnées X,, ..., X, définies par

X,=%l (i=1,2, ..., n)

décrit un réseau. La congruence § admet des réseaux conjugués
paralléles a P.
En introduisant, au lieu de « les quantités X dans les équations
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précédentes, on déduit

:X}’:I;
Zxdl =o, EX-‘ZZ =0,
du v
2y _ sx 2 _
EXm——O, _.X%__-_o,
® se s e s e s sses s saessesessescs ’
wy ory .
ZX-d—u—,;_o, vxT)V_P o,
puis
K g, K,
— =y '()_; =%
22X 22X
E}’ Ju?2 =0, 2’.}/ a2 =0,
........... s Ceterenaaany
,()” —o < v X
Yaar =% =V =9

qui montrent que la congruence H est orthogonale au réseau P.

On peut donc énoncer les résultats suivants :

Siun réseau est orthogonal & une congruence, toute congruence
conjuguée au réseau est orthogonale & un réseau conjugué & la
la congruence.

Ou encore :

Si une congruence est orthogonale & un réseau, tout réseau
conjugué ala congruence est orthogonal & une congruence conju-
guée & un réseau.

Soient maintenant §G une congruence; F,, F, ses premier et second
réseaux focaux; M un réseau orthogonal a G ; MR, MS ses premiere
et seconde tangente.

Considérons un réseau p harmonique a . La deuxiéme tangente
a ce réseau décrit une congruence pF, conjuguée au réseau F, ortho-
gonal a la congruence décrite par la premiére tangente MR du
réseau M. Il existe donc un réseau P conjugué a MR, orthogonal a la
congruence :F, dont la seconde tangente PQ décrit une congruence
harmonique a M, orthogonale au réseau p.. Donc :

St une congruence est orthogonale & un réseau. tout réseau
harmonique & la congruence est orthogonal & une congruence
harmonique au réseau.
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En reprenant les raisonnements en sens inyverse, on montre de
méme que :

Si un réseau est orthogonal & une congruence. toute congruence

harmonique au réseau est orthogonale & un réseau harmonique
a la congruence.

12. Espaces d’ordre pair. — Considérons un espace d’ordre n=12p.
Soit § une congruence de cet espace definie par n paramétres direc-
teurs 5y, ¥, ..., ¥n fonclions de deux variables satisfaisant a une
méme ¢quation de Laplace. Il est possible de déterminer n quantités z
4 un facleur commun pris par les relations

Zry =o0;

o s %
Iz Ju =9 Zro oo =0,
Pty Ry _
Jar=1 =% Zxdpp_l =o.

Les fonctions z satisfont a une méme équation de Laplace et défi-
nissent les n paramétres directeurs d’une congruence G qui est dite
orthogonale a §.

Des ¢quations précédentes, on déduit les relations

dr o s dr o

dTl — N dv ]
o1z . Ptz

}/w—’:{ = 0, 2y Jop—1 =0,

qui montrent que la correspondance entre les congruences G et Gest
réciproque.

Soient F, le premier réseau focal de G, &, le deusiéme réseau
focal de G; £, 0, ', 0 les parametres normaux des premiére et seconde
tangentes a ces réseaux. Les quantités £ sont proportionnelles aux
quantités z, tandis que les quantités =n sont proportionnelles aux
quantités y. Les ¢équations précédentes sont équivalentes aux
équations

Itn'=o;
o .. on , 2 . Ok
st 00 =0, 3 20 =0 zy % =0, v 5 =o,
ar—1y/ . oP—tvq/ . oP—E oP—1E _
Esdup"l =0, EE va i = 0, z’ﬂ'd—u—p:‘——o, HT} Jop—1 = 0.
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Les relations

d o,
ge ge P
on .. a _
ou =76 gy =M h

permettent de transformer le systéme précédent et d’écrire

Xt'n =o0;
dn dn oE' aF
v 4 w23 — iy = 0. —_ =
=5 ou T© 2 dv % 21 Ju ° =n dv *
i 9p-in op=1¥ o
— 0" 14 —_—0- . =
Edul’ —1 =0, zs d(x‘”"‘i =0; “ﬂdup___l =0 Eﬂdo,,_l

On voit ainsi que la premiére tangente au réseau &, décrit une
congruence orthogonale & la seconde tangente au réseau F,. Les
réseaux F,. &, sont dits orthogonaux, et 'on peut énoncer les
résultals suivants :

Si deux congruences sont orthogonales, le premier réseau
focal de U'une est orthogonal au second réseau focal de 'autre.

Si deux réseaux sont orthogonauz, les premiéres tangentes de
Uun décrivent des congruences orthogonales aur congruences
décrites par les secondes tangentes de U'autre.

Considérons deux réseaux orthogonaux M, M'. Soient £, n, &', v les
paramétres normaux des tangentes a ces réseaux. Une congruence Cj
conjuguée au réseau M’ peut étre définie par les paramétres -y, ..., 5,
qui satisfont aux relations

9 '
o =
e _ 4,
e =i

Les conditions d’orthogonalité des réseaux écrits avec quantités y
deviennent

dy dy dy ady
3 v = 3o — X — “o _
¢ du i zt % "ou =@ =0 dv i
op—1y . ory . ory . Pty
EduP ~ =0: EEva = 0; anup =o0; zndpp—l = 0.
Posons

A=2Xty, B=2ZIqy;
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on voit que
JA
d_() = nB,
0B
d—u- = mA.
Les n quantités
z,= BE,—Am,

cdrrespondent aux paraméires directeurs d’une congruence G harmo-
nique au réseau M.
On a évidemment

Ixy =o;
... 0y ay
b - = X = =
- Ju o, xz v o,
oy oty _
-.L‘duT{ =0; axm_

Ces relations montrent que les congruences G et § sont ortho-
gonales.

Inversement, supposons donnée la congruence G et les quantités A
et B. Les n valeurs de y seront déterminées par les équations

A =ZXty, B =Xy,
oA g JB Jr
5;2:‘ ;l—t‘y’ 5“;=2%.}’,
............ , ey
PN _0PE oP—1B 9Py

our—t — “gur—1Y’ dor—t . “gep— )"

On vérifie facilement que ces quantités sont telles que

ay "
;l—l’—'hw
% _

a—;—l'r].

Donc :

Si deuz réseaux sont orthogonaux, toute congruence conjuguée

& Uun est orthogonale & une congruence harmonique & l'autre,
et inversement.

Un raisonnement géométrique analogue a celui qui a été fait plus
haut permettait d'établir que :
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Si deux congruences sont orthogonales. tout réseau conjugué
& Uune est orthogonal & un réseau harmonique & I’ autre et inver-
sement.

13. Passage des espaces d’ordre pair aux espaces d’ordre impair.
— Prenons dans un espace d’ordre = 2p + 1 une congruence
G(z, ..., z,) orthogonale a un réseau M dont les paramétres direc-
teurs des tangentes sontf,, ..., &4i My, ..., N,y Soil 8 une solution
de '’équation de Laplace a laquelle satisfait les quantités z. Le point
de coordonnées

décrit un réseau . paralléle 4 un réseau conjugué a G.
Les conditions d’orthogonalité¢ de M et de G peuvent s’écrire

IX < dX
2o =0 Emgy =0
P X L e orX
o =0 Egw =0

Supposons, en particulier, § = ,. Le réseaw p est paralléle au
réseau décrit par la trace de § sur le plan 2, =o0. D’autre part, les
seules quantités X, ..., Xn_s; &1y <.y Enca} My - .., Moy Inter-
viennent dans les relations précédentes. On en déduit que :

Si, dans un espace d’ordre 2p + 1, une congruence G est ortho-
gonale & un réseau M la trace de la congruence § sur un espace
d’ordre 2p, la projection du réseau M sur le méme espace forment
deux réseaux orthogonaux.

On démontrerait de méme que la projection de § sur un espace
d’ordre 2p et la trace du réseau M sur le méme espace forment deux
congruences orthogonales.

On établit aussi que :

Si, dans un espace d’ordre 2p deux congruences sont orthogo-
nales, la projection de I'une sur un espace d’ordre 2p — 1 et la trace
de I'autre sur le méme espace forment une congruence et un réseau
orthogonaux.

Si, dans un espace d’ordre 2 p, deux réseaux sont orthogonaux, la
trace de l'un sur un espace d’ordre 2 p — 1, la projectiqn de ’autre sur
le méme espace forment une congruence et un réseau orthogonaux.
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CHAPITRE III.

RESEAUX ORTHOGONAUX O.

14. Déterminants orthogonaux. — Considérons un déterminant
orthogonal
A=|z! x? i
dont les éléments, fonctions de deux variables u et ¢ vérifient identi-
quement les relations

k=n k=n
2(.1‘{‘)?:1, z(xf) (-ﬁr):o.
k=1 k=1

On en déduit les relations

i=n

D (#hyr=1,

1=1

i=n

Z (€] (zf)=o.

=1

Les dérivées des ¢léments d’'une méme colonne peuvent étre expri-
mées en fonctions linéaires et homogénes des ¢léments de cette colonne,
les coefficients ne dépendant pas de la colone, par les relations

l=n

drf Z: 1k

—_— £

Ju Py,
=1

) " l=n
Ly 1,k
do '—2 7%

=1

(i=12...,n; k=1,2, ..,n),
On déduit de 1a
=n ) k=n 9 P
dz x
P=2adTh =Xt
k=1 k=1
k=n Jk k=n 9 ’_
x z
r=2ad % d=Xd T
. A=1 k=1
Par suite on a
Pi=0, g;=0,
pl=—pi di=—4qi
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Les quanlilés p et g ainsi définies sont appelées rotations du détermi-
nant. Il y a (7 — 1) rotations non nulles.

I faut observer toutefois que les quantités ainsi obtenues ne sont
a2 xh
du dy
différentes et s’exprime dans I'un ou P'autre cas en fonction linéaire et
homogéne de %, z%, ..., zX. Puisqu'il ne peut exister entre les élé-
ments des colonnes du déterminant une méme relation linéaire et
homogéne les deux expressions obtenues doivent élre identiques. Le

. . . —1
calcul montre que les n(n2 — 1) rotations satisfont a "(J;_)

pas distinctes. L’expression

peut étre obtenue de deux maniéres

relations

différentielles. Nous supposerons toujours ces relations vérifiées.

Si I'on suppose connues les rotations, on peut se proposer de cal-
culer les ¢léments du déterminant orthogonal. Ceux qui sont relatifs
a une méme colonne vérifient les équations

l=n

dxr
T = 2P
(=1

l=n
Jdx
5 =2 gl

=1

qui forment un systéme complet.
Comme dans le cas de I'espace a trois dimensions, on vérific que
toute solution des systémes est telle que

i=n

2 (2¥)*= const.

=1

que deux solutions # X vérifient également la relation

i=n

2 («¥) (X*)= const.

=1

Par suite, la solution la plus générale du probléme se déduit d’une
solution particuliére en effectuant sur les ¢léments du délerminant
donné une substitution orthogonale a coefficients constants.

Appelons opération diftérentielle d’ordre n — 2 la résolution com-
pléte du systéme proposé ou, ce qui revient au méme, la détermina-
tion des éléments du déterminant connaissant les rotations. Si 'on
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connail les éléments d’une colonne le probléme peut étre ramené & un
probléme analogue dans un espace d’ordre n — 1. Il en résulte que 'on

peut achever la solution par quadratures lorsque 'on connait (n — 2)
solutions distincles.

15. Réseaux orthogonaux (réseaux O). — On dil qu’un réseau est
orthogonal si les tangentes aux courbes du réseau sont rectangulaires.
Si les quantités z sont les coordonnées du réseau on peut écrire

i=n

dr, 0x,
du dv
=1
Soit
d*zx 1 0hdr 1 dl dx
dude —hav ou 1 Juadv

I'équation de Laplace a laquelle satisfont les coordonnées du réseau,
on a

ox
d—"uzhE7
dx
g = In

La relation indiquée est équivalente a la relation
Ztn =o.

On sait que 'équation de Laplace admet la solution

20 = Zx2,
Les égalités

43

Jo = nm,

on

o = ms

‘montrent que

J
5, 28 = nZfn=o,

(—)%X'q‘-’z mZin =o.

Par suite on a

I2=U, ZIqi=V,
U étant fonction de u seul, V fonction de ¢ seul. Si U et V sont des
quantités différentes de zéro, on pourra par des changements de
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variables les réduire a 'unité. Le réseau O est un réseaun ordinaire.
On peut écrire :
Igt=1, I’=1. Ifn=o0;
on aura alors

X dx®= h? du?+ 12 dp2.

Considérons maintenant la matrice.

T I S R T
Nt N2 Ny ... Mn

Elle peut étre considérée comme définissant les denx derniéres lignes
d’un déterminant orthogonal

rl z3 z} R
A=| Lls Tia Lho Th-a |.
i3 £a . En
. Ut Ne T MNn
Les relations
0
- mk
Ju

montrent que les rotations p), p*, ..., p,?, p, de ce déterminant
sont nulles et que I'on a
prt=m.

De méme les rotations g,_,, g%_. ..., gn_i sont nulles et 'on a

n—{
. . g =n
par suite des égalités
Jt
()_; =nm.

Des propriétés générales des déterminants orthogonaux on déduit que

R pn — ol — pn n—1 _
Py =pP2 =---=Pn-2=Pn =0 Pn =m,

-] — — — j— n—\1 — -1 —
Q=g ' = =qgh-l=o, gn!=m.

Nous considérerons une forme particuliére de déterminants caracts-
risée par les relations suivantes

dzk
—L =a, E‘
du .
P (i=1,2 ..., n—2; k=1,2,...,n),
dx!
—=blT|k
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ce qui revient & dire que toutes les rotations p}, ¢4 sont nulles, sauf
P " et g} quiont les valeurs a;b,.

Il ne reste plus que 2(n —1) rotations qui donnent les formules
suivantes

drk gt B ok

du ¢ € du Zaizf—mni, du mEks

dxk . dEx ) Ik £

oo bk 50 =nnk o = bl —nbk

Si I'on exprime que le systéme obtenu est un systéme complet, on est
conduit aux 2n — 3 relations suivantes :

2?‘1 =mbi7

o '-)f-+d—n+2a-b =o0
9b; dv  du =0
-— = na,

du

Inversement, si ces derniéres relations sont satisfaites par 2(n — 1)
rotations données, les éléments du déterminant peuvent étre calculés
a une substitution orthogonale a coefficients constants prés effectuée
sur les éléments des lignes.

Les éléments des (7 — 2) premiéreslignes de A définissent les coor-
données de (2 — 2) points situés sur ’hypersphére

(2 P+ (z2 e+ o+ (2fR=1 ({=1,2, ..., n—2).

Ces points décrivent des réseaux O dont les tangentes ont pour para-
métres £, 7.

Si on effectue sur les (n — 2) premiers éléments des différentes
colonnes une substitution orthogonale a coefficients constants, on
déduit du déterminant A un autre déterminant A’ qui est dit équiva-
lent a A.

Les rolalions de ces deux déterminants sont diftérentes, les quan-
tités m et n seules étant inchangées. On vérifie que si a;, b; ou, a;, b;
sont les rotations correspondantes de AA’, les quantités

Z(a;)?*, I(6,), Za;b;
sontles mémes pour A, A", On dit que ces quantités sonl les invariants
du déterminant orthogonal.

Nous allons montrer que tous ces déterminants équivalents sont
définis lorsque I'on connait les deux derniéres lignes.



32 CL. GUICHARD.

Supposons données 2 n fonctions £y. £y « . «y Enj 4y N2y - - -« N SALIS-
faisant aux relations

i=n il=n i=n
dGr=1,  F@r=1 FEu=o,
=1 1=1 =1

d,‘

d_i'l = nw,,

an, _

G =mEe

I1 est possible par des opérations algébriques d’adjoindre aux quan-
tités précédentes n(n — 2) fonctions y- telles que le déterminant

vi ot hes
A= k-2 Vi Yii-s
& 3 En
Ut Lt Nn

soit orthogonal.
D’apres la théorie générale, on peut écrire®

%’g =3Pyt + A, 5y,
:’d'_‘ — 2Qlyk+ Bymz;
%%" —_— XA,)'Z"— mg, %% =méy,
%E_: = nag; ‘%‘:—XB,}’M_REI:-

Les relations obtenues en écrivant les conditions d’intégrabilité des
premiéres équations montrent que les quantités P,; Q,; peuvent étre
considérées comme des rotations d’'un déterminant orthogonal 4
d’ordre n — 2.

Supposons maintenant que l'on ail calculé les éléments de o

ol a? ce.oaf?
3=

1 2 n—2
o @F_o ... afZ3

et que l'on effectue sur les éléments des diverses colonnes de A, une
substitution orthogonale a coefficients variables définie par les éléments
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de d. On déduil ainsi de A,, un nouveau déterminant orthogonal. On
vérifie aisément que les éléments des n— 2 premiéres lignes définis-
sent les quantités # indiquées précédemment.

I est clair que 'on peut déduire de A, une suite de déterminants
orthogonaux en effectuant sur les éléments de d une substitution
orthogonale a coefficients constants. Le probléme de la détermination
du délerminant A connaissant les éléments de ses deux derniéres
lignes est équivalent a la recherche d’un déterminant orthogonal
d’ordre n — 2 dont on connait les rotations.

16. Propriétés des éléments d'une colonne d’un déterminant
orthogonal. — Considérons les éléments

Zy, Loy Ln—z, 57 n

d’une colonne quelconque d’un déterminant orthogonal A.

On a

dxry

du =6
axrk

oo = oxm

On en déduit que les » — 2 quantités z sont solutions de 1’équation
de Laplace

On a d’autre part la relation
l=n—2

3 op+ =1,

=1

Inversement, soieptxy, £, ..., £u_z, » — 2 solutions d’une équation
de Laplace,

2z

duadv

+

&
N
b

) -
QI
NS
o~ -

telle que, on ait

=n—2
2+ h2+ D=1,

=1

Montrons que les n quantités 2, Z,, ..., Zn_s; E = h.n=1[sont les
éléments d’une colonne d’un déterminant orthogonal.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N¢ 74, 3
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Les rotations seront définies par les égalités

_ 1 dzx _1dn
U=t m’ "TE o
b= 19%k, 1K
n dv n dv
Les relations
oJar
% =Mk
0b
du = Man

expriment que les quantités z sont solutions de I’équation de Laplace.
On déduit ensuite
%

= Zarrr— mn,
o
3o = 2brxr— nkt.
Comme on a
3
(}; = nu,
an
(—)17 =m E.
%k d%q
En égalant les deux valeurs de =—— ou de ——-» on trouve
Ju v dudv
am dn
D'v— -l—d—(z +2akbk_.o,

et Uon voit que les quantités az, by sont les rotations d’un détermi-
nant orthogonal.

Remarques. — 1. L’équation de Laplace a laquelle satisfont les
quantités z n’est pas modifiée lorsque 'on substitue aux quantité &
et ! les quantités AU, [V, U étant fonction de u seul, V de ¢ seul.

On peut donc supposer que les quantités z, A, [ sont lides par la

relation
2} +zd+...+ a2k 2+ U+ V2=,

On prendra alors

AU,
.

S anve
It

II. Les propriétés indiquées subsistent également lorsque 1’on con-
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sidére des combinaisons lindaires a coefficients constants des éléments
des différentes lignes de A.
Les quantités

ko agzk+. ..+ apzh,

Y]l_—. o
Ezdl E] +1zEg +...+an5ny ’

N=01My + Xaflg +...~+ AnTin

vérifient I'égalité

1=n—2 1=n

2 Yi+ 24+ m2 =Z a? = const.

=1 =1
Les n — 2 quantités y élant solution de I'équation.
PY 1 0E oY 1dn oY
dudv ~ E dv du  m du dv
Il en résulte immédiatement que si I'on considére n — 2 solutions
d’une équation de Laplace

2?Y 1 oh dY

1 1 9l 9Y
dude _hdvadu "1

Ju dv
telles que I'on ait
2Y2+ A2U2+ [2V2 = const.,

on peut en déduire en général les éléments d’une colonne d’un déter-
minant orthogonal A.

Lorsque la somme indiquée est nulle les quantités Y peuvent définir
une combinaison isotrope des éléments de deux colonnes d’un tel
déterminant telle que

Ty +1ix?, ZHy+ixd, ..., Tp_o—+IT3_qe
17. Détermination des réseaux orthogonaux. — Lorsque I'on

connait les paramétres normaux £, n des tangentes, la détermination
des réseaux O est liée a la résolution des systémes suivants :

dr, _ oh
Ju =~ hE o Gy =im
drx, . al
%— = l'fh. ()Tl, = hn.

Les rotations m et n élant connues, on calculera d’abord 4 et ! puis
les coordonnées x seront définies par des quadratures.
Supposons donnés maintenant les éléments d’un déterminant A dont
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les deux derniéres lignes sont les paramétres £. n des tangentes & un
réseau O. On peut si 'on désigne par X,, X, les coordonnées du
point qui décrit le réseau poser

Xi=p12t + pa2h +.. .+ ppnszk_,+ qbrx+ rnp

Les n quantités p,, py. ..., pu_s, q, I élant caractérisées par les
égalités

u = ke
X _,
de Tk
doivent vérifier les relations
dp, _ ar _
ou %1 ou =M
op (t=1,2,..., n—2); Jq
1
5 = b,r g, =
On a, en outre
/]
h=23%ap,+ E{IZ +rm, »

or
l=Z2bp,+ g I

Lorsque les quantités ¢ et r sont déterminées les quantités p ‘sont
obtenues par quadratures. On peut obtenir ainsi tous les réseaux O
correspondant a un déterminant orthogonal donné.
Remarque. — Onsait que 'équation du réseau admet la solution 6,
définie par
20 =3X2=Zp2+ g2+

On voit immédiatement que

L]

au =
20

d_(’ = ll‘

Lorsque 6 est constant on a évidemment
Xi= Za,xf,

les quantités «, étant constantes. Ces réseaux sont tracés sur une
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sphére ou sur un céne suivant que l'on a 20(,’# 0 ou = o. Ils sont

oblenus par des combinaisons linéaires ou isotropes des lignes d'un
déterminant orthogonal A.

18. Congruences normales a4 un réseau O. — Soit M un point de
coordonnées X,, ..., X, qui décrit un réseau O correspondant & un
déterminant orthogonal A dont les éléments d’une colonne sont

=y 2 - 2, & ol

Une droite T passant par M perpendiculaire aux deux tangentes du
réseau aura ses paramétres directeurs -, ..., ), définis par les rela-
tions
Yi=axl oz +. . apa ) .
Précisons, a quelles conditions doivent satisfaire les quantités a pour
que cette droite L décrive une congruence.
Les quantités X satisfont aux relations

X
du ke,
X
o bn,

et un point P de la droite L a pour coordonnées
Y=X+py.

Exprimons que si u ou ¢ varient seuls ce point décrit une courbe
tangente & L. On devra vérifier que

Y
;;:ky,
Y
dv'—k"y

Le calcul montre que dans ces conditions on doit avoir

1 dvy 1 doy 1 d“n.—g

- 2=, = =2,
ay du s du Apn—e U

1 ddl 1 dag 1 (’Gn.—g

ay doy as dv Ap—y O9
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Le rapport de deux quantités « est donc indépendant de u et de ¢
et comme les quantités y peuvent étre définies a un facteur constant
prés il est possible de réduire toutes les quantités « a des constantes.

La réciproque est évidente. On peutl donc définir a Paide de n — 3
constantes arbitraires les congruences normales a un réseau O donné.

La normale est ordinaire si I'on a 20(2# 0. On pourra toujours

supposer 20(2: 1. Elle est isotrope si l'on a Za’: o.

Remarque. — D’aprés ce qui précéde, la condition nécessaire et
suffisante pour qu'une droite D, normale 4 un réseau O, décrive une
congruence conjuguée i ce réseau, est que ses cosinus directeurs
Z\, Zay ..., xn liés par la relation

' Ll 234+ A Th=1
satisfassent 4 une méme équation de Laplace :
N oz oz
ZZ _p%® .
dudo ou +Q av
Cette condition est équivalente & la suivante.
Il faut et il suffit que I’équation de Laplace & laquelle satisfont ses

paramétres directeurs z,, ..., z, admette la solution Vai+.. .+ xz;.

19. Réseaux et congruences se rattachant aux réseaux et con-
gruences O. — Nous dirons qu’une figure (congruence ou réseau)
d’un espace d’ordre n posséde la propriété geométrique pH si elle
peut étre considérée comme la projection sur cet espace d’une figure
de méme nature située dans un espace d’ordre n - p — 1 possédant
la propriété géométrique H.

Un réseau M décrit par le point de coordonnées z,, x,, ..., z,
sera un réseau pO s'il existe p—1 solutions z,.4, ..., Zy p_y de
son équation de Laplace telles que le point de coordonnées
Z4y Zay« oy Znypy décrive dans Pespace d’ordre n + p —1 corres-
pondantunréseau O. Les £, 1, Znya, . - .y Znyp_s sontles coordonnées
complémentaires du réseau.

L’équation de Laplace admet la solution

t=n+p—1

6 = 2 (z:)2.

=1
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()
Z(dﬁ) #©

ou en faisant intervenir les paramétres directeurs des tangentes

1=n+p—1
E(Enw ¥ (o,
=1 i=n—+1

1=n+p—1
lzl("h) -+ l__%l (n)?2= o,
- t=n+p—1
Z Ein+ E g =o.
=1 i=n—+1

Ces derniéres relations font intervenir seulement les éléments de
direction du réseau. Les quantlités Zny iy -+« y Gngpt Ningas «  « Nugpt
sont les paramétres complémentaires du réseau point pO.

20. Congruences I, pI. — Une congruence est I lorsque les para-
métres directeurs Xy, X,, ..., X, de la droite qui la décrit satisfont

aux conditions
XX:=o,

S(G) 2o Z(E) e

En tenant compte de I'équation de Laplace a laquelle satisfont les
quantités X on montre que l'on a aussi .
oX X _
du dv
Les conditions indiquées subsistent lorsque I'on multiplie les quan-
tités X par un méme facteur.
Lorsque I'on peut déterminer p —1 fonctions X, ., X, ,,_, solu-
tions de I'équation de Laplace a laquelle satisfont les paramétres
Xy, ..., X, d’une congruence telles que

1=n+p—1
S ¥ rmo
=1 l=n+1

t=n+p—1 t=n+p —1

3 (F)#e Z (F)e

=1 =1
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on dit que la congruence définie par les n quantités X, X, ..., X,
est une congruence pI.

Les quantités X, ,, ..., X4 p—1 sont les paramétres complémen-
taires de la congruence pl.

Une normale isotrope & un réseau O décrit une congruence I.

Une normale ordinaire décrit une congruence 21. Nous avons vu
que ’équation de Laplace a laquelle satisfont les n paramétres direc-
teurs X, X,, ..., X, admet la solution

Yo = VX234, ..+ X2,

On peut donc dire qu’une normale ordinaire décrit une congruence
21. 11 suffit de prendre pour paramétre complémentaire

Xnm =iYp.

CHAPITRE 1V.

CLASSIFICATION DES CONGRUENCES ET DES RESEAUX.

24. L’objet de cette étude est d’indiquer les caractéres des
congruences et des réseaux qui se déduisent des réseaux orthogonaux
par les opérations géométriques indiquées au premier chapitre.

22. Congruences conjuguées 2 un réseau O. — Nous avons déja
déterminé toutes les congruences engendrées par les normales & un
réseau O et montré qu’il existait parmi les congruences conjuguées
des congruences I et 21.

Considérons maintenant une congruence conjuguée quelconque et
la congruence point qui lui est paralléle. Un point convenablement
choisi sur les droites de cetle congruence décrit un réseau O paralléle
au réseau donné. Nous prendrons comme parameétres directeurs les
coordonnées z,, Za, ..., z, de ce nouveau réseau.

L’équation de Laplace a laquelle satisfont les quantités 2 admet
les n 4+ 2 solutions

Ty, Xy, ..., Zn 0=z} +2d+...+ 22, 1.

Posons
Zny)+ LTnpp =19,

.
Znyy— 1Znye = 1.
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On a immédiatement
l.:'l+2

2 (z)2=o,

=1
S(G) = 2(E) e

qui montrent que la congruence définie par les » quantités = est une
congruence 31 lorsque 6 n’est pas constant.

Les congruences conjuguées a un réseau O sont des congruences 1,
21, 31.

23. Congruences conjuguées & un réseau pO. — Un réseau pO
étant défini comme la projection d’un réseau O d’un espace d’ordre
n—+p—1 sur un espace d’ordre n, il résulte immédiatement des résul-
tats précédents que les congruences qui lui sont conjuguées sont pl,
(p+1)l, (p+2)L

34. Réseaux conjugues aux congruences . — Soient X, X, ..., X,
les parametres directeurs d’une congruence I, 6 une solution de

I'équation de Laplace a laquelle satisfont les quantités X. Le point M
dont les coordonnées sonl

X,

=g (i=1,2,..., n)

décrit un réseau conjugué a la congruence point parallele a la
congruence donnée. On a
Izr2=o,

dxr\2 A dx dx
2(97)¢°’ 2(@)?“’ dwaw =

A tout réseau conjugué a la congruence I donnée correspond un
réseau paralléle conjugué a la congruence point.
Il en résulte que :

Tout réseau conjugué a une congruence I est un réseau O.

25. Réseaux conjugués aux congruences 21, ..., pI. — Les réseaux
conjugués a ces congruences peuvent étre déterminés par la méthode
précédente.

Considérons d’abord une congruence 21 et soit X, la coordonnée
complémentaire de cette congruence. On pourra prendre pour solution
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particuliére
. 0 = Xn+1. -
ILe point de coordonnées
X ,
x,:—e-l (t=1,2,..., n)
décrit un réseau O.
Une congruence 21 admet donc une infinité de réseaux conjugués
paralléles qui sont O.
Lorsque 0 est quelconque les réseaux conjugués correspondants

sont 20. La quantité
Xn+1

a1 = )

est la coordonnée complémentaire du réseau.

Considérons maintenant une congruence ﬁI. Soient X,, ..., X, ses
paramétres directeurs et Xn,4, ..., Xpyp 4 les paramétres complé-
mentaires.

Posons

L, =

X ,
(Tl (i=1,2,..., n+p—1).

Lorsque 6 est quelconque le point de toordonnées w.:%—‘

(i=r1, 2, ..., n) décrit un réseau pO, les coordonnées complémen-
taires étant les quantités zn,, ..., Zy p .

Supposons que I'on prenne § = «,,,,_,, le raisonnement précédent
montre que le point de coordonnées z, (i =1, 2, ..., n) décrit un
réseau (p — 1) O. Les coordonnées complémentaires étant x4, ...,
Znyp—2-

De méme si 'on choisit 6 =z, 2+ izp,p_, le point de coor-
données z, (i=1, 2, ..., n) décrit un réseau (p — 2)0. Les coor-
données complémentaires étant Z, 1, ...y Ln p_3-

On voit d’ailleurs d’une fagon plus générale que si I'on prend

0 =a rnp+...+ Apy Tnip—1

les quantités a étant constantes, on peut réduire les coordonnées
complémentaires & p — 2 ou & p — 3 suivant que l'on a
Iat#o

ou
Ta’=o.

Les réseaux correspondants sont (p — 1) O ou (p — 2) O.
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Les réseaux conjugués a une congruence pl sont donc des

réseaux (p —2) 0, (p —1) O ou pO.

26. Congruences C (harmoniques aux réseaux O)et pC. — On
dit qu’une congruence est G lorsque ses n paramétres directeurs X,
Xs, .y X, qui satisfont a Péquation de Laplace

0-X 1 dh 0X 1 dl dX

Juds —hovou Tlowae TRX

vérifient la relation
X3+ X3+...+ X2=A2U + 2V,

U et V étant des fonctions de u et de ¢ seuls, différentes de zéro.
Cette propriété subsiste lorsque I'on multiplie les quantités X par
un méme facteur ) et ne fait intervenir que les ¢lements de direction
des droites de la congruence.
La projection d'une congruence C d’un espace d’ordre n + p — 1
sur un espace d’ordre n définit une congruence pC.

27. Congruences harmoniques aux réseaux O, pO. — Les
congrucences C peuvent étre rattachées géométriquement aux réseaux O
de la fagon suivante.

Désignons par £y, £y ..., Enj M4y N2y +..y N, les paramétres normaux
des tangentes a un réseau O. Toute congrucnce harmonique a ce
réseau a des paramétres directeurs X, X,, ..., X, donnés par les

formules
X, =¢q%5— rn,

et les quantités X satisfont a I'équation de Laplace

2X _1dgoX  xoroX (L I izidr)x
dudv q dv du  r du dv q dv r du
Ona
. 2(X,)2=qr+ra
Par suite :

Toute congruence harmonique a un réseau O est une congruence C.
Etudions de méme les congruences harmoniques aux réseaux pO.
Si z,, 1, ..., Zn sont les coordonnées d’un point M qui décrit un
réseau, § une solution de I'équation du réseau, les paramétres direc-
teurs Z,, Z,, ..., Z, de toute congruence harmonique sont donnés par
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la formule

go— % 9T, 0 d,

Lorsque le réseau M est 20 on a une coordonnée complémen-
taire z, . Les congruences harmoniques correspondant a une solution
quelconque 6 de I’équation sont des congruences 2C. Le paramétre
complémentaire Z,,, est donné par

gg d.z‘n...l _ 20 d~2n+l
dv  Jdu du " dv

Zn+l =

On peut prendre § = z,,, + k. La quantité z,,, étant nulle, les
congruences harmoniques correspondantes sont des congruences C.
Les congruences harmoniques a unréseau 2 O sont des congruences 2C
ou des congruences C.

Dans le cas des réseaux pO, on a p —1 coordonnées complémen-
taires Ln 1y ««., Znyp—1- Lorsque 'on prend une solution quelconque 6
de 'équation du réseau, la congruence harmonique correspondante
est pC.

Silon choisit § = z,,, ou plus généralement

0=a1zppi+...+ Qp 1 Lnip—,

les quantités a étant des constantes telles que Za? £ o, 'une des coor-
données complémentaires de la congruence peut étre supprimée et la
congruence est (p — 1) C.

D’une facon plus particuliére encore, on peut prendre

0 =ornipa+ ixn+p—1

ou encore, en conservant les notations précédentes, une fonction
lindaire a coefficients constants des p — 1 coordonnées complémen-
taires telle que 2a?= o. On voit alors que deux coordonnées complé-
mentaires de la congruence peuvent étre supprimées et que la
congruence est (p — 2) G.

Les congruences harmoniques aux réseaux pO sont des con-

gruences (p — 2)C, (p —1) G ou pC.

28. Réseaux harmoniques aux congruences G, pC. — Les pro-
priétés étudiées ne faisant intervenir que la direction des éléments,
nous raisonnerons sur le réseau point paralléle au réseau M harmo-
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nique a une congruence C. Soient¥,. ...,E,;m, ..., 1, les paramétres
des tangentes a ce réseau. On a

9%,

= = n

99 M )

le=1, 2, )y )
on _ mE
du ~

Les paramétres directeurs X, ..., X,, de la congruence peuvent éire
pris égaux a
X,=qt—rq,  (1=1, ..., n)

tandis que les coordonnées des foyers A et B sont données par

&

A z== B, x,:% (=1, 2, ..., n).
On doit avoir
I’ en
o -
9dq _
(E—mr.

L’équation de Laplace a laquelle satisfont les quantités X est

#2X _1dg0dX  10r dX

Juds ~ g dv du T rouow T RX

La congruence donnée étant une congruence C, on a
2X2=q2U + r2V.
Si on remplace les quantités X par leur valeur, on obtient
*(22—U)—2qritn+r2(En*—V)=o.

II est toujours possible de définir deux quantités g,, ry par les
relations
p—U=rr,
Zn2—V =gqgq,.
On a alors
230 = qri+rq..

Par différentiation on déduit des égalités précédentes :

Jar
anitn= nqr,+ rW'-,

2nXEn = mrq,+ q%qu—'-
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On a donc

ory
Fre ngi,

94,

= mnr;.
du t

Les fonctions g,, r; qui ont été définies satisfont aux mémes relations
que les fonctions ¢, r.

Nous distinguerons les différents cas suivants :

1° On a
=0,
Int=V.
Le réseau harmonique a la congruence considérée est un réseau O.
2° ¢, =— wq et, par suite, r,=— w?r (o étant une constante).
On peut écrire :

SR+ wirt=U,
T+ w2gr=V,

Le réseau harmonique correspondant est un réseau 2 O, les parametres
complémentaires des tangentes étant

Enri=or,
Nn+1 = W(G.

3° qu, ry sont quelconques. On peut définir les quantités £n, 4, Enias
Nnity Nnya par les relations

Enri+ thnye= 1, N1+ LNnpe =

9,
N1 — LMNnts =— G1.

Ces quantités nouvelles vérifient les relations

Ent1— iEn+2=— Ty

3
o =
o
du=m6

et les égalités indiquées plus haut peuvent s’écrire

1=n+2
S =,
iI=1

=n—+2

2 (n)2=V.

=1
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On voit que le réseau harmonique est un réseau 30. Les paramétres
complémentaires des tangentes & ce réseau étant les quantités En 4,
En +23 Nngry Npso.

En résumsé :

Les réseaux harmoniques 4 une congruence C sont des réseaux O,
20 ou 30.

En remarquantqu'une congruence pC est la projection sur un espace
a ndimensions d’une congruence C située d’un espacea n+ p — 1 di-
mensions, on conclut immédiatement :

Les réseaux harmoniques a une congruence pC sont des réseaux pO,

(p+1)Oou(p+2)0.

29. Relations entre les congruences C et les déterminants ortho-
gonaux. — Considérons un déterminant orthogonal A d’ordre n -2 :

I N
2y o3 2§ g

A= 1 a n+1 n+a
xh 3 ... xR xh
Bt B ... Brne1 Ente
M M2 ..+ Mr+t Mnt2

et les points S ¢t R d’un espace d’ordre n dont les coordonnées sont :
3 £ En
s : ey o Em
%) Enti+ 52n+2’ Ensi+ thnge R T ’

Lt Ta Nn
(R) _ , _ y eeey ——2n_
Nn4+1+ 1 Mny2 Nn41 =+ MNng Tint+1 =+ INnge

Ces points décrivent les réseaux focaux d’une congruence C obtenue
en prenant la trace du réseau O point déduit du déterminant A sur
Ihyperplan d’équation

X+ i Xpia =0,
puis en projetant la droite obtenue dans un espace d’ordre n.
Les calculs qui ont été faits au paragraphe précédent montrent que

toute congruence C d’un espace d’ordre n peut étre obtenue par cette
méthode.

On voit que les paramétres directeurs de cetle congruence sont les
quantités X, X, ..., X, définies par les égalités

X, = (Mns1+ IMns2) 5o — (Ent 4 tEnpe) e
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Remarquons en outre que 'équation de Laplace a laquelle satisfont
ces n quantités s’écrit
92X 1dg dX 190r dX 1dg 1 0r
Gt g  (mr— 2 LI,
en posant
g = Nn+1~+ EMnta,

)
r=Epn+1Enra.

Considérons d’autre part la congruence G, décrite par une droite
dont les paramétres directeurs Y,, Y, ..., Y, sont obtenus en prenant
une combinaison isotrope des deux derniéres colonnes de A et définis
par les égalités

Y, = 2+ 4 fept? (F=1,2,..., 1)

Nous avons vu que ces quantités Y sont solution de I'équation

OX Lok dY 5 ol oY
dude  hdvodu I du
ou l'on a
h = Enp1~+ 7 Ensa,

. ! =Nn1+ iMpya.
La relation

i=n

DX+ hrsli=o

=1

montre que la congruence G, est une congruence C.

I1 est donc possible, par deux méthodes différentes, de déduire d’un
déterminant orthogonal des congruences C. Les congruences C ainsi
obtenues sont dites associées. Sil’on étudie les invariants des équations
de Laplace correspondantes, on voit que le premier invariant de I'une
des équations est égal au deuxiéme invariant de l'autre. On a, par
exemple,

2(L08)_1ogior _(,, Ligroy_o(1d)_ Lok
Ju\gq dv qgdv rou g dv r du oo\l du/ ™ h dv
Nous dirons que les équations de Laplace sont a invariants opposés.

Il résulte de 1a que si 'on a deux équations de Laplace & invariants

opposés, I'une d’elles étant1’équation d’une congruence C d'un espace’
d’ordre n, il en est de méme de P'autre.

dl
Ju

~] -


file:///_dj_dX
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La détermination des paramétres de la deuxiéme congruence,

connaissant ceux de la premiére, sera faite par l'intermédiaire du
déterminant orthogonal A.

30. Réseaux O harmoniques aux congruences C. — Considérons
une congruence G de foyers A et B située dans un espace d’ordre n.
Un réseau point harmonique a C est, en général un réseau 30 et
peut étre considéré comme la projection sur I'espace d’ordre n d’un
réseau O situé dans un espace d’ordre n + 2.

Soient £y, £ay -« «yEnvai M Nas -« «y Naye les parametres directeurs

des tangentes au réseau O. Les coordonnées des points A et B peuvent
étre représentées par

z
A V= [ L —
) T Enpr+ tEnas ,
(i=1,2,..., 1)
(B) 5= N

fin41-+ i"ln-o—l
On peut dire que les points A et B sont obtenus en prenant les
traces A, B, des tangentes au réseau point O sur I’hyperplan

Ty + ILpg2 =1

et en projetant ces points sur 'espace d’ordre n.
Considérons le déterminant orthogonal correspondant au réseau O

rior? i+t ph2
zy xf ... xF i

A= P N A
TR 2 P ER R T

M N2+« Nn+r N2

Les congruences ¢, conjuguées au réseau point O peuvent étre
définies a l'aide du déterminant A. Désignons par X,, Xy, ..., Xn,0
les paramétres de I'une d’elles, par M, sa trace sur I'hyperplan

Tngg+ L& =1
dont les coordonnées sont
Xy

X, Xn
TS
X1+ tAnie

—_—y ey Lp= ———<—)

Xnt1+ 0 Xnp0 Xnt1+ 1 Xnye
Xn+1

xn-o—l -+ i‘{n+2

Z,: Z2=

Xn +2

2pyy = v *
nt1 Xn1+ 1 Xnse

] Zn+z =

MEVORIAL DES 8C. MATH, — N° T&. &
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Le point M, décrit un réseau harmnonique a la congruence A,B,,
les n quantités Z,, Z,, ..., Z, définissent les coordonnées d’un point M
qui décrit un réseau harmonique a AB.

Nous pouvons remarquer qu’inversement il est possible de déduire
d’un réseau M harmonique a2 AB un réseau M, harmonique a A, B,
obtenu en prenant la trace sur I’hyperplan

Zpr+Zpp2=1

d’unc congruence conjuguée au réseau O.

Les relations géométriques entre les réseaux M _et M, sont des
conséquences de la remarque suivante :
On a
Znpy+ilpig=1
et, par suite,
(dZ"+| )“'+ (dzn_'_g)“' =0,
i=n 1=n—+2

Z(dz,)z = 2 (dZ,):.

=1 =1
Trois cas peuvent étre envisagés :

1° La congruence G, est une congruence 31. Le réseau M, est 30
ainsi que le réseau M.

3° La congruence G, est 21. Les réseaux M et M, sont 2 0.

3° La congruence G, est L. Les réseaux M et M, sont O.

Transformation de Ribaucour. — Cette transformation résulte des
propriétés des réseaux O harmoniques a une méme congruence C.
Tous ces réseaux peuvent étre oblenus par la construction précédente
et se déduisent des normales isotropes au réseau point O.

Les distances M;A,, M;B, du point M, aux foyers A,, B, dela

congruence harmonique A, B, sont constantes. On vérifie immédiate-
ment que
MA?= 0A?,  MBj= OBj.

Calculons maintenant les distances de M aux foyers A et B de la
congruence harmonique AB.
On a
i=n
MA® =2 (Zo— 3.

=1
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Désignons par y,.4, yu.s les deux derniéres coordonnées de A,
qui sont

Ene Ente

Y = g Ynye =
Ena+ tEnia Ent1+ tEnis

et vérifient la relation
Y41+ i_}’n+2= I.
On voit que I'on a

Zn+1‘—‘)/n+1 -+ i(Z71+2—}’n+‘.') =0
et, par suite,
(Znt—Yn1 2+ (Lnypa— Yo 2= o0.

On peut donc écrire

l=n-+2

MA2 = 2 (Z,— y,)* = MA? = OA? = const.

=1

Un calcul analogue montre que MB? est aussi constant.

Donc :

Tous les points M ui décrivent des réseaux O harmoniques a une
congruence G de foyers A et B sont tels que les longueurs MA, MB
soient constantes.

Remargue. — Dans un espace d’ordre 2, il existe deux réseaux O
harmoniques a une congruence C. Les points M,, M, qui décrivent
ces reseaux sont symétriques par rapport a la droite qui décrit la
congruence.

Dans un espace d’ordre 3 (espace ordinaire), les points qui décrivent
des réseaux O harmoniques a une congruence G se trouvent pour des
valeurs données des paramétres u et ¢ sur un cercle ayant pour axe
la droite qui décrit la congruence. La tangente au cercle est la nor-
male au réseau. On a ainsi la propriété classique due a Ribaucour.

31. Réseaux K (conjugués aux congruences C) et pK. — On
appelle réseau K tout réseau conjugue a une congruence G. Pour
établir la relation entre les éléments de direction de tels réseaux il
suffit de raisonner sur une congruence point.

Soient ;, Za, ..., &p les parameétres d’une telle congruence choisis
de telle maniére que le point de coordonnées z,, z,, ..., x, décrive



52 CL. GUICHARD.

un réseau dont I’équation de Laplace s’écrit :

ir Idhd.z‘_'_lg_l_
dudv — h do du ! du

Q’l&

Il est toujours possible de choisir les quantités 4 et ! de maniére que
lon ait
20 =2+ b2+ l-=o.

L’équation de Laplace admet la solution 6.

Inversement, cherchons a quelles conditions doivent satisfaire les
quantités z, h, ! pour que I'équation de Laplace admette cette
solution.

Un calcul facile donne :

J20 1 dh 00 1 dl df

Jdu dv h dv du { du dv

dxdt d’h - 01 _l% il_ lg.l_hél"
Ju dv ()u dv dudv kv du 1du ' dv’
On a, d’autre part,
ox oh

E:hs, 50 =lm,
dx al
a—;):l’ﬂ, m:hn.

En tenant compte de ces relations, la condition précédente aprés sup~
pression du facteur Al s’écrit

EE +d_1"+d_n—-0
"o T =

Montrons maintenant que cette relation caractérise les réseaux K.
Il suffit d’établir que si les parametres des tangentes d’un réseau M
et les rotations satisfont a la relation précédente, il existe une con-
gruence G conjuguée au réseau.

Nous remarquons que les quantités

A =g, A= E, ceey Apn= En, M = n,
Bi=m, By =1, teey Bn=nn, ' N=m,

peuvent étre considérées comme les rotations d’'un déterminant ortho-
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gonal A d’ordre n + 2,

A=) X! X2 ... X» & 71

et nous pouvons former une combinaison isotrope des r premiers
éléments de deux colonnes telle que

Y, = XpHl 4 Xp+2 (E=1,2,..., n).
Ona:
Y , -
W: = Ay(Epnrr + L Ensa)

oY, , S (i=1,2,...,n)
o B,(nner = EMea)

On voit ainsi que le point de coordonnées Y décrit un réseau dont
les tangentes ont pour paramétres les quantités A, B. Ce réseau est
paralléle au réseau M donné. Ces quantités définissent les paramétres
d’une congruence conjuguée au réseau M. On sail que cette con-
gruence est C. La propriété est donc établie.

On voit de plus que toute combinaison isotrope des colonnes de A
fournit une congruence C conjuguée au réseau M. Il existe donc une
infinité de congruences C conjuguées a un réseau K.

Les n premiers éléments d’une colonne de A donnent aussi les
paramétres d’une congruence conjugnée au réseau M. On a en effet
les relations

X, ,
Tu =M
dX;_B ’ (t=1,2,..., n).
T Ny

La relation

i=n

N X2 (F)R+ (=1

=1
montre que la congruence ainsi définie est une congruence 2C. La
coordonnée complémentaire étant Z, les quantités A et correspon-~
dantes sont £, 0.

Toute combinaison linéaire a coefficients constants des n premiers

éléments des différentes colonnes

Y, =a, X! + a; X2+. ..+ ani X2 (t=1,2,...,n)
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donnerait en supposant
Zat#o

les paramétres d’une congruence 2 C conjuguée au réseau.

Dans le cas général les paramétres d’'une congruence conjuguée au
réseau M peuvent étre definis comme les coordonnées 5y, 32y .. .y ¥n
d’un point P qui décrit un réseau parallele.

Soit

Sy _1ohdy 1oloy
dudv — hdv dus+ I du dv
I'équation de Laplace correspondante.
Cette équation admet la solution

20 =Sy + W2y [-.

Les cas ou l'on a § =0 ou 6 = const. ont eté envisages et corres-
pondent aux congruences G, 2C.
Si 6 est quelconque on posera

Y41+ i}’n+! = 20’
Yrrt— 1Y npe=—1.g

On définit ainsi deux nouvelles solutions 3.1, ¥, de 'équation
de Laplace et 'on a

=n+2
Z (V)2 + h2+02=o0.
=1
La congruence conjuguée est une congruence 3 C. les coordonnées
complémentaires étant iy, 4, LYnya-

Les congruences conjuguées aux réseaux K sont des congruences C,
2C ou 3C.

La théorie générale permet de définir un réseau pK comme la pro-
jection d’un réseau K d’un espace d’ordre » + p —1 sur un espace
d’ordre n.

Les résultats précédents montrent que les congruences conjuguées
aux réseaux pK sont des congruences pG, (p + 1)C ou (p + 2)C.

32. Réseaux N (nuls) et pN. — Un réseau nul ou réseau N est
un réseau dont les courbes sont des lignes de longueur nulle, mais qui
ne présente aucune singularité d’ordre plus élevé.

Sizy, #a, ... 2, dontles coordonnées d’un point M qui décrit un
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réseau nul, on ayra :

3 (%) o () -
S () e S5

Si I'on introduil les paramétres normaux %, n des tangentes au
réseau, les égalités précédentes sont équivalentes aux égalités

Sg=o, Sii=o,
JE \ 2 on\2
S(%) e 2(5)=e
Par différentiation, on en déduit
nitn =o, mZXgn =o.
SiPon n’a pas n = m = o, la relation
=0 (Y
est vérifiée.
Un réseau N est en général un réseau rectangulaire singulier.

A la théorie des réseaux nuls se rattache immédiatement la théorie
des réseaux applicables.

Un  réseau M("‘vh Zay + v —Z'n) est applicable sur un réseau
P(yi, 52 -+, yp)sil’ona

Ed.L‘Z=Ed~V'3.
02x\2 92y \2 02xr\2 92y \?2
2(;) 7‘52(;,7:) ’ E(T) ¢2<97~=') .

On sait que, dans ces conditions, les équations de Laplace des deux
réseaux sont les mémes. .

Il en résulte que le point de coordonnées xy, Za, . .., Zn, L1y ...y Lyp
décrit un réseau N.

On définit également un réseau pN comine la projection sur un

espace d’ordre n d’un réseau Nsitué dans un espace d’ordre n + p —1.

33. Relations entre les réseaux N et les réseaux O. — Soient (z,,
Za, ..., Z,) les coordonnées d’un point M qui décrit un réseau O

(1) Le cas particulier se présente pour les surfaces minima de I'espace ordinaire.
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dont les paramétres des langentes sontles 27 quantités £, £, .« «,&n;
Nyy Nae -+ 0y Np- O 2

d_xl‘zhsz
Ju
(i=1, 2, y )
‘E L Iy
dv .

Considérons maintenant deux normales rectangulaires MA, MB au
réseau M et supposons les paramétres X, X, ..., X,;; Y,,Y,,..., Y,
de ces droites choisis de telle maniére que I'on ait

X, a2Y,

-t 4 ! [
du ACZ: e =E Sl
X, o . 9Y,

o =B G =Fne

La condition d’orthogonalité donnant la relation supplémentaire

XY =o.

Un point P du 1-plan MAB a des coordonnées y, ¥a. ..., ¥n
‘données par les formules

vi=z,+rX,+oY, (i=1,2,...,n).

Proposons-nous de déterminer les fonctions r et p de telle maniére
que le point P décrive un réseau dérivant du réseau M. Un calcul
montre que 1'on doit avoir

h+Ar+Ep=o,
{+Br+Fo=o.

oy Iy, 9
ou’ 9v’ Judv

Les expressions sont données par les égalités,

Vi_x, T 4y,%

Ju Ju ‘ou
J 7] /] .
9%5= . d—: +de—s (i=1,2,...,n)k

2y, o-r J2p
ouds - guae Y. du dv

Les n+ 2 fonctions y4, 2, ..., ¥a, I, p satisfaisant a la méme
équation de Laplace qui est celle a laquelle satisfont les quantités r
et p.
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On obtient aisément

S(dy)2= Z(X,)* dri+ S(Y,) do®.

On voit donc que :

Sil’ona choisi deux normales ordinaires on peut prendre 2(X,)?=1,
2(Y,)*=1, le réseau P obtenu est un réseau 3N. Les coordonnées
complémentaires sont ir, ip.

Si lanormale MA est ordinaire, la normale MB isotrope, 2(X,)? =1,
2(Y,)*=o0, le réseau P est 2N, la coordonnée complémentaire ir.

Si les deux normales sont isotropes, le réseau P est un réseau N.

34. Congruences harmoniques aux réseaux N, pN. — Les pro-
priétés ne faisant intervenir que les directions des éléments nous
raisonnerons sur des réseaux points.

Considérons un réseau point N et désignons par £, n. les paramétres
normaux des tangentes, par X ceux d’une congruence harmonique au
réseau. On a

X=gi—rq
et par suite
IX2= ¢q2E2R2—2q1 ZEq+rEZnt=o0.

On vérifie facilement que

S oD@ re BRI (@) e

Donc :
Toute congruence harmonique a un réseau N est 1.

Remarque. — Considérons deux congruences harmoniques a un
réseau N. Leurs paramétres sont les quantités X, X, définies par les
formules

X=9qt —rm,
X, = g5 —rim.
On voit que I'on a
XX, =o.

Tout réseau nul est donc un réseau dérivant un réseau O obtenu
par l'intermédiaire de deux normales isotropes rectangulaires.

On voit aussi que 'on ne peut former de réseaux nuls qu’a partir
d’un espace d’ordre 6.
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Un raisonnement analogue & celui qui a été fait pour les réseaux p O
montre que :

Iy

Les congruences harmoniques & un réseau 2N sont des con-
gruences I ou 2I.

Les congruences harmoniques a un réseau pN sont des con-
gruences (p —2)I, (p — 1)l ou pl.

35. Réseaux harmoniques aux congruences I, pI. — Nous raison-
nerons encore sur un réseau point dont les paramétres des tangentes
seront les quantités &, n. Les parametres d’'une congruence harmo-
niques définis par les égalités

X=gt—rm.

Considérons d’abord une congruence I. On a

IX2=g2Igt—2grifn+riIni=o.

On peut poser

On obtienl alors
23N = qri+ rq,.
Raisonnant comme pour les réseaux harmoniques aux congruences C,
on voit que les fonctions ¢,, r, ainsi définies satisfont aux mémes
relations que les fonctions ¢. r.
Nous envisageons alors différents cas :

1° Supposons ¢;=1,=0.0Ona

2

=

iy

==X

oy

f=0.

Le réseau harmonique obtenu est un réseau N.

2° Supposons ¢, = w?q, ry= w?r. On peut prendre
Enpi =10, N1 = L0 G.

Le réseau harmonique est un réseau 2N, les paramétres complé-
mentaires des tangentes £, 1, Nnyi-

3° ¢4, ry sont quelconques. On posera alors
r=Enp1+ 5nys, q = Nn+1+ inn+2y
—ri=ftn—1Enpe; —q1= N1 — Lfnpae

Le réseau harmonique est un réseau 3N. Les paramétres complé-
mentaires des tangentes sont £n, 1, Euya} NMnrty Nnga.
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On verrait ¢galement en raisonnant comme on l'a fait pour les
congruences pC que :

Les réseaux harmoniques aux congruences pI sont des réseaux pN,

(p+1)N, (p+2)N.

36. Congruences J et pJ. — Lorsque les parametres directeurs X,
X, ..., X, d’une congruence satisfont aux conditions

2X2= o,

JX\2 AN
2 (ﬁ) =0 X (a‘) =%
O /9-X 2 92X \2
zl<()u2)?é0’ 2(()02)7£0’
on dit que la congruence correspondante est une congruence J.
On vérifie aisément que ces conditions restent satisfaites si I'on
multiplie tous les parametres X par un méme facteur.
On voit aussi que la condition
O X oX
du dv
est vérifiée en faisant intervenir 1’équation de Laplace a laquelle
satisfont les parametres de la congruence.

On appelle congruence pJ la projection d’une congruence J d'un
espace d’ordre n + p — 1 sur un espace d’ordre n.

37. Réseaux conjugués aux congruences J et pJ. — Considérons
une congruence poinl parallele a une congruence J donnée. On peut
choisir les quantités X de telle maniere que le point dont ces quantités
sont les coordonnées décrive un réseau conjugué a la congruence.

Les relations précédenles montrent que tout réseau conjugué a une
congruence J est un réseau N.

En raisonnant comme pour les réseaux conjugues aux congruences],
on montre que :

Les réseaux conjugues a une congruence 2J sont des reseaux N
ou 2N.

Les réseaux conjugués a une congruence pJ sont des réseaux

(p—2)N, (p—1)N ou pN.

38. Congruences conjuguées aux réseaux N, pN. — Il suffit d’étu-
dier les congruences points conjuguées a ces réseaux.
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Soient , Za, ..., & les coordonnées d’un point M qui décrit un
réseau N et soit

I'équation de Laplace correspondante.
Les relations

dx\? dr\? dx dx
2(0_u)=0’ 2(2)7)_°’ ouadw ~°

montrent que l’expression
0 = Z 2

est solution de I'équation.

Si I'on a 2z?=o0, la congruence correspondante est une con-
gruence J.

Si 6 = Zx?= consl. = w?, on obtient une congruence 2J; le para-
métre complémentaire est égal a Jw.

Enfin si 6 est quelconque, on pose

Zpg+ iZnre= 10,

Zny1— 1 Zpye=—1;

on obtient une congruence 3J dont les paramétres complémentaires
sont &, 4y Lnya.

On démontre aussi, que les congruences conjuguées aux réseaux pN
sont des congruences pJ, (p +1)J, ou (p + 2)J.

39. Congruences applicables. — On dit qu’une congruence d’un
espace d’ordre n de paramétres directeurs X,, X,, ..., X, est appli-
cable sur une congruence d’un espace d’ordre p de paramétres direc-
teurs Y, Yo, ..., Ypsilona

=X:=ZY?,
YEV=2G) ZE)=2(E)"
3(5)2(5) 2(wm)=2(=)"

Il en résulte que dans un espace d'ordre n + p la congruence qui

admet pour paramétres directeurs X, X,, ..., X,, ¢Y,, (Y,, ..
iY, est une congruence J.
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On vérifie facilement que si deux congruences sont applicables
deux réseaux conjugués correspondants sont également applicables.

40. Relations entre les congruences J et les réseaux Q. — Comme
les réseaux N les congruences J peuvent se déduire des réseaux O.

Soient &, s, ..., x, les coordonnées d’un point M qui décrit un
réseau O, &y, &, ..., £, N1y Nay « .., Ny les paramétres normaux des
tangentes a ce réseau.

Considérons trois normales MA, MB, MC deux a deux rectangu-
laires au réseau M dont les paramétres directeurs X,, Xa. ..., X,;
Y, Yi oo, Y, Z,, Za, ..., Z,, vérifient les relations

2XY=0, 2YZ=O, XZX =o.

Aux deux normales MA. MB correspond un réseau dérivant M
décrit par un point a; aux deux normales MB, MC correspond un
réseau dérivant decrit par un point B. La droite «f décrit une
congruence conjuguée a ces deux réseaux. Nous avons établi que les
réseaux considérés étaient du type N. La congruence que I'on en
déduit est par suile du type J.

Supposons que les quantités , X, Y, Z satisfassent aux relations

Jdr X Y JZ
e Ox _A: ‘1 _ o % _g:
du g, Ju Ad Ju ¢s Ju ES
dxr 17).4 Y N JZ
or =M G =Bm =D =T,

et désignons par .
Yi=x+ AN+ Y, +vZ,

les coordonnées d’un point P du 2-plan MA, MB, MC.
Choisissons }, p, v de telle maniére que I'on ait

h+ A+ Cp+ Ev=o,
{+Bl+Dp+Fv=o.

Si l'on suppose u et ¢ fixe le point P considéré décrit une droite D
et Pon voil qu’on a

I o

du = XegurYgu tlg,
(i=1,2,...,n).

Wi_x Pyl >

g0 T ge Ty ' do
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Des premiéres égalités on déduil par dérivation,

228 . av
B;l_t —+ D()—Lt -+ FE = 0,
dp. du. av
A% + C()—v +E =
et par suite
a2y, . J2A J? v

dude X Jdudv +"du,()v Bl v P

On a aussi
il=n

2 (dy)? = S(X,)* dr2+ S(Y, ) du2+ Z(Z,)? dv2.

=1

Il résulte de I'étude quia éte faite pour les réseaux N que les traces
des droites D sur les 1-plans MA, MB; MB, MC décrivent des
réseaux a et 3. Lorsque u et ¢ varient, la droite D décrit une con-
gruence. Proposons-nous d’étudier les réseaux conjugués.

Lorsque le point P décrit un réseau conjugué a la congruence
décrite par la droite D les n coordonncées Y, satisfont a une équation
de Laplace. On voit immédiatement que Iés quantités &, p, v sont
solutions de celle équation. Inversement, si les quantités 2, p, v
satisfont & une equation

J28

J0 d0
dudv P(_)I—L +Qd_v’

le point P de coordonnées y, décrit un réseau.

On voit donc que les réseaux conjugués a la congruence D sont en
général des réseaux 4N, 3N, 2.\, ou N suivant que 'on considére o,
1, 2 ou 3 normales isotropes au réseau O initial.

Si 'on se borne au cas de trois normales isotropes et rectangulaires,
on voit que tout réseau conjugué a la congruence décrite par la
droite D est un réseau N. La congruence est nécessairement une
congruence J.

Il y a lieu de remarquer que toute congruence J peut étre obtenue
par la méthode indiquée, et qu’en raison de la détermination de ces
congruences a partir des réseaux O il n’est possible de les obtenir que
pour des espaces d’ordre n> 8.
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