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SOLUTIONS EXACTES DES EQUATIONS

bu

MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX.

Par M. A. ROSENBLATT.

PREFACE..

Jai pensé de faire ceuvre utile en exposant ici 1'état actuel de nos
connaissances sur l'intégration des équations exactes du mouvement
des liquides visqueux homogeénes et incompressibles. Nous connaissons

~aujourd’hui un certain nombre de solutions ezplicites, c’est-a-dire
satisfaisant & des é.quations différentielles ordinaires. Ces solutions
sonl, d’aprés les mots de M. Terradas de Rios, paraphrase des mots
célebres de Poincaré : « la seule bréche par ou nous puissions essayer
de pénétrer dans une place jusqu’ici réputée inabordable ». En effet,
leur importance surpasse bien celle des purs théorémes d’existence
dont il est presque impossible de constater Papplicabilité dans un cas
donné.

Aprés avoir rappelé, dans le premier Chapitre, les résultats clas-
siques des fondateurs de ’hydrodynamique des fluides visqueux, je
les compléte par quelques formules nécessaires dans la suite et qui
sont relatives aux tensions. J'expose ensuile les solutions connues du
mouvement plan et de celui dans trois dimensions. On sail que
Pon doit dans ce domaine des découvertes récentes importantes a
MM. Hamel, Oseen. Cisotti, Crudeli, Caldonazzo, elc. qui ont élargi
beaucoup le champ primitif des solutions exactes limilé aux mouve-
ments de Poiseuille, aux mouvements circulaires (de Couctte), et aux
mouvements laminaires. Je donne aussi des mouvements nouveaux
que j’ai d’ailleurs étudié dans des travaux récents.

Je considére ensuite au Chapitre [V les mouvements voisins des
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mouvemenls précédents el leur stabilité. A ce que je sache, exceplé
M. F. Neether nul essai n’a été fait jusqu’ici d’étudier celte question
exactement, c'est-a-dive sans négliger les membres d’ordre supé-
rieur. Les auteurs se bornent a Papproximation du premier ordre et
appliquent les théories des équations linéaires sans se demander quel
est le rapport de ces solutions aux solutions exactes. Bien que I'on
puisse parvenir ainsi a des résultats intéressants et méme étant dans
une certaine mesure en accord avec U'expérience, il est clair qu’ils ne
donnent aucun renseignement sur la nature des solutions exactes, ni
sur la question de P'origine de accord que I'on a trouvé ou que l'on
veut avoir trousé.

Jai oblenu moi-méme certains résultats exacts concernant les
mouvements voisins des mouvements radiaux, des mouvements de
Poiseuille et des mouvements voisins des mouvements laminaires
dont j’expose une partie.

Je n’ai pas exposé 'état actuel de la théorie générale de I'existence
des solutions remplissant des conditions génerales au contour. On
sail que ce sonl les géoméetres italiens d’une part, M. Oseen el son
¢cole brillante de I'autre part qui ont obtenu dans ce champ des
‘vésultats brillants au sujet desquels je ne puis que renvoyer aux deux
livres excellents de M. Oseen : Hydrodynamik, et de M. Villat :
Lecons sur §’hydrodynamique.

Je n’ai traité non plus la théorie exacte du mouvement des corps
dans un liquide visqueux qui a donné lieu a des nombreux travaux,
ce sujet formant 'objet d’un fascicule de M. Villat. Faute de place je
n'ai cité dans la bibliographie que les travaux se rapportant direcle-
ment au sujet de I'article.

Qu’il me soit permis de remercier ici bien chaleureusement
M. Villat de m’avoir proposé la rédaction de ce travail. Je remercie
aussi la maison Gauthier-Villars d’avoir publiéle fascicule avec tous
les soins traditionnels.

CHAPITRE 1.

RAPPEL DES LO1S FONDAMENTALES DU MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX.

1. Déformations au sein d'un liquide visqueux en mouvement.
— Envisageons un fluide visqueux en mouvement et désignons par
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zi(i=1, 2, 3)les coordonnées cartésiennes rectangulaires du point P,

>

et par ¢ le temps. Désignons par ¢ le vecteur de vilesse de compo-
santes v; et par e;; les composantes de déformation, c’cst-a-dire les
expressions

) Jav; de; .

Cii = =— = i, ij=

o 2 ;)T_i-l—m:(’,'i—l—vii (l#])

o#VY

1 Ea= far— pya.

Le mouvement relatif au point P(2) est donné par le vecteur infi-
>
nitésimal dv de composantes

\ 1 , 1 | S
dvy= ey dr,+ S drs + 5 €1 drs—+ 3¢ Eydry—Ey dxa),

I 1 I ‘
gy = ; €21 dxry+ ey dr,+ ;6 dry + —)(E;; dry—% dry),

I 1 , I
dpg = €3 dz, + ~€n drs—+ eydry+ 5(’;‘, drs— s diry).

A ce mouvement est lite la quadrique de déformation Q
d’équation

(2) ?EZ ei,-.r‘ix,-=(j.

i<j"

Les directions principales de cetie quadrique correspondent anx
racines e; de I'équation

I
€j1—€ -€qa ‘;el:;'
3) NGO E] R e i 1 =o.
I
—."'n ~ €3y E€33—¢€

Soient x;(j=1, 2, 3) les axes principaux a cosinus direc-
teurs M (i =1, 2, 3). Ces cosinus sont donnés par les équations

. 1 . ) 1 .
(eni—ej)M|+ ;e,.;)u.’_, +_;e13)\!3 =0,

I ; 1 .
(4 2 Mo (em—ef)hh+ ;e:;;l{, =0,

I . 1 .
2‘331)\11 - 53327\{» ""(ea::—)\{g):o--’
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On a entre les coordonnées z, et les coordonnées .z, les relations

r=YXn.r, o= 2N,
.a forme o est transforr n form ique
La f ¢ est transformée en forme canonique
(9) €\ oy e rE ey

Les ¢, sont les composantes principales de déformation.
En remplagant dans (5) les o' phr leurs expressions dans les z, on
obtient les relations

\ Cu = .‘.le’,(Z’;)’ (i: 1, 2, 3)‘

(6) ’ . ;
| e=2Xe 0N, (i# ki h=1,7,3)

En remplacant inversement les 2 dans (2) par les x' on a

e;=2 Mieq  (P=1.2,3),
i<t

Ozzwﬂ\’;e“ (i i, j=1,2,3)
/-gl'

Les accroissements infiniment petits de la vilesse suivant les axes
principaux dy) sont donc donnés par les formules

(8) dvy=e;dr,.

2. Tensions au sein d’un liquide en mouvement. — Envisage(;ns
trois plans II,(/ =1, 2, 3) rectangulaires passant par le point P et
paralléles aux plans des coordonnées. Envisageons au point P les
normales n, positives des plans II, dirigées parallélement et de méme
sens aux axes .x,. Appelons T les tensions qu’exercent au point P les
parties du fluide situées du coté positif' des plans II, sur ces plans.
Soient de méme T,({ =1, », 3) les tensions principales, c’est-a-dire
les tensions qu’exercent au point P les parties du fluide situées du
coLé positif des plans principaux 1I; sur ces plans. Les plans II, soni
perpendiculaires aux axes principaux .z, et les normales 7, positives a
ces plans sont paralléles aux axes a; el de sens égal.

En raison de symétrie les tensions T, sont paralléles aux axes .z;.
Appelons T, les composantes suivant les axes x, des tensions T; et
envisageons un lriédre T rectangulaire dont les faces latérales sont
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paralléles aux plans de coordonnées 2’ et dont I’ « hypoténuse » est
normale a la direction de I'axe #,. Les conditions de I’équilibre de ce
triédre donnent les trois relations

(9) Tu=2 Tj"()‘{)2 (i=1,2,3),

=1

ainsi que les trois relations

R
(10) Tie=Th= Y, T/ N
i=1
Envisageons maintenant un plan général II dont la normale » a les
cosinus directeurs A, Ay, A;. Envisageons la tension T, qu’exerce la
partie du fluide située du cé6té positif de ce plan sur ce plan,
Soient T, (i =1, 2, 3) les composantes suivant les axes x, de T,.

Ona
3
(11) T,.,=Z T,%,  (i=1,2, 3).

j=1

Envisageons la formule (9). En sommant par rapport a #, on obtient
la relation

(12) 2 T,,=2 T}

=1 j=1

La somme des composantes normales des tensions qui agissent sur
trois plans perpendiculaires passant par le point P est donc constante
et égale a la somme des trois tensions principales en ce point.

Dénotons par p I'expression

3 3
I 1
¥
=1 =1

c’est la pression moyenne au point P qui est égale a la pression s'il
s’agil d’un liquide parfait.

On suppose que les tensions principales T, difféerent de la tension
moyenne — p par des fonctions linéaires homogeénes des déformations
principales. Les T, ont alors nécessairement la forme

3
(13) TI/'=—P+)‘Z e;+2p ¢ (=1213),
=1

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 72,
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A, i1, étant. deux constantes qui, d'aprés la signification de p, sont liées
par la relation

(14) I +a2p =o0.

Les composantes des tensions T, s’expriment donc en fonction des
composantes de déformation par les formules suivantes :

3

(15) Tjj=—p~+ ‘)\Ze,,—i—zpe,,

=1

3
‘2 N\ .
:—P_gf‘lzlell+2¥‘e/j (J=1,23)

=1

(16) T, = ey (T#]; l"j=l: 2, 3).

La constante p s’appelle coefficient de viscosité et sa dimension
P s’app

est [7—; ] Le coefficient cinématique de viscosité est le quotient &,

o

p étant la densité. On le désigne par v, sa dimension est [%—]

Remplagons dans les formules (11) les composantes des tensions
par leurs expressions (15), (16) en composantes de déformation. On
obtient pour le vecteur T, ’expression vectorielle suivante :

> 9 > >
(17) Ti=—pn—zu8n+auen.

. . -
Dans cette expression n désigne le vecteur unité de la normale 7.
e est 'homographie vectorielle donnée par la forme o(2), c’est-a-

dire que si},, Ay, Ay sont les cosinus directeurs de n, en est le vecteur
de composantes

I 10 e(hi, Aoy Xs)
29 =3 I,

(i=1,92,3).
On a

I 1 1

= ey M+ —eraha+ €3,
2?1 A Sl E13hy,
1 1 1
5= 56317\1"' €9 do+ ;eu)\a,

1 1 I !
= eg A+ —€3,As+ e33ha.
2?3 p E3th €Ay 33 A3
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Orona

1
5= ou M=+ vadg+ v13hg

1
= V11 M oga ko 013 g — ;[(913— 931) hs— (V21— P19)As ],

Introduisons I'’homographie veclorzelle donnée par la forme
bilinéaire

o(z, ) =2,z
Ona

>
g—; n= z, Do, A+ 152‘. Doy Ay zsz%,)\i

zdvy, T dos - T dvg
Ul e TR

>
Le vect n t ét imé I'h hi v de Ia
>cteur en peut étre exprimé par omographie — de
maniére suivante :

> do> 1 > >
en = n— -rotye n.
ap T 3T A

Nous avons donc la formule vectorielle suivante :
> o >
(18) T,,=—pn——p.9n+zp.m;n—p.row/\n

0 est d’ailleurs la dilatation

8 = Ze; = Ze,.

3. Equations du mouvement des liquides visqgueux. — En dénotant
par % les composantes matérielles de I’accélération et par X; les

composantes des forces extérieures agissant sur le fluide, on a les
¢équations suivantes du mouvement du fluide :

(19) =X, +2“’T" (i=1,2,3).

i=t

En remplacant dans ces formules les T, par leurs expressions (16)
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et en remarquant que I'on a

0811 I ()813 I (9813 I 1 00
ﬁ+§dx2+2d_xg—2_Avl+2dx1 !
on obtient les équations différentielles
dv, 1dp v 00 .
(20) -t—i-t-—xl—;a;;-l-gd—x;-l-vAVi (3—1,2,3).
—_

La dérivée matérielle Z—: du vecteur ¢ est égale a

>
g doy
ot dP ™’

La densité p satisfait a 'équation de conservation des masses

do (Y
(21) %+d1v(pv)_‘o
ou bien .

dp L
(22) i pdive =o.

Si le fluide est incompressible, on a

dp

-Jt-:o, 6 =o.

S'il est, en outre, homogéne, et si les forces dérivent d’un
potentiel U, on pose

o=Uu_2
P

et 'on a I’équation vectorielle

>
— >
(23) Z—: = gradQ +v Av.

Si p est plus-généralement fonction de p seulement, on pose

Q=Ui/@.
B

Supposons encore le fluide incompressible et homogéne, et pre-
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nons le rateur de I'équation (23). On a
> >
do _ 9v -+t orad02+rotz/\ :
dt — dt  2° ’
> > >
droty  droty - drotv':
dt ot dpP 7’

>
> >
rot(u A :) = (dwv— f—jp>+ (dlv;—- %)

> > L
ou u, ¢ sont deux vecteurs arbitraires. On a donc
> > > >
rotﬂ) _ Jrote <d1v—; dv rot3+ drotv-:
dt — ot — dp dP
> >
droty dvy >
= _(it— —_ d_P rot 1}
donc, I'équation (23) devient
>
drote |dv > >
(24) 2 = ap rotv + ¢Aroty,

‘ou bien, puisque I'on a

— > > >
grad dive.= Ae¢ + rot?o,

> >
25 drote = ﬂ Ot-> T t3+
(25) = zp Fotv — v rotd,

> > . poo. . e ‘< N
rot?y etrot® ¢ désignant la répétition double et triple de I'opération rot.
Dans le cas général, lorsque dive n’est pas nul, on a

~+ dive rot

> >
droto ke :—o d [ rote
dt Y

donc, en prenant le roteur de I'équation (20) que nous écrirons

>

- — —_— > >

(20") % = gradU — : gradp + —;— grad dive +v Ap,
on aura

d(rote) |do > (_>d
a ( rote 2 _ grad p
Pdt(_—p > dProtv+vArotv rot = )

+3 rot(v g;ﬁ div_;)-
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Le troisiéme Lerme & droite ne s’annule que lorsqu’on a *
g

> =
gradp A gradp = o,
de méme, le quatriéme membre ne s’annule que lorsqu’on a

—_— > =
grad dive A gradp =o (2).

4. Mouvement plan. — Dans le cas du mouvement plan, le
vecteur

> x
rote = (Vo1 — 040 )13

est normal a ce plan. On a

> > oy > > >
roty A\ n=Eyi3 \ (i, ny -+ igﬂ») =E3\ oy — i,n-),
ny, n, étant les cosinus directeurs d’une direction 7 du plan.
Soit s une direction orientée par rapport a la direction » comme
Paxe des = par rapport a I'axe des y, et soient s,. s, ses cosinus
directeurs. On a

> >
ﬂ;_‘_if*d"l? dv:?'
WA T T AR

>

de > dp, dv,
a;’l: E-ITIH—I- E-l-ng,
>

dv?_ do,y : +dv,s .
dn” " dn '7 dn’®

donc, la tension T, est donnée par la formule

dv, >

2 dv .

#(26) T,,:[—p—gp.9+)|¢<?17|ni+,dn n,)]n
[ dv, dv..n >
+ M2 %n;— —dll 1 +E3 S.

Les composantes T,, et T,, normale et tangentielle de 1'effort T,

() La formule (4), page 62, de I’Analyse vectorielle générale, de MM. Bural:-
Forti et Marcolongo, Pavie, 1913, est inezacte.
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s’expriment donc par les formules suivantes :

(27) Tun=—p— %p.é +2p[o1gnd + 03+ (01a+ 09 ) Ry 0],
\ Tns = P-[')m nz(l’“"" 92,)—0—(71,::}— n?)(p“_'. 921)]-

Si le fluide est tncompressible, et si W est la fonction de Stokes,
ona
vy =—U,, v =Wy,

. . ‘. .
on peut donc exprimer les vitesses et les cosinus directeurs par W'

On a

0, v,
— Sr= —y
q q

¢ ¢tant la valeur absolue de la vitesse. On trouve ainsi

=

Tnn——P—l— -q—[ W,,(l[f" 111‘3)+(‘If“—1lf,,)111‘,\1f,],
(28)
Toue = —;[—4w1.w.1pg+(w,.—w.,.)(lw ‘I“)]

Introduisons I’ angle « de la tangente positive. On a

da Jd tanga I

-d—,-l = cos’a dng =— ? [ql‘llll"(lll'w_ q)'“) +(W?— lp'g)lp'u],
) od tan ) .

:)—-: = cos2 a zsga . éz[lll‘f\lf"+ qr%"l"“-‘l‘riw"lfu],

donc, on obtient les formules
da
Tan=—p—+2pq-— an
" (29)
Thps = }L<2qd— —A‘p)

Les équations différentielles du mouvement plan sont

J q I 00
; v4v|,+v,v,=+v,t=()—ﬁ(U-—/‘-£>+vAvi+gvﬁ,
o) =9 U— dp + v Aps + \40’e
VgV Valng—+ Vay= (—)x—: j 0 9 § dx’

donc, dans le cas du fluide incompressible et homogéne, on a les

équations
AV, —-"—(U—l’i—l ) —yaw
R 7:-—(}‘2‘1 2q 2y
(31) 9 P .
—AIF-.Wv-l-qut: d_-l’_=< _—— -—zqz)-l—VAlF\.
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L’élimination de p donne I'équation

. D(V,A¥) JA¥
(32) VM‘F—W—T—O

du quatriéme ordre en W,
La pression moyenne p est ensuite donnée par la formule

(33) p=—Sg1+ v

— pf[v(A‘F» dy— AW, dzs) — AV A + W', diry— Wy dazy ).

5. Introduction des coordonnées isométriques. — Nous intro-
duirons, au lieu des coordonnédes cartésiennes z,, les coordonnées
isométriques ¢, x de M. Hamel. La fonction » de z,, ,,

© =04y,
est fonction analytique de 3 =z, + iz,.
On a donc
W= Wo.0:+ Wy. 1, Vo= Wo.ps+ Wy, 1o,
¢*= Wi+ W= (¥3+¥}) (e} +23)
Désignons par Q I'expression

dw
dz

2

=ei+ei=yl+ 3.

Le laplacien A'W en coordonnées isométriques est donné par la
relation

AT = QA'W,
On a
(A‘I’)@ =AV, Q+AYW Qq,,
(AT )y = A"y Q + A'T Qy,
AAY = QAA Y + 2(A"I”q,Q¢+ A"IJ")(Q)() +A'TAQ,
Ona
d dw\®*  dlogQ ,dlogQ
doloe(g) =S — iR,
Posons
d?w
d dw)\? dzt )
(34) %log(ﬁ) =2——— =a+ib,

(%)

a +- ib est fonction analytique de .
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Multiplions les équations (31) par Zyg, Zagp en les sommant, de
méme par z,y, Zsy. On obtient les équations

) _d I,
) — AV VY, —Wy = P (Q—Eq )—V(A‘I")x,
— AT Wy Wy = 2 (9_ iqz) V(AW )g,

et, en éliminant Q,

_ DAY, Y)
D(9, %) + AW, =vA'AV.
On a
NQ = Q(az+ b2),
DAV, W) _ DAY, ¥) o0 v
D(e, x) =Q D(e, ) +AIL(Q?WK QX‘F?);

On obtient donc I'équation de M. Hamel donnant W en coor-
données ¢, x

(36) VAN + 2(aAWo— A WY) + (a”+ b2) A'T]
D(A'Y, W) 1 OAW
28R Nwawy+sw,)+ L 2AT,

D% 1) (aWa+o¥e)+ 5 =

Exprimons maintenant les tensions par les coordonnées isomé-
triques. On a

2
Toe= p AW — —(lv,"‘l + w3 ),
2
mais on a

v w i _Q(lmp +11f,<"i)

On obtient la formule

9 log(W3+ U3

(37) Tns=pQ[A'w—awq,+bqrx—wq,Ld?:_)
. ,dlog(‘l"%—:—llf)%)]
—_—Py A,

p P
On a
I , | Wy ?1 x1|
(2”1 (q’)» (9% (N || 92 g2

, = Q| Yol QW3+ W} lu— Wx [ QW3+ w})], |
et
=2 [W1a(WI—W3) + W, W, (W — ¥yy)].



14 A. ROSENBLATT,

Nous obtenons ainsi la formule

38 Tan=—p— —t _ [W, g2 — Wy g2
( ) nn P ‘P'$+W;i[ ?ql_ l‘l?] \ ,
0 log (W3 +
=—p+pQ[a‘!"x+b‘!’¢+\l'7————o°(d: 2
oy Olos(WE+w)|
¥ dZ

Les équations (35) donnent la pression moyenne. On a

dp . | SN , JAY .
(39) - __dU-—;dq +Q[A‘l"rlllf—c T;{—d*
“+v d?lp dx+vA’llJ'(ad,(+'bdup)]

—_— llfq,, dx -+ ':FX; d?.

CHAPITRE 1I.

MOUVEMENTS PLANS.

1. Mouvements en spirales logarithmiques. — Les mouvements
plans stationnaires en spirales logarithmiques ont ét¢ découverts par
M. G. Hamel. M. Hamel s’est demandé, s'il Y avait des mouve-
menls plans non potentiels. mais dont les lignes de flux fussent des
courbes harmoniques. La fonction W de Stokes doit donc étre fonc-

tion d’une fonction ¢ harmonique, sans que ¥ soit harmonique.
Posant

(1) V= f(e),

on a

"

= LW fhe (fo)
La fonction W doit donc satisfaire a I'équation
(2) AV = F(W) (W2 + ¥2),
Inversement, si W satisfait 4 I'équation ( 2) la fonction

(3) ¢ = f o AL

est harmonique.
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Envisageons I'¢quation (36), Chapitre I, de M. Hamel en supposant
le mouvement stationnaire. Pour que 'on puisse avoir (1), ou ¢ est
harmonique, il faut et il suffit que la fonction analytique de z,
a + i, soit une constante (Hamel, une autre démonstration de
Millikan). On a en ce cas"

a—ib
(4) W:—'Zmlogz;
donc les coordonnées isométriques ¢, 5y s’expriment par les coordon-
nées polaires par les expressions
2
S P =— m(alogr-}- be),
(%) y
? Y = a——_‘_‘_bg(blogr—ae).
Les lignes de courant sont donc des spirales logarithmiques ou
bien leurs dégénérescences

(6) alogr + 56 = const.

J(9) satisfait a Péquation différentielle du quatriéme ordre de
M. Hamel '

(7) oL 2af" o (@ 67)f") = — bf f".

Les composantes de la vitesse ¢ suivant les direclions des g et
des x croissants sont

Avcp:.—llfx\/a, vZ=1Fq,\/—Q_.

Donc les composantes de ¢ suivant les directions du rayon vecteur et
de 'amplitude ® sont
Ly L
(JP = — TQ y v = Tp )
ou p est logr. On obtient donc les expressions suivantes de ces
composantes :
(8) Vo= 26 S ) 22 'é~

sy + R = g

Les formules (37) et (38) du Chapitre T donnent les composantes
de la tension T, agissant sur les lignes de flux. On a

(9) Tns=—pQ(f"+ af").
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Quant & Ty, on a
Tan=—p—+ pbQf,

et la pression moyenne p est donnée par la formule
d ' 4 !
(0) LB = 2dg - QU dy v dy v (@ dy + b o)),

A )
oul'on a N

- 4 =4 o
Q= (a2+b2)rr = a*+ b2 eurn

Or P'équation différentielle (7) peut étre immédiatement intégrée
une fois et donne

() VS 2af (@ by 1+ 2 s,
L’expression (10) peut étre intégrée complétement et Ion obtient
) P= e S (@ 0) - paf—Cp)

Donc la composante normale de la tension T, est donnée par la
formule

(13) Tan= W—f——,ﬁ’;)WLC—a(f%af’)]-

2. Cas particuliers. Mouvements circulaires et radiaux. — Suppo-
sons avec M. Hamel que l’on ait
a2o, b<o,
—_— =1 (en cas de & % 0),

ce que l'on peut réaliser par une simple transformation de coordon-
nées. On a les deux cas particuliers fondamentaux :

a. b=o. Ce sont les mouvements circulaires de Couette. Envi-
sageons I'équation du troisiéme ordre (11). En posant f'=u
M. Hamel la raméne immédiatement a I'équation du deuxiéme ordre

(14) v[u'+2au’+(a2+b3)u]+guﬁ—Cv=o.

Dans le cas particulier b= o, elle s’intégre par des fonctions élé-

mentaires

(15) u= %+e—“?(A+ Bo).
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La condition de 'univocité de la pression est, d’aprés la formule (10)
(x étant proportionnel a ),
S+ af'=o,
ce qui donne B =o.
Désignons par ¢,, v» les vitesses du fluide le long de deux
cercles C,, C, de rayons ry, ra, ry << ;. On trouve

(=T} eera—(r*—r3j)eir _ o )
(16) vp= (1= ) _’_+Bl.
La pression p est donnée par la formule
Y )
(17) p_‘o(-—z— —2rs+2a(310gr .
b. a=o. On a les mouvements radiauzx de M. Hamel. L’équa-
tion (14) devient, en posant @ =0, b =— 2,
u2
(18) u”=—4u+T+C

qui s'intégre immédiatement par des fonctions elliptiques.

On a
=86, y=—logr,

et la vitesse radiale est donnée par la formule

RS

(19) Yp=—

En intégrant une fois 'équation M. Hamel obtient I'équation

u’=\/3% V(u—er)(u—es)(u—es),

ou l'on a
e + e;+ e3= 6v,
3Cv
é1ey+ e-e3+ ezey = -—2—'
Posant

u=rv-+2v,

on obtient ¢ comme fonction elliptique de ©,

6—0
(20) 4 =P<—\/_6_v_o, &2 ga)-




18 A. ROSENBLATT,

On peut ranger les ¢; d’aprés 'ordre de grandeurs de leurs parties
P g p g P

réelles
R(e1)2R(e:)2R(e;), R(er)22v.

On a les deux cas possibles :

1° Tous les e, sont réels et u est entre ¢, et - ; ou entre e, et'e;.
2° Un e est réel et u est entre cet e et -+ .

3. Etude détaillée du mouvement radial. — Il Y a trois sortes de
mouvements radiaux possibles :

I. Le fluide est illimité.

L. Il est limité par deuz parois.

HI. Il est limité par deux rayons libres de Slux ou bien par une
paroi et un rayon libre de flux.

L. Fluide illimité. — Tous les e, sont nécessairement, réels. Pour
qu’il y ait périodicité il faut et il suffit que I'on ait

E_\/d—v /‘e* du
n 2 Jy, V(a—e)(t—er)(u—er)

ou n est entier. Posant

u=¢e,—(es—ey)sin* ¥,

ke — e,—e-;,
€1—é€:
on obtient la relation
T
x 6v [ adv¥
(21) - =‘}/ f ——.
n er—es Jo Vi+ k’sinn W
II. Courant entre deux parois. — u est nul le long des deusx

parois.
1° Tous les e réels. On a efflux

e;Suto
ou influx
oSuges.

2° Un e réel. On a effluz

efufo.
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Efflux : On a dans les deux cas la relation

3v du
(22) 6—‘/? e \/(u—es)(u3+2au+ﬁ).

L’ouverture 0, est donc donnée par la formule

0
(23) 61:— \/EV du .
e V(u—es3)(u+20u+83)

. . . . €
La vitesse mazimum de Uefflux est égale a — .
L’ouverture mazimum est donnée par I'expression
— du 3v
0, max = \/GV =927 —

e, V(U —ez)u(u+e;—bv) 12v—263(1+¢)
(o< eC);

elle est donc limitée par la valeur maximum de la vitesse et elle tend
vers zéro lorsque cette vitesse maximum croit infiniment.
Influzx : Maintenant on a

€y
(24) 91=v/af du ,
o V(u—es)(ut+22u—+3)-

la vitesse maximum est — E}?- Lorsque e, est 2 3¢, 'angle 8, peul étre

arbitraire. Si on a e, << 3¢, angle @, est plus grand que = et arbi-
traire et sa valeur maximum correspond a e; = o.

Il. Courant entre lignes libres. — Le mouvement a lieu entre
deux rayons le long desquels le fluide est en contact avec un fluide
parfait (air) ou entre un tel rayon et une parot.

Le long des rayons libres, la pression du fluide parfait est normale
au rayon, on a donc la condition

Toe= o,

donc on a, d’aprés (9), la condition

(25) u =o.
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La pression du fluide parfait étant supposée constante, on a

Tnn= 05

donc on a la seconde condition
(26) G=o.

1° Mouvement entre deux rayons libres. — Tous les e sont réels.
On a

esSule, (€320, €;50).

€1, e peuvent étre exprimés comme fonctions de e,

er=3v— ? + %\/3(6v—e;,)(e;,+ 2v),

€3 I

e2=3v — > 5 V3(6v—ey)(es—+ 2v).
On a les inégalités
bv<e<By, o0<e<fy, —av<es<o.

On a encore la formule (22) exprimant @ en fonction de u. L’aper-
ture @, est donnée par la formule

— [ du
6,= 6 .
' ‘/.vfea V(o —en)(a —e) (u—e)

On donc efflux pour esSu <o, influz pour o < ug e,.
Posant

U=e3+(es—e;z)sin° W,

on trouve !
2 /3y T ay
(28) 6 = j __,
\/6v—3e3+\/3(6v—e3)(e3+zv) o V1— Kk sin: T
T
(29) 0= 2V Y i —
V6v —3es+ V3(6v —e3) (estav)s VI— Fsin ¥

(30) g 8y —3es—y3(6v —ei) (e +2v)
6v — 3e;+ \/3(6\: —e3)(e3+2v)

Posant
€3=—2va (o <a<1),
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on a

\el= Ve K,
, \/1+’a+‘/(1+§>(1—a)

(31) "ko 1+a—\/<1+%)(1—a)

I+ o+ (1-1—%)(1—0:);

K étant I'intégrale compléte.

T . . . .
6, tend vers = sia—0 el vers Pinfini, si & —>1.

2° Mouvement entre un rayon libre et une paroi. — Tous les e
sont réels, ou un seul qui est négatif. Dans le premier cas u varie
entre e; et o (efflux), ou entre o et e, (influx). L’aperture @, est
limitée supérieurement dans le premier cas

*3v %
< _ =
e'=\/z(6v —e3) 2’

et inférieurement dans le second

3y T
> —_ .
01:\/2(6\‘ —ey) 2

Dans le cas d’un seul e réel, on a

3 =
< — —
bis 16 2

4. Btude des mouvements en spirales logarithmiqhes. — Posohs
avec M. Hamel
2b

~m=l’ [33=a2+b-"=2iz\/1—a2;

I'équation a intégrer est

B ut—C=o.

(32) u +2.azu’+§lu—4—v

C’est 'équation d’un mouvement amorti sous influence du potentiel
&_ —_— B_ usd — Cy.

2 12y

MEMORIAL DES SC, MATH. — N° 72, 3
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Il 0’y a donc pas de mouvements en spirales dans le plan indé-
Sini.

MM. Olsson et Faxén [2] ont remarqué que I'équation de M. Hamel
appartient a une classe étudiée par M. Picard dans un travail
célebre (1), et intégrée par M. Mittag-Leffler () dans le cas ou I'inté-
grale est uniforme.

Pour que U'intégrale générale de I'équation

W=Auw+Bu+D+Fu'

soil uniforme, il faul et il suffit que la condition soit remplie
AD B> 3 (F ),,
5) -

6 24 2
Dans notre cas, la condition de 'univocité est

(33) e_ & (1+68) (49 —68").

v 625

L’intégrale générale de I'équation (32) est

o _* _°
(34) u=2[.f—2v{(2?a‘> e ‘aQP<e 5a<9+20’ o, g3)+2‘J§,

ou z,, g, sont les constantes d’intégration, et ¢ est donné par
' 8 g »ete p

P =06— 3logr.

s

M. Olsson [1] réduitl’équation (32) par une transformation linéaire

a la forme
uw'=—2au'+6u2+ D,

qu’il intégre par la série

(35) w =2 Cm €mNP—90),
0

(") Mémoire sur la théorie des fonctions algebriques de deux variables (Journhl
de Mathématiques, 4 série, t. 5, 1889).

Remarques sur les équations différentielles. Extrait d’une lettre adressée ¥
M. Mittag-Leffler (Acta mathematica, t. 17, 1893)

() §ur Uintégration de l’équation dzﬁérentwlle

y'=A»*+By'+Cy+D+(Ey+F)y.

Extrait d’une lettre 3 M. E. Picard ( Acta mathematica, t. 18, 1894).
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_ 12¢y
)\=+a[‘/ o —g—xi—x],

le signe — correspondant & ¢ — ¢,>> o et le signe 4+ a 9 — g,<< o,

ou A est donné par

D .
coz\/ § Crest la seconde constante arbitraire.

Désignons par ®(u) le trinome
o = Ew—purc=Tw_pyw—p)
. 4v 4v
p1<_pa si les racines sont réelles. u ne peut avoir de maximum que
s’il est situé entre p, et p, et de minimum qu’en dehors de Iinter-
valle py, p» si les racines sont réelles.

u ne peut tendre vers —oo, ni lorsque I'argument ¢ tend vers —co,
ni lorsqu’il tend vers + w. Lorsque » a un maximum entre p1 €t pg
pour ¢ = g¢,, on a pour ¢ > g, ou une infinité d’oscillations toujours
plus petites ou bien u tend en diminuant vers p,. Ce dernier cas est
exclu, si l'on a

B" o
/l—v(lo.,—p,)<4a .

Envisageons maintenant les deux cas possibles du mouvement en
spirales logarithmiques.

1° Mouvement entre parois. Cas de Uefflux. — L’ouverture, c’est-
a-dire la différence des deux valeurs de argument ¢ correspondantes
aux parois, estd’aprés M. Hamel, limitée supérieurement par la valeur
maximum de la vitesse et elle tend vers zéro lorsque ce maximum
augmente indéfiniment.

On peut étudier les mouvements qui correspondent aux petites
valeurs de a par les méthodes de Poincaré-Picard ('). Développons u
suivant les puissances de a,

a = u(o), a'=u'(0),
(36) u(9)=uo(9) +Ai(e)a+ As(p)a'+ Az(9)a +...,

ot u,(¢) correspond au mouvement radial, a = o,

Vi o=
cp=9= —_ .
2 Juy V(e —er) (10 +2au + B)

(1) PoINCARE, Méthodes nouvelles de Mecanique celeste, t. 1. — Picarp, Cours
d’Analyse, t. 111; Legons sur quelques problémes aux limites de la théorie des
équations differentielles, 193o.
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Les conditions aux parois sont
u(o) =o, u(8;+Q)=o,
ou O, est donné par la formule (23), et ou Q est a déterminer. On

montre 'existence des mouvements en question pour chaque systéme
de valeurs de a, o' données suffisamment petites.

2° Mouvement entre spirales libres de fluz. — Les formules (9)
et (13) du n° 1 donnent comme condition aux limites

u+au=o
etl'on a
C=o.
Maintenant u,(®) est donné par la relation

3y e du
0 = —_ ’
‘/2 -[ V(e—er)(u—e>)(u—es)

et les conditions aux limites sont
u'(0) +au(o) =o, u'(0+Q)+au(B8;+Q)=o,
©, étant donné par la formule (29) ou (31), et Q étant & déterminer.

5. Mouvements de M. Hamel en spirales dans le plan illimité. —
Ces mouvements rnon potentiels sont donnés en coordonnées polaires

g=logr=p, ,=6
par la formule

(37) ¥=j(e)+ K8,
ou K est une constante. L’équation en ¥ en coordonnées polaires est

(38) oaay = 1 UAT W) JAW

oulon a
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et ’équation déterminant Sest

__Koar_ oaf
14/ df
Af= r dr( ()r)
La condition de I'univocité de la pression dans le plan indéfini est
P _
()6 =0

et, d’aprés la formule (39) du Chapitre I,
(40) vr‘%f+KAf—r%f —o.
En intégrant I'équation (39) une fois et en posant la constante d’inté-

gration égale & zéro on obtient précisément (40).
M. Hamel pose

of
P = rd—r
et il obtient I'équation
v 1dv /K 1 do
{0 ;F+;¢Tr(v—')—v;z=°'

Les solutions stationnaires s’obtiennent par voie élémentaire.
Dans le cas de

K
-v——2¢o,

on obtient la fonction J suivante

oK
(42) S=Cir Y+ Cylogr— Cs,
tandis que dans le cas de
KL,
v
on a
(43) JS=Cilog’r + Cslogr + C;.

Pour G340 on a donc des mouvements non potentiels dont la
vitesse a I'infini est nulle dans le cas de I'inégalité

K
I— —V <o
(influx).
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Les solutions non stationnaires s’obtiennent en posant
(44) v=-entyu(r).

%n(r) s’exprime par les fonctions de Bessel :

v L n -,k

Ay J
(46) he) = (£)" B (=0 romrrias
k=0

PAT(N+k+1)

qui son! linéairement indépendantes lorsque A n’est pas entier.

M. Hamel pose aussi
v =retd w(z),
— rn
g = m‘

w(z) satisfait a équation différentielle

a+1—+ 23— A a’—2le f
. w' + o — ) =
(47) = -+ W( i z) o,
et l'on a les intégrales
r re
p=tit1e W et p=rdgi-1e M,

6. Mouvements dans le plan illimité de M. Oseen. — M. Oseen [1]
envisage la fonction

(48) ¥ = f(¢) + Cx,

C constante arbitraire, dont le cas particulier G = o est la fonction
de M. Hamel ('), et dont le cas particulier & = o donne les solutions
du numéro precédent. Le mouvement est supposé stationnaire. Ona
I’équation du quatriéme ordre

(49) f“+<2a+-€> " 4 (a’+bl+ C\—?)f”+ébf’f”=o,

dont 'équation (7) de M. Hamel est un cas particulier. Pour qu’il y

(1) Cf. la figure 1 de la conference Das Turbulenzproblem, [3]



SOLUTIONS EXACTES DES EQUATIONS DU MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX. 27

ait des mouvements uniformes dans le plan illimité, il faut et il suffit
que I’on ait la condition

(L0) 2a+g=o.

En posant u = f'(9) on intégre I'équation (49) par la formule

b “ du
(51) \/_ﬂgzi—f ,

) v(u—e,\(zc—e7)(u—e;)’

les e, sont tous réels et rangés dans lordre de grandeur comme
auparavant. En posant

u=e;+(c,—e;)sin’q,

M. Oseen obtient les deux équations.

. /__ _ A
(%) V —5le “‘"‘[ \r:m—c

o E
\/— m(t’n eg) — Cy+ [—(en—es)—etj?;.

E
—'—f v I — A% sin’ sdu——-—f —————— = consl.
30 o \l—k"sma
On a ici
e,—e
A= 214,
€r— €4

E, K sont les intégrales connues de Legendre.

Le premier cas particulier considéré par M. Oseen est celui ou
Ion a

(54) [%(61—83)—e;]a+Cb=0.

Les équations (32). (53) prennent la forme

a

a x [ ds
55 8 + —logr= ——j —_
'( ) b g/ nk A ‘/[—k"ﬁiﬂ‘-’q’
(56) 8- Sk

sn|K(» —k2) —3E]

r — E /7 ds i
> ’x—kzsin‘cdc——/.:— -+ 8
{./0 } K./, Vl-—k‘ﬁn“c‘ 07


file:///i-ff
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et la condition de V'univocité de la vitesse dans le plan indéfini est

2mb \/ 12v nK
5 — =/ =2 22 _.
( 7) ao+ bq b ‘/ei_es
4

k? doit satisfaire a 'inégalité

k220,962
etlona -

1S n16.

Le mouvement est tortueux; d’aprés M. Oseen : il n'est pas exagéré

de Uappeler turbulent (').

Dans le second cas particulier, les lignes de flux sont fermées.
C’est le cas ou l’on a

(58) I.}—]E(el—eg)—-el]b—Cazo.

On a, outre ’équation (55), la relation
) q )

3nbd
2na[3E — K(2 — £?)|

[} [
f \/I—ki-sinicdc—g/ b + logry.
3 KJo yi—ksin'e

(59) logr=—

On a k2L 0,961.

Dans le cas général, k est seulement assujetti a la condition 0<k<1,
n est un entier arbitraire. Les trajectoires sont données par les équa-
tions .
N2 nk S vi=EEE

nb[ at+ b’
I+

-+ —
2a n° b2

(60) logr = —

n"K°(2 — kl)]

X — /G _____dc ~+ logr
— —_— 0
nK Vi—k’sin’c =

3(a®+ bi’-) -

6 = b Kf VI— Kk sinfo ds

af. a+b ¢ ds

+ - 1— = n2K’ z—k’] f —_— .
[ n2h? ( ) nK o V1— Kk sin®e

‘2
La pression moyenne p est uniforme dans le plan indéfini.

(') Cf. la figure 1, de la conférence Das Turbulenz problem. [3].
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7. Mouvement dont la fonction de Stokes est de la forme (') :
(61) ¥=sle)+xmfile) (m>o0)

On voit facilement que les seuls mouvements nouveaux sont ceux

qui correspondent au cas b=o0, m=1. On a alors le systéme de
deux équations différentielles

(62) { [r2afi+afil=fifi—fifi —afifl,
W raf S = I —fif"—afif"

Ces mouvemenls ne sont pas univalents dans le plan illimité.
Les trajectoires ont I'équation

(63) —-(e—eo)f. (——lov—) +f(——-log >=const.

On constate facilement que posant f = const., on a les trajectoires

(60— 80)2 (va)"—in rin = const.,

n=1\

ou ky est arbitraire et les C, sont donnés par des formules de récur-
rence. On a |G, | <1 et les séries convergent pour

va

re<

et donnent une intégrale particuliére de la premiére équation (62).

8. Mouvements laminaires. — Ce sont les mouvements simples
paralléles & U'axe des x, identiques dans les plans z; — const. entre
deux plans d’équations £, = 0, £, = H, dont le second est animé d’un
mouvement paralléle a I'axe des z, avec la vitesse U. La fonction ¥
de Stokes étant fonction de x, seul, on a

AAY = o,
uy=—Wy, o=Wy=o0.

¥ est un polynome du troisiéme degré en z,. On a

(64) ul=%$o—3Ao$o(x=—i{).

(') RoOSENBLATT, [1], [4‘].
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On exprime A, par le gradient de la pression moyenne
—_ 1 9%
Ao= 6p dzy
Le débit par unité de temps et de largeur est

UH _ 1 op
> " Tap oz

9. Mouvements non stationnaires de Boussinesq et de M. H. Villat.
— Boussinesq, cf. Villat, envisage le mouvement d’un fluide qui
occupe la partie de P'espace située au-dessus du plan x,Oz, sur
lequel agit une force constante k& par unit¢ de masse dans la direc-
tion de I'axe des x; et qui est identique dans les plans paralléles au
plan £, Oz;. On a donc

uy=u,(rs, t), U= uy= o,

et 'équation différentielle est

N . " u, . du,
(60) ’d—.L‘—:f_ -+ h = W.

Les conditions aux limites sont
(a) u=o0 pour x3=o, t 2 o;
(b) uy=o0  pour 32 o0,t=o0.

Posant

uy— kt =1,
on a I'équation de la chaleur
J°U JU

(66) v -d.l‘_.f; = W .

La solution satisfaisant aux conditions aux limites est obtenue sous

la forme
, © S
su,:kt[l—a%(t3+7)£ (-Sf——l—‘zﬁds]’

82

v = e *
( r=""3‘/2' . a=v( (-—mds.

(67)
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M. Villat (*) envisage la couche du fluide visqueux entre les plans
#3=0, 3= H animés d’un mouvement paralléle a 'axe des z, avec
les vitesses (), ¢;(¢). On a de plus

IF(Z) = ul(z, 0)
donné, et les conditions sont satisfaites
9(0) =W(0),  1(0) = Wy(H).

On suppose qu’il n’y a pas de forces extérieures.
La fonction u,(z3, t) est donnée par la formule

dt’

{=0

H N
"dr'+f° W (%) Us e L.

W
(68) 2 V7 us(zs, )= f cb(:')-”d%’
9

v
7 ()UO
—[ (I)I(T)I

Dans cette formule U, désigne la fonction

—
°=

. "=‘:°° _ (—xy—2nH)? _ (§xq-+2nH),
Up(Gy ¥y 29y ) = —— e METH e AT
' o dd
ve—< 2.

B(V)=g(v), ()= q(v¥)
etl’ona
¢=vt, v =vT.

U, tend vers zéro lorsque 7’ tend vers ¢/, { étant 3£ x;, et U, est égal
azéropour{=oetpour{=Het o <<t << t.
Pour démontrer que la fonction u, satisfait a 'équation

S i
Jdz3 Jt

et aux conditions aux limites, on utilisera, d’aprés M. Villat, les deux

théorémes que l’on trouve démontrés dansle Cours d’ Analyse,t. 111,
de M. Goursat :
1° L'intégrale
b o (E) _(x—fn
f ? e FO—H gt

V= L
(69) u(av,))—“/E v

(') Legons sur I’Hydrodynamique.
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@(E) étant continu dans le segment (a, ) tend vers ¢(=,) lorsque le
point P(z, y) s’approche d'une fagon quelconque du point (z,, H)
intérieur a (a, b) en restant au-dessus de ce segment ( y > H);
2° L’intégrale
(70) we, )=~ [e(m T2 5 ay
2Vr e (r —n)*

est égale & = ¢(Y) lorsque le point P(z, y) tend vers un point
Po(z,,Y) de la droite z = #,, le signe étant + ou — selon que
Ponaz>z, ouxz<<z,.

10. Tourbillons de M. G. I. Taylor. — M. Taylor [1] remarque
que I'équation (32) de la fonction W' de Stokes peut évidemment étre
remplie en posant

AV = KW,
VK‘F= dd‘—f)

ou K est une constante, ce qui donne la solution

(71) U = Uy eVKL,

ou W, est solution de I’équation de la membrane vibrante
AY, — KV¥') =o.

M. Taylor envisage en particulier les tourbillons correspondant a
la solution

273VL
Tx T —
. ¢cos __}’ e d2 R

(72) U = A cos 7 7

dans lequel cas il y a un tourbillon dans chaque carré de coté d.

11. Mouvements dépendant du temps de M. Oseen. — Considérons
maintenant les mouvements trouvés derniérement par M. Oseen [2].
On peut essayer de satisfaire a 'équation (36) du Chapitre I par des
fonctions des trois arguments

Yi=9, Y=y, Ys=log(Qe).

En supposant que a + ib, qui est en général fonction de y, + iy,
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est une constante, M. Oseen pose

(73) U=/fi(ys)+y1fo(¥3)+Dys,

et il obtient pour déterminer f,, f; les deux équations différentielles
ordinaires

U " I 3 ' " '’ "
(78) f53+2 2+f2=v(a_’+b_’)[e—h s —Da+bfe)(fi+f2)+bfafil,
" " 2a " " '’
(75) fy+2f7+ |+m(2 g +3fa+11)
I ) a " " 9 9 4
= v(_au-_bs‘){"’_"[(“"" b2) fi +2afs] — D(3a2+ b2)fl
— (@’ +82)(Da +bfs)(fT'+ S
—2abfs(fo+fa)—2Da2fi+ b(a2+ b2) fy fa.

L’¢quation (74) peut étre satisfaite en posant Jf2= A =const. et
alors la seconde équation (75) peut étreintégrée complétement et donne

z Y 8
(76) Sfi= Cf ?f gA—1 P dBf al—h e® da,
co ¢ cy

G, ¢, ¢, ¢ constantes d’inlégration,

r2
z=ke "=

e’
A= 1 Da+ Ab k= I
T o(ac+ b2y’ = V(at+82)’

L’équation (74) posséde aussi les solutions

fe=A+By;, fu= A+7I’e—)a.
On peut aussi satisfaire a ’équation aux dérivées partielles (36)
(Chap. I) de M. Hamel par des solutions de la forme

(77) W = eka =83 fi(y3) + 1 (A + Bys) + Dy

On obtient pour f, une équation différentielle linéaire qui peut
étre intégrée complétement dans le cas k = —1.

Malheureusement les solutions obtenues ne donnent pas en général
des vitesses uniformes dans le plan indéfini. Cependant dans le cas
deb=o0,a=—2,y,=¢=logr, y»=1y =0 les vilesses sont uni-
formes et les équations (74), (75), et I'équation diftérentielle linéaire
satisfaite par la fonction f,(ys) de la formule (77) peuvent étre inté-
grées complélement.
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CHAPITRE I11.

MOUVEMENTS DANS L'ESPACE.

1. Mouvements symétriques par rapport 4 un axe et qui ont lien
dans les plans passant par cetaxe. — Il s’agit des mouvements étudiés
par MM. Caldonazzo [1], [2], Crudeli [1], [2], [3] et Cisotti [1], [2].
Ici encore, comme dans le plan, on peut introduire une fonction de
courant W. Soient r, z, ¢ les coordonnées cylindriques, z I'axe de
symétrie, r le rayon, alors la condition de I'incompressibilité est

0 dJ
(1) d—r(rv,)+d—z(wz)=o,

vr et v; étant les composantes de la vitesse ¢ suivant I'axe des z et
suivant le rayon. On peut donc poser

(2) 1 W 1 ¥

Y2= T oor)? i
L’équation vectorielle du mouvement du fluide est
>
dv

> — 2 > >
(3) d—t=vAv+grad(tI>—£—%)—rotv-/\v.

En prenant le roteur de cette équation et en posant

> >

rote = 20N = — — 2
ou l'on a posé
(4) Qz_i(g_w.._')'w_

> > > .. . : .
et au z, r, N sont trois verseurs dirigés suivant I'axe des z, suivant

le rayon r et suivant la normale N qui forme avec z el 7 un terme de
directions orthogonales orientées comme celle des axes de coordon-
nées, on obtient 'équation vectorielle

) t_>
. d rote
(5) —

> > >
9t = vAroty — rot rotv/\v).
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Orona

> o> Jd [Q Jd [\
l‘ot'[""'" N V] = [2""z Iz (-’-_-) -+ 2I‘Vr-d—r(;>] N,

> 20 | >

Aroto = [A"(zQ)— %QJN,

ou lon a
2 2 N
(6). N(@)y=22 22 ;102

ror

032 Jr

On obtient ainsi 'équation différentielle donnant la fonction de
courant ¥

pres , o
(7) W-—:V(AQ—’—5>+D,
o D est le déterminant
Q
(7)
v,
- 2
(8 ), D= 0 .
(7)
¥r oar

')"r__ , Or J P 2
W—-I(AV,-—;;:)—ZQV;-‘-J;( ——; -::),

dox
Jt

(9)

L’équation (6) dans le cas du mouvement lent, ou I'on néglige D
(01‘1 bien dans le cas ou D = o, donc ou ¥ est fonction de %), a été

donnée par M. Zondadari.
M. Crudeli exprime ¥ par la fonction F définie par la relation

. dF
(10) ‘l_r{;;-

en obtenant ’équation aux dérivées partielles
dANF

(11) o =VA'F

[A” double opérateur A’ donné par la formule (6)] dans le cas du
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mouvement lent, et I'équation

(12)

1 &*F dA'F+ii_ JANF\ JA'F
r drdz or dt\"or ) =" Tor

dans le cas du mouvement général.

Les vitesses suivant les axes z, y, z s’expriment au moyen de la
fonction de M. Crudeli par les formules suivantes :

_ F
Yr =" 0z a0z’
i F
(13) ) =_W~,
_0°F  9°F

(4

z_d.z‘2+-o{—y.§.

2. Cas particuliers remarquables des mouvements précédents. —
Il y a lieu de noter particuliérement deux catégories particuliéres de
mouvements envisagés dans le numéro précédent :

1° Mouvements radiauz. — Dans le cas de mouvements radiauz
passant par l'origine O on pose

¥4
(4) v=/(%)-
On voit que l'on doit avoir séparément

Q .
D=o, AQ—— =o,
=]
Q . N
donc on a = = f(W), ce qui entraine & = 0. On trouve

9
(15) f=Cv—m'

On a donc le résultat :

Les uniques mouvements radiauz possibles sont les mouvements

potentiels & symétrie radiale de potentiel ¢ = —>— .

Vr‘-’+ 22

2° Mouvements rectilignes de Poiseuille. — Ce cas classique cor-

\ 2 F . .
respond au cas ou 'on a Sraz =0 etou le mouvement est station-
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naire. Il résulte en effet des formules (13) que 'on a dans ce cas

dar

A= vz =f(r), A"F = 22,

ot a est une constante. Or on a A'F = ¢;, donc on obtient l'ezpres-
ston connue de la vitesse

(16) v;=ar2—+ Alogr + B,

A = 0 si le mouvement est régulier pour r = o.
On a les formules classiques dans le cas d’un tube circulaire de

diamétre 27,, de longueur [, si p,, p, sont les pressions moyennes
aux extrémités du tube

(t7) b= B (13— 1)
et pour le débit

— Eri PP,
(18) P= e 7

Pour une section annulaire de rayons ry, ry, ry<<r, on trouve
(Lawms, Hydrodynamics)

__P1—Pp: 9 s r3—ri r
(19) b= |:r| r+’——l o log’_l]’
og—
ry
— 2 __ p2
(,20) stlpllp’ "3—"?—'(’.2 r3)? .
[ re
]og;;

Mouvements de M. Crudeli. — M. Crudeli envisage les mou-
vements pour lesquels Q est égal a —ar, comme pour les mouve-
ments de Poiseuille sans que la composante radiale ¢, soit nulle.
On a donc I'équation

(21) A'F = art+ B.
L’équation indéfinie (12) est satisfaite et 'on trouve comme com-
posantes de la vitesse les expressions

vz=or*+B—32¢c} I ,(cnr)Ha(3),

dHn'(z)‘
dz

(22) ( vr=2cp li(cnr)

Ici I, est la fonction de Bessel d’indice o, I, celle d’indice 1 et

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 72, 4
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les ¢, sont racines de I'équation transcendante
ILi(ery) =o.
En posant B=— «r2, on obtient comme débit
T
—ari
374
comme pour les mouvements de Poiseuille, mais la formule (18)

n’est qu'approzimative.
Malheureusement la vitesse ¢, n'est pas nulle a la paroi r =r,.

3. Mouvements généraux symétriques par rapport & un axe. Rota-
. . >
tions visqueuses de M. Cisotti. — En décomposant la vitesse ¢ en

—~ —
deux composantes : ¢, dans le plan méridien et ¢, normalement a

ce plan

> >
Vo = "N,

oul'ona H=H(r, z, t), on trouve les deux divergences nulles
. e
divp, = o, div vy = 0.
On a maintenant les trois équations de mouvement

dor , or H o(rH) J p v
—d—t—V(APr——;E)—2QVz+7 T +(;fb———-; )

2)
(23) % =vAo;+2Qp,.+ HH, + 9 (1[)_ L _ "_) ,

dz ° 2
oH ,o HY A
—d—t-_v(AH—-'F)-i--;;_;’

ou I'on a posé

J(rH
(24) A =—r[ord(;rH) <+ pg (;z )] =

Jd(rH)
¥ 0z

o(rHy |’
b

M. Caldonazzo a encore a droite de la troisiéme équation (23) le

terme c—f‘—t-), ou ¢'(¢) est une fonction arbitraire de ¢, ce qui provient

de ce qu'il intégre les équations obtenues en prenant le roteur de
Iéquation (3). Toutefois il est facile de voir que cette fonction ¢/(t)
doit étre identiquement nulle, a cause du terme HH, dans la seconde
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équation (23) et elle ne peut étre arbitraire que dans le cas de Hy=o.
Le roteur Q satisfait & I'équation

0Q .. Q H
(25) 5—[—: (Aﬂ—ﬁ)+D+7H3.

Le cas particulier H= o correspond aux mouvements du n° 1. Le

—
cas ot 'on a ¢, =0 est celui des rotations visqueuses étudides par
M. Cisotti qui dépendent de 'équation

: JH _ [o*H _ 9 [H\] . ¢(2)
(26) 55—”[;»—:*07(7)]* "

Plus généralement on a les mouvements étudiés par M. Caldo-
nazzo pour lesquels rotv, = 0, donc & = o. H estencore indépendant
de 3, donc aussi A est indépendant de z.

Il 'y a deux sortes de tels mouvements :

1° Les mouvements irrotationnauz pour lesquels H est égal
a #}, le mouvement dans les plans méridionaux étant un mouve-
ment géncéral irrotationnel.

2° Les mouvements pour lesquels ¥ a la forme

¥ =z(art+ b) + a,r*+ b,

tandis que H est déterminé par I'équation plus générale que 'équa-
tion (26)
G B2 8 (Y] (e 2Y 2 4,

ot orx or\r r? oar r

4. Tensions au sein d’un fluide dont le mouvement est symétrique
auteur d’un axe. — Envisageons d’abord le mouvement du n° 1.
Désignons par s, n les directions de la tangente positive en un
point P d’une ligne de flux C et de la normale extérieure en sup-
posant ces directions orientées comme les axes des z et des r. L’appli-
cation de la formule (18) du Chapitre I donne les composantes T,
normale et Ty tangentielle

Tnn= —p— 2!;' 'd‘d';l:;’
(28) ? (1%
M=2}LQ+2}L(—)7‘(; a—n—)-



4o. A. ROSENBLATT.

Done, dans le cas particulier des mouvements irrotationnels,
on a
2p W

(29) Tos = 5!

L4 .2 , . .
%s— est nul, mais ——v n'est pas nul en général, les directions s et r

ds?
étant fizes.
Ces tensions s’expriment élégamment au moyen de 'angle « de la
tangente avec 1’axe des r :

da.
T,m=——p—2y.vd—n,
(30)

dot
Tn_g ——QQ‘J. — 2N 9;} .
La pression moyenne p est donnée par la formule

G e—2_2_ g4

P 2
. ® 1 2V 10T 1 V"
= f ;a“m—“(z d_z> “"r&}"z
r 1 2V L1 0¥ 1 ov 1
*f,og—;d—wz*“(;z%ﬁ%“Q;W}"’-

Il s’ensuit, en particulier, que pour les mouvements irrotationnels,
la composante tangenticlle est proportionnelle au produit de la
vitesse et de la courbure de la ligne de fluz. Elle est donc nulle
dans le cas et seulement dans le cas ot ces lignes de flux sont des
droites.

Une étude détaillée [Rosenblatt, 3] montre que ces droites forment
un.des deux faisceauz :

1° Droites paralléles a I'axe des z, ¥'= C}, mouvement en bloc ;
2° Faisceau de sommet O. Mouvement 1° du n° 2. de potentiel

& .
T ree

Passons aux monvements générauz du n° 3. Outre les compo-
santes T,,, Ty, il y a encore la composante T,y dirigée suivant la
direction N de la tension T, agissant sur un élément d’une surface
tubulaire formée par les lignes de flux passant par un méme cercle
normal & l'axe de z et de centre sur cet axe. On a, d’aprés
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M. Caldonazzo,
31) Tw=pr o (3)-

on\r

La tension Ty qui agit sur les plans méridiens est donnée par la
formule

> —>
(32) TN=(—p+2"—§:3£:.>N+prgrad(g)-

Pour que les tensions T, soient normales aux surfaces tubulaires,
il faut et il suffit que I’on ait

1 *Y Jd (H
(33) Q+;-;)S—2-_-o, d——n(r)——o

Q n’étant pas nul en général, H n'est pas nécessairement indeé-
pendant de z.

5. Mouvements hélicofdaux de M. Caldonazzo. — Une catégorie
intéressante de mouvements sont les mouvements hélicoidauzr de
M. Caldonazzo pour lesquels on a

> >
(34) roty A\ v =o0.
On trouve
: > >
(35) roty = %2 v.
rH et rQ sont des fonctions de W et de ¢,
rH=G(¥,0), ro=F(¥, )= g%.'
On a maintenant '
D=— E H..
r

Les fonctions F et G satisfont aux équations suivantes =

. dd—l:‘——V[FTw(‘I’?,+‘F$)——zFF(p']=o, .

(36) iG i

5t —[Gww(¥2+¥}) —2FGy] =o.

En supposant les fonctions F, G dépendant seulement de W,

M. Caldonazzo obtient
F = i a(G+b),
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a, b constantes, et en supposant b = o, on a
(37) U = W, e—avve,
(38) F = »;-aﬂ Yy etV G = aW,eaV,

W', satisfait a 'équation aux dérivées partielles du second ordre

v, oW, 1 0V,
932 oar? r odr

(39).

Dans le cas particulier ou W, est fonction de r seul, on trouve
les mouvements dont les lignes de flux sont des hélices cylindriques.
¥, est donné par la formule

(40) ¥, = r[Al (ar)+ BY,(ar)),

I,, Y, étant les fonctions connues de Bessel. Posant B=o, on a les
composantes de vitesse

v1= Aae—at1,(ar),

ve= Aa e[, (ar)

et le pas des hélices est

Iy(ar)
I,(ar)

- (41) amrs —anr
V2

Chaque cylindre coaxial se meut d’un mouvement hélicoidal comme
une surface rigide.

6. Mouvements dans 1’espace de M. Oseen. — M. Oseen a réussi
de trouver des mouvements stationnaires dans I’espace, qui n’ont pas,
en général, de symétrie axiale.

Ce sont les mouvements pour lesquels les composantes ¢,, ¢, de la
vitesse sont ndépendantes de z;, tandis que la composante ¢; est
fonction linéaire de z,. Les équations différentielles du mou-
vement ont maintenant la forme ou ¢? =02+ ¢}:

/)
08 (P12— vg1) = J.z'—,((p— % —é.q’)+vAv1,
d -
(42) o1(P21— 912) =5-;(‘I’—-§—§q’)+vAv,,
919134 Py P30+ P3Py = b—f—;—;(@ — %) ~+ v Avz.



SOLUTIONS EXACTES DES EQUATIONS DU MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX. 43
vy est supposé de la forme
(43) v3= o)+ 230},

0

v9, v, étant fonctions de z,, z,, donc la troisiéme équation (42)
devient

(44). 01(03 14 230y) + 0a(0§g+ @30hs) + (¥]+ 250} )0}
J
= (_;‘_Z'—,; ((I)—- %) +‘I(A1930+ 1‘3A19?’),
A = J? d?

dr} - dz3 )
La condition de I'incompressibilité est

%1, 9%
drs  dxs

(45)

+vl=o.

D’aprés les deux premiéres ¢quations (42),

dJ P
3@(“’“5)

est fonction de ® — I—; seul. On a donc
J
dzy

(q:_LZ) — Cy+ C, s,

L’éguation (44) se décompose ainsi en deux équations :

(46) { 0103 + 02 0%y + 030l =v A 0]+ Cy,

0104+ 0avly+ 032 =vA i+ G

M. Oseen pose-
(47) o1=—Wr,+ 0z, 05=Wa+o0g;

on a donc )
03 =— Ald'.

L’¢limination de la pression des deux premiéres équations (42
donne I’équation suivante entre les fonctions ¥ et o :

D(¥, A, W)

(48) VAlAlqr— :D‘(xi, z:)

bt A1IFAIG bt 0'1(A_|_ ‘F)‘— Gg(AﬂF),: o,
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tandis que les équations (46) donnent les deux équations suivantes

3 )
(49) vA Ao— %%;:—AII—S — o1 (A10) —03(A6),+ (A10)2—Cy=o,

(50)  vAL§+ A o0 — (— Wy 5,)08, — (W, +0,)08, + Cp=n0.
La pression moyenne p est donnée par les formules

\ P 1.
(61) d(cb : 2(,)
=—AWd¥ — A ¥(o, dry— 63dr,)

- (dA'wd.rl— IAW
.o dr,

p) dx2>—\g dAjo+ (Co+ Cy3)ds3.
M. Oseen introduit les coordonnées isométriques ¢, y, en sup-
posant constante la fonction
a—ib = 2108Q - d10gQ
Jdo a%

En supposant ¢ et ¥ fonctions de ¢ seul
(52)° s=/fi(3)  W=/u(9)

et posant Gy = C, = o, il obtient les deux équations différentielles
ordinaires suivantes :

(83) AT+ rafiw (@ + V)= A+ S S5+ afifs— bfifi,
(56) LT +rafl+ (@ + 0 fil=—fi+fifi+afifi—bfifs;

ainsi que I'équation aux dérivées partielles donnant ¢? :
(55) VA 0§ Ao — po(0p— W) — Dy (ox+ Wy) =o.

Il'y alieu de distinguer deuz cas, selon que o! est égal a zéro ou
non.

Dans le premier cas, on a f; = C¢. En posant

(56) o§=fa(9) + Ky,
on obtient pour les f, l’équatibn du second ordre suivante :
(57) v(r-Sn)=%s

Le mouvement dans le plan z,z, est celui étudié phr M. Oseen-
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(Chap. II, 6), dont la fonction de Stokes est

Ja(?) — Ky
Dans le second cas, M. Oseen pose
v =rfi(e)
Jf3(@) est déterminé par I'équation différentielle du second ordre
(58) N=fifi—=fifs
A signaler le cas particulier
S>=Co

dans lequel I'équation (53) est identiquement satisfaite, et I'équa-
lion (34) du quatriéme ordre détermine f,. A une solution de cette
¢quation réguliére entre deux valeurs ¢!, ¢'*) de o, et dont les deux
dérivées f'(¢), f1(9) sannulent pour ces valeurs, correspond un
mouvement possible, la vitesse s’annulant awr parois ¢ =o",
¢ =0, en posant C = o, ¢)=o.

CHAPITRE 1V.

MOUVEMENTS VOISINS DES MOUVEMENTS ENVISAGKS PRECEDEMMENT.
STABILITE DES MOUVEMENTS E1UDIES.

La question de la stabilit¢é des mouvements simples des fluides
visqueux, en particulier, des mouvements laminaires, circulaires,
et de Poiseuille a fait 'objet d’'un grand nombre de recherches, qui,
comme nous I'avons remarqué, envisagent presque loutes des pertur-
bations infiniment petites. Il parait, en effet, que I’élude des pertur-
bations finies ait é16 sculement ébauchée par M. F. Neether.

I. — MOUVEMENTS VOISINS DES MOUVEMENTS RADIAUX.

1. Equations du probleme. — Retournons a I'équation (38) da
Chapitre Il donnant la fonction de Stokes en coordonnées polaires r, 3.
On peut se proposer d’intégrer cette .équation par une série de la
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forme

() W= f(8)+ Dy ek pr(r, 9, 0).

k=1
En annulant les coefficients des puissances dee, on oblient la suite
infinie d’équations aux dérivées partielles
v(fT+4f)—2f [ =w,
S" dox  2f" dok L S 9 Bok,

(2) rs or rt ()r r or
k 1
_ do1 d Apg—s dol dAor—y IJApk _
= o 0 ramdd Jr ot (k=1,2,...).

=1 l=1
La pression moyenne est donnée par la relation
(3) dp=—-§d03+pdd>+pAll"d'~P’
— R (A‘I’u %__r — rjA¥, dﬂ) + o W, C-g — oWy, rdb
et la condition de V'univocité de la pression est

) /M"ido=o.

.« . N . . - v . .
Cette condition se décompose donc en la suite infinie d¢ conditions

k—1
27
S' ook R doi—t
f g s B f Apk+vr +12A91 L drdt do =
=1

(k=1,2,...).

Le probléme des mouvements voisins des mouvements radiaux a
été étudié par M. Hamel dans le cas des mouvements infiniment
petits.

Rappelons encore que la fonction u = f' est donnée (Chap. II,
n° 3, II) par la formule

) o=/ du
2 Jey V(u—e1)(u—ex)(u—es)

que les e; sont toutes réelles et que la condition de P'univocité du
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mouvement est

WA du S
(7) n\/3v j; V(u_el)(u._e,)(u—e,)_\/é‘v’

ou u est entier > o.
On peut développer u suivant les cosinus des multiples de 78 :

(8) u=bo+ 22 bas COSO s,

s=1
On sait (¢f. HaLenen, Fonctions elliptiques) qu’on a les formules
nny V6
"_—_1: )

—_—\1 s
(9) bo=2v— n=—(nn /&) e (e=1 20,

ol ny, ¢ sont donnés par les formules

n=1(2v—es) T +oan g
= — — 2 ——
' * V6 - (1+gr—1)
mE 1 21 31
= 0 — — k2 — kv+ — kS ...
g=e = 16k+32 +1024 +2048k+ ’
= €s— €3
- e,—es’

— o du
0, = .
: Vﬁvfe, Vi — o) (i —en (& —e2)

2. Réduction du probléme 4 des systdmes infinis d’équations diffs-

rentielles ordinaires. — En nous bornant au mouvement station-
naire, posons
k
N hka-(k—h)\
(10) Pk =2, ribE=1h wp,w (9)s
h=0

A, % sont des nombres conjugués complexes a déterminer. En cas
de A = A réel, nous pourrons poser

(11) er=rihoi(9).

‘Les fonctions wi_s,4(9); wa,z—(¢) doivent &tre conjuguées com-
plezes. On obtient, en remplacant dans les équations (2), les pi par
les expressions (10) le systéme suivant d’équations di [férentielles
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ordinaires :

(11) V{ O} _pn+ Of_pn[PRop+ (Pr—tyh— 2)*] -+ Wr—n,n PE_p p (P, —2) }
— U Pr—it K Ok—hh — 20 WF_p

-+ u(]’k—h,h— 2) [mlk —nat Pz—h,h wk—h,k]

= z E | PR Ot [P Ot O i)
l+m=k W+n"=h
lym=1. h—1 =o0., !
voh'=0.. m

+h=h
=0 [

- 2 e e Pt = 2)[P;'§;—h~,mwm—h",h~+w',’n_;.~,h-])
=0 .m ’

[k=1,2,...; h=0,1,..., k; pr—n=hX+(k—h)%,...].

On prouve facilement que les conditions (3) qui assurent 'uni-
vocité de la pression sont satisfaites pourvu qu’aucune des relations
suivantes

(12) Ah+(k—h)A—2=0 (k=1,2,...)
n’ait lieu.
Nous poserons maintenant
-+
(13) Okt h = 2 afl—h,h ein?_
n—-—®

Les coefficients a®”" sont obtenus au moyen des systémes
linéaires d’équations linéaires en nombre infini. Les a,°, a)'
sont donnés par les deux sysiémes d’équations

(14) a®)nt— |22 —2)2 ]2 A (h —2) |

2

+
+ 2 al%b,_ [(n—s)’%+j(n—-—s)s+

S=—o

T)\(s‘l—)\?)] =o0
(n=—o...+ ®),

et par le systéme qu'on obtient en remplagant A par A dans le
systéme (14).

Les a*"" pour 'k >1 sont oblenus par des systémes analogues
qui ne différent du systéme (14) que parce que A y est remplacé
par pi_s,x et ou figurent a droite des équations des nombres cf‘;""’

connus.
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Nous avons donc a résoudre des systeémes d’équations linéaires
en nombre infini. Divisons ces équations par n* pour n72o. On

obtient alors des systémes normaux au sens de Poincaré. Les
délerminanits

(15) D(hi+(k_h)x)

de ces systémes sont des fonctions entiéres de 'argument a coeffi-
cients réels, car les séries

-+ o
Zlb"]nt (I=1,2,...)

n=-—»

convergent.

On obtient ainsi pour pi, p2, ... des solutions qu’on peut sup-
poser réelles et toutes de méme parité si p, est impair ou alternati-
vement paires et impaires si p, est pair.

3. Convergence des séries obtenues. — On démontre aisément la
convergence des séries obtenues dans le cas particulier
(16) u = uy= by= const.,

<’est-a-dire dans le cas d’une radiation symétrique autour de Uori-
gine. Dans ce cas, les racines A, de I'équation caractéristique

(17) D(X)=o

sont réelles et égales a

(18) Ao =1k ng,

n, entier ou
by b2
{(19) )\o=z—2-—vi‘/n3+ 4—-:"-

Aux racines (18) correspond des solutions harmoniques. Toutes
: < . b
les racines sont doubles excepté Ao =2 et Ay =2 — —.

Il faut maintenant qu’aucune des équations

{20) D(hXo+(k—h)Xe) =0
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ne soit satisfaite. Dans le cas actuel, il faut qu’aucune des équations

(21) . n’-k°[z——+\/ng+ —-] =o,
| b, b3 )?
2 : — 2 0 —_o)
(22) n 'k[; Py +\/no+4 ] 2,
b, b, b3
2 20 4 ol 0
el Gy ] o}
ne soit satisfaite, n étant — n,k, ..., + nok.
Ces équations ne sont satisfaites que par des valeurs particulieres

de b,.
Dans le cas du signe + dans (19),

(23) )~0=2—éb—°+ n3 -+

v
<

(Ro>o0),

E=

v
la série donnant W converge absolument pour
(24) by < 4v,
donc dans le cas de I'effluz ou de l'influx avec
4v
o] < 7

La convergence a lieu & l'intéricur d’un cercle K de rayon arbitrai-
rement grand pour &> o suffisamment petit, a l'exception de
lorigine.

Dans le cas du signe —

Y]
(25) )‘0=2—f—°v—\/nﬁ+§—‘\" (X< o)
et de I'inégalité
(26) bo> 4V,

c’est-a-dire dans le cas de 'influx avec
4v
[o]> =

la convergence absolue a lieu en dehors d’un cercle k de rayon arbi-
trairement petit pour ¢ > o suffisamment petit.

4. Introduction de u comme variable indépendante. — M. Hamel
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introduit  comme variable indépendante dans ’équation donnant la

perturbation w; supposée infiniment petite. En général, I'équation
donnant w; en variable indépendante u est

(27) Rewf + R;wf + ng';c-!- R3w2+ Rywi= Fy,

et les coefficients ont les valeurs
Ro= o (umea) (u—ex)? (u — o)
Ro= (2 — fur C) (—en) (w—en) (u e,

Ry= o 2 (u—e)(u—e)(u—e;) ["'-‘(e-;- k) + 2m=_54kx—12]

oo —i—3(;——4u+(]>2

R;= (;:,_" —-4u+C> (u’—‘—)' +2kiA2— Akk)

R,_k)\[—-— -+ = kl(kk—2)+—— + kN(kX—2)2 4 ]

Cette équation appartient donc a la classe de Fuchs. L’équation
déterminante a les racines

I 3
P1=0, P2=1, ps= 32 pr=3

et Péquation homogéne admet les développements
{(29) wr=Pi(u—e)+ u—ePsy(u—e)

M. Hamel trouve les solutions particuliéres suivantes de I'équa-
tion (27) pour m=r1 :

1° w=u, A=2,

solution qui ne satisfait pas & la condition de 'univocité de la pression;
20 w=\/;l-, =—1, 3= 20

et
w=\—1u, A=-—1, €3 =0,

30 w=u—3yv, A=1;

4 u’:\/(u—es)(el_u’ A=,
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et

w=\(t—e)(u—e,), k=1, e;=o.

3. Solutions dépendant du temps. — En envisageant les perturba-
tions infiniment petites du mouvement symétrique u = b,, M. Hamel
pose

(30) Mg, = eht+in® o (r),
La fonction w, (1) de r satisfait a Péquation différentielle

, Wy [b n: A
(31) w,+—’}(—v—°+1>+m.‘(—-r—'—-)=o

v
qui s’intégre par les fonctions

o —\
(32) wi=r " Ii\/nh;-ﬁ(r - ;).

ive

étant les fonctions de Bessel d’ordre == \/n‘-’+ %ﬁ..

II. — MOUVEMENTS VOISINS DES MOUVEMENTS LAMINAIRES.

1. Equations différentielles du probléeme. — Nous envisagerons,
comme au n° 8 du Chapitre I1, un mouvement plan du fluide paral-
lele a 'axe des z en supposant que les parois aient les équations
y==H, ct soient animés des vitesses 7= U parallélement a Paxe
des . La fonction W', de Stokes est maintenant

o u, ) a3
(J3) ‘F.;=—H—:+K<H“}—-\i——‘),

ou K est donné en fonction du gradient de la pression moyenne

_ I dpo
(34) = ;l; oz
Posons’
(35) U=+ Y ek Wa(a, 3, 0),

hA=1

on a, pour déterminer les Wy, la suite infinie d'équations différen-



SOLUTIONS EXACTES DES EQUATIONS DU MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX. 53
tielles

(36)  VAAW+ 2KWip— [lﬁ)y+K(y-'—H=)] Ay, — 280

at

= 2 L™ Awmx - lp.I_) AW, .

l+m=k
l,m=1. A—1

Pour obtenir des solutions réelles, il faut poser en général

k
(37) U =2 e—{[117\+(k—h)1],x+[h;—L+(IIc—Iz)p.]lf(fL_ll,h(y) (h=1, 2 ...),

n=0

les A, A iy 25 fan,ny fo,1_n étant conjugués complexes.
Posant i
s Pk—h,n = Ji—nn+ PI_npSi—hs
Pi—npn=hX+(k—h)X\,

qinp=hp+(k—h)y,

(38)

on a la suite infinie d’équations différentielles ordinaires

" r - U 4 N >
(39) v: Ykt p+ Ph—tih [P/?_h,h+ 3 i (ﬁ)’ +h(O"—H )) + 39&'—11,/:] }
— o Kpi_nnfo—n,n="Fi—nn,

ou Fy_; 1 dépend des ¢ et f d’'indices, 1, ..., A —1:

V3 — r ’
(4o) v F'(—/l,/l = 2 —Pl—h',h’,fl—h',h’ Sm—h"n"+ Pm—h",lt"fl—-lt',h’ Qm—h e -

l+m=k
lim=1,..A—1

2. Convergence des développements obtenus dans un cas parti-
culier. — Nous nous bornerons dans I’étude exacte du probléme au
cas de K=o, la vitesse fondamentale u,=— W¥,, élant fonction
linéaire de y

Izla

uy= 3,

et méme au cas plus particulier encore, ou I'on a
U=o,

donc ou le fluide perturbé est initialement en repos.
Nous envisagerons des perturbations qui s’annulent & linfint
(%= ), et qui s’annulent pour t—- «; donc nous supposerons

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 72, 5


file:///itesse

54 A. ROSENBLATT.

A, p réels. Dans ce cas, on peut remplacer I'expression (37) par
'expression

(41) W= =0+ fi ().
Les conditions aux limites étant
Se(H) = fi(— H) = fi(H) = fi(— H) =0,
A, - doivent satisfaire a une (au moins) des deux équations

Sin<7~—\/)\3+i—1>ﬂ sin(7\+\/)\2+v&>ﬂ

(42) + =o.
l—‘/)\"_._%"_ )\_,_‘/)\24_\'&

On peut montrer [ Rosenblatt, 8] qu’a tout nombre A > o, a lexcep-
tion d’un nombre dénombrable de valeurs, qui n’ont pas de
point d’accumulation fini, il correspond au moins un nombre p.> o
tel que les fonctions ¢x(y)

(43) [ =11 + R fe(y)

qui correspondent a ces nombres soient données par les relations
récurrentes

b} H
44) (=3 [ [ 6 1 0 20 om(w) du
Lm=1. g—1 0 u
l+m=k

H H
+sinruff f Hi(u, 2) ?I(C)?m(u)dudc ’
[] u

re=(/ ke fe o,

et les fonctions G, H sont continues.

Si A, p satisfont a Péquation (42) avec le signe — les gx(y) sont
.tous impairs. lls sont alternativement pairs et impairs, ¢, pair, si
Pon a le signe —+.

Pour démontrer la convergence de la série

oulon a

(45) s =, ek eHer+ 4(y),

k=1
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nous envisageons en suivant un raisonnement de M. Odqvist la série
majorante

(46) S =2 k@ Ek,
k=1

ou les nombres @; positifs majorent les fonctions ¢;(y) et sont donnés
par les relations récurrentes

(47) Dp=N(®y Bt +...+ Pz ®,),

N étant un nombre positif convenablement choisi, E = e~O+u), On
voit de suite que S satisfait & 'équation du second degré

(48) NS:—S 4+ :E®, — o,

dont la racine holomorphe pour ¢ = o et s’annulant est donnée par
le développement

b 1
(49) S=E%Z(—I)“*MN@.E)*(E)#.

k=1 k

En introduisant le nombre de Reynolds qui correspond a la
vitesse u, de la perturbation

Uy=— d_y‘ 2
lorsque ¢, tmpair ala forme :
o1= K,;sinr y (Ay>0),
|u||§A1H, U1=A.1H,

que nous désignerons par R,

2
(50) R1=_——4A1H ’

v

on voit que la série s converge absolument et uniformément avec
ses dérivées pour ¢ < p,

(61) °=I{RE’

L étant un nombre pur fixe.
Il en est de méme pour la série donnant W, fi(y) s’exprimant par
ox(y) par la formule

H
(52) f,c(y)=—7:—)‘ sinkA(y — u) ex(u) du.
y
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L’eristence exacte des perturbations qui s’annulent exponen-
tiellement & Uinfini et tendent verszéro lorsque le temps augmente
indéfiniment est ainsi démontrée. La recherche des perturbations du
mouvement fondamental non nul (u £ o) peut étre faite én suivant
le méme raisonnement.

3. Perturbations périodiques. Recherches de Sommerfeld. —
L’étude des perturbations périodiques, des petites oscillations, dans
lequel cas 4, p, sont complexes, est bien plus difficile, car dans
I'étude exacte il faut partir des formules (37) pour les Wy. Aussi les
auteurs se bornent-ils aux oscillations infiniment petites en négligeant
les membres d’ordre supérieur des développements.

Revenons aux suppositions du n® 8 (Chap. II) en écrivant toutefois

&, ¥ au lieu de &y, r.. Introduisons les grandeurs sans dimension
de M. Sommerfeld

£ y U
=@ "=® =g’
et envisageons la perturbation
(83) Wy = etBv—al) f(n),
a, B complexes. — Introduisons le nombre de Reynolds corres-
pondant a la vitesse U,
rR=UH
A

Nous obtenons, comme au n®1, les deux équations linéaires du
second ordre déterminant les fonctions f(n), ¢(n) :

(56) F(0)— a2 f(n) = 9(n),
(55) #(n) —9(n) [0+ iR(B—un)| =o.

M. Sommerfeld remplace la variable » par la variable indépendante
complexe 3

(56) 5= EHIRE—m)

(«R)®
ce qui donne les équations avec z comme variable indépendante

. k2
(57) fr+kf=— 0
{58y "+ 39 =o,
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ol k est donné par la relation

Ifa_' ﬁ'-

L'intégrale générale de (58) est
- 2 5 2 2
(59) ?=A‘/ZI—%(§ZJ)+B‘/ZIJL(§5"):

I étant les fonctions de Bessel d’indices — %’ -;-,

L=(3)" Z(—r)k X,

=0 k'l‘( %) V3

I, ( ) ? ___._i_,-\/;,

W AT

Désignons par 3,, 5, les valeurs de z pour n=o0,n=1,

{60),

o~

its—s)

(61) 30=k3+¥’ : Zl=k2+ % )

'intégrale de 1'équation (57) s’annulant avec sa dérivée pour
(3= 5) est
k ° .
(62) f(z):—ﬁ\/v 9(z)sink(z — 3')d7.

Les conditions

f(z)=o, Sf'(z1)=0

57

0n=0

donnent, aprés élimination de A, B, une équation transcendante
entiére en z, dont les racines donnent les valeurs de B qui corres-

pondent aux « oscillations propres » du fluide.

M. Neether (¢f. le commencement de ce chapitre) s’est déjaen 1913
apergu de la nécessité de traiter I’équation non linéaire exactement.

Il envisage des perturbations périodiques en .z et en ¢ en posanl
(63) W(z,7,8)= 3, ek(y)cosk(az—3t)
A=0

+E Wi(y)sink(az — Bt)

k=0
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eh parvenant a un systéme d’équations non linéaires en nombre

infini avec les inconnues ¢x(y), ¥x(y) dont I'étude semble d’une
difficulté considérable.

III. — MOUVEMENTS VOISINS DES MOUVEMENTS CIRGULAIRES
DE COUETTE.

1. Recherches de M. G.J. Taylor. — M. Taylor [2] étudie les
perturbations infiniment petites spatiales des mouvements circu-
laires de Couette (¢f. Chap. II, 2, @). En désignant par w,, w, les
vitesses angulaires des cylindres deé rayons ry, e, 1y <7, eten dési-
gnant par p le rapport %, on a

rip
2 _ w (1——2-
(64) "0=;+E3I‘, a=r———|,wl(l P«)’ B= ( ri ).

Supposant les perturbations symeétriques par rapport a 'axe des z,
on a les équations (23) du Chapitre III, n°3. En désignant par u, ¢, w
les perturbations suivant les directions r radiale, N tangentielle et z

axiale, u, v, w étant des fonctions de r, z, ¢, on trouve les équations
différentielles

v(A’u—%)+‘vtve d[r(vd:-ve)]_zgw}
, du 19 o ay__ 1 Op
—;;—-23—”[” +(V+Vﬂ)+(.0]—;a—r,
Jw d(v =+ vg)
65 S — — hA NS T
€ ){ vA'w ,‘dt+2Qu+(v+ve) 9z
1 d o _19p
-, d-z[u=+(v+vo)-+w2]._; 33?
, ) d(v+vg) u d . _
v[A(o+ve)— = ]-—w rr '—;";7.['("""’0)'—0,

ou Q est égal a
1(0_u — ?2).
2 \d3 Jar

En se bornant aux termes linéaires M. Taylor parvient aux équa-
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tions
%+2( +B>v+v(A’u—%)=%3€-f§,
(66) —g—: —2Bu+v(A’v —%) =o,
—tz—o;)+yA’w=%')iz’.

Les perturbations u, ¢, w sont supposées de la forme

©7)

| u = u, cosizedt
v = p; COSA 3 ed!,

w = w, sinkze%,.

donc périodiques le long de I'axe des z, u,, ¢4, w, sont fonctions de z

seul, égales a zéro pour r=r,, r=r,, etla condition de I'incom-
pressibilité est

u, Jdu, _
(68) 7+—5’—‘ +)\W|—O.

L’élimination de la pression p donne les équations
)
(69) v(A'—%—- ‘-’——)vi=2ﬁu,,

va/,, . G o , I -AY
(70) X\d-—r(A—)\‘—;)W1=—2(p+F)V1—V(A'—7—)\‘——;)11»1,

M. Taylor intégre les équations (73), (74) par des séries de fonc-
tions de Bessel. En posant

(71) = ¥ amBi(knr),

m=1i

ou B, (kn,r) est une combinaison linéaire des deux fonctions de Bessel
linéairement indépendantes I, (kn7), Y (knr),

Bi(kmr)=0Cs L (kmr)+ G Y, (kmr),

et oit kn(m =1, 2, ...) sontles racines de 'équation transcendante
en k

- ll(k"1) I (krg)
(72) Yy (krs) - Yai(krs)
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Les B, s’annulent pour r = r, et pour 7 = r,. On pose ensuite

V= 03 l,(i)\’r) -+ Ci Y.(ik'r) +2 bm Bl(kmr),
1

'

TN a=n Dy

bm"‘——- Zﬁam~

v(,k?,,+ A2+ %)

Les conditions aux limites donnent Cy=C;=o0. On développe
ensuitc @, en fonction de r :

(=4) w, = C,+ Cq Lo (/%' r) + C; Yo(id'r) -.-2 ¢m Bo(kmr).

m=1

M. Taylor oblient pour déterminer les inconnues @, ainsi que les
constantes G, C; liées aux constantes Cq, C; par les relations

(75) ! o= Drf G Iy (V) + GY (W)

|G =— N Co Ty (PN ) + o Yo (27m) |,
le systéme suivant d’équations linéaires homogénes en nombre
" infini

®

2 knan Bo(kmr‘l) =o0,
(76) "
( Ek"la"l Bo(kmrz)=0,
1 m=l
: Vkm , vk

v 2 9 P ’
¢ H,, Bo(Amr:))+C, “H,, Bo(Amry) + 5E (k3 +22) (K, + 2 anm

4A a\Vim QAsY2m _
+T[k?+7\’3 k:j+l’=+“'J_°’

ot lon a.

gy
"fzm=l-_;— (é"'ﬁ) B,(k,r)Be(k,nr)rdr,
mJ,, r= .

H,,l=/' B?(k,,,r)rdr:f B3 (K r)r dr.
LN 7y

2. Résultats approximatifs. — Il résulte des équations (76) que
I'exposant o satisfait a une équation transcendante entiére que I'on
obtient cn annulant le déterminant infini de ces équations. M. Taylor
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pose dans cette équation ¢ = o pour obtenir le cas limite entre la
stabilité et I'instabilité. Il en résulte une équation entre 2 et la vitesse

angulaire », du cylindre intérieur. On suppose ’—d- (d=rs—ry) petit
1

pour pouvoir négliger les puissances > 1 de ce rapport.
Les résultats obtenus par cette voie sont les suivants :

.. . © ry
Lorsque p. est voisin de 1, le mouvement est stable sil’on a ('T’ > -,
™ R
et instable seulement si w, est plus grand qu’une certaine valeur et si
o) r2 . R Ve . , . PX
Pona =< -3 Linstabilité est alors périodique de période <= = 2d
1 9 N

le long de P’axe des cylindres, c’est-a-dire du double de U'épaisseur
du fluide, résultats confirmés par U'expérience.
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