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SOLUTIONS EXACTES DES ÉQUATIONS 

DU 

MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX. 
Par M. A. ROSENBLATT. 

P K É F X C E . 

J'ai pensé de faire œuvre utile en exposant ici l'état actuel de nos 
connaissances sur l'intégration des équations exactes du mouvement 
des liquides visqueux homogènes et incompressibles. Nous connaissons 
aujourd'hui un certain nombre de solutions explicites, c'est-à-dire 
satisfaisant à des équations différentielles ordinaires. Ces solutions 
sont, d'après les mots de M. Terradas de Rios, paraphrase des mots 
célèbres de Poincaré : « la seule brèche par où nous puissions essayer 
de pénétrer dans une place jusqu'ici répulée inabordable ». En effet, 
leur importance surpasse bien celle des purs théorèmes d'existence 
dont il est presque impossible de constater l'applicabilité dans un cas 
donné. 

Après avoir rappelé, dans le premier Chapitre, les résultats clas­
siques des fondateurs de l'hydrodynamique des fluides visqueux, je 
les complète par quelques formules nécessaires dans la suite et qui 
sont relatives aux tensions. J'expose ensuite les solutions connues du 
mouvement plan et de celui dans trois dimensions. On sait que 
l'on doit dans ce domaine des découvertes récentes importantes à 
MM. Hamel, Oseen, Cisotti, Crudeli, Caldonazzo, etc. qui ont élargi 
beaucoup le champ primitif des solutions exactes limité aux mouve­
ments de Poiseuille, aux mouvements circulaires (de Couette), et aux 
mouvements laminaires. Je donne aussi des mouvements nouveaux 
que j 'ai d'ailleurs étudié dans des travaux récents. 

Je considère ensuite au Chapitre IV les mouvements \oisins des 
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2 A. ROSENBLATT. 

mouvements précédents et leur stabilité. A ce que je sache, excepté 
M. F . Nœlher nul essai n'a été fait jusqu'ici d'étudier cette question 
exactement, c'est-à-dire sans négliger les membres d'ordre supé­
rieur. Les auteurs se bornent à l'approximation du premier ordre et 
appliquent les théories des équations linéaires sans se demander quel 
est le rapport de ces solutions aux solutions exactes. Bien que Ton 
puisse parvenir ainsi à des résultats intéressants et même étant dans 
une certaine mesure en accord avec l'expérience, il est clair qu'ils ne 
donnent aucun renseignement sur la nature des solutions exactes, ni 
sur la question de l'origine de l'accord que l'on a trouvé ou que l'on 
veut avoir trouvé. 

J'ai obtenu moi-même certains résultats exacts concernant les 
mouvements voisins des mouvements radiaux, des mouvements de 
Poiseuille et des mouvements voisins des mouvements laminaires 
dont j'expose une partie. 

Je n'ai pas exposé l'état actuel de la théorie générale de Y existence 
des solutions remplissant des conditions générales au contour. On 
sait que ce sont les géomètres italiens d'une part. M. Oseen et son 
école brillante de l'autre part qui ont obtenu dans ce champ des 
résultats brillants au sujet desquels je ne puis que renvoyer aux deux 
livres excellents de M. Oseen : Hydrodynamik, et de M. Villat : 
Leçons sur ly hydrodynamique. 

Je n'ai traité non plus la théorie exacte du mouvement des corps 
dans un liquide visqueux qui a donné lieu à des nombreux travaux, 
ce sujet formant l'objet d'un fascicule de M. Villat. Faute de place je 
n'ai cité dans la bibliographie que les travaux se rapportant directe­
ment au sujet de l'article. 

Qu'il me soit permis de remercier ici bien chaleureusement 
M. Villat de m'a voir proposé la rédaction de ce travail. Je remercie 
aussi la maison Gauthier-Villars d'avoir publié le fascicule avec tous 
les soins traditionnels. 

CHAPITRE 1. 

RAPPEL DES LOIS FONDAMENTALES DU MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX. 

1. Déformations au sein d'un liquide visqueux en mouvement. 
- Envisageons un fluide visqueux en mouvement et désignons par 
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x,(i=: 1,2,3) les coordonnées cartésiennes rectangulaires du point P, 

et par n e temps. Désignons par v le vecteur de vitesse de compo­
santes V[ et par e,,- les composantes de déformation, c'est-à-dire les 
expressions 

(0 

Rot^ est le vecteur de composantes H/ 

Çl — r 32 r 2 3 j , = p . , ( i s — l'ai) ç:t— r 2 i — (,12« 

Le mouvement relatif au point P(,r) est donné par le vecteur infi­

nitésimal dv de composantes 

ûh>, = eu dx\ H— e12 ^.r2 H- - e,:, dx$ -h - ( £3 rf.r3— J3 rf;ra), 

r/r2 = - e2i rfj?] H- e2S a?.r, -+- - é?23 dx* -f- - (£3 rf.rt — \y dx3), 

dv2 = - «3i dx\ -h - e 3 î rf.r2 -+- ^:î3 rf.r3 H — ( J, d.r2— £2 flfo?! ). 

A ce mouvement est liée la quadrique de déformation Q 
d'équation 

(2 ) ? =^etjXtXj = Ç. 

Les directions principales de cette quadrique correspondent aux 
racines e\ de l'équation 

(?) l(e) = 

i i 
c M — e - e 1 2 - < ? i 3 

2 2 

I I 
"-«31 ~ «32 «33 * — « 

Soient j?y(y = i, 2, 3) les axes principaux à cosinus direc­
teurs lj(i— i , 2, 3). Ces cosinus sont donnés par les équations 

(en—ey)M'-f- - « i 2 U -4- ~erAli = o, 

- < 4 V e s , X-̂  "+-(«22 C ) ) H - « - 7^23^¾ = O, 

«31 M - « 3 2 H -+-(«33 — X-J ) = 0.-1 
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On a entre les coordonnées x, et les coordonnées x'f les relations 

/•',= SX',.*-,, . /-,= Ï,X{.^. 

La forme <p est transformée en forme canonique 

(ô) e', x\° -+- e\ r[?-he[rr\\ 

Les e\ sont les composantes principales de déformation. 
En remplaçant dans ( ."> ) les x' par leurs expressions dans les #, on 

obtient les relations 

\ ' ,«= ^«:(MV (« = i, «,3), 
( o j 

/ *,* = a2p,x{Xi d V *; /? A = i, •>, 3). 

En remplaçant inversement les x dans (2) par les x' on a 

/^/ 

Les accroissements iufiniment petits de la \itesse suivant les axes 
principaux dv} sont donc donnés par les formules 

(8) dv'^e'dr). 

2. Tensions au sein d'un liquide en mouvement. —•* Envisageons 
trois plans 11,( /= 1, 2, 3) rectangulaires passant par le point P et 
parallèles aux plans des coordonnées. Envisageons au point P les 
normales nt positives des plans II, dirigées parallèlement et de même 
seus aux axes x,. Appelons T, les tensions qu'exercent au point P les 
parties du fluide situées du côté positif des plans II, sur ce.s plans. 
Soient de même T\(i= 1, *>, 3) les tensions principales, c'est-à-dire 
les tensions qu'exercent au point P les parties du fluide situées dû 
côté positif des plans principaux U't sur ces plans. Les plans II', sont 
perpendiculaires aux axes principaux x] et les normales n\ positives à 
ces plans sont parallèles aux axes x\ et de sens égal. 

En raison de symétrie les tensions T,' sont parallèle* aux axes x\. 
Appelons T,7 les composantes suivant les axes Xj des tensions T,- et 
envisageons un tricdre T rectangulaire dont les faces latérales sont 
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parallèles aux plans de coordonnées x' et dont 1' « hypoténuse » est 
normale à la direction de l'axe xt. Les conditions de l'équilibre de ce 
trièdre donnent les trois relations 

5 

(9) T „ = 2 T X M ) 2 (/ = 1,2,3), 
/ = i 

ainsi que les trois relations 

<io) T,*=T*,=2T;MX£. 
7 = 1 

Envisageons maintenant un plan général II dont la normale n a les 
cosinus directeurs X1? X2, X3. Envisageons la tension Tn qu'exerce la 
partie du fluide située du côté positif de ce plan sur ce plan. 
Soient T m ( / = i , 2, 3) les composantes suivant les axes xh de T^. 
On a 

3 

(M) T ^ r ^ T , , ) . , (1 = 1 , 2 , 3 ) . 

/ = 1 

Envisageons la formule (9). En sommant par rapport à /, on obtient 
la relation 

3 3 

<») 2 T - = 2 T > 
La somme des composantes normales des tensions qui agissent sur 

trois plans perpendiculaires passant par le point P est donc constante 
et égale à la somme des trois tensions principales en ce point. 

Dénotons par p l'expression 
s 3 

t=i 1=1 

c'est la pression moyenne au point P qui est égale à la pression s'il 
s'agit d'un liquide parfait. 

On suppose que les tensions principales T^ diffèrent de la tension 
moyenne —p par des fonctions linéaires homogènes des déformations 
principales. Les T^ ont alors nécessairement la forme 

-i 

( i 3 ) T ; = — ^ - f - x ^ ^ ; - » - 2 ^ ^ ( / = 1 , 2 , 3 ) , 

1 = 1 
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X, p , étant deux constantes qui, d'après la signification de/?, sont liées 
par la,relation 

( i 4 ) 3X + 2 f i = - o . 

Les composantes des tensions T, s'expriment donc en fonction des 
composantes de déformation par les formules suivantes : 

3 

(IÔ) T / / = — />+- ' ^ ^ + ' 2 ^ / / 

3 

= —p—±p'£eu+2iLe,j (/ = i, 2, 3), 

(16) Tl/=[xelJ ( » V / î / , / = i 5 2 , 3 ) . 

La constante JJL s'appelle coefficient de viscosité et sa dimension 

est \j- • Le coefficient cinématique de viscosité est le quotient-» 

p étant la densité. On le désigne par v, sa dimension est — -

Remplaçons dans les formules ( I I ) les composantes des tensions 
par leurs expressions ( i5) , (16) en composantes de déformation. On 
obtient pour le vecteur Tn l'expression vectorielle suivante : 

•*- 2 >• > 

{17) T* = — p n — ^ JJL6/Z H- 2|xew. 

Dans cette expression ra désigne le vecteur unité de la normale n. 

e est Vhomographie vectorielle donnée par la forme 9(2) , c'est-à-

dire que si XM X2, X3 sont les cosinus directeurs de /1, en est le vecteur 

de composantes 

On a 

1 1 <J?(Xi, X., X-) 
2 * ' = 2 3 ^ 0 = i ^ 3 ) . 

1 -v ' «1 ï -s 

? i = «iiAi-i- -e12A2-+- e n À 3 , 

1 ! i l •* ' «i 

? 3 = « 3 1 A 1 - H - c 3 ) À 2 - + - eaaXa. 
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Or on a 

- ? i = PuXi-f- P 1 2 X 2 -+- P 1 3 X 3 

= Pi iX 1 - i -p l sX,H-p l aX 3— - [ ( p 1 8 — e31)X3— ( P 2 I — P i 2 ) X 2 ] , 

-> 
Introduisons Vhomographie vectorielle -jp donnée par la forme 

bilinéaire 
?(x,y) = ^vijXzyj. 

On a 
-> 
dv > > > > 
— /1 = ^ 2 Pi,X/-+- i 2 S P o , X , - f - / 3 £ p 5 l X j 

Û(/I dfo dn 

Le vecteur e/i peut être exprimé par l'homographie -^ de la 

manière suivante : , 

> dv > 1 > > 
e/i = -7p /i — - rot v /\ n. 

Nous avons donc la formule vectorielle suivante : 

(18) T„ = — p n — ^ \x 0 n H- 2 [JL -yp /1 — {jirotpA7 1-

0 est d'ailleurs la dilatation 

3. Équations du mouvement des liquides visqueux. — En dénotant 

par ~ les composantes matérielles de l'accélération et par Xj les 

composantes des forces extérieures agissant sur le fluide, on a les 
équations suivantes du mouvement du fluide : 

09) ^ = ^ - 2 ¾ <••=«.».*>. 
/ - 1 

En remplaçant dans ces formules les T,y par leurs expressions (16) 
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et en remarquant que l'on a 

àen i cte12 i àeu i i à& 
-— H — - -— H — = _ ^ p 1 - | .— . . . , 
axi 2 àx* 2 dx% 2 2 dx\ 

on obtient les équations différentielles 

(20) — ^ - - ^ - ^ — - V A P , (» = ! , » , 3 ) . 

La dérivée matérielle -T- du vecteur ^ est égale à 

dv dv > 
— H P 

La densité p satisfait à Véquation de conservation des masses 

(21) -JJ H- d i v ( p p ) = o 1 

ou bien 

(22) _? -+- pdivp = o. 

Si le fluide est incompressible, on a 

§ = °> e=o-
S'il est, en outre, homogène, et si les forces dérivent d'un 

potentiel U, on pose 

Q = U - £ 
P 

et l'on a l'équation vectorielle 

(23) — = grad Û -+- v AP. 

Si p est plus généralement fonction de p seulement, on pose 

Supposons encore le fluide incompressible et homogène, et pre-
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nons le roteur de l'équation ( 2 3 ) . On a 

dv dv i —> > > 
di = ai + a-grad^ + r o t P A ^ 

> > > 
arotp _ c> rot p a? rot p > 

^ ~~ ~5T~ + "3F"p' 

rot(w A «0 = ( divp — - ^ ) w — ( diva— ^ ) ^ , 
ou u, v sont deux vecteurs arbitraires. On a donc 

> > / > \ > 
. « P <?rotP / > rrfp \ > rfrotp-^ 

TOtdt =-àr + \àiyv- drJTOti)+ SP-V 

a rot P dv > 
—:n ^ïi r o t ?> 

donc, l'équation ( a 3 ) devient 

(24) _ _ = > _ r o t P + , A r o l p > 

ou bien, puisque l'on a 

— h , . > > •>• 
grad div p>= AP -h rot2 p, 

, rv arotp dv > > 
(25) _ _ = _ r otp_prot»P l 

rot2 i> et rot3 v désignant la répétition double et triple de l'opération rot. 

Dans le cas général, lorsque divc n'est pas nul, on a 

rfrotp , . > > d ( rotp J 
—r- h div p rot P = o — l / * 

dt ' dt\ p / 

donc, en prenant le roteur de l'équation (20) que nous écrirons 

/ / \ dv — ^ T T 1 — > v —>: _. > > 
( 20 ) ^ / 7 ^ £ra<* ̂  — grad/) H- ^ grad div p -h v AP, 

on aura 

d ( rotv] \dv > . > [srrad/M 

• J A — / ^ r o t p + v A r o t ' - r o t vnrv 
-h ^ rot\v grad divpj . 
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Le troisième terme à droite ne s'annule que lorsqu'on a • 

> —^ 
grad/) A gradp = o, 

de même, le quatrième membre ne s'annule que lorsqu'on a 

•—>• > — y 
grad div p A gradp = o ( 1 ) . 

4. Mouvement plan. — Dans le cas du mouvement plan, le 
vecteur 

rotp = (p,-,— P 1 9 ) 4 

est normal à ce plan. On a 
> > * ' ^ / ' > > N\ ( > > ^ 

rotP A n = ? 3 Ï 3 A U i / i i - h / 2 / î J = b l ^ ^ i — i\n*J, 

iii, n2 étant les cosinus directeurs d'une direction n du plan. 
Soit s une direction orientée par rapport à la direction n comme 

l'axe des x par rapport à l'axe des y, et soient st. s2 ses cosinus 
directeurs. On a 

« p > __ rfp _ rfPi ^ rfp, > ' 

^ P " ~ " rfS -~dn~l]~*"dn"l*> 

rfp > ûfPi 6/p, 

dn dn dn ' 

rf/i afa ' t dn *' 

donc, la tension T„ est donnée par la formule 

r /âfp, ^p, \ i > 

Les composantes T** et T„, normale et tangentielle de l'effort T„ 

(1) La formule (4), page 62, de VAnalyse vectorielle générale, de MM. Burali-
Forti et Marcolongo, Pavie, igi3, est inexacte. 
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s'expriment donc par les formules suivantes : 

, . \ TnH = — p— g fié -h 2JX[P11/I?-I- p22w^-h(p12-+- P|O*i*0> 

Si le fluide est incompressible, et si W est la fonction de Stokes, 
on a 

v,= — W., p> = *Fi, 

on peut donc exprimer les vitesses et les cosinus directeurs par W. 
On a 

Pi p» 

</ étant la valeur absolue de la vitesse. On trouve ainsi 

(28) \ 9m 

Introduisons l'angle a de la tangente positive. On a 

donc, on obtient les formules 

T-. = K(»*J-A*) . 

Les équations différentielles du mouvement plan sont 

|p l P ,1+p1pM + v . l =^.(U_y ,^)+ v A P j +Jv^. 

donc, dans le cas du fluide incompressible et homogène, on a les 
équations 

C3i) J ^ t V P 2 » ; 

flte2 \ 0 2 * / 
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L'élimination de p donne l'équation 

(M) vMV-g$£*L>*!?=o 
D(^1? # 0 ^ 

du quatrième ordre en W. 

La pression moyenne/? est ensuite donnée par la formule 
(33) />=—jV- t -pU 

- pf[v(UV* û t e t - AVt rf*0 - A ^ i F + V,, ^ 2 - ¾ ^ 0 -

5. Introduction des coordonnées isométriques. — Nous intro­
duirons, au lieu des coordonnées cartésiennes xh, les coordonnées 
isométriques <p, x de M. Hamel. La fonction w de xt, x2, 

w = ? •+• *X, 

est fonction analytique de £ = ^ -f- ix2. 
On a donc 

^ = U r î - h V J = ( V } + y J ) ( ? ï + çJ). 

Désignons par Q l'expression 

= ?? + ?i = X? + Xi-

Le laplacien A'*F en coordonnées isométriques est donné par la 
relation 

On a 
( A ^ ^ A ' ^ Q + A'tp-Qç, 
(A*F)x=A'*FXQ + A'tFQx, 
A' A*F = QA'A'*F -h 2(A'^Q<p-i- A'*FxQx) H- A'*FA'Q. 

On a 
d ^J^Y_à\o^ .«MogQ 

ûfoo ti\dz/ <^cp < ^ 
Posons 

a + (6 .est fonction analytique de a. 
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Multiplions les équations (3 i ) par # , ç , x2y en les sommant, de 
même par x^, x2y. On obtient les équations 

(35) 

- A*' VX + V9< = ^ ( Q - I ? ï ) + v ( AV),, 

et, en éliminant &, 
D(A^, >F) 

A'iF, = vA'A*F. 

On a 
A'Q = Q(a«-f-6*), 

D(A*F, W) D(A,lF *n 

%x) 
On obtient donc Véquation de M. Hamel donnant V en coor­
données <p, ^ 

(36) vfA'A'V-h 2(aùSW<?—bWx) + (a*-hb*)tfip] 

Exprimons maintenant les tensions par les coordonnées isomé­
triques. On a 

q2\ dxx àxi/ 
mais on a 

On obtient la formule 

(37) T M = , Q [ A ' T - . y ^ - T t ^ ( y ^ 

On a 

_*x _ _ £ ' J . 

D: 
(<T)i ( * • ) . 

V- lfTx 

(?2)? (?2)x 
«Pi X i 

?2 AA 

et 
= Qi^[Q(^|-+-^)]x-^[Q(^ + ^ ) ] ? | 

D = 2 [ i F 1 2 ( ^ ? _ i F 2 ) H _ i i r i ^ > ( ^ 2 2 _ 1 j ) . i i ) ] 
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Nous obtenons ainsi la formule 

<38) Tnn = - p - _ A _ [ ^ d _ ^ ? ? ] 

Les équations (35) donnent la pression moyenne. On a 

1 L ^x 

à9
 dX + "W(<*d/.+'bdv)\ • v 

%t dX -+- qrX/ tf?. 

CHAPITRE II. 

MOUVEMENTS PLANS. 

1. Mouvements en spirales logarithmiques. — Les mouvements 
plans stationnaires en spirales logarithmiques ont été découverts par 
M. G. Hamel. M. Hamel s'est demandé, s'il y avait des mouve­
ments plans non potentiels, mais dont les lignes de flux fussent des 
courbes harmoniques. La fonction V de Stokes doit donc être fonc­
tion d'une fonction <p harmonique, sans que W soit harmonique. 

Posant 

(0 ¥ •= / (* ) , 

on a 

w = -p(vn+w*)+fi9 (/vo). 

La fonction W doit donc satisfaire à l'équation 

(2) AV= F ( \ F ) ( \ F Î H - I J ^ ) . 

Inversement, si W satisfait à l'équation (2) la fonction 

(d) ? = / e J dW 

est harmonique. 
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Envisageons l'équation (36), Chapitre I, de M. Hamel en supposant 
le mouvement stationnaire. Pour que l'on puisse avoir ( i ) , où <p est 
harmonique, il faut et il suffit que la fonction analytique de z, 
a-\-ib, soit une constante (Hamel, une autre démonstration de 
Millikan). On a en ce cas" 

(4 ) w =—2-— rrïogz: 
a*-hb~ ° ' 

donc les coordonnées isométriques <p, y s'expriment par les coordon­
nées polaires par les expressions 

\ * = - 5 ^ ( ^ ^ + * • > > 

Les lignes de courant sont donc des spirales logarithmiques ou 
bien leurs dégénérescences 

(6) alogr-h b& = const. 

/ ( 9 ) satisfait à Véquation différentielle du quatrième ordre de 
M. Hamel 

(7) p [ / B + 2 a r + ( a s + ^ ) / ' ] = - 6 / / ' , 

Les composantes de la vitesse v suivant les directions desv <p et 
des £ croissants sont 

Donc les composantes de v suivant les directions du ravon vecteur et 
de l'amplitude 0 sont 

où p est logr. On obtient donc les expressions suivantes de ces 
composantes : 
/ON ib f ia f 

Les formules (37) et (38) du Chapitre I donnent les composantes 
de la tension Tn agissant sur les lignes de flux. On a 

(9) ^ = - ^ ( / + ^ ) . 
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Quant à Tnn on a 

et la pression moyenne/? est donnée par la formule 

(io) ^ - J ^ + Q I / T ^ + v / ' V ^ v / V ^ + è ^ ) ] , 

où l'on a 

Or l'équation différentielle (7) peut être immédiatement intégrée 
une fois et donne 

(II) V[/'" + 2a/''+(a*+62)/'] + | / ' 2 = G v . 

L'expression (10) peut être intégrée complètement et l'on obtient 

<I2> P= ^Jb^br^f'^+^ + V-af'-^l 

Donc la composante normale de la tension T^ est donnée par la 
formule 

< l 3 > T-=(-^è)^LG-a(/>«/)]. 

2. Cas particuliers. Mouvements circulaires et radiaux. — Suppo­
sons avec M. Hamel que l'on ait 

a = °i b^o, 
ib 

~~ a*-hb- = I ( e n C a s d e b ^ °>> 

ce que l'on peut réaliser par une simple transformation de coordon­
nées. On a les deux cas particuliers fondamentaux : 

a. 6 = 0. Ce sont les mouvements circulaires de Couette. Envi­
sageons l'équation du troisième ordre (11). En posant f=u 
M. Hamel la ramène immédiatement à l'équation du deuxième ordre 

04) v[u"+oau'+(a*-+b*)u]-hbu*--Cv = o. 

Dans le cas particulier 6 = 0, elle s'intègre par des fonctions élé­
mentaires 

(i5) M = "T -+-*~fl*(A-+-Bç). 
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La condition de l'univocité de la pression est, d'après la formule (10) 
(X étant proportionnel à 0 ) , 

/ " + « / " = 0 , 

ce qui donne B = o. 
Désignons par vA, v* les vitesses du fluide le long de deux 

cercles C<, C2 de rayons rA, r2, r^<r2* On trouve 

( r 2 — r*)v2rz— (r2— r ' j ) ? ! ^ __ a 
06) P Q : 

La pression/? est donnée par la formule 

(17) p = 9(tl: — i!l+2a[3logrj. 

b. a = o. On a les mouvements radiaux de M. Hamel. L'équa­
tion ( i4) devient, en posant a = o, b =— a, 

08) u" = — 4 u + 

qui s'intègre immédiatement par des fonctions elliptiques. 
On a 

? = *> x = —logr, 

et la vitesse radiale est donnée par la formule 

09) çP = -f-

En intégrant une fois l'équation M. Hamel obtient l'équation 

u'= i/^ s/(u — e1){u — e2)(u^-ei), 

où l'on a 
e t + e j + e 3 = 6v , 

3Gv 
2 

Posant 

e i e 2 + e->ez-\- e^ex 

U = V + 2V, 

on obtient p comme fonction elliptique de 0 , 

( 2 0 ) 
/e —e0 \ 
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On peut ranger les a d'après l'ordre de grandeurs de leurs parties 
réelles 

R(«O^R(eO£R(*3), R(«0^2v. 

On a les deux cas possibles : 

i° Tous les et sont réels et u est entre eK et + oo; ou entre <?a et'é?3. 
2° Un e est réel et u est entre cet e et -f- oo. 

3. Étude détaillée du mouvement radial. — Il y a trois sortes de 
mouvements radiaux possibles : 

I. Le fluide est illimité. 
IL II est limité par deux parois. 

III. Il est limité par deux rayons libres de flux ou bien par une 
paroi et un rayon libre de flux. 

I. Fluide illimité. — Tous les eg sont nécessairement réels. Pour 
qu'il y ait périodicité il faut et il suffit que l'on ait 

* , / 3 v re* du 
n V 2 Je. ^/{u-el)(u-e2)(u-i -e2) 

où n est entier. Posant 

u = e2— (e*— e3) sin^iF, 

** = e > — e-i 

e1—e1 

on obtient la relation 

dW (2i) * = l / _ 6 ! _ r * - = 
/ f c ' s i n ^ 

II. Courant entre deux parois. — w est nul le long des deux 
parois. 

i° Tous les e réels. On a efflux 

ou influx 
° = w^c». 

2° Un e réel. On a efflux 

e<u<o. 
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Efflux : On a dans les deux cas la relation 

Y 2 Jes y / ( w - e 3 ) ( K 2 + 2 a « + P ) 

L'ouverture 0i est donc donnée par la formule 

du (23) e ^ v ^ f 
«A?3 \/(

u — e3) ( a J + 2 a w + [3) 

La vitesse maximum de l'efflux est égale à -• 

L'ouverture maximum est donnée par l'expression 

_ 7 - r° du 4 / 3v 
e ^ - v ^ v / ( e / _ g 3 ) u ( ^ g j Z^- 2 7 C V i2v^2g3(i + e ) 

( o < e < i ) ; 

elle est donc limitée par la valeur maximum de la vitesse et elle tend 
vers zéro lorsque cette vitesse maximum croît infiniment. 

Influx : Maintenant on a 

(24) e, = v^6v/ — 
sj{u — e 2 ) ( M 2 + 2 a t t + P ) -

la vitesse maximum est — e—> Lorsque e2 est >3e , l'angle &n peut être 

arbitraire. Si l'on a e 2 < 3t>, l'angle 0, est plus grand que w et arbi­
traire et sa valeur maximum correspond k e^=o. 

III. Courant entre lignes libres. — Le mouvement a lieu entre 
deux rayons le long desquels le fluide est en contact avec un fluide 
parfait (air) ou entre un tel rayon et une paroi. 

Le long des rayons libres, la pression du fluide parfait est normale 
au rayon, on a donc la condition 

Twç = o, 

donc on a, d'après (9), la condition 

(25) u' = o. 
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La pression du fluide parfait étant supposée constante, on a 

TrtW= o; 

donc on a la seconde condition 

(26) C = o. 

i° Mouvement entre deux rayons libres. — Tous les e sont réels. 
On a 

eK, e2 peuvent être exprimés comme fonctions de e3 

e. 
C l = 3 v — - + -v/3(6v — e . ) ( e 3 + 2 v ) , 

* 3 .«. = 3 v - ^ - - v / 3 ( 6 v - e 3 ) ( e 3 + 2 v ) . 

On a les inégalités 

4 v < e t < 6 v , o < e 2 < 4 v , _ 2 v < e 3 < o . 

On a encore la formule (22) exprimant 0 en fonction de u. L'aper-
ture 0 1 est donnée par la formule 

«i=v^ r , du 

.«/*. \/(u — eY)(u — e3) (u — < 

On, donc efflux pour e^ u < o, influx pour o < w < e2. 
Posant 

M = g3 + ( e* — e3 ) sin9 *F, 
on trouve 

( 2 8 ) e 
2 y/3^ / ^ rfy a ^ v ( __dW__ 

y/ôv — 3e3 + v/3(6v — e O ( e 3 + 2v) «A V̂ 1 — ^ s i n ^ ' 

2 y/3v 

• 3 e 3 + y/3(6v — e 3 ) ( e < j + 2 v ) 1 
(29) e, = 2^3 v f ™ . 

V6v— 3e3 + v/3(6v — C3)(cj+2v)^o v/i — ^ s i n ' ^ ' 

(30) fra __ 6 v — 3g-<— y^3(6v — g , ) ( g , + av)^ 
6v —3e3 + \/3(6v —g3)(g3 + 2v) 

Posant 
e3 = — 2va ( o < a < i ) , 
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on a 

- ^ =K, 
y / n - ' « - H j / ( i + | ) ( , — 0 

(30 

*.=
 i + g -y/ ( i + i ) ( - g ) . 

•«-VO-B)*1-")' 
K étant l'intégrale complète. 

QK tend vers - si a -v o et vers l'infini, si a -> i . 
2 7 

2° Mouvement entre un rayon libre et une paroi. — Tous les e 
sont réels, ou un seul qui est négatif. Dans le premier cas u varie 
entre e3 et o (efflux), ou entre o et e<> (influx). L'aperture 0* est 
limitée supérieurement dans le premier cas 

Bl<i/—±!. ï , 
l = V 2 ( 6 v - e 3 ) 2' 

et inférieurement dans le second 

- y 2 ( b v — e2) 1 

Dans le cas d'un seul e réel, on a 

4. Étude des mouvements en spirales logarithmiques. — Posons 
avec M. Hamel 

l'équation à intégrer est 

(32) w"+ 2au'-+- &u — Ç-w2— C = o. 
4v 

C'est l'équation d'un mouvement amorti sous Pinfluence du potentiel 

2 I2V 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 7 2 . a 
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Il n'y a donc pas de mouvements en spirales dans le plan indé­

fini. 

MM. Olsson et Faxén [2] ont remarqué que l'équation de M. Hamel 
appartient à une classe étudiée par M. Picard dans un travail 
célèbre (*), et intégrée par M. Mittag-Leffler (2) dans le cas où l'inté­
grale est uniforme. 

Pour que l'intégrale générale de l'équation 

u"= A M ' + B W + D + F M ' 

soit uniforme, il faut et il suffit que la condition soit remplie 

AD _ B^ _ _ 3 / F \ * 
6 24 — 2 \ 5 ) ' 

Dans notre cas, la condition de l'univocité est 

(33) £ = £ l ( l + 6p-)(49-6p-) . 

L'intégrale générale de l'équation (32) est 

(34) « = ^{ (^ )V> , ( . ->+« . , o , ,,) + «}, 

où 30 , gi sont les constantes d'intégration, et cp est donné par 

? = e— -pjiog/'. 

M. Olsson [1 ] réduit l'équation ( 32 ) par une transformation linéaire 
à la forme 

un— — iaiï-+- 6 M 2 + D, 

qu'il intègre par la série 

( 3 5 ) . u=^cmemW-9o), 

(1) Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques de deux variables {Journal 
de Mathématiques, 4e série, t. 5, 1889). 

Remarques sur les équations différentielles. Extrait d'une lettre adressée à' 
M. Mittag-Leffler (Acta mathematica, t. 17, i8g3). 

(2) $ur Vintégration de Véquation différentielle 

y- = Ay3 + B y + Cy -+- D + ( Ey + F) y'. 

Extrait d'une lettre à M. E. Picard ( Acta mathematica, t. 18, 1894). 
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où A est donné par 

>-=p.[v/n?r;*.]. 
le signe — correspondant à 9 — cp0> o et le signe + à cp — <p0< o? 

c 0 = i / - r î Ci est la seconde constante arbitraire. 

Désignons par O ( M ) le trinôme 

$(u) = ^u«-ru + C=^(u-Pl)(u-92), 

Pi < P2 si les racines sont réelles, u ne peut avoir de maximum que 
s'il est situé entre px et p2 et de minimum qu'en dehors de l'inter­
valle p4, po si les racines sont réelles. 

u ne peut tendre vers —00, ni lorsque l'argument cp tend vers —00, 
ni lorsqu'il tend vers -+-00. Lorsque u a un maximum entre p< et p2 

pour cp = <p0, on a pour cp ^> cp0 ou une infinité d'oscillations toujours 
plus petites ou bien u tend en diminuant vers pA. Ce dernier cas est 
exclu, si l'on a 

^ ( , ° - » — p i ) < 4 « ° . 

Envisageons maintenant les deux cas possibles du mouvement en 
spirales logarithmiques. 

i° Mouvement entre parois. Cas de l'efflux. — L'ouverture, c'est-
à-dire la différence des deux valeurs de l'argument cp correspondantes 
aux parois, est d'après M. Hamel, limitée supérieurement par la valeur 
maximum de la vitesse et elle tend vers zéro lorsque ce maximum 
augmente indéfiniment. 

Qn peut étudier les mouvements qui correspondent aux petites 
valeurs de a par les méthodes de Poincaré-Picard ( ' ). Développons u 
suivant les puissances de a, 

OL = U(0), <X'=U(0), 

(36) " ( 9 ) = w0(cp) + A 4 ( c p ) a + A , ( ç ) a ' + A 3 ( 9 )a •+-..., 

ou u0(cp) correspond au mouvement radial, a = o, 

du 
V/(w — e 1 ) ( i / ' + 2 a u + (3) 

(1) POFNCARE, Méthodes nouvelles de Mécanique céleste, t. I. — PICARD, Cours 
d1 Analyse, t. III; Leçons sur quelques problèmes aux limites fie la théorie des 
équations différentielles, 1930. 
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Les conditions aux parois sont 

u(o) = o, u(Bi-hQ) = o, 

où 0i est donné par la formule (23), et où Q est à déterminer. On 
montre l'existence des mouvements en question pour chaque système 
de valeurs de a, a' données suffisamment petites. 

2° Mouvement entre spirales libres de flux. — Les formules (9) 
et ( i3 ) du n° 1 donnent comme condition aux limites 

u' -h au = o 
et l'on a 

C = o. 

Maintenant u0(&) est donné par la relation 

V 2 Je% s/(u — el)(u — e,)(u — eîi) 

et les conditions aux limites sont 

u'(o) + <z u(o) = o, M'(0! + il)-h a M ( 6 ! + Q) = o, 

0i étant donné par la formule (29) ou (31), et 12 étant à déterminer. 

5. Mouvements de M. Hamel en spirales dans le plan illimité. — 
Ces mouvements non potentiels sont donnés en coordonnées polaires 

? = logr = P, Â = e 
par la formule 

(37) sr=/ (P ) + Ke, 

où K est une constante. L'équation en W en coordonnées polaires est 

où l'on a 
1 à9W 1 d f àW 

liW — 
r" dW r àr \ àr j 

Les composantes de la vitesse sont 

K f df 
r r dr 
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et l'équation déterminant / e s t 

(39) , 4 V a - ï^ + ¥ 
r àr àt 

J ràr\dr) 

f̂ a condition de Vunivocitè de la pression dans le plan indéfini est 

dp 

et, d'après la formule (39) du Chapitre I, 

(40) , / i / + K A / - r ^ = . o . 
àr J àràt 

En intégrant l'équation ( 39 ) une fois et en posant la constante d'inté­
gration égale à zéro on obtient précisément (4o). 

M. Hamel pose 
àf 
àr 

et il obtient l'équation 

/ / t v «J'P _,_ 1 àv / K \ 1 ^ P 

(4I) ^ ^ ^ i v - V - v ^ ^ 0 -
Les solutions stationnaires s'obtiennent par voie élémentaire. 

Dans le oas de 
K 

on obtient la fonction/ suivante 
K 

(4*) / = C t r v + C2 logr+C3 , 

tandis que dans le cas de 
R 

2 = 0, 

on a 

(43) f=C, logV + G, logr + G3. 

Pour C ^ o o n a donc des mouvements non potentiels dont là 
vitesse à l'infini est nulle dans le cas de l'inégalité 

(influx). 
. - * < • 



1 K 

X = i— — , 
2V 

26 A. ROSENBLATT. 

Les solutions non stationnaires s'obtiennent en posant 

(44) f = e-»*xn(r). 

Xn(r) s'exprime par les fonctions de Bessel : 

(45) X* = ****(\/"r), 

(46) ^-(îTll-Vk^rZlt^y 
k = 0 

qui sont linéairement indépendantes lorsque A n'est pas entier. 
M. Hamel pose aussi 

p — r*t?ta(z), 

r" 
z = 

4v£ 

vt>(z) satisfait à l'équation différentielle 

, , N „ , a + i + 3 —X / a 9 — 2Xa B\ 
(47 ) . w+w _ + ^ _ _ _ _ £ ^ 0 j 

et l'on a les intégrales 
_ Il _ r* 

P = ^ - 1 e *v/ e t p _ r2> ^_x-i e * * < . 

6. Mouvements dans le plan illimité de M. Oseen. — M. Oseen [1] 
envisage la fonction 

(48) ^ = / ( 9 ) + (¾ 

C constante arbitraire, dont le cas particulière = o est la fonction 
de M. Hamel ( * ), et dont le cas particulier b = 0 donne les solutions 
du numéro précédent. Le mouvement est supposé stationnaire. On a 
l'équation du quatrième ordre 

(49) /» -+- (™ + ^ ) / ' " + ( V + 6> + ^ ) / " + \ bff= 0, 

dont l'équation (7) de M. Hamel est un cas particulier. Pour qu'il y 

(1) Cf. la figure 1 de la confeience Das Turbulenzproblem, [3] 
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ait des mouvements uniformes dans le plan illimité, il faut et il suffit 
que l'on ait la condition 

Q 
( - 0 ) ia H = o. 

v 

En posant u = / ' ( çp ) on intègre l'équation (4$) P»r 1& formule 

< 5 . ) JZJç=±f" <*» = , 

les et sont tous rée/s et rangés dans l'ordre de grandeur comme 
auparavant. En posant 

u = e 3 + (e,— eA) sirTff, 

M. Oseen obtient les deux équations. 

V ^v «/„ \ i - f f siu 

( 5 3 ) 4 / - ^ - ( ^ , - c , ) | — G y + ^ ( « i — «3) —«1 

r * — / » • > ^ K r 1 7 <fe 
+ / t i — A-sin 7 ai / — = 

I 

d? 
m = const. 

On a ici 

k* 

E, K sont les intégrales connues de Legendre. 
Le premier cas particulier considéré par M. Oseen est celui où 

l'on a 

(54) ^•(^1 — e 3 ) — e t a + Gè = o. 

Les équations (52), (53) prennent la forme 

(55) e + > g , - = JL f* t
 d* , 

(56) e -

'o V̂ 1 — ^ sin2<j 

3 * 

•>n\ K(-> — Je*) — 3 E ] 

j rVi-A-sin-,*-! f* f , {H-8„ 

file:///i-ff
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et la condition de Yunivocité de la vitesse dans le plan indéfini est 

(57) - ^ = V--j7^T3-
/ 

k'2 doit satisfaire à l'inégalité 
A3^ 0,962 

et l'on a 

Le mouvement est tortueux; d'après M. Oseen : il n'est pas exagéré 
de l'appeler turbulent ( ' ). 

Dans le second cas particulier, les lignes de flux sont fermées. 
C'est le cas où l'on a 

(58) - ^ ( ^ 1 - ^ 3 ) - ^ 1 6 — C a = o. 

On a, outre l'équation (55), la relation 

3TUÔ 
(59) l o g r = -

2 # i a [ 3 E — K(2 — A3)] 

X j f v I — /fJ-Sin^craŒ— — | b + ln<rr0l : [°y/i-k*+m**d*- J f* rfg - U lno 
(•/0 K ^ o \ / i —A^sin'crj 

On a A:2<o,96i. 
Dans le cas général, k est seulement assujetti à la condition o< A*< 1, 

n est un entier arbitraire. Les trajectoires sont données par les équa­
tions 

(60) l0gr = ~3(t^âb')nK f V/i-*2sin-crtf<j 

^ - ^ ^ + ^ 1 ^ ^ ^ ( 2 - ^ ) 1 
la [ rc 6 3 J 

1 rG di 

e = 3 j £ ^ ) A K r ^ _ l r a ; ; 

" L * - & 2 inKJ0 \/i-k>sm*<j 

La pression moyenne/? est uniforme dans le plan indéfini. 

(1) Cf. la figure 1, de la conférence Das Turbulenz problem. [3]. 
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7. Mouvement dont la fonction de Stokes est de la forme (1 ) : 

(61) ^ = / ( ? ) + r n / i ( ? ) (m>o). 

On voit facilement que les seuls mouvements nouveaux sont ceux 
qui correspondent au cas b = o, m = i. On a alors le système de 
deux équations différentielles 

v[/ -+ 2 o / r + < / Ï ] = / ; / î - / i / r - « / I / Ï , 
( 6 2 ) ( vL/-+ 2a/" '+ «V"] = / ' , ' / ' - / 1 / " ' - a/ t/", 

Ces mouvements Aie so/i£ /?a$ univalents dans le plan illimité. 
Les trajectoires ont l'équation 

( 6 3 ) _ > - e 0 ) / t ( - J l o g i ) + / ( - J l o g ^ ) = const. 

On constate facilement que posant / = const., on a les trajectoires 

( 6 - e 0 ) y . Cn*\ r*n= const., 

où /^ est arbitraire et les d sont donnés par des formules de récur­
rence. On a | Ou | ^1 et les séries convergent pour 

va 

et donnent une intégrale particulière de la première équation (62). 

8. Mouvements laminaires. — Ce sont les mouvements simples 
parallèles à Vaxe des xA identiques dans les plans # 3 = const. entre 
deux plans d'équations x2 = o, x2 = H, dont le second est animé d'un 
mouvement parallèle à l'axe des xA avec la vitesse U. La fonction W 
de Stokes étant fonetion de x2 seul, on a 

AAtF = o, 

Ul = —WXi, çi = W.Xl = o. 

W est un polynôme du troisième degré en x2. On a 

U ' 
(64 ) Ui=j?x*—3A0#«»(#2—H). 

H 

(1) ROSENBLATT, [ 1 ] , [4 ] . 
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On exprhne A0 par le gradient de la pression moyerinê 

A . - - — -^-. 
6[A àxx 

Le débit par unité de temps et de largeur est 

jJH H? àp 
2 I2{JL àx 

9. Mouvements non stationnaires de Boussinesq et de M. H. Villat. 
— Boussinesq, cf. Villat, envisage le mouvement d'un fluide qui 
occupe la partie de l'espace située au-dessus du plan xKOx2 sur 
lequel agit une force constante k par unité de masse dans la direc­
tion de l'axe des xK et qui e^t identique dans les plans parallèles au 
plan xA O J ? 3 . On a donc 

U1=Ul(Xz,t), Ui=U5=0, 

et l'équation différentielle est 

(63) ''lïï+k = W 

Les conditions aux limites sont 

(a) «i — o pour x3= o, t 2 o; 
(b) M4 = o pour àr3 ^ o, t = o. 

Posant 
iti— kt = U, 

on a M équation de la chaleur 

( 66 ) V - — r = -r- ' 
v ' àxl ôt 

La solution satisfaisant aux conditions aux limites est obtenue sous 
la forme 

(67) L ç ,, j 
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M. Villat (1) envisage la couche du fluide visqueux entre les plans 
#3 = 0, xz-=. H animés d'un mouvement parallèle à l'axe des xK avec 
les vitesses <p(*)> ? i ( 0 - On a de plus 

V(«) = ! ! , ( * , 8) 

donné, et les conditions sont satisfaites 

9(o) = V(o), ? 1 (o) = ^ 1 ( H ) , 

On suppose qu'il n'y a pas de forces extérieures. 
La fonction u{(x2, t) est donnée pai" la formule 

di' (68) 2S/^u1(x3,t
f)= f *CO^j r 

Dans cette formule U2 désigne la fonction 

« = — <»• 
* ( T ' ) = Ç(VT')> ^ ( T ' ) = ? 1 ( V T ' ) 

et l'on a 
e' = W , T' = VT. 

U2 tend vers zéro lorsque T' tend vers t', Ç étant ^ #3 , et Ua est égal 
à zéro pour Ç = o et pour Ç = H et o < T ' < ^. 

Pour démontrer que la fonction U\ satisfait à l'équation 

à2Ui à U A 
v —— .— — o 

àxA àt 

et aux conditions aux limites, on utilisera, d'après M. Villat, les deux 
théorèmes que l'on trouve démontrés dans le Cours d) Analyse, t. III, 
de M. Goursat : 

i° L'intégrale 

(69) u(x,y)= -L- f -XÂL^e w-mdç, 
2 V au Ja M y — H 

(1) Leçons sur VHydrodynamique. 
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<p(£) étant continu dans le segment (a , b) tend vers cp(#0) lorsque le 
point P(x, y) s'approche d'une façon quelconque du point (x0, H) 
intérieur à (a, b) en restant au-dessus de ce segment (y >> H) ; 

2° L'intégrale 

" ( * , . r ) = - ^ / ?U) V 'b-*» 

est égale à ±cp(Y) lorsque le point l?(x,y) tend vers un point 
P0(xQ,Y) de la droite x = x0, le signe étant -h ou — selon que 
l'on a x > #0 ou # < # 0 . 

10. Tourbillons de M. G. I. Taylor. — M. Taylor [1] remarque 
que l'équation (32) de la fonction W de Stokes peut évidemment être 
remplie en posant 

àW 
ot 

où R est une constante, ce qui donne la solution 

(71) W = Wle™, 

où Wt est solution de l'équation de la membrane vibrante 

M. Taylor envisage en particulier les tourbillons correspondant à 
la solution 

( 72 ) W = A cos ^-j- cos ^ - e d* , 

dans lequel cas il y a un tourbillon dans chaque carré de côté d. 

11. Mouvements dépendant du temps de M. Oseen. — Considérons 
maintenant les mouvements trouvés dernièrement par M. Oseen [2 ] . 
On peut essayer de satisfaire à l'équation (36) du Chapitre I par des­
fonctions des trois arguments 

r i = <p, y*=ii j 3 = i o g ( Q 0 . 

En supposant que a-\- ib, qui est en général fonction de yK + iy2l 
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est une constante, M. Oseen pose 

(73) ^ = / i ( j 3 ) + J i / > ( r 3 ) + D r 2 , ' 

et il obtient pour déterminer^ , / 2 les deux équations différentielles 
ordinaires 

(74) JS+'fS+fi = v - ^ [ r ' ^ - ( D « + V.)(/?+/5) + */5/5], 

(75) / ^ + 2 / - + / - + - ^ ( 2 / - + 3 / 5 + / , ) 

= v(a»+&») î « - " [ ( « * + ^ / T " * - *a/5] - D(3«*+ è*)/» 
- ( « ' + * * ) ( D a + 6 / , ) ( / r + / [ ) 
- 2 a y . ( / 5 + / 5 ) - 2 D a » / 5 + 6 (a ï+f t» ) /5 /5 . 

L'équation ( 7 4 ) peut être satisfaite en p o s a n t / 2 = A = const. et 
alors la seconde équation (76) peu t être intégrée complètement et donne 

(76) / , = G f ^ f pA-i c-P <3 /* «i-A e« rfoc, 

C, c0 , c ( , c2 constantes d'intégration, 

. Da + A6 
)̂  = H — TTT> £ = P ( « 2 + b*) v(a*+b*) 

L'équation (74 ) possède aussi les solutions 

/ 2 = A + By9, / 2 = A + -b e~)3. 

On peut aussi satisfaire à l'équation aux dérivées partielles (36) 
(Chap. I) de M. Hamel par des solutions de la forme 

(77) ^ = e*(fl>'-6->s)/i(73) -+-^i(A + B j 3 ) + Dr2 . 

On obtient pour fK une équation différentielle linéaire qui peut 
être intégrée complètement dans le cas k = — 1. 

Malheureusement les solutions obtenues ne donnent pas en général 
des vitesses uniformes dans le plan indéfini. Cependant dans le cas 
de b = o, a = — 2, y, = cp = logr, y<> = x — ® ^es vitesses sont uni­
formes et les équations (7^)? (7^)1 et l'équation différentielle linéaire 
satisfaite par la fonct ion / , (y^) de la formule (77 ) peuvent être inté­
grées complètement. 
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CHAPITRE 111. 

MOUVEMENTS DANS L'ESPACE. 

1. Mouvements symétriques par rapport à un axe et qui ont lieu 
dans les plans passant par cet axe. — Il s'agit des mouvements étudiés 
par MM. Caldonazzo [1] , [2], Crudeli [1], [2], [3] et Gisotti [1], [2J. 
Ici encore, comme dans le plan, on peut introduire une fonction de 
courant W. Soient r, z, cp les coordonnées cylindriques, z l'axe de 
symétrie, r le rayon, alors la condition de Vincompressibilité est 

(,) ^ ( ^ ) + ^ ( / ^ ) = 0, 

vr et vz étant les composantes de la vitesse v suivant l'axe des z et 
suivant le rayon. On peut donc poser 

, v i àW i àW 
( 2 ) vz= - —-, * v = — — . 

r àr r àz 

L'équation vectorielle du mouvement du fluide est 

( 3 ) -- = v Ai» + g r a d [ $ — S- ~ — \ ~ r o t e -A *>• 

En prenant le roteur de cette équation et en posant 

**" n v dVr àvz 

rot v = 2 û N = —-- - i , 
àz àr où l'on a posé 

> > > 
et où £, r, N sont trois verseurs dirigés suivant l'axe des z, suivant 
le rayon r et suivant la normale N qui forme avec z et r un terme de 
directions orthogonales orientées comme celle des axes de coordon­
nées, on obtient Y équation vectorielle 

( o ) = vA rote — rot ^ rote /\ v). 
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Or on a 

rot[rotPA^]= [ ^ £ ( £ ) + 2 " ^ (~)P> 
> r 2 Q 1 > 

A rote = A"(2Q)— — N, 

où lïon a 

<6). 
A( Q ) = 1 + — • 

K ' àz* Or* r àr 

On obtient ainsi Véquation différentielle donnant l'a fonction de 
courant W 

où D est le déterminant 

V3 

(8), D = 

-il) 
1!) 

,(9) 

Les composantes vr et vz de la vitesse P sont données par les équations 

£_.(„_5)_,0f.+ !(.-e-!), 
<^ez - v A'ez ^^s^-f-?)1 

L'équation (6) dans le cas du mouvement Ze/i£, où l'on néglige D 

^où bien dans le cas où D = o, .donc où W est fonction de - j> a été 

donnée par M. Zondadari. 
M. Grudeli exprime W par la fonction F définie par la relation 

âF 
(10) T = r àr 

en obtenant l'équation aux dérivées partielles 

<*A'F 
<») àt 

= vAffF 

[Aff double opérateur A' donné par la formule (6)] dans le cas dû 
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mouvement lent, et l'équation 

( 1 2 ) i à"F à&F d /àKF\ àk"F 
K } ràràz àr + dt\ àr )~V "àT 

dans le cas du mouvement général. 
Les vitesses suivant les axes x, y, z s'expriment au moyen de la 

fonction de M. Crudeli par les formules suivantes : 

__ à* F 
àx àz 

trt\ ) â'¥ 

dydz* 
_ à*F_ à* F 

{>z ~ àx* "*• ~àp ' 

2. Cas particuliers remarquables des mouvements précédents. — 
Il y a lieu de noterparticulièrement deux catégories particulières de 
mouvements envisagés dans le numéro précédent : 

i° Mouvements radiaux. — Dans le cas de mouvements radiaux 
passant par l'origine O on pose 

04) 

On voit que l'on doit avoir séparément 

D = o, A'û-£="o, 

donc o n a - = / ( f ) , ce qui entraîne Œ = o. On trouve 

(i5) f=C /
 Z • 

i/r* + z* 
On a donc le résultat : 

Les uniques mouvements radiaux possibles sont les mouvements 

potentiels à symétrie radiale de potentiel © = c . 
s/r*-+-z* 

2° Mouvements rectilignes de Poiseuille. — Ce cas classique cor-

respond au cas où l'on a ^ - ^ = o et où le mouvement est station-
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naire. Il résulte en effet des formules ( i3) que l'on a dans ce cas 

f £ = o , * , = / ( r ) f A"F = 2«, 

où a est une constante. Or on a A'F = vz, donc on obtient Y expres­
sion connue de la vitesse 

(16) e 3 = a r 2 + Alogr + B, 

A = o si le mouvement est régulier pour r = o. 
On a les formules classiques dans le cas d'un tube circulaire de 

diamètre 2r2 , de longueur /, si pu p2 sont les pressions moyennes 
aux extrémités du tube 

et pour le débit 

Pour une section annulaire de rayons r n /*2, i\ < r2 on trouve 
(LAMB, Hydrodynamics) 

(.9) ..= ¾ 

( 2 0 ) P * Z i Z L M , * _ , * _ l d z ^ ) î 

Mouvements de M. Crudeli. -7 M. Crudeli envisage les mou­
vements pour lesquels & est égal à — ar, comme pour les mouve­
ments de Poiseuille sans que la composante radiale vr soit nulle. 
On a donc l'équation 

(21) A'F = a/-2+B. 

L'équation indéfinie (12) est satisfaite et l'on trouve comme com­
posantes de la vitesse les expressions 

r e- = a r 2 + B —S'c /
a

lIo(c«r)Hn(3), 

(22) 1 v 1 / ,dHn(z) 

Ici I0 est la fonction de Bessel d'indice o, I, celle d'indice ~i et 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 72 . 4 
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les cn sont racines de Xéquation transcendante 

li(crt) = o . 

En posant B = — ar\, on obtient comme débit 

a/^ 

comme pour les mouvements de Poiseuille, mais la formule (18) 
n'est qu:'approximative. 

Malheureusement la vitesse vz n'est pas nulle à la paroi r = /*2. 

3. Mouvements généraux symétriques par rapport à un axe. Rota­

tions visqueuses de M. Cisotti. — En décomposant la vitesse p en 

deux composantes : vx dans le plan méridien et v2 normalement à 
ce plan 

e2= HN, 

où l'on a H = H(r, z, t), on trouve les deux divergences nulles 

drv et = o, d i v e s = o . 

On a maintenant les trois équations de mouvement 

(23) £ = v A ' w 0 , r + H H , H - £ ( » - £ - £ ) 
<*H /vu H \ A 

où l'on a posé 

(24) A = - r [ p r ^ 3 r J + p , - i _ J j a = 

à(rU) 
àz 

à(rU) 
àr 

M. Caldonazzo a encore à droite de la troisième équation (23) le 

terme —p- , où cr(t) est une fonction arbitraire de t, ce qui provient 

de ce qu'il intègre les équations obtenues en prenant le roteur de 
l'équation (3). Toutefois il est facile de voir que cette fonction c'(t) 
doit être identiquement nulle, à cause du terme HHZ dans la seconde 
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équation ( 23 ) et elle ne peut être arbitraire que dans le cas de H* = o. 
Le roteur Q satisfait à l'équation 

<«> - _ , ( A . . _ » ) + D * Ï , . 

Le cas particulier H = o correspond aux mouvements du n° 1. Le 
- * • 

.cas où l'on a p, = o est celui des rotations visqueuses étudiées par 

M. Cisotti qui dépendent de l'équation 

(26) <_?=v \** + ±(*x\ + m. 
K } àt V L ^ s rfr\v/J ™ 

Plus généralement on a les mouvements étudiés par M. Caldo-
nazzo pour lesquels rotP4 = o, donc Q = o. H est encore indépendant 
de z, donc aussi A est indépendant de z. 

Il y a deux sortes de tels mouvements : 

i° Les mouvements irrotationnaux pour lesquels H est égal 

a —p-, le mouvement dans les plans méridionaux étant un mouve­

ment général irrotationnel. 
2° Les mouvements pour lesquels W a la forme 

W = z(ar^-hb) + « ^ 2 + bu 

tandis que H est déterminé par l'équation plus générale que l'équa­
tion (26) 

<•» 2-19+^))+(-+^+^-
4. Tensions au sein d'un fluide dont le mouvement est symétrique 

auteur d'un axe. — Envisageons d'abord le mouvement du n° 1. 
Désignons par s, n les directions de la tangente positive en un 
point P d'une ligne de flux C et de la normale extérieure en sup­
posant ces directions orientées comme les axes des z et des r . L'appli­
cation de la formule (18) du Chapitre I donne les composantes Tnn 

normale et Tns tangentielle 

(28) { rànàS 
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Donc, dans le cas particulier des mouvements irrotationnel^ 
on a 

( 2 9 ) T | i ' - F ^ T ' 
ĉ F 2u/ 
- ^ est nul, mais - ^ - n'est pas nul en général, les directions 5 et rc 
étant fixes. 

Ces tensions s'expriment élégamment au moyen de l'angle a de la 
tangente avec l'axe des r : 

I rr àa 

lnn = — P — 2 L i e — , 

1 W 5 = 2liL)L ' i t i e - r - -

La pression moyenne p est donnée par la formule 

(3,) « _ £ _ £ _ / ( 0 

**•/, P > 5 F ^ + V A ( r 5 ï ) ~ ï 5 ^ + 2 ^ 5F ( ^ -

Il s'ensuit, en particulier, que pour les mouvements ir rotationnels r 

la composante tangentielle est proportionnelle au produit de la 
vitesse et de la courbure de la ligne de flux. Elle est donc nulle 
dans le cas et seulement dans le cas où ces lignes de flux sont des 
droites. 

Une étude détaillée [Rosenblalt, 3] montre que ces droites forment 
un.des deux faisceaux : 

i° Droites parallèles à l'axe des z, W=Cti, mouvement en bloc; 
20 Faisceau de sommet O. Mouvement i° du n° 2, de potentiel 

G 
9 = — » 

V/V2 + 32 

Passons aux mouvements généraux du n° 3. Outre les compo­
santes T™, Tns, il y a encore la composante TwN dirigée suivant la 
direction N de la tension Tn agissant sur un élément d'une surface 
tubulaire formée par les lignes de flux passant par un même cercle 
normal à l'axe de z et de centre sur cet axe. On a, d'après 
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M. Galdonazzo, 

(30 TnN = , ^ ( S ) . 

La tension TN qui agit sur les plans méridiens est donnée par la 

formule 

(3.) T N = ( - , + ^ g ) ^ g - n T d ( ï ï ) . 

P o u r que les tensions Tn soient normales aux surfaces tabulaires, 

il faut et il suffit que l 'on ait 

'+19- £(")« 
£1 n'étant pas nul en général, H n'est pas nécessairement indé­

pendant de z. 

5. Mouvements hélicoïdaux de M. Caldonazzo. — Une catégorie 

intéressante de mouvements sont les mouvements hélicoïdaux de 

M. Caldonazzo pour lesquels on a 

• > - > 

(34) r o t e A " = o. 

Oii trouve 
> 2 Û > 

(35) rote = -=j-e. 

rïl et r& sont des fonctions de W et de t, 

rH = G(W, 0 , 'Q = F(*F, t) = { G ^ 

O n a maintenant 

r 

Les fonctions F et G satisfont aux équations suivantes 

(36) 

àF 
j - — v [ F i F i p - ( i F 3 + ^ 2 ) _ 2 F F i p ] = o, 

^ f _ v [Gw(iF?-+-VJS) — 2FG1F] = o. 
ut 

E n supposant les fonctions F , G dépendant seulement de 9T, 

M. Caldonazzo obtient 

F = - a ( G + 6) , 
2 . 
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a, b constantes, et en supposant b = o, on a 

(37) W = W0 e-*»". 

(38) F = -1- a*^o e-"*"1, G = aW0 e~^K 

W0 satisfait à l'équation aux dérivées partielles du second ordre 

( 3 9 ) ~àzT + -àrT ~ r ~àF +***•=<>> 

Dans le cas particulier où W0 est fonction de r seul, on trouve 
les mouvements dont les lignes de flux sont des hélices cylindriques. 
W0 est donné par la formule 

(40) V 0 = r [ A I 1 ( a r ) + BY 1(ar)] f 

li, YA étant les fonctions connues de Bessel. Posant B = o, on a les 
composantes de vitesse 

et le pas des hélices est 

(40 zxr— = 27:r 
e. 

l 0 (or) 
Ii(ar) 

Chaque cylindre coaxial se meut d'un mouvement hélicoïdal comme 
une surface rigide. 

6. Mouvements dans l'espace de M. Oseen. — M. Oseen a réussi 
de trouver des mouvements stationnaires dans l'espace, qui n'ont pas, 
en général, de symétrie axiale. 

Ce sont les mouvements pour lesquels les composantes V\, v2 de la 
vitesse sont ndépendantes de #3 , tandis que la composante v% est 
fonction linéaire de #3 . Les équations différentielles du mou­
vement ont maintenant la forme où a- = v* + v\ : 

'•(*»-'•>) =sr(*-f " Ï ^ ) + V A P I ' 

(42) < *i(e«i—PU) = g j ; ( * ~ f "• î ^*) •+•v A p «» 

^1^13-+- PIPS«H-P*PI I= J^\®~\) -4-v Ae3. 
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3̂ est supposé de la forme 

(43 ) ^3=^0-^3^1, 

v^, vl étant fonctions de x^ x2, donc la troisième équation (42) 
devient 

(44) ^1(^1 + ^3^11) + ^2(^2-^^3^32)-^(^3-^^3^)^3 

àxA 

JL JL 
àx\ àx\ 

^ ( * - ^ ) + v ( A , ^ + J - 3 A 1 ^ ) , 

A , : 

La condition de l'incompressibilité est 

(45) 
àv{ àv^ 
àx* àx.2 

D'après les deux premières équations (42)? 

àxz \ p/ 

est fonction de $ — - seul. On a donc 
P 

£(*-?) = ̂ ^ 
L'équation (44) se décompose ainsi en deux équations : 

( P i ^ < H-^^2-hPSP 3 = vA1eg+G0 , 

( *>1 "Si "H ^2^32+ ^32 =vA|PiH-Gi. . 

M. Oseen pose 

(47) ^ 1 = - ^ + ¾ ^=WXx-^^\ 

on a donc 
ej = —Ai<r. 

L'élimination de la pression des deux premières équations (4 2 ) 
donne l'équation suivante entre les fonctions W et a : 

(48) v A ^ y - ^ A ' y ) - A t W A ^ - ^ A t ^ - ^ ( ^ ) , = 0, 
^ A ^ l y #2? 
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tandis que les équations (46) donnent les deux équations suivantes : 

(49) v A , A , a - ï ^ 

(ôo) v A, e!} + A, <Je°- (— *F2 + or, )e°, — (W{ + <7.,)ej}2 + Gft= o. 

La pression moyenne/? est donnée par les formules 

(5i) d(<ï>-£-*-„-] 

= -\vWdW- AL W( Œ! dx, - Œ, rfjn ) 
/<JA,V , ^ A , ^ \ 

"+"'V~57T l J7~" r f , r2) ~~v ^ d + tCoH- C ^ r f s . 

M. Oseen introduit les coordonnées isométriques cp, ^, en sup­
posant constante la fonction 

En supposant cr et W fonctions de cp sew/ 

(52)" " = / . ( ? ) , ' > = / , ( 9 ) 

et posant C0 = C, = o, il obtient les deux équations différentielles 
ordinaires suivantes : 

(53) v [ / J + 2 a ^ + ( ^ + ^ ) / S ] = / î / S + / J / - + a / ; 7 2 ' - 6 / ^ 

(54) v '[ /r+ 2 a / 7 + (a»-h ^ . )/'/ ] = -fi + / î / r + a /J / ï - bftfi j 

ainsi que l'équation aux dérivées partielles donnant v\ : 

(55) vA'pO+PÎA,
l(j-P:îf?(ff<p-^Vx)-.p3

0
iX(Œx-l-Vç) = o, 

Il y a lieu de distinguer deux cas, selon que v\ est égal à zéro ou 
non. 

Dans le premier cas, on a fK = Cep. En posant 

(56) e § = / 3 ( ? ) + KX, 

on obtient pour I e s / 3 l'équation du second ordre suivante : 

(5?) -v(/!-J/i) = Ky;. 

Le mouvement dans le plan xKx^ est celui étudié par M. Oseen' 



SOLUTIONS EXACTES DES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DES LIQUIDES VISQUEUX. 45 

(Chap. II, 6), dont la fonction de Stokes est 

Dans le second cas, M. Oseen pose 

"5 =/«(?) . 

/y(cp) est déterminé par l'équation différentielle du second ordre 

(58) • v/3 = / . ' / * - / ï / i -

A signaler le cas particulier 

/ , = C » 

dans lequel l'équation (53) est identiquement satisfaite, et l'équa­
tion (54) du quatrième ordre détermine fK, A une solution de cette 
équation régulière entre deux valeurs cpll>, cp(°) de cp, et dont les deux 
dérivées/ ' , (cp),/'j(cp) s'annulent pour ces valeurs, correspond un 
mouvement possible, la vitesse s'annulant aux parois <p = co(l>, 
© = ©f'1), en posant C = o, r j = o. 

CHAPITRE IV. 

MOUVEMENTS VOISINS DES MOUVEMENTS ENVISAGÉS PRÉCÉDEMMENT. 

STABILITÉ DES MOUVEMENTS ÉTUDIES. 

La question de la stabilité des mouvements simples» des fluides 
visqueux, en particulier, des mouvements laminaires, circulaires, 
et de Poiseuille a fait l'objet d'un grand nombre de recherches, qui, 
comme nous l'avons remarqué, envisagent presque toutes des pertur­
bations infiniment petites. Il parait, en effet, que l'élude des pertur­
bations finies ait été seulement ébauchée par M. F . Nœlher. 

I. — MOUVEMENTS VOISINS DES MOUVEMENTS RADIAUX. 

1. Équations du problème. — Retournons à l'équation (38) du. 
Chapitre II donnant la fonction de Stokes en coordonnées polaires r, cp* 

On peut se proposer d'intégrer cette équation par une série de la 
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forme 

(O v=fW+^k?k(r, e, o. 
* = i 

En annulant les coefficients des puissances dee, on obtient la suite 
infinie d'équations aux dérivées partielles 

W/"H-4/ ' ) -a /y '=<o, 

VAAP,-4 '^- 2 -4 :^ + / : ^ . 
(2) 1 r* àr r* àr r àr 

k-i k-i 
_ 1 \?à?i à kpk-l 1 ^àpi à bpk-l , àbpk / t _ T 0 x 
" rZj~àr~ ~~ÏÏ ~r2à~àï ~àr~ + ~~àT l * - i , 2 , . . . ; . 

Z = l / = 1 

La pression moyenne est donnée par la relation 

(3) dp = — ° dv* + 0 rf$ + p àW cPV 

__ fx /AV0 ~ - r|A*Fr rfe) + p ¥<),, ^ - oWrtt r d* 

et la condition de Yunivocitê de là pression est 

<« ft*-
Cette condition se décompose donc en la suite infinie de conditions 

<•> f\$t+^+^+1^-^-° 
( * = I, 2, . . . ) . 

Le problème des mouvements voisins des mouvements radiaux a 
été étudié par M. Hamel dans le cas des mouvements infiniment 
petits. 

Rappelons encore que la fonction u=fl est donnée .(Ghap. II, 
n° 3, II) par la formule 

/3v r du 
V ^ ^ 3 ^ ^ - ^ ) ( ^ - ^ - ) ( ^ - ^ ) 

•que les e% sont toutes réelles et que la condition de l'univocité du 
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mouvement est 

où M est entier > o. 
On peut développer w suivant les cosinus des multiples de n% : 

oo 

(8) u = 60-H
 2 2 , bnscos&ns. 

s = l 

On sai t(c/ . HALPHEN, Fonctions elliptiques) qu'on a les formules 

( 9 ) 6o = 2 v _ ^ W § ï , ^ = _ ( „ ^ v y ^ L Î _ (, = 1,2,...), 

où TQ4, # sont donnés par les formules 

T 1 
A 

¢ = ^ 0 7 = ' * * + ' * * + " j e + J l - A i H - . . . . , 
Ï c 16 32 1024 2048 

A:1 = ? 
C i — e 3 

e, = i / 6v / , 
«'e, v ( w — e i ) ( w — e 9 ) ( w — e 3 ) 

2. Réduction du problème à des systèmes infinis d'équations diffé­
rentielles ordinaires. — En nous bornant au mouvement station* 

naire, posons 

(10) P * = 2 ^ ^ - ^ W*_M(ç), 
/1=0 

A, I sont des nombres conjugués complexes à déterminer. En cas 

de X = 1 réel, nous pourrons poser 

(11) ?* =/•**!«>*( f ) . 

Les fonctions w*_M(<p), &>*,*_*(?) doivent être conjuguées com­
plexes. On obtient, en remplaçant dans les équations (2) , les p* par 
les expressions (10) le système suivant d'équations différentielles 
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ordinaires : 

(H) V { < _ M H- WJU, A [PÎ-Kh •+• (/>*-/*.* - 2)9J "4- <*k-h,hpl-hth(pk-h,h -2)°- } 

— u"pk-h,h:<àk-h,h — 2 iïu'k-hji 

+ U(pk-/i,h—*) [d'k-h^ Pi-hji^k-hji] 

l-\-m = k \ h'-hn" = h 
/ , m = l . * — l/ /i' = 0 . , / 

\ / i"=:0.. /« 

— 2 M'i-h'jAPm-W'- i)[p%_h%h^m-h\h" +- t*4_a„)Aw] I 
h' + h'=h i' 

A '=0 / I 
/i'=zO . ni / 

[k = i, 2, ..., h = o,i, ..., k', pk-hth= h\-+-(k — h)\, . . ' . ] . 

On prouve facilement que les conditions (5) qui assurent l'imi-
vocitè de la pression sont satisfaites pourvu qu'aucune des relations 
suivantes 

(12) ^X + ( £ — /i)X — 2 = o (A: = 1 ,2 , . . . ) 

n'ait lieu. 
Nous poserons maintenant 

-h» 

(i3) »!_».*= 2 «Jr*1**'"*-
7 Z = — « 

Les coefficients a*-7*''4 sont obtenus au moyen des systèmes 
linéaires d'équations linéaires en nombre infini. Les a,1;0, a"'1 

sont donnés par les deux systèmes d'équations 

04) «,V° 1 n>- \ X*+ (X - 2 )*]** + X"(X - 2)2} 

Sz=— oo 

( n = 00. . . + oo), 

et par le système qu'on obtient en remplaçant A par X dans le 

système (i4)-
Les ak~h"h pour /r > 1 sont obtenu» par des systèmes analogues-

qui ne diffèrent du système ( i4) que parce que A y est remplacé 
par pk-h,h et où figurent à droite des équations des nombres c*~A'* 
connus. 
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Nous avons donc à résoudre des systèmes d'équations linéaires 
en nombre infini. Divisons ces équations par nh pour n^o. On 
obtient alors des systèmes normaux au sens de Poincaré. Les 
•détenu inarft s 

05) D(AX + (A: — h)\) 

de ces systèmes sont des fonctions entières de l'argument à coeffi­
cients réels, car les séries 

4-ao 

2 l*»l»f (/ = 1,2,...) 
n=— » 

-convergent. 
On obtient ainsi pour p n p2, . . . des solutions qu'on peut sup­

poser réelles et toutes de même parité si p^ est impair ou alternati­
vement paires et impaires si p4 est pair. 

3. Convergence des séries obtenues. — On démontre aisément la 
•convergence des séries obtenues dans le cas particulier 

(16) u = u0= b0= const., 

«c'est-à-dire dans le cas d'une radiation symétrique autour de l'ori­
gine. Dans ce cas, les racines X0 de l'équation caractéristique 

(17) D(X) = o 

sont réelles et égales à 

•(i8) X0 = ± : n 0 , 

n0 entier ou 

X.«a-*±t/V*I. •09) X » = a - r v ± \ / , l î + 4 v 

Aux racines (18) correspond des solutions harmoniques. Toutes 

les racines sont doubles excepté A 0 = 2 et À0 = 2 — —• 

Il faut maintenant qu'aucune des équations 

<2o) D ( / i X ^ + ( £ — h)\0) = 0 
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ne soit satisfaite. Dans le cas actuel, il faut qu'aucune des équations 

(21) 

(2*) 

*-*[»-£V"rf-#] ,-a' 
71*-

- i ' U 
2v y ° 4v^ 

2v y u 4 v 2 _ 

— 2 : 

ne soit satisfaite, n étant — ra0^? ...,-{- n0k. 
Ces équations ne sont satisfaites que par des valeurs particulières 

de 60. 
Dans le cas du signe + dans (19), 

(23) x 0 = a - ^ + y / i « j + g (X0>o), 

la série donnant V converge absolument pour 

(24) &o<4v, 

donc dans le cas de Vefflux ou de l'influx avec 

La convergence a lieu à l'intérieur d'un cercle K de rayon arbitrai­
rement grand pour e > o suffisamment petit, à l'exception de 
l'origine. 

Dans le cas du signe — 

àV* 4v 
( A 0 < O ) (25) X 0 = 2 

et de l'inégalité 

(26) &o>4v, 

c'est-à-dire dans le cas de l'influx avec 

la convergence absolue a lieu en dehors d'un cercle k de rayon arbv* 
trairement petit pour g > o suffisamment petit. 

4. Introduction de u comme variable indépendante. — M. Hamel 
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introduit u comme variable indépendante dans l'équation donnant la 
perturbation wf supposée infiniment petite. En général, l'équation 
donnant co* en variable indépendante u est 

(27) R 6co£+ R 5 w £ + R 4 ( 4 + R 3 1 4 + R 2 w * = F*, 

et les coefficients ont les valeurs 

R6 
9 v 

- (u — e t )
2 {u — e2)2 (u — e?3)

3, 

( 2 8 ) 

R5= U~ — 4 M H - C ) ( K — «I ) (K —e,)(K — e3), 

I R4= ^(M-«0(i*-«t)(tt-o["(6 + *À) + a*«X»-|4*X--iaj 

+ 3 ( ^ - 4 ^ + cV, 

R3 = /£ _ 4tt + c ) f « ^ . + 2À^X2- 4*x) , 

R2 = ArxT— ^ + "*X(AX - 2 ) + ^ - 4 - AX(£X-2)*-*-£]-

Cette équation appartient donc à la classe de Fuchs. L'équation 

déterminante a les racines 
1 3 

P l = 0 , p 2 = I , P 3 = = 2 * t*~"2 

et l'équation homogène admet les développements 

{ 2 9 ) ">*= P I ( M — « t ) H - v 7 ^ — < ? I P Ï ( H — <?T.). 

M. Hamel trouve les solutions particulières suivantes de l'équa­

tion (27) pour m = 1 : 

jo w = U) X = 2 , 

solution qui ne satisfait pas à la condition de l'univocité de la pression ; 

2o oi = \fu, X = — 1, e 3 = o 

et 

4' 

w = y7— u, X = — 1, e2 = o ; 

w = w — 3v, X = 1 ; 

«;=; V/(W~ « j ) ( * i — H), A = I » ^2=03 
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et 
w = \/(ii — e\){u — e 2 ) , X = i, ey = o. 

5. Solutions dépendant du temps. — En envisageant les perturba­
tions infiniment petites du mouvement symétrique u = bn, M. Hamel 
pose 

(3o) Api = eA'+*n6a>,(r). 

La fonction &)<(/*) de r satisfait a l'équation différentielle 

(30 . 5 ^ ( ^ 1 ) . , . , ( - ^ ) = 0 

qui s'intègre par les fonctions 

étant les fonctions de Bessel d'ordre db i/n--\ —. 

y 4vn 

II. — MOUVEMENTS VOISINS DES MOUVEMENTS LAMINAIRES. 

1. Équations différentielles du problème. — Nous envisagerons,, 
comme au n° 8 du Chapitre II, un mouvement plan du fluide paral­
lèle à l'axe des x en supposant que les parois aient les équations 
J = + H, et soient animés des vitesses q= U parallèlement à l'axe-
des x. La fonction ^ 0 de Stokes est maintenant 

, = _ | ^ K ( H > , - Ç ) , (33) «r, 

où K est donné en fonction du gradient de la pression moyenne 

(34) * = - ¥ - • • 
2{JL àx 

Posons" 
06 

(35) T = V 0 - h 2 •***(*, ;r, 0, 

on a, pour déterminer les Ç^, la suite infinie d'équations difiéren-
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tielles 

(36) v A A ^ + 2 K ^ ; r - r H r + K(^_H2)lAUYl:- ° ^ l 
àt 

2 VteAVm>-V|jAV, • m v 

l-\-mz=k 
/,/»i = l . .k—\ 

Pour obtenir des solutions réelles, il faut poser en général 
k 

(37) Wk = 2 ¢-(1^+^-^^+W+«*-*)ri |}/t-A,A(r) (A = i, 2, . . .)r 

les A, ^ ; /JL, p.; fk~h,h, fh,k~n étant conjugués complexes. 
Posant 

l ?k-h,h = fl-h,h •+• Pl-h,hfk-hj,, 

(38) ! pk_h>ll=h\ + (k-h)\, 

f qk-h1h=hy.-+-(k — h)y., 

on a la suite infinie d'équations différentielles ordinaires 

( 3g) v | ^ _ M + 9*-/^ [/>£-M-+- £ ̂ /-/i,/i (jjJ' '+• K O " - H ' ) j H- v- qi-h>h j | 

— iKpk-h,hfk-hji = v F * - ^ , 

où FA_//,/I dépend des cp e t / d'indices, i, . . . , k — i : 

( 40 ) V Ff,-I,,h = ^ —pi-h\h'fl-h',h' ®m-lï\h" •+• Pm-h",h"fi-h\h' ?qi-AV -
l + m = k 

l,m = \,..k— l 

S. Convergence des développements obtenus dans un cas parti­
culier. — Nous nous bornerons dans l'étude exacte du problème au 

cas de K = o, la \itesse fondamentale ?/,== — W^ étant fonction 

linéaire de y 
J U 

«.= H r* 

et même au cas plus particulier encore, où l'bn a 

U = o, 

donc où le fluide perturbé est initialement en repos. 

Nous envisagerons des perturbations qui s'annulent à l'infini 

(# = + 00), et qui s'annulent pour t->-\- oo; donc nous supposerons 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 72. 5 

file:///itesse


5 4 A. ROSENBLATT. 

^, {x rèeb. Dans ce cas, on peut remplacer l'expression (3^) par 
l'expression 

Les conditions aux limites étant 

/ i ( H ) = / A ( - H ) = / K H ) = / K - H ) = , o , 

>,'jx doivent satisfaire à une (au moins) des deux équations 

(42) 
' ( ^ - \ / ^ ; ) H _ 5 i ° ( ^ ^ i + 7 ) H _ 

On peut montrer [Rosenblatt, 5] qu'à tout nombre A ;> o, à l'excep­
tion d'un nombre dènombrable de valeurs, qui n'ont pas de 
point d'accumulation fini, il correspond au moins un nombre LI >> o 
tel que les fonctions cp*(j) 

(43) fkLY)=My) + ^My) 

qui correspondent à ces nombres soient données par les relations 
récurrentes 

(44) ç * 0 0 = M S f' f GkOr,u,t)n{ï)im{u)dudÇ 
)i,mJr.k-r» Ju 

rn rn ) 
-hsinny I / Hk(u,Z) ç/(Ç) <?m(u) du dX, L 

JQ Ju i 

où l'on a 

r 4 =y/W+^- *X, 

et les fonctions G, H sont continues. 
Si A, JJL satisfont à l'équation (4a) avec le signe — les <fk(y) sont 

tous impairs. Ils sont alternativement pairs et impairs, <fi pair, si 
l'on a le signe + . 

Pour démontrer la convergence de la série 

00 

(45) s = 2 e* *-*"*«& 9k(y), 
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nous envisageons en suivant un raisonnement de M. Odqvist la série 
majorante 

eo 

(46) S = 2 E * M * , 

k=l 

où les nombres <!>* positifs majorent les fonctions <?k(y) et sont donnés 
par les relations récurrentes 

(47) $ * = ] * ( $ ! ¢ ^ + . . . + ^ - 1 ^ 1 ) , 

N étant un nombre positif convenablement choisi, E = e~(Xx+^)# Qn 
voit de suite que S satisfait à l'équation du second degré 

(48) NS2 —S + s E $ 1 = o, 

dont la racine holomorphe pour s = o et s'annulant est donnée par 
le développement 

(49) S = 3 L 2 ( - i ) ^ i ( 4 N $ 1 E ) W 2 W . 

En introduisant le nombre de Reynolds qui correspond à la 
vitesse U\ de la perturbation 

àWl 

ày 
lorsque <p4 impair a, la forme 

9t= Ai sinnjK (A t >o) , 
lifil^AtH, Ui^AtH, 

que nous désignerons par R1? 

(50) R, = 1 M . \ 

on voit que la série s converge absolument et uniformément avec 
ses dérivées pour s < p, 

<*> P = LÏÏ7Ê' 

L étant un nombre pur fixe. 
Il en est de même pour la série donnant ^\fk(y) s'exprimant par 

<?k(y) par la formule 
i rE 

(52) ^ ( - r ) = " " ^ x J sinkl(y—u)<çk(u)du. 
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L'existence exacte des perturbations qui s'annulent exponen-
tiellement à l'infini et tendent vers zéro lorsque le temps augmente 
indéfiniment est ainsi démontrée. La recherche des perturbations du 
mouvement fondamental non nul (u^o) peut être faite en suivant 
le même raisonnement. 

3. Perturbations périodiques. Recherches de Sommerfeld. — 
L'étude des perturbations périodiques, des petites oscillations, dans 
lequel cas X, /JL, sont complexes, est bien plus difficile, car dans 
l'étude exacte il faut partir des formules (37) pour les Wk. Aussi les 
auteurs se bornent-ils aux oscillations infiniment petites en négligeant 
les membres d'ordre supérieur des développements. 

Revenons aux suppositions du n° 8 (Chap. U) en écrivant toutefois 
x, y au lieu de x{, x*. Introduisons les grandeurs sans dimension 
de M. Sommerfeld 

? = H ' 1 = ÏP T = H * 

et envisageons la perturbation 

(53) ¥ \ = ^ - ° * ) / U ) , 

a, (3 complexes. — Introduisons le nombre de Reynolds corres­
pondant à la vitesse U, 

UH 

Nous obtenons, comme au n° 1, les deux équations linéaires du 
second ordre déterminant les fonctions/(rj), cp(/j) : 

(54) / " ( l ) - " 2 / U ) = ?('l), 
(55) / ( 0 - 9 ( 1 ) [ ^ + Ï R ( P —owO| = o. 

M. Sommerfeld remplace la variable Y) par la variable indépendante 
complexe z 
(56) 3 = a ^ * R ^ - * Q , 

( Ï R ) » 

ce qui donne les équations avec z comme variable indépendante 

(57) / " + * 3 / = - 5 ? , 

( 5 8 ) çp" + 3 c = o, 
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où k est donné par la relation 

L'intégrale générale de (58) est 

(59) ? = A ̂ 1 ^ ( 3 - **) -h B v/ïl±(f ** ) , 

I étant les fonctions de Bessel d'indices — •>» q5 

<6o), ' (
 V "' 

7 V3/ S i *!r(* + i ) 
Désignons par z0, zK les valeurs de z pour Y) = o, f\ = i , 

< 6 i ) 3 0 z = A : 2 + - ^ : , ^, = ^ H --j i , 

l'intégrale de l'équation (07) s'annulant avec sa dérivée pour ri = 6 
(z= z0) est 

(62) f(z)-=~^f\(z)smk(z-zf)dzf. 

Les conditions 
/ ( * i ) = o, / ( * i ) = o 

donnent, après élimination de A, B, une équation transcendante 
entière en *, dont les racines donnent les valeurs de (3 qui corres­
pondent aux « oscillations propres » du fluide. 

M. Nœther {cf. le commencement de ce chapitre) s'est déjà en 1913 
aperçu de la nécessité de traiter l'équation non linéaire exactement. 
Il envisage des perturbations périodiques en x et en t en posant 

(63) W(x,yJt)= 2 ? * 0 0 c o s * ( a . r - 3 0 

00 

+2«*tr)sin*(a*-p0 
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en parvenant à un système d'équations non linéaires en nombre 
infini avec les inconnues <jp*(y), y¥k{y) dont l'étude semble d'une 
difficulté considérable. 

III. — MOUVEMENTS VOISINS DES MOUVEMENTS CIRCULAIRES 
DE COUETTE. 

1. Recherches de M. G. J. Taylor. — M. Taylor [2] étudie les 
perturbations infiniment petites spatiales des mouvements circu­
laires de Couette {cf. Ghap. II, 2, a). En désignant par w1? co2 les 
vitesses angulaires des cylindres dé rayons rA, r2, rK < r2 et en dési­
gnant par |UL le rapport — » on a 

a , o . _ r?fa)t(i — \L) 
2 • J 

( - # ) (64) „ = - + pr, a = . r , . . r : 

Supposant les perturbations symétriques par rapport à l'axe des z, 
on a les équations (a3) du Chapitre III, n°3. En désignant par u, v, w 
les perturbations suivant les directions r radiale, N tangentielle et z 
axiale, u, v, w étant des fonctions de r, z, t, on trouve les équations 
différentielles 

• ( * - $ • ( r c>r 

— — [ i& + ( v + ce) + w ] = - -f ? 

(65) { v A ' w - - + 2Ûw + (p + pe)——; — 
1 ^ f as 

- ' , - [ ^ + ( p + p 0 ) 2 + w 3 ] = I ^ , 
2 àzL ' * p àz 

où & est égal à 
i /au àw\ 
i\àz àr ) 

En se bornant aux termes linéaires M. Taylor parvient aux êqua-
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tions 
au /oc Q\ / ., u\ I àp ce 

<66) <( _g_2?M+v(A'P - £ ) = o , 
ĉ tv . . I ^p 

àt p àz 

Les perturbations w, p, w sont supposées de la forme 

1 u = iii cosXs eat\ 
v = v{ cosX^ eat, 
w — wv sinX^ e**1,' 

donc périodiques le long de l'axe des z, uh,vu wK sont fonctions dez 
seul, égales à zéro pour r = r1, r = r2, et la condition de l'incom­
pressibilité est 

ii\ àu\ . 
( 6 8 ) — "4- -r1 H-A«V, = 0. 
\ / r àr 

L'élimination de la pression/? donne les équations 

(69)
 v ( A ' ~ i - S - ! ) ^ = 2 K 

~ r àr\ àr/ 

M. Taylor intègre les équations (73), (74) par des séries de fonc­
tions de Bessel. En posant 

(71) «i = 2 ^ 1 ^ ( ^ / - ) , 
/ n = l 

où B1 ( km r) est une combinaison linéaire des deux fonctions de Bessel 
linéairement indépendantes lA {kmr), Y , {kmr), 

BA(kmr) = Ci ly(kmr) + G, Y^Â^r), 

et où km(m = 1, 2, . . . ) sont les racines de l'équation transcendante 

en k 
ly(kn) _ l t Q 2 ) 

( 7 2 ) Y 1 ( ^ r 1 ) ~ Y,(Ar s) 
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Les B, s'annulent pour r=r{ et pour r = r2. On pose ensuite 
«0 

v{ = C3 h(Mr) + Ct Y,(iX'r) + ] £ 6'" Bi( *«r), 

(73) < V * = À - + Ç , 

v(,*î,+ x » + 2 ) 

Les conditions aux limites donnent C 3 = d = o . On développe 
ensuite »i en fonction de r : 

(74) ^ , = C „ + G r , I o ( / X ' r ) - h G 7 Y 0 ( A > ) + 2 c m B o ( ^ r ) . 

M. Ta\lor obtient pour déterminer les inconnues am, ainsi que les. 
constantes C0, Cl liées aux constantes Cc , C7 par les relations 

5 ) | G'0= AV.2SG6r0(^X'rO + G 7 \ ' 0 (A>Oj, 
\ C ,

7=-IX l/• l{Gcr0(ï ,X'^1)+C7Y'0(IV^1)}>
, 

le système suivant d'équations linéaires homogènes en nombre 
infini 

l ^kmamB0(k„lrï) = o, 

(76) , j - r 

1 \ WI = l 

C'o^r-B0(À,Kr,) + C', ^ - B „ ( A , „ r , ) + .^ (*S.-*-X») (*•,-H X'»)«„. 
A n m A n /w A -

, 4 A I" ar(\m a^jim , | _ r t 

v U ? + >^ *ï-hA'i ^ - - - ] -*> 
où l'on a, 

V i / f t = i t y S ( ^ + P ) B > ( ^ ' ' ) ^ ( ^ ^ ) ' ' ^ 

H,„ = T ,B?(A:/>lr)rrf/'= / S Bg( #m r)r rfr. 

2. Résultats approximatifs. — Il résulte des équations (76) que 
l'exposant a satisfait à une équation transcendante entière que l'on 
oblient en annulant le déterminant infini de ces équations. M. Taylor 
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pose dans cette équation a = o pour obtenir le cas limite entre la 
stabilité et l'instabilité. Il en résulte une équation entre A et la vitesse 

angulaire w, du cylindre intérieur. On suppose — {d = r2 — r% ) petit 

pour pouvoir négliger les puissances ;> i de ce rapport. 
Les résultats obtenus par cette voie sont les suivants : 

Lorsque u est voisin de i, le mouvement est stable si l'on a — > -4 ? 
^ ' w, r.2 

et instable seulement si w, est plus grand qu'une certaine ^aleur et si 

l'on a — < -5 . L'instabilité est alors périodique de période -^- = 2d 

le long de l'axe des cylindres, c'est-à-dire du double de l'épaisseur 
du fluide, résultats confirmés par l'expérience. 
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