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METHODES MODERNES D’INTEGRATION

DES

BQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU PREMIER ORDRE A UNE FONCTION INCONNUE

Par M. SALTYKOW,

Professeur & I’Université de Belgrade.

—— Q) C—

INTRODUCTION.

L’idée fondamentale concernant I'intégration d’une équation aux
dérivées partielles consiste en la réduction du probléme considéré a
I'intégration des équations différentielles ordinaires auxiliaires [1]
Les théories classiques donnent plusieurs méthodes, pour trouver les
intégrales du systéme auxiliaire telles, qu’elles permettent de former
les intégrales requises des équations aux dérivées partielles corres-
pondantes. Ces derniers procédés s'étendent et s’appliquent de méme
aux systémes d’équations étudiées simultanées. ‘

.En développant les méthodes en question, Jacobi avait créé un
procédé pour la recherche d’'une suite des fonctions que I'on dira
Jacobiennes|2]. Elles sont calculées, I'une aprés I’autre, a condition
de vérifier certaines propriétés d’involution. Sil’on obtenait cepen-
dant des intégrales troublant la marche réguliére des calculs, on doit
alors rejeter ces derniéres.

Les méthodes modernes d'intégration ont ppur but de perfectionner
les anciennes. Ces nouvelles méthodes permettent d’achever I'inté-
gration dans les cas, ou les procédés classiques se heurtaient 4 des



2 SALTYKOW.'

difficultés. On démontre donc, a présent, qu'’il est aisé, pour achever
I'intégration, de profiter des intégrales qui semblaient étre inutiles,
au point de vue classique.

Le créateur de la méthode classique d’intégration, Jacobi, avait de
méme donné naissance aux idées nouvelles. Grice a elles nous
sommes, a présent, en étal d’utiliser, pour I'intégration des équations
aux dérivées partielles en question, chaque intégrale du systéme
anxiliaire correspondant quelle qu’elle soit.

J. Bertrand retrouve, en 1852, sous une forme plus développdée,
les bases de la solution du probléme considér¢, avant que fat publié
le Mémoire posthume de Jacobi [3].

Ensuite, E. Bour y apporta des contributions importantes [4].

Enfin, le probléme posé par Jacobi fut I'objet des études étendues
faites par S. Lie. Mais sa solution, étant d’une forme originale, est,
en méme temps, trés compliquée. C’est pour cela qu’elle n’a pas regu
la propagation aussi étendue que le probléme de Jacobi le méritait
bien.

Des nouvelles recherches s'imposaient donc sur le méme sujet.
Elles seront développées dans les pages qui vont suivre.

CHAPITRE 1.

ELEMENT INTEGRABLE PARTICULIER ET FORMATION DE L'INTEGRALE COMPLETE
. D’UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES.

1. Considérations bibliographiques. — La création de la méthode
jacobienne des éléments intégraux [5] avait conduit cet illustre auteur
a ’étude de certains cas particuliers, ou les fonctions de sa suite
s’obtenaient d’une maniére particuliére quelconque [6].

Le -cas important concerne la formation des fonctions jacobiennes
moyennant un ensemble quelconque des intégrales connues des
caractéristiques qui ne soient pas en involution.

Pour aborder ce dernier probléme, Jacobi se sert de la méme idée
dont il avait profité, en intégrant un systéme d’équations linéaires
simultanées [7]. Il s’agit, précisément, de trouver une ou plusieurs
fonctions des intégrales connues telles qu’elles vérifient les condi-
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tions d’involution exigées ‘par le probléme posé. Jacobi avait traité
de cette maniére les problémes de la Dynamique admettant les
trois intégrales des aires [8]; il avait appliqué sa méthode au probléme
des trois corps et a celui de la rotation d’un corps solide, autour d’un
point fixe. Jacobi trouve immédiatement que la fonction requise
représente la somme des carrés de premiers membres des intégrales
considérées. Cette derniére fonction est donc en involution avec les
intégrales en question.

Cela étant, Jacobi en tira un important résultat dans I’ 4ddition[9]
a son célebre Mémoire, Sur ’élimination des neeuds dans le pro-
bléme des trois corps. On y trouve indiqué que 'ordre de l'intégra-
tion peut étre diminué des six unités dans tous les probléemes de
Mécanique admettant I'intégrale des forces vives et les trois intégrales
des aires. Le résultat fut ensuite démontré au n° 63 du Mémoire
Nova Methodus [10].

J. Bertrand [3] et E. Bour [11] ont réalis¢ de nouveaux dévelop-
pements importants concernant le probléeme des trois corps et I'inté-
gration des ¢quations canoniques.

En reprenant 'ceuvre de Jacobi, de J. Bertrand et de E. Bour,
S. Lie [12] introduit, d’abord, la notion du groupe fonctionnel des
intégrales; on y entend l'ensemble des intégrales se reproduisant
par application du théoréme de Poisson. Enfin, S. Lie avait proposé
d’appeler fonctions distinguées du groupe les fonctions des inté-
grales de ce dernier qui se trouvent en involution avec toutes les
intégrales du groupe considéré. Les travaux de J. Bertrand et E. Bour
ont permis a S. Lie d’étendre les résultats de Jacobi, en formant une
théorie abstraite des groupes de fonctions. S. Lie avait donné ensuite,
grace a cette derniére théorie, la résolution générale du probléme en
question posé par Jacobi. Dans ce but S. Lie profite des transforma-
tions de contact et du probléme de Pfaff, en appliquant les formules
trouvées par Jacobi pour résoudre les équations rattachées a ce
dernier probléme [13].
~ En 1903, N. Saltykow [14] entreprit ses recherches sur le probléme
de Jacobi dont il s’agit. Il en découle une nouvelle solution basée sur
des principes qui sont intimement liés au sujet méme de la théorie
discutée. On affranchit, ainsi, cette derniére des théories accessoires
qui n’élaient point essentielles pour le probléme posé, comme celle
de la théorie générale des groupes, des transformations de contact
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et du probléme de Pfaff. Par conséquent la théorie étudiée ne pré-
sente, actuellement, pas plus de difficultés que les méthodes classiques
de Jacobi ou celle des caractéristiqhies. Ces derniéres sont de plus
perfectionnées par la théorie inventée. On pourrait donc comparer
’état créé des choses a celui de Pancienne époque, ou la Méthode
nouvelle de Jacobi venait de simplifier considérablement le probléme
général d’intégration des équations considérées, en I'émancipant de
la méthode bien compliquée pfaffienne.

. En effet, introduisons, d’abord, la notion d’'un élément inté-
grable [15]. On y entend un ensemble incomplet des intégrales des
caractéristiques, qui rendent intégrable la différenticlle de la
JSonction inconnue.

L’élément intégral [5:] en est un cas particulier, ou le nombre
des intégrales connues est égal ‘a celui des variables indépendantes.

Cela étant, I'intégration des équations considérées s’effectue, grice
a l'élément intégrable par une quadrature ou par I'intégration d’une
équation aux différentielles totales; cette derniére correspond au cas,
ou les équations données contiennent explicitement la fonetion
inconnue.

Les formules générales de la solution obtenue, impliquent deux
cas particuliers limités : celui, de la théorie des caractéristiques et,
Pautre, du théoréme de Jacobi, ainsi que de toutes les généralisations
connues de ce théoréme.

Quant au calcul d’un élément intégrable, il représente la générali-
sation du procédé de Jacobi pour calculer un élément intégral.

Enfin, 'avantage des éléments intégrables consiste dans ce, qu’il est
toujours permis de les introduire, au lieu des éléments intégraux,
réguliers ou irréguliers. On peut surtout en profiter pour simplifier
les calculs nécessaires, afin d’'intégrer la différentielle de la fonction
~ inconnue, soit pour effectuer les éliminations exigées par la théorie.
Le passage 4 un élément intégrable se fait en ajoutant a un élément
intégral une ou plusieurs nouvelles intégrales connues des caraeté-
rlsllques..

Mais on est aussi parfms obligé, pour simplifier le calcul, de rem-
placer inversement les éléments intégrables par des éléments intégraux.
Il suffit, dans ce but, de mettre en évidence les fonctions (/estmguees
du groupe engendrantI'élémentintégrable considéré. Or, on s’en passe
de ces derniéres fonctions, si 'on applique les éléments intégrables.
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Les considérations exposées sont d’un fréquent usage pour les
applications. Nous voulons aussinous en servir dans les exemples qui
vont étre cités plus bas. '

Enfin, de nouvelles recherches furent entreprises par W. Stekloff,
M. C. Russyan et M. Th. De Donder. W. Stekloff [16] se base sur
un nouveau théoréme qu’il dit généralisé de Jacobi. Ce dernier
représente la transformation, a la maniére de S. Lie, dc¢ I'élément.
intégrable mentionné plus haut.

M. C. Russyan [17] approfondit la méthode de S. Lie.

M. Th. De Donder [18] donne de nouveaux résultats importants

concernant les équations aux dérivées partielles impliquant explici-
tement la fonction inconnue.

2. Enoncé du probléme. — Considérons une équation aux dérivées

q _
partielles du premier ordre & une fonction inconnue z, qui ne figure
pas explicitement dans 'équation donnée,

(1 F(z1, Zoy <., Zn, P1, P2y -+, Pr)=0,
-vérifiant la condition

oF
(2) -0-’71 20,

les variables p, désignant les dérivées partielles du premier ordre

de z prises respectivement par rapport aux variables indépendantes z;,
de sorte que 'on ait

n
€3) . dz =Zps'dws.
Supposons que I’équation linéaire correspondante
) | (F, f)=o,

les parenthéses désignant celles de Poisson, admette un systéme
incomplet d’intégrales distinctes, non en involution,

(5). F, fio foooo forpm  (p<n—1).

Nous dirons que ces derniéres intégrales (5) forment unélément
intégrable particulier de l'équation donnée (1), si l’expression (3)
devient une différentielle exacte, en vertu des intégrales des
caractéristiques

(6) F=o, f1= G, fz=cz, ---rfn+p—l=cn+p—i,

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 70. ’ 1



& SALTYKOW.

Cy, Cyy ..., C,,+p~.. désignant n+p—1 constantes arbitraires.
On va démontrer que, dans ’hypothése citée, ¢’'intégrale com-
pléte de U'équation (1) s'obtient par une quadrature.

3. Propriété de I’élément intégrable particulier. — Supposens que
le systéme (6) soit résoluble par rapport aux variables

(7) - Zn—p+1y Tn—p+2y -y Tny P1y P2y ooy Pny

leurs valeurs ¢tant définies par les formules

(8) { & n—p+j = ¢j(z1, Z2y «- Zn—py €y, Gy, .., Cu+p-—i),-
(]=I7 2, .00y P)’

(9) { ps = bs(21, 2, ..., -"”n—m Gy, G, - -7y Gppp),
. (s=1,2,...,n).

Désignons par
(10) 2= 9(&1, Ty, ..+, Ta—p, C1, Ca, Cpip—1)+ G,
I'intégrale de la différentielle exacte que devient expression (3), en

vertu des formules (8) et (9), C étant une nouvelle constante arbitraire.
I1 en résulte les identités suivantes :

[

P
o00;
) b=gt Do gt (r=13,..., n—p),

J=1
représentant la premiére propriété requise.
4. Formation de l'intégrale complste. — Les formules (6) et, de

Pautre c6té, celles (8) et (9) sont algébriquement équivalentes, dans
un certain domaine de régularité. Il en résulte I'identité suivante :

(12) F(&1, Zay «. ) Tapy 91, 82, -+ -, Pp, Y1, 921 -0 01 Pu) = 0.

Il est toujours aisé de supposer, sans diminuer la généralité de nos
considérations, que les équations (8) étaient résolubles par rapport a
p certaines constantes arbitraires que nous allons désigner par

(13) Cn, Cn+l, “eey C"+p_1,

I'inégalité suivante ayant lieu

(14) D(“P" oo 9 )§o.

Cny Cn-o-l, ey Cn+p—1
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Cela étant, écrivons le résultat de la substitution des valeurs (13),

définies par les équations (8), dans les formules (g) et (10), de la
maniére suivante :

(18)  ps=Wslry, & ., &0y C1, Cay .00, Cpmy) | ($=1,2,...,1),
(16) z=W(&1, 22, ..., 2n, Ci, Cs, ..., Cp—y) -+ C.

La méme substitution, dans I'identité (12), la transforme en identité
nouvelle, comme il suit :

F(-Z'l, Loy o -,"vll—p, xn-FH.i, .z‘,,_p_..:, ooy Tpy ‘Fi, qr-_), ...,lpn)': 0.

11 en résulte que la formule (16) va représenter I'intégrale compléte

de I’équation donnée (1), si les formules (15) et (16) vérifient les con-
ditions suivantes :

dwl
(17) ‘1’5=E (s=1,2.:.., n).

On démontre aisément qu'il suffit de satisfaire seulement aux
p derniéres égalités (17).

En effet, nous avons, d’aprés la formation de l'expression (16),
Pidentité suivante :

(18) (P(.Z'“ Zay oaey $n_p, Cl, Cg, tens C,H.p-()
=W(2, 24, ..., Zn—ps P15 P2y + -5 P> Cyy Coy . .vy Gpea).

11 en résulte les identités

o
oz, (dxr> - Z(dx,._p_._,-) o, (r=1,2...,n—p),
. j=1

les parenthéses désignant le résultat de la substitution des valeurs des
variables x,_,_; définies par les p formules (8).

Grice a ces derniéres identités, les identités (11) peuvent se mettre
sous la forme suivante : '

4
T\ or ] 9%i _ ¥
Yr— E>=z[<m>_q’”“’+’]%—r (F=1,2...,8—p)
) j=t !

Les identités que ’on vient d’obtenir subsisteront encore quand on

: q > qv

Y attribuera a p constantes (13) leurs valeurs tirées des équations (8).

Mais alors les fonctions {, et $, o, ; deviendront respectivement ¥,
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et W,_,_;; les expressions entre parenthéses reprenant leurs valeurs
primitives, les derniéres identités deviennent donc

p
Il v .
(19) ¥r— 0z, EZ (E;d_— _\F"‘P"‘i) [m] (r=1,2,..., n—p),
j=1

n—p+j oz,

les crochets désignant le résultat de la substitution effectuée.
Cela étant, les identités obtenues (19) démontrent notre assertion,
car il suffit de satisfaire aux p derniéres égalités (17), a savoir :

I

v, -9
(20) n—p+j P~

pour que les autres n — p conditions (17) soient de méme vérifiées.

5. Conditions nécessaires et suffisantes. — Il s’agit donc a présent,
pour former I'intégrale compléte requise, de satisfaire a p égalités (20).
Revenons pour cela a I'étude des dérivées de la fonction ¢. On a
immédiatement, grice a la formule (18), les identités suivantes :

p
do T\ dy; [ IF R
(2]) d—cz —E<d*$n—p_|_,> (—,—C—L = (m) (k—-], 2y veny n—[)

=1

P
a9 70 ) de;  _ _
(22) dcn—t—p.-i _Z (d-l'n—p+j dcln+p,-1 =0 (r=1,2,..., 0)

=1

Supposant que les identités (20) aient lieu, remplagons dans les

~ derniéres identités obtenues les dérivées (dT_ par les expressions
e . . n=p+J

(Wr_p+j) qui signifient les fonctions . ;-

Cela étant, les identités (21) et (22) deviennent, donc

P
do d9; _ [ ¥ _
(23) d'—ck—‘Z‘Pn—p+iJC—i=<di> (k=1,2,..., n—1),

j=t
9% 9% _ _
(24) m 2?""9"/ Crgt o (r=1,2,..., p)
J=!

Désignons par Uj les premiers membres de ces derniéres égalités, en
faisant correspondre l'indice ¢ de U; a celui de la constante C;, a.
savoir :

U,

Il

4
Jo do; " :
;CLI— E ?"_P"'io%li G=1,2,...,n—1,n,n+1,..., n+4p—I).

j=1
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Quant a l'indice supérieur de U}, il indique la distinction de ces
derniéres fonctions de celles de la théorie des caractéristiques, corres-
pondant a 'hypothése p=n — 1.

Si la fonction ¥ dépend explicitement de toutes les constantes Cy,
Cs, ..., Ca_y, les seconds membres des n — 1 égalités (21) différent
de zéro.

Par conséquent, les formules (23) et (24) démontrent le résultat
suivant :

Le déterminant (14) étant distinct de zéro, les conditions néces-
saires pour que Uéquation (16) définisse l'intégrale compléte de-
Uéquation (1) s’expriment par les formules

(25) UiSo, Upip=o0 (k=1,2,...,n—150=1,2, ..., p).

De méme que dans la théorie des caractéristiques, on démontre
que les conditions (25) sont non seulement nécessaires, mais aussi
suffisantes. :

Supposons, en effet, que les formules (25) aient lieu et prenons
en considérations les formules dérivées (21) et (22) qui subsistent
indépendamment de toute hypothése. Les différences respectives des
p identités (22) et des p derniéres conditions (25) nous donnent les
p identités nouvelles

4
] oV 99, _
.Z [“P""P+I - <dxn—9+i>] an+p.—1 =0 (l"’ =1,2, ..., P)

j=1

11 en résulte, grace a 'inégalité (14), les p formules requises (17).

Cela posé, les n — 1 premiéres inégalités (25) démontrent, en vertu
des identités (21), que l'intégrale (16) contenant explicitément les
n constantes arbitraires G, Ca, ..., C,_,, G, représente, effective-
ment, I'intégrale compléte requise.

6. Applications. — Considérons, par exemple, I'équation d’Ims-
~chenetzky [19]
(26) (Zap1—+ Z1P2) Z3~+ o( p1 — pa) P3= a.

Les équations différentielles des caractéristiques admettent deux inté-

grales .
- P?_Pi‘;:ch (z1+22) (p1+ p2) = Gy,
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C, et C, désignant deux constantes arbitraires. Comme ces derniéres
intégrales ne sont pas en involution, I'on devrait rejeter 'une de ces
derniéres, d’apres la théorie d’mlegratlon de Jacobi.

Mais en nous servant des deux intégrales, on obtient aisément une
troisiéme équation intégrale des caractéristiques :

2% = B(z+ )+ C3, ?v_uzg—z

C, désignant une nouvelle constante arbitraire.

L’équation donnée et les trois équations intégrales trouvées défi-
nissent bien un élément intégrable particulier

(27) z3==LR, R=\/p(x1+x,) + C}

C
P1=%[C—:(.’l‘1+$z)+ C‘z ]’

X1+ Za
_ I C: C[ §
pi—a[zi—i-x,_ (Tg(xl_'_x’)]’
2a % [C2+ % (xg-x%)]n
— 2 -
Ps= B(z1+xy)

Il en résulte, par une quadrature,

(R—Gs)?
X1+ Zo

G, :
(28) z= ﬁ(x;—x%)i g;log +C,

C étant une nouvelle constante arbitraire.
Les trois fonctions U; prennent donc la forme

C,Ci3Ex2a , a .
=z T __.-+
Ul_ ‘2C1C3 ’ 2= 2 C,C !
y G _ C2(CyC2x2aR) __ a oo (R C;)z
_3—;&(-’32 w1)+2aC103(x1+x2)+C§l ° 2Ty Ty

Comme on le voit, les fonctions obtenues ne vérifient pas les condi-
tions (25) que I'on vient d’établir. Or, il suffit d’introduire dans
Pexpression (28) de z, au lieu de de C, une nouvelle constante arbi-
traire (' reliée avec G par la formule suivante :

s C3 =
C= C’—-/U’, 9 =c— LG, o
2C3

Cela étant, la formule (28) devient

(]3'—(:3)2 _ Czc:;iﬁa
Zy+ 2o 2G,

C
(29) z='2—é;(x —-”2)"' . log log Cy+- C.
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Les fonctions U; correspondantes que nous désignerons par U
prennent les valeurs suivantes :

Uj=o, ZE—i(I“‘jOgCO'—t (_fC—a’

Il résulte de la que l'intégrale compléte requise de ’équation (26)
s’obtient par I'élimination de C,, dans I'’équation (29), au moyen de
I'équation (27),

1
fo

—_ 2 . (2
(xj_xg)(xg__cg)icﬁloow—.c_zl :’173_&_’_0,“
. 3

Z2=
D.%‘;;ic;; 2 T+ Zo

-~

ou nous avons désigné par C, la constante arbitraire additive

P] i P.
_ C_C3 2a lo 92,

¢, =¢C 2C,

C., Cs et C| étant trois constantes arbitraires.
Si dans la formule (28), au lieu de G, on introduirait une nouvelle
constante arbitraire C", reliée avec C par la formule suivante :

Cc= c"-fU'zacis G+ LG 2 logC,y,
2 Ca
on obtiendrait, d’une maniére analogue a la précédente, l'intégrale
compléte de I'équation (26) sous une forme nouvelle :

a,C;(x,—i—-xz) _'_i
23—C3 Gy

X C3
.Z-'ai C3

»

= 75 (B— (2] —CD + log + i,

Ci, G; et C) étant trois comstanles arbitraires et G| désignant la
valeur constante

Cl =0 2 logauCy.
Cs
On a da introduire une transformation artificielle pour former I'inté-
grale compléte cherchée del’équation (26). Il nous reste a démontrer
a présent qu'’il est toujours possible de satisfaire aux conditions (25)
par un choix convenable des constantes arbitraires. '

7. Seconde propriété de 1’élément intégrable et application de cette
dernisre. — Pour avoir les propriétés en question, écrivons les équa-
tions différentielles ordinaires des caractéristiques, correspondant a
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I'équation linéaire (4), a savoir ;

@:%: =d.ﬁl__dp1__.d_l)2___ __'d_pj'
JF T OF 7T OR TR TR TT =
ap1 ap; ) 2 9z oz, 0Zn

11 en résulte les proportions composées

n—p n—p

2 99; dz 9%s dz
dxr r d d.”r r
Ln-p+j _ r=t — dps ,
- = =
OF 9o 5 K oF oy —‘g
opr 9z, Lroeri opr oz, s
r=i1 r=

(J=1,2,...,p;8=1,2,...,n0)

Or, les numérateurs des deux premiéres égalités et des deux derniéres
étant identiquement égaux, respectivement en vertu des équations (8)
et (9) de I’élément intégrable, il s’ensuit les idenlités requises

 OF 99 _ oF - .
opr 9xr  OPn—p+j (G=1,2,...,0);
r=—
(30) =
oF oy  JF _
opr oz, Oz (s=1,2,..., 1)
r=1

Cela posé, calculons les dérivées partielles des fonctions U, par
rapport aux variables

L1, L3y ...y Zn—py
considérées comme indépendantes, dans les formules (8) et (g),
IU; 9 N [Yn—pr 99 99, )
oz, db[dxr 2 ( oz, dC; & Yn—pri 9G;0z, d.z,.
Jj=t
(r=1,2,...,n—p).

Il est aisé de mettre ces derniéres dérivées sous la forme suivante,
en vertu des identités (11) :

= oG, 9C; oz, 9z, 9C; (r=12...,n—p)

i=t

Multipliant les deux membres des égalités écrites respeclivement par
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les dérivées g—F-, sommons les résultats obtenus par rapport a l'indice r.
r
Il en résulte

n—p
JF U, My Wn—prj d9;  MWn—p+j d9; I
(31 Z@;dx, Edp,[ 2( 9Cr 0wy omr [aﬁ)
r=t j=

Mettons les seconds membres de ces derniéres identités (31), grace
aux identités antérieurement obtenues (30), sous la forme suivante :

n— Il-—-

p
JF JU; oF dwllr +2< JF d‘«!‘n——p+l JF d?,)
dPr d'l‘: dpr dC dPn—p+i aG; dxn—p-&-; aC

r==i r=1 n
2 9% | N IF s
dxn—p—i-] dC; aps 9C;

s=i

Les seconds membres de ces derniéres identités s’annulent, en vertu
des identités que l'on obtient en différentiant I'identité (12) par
rapport a chacune des constantes C,.

Il en résulte donc les identités suivantes :

dF aU;
dpr dzr,

r=i

=o0 (i=1,2,..., n+p—I).

Transformons, & présent, ces derniéres égalités, en y substituant les

valeurs des dérivées
oF JF oF

17[7_2’ :iﬁ’ veey e

tirées des équations différentielles des caractéristiques. On obtient,
grace a ’hypothése (2), les équations différentielles

n—o
Iu; oU, dz, _ dU; -
a;l EZ_.E:dm—O. (1—1,2,...,n+9_l).

r=—2

En intégrant ces derniéres équations, on a donc, en vertu du sys-
téme (6), les relations

(32) Ui=C, (@=12...,0+p—1) ,

C; désignant des constantes arbitraires.

8. Introduction des valeurs initiales des variables. — Si les condi-
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tions (25) n’existent point, introduisons alors, dans les formules (8),
(9) et (10), au lieu des constantes arbitraires C,, C,, ..., Cryp-1, G,
les valeurs initiales des variables fonctionnelles.

Dans ce but, désignons respectivement par

0 0 ~
x(l)7 ‘l‘g’ tevy ‘tn—P’ 'rﬂ—9+l’ ey 1‘?“ “07 p‘ll, P‘g’ ] p?l
les valeurs imitiales de variables correspondantes
Ty, Ty oeey En—py Ln—pily -+vy Ty Zy Piy Pa; <evy Pnv

Remarquons que, grace a la condition ( 2), la constante p? s’exprime
par les autres constantes, moyennant la relation entre les valeurs
initiales de toutes les variables, définie par I'équation donnée (1).
Supposons donc que les équations (8), (g) et (10) transformées
deviennent

Bn—p+j=Pj(Z1, Zay ooy Tu—p, ¢, ..., 2, pY, .., PP)

(.i=ly 2y o0y P)’

(33) . .
Ps= es(xl: Lay ey ‘I""—Pl x?y RS ] x?w.p%;’-" P?t)
(s=1,2,...,n), '
(34) 2 =®(L1, Tay .oy Tu—py T ooy T, PY, -+ -y PR) -+ 20,

ou I'on née considére que les valeurs initiales
(35) :x2_9+h Tpprty -0 XD, 2o, P, ey PR
comme des ;';onstantes arbitraires.

Quant aux formules (32), elles prennent la forme suivante -
(36) . U;=U;® (i=1,2,...,n+p—1),
U}? désignant la valeur initiale de la fonction Uj.

I1 va sans dire que la premiére condition requise (14) est satisfaite
par les p premiéres constantes (35), car on a évidemment

D( ‘bl, q’g, ...,q)p)§0'

20 0 0
‘l’n——p-H’ ‘rn-—p-}--zy ey i

Pour satisfaire aux conditions (25), introduisons, au lieu de z°, une
nouvelle constante arbitraire b, reliée avec les autres par la relation,

suivante :
n—

37) O=b+ 3 oh Pl

r=i
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En posant
n—i
6= ¢+2¢'?+|P'r’+1 + b,

r=1

les fonctions U; deviennent, grace aux formules (33) et (34),

4
, 08 od;
U= — e, T =1I,2, ...
3 d-Z‘,(:—p-;-p. ; n—p+j dtzg—-P+p- (1 ) 2 y P
. =
, 00 0P,
U =—-——-§9_ i L k=1,13,..., n—1).
Pt apiey =t e opRs ( Ty !

Par conséquent, les valeurs initiales de ces derniéres fonctions,
dansle domaine del’intégrabilité considéré, en vertu de la formule (37),
deviennent

Upl=o, Upli=uzl,,
(b=1,2,...,p; k=1,2,..., n—1).

9. Théorémes sur la formation de lintégrale complste. — Les
formules obtenues conduisent aux résultats :
Tutorime I. — Le résultat d’élimination des valeurs Zp_giny

Zp_giay + -y Ly de Uéquation (34), en vertu de la Sormule (37) et

de p premiéres équations (33), représente l'intégrale compléte de
Uéquation (1) sous la forme

» 0
z2=V(z1, Z2, ..., Zn, 2%, ..., ZR_g, p%, P8, ..., DY) + b,

Py P3y -y Poy b désignant n constantes arbitraires, & condition
que z3, z3, ..., z,_, admettent, dans le domaine considéré, des
vateurs quelconques constantes, dont les n — p —1 derniéres
soient distinctes de zéro.

Tutorime II. — Supposons que les p premiéres équations (33)
vérifient la condition

&, @ ... @ v
D 0 0 5 So.
Pr—p+1) Pn—piar =+ -1 P
Posons dans Uéquation (34), au liew de z°, | ‘expression sui-
vante :

n—p—1

(38) P=b4 2 P
p=t
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L’intégrale compléte de ’équation (1) s'obtient en éliminant les
valeurs py_pi1, Papias -+ -5 Py de la formule (34), au moyen des
p premiéres équations (33), sous la forme suivante :

— 0 [ 0
= V(xh Zay oeey Tny x?’ ceey Zn—p, Lr—g+1y «« +» .’L‘?” Pg, "'7P'¢'“P)+b’

Zp_pity ooy Layy Phs vvy Pnpy b désignant n constantes arbitraires;
quant aux constantes z\, z3, ..., Z,_,, elles doivent satisfaire
aux mémes conditions que dans le cas antérieur.

Tatorime HII. — § upposon& que les p premiéres équations (33)
vérifient la condition

D< ‘:(1:1, Py ..., P >§0
Plers Pliay -1, P/(E)+p

Substituons dans U'équation (34), au lieu de 3z°, I’expression
q ’ ’ P

k—1 n—k—p
20=1b +Z x8.+:p;‘1+| -+ Z w2+p+cl’2+p+c.
p=t =0

L’intégrale compléte de U'équation (1) s’obtient, en éliminant
& P 9 )
les valeurs pl.\, Piias - - -> Pprp de la formule (34), au moyen des
p premiéres équations (33), sous la forme suivante :

0 0 - "0 .
Z1y Zay +oey Tny x?""vxﬂ—m xn—P+h'"1x9n b
z=V 0 0.0 0 +o%
P2; s Pis Prapv1y -+ o5 P

0 0 0 0 0 0 3
Xp i1y -1 Tny Py -« s Phy Phepry Poy b désignant n constantes
arbitraires et x, x3, . . ., Z,_, satisfaisant aux mémes conditions
que dans les cas antérieurs.

Tutorime IV. — Supposons que les p premiéres équations (33)
vérifient la condition

qn, ceey cb[, 4’l+1, ceay q)[_,_q,. q’[+q+‘, ooy q)p

D{— 0 0 o Zo.

Zn—p+1y «++y Tn—p+ly Pheiy - PI?+q, Pr—p+i+ty -+ -5 Py
Posons

k—1 n—p—k+l—q q

0—p 0 0 9 0 0 0

2= 0+ D Ty Pu+1+ Zk+g+0 Pk+q+0+ 2 Zn—g+uPr—q+u

p=t 6=t u=1 )

Lintégrale compléte de léquation (1) s'obtient en éliminant
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les valeurs

0 0 0 ) ) 0
Zn—o+1y Zn—p+2y  +++y Tn—p+ly Ph+iy Pheas - Pk+qr

0 0
Pr—p+i+1;,  Pr—pilv2;, ooy p?,_.,

de la formule (34), au moyen des p premiéres équations (33), sous
la forme suivante : '

0
eV L1y By ovny Tny XY,y o0y BR—py Thpiliay -« oy T, —b
- g %> o n p A ’
P2 -5 Pk Plsg+1y -~ o5 Pn—p+ly; Pn—g+1y +++y Pn

contenant n constantes arbitraires, & savoir

0
Zn—p+l+1y ooy zh, .Pg: ] P2'7 P?l+q+l’ ey
0
Pr—p-+i, P?z—q+1’ R T
les constantes z9, x;, ..., zy_, vérifiant les mémes conditions

mentionnées plus haut.

Tuatorkme V. — Supposons que les n-+p—1 fonctions U
(du n°® &) étant distinctes de zéro, p d’entre elles ne dépendent
que des constantes arbitraires C, C,. ..., Cnip1; désignons ces
derniéres fonctions par

’ ’ 4
Um Un+|: sy Un+p—1;

Supposons que les fonctions considérées vérifient les conditions

dU;l+i - ‘)U’n+k d_U\I' > dU;"
9Cniz ~ dCnyi’  9C, <G,

les indices i et k prenant toutes les valeurs distinctes,de o a p—1,
et les indices v et p. admettant toutes les valeurs distinctes, de 1
a.n—1. Désignons Uintégrale de la différentielle exacte

dU = U;lan-‘- U’IH-l 0Cn+1+. e U;L+p_1dcn+9_1

- par la formule
U= V(Cl, Cg, ceey Cn+P_1)+ o,

o étant une constante arbitraire.

Cela posé, supposons que les p équations (8) soient résolubles
par rapport &

Cny Cn+1; CRRE} Cn+p—1’

alors Uintégrale compléte de Uéquation (1) sobtiendra par Uéli-

SERVICE DE

MATHEMATIQUES
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mination de ces p derniéres valeurs C, au moyen de p équa-
tions (8), de la formule (10), ou l’on a introduit, au lieu de C, la
nouvelle constante arbitraire b qui est définie par la formule

C=b6—V.

Il est aisé¢ de voir que le calcul des deux intégrales complétes
exposé au n° 6, représente une application du dernier théoréme que
'on vient de citer.

Quant aux démonstrations des théorémes énoncés, on les trouvera
dans le Traité de N. Saltykow Sur la Théorie des équations aux
dérivées partielles du premier ordre d'une seule fonction
inconnue [20].

CHAPITRE 11.

ELEMENT INTEGRABLE GENERAL ET FORMATION DE L'INTEGRALE GENERALE
DES CARACTERISTIQUES D'UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES.

10. Enoncé du probléme. — Considérons une équation aux déri-
vées partielles

(1) F(z1, 2, X Zn, P1y Pay +-+5 Pn) =0,
vérifiant la condition
JF

(2) o 2%
ou I'on a posé

) .
3 dz =2psd:z',.

s=1

Supposons que I’équation linéaire
(4) (F, f)=o0

admette un systéme incomplet d’intégrales distinctes, outre F, non’
en involution

(5) .fis-fi’ e fn-f—p—b P‘<n—'l-
Par conséquent, le systéme des équations différentielles ordinaires
.des caractéristiques de I'équation donnée (1)

doy _dey _den __ dpi___ dpa
JOF — JF T GF JF oF
apy ap, - dpn 0zy 0z

(6)
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admet n + p intégrales distinctes

(7)  F=a, fi=GC, [fi=0Gy, vy Jarp1= Cpgp,

a, Gy, Gy ..., Cp,p_y désignant n +p constantes arbitraires dis-
tinctes.

Nous dirons que I'ensemble des équations (7), la constante a
étant distincte de zéro, forme un élément intégrable général de
Uéquation donnée (1), si la formule (3) devient une différentielle
exacte, en vertu des équations (7).

On a démontré, au chapitre précédent, qu’en supposant a = o, le
systéme (7), définit dans notre hypothése I’élément intégrable parti-

-culier qui donne, moyennant une quadrature, I'intégrale compléte
de I'équation (1). Il en résulte donc, d’aprés le théoréme classique de
Jacobi, l'intégrale générale du systéme (6), rien que par des opéra-
tions de différentiation.

Le but du présent chapitre est de former Uintégrale générale
du systeme (6), au moyen de U'élément intégrable général (7),
sans passer par lintermédiaire de Uintégrale compléte men-
tionnée.

11. Formation des intégrales requises. — Remarquons d’abord
que, grace a la forme de la premiére équation (7), le calcul analogue
a celui du n° 6 démontre que les équations correspondantes a celles
de (32), du Chapitre I, représenteraient évidemment les intégrales
requises.

Or, il est aisé d’obtenir le résultat en question encore d’une autre
maniére. :

Supposons, en effet, que le systéme (7) nous donne

‘ xn—p+i= ?i('xl: Z2y « ©y. Tn—p, 4, Ch C2) ey Cn+b—i)

(8) - ) (J=1,2,...,9), )
( Ps= q:s(a:l, Loy vy .Zn_P, a, G1, Cz, ceey C’H'P.—l)

(s=r1,2,..., n).

D’aprés I'hypothése introduite, lintégration de la différentielle-

exacte que devient I'expression (3), grace aux équations (8), produit
Pintégrale

(9) 3= ‘P(xi; Loy eeay -"'n—-p: a, Ci: Civ L) Cn+p—1)+ C;

C désignant une nouvelle constante arbitraire.
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On a de plus, par des considérations analogues aux précédentes,
les identités qui représentent les propriétés de 1’élément intégrable
considéré, a savoir :

(10) q’ Ei‘:_ Z‘l’""‘?ﬂ-l oz, (r=1,2,...,n—p),

n—p =

oF do; oF .
Ed;;_ dPn—p+/ (.]—1’ 2, seny P)’
(11) =
YOF oy,  OF
‘;}—’rax—;z—d—x—s (s=1,2,...,n).
r=t1

Enfin, la différentiation de I'identité que devient la premiére équa-

tion (7), en vertu des formules (8), nous donne des nouvelles iden-
ttés :

4 n
oF  dy; oF 9fs ._
(12) E pr— 5(—:;4— de 30, =° (i=1,2,..., n+p—1I).
j=t

Substituons-y les valeurs des dérivées

JoF oF
0% n—g+j ’ OPn—p+j

' (.].=I7 2y ceey P)7

tirées des identités (11).
Les identités transformées peuvent étre mises sous la forme comme
il suit :

n—

¢
IMr dq’n——p+l do; _ dq‘n—-p+/ d9; )]
ap- [dC,- "‘Z ( TJC; 9z, 0z, 9C; °

r=t j=1

(t=1,2,..., n+p—1).

En vertu des identités (10), que vérifient les fonctions ¢,, les' der-
niéres identités obtenues prennent la forme plus simple

dF 9S;
ap. oz,

r=1

(e3)

(f=1,2,..., n+p—I),

ou 'on a posé, pour abréger I'écriture,

Si= ‘% E‘Pn—pﬂ
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1l va de soi-méme, qu’en posant dans ces derniéres fonctions S, la
constante a égale a zéro, elles deviennent identiques a nos fonctions
antérieures U;.

Or, pour obtenir les » —p — 1 intégrales qui manquent du sys-
téme (6), transformons les identités (13)), en y substituant les valeurs

des dérivées
oF JF oF

‘7’;, (-)’73, ceny T

tirées des équations différentielles des caractéristiques a intégrer (6).
On obtient alors les équations différentielles de la forme suivante,
grace a I'inégalité (2) :

n—

uind R e e ) {=1,2, ..,n+p—I..
9, dz, dz,  dx, ( T e

En intégrant ces derniéres équations aux différentielles exactes, on
obtient immédiatement les équations intégrales requises

(14) $,=C,  (i=1,2,..., n+p—1).

C, désignant de nouvelles constantes arbitraires.
Avant d’indiquer celles des équations (14) qui soient distinctes
entre elles, exposons une seconde méthode de leur formation.

12. Seconde démonstration. — Introduisons la fonction suivante

4
(15) S=9— X Prpti®n

=1

-qui a été formée par N. Saltykow, en 1910 [21].

Il est aisé de démontrer [22] que les intégrales requises de
Uéquation linéaire (4), s’expriment moyennant les dérivées par-
tielles de la fonction (15)

dS

JG,’
o U'on remplacera a, Ci, Ca, ..., Cppp_y par leurs valeurs (5)
tirées des équations (7).

Désignons par des parenthéses le résultat de cette derniére élimi-
nation effectuée.

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne 70. 9
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Grice aux propriétés des parenthéses de Poisson, 4 un élément
composé, I’on obtient aisément

n—o
S\\ o oF OF dq:,)
(F’ (dcl)>— ldpr (()C ().l'r> deu_p+] (
1=

Il s’ensuit que, moyennant les identités (10) et, vu les désignations
introduites, on a les formules

2 4 .
(s25)- () - () (22)

(i=1,2,...,n4+p—1;r=1,2,..., R —p).

Par conséquent, les égalités précédentes deviennent

(v (%)= zdxnfp+, <f’%>+" (%)
+2 () Sam (22,

(z=1,2, ,n+o—x)

En nous reportant aux identités de la premiére ligne (11), on en
conclut que les valeurs calculées de derniéres parenthéses s'annulent,
en vertu des identités (12).

On obtient donc le résullat requis

D) .
(F, (E))=o, (i=1,2,...,+p—1I).

13. Intégrales distinctes. — Nous allons, & présent, démontrer
que parmi les équations (14), il n’existe que » —p —1 qui soient
distinctes et résolubles par rapport aux variables

(16) Loy Ty, ...y Tpn—p

définissant les intégrales cherchées des caractéristiques (6).

Il est aisé, en effet, d’admettre que, grace & 'hypothése (2), les
p premiéres et les n — 1 derniéres équations du systéme (8) soient
résolubles par rapport a

Ci, Co, ey Cn+P_1,
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le déterminant fonctionnel

AED(?“ Po; ¢ vy ?py q»‘o, ceny q}q )
Ci’ Cz’ AR CP? Gp+1a . ey Cn+p—-£

étant distinct de zéro.
Ecrivons ce dernier déterminant sous la forme explicite

991 9 O Hup  Hpn—pi T
€ T 96 oG T TG aC; T G
991 9% M, Mn—p  In_ot n
dCZ o dCz dCz T ng d02 Tt .(;C;
d‘?i d? p ()\Pg 04’ n—p d'],‘n—p-q-l d:pn
an+p_1 e dCln+P—1 an+p_1_ e an-{-p—-l dcn+?—l '.. dcn+p—1

Les éléments des n —p —1 colonnes de ce dernier derterminant,
depuis la (p 4 1)"*™ colonne jusqu’a la (n — 1)*=*, se mettent, grace
aux formules (10), sous la forme suivante :

i p
[ A, (w 79, Mnpri 0y
(17) dC, = 0z2,0C, L \'" P 5z,4C, dC, Oz,
J=t
(r=23...,n—p;i=1,2, ..., n+4p—1).

La valeur du déterminant A ne sera pas modifier, si 'on ajoute,
d’abord, aux éléments considérés des valeurs proportionnelles aux
éléments des p derniéres colonnes du méme déterminant, a savoir :

e

Ef’%—w %,
G, odz,

=t

Diminuons, ensuite, les mémes éléments des valeurs proportionnelles
aux éléments des p premiéres colonnes du déterminant considéré A :

P
a9, d‘Pn-—p+/ .
G, oz,

=1

Les éléments (17) de A seront alors remplacés, grice aux opérations
effectuées, par les expressions suivantes :

p
J2o 929, Mn_prj do,\ _ S,
0x,0C, —Z (q’”—P"" 0z,0C, + iz, dC,) = oz,

=

(7‘=2, 3, eey ﬂ—P;i:l, 2, ..., n+P—I)-
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I.e déterminant A devient donc

o5, s oS, B Hpm o

dCy tt PIoh dz, T d.z',,_P PIoN e 0Cy

oo % o, Bi Mepn b

dC, e dC, oz, T 0z aC, e dCy

991 9% ISnip1 0Snirp—1 OYn—pi1 oYy
dCprp— 7 0Cnvp—1 oz, o 0Zn—p  0Cpip 7 0Cprp— |

Considérons les déterminants mineurs formés avec les éléments
de n—p—1 colonnes, depuis la (p+1)*™ colonne jusqu’a la
(n—1)*me. Comme le déterminant A est distinct de zéro, I'un au
moins, de ces derniers mineurs différe de zéro.

Il est donc aisé de supposer, pour fixer les idées, sans diminuer la
généralité de la démonstration, que déterminant mineur, distinct de

zéro, soit le suivant :
D (Si, Soy oty S,l_p_1>.
Loy Ly oay .Z‘n__P
Ce seront alors les n — p — 1 premiéres équations (14) qui sont réso-

lubles par rapport aux variables (16), définissant les n — p — 1 inté-
grales requises du systéme (6).

14. Applications. — Reprenons I'équation d’Imschenetzky (26)
du n° 6. Le second membre de I’équation donnée étant une cons-
tante, d’ailleurs arbitraire, les fonctions calculées antérieurement

s Uy, U, sont respectivement identiques aux fonctions S, S,, S,.

Comme les deux premiéres fonctions représentent des valeurs
constantes, c’est la troisiéme fonction U, qui définit I'intégrale
requise. Elle se présente sous la forme

2(2>p1+ Z1P>) + T3 p3

4 (F2Pr+ Z4pe) Tyt a(pr—po)ps
2

log (1/'3_ (2)9 = G:;, |

X+ Xy
ou l'on a posé
Q=y/z3—2e(pi—p2),

C, désignant une constante arbitraire.
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Comme second exemple citons le probléme classique surle mouve-
ment d’un corps, d’aprés la loi de Newton.

Mettons 'intégrale des forces vives et celles de conservation des
aires sous la forme, comme il suit :

F=pi+pi+pi—2E + o,
f1§x1p2—xzp1= Cl, sz-Z‘zpa*$3P2= Cm
fsE Z3Pp1— Z1P3—= Cs,

[ désignant la masse du centre attirant, r la distance du corps a ce
centre, a2, G;, Gy, C; étant 4 constantes arbitraires.
L’élément intégrable est représenté de la maniére suivante

C».’l‘1+ C;,xg
XTyg—m— ———

¢’
_ Co(C7xo—C3x1)'— C"xgiclxiﬁ
Pi— Gl re ’
_ Ca(Ca$2-Ca$1)+C°$1iCsng
2= Cl r° )
_ Ci(Gozy— Cyzy) £ (Coxy+ Gyzp) R
P3= C >
17

ou l'on a posé

C°=C?+C2+C}, R=y—o'rt+2pr—_Cy

¢’ (22 + 23)— (Cyzs— C324) .
[o5

ri=

Cela étant, on obtient aisément

z = C(arctangu == arc tange) = R &= % arcsinw + C/,

en désignant

w= (C%-'— Cf)xg-l- Cng$1 _ Cz—p.r
- CCy 24 ’ b= \/p.“———a’CZ.r’

C’ étant une constanie arbitr.aire additive. 11 en résulte :

C .
S = E" (arc tangu = arc siny),

CgCi
G+ cg’

GGy
G3+ C3

S, = -E“l (arc tangu == arc sine) +

Sg= % (arc tangu == arcsing) —
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Par conséquent l'intégrale requise est donnée par la formule

arc tangu == arc sin v = C

C, désignant une constante arbitaire.

CHAPITRE II.

CALCUL D'UN ELEMENT INTEGRABLE D'UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES,

15. Probleme généralisé de Jacobi. — Considérons une équation
aux dérivées partielles

(1) F(zy, x4, ..o, Zn, 1, P2 «-.s Pr) =0,

vérifiant la condition

(2) JF

—_—
dpl <0,

et dont I'équation linéaire des ca‘ractéristiques
3) (F,f)=o0

admet un systéme incomplet d’intégrales distinctes, outre F, non en
involution,

(4) S Sfo ooy fr (r<2n—2).

Supposons que les parenthéses de Poisson pour chaque couple
d’intégrales (4) ne donnent que les intégrales (4) de I'équation (3)

Par conséquent, les dltes parenthéses s’expriment de la maniére
suivante :

(f/u f/t)E“kh(F; J1, f"; . --;fr'):

les azp désignant les fonctions des mtegrales (4), pour toutes les
valeurs distinctes des indices & et &, & partir de 1 jusqu’a r.

Les fonctions (4) représentent, d’aprés S. Lie, un groupe d’inté-
grales [23] de I’équation (3).

Cela étant, en généralisant I'idée de Jacobi [24] S. Lie se propose
de former, au moyen des intégrales (4), d’autres intégrales de
Uéquation (3), qui soient distinctes entre elles et en involution.
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Toute fonction des intégrales considérées (4) étant de méme une

intégrale de I'équation (3), le probléme posé revient a chercher les
valeurs des fonctions distinctes

(5) S (F, fiy foreos fr) (G=1,2,...,7),
vérifiant les conditions
(6) (q’k’ q:'h)E(')’

"les indices, k et &, prenant toutes les valeurs distinctes.

16. Systéme résolvant. — La fonction F étant en involution avec
les autres intégrales du groupe (4), les conditions (6) deviennent

r ()q) )

() (B, ®4) =) 5F Xo(®4) =,
s=1

ou l'on a posé

Xs(®y) EZ&SG% .
o=t e

Les fonctions (3) étant distinctes par rapport a toutes les quan-
tités f;, on a I'inégatité

q’Q q)m PP ‘br)
D(—21—22 _"T)>o0.
(.fhf":”’:f" <

Par conséquent, les formules (7) démontrent qu’il est nécessaire et
suffisant, pour vérifier les conditions (7), de satisfaire aux équations

(8) Xs(®p)=o0 (s=1,2,...,r;h=1,2,...,7)

On en conclut que les fonctions cherchées (5) représentent les inté-
grales distinctes des r équations linéaires et homogénes par rapport

.. 4 .
aux r dérivées 9 y@=1, 2, ..., r, de la forme suivante :

dfo‘
(9) Xs(f)=0 (s=1,...,71)

Mais ces derniéres équations, si elles étaient toutes distinctes, n’admet-
traient aucune solution. ,
Donc, pour avoir un nombre quelconque p. des solutions distinctes,
il est nécesaire que parmi ces derniéres équalions (9) il n’y en ait
que r — . qui soient distinctes. Par conséquent le déterminant des
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coefficients ay; du systéme (g), & savoir :

g A2 ... Oyp

o> o - 1
(10) ST

Gry Op2 ... Opp

doit étre identiquement nul, ainsi que tous ses mineurs depuis le
‘premier ordre jusqu’a 'ordre . —1. Le systéme (9) prend alors la
forme suivante :

(11) As(fl=o  (s=1,2, ..., r—p)

I1 est aisé de voir que ce dernier systéme (11) est intégrable, grace
a l'identité de Jacobi, et admet bien p intégrales distinctes.
De plus, ces derniéres intégrales, que nous allons désigner par

(12) @), Do, ... Oy,

étant en involution, d’aprés leur définition méme, sont encore en
involution avec chacune des intégrales du groupe (4).

Ces derniéres intégrales (12) ont été appelées par S. Lie fonctions
distinguées du groupe (4).

17. L'ordre du déterminant caractéristique. — Nous démontre-
rons, & présent que la différence entre le nombre des intégrales
du groupe (4) et celut des fonctions distinguées de ce groune est
un nombre pair.

Pour le faire voir, remplagons p intégrales quelconques du
groupe (4) par les . intégrales (12), de telle maniére que le nouveau
groupe obtenu soit engendré par les intégrales distinctes

.(13) F’fhfo, ""f"“Pd (I)i, q)), ey (I)p,.

11 est bien possible de le faire sans diminuer la généralité de nos rai-
sonnements, car il nous est toujours permis de ranger les intégrales
connues suivant un ordre déterminé quelconque.

Les équations analogues & celles (11), qui servent dans notre cas
pour définir les fonctions distinguées du groupe (13), deviennent

1—p
(14) Zﬂsa;"fic=0 (s=1,2, ..., 7 —p).

c=1



METHODES MODERNES D'INTEGRATION. 29

Or, le groupe (13) ne possédant point d’autres fonctions distinguées,
en dehors de @, ®,, ..., ®,, le systéme (14) n’admet donc point
de solutions. Par conséquent, les r — équations (14), linéaires et
homonéges, par rapport au méme nombre » — p des dérivées par-
tielles afs doivent étre toutes distinctes entre elles. Il s’ensuit que le

déterminant A, formé des coefficients des équations (14), différe de
zéro :

aog Q19 ce 21, r—p
Oaq Qog cen 0o
A=| O L
Or—p,1 %r—p,2 ... @r—y,r—qu

Le déterminant A, que nous appellerons caractéristique, est gauche

symétrique, car on a, moyennant les propriétés des parenthéses de
Poisson,
4nk=—Ckn}  @hh=O.

Or, on sait qu'un déterminant gauche symétrique d’un ordre impair
est toujours nul. Donc, si le déterminant gauche symétrique A différe -
de zéro, cela prouve que l'ordre de ce déterminant est pair. Dési-
gnons-le par 2p; d’ou I'on a I'égalité suivante :

(15) r—p=2p.

Le nombre des fonctions du groupe (4) étant r et p, celui des
fonctions distinguées du,méme groupe, la différence de ces deux
nombres est donc toujours paire, grice a I'égalité (15).

18. Intégration immédiate par une quadrature. — Les fonctions'
distinguées (12) peuvent étre obtenues par l'intégration du sys-
téme (11). Alors le probléme de I'intégration de I’équation (1) revient
a intégrer le systéme d’équations linéaires

(16) (F,N)=0, (Buf)=0 (i=12 ....p),

formant un systéme normal, puisque les fonctions F et @, sont en
involution.

De plus, ce dernier systéme (16) admet r -1 intégrales dis-
tinctes. a savoir F et les (4).

Supposons, d’abord, que nous nous trouvons dans le cas le plus
favorable, les derniéres intégrales formant un systéme complet des
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intégrales distinctes du systéme de sorte que I'on ait
;‘ +I=2n— ®—I.

Il en résulte, grace a I'égalité (15),

(17) r4-1=n-+p,

c’est-a-dire le nombre (17) des intégrales connues du systeme (16)
surpasse n des p unités, 2p représentant l'ordre du détermi-
nant A. '

Les conclusions importantes en déroulent :

1° Les fonctions F et les (4) représentant, dans ’hypothése (17),
un systéme complet des intégrales distinctes du systéme linéaire (16),
les équations

(18) F =o, J1=0Cy, Sa=0Cy, ceey fn+p—1=cn+p—1

forment l'intégrale générale des caractéristiques du systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles correspondantes [25]. Il s’ensuit, par
I'extension de la théorie des caractéristiques (voir la Note a I’Appen-
dice), que 'expression

n
dz = zp, dzs,

s=1

devient une différentielle exacte, en vertu des équations (18). Ces
derniéres engendrent donc un élément intégrable de 1'équation (1).

2° On constate, par conséquent, qu’il suffit, pour I'intégration de
I'équation (1), d’avoir rien que les intégrales (4). Quant aux fonc-
tions distinguées (i2), il est seulement indispensable d’établir leur
existence, pour démontrer que les équations (18) définissaient un
élément intégrable de I’équation (1). Donc, 'intégration de cette der-
niére s’effectue par une quadrature d’aprés la théorie des caractéris-
tiques, ou bien moyennant la théorie du Chapitre 1.

Cela étant, formulons le résultat oblenu de la maniére suivante :

Supposons que Uéquation (3) admette un groupe des inté-
grales (4). Si Uordre de leur déterminant caractéristique A égale
le double ercés du nombre des intégrales connues sur celui des
variables indépendantes, alors Uintégration de Uéquation (1)
s'achéve par une quadrature.

19. Réduction de lintégration a une quadrature. — Considérons,



METHODES MODERNES D'INTEGRATION. 31

a présent, le second cas, ou les intégrales F et les (4) représentent
un systéme incomplet des intégrales du systéme (16), ¢’est-a-dire ou
l'on a l'inégalité ‘

n—p—p—i1>o.
Pour pousser plus loin le probléme de I'intégration de I'équation
donnée (1), cherchons une nouvelle intégrale du systéme (16) dont
on connait déja les r 4-1 intégrales.

S. Lie avait démontré qu’il ne fallait pas pour cela, non plus,
connaitre explicitement les valeurs des fonctions distinguées @,. 11 est
aisé, en effet, de former un systéme des p équations équivalent aux
. derniéres équations (16), sans calculer préalablement les fonc-
tions (12).

Mettons pour cela, les p derniéres équations (16), vu les for-
mules (5), sous la forme suivante :

(19) (q)lyf)EE%i'(fhf)=o (E=1,2, ..., 1)

s=1

On en tire de plus, grace aux hypothéses sur les déterminants (10)
et A, les identités

EE““’:O (i'=1,2,...,[.1.;0':1,2,...,29).

I1 en résulte

oA

s, 0P .

20 _l__ _,I_t_ t=1,2, ... y8§=1I,2 ...2)
() 5% EA Woprr (=102 ey s P2 2R

A;, désignant ce que devient le déterminant A', si I'on y remplace les
éléments de la s**™° colonne respectivement par les éléments

Qop+j1y  Kep+j,2)  «eey  %2p4j.0pe

Quant au déterminant A’, il est égal a la valeur du déterminant
caractéristique A et s'obtient de ce dernier, en transposant les lignes
et les colonnes, a savoir :

%11 X214 ... Xpg

a Oog ... @pa
A=l A.

O4p 22n «.. &pp
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La substitution des valeurs obtenues (20) dans les équations (19)
rend ces derniéres

(21) dep+ Vi(fy=o (i=1,2, ..., 1),

ou I'on a posé

Vi) = Fagris H— EA,(fs,f) =1 )

s=1

11 est évident que le déterminant fonctionnel

D( @, @, ..., @ )
f"p+1’f=p+°~ .. '7f2p+p.

est distinct de zéro, car on avait introduit cette hypothése en rem-
plagant I'ancien groupe par le groupe (13). Par conséquent, les équa-
tions (21) donnent le nouvean systéme d’équations équivalentes

v]'(f)=0 (j=l;2,-.-,}l),

qui sont, d’ailleurs, indépendantes des fonctions (12). Le systéme (16)
sera donc remplacé par le systéme équivalent

(22) (F:f)=07 V](f)=0 (j=l7 2, "'7("‘)7

formant un systéme complet, car il admet toutes les anciennes inté-
grales.

Cela étant, le probléeme de la recherche d’une nouvelle intégrale
du systéme (16) revient a calculer une intégrale du systéme équi-
valent (22).

Désignons cette derniére intégrale requise par f,.,. Supposons
que l'on soit dans le cas le moins favorable, les parenthéses de
Poisson formées avec I'intégrale obtenue f,,, et les anciennes (4)
ne donnant pas de nouvelles intégrales. Néanmoins est-il aisé de
démontrer que ce nouveau groupe admet une fonction distinguée de
plus, en comparaison avec ’ancien groupe.

Pour le faire voir, intercalons la fonction f,,, entre les fonc-
tions (13), a la suite de I'intégrale f,_,.

Alors le nouveau déterminant caractéristique, qui va remplacer,
dans le cas considéré, le déterminant A, sera un déterminant gauche
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symétrique, dont 'ordre est impair. Par conséquent, le déterminant
en question sera forcément nul, et le nouveau groupe engendre donc
une fonction distinguée de plus que le groupe primitif (4).

Désignons cette noquelle fonction distinguée par @, ,. En joignant
au systéme (16) I'équation

(q)u+l? f) = 0,

on obtient un sysléme normal a ¢+ 2 équations admetlant r —+ 2
intégrales connues. Si ces derniéres ne forment point un systéme
complet des intégrales du sysiéme considéré, appliquons A ce sys-
téme obtenu les calculs analogues aux précédents. On obtiendra
donc, au moins, une nouvelle intégrale de ’équation (3), et ainsi de
suite.

Supposons, en restant toujours dans I'hypothése la moins favo-
rable, que chaque nouvelle intégration effectuée ne donne qu’une
intégrale

Le systéme (16) possédait, au début du calcul, r 41 intégrales
connues en admettant encore des intégrales inconnues au nombre

de
2n—(p+1)—(r+1)=2(n—p—p—1).

Par conséquent, en répétant n — pu —p —1 fois les opérations de
lintégration indiquée, on obtient le méme nombre de nouvelles inté-
grales de I'équation (3). L’ensemble de toutes les intégrales trouvées
de cette derniére équation définit un élément intégrable de 1'équa-
tion (1). L’intégration de cette équation donnée s’achéve donc par
une quadrature.

Le résultat obtenu peut étre formulé de la maniére suivante ;

Supposons que léquation (3) admette un groupe des inté-
grales (4) a déterminant caractéristiqgue A, ot U'on a

r—up=2p, n—p—p—i1>o.

L’integration de l'équation donnée (1) s'achéve, dans le cas le
moins favorable, moyennant n — u—p—1 opérations d’inté-
grations d’ordres respectifs

2(’1_(”'—9—1)7 Z(n_P‘_P_Q); ceey 4, 2

et par une quadrature.
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Signalons 4 présent le cas, ou le groupe (4) n’implique pas une
seule fonction distinguée. Il est alors évident que le nombre r doit
étre pair, car le déterminant gauche symétrique correspondant (10)
ne s’annule point. L'intégration de 1'équation (1) revient alors a la
recherche d’une nouvelle intégrale de 1'équation linéaire (3), dont
on connait déja les r—1 intégrales distinctes.

L'ordre des opérations d’intégration, nécessaires pour achever
intégration de I’équation (1), sera donné, dans le cas le moins
favorable, par les nombres que l'on obtient respectivement, en
posant i+ = o dans la suile qui se trouve en bas de la page précédente.

Les intégrations en question pourraient étre effectuées de diffé-
rentes maniéres. La suivante présenterait quelquefois des avantages.

Remarquons, en effet, que les intégrales (4) engendrant un groupe,
les équations

(fhf)=0, (k=l,2....,r)

sont compalibles. Elles forment donc, a elles-mémes, ainsi qu’en-
semble avec I'équation (3), un systéme complet dont F est une inté-
grale connue. Par conséquent, la premiére intégrale requise s’obtient
par l'intégration de ce dernier systéme.

Il va de soi-méme que les considérations exposées sont applicables
encore dans le cas général, ou le groupe (4) posséde les p fonctions
distinguées (12). Alors ces derniéres représentent bien les intégrales
connues du systéme dont il s’agit.

La derniére méthode esquissée est intimement liée a la théorie
des transformations infinitésimales de S. Lie [26] et des formes
adjointes [27]. Or, nous ne voulons pas entrer dans les détails, en
renvoyant pour cela aux travaux que l'on vient de citer.

20. Cas d’un groupe semi-gauche. — Les considérations exposées
supposent, d’apreés les conditions formulées au n° 15 de ce chapitre,
que les intégrales connues (4) formant un groupe ne soient pas en
involution entre elles, outre F. C’est grace a cette hypothése que
le déterminant (10) et le déterminant caractéristique A représen-
taient des déterminants gauches symétriques. Par conséquent, il
serait aisé d’appeler gauche le groupe des intégrales (4) jouissant
des propriétés indiquées.

Or, il arrive fréquemment dans les applications, qu'une ou plu-
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sieurs paires des intégrales données se trouvent en involution. Dans
ce cas les éléments conjugués des déterminants considérés, corres-
pondant aux intégrales ¢n involution sont nuls, et les déterminants
en question ne sont donc plus gauches symétriques.

Abstraction faite de Phypothése, ou toutes les intégrales données
soient en involution, supposons qu'il n’y ait que quelques paires des
intégrales données, vérifiant cetle derniére condition; on dira alors
que le groupe considéré des intégrales est semi-gauche.

On appellera de méme semi-gauche le déterminant qui devient,
dans cette derniére hypothése, le déterminant (10).

Nous avons exposé plus haut la théorie générale des groupes
gauches des intégrales, en considérant le cas le moins favorable pour
achever l'intégration d’une équation (1). Il est aisé de voir, & pré-
sent, que les intégrales en involution, s'introduisent dans le cas d’'un
groupe semi-gauche, ne troublent point 'idée générale de la théorie
étudiée. Ces derniéres intégrales ne pourront que modifier I'ordre
et le nombre des intégrations indiquées plus haut. Mais en revanche,
le groupe semi-gauche des intégrales introduit parfois des circons-
tances favorables pour diminuer les difficultés du calcul.

Supposons d’abord que I'on ait un groupe des trois intégrales

(23) i So Si
Le déterminant (10) prend alors la forme suivante :

0 G2 3
D= sy O O3 | =) 032013+ %3qAyalag.

@33 %32 O

~ Sile groupe (23) est gauche, ce dernier déterminant étant gauche
symétrique d'un ordre impair s’annule identiquement.

Or, si le groupe (23) est semi-gauche, deux des intégrales au plus
étant en involution, le déterminant D sera toujours nul, car chacun
des deux termes représentant la valeur de D s'annule indépendam-
ment de V'autre. i

Par conséquent, dans le cas considéré, le systéme linéaire corres-
pondant au systéme (9) se réduit & deux équations. Le groupe (23)
admet donc toujours une fonction distinguée.

Considérons ensuite un groupe des quatre intégrales

(24) f17 f=7 fas f‘-
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Si ce dernier groupe est gauche, le déterminant (10) correspondant
devient gauche symétrique d’ordre pair. Si la valeur de ce dernier
déterminant est distincte de zéro, le groupe considéré (24) n’admet
point des fonctions distinguées. Or, si le déterminant considéré
s'annule, on sait que les premiers mineurs de ce déterminant s’annu-
lent de meéme, et le groupe (24) admettra alors deux fonctions
distinguées.

Le groupe des intégrales (24) étant semi-gauche, le déterminant

0 ajp a3 Oy
27 o >3 Ooy
@31 %33 O a3y

Ay %ga Oy O

peut bien s’annuler, parfois, ainsi que les mineurs de ce dernier
déterminant. Dans ces derniéres circonstances, le groupe des inté-
grales (24) admettra donc les fonctions distinguées.

Tout dépend, dans ce cas, du nombre des équations du systéme (g)
qui soient distinctes. Les intégrales communes de ces derniéres
équations vont donc représenter les fonctions distinguées du
groupe (24).

Les considérations exposées s’étendent d'elles-mémes a un groupe
semi-gauche d’un nombre quelconque des intégrales distinctes.
On démontre aisément que les déterminants semi-gauches d’ordre
impair sont identiquement nuls, de méme que les déterminants
gauches symétriques. Quant aux opérations nécessaires pour achever
Iintégration de I’équation (1), elles seront définies par la méme
marche des calculs exposés aux n° 18 et 19.

Remarquons seulement que le nombre et I'ordre des opérations
d’intégration en question dépendront, comme toujours, du nombre
des fonctions distinguées du groupe des intégrales considérées.

Intégrons, par exemple, I’équation

P1+ (P2t 23) (Pa+ 23) (pu+21) + 22 = @,

dont les caractéristiques admettent un groupe semi-gauche de quatre
intégrales _
Ji=po+2,=0Cy, fo=ps+az3=Co,
fsEl’b—'-xs:Ca, fi=pi+z,= G,
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vérifiant les relations

(f1. fo)=1, (f1, f3)=o, (f1, fi)=—1,
(Sos S)=1  (fo,fo)=0, ([, fi)=1

On voit aisément que le déterminant (10) et tous les premiers
mineurs de ce dernier s’annulent identiquement. Il s’ensuit que
notre groupe admettant deux fonctions distinguées, engendre un
élément intégrable de 1’équation donnée. L’intégration de cette der-
niére s’achéve donc par une quadrature.

Or, la forme particuliére du groupe donné met en évidence les
fonctions distinguées de ce dernier, et I'on a les trois intégrales en
involution, a savoir :

S, fo+fu fa

Par conséquent 1'élément intégrable est & remplacer par 'élément
intégral correspondant. Il en résulte immédiatement, par une qua-
drature, l'intégrale compléte requise

S =—-(-Z‘1-Z‘3+.’L‘3.Z‘L)—}— C,-Z'1+ C1.2‘=+C,1.’l‘;
, d(z3— z,)
+(C _a)f(x3—x1)2+(01—Ca)(xg-.z',)—-C,Cs-(—l + G

C', Gy, C; et C désignant les quatre constantes arbitraires.

21. Applications. — Considérons une équation aux dérivées par-
tielles a trois variables indépendantes de la forme générale

(25) F (24, 24, 23, p1, ps, p3) = o0.
Supposons que 'équation linéaire correspondante
(F.f)=o
admette, outre F, encore trois intégrales non en involution
fla f” f-’h
formant un groupe.
I est aisé de démontrer que les quatre intégrales citées engendrent:

un élément intégrable de 'équation considérée (25).
Le déterminant (10) devient, en effet, dans notre cas,

o Ojo O3
- 271 o 2%

a3y G2 O |

MEMORJAL DES SC. MATH. — N° 70. 3
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Ce dernier déterminant s’annule identiquement, car il est ganche
symétrique et d’'un ordre impair. Quant an mineur A de ce dernier
déterminant, il devient

o 2T}

l
I

A a3y 2o.

Oloq o

On a donc, dans ce cas considéré, les relations

Par conséquent les conditions du théoréme de n° 18 sont vérifiées;
et l'intégration de 'équation (23), dans I'hypothése considérée,
s’effectue par une quadrature.

Prenons, par exemple, 'équation

(26) P1+(Z1+pa) (o4 p3) +23=0o0.

Les équatious différentielles des caractéristiques pour cette derniére
équation, admettent les trois intégrales évidentes :

Si=ps+x,=Cy, So=po+ 3= C,, Ss=(ps+ xy—1)ePr= Cs.

Ces trois intégrales forment bien un groupe semi-gauche, car on a
les relations suivantes :

(fhf?)Ely (fhfil)Eo, (f?-’f‘J)E_fi*'

L’ensemble de I’équation donnée (26), de la premiére et dela troi-
siéme intégrale forme bien un élément intégral irrégulier. Or, au
lieu d’appliquer la théorie de ces derniers éléments, il est aisé de pro-
fiter de celle des éléments intégrables que I'on étudie ici.

Les conditions mentionnées plus haut sont, effectivement, vérifiées
dans le cas considéré, le déterminant caractéristique prenant la

valeur

A= ot

—I O

L’équation donnée ( 26) admet donc Iélément intégrable :

(27) 2y= 21+ Cyexrs— Cy+1,
P1= C';,(.z's—-—xi—C»)e"'l-—xl—Cg, P2= C)—.Z‘a, P3= Ci——x'i,‘

la nouvelle constante arbitraire C; désignant le produit Cye%.
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il en résulte par quadrature
(=) 3=— (ixl—rixg) z1—C(x1—1) en1 2 Cy 23+ C,

C étant la constante arbitraire additive. Si on lui attribue i’ expressiom
suivante
‘ =—CCotC,

C’ étant la nouvelle constante arbitraire, on obtient immédiatement

les valeurs suivantes pour les fonctions caractéristiques de ’élément
intégrable considéré

U'.IEO, U'x E—Cl, U;E(xs——wl-—cz+1)e“.

En éliminant C, des formules (27) et (28), on obtient donc Yinté-
grale compléte de ’équation (26) sous la forme suivante :

3 =— (1:'—)1 —+ Cv> $1+C’J(.Z‘J—-Z“—-Co+l)e7"l+.2'o(cen—-z‘3)+c".

oulon a posé¢ C" = C'— G, C,; C), et C" désignant trois constantes
arbitraires. :

Observons encore que, I'équation donnée (26) étant résolue par
rapport al'une des dérivées, dans ce cas, les fonctions U, et S, con-
cident respectivement. Par conséquent, la troisiéme fonction U, sert
4 définir la quatriéme intégrale des caracteristiques pour I'équation
donnée ( 26).

On n’a pas fait, jusqu’a présent, beaucoup d’applications du pro-
bléme de Jacobi que nous étudions, vu la solution trés compliquée
que lui avait donnée S. Lie.

Il faut bien citér les recherches de S. Lie [28] et de A. Mayer [29]
sur les problémes de la mécanique céleste et de la dynamique analy-
tique. Ils ont cherché a généraliser les résultats, dont est partiJacobi,
en inaugurant son probléme [30].

Enfin, M. E. Laura [31] avait profilé de la théorie des groupes des
intégrales pour étudier le mouvement des tourbillons rectilignes
paralléles dans un liquide.incompressible indéfini.

Ensuite, M. E. Goursat avait profité de la théorie des grompes
dans ses recherches sur la théorie des équations aux dérivées
partielles du second ordre [ 32].

M. Erik Englund, reprenant les anciennes recherches de J. Ber-
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trand [3], avait étudié les invariants différentiels du probléme des
trois corps [33].

Derniérement M. D. Michnevitch vient d’appliquer la théorie des
groupes, pour résoudre le probléme qu'il pose sur la structure des
équations aux dérivées particlles du premier ordre & une fonction
inconnue [ 34].

CHAPITRE 1V.

ELEMENTS INTEGRABLES D'UN SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

22. Définitions des éléments intégrables. — Considérons un
systéme de m équations, aux dérivées partielles du premier ordre
d’une seule fonction inconnue, en involution

(1) Fk(xh'z"” «+u3 &n, P1; P2y -y Pn) =0, (k=1, 2, ...y M),

le déterminant fonctionnel

(2) D(Fi’ Fo, ..., Fm>
y P, Py -y Pm
ne s'annulant pas.

Formons le systéme linéaire en involution
(3) (Fi, f)=o, (k=1,2, ..., m)
et les équations aux dérivégs partielles des caractéristiques de notre
systéme (1) :

m - oom
2 IF; dzyy;  JFy J¥, dp. _ dFy,
d[’l' dx, - dpnz+i ’ . d}’l' dr, oz’

1=

(4) r=1

(J=1,2 ...,n—m;s=1,2, ..., n; h=1,2, ..., m)

Supposons que le systéme linéaire (3) admette un systéme incom-
plet d’intégrales distinctes

(%) Fi, Foy ooy Fuy, Sis Sy ooty Srig—m (¢ <n—m).
Nous dirons que ces derniéres intégrales-(5) forment un élé-

ment intégrable particulier du systéme (1), si Uexpression

(6) dz :21)‘ dz,
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devient une différentielle exacte, ‘en vertu des intégrales des
caractéristiques
{FQ,:O, Ft’:O, ey Fm=0,

f1 = Cl, fz= C:, ey Fn+p——m= Cn+p-—m:

Ci, Cy,... Cuipom désignant n+p— m constantes arbitraires.
On va démontrer que U'intégrale compléte du systéme (1) dans
Uhypothese citée s’obtient par une quadrature.
Mais, si U'expression (6) devientune di fférentielle exacte, moyen-
nant les intégrales des caractéristiques

(8) % Fi=a, F.=a,, cees Fm=anm,
fl= C], fo= C7, vy fn+p——m= CIH—F'—M)
@y sy ooy @y Gy Goy ooty Cripom €tant n + p constantes arbi-

traires, ce dernier systeme (8) est dit élément intégrable général
du systeme normal (1); et l'on démontrera que l’intégrale géneé-
rale des caractéristiques s’obtient, moyennant l'élément (8), par
une quadrature, sans passer par Uintermédiaire de l'intégrale
compléte du systéme (1).

23. Propriétés des éléments intégrables. — En considérant,
d’abord, I’élément intégrable (7), supposons que, grice a ’hypothése
faite sur le déterminant (2), les équations (7) donnent

(9) Tn—pt+j= 9, (L1, Xay «ouy Zu—gy C1, Cay ooty Crgpm) (J=1,2,...,p0).
P;=VYs(z1, 2>, ..., ZTn—g, Ci, G, ..., Crag—m) (s=1,2, ..., n)

Soit
(10) 3= q;(xh Zay ey Tn—g, Cg, Co, Ve C""‘F"—m) + G

I'intégrale de la différentielle exacte que devient 'expression (6), au
moyen des formules (), C désignant une constante arbitraire addi-
tive.

La premiére propriété de ’élément considéré () s’exprime par les
identités suivantes :

(11) q,,_ S‘q;,,_9+,d;’ Vo (r=1,2, ..., n—p).

Les formules (9), (10) et (t1) s’étendent, d’une maniére analogue,
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sur les éléments intégrables généranx. Mais, alors, les formules cor-
respondantes se distinguent de ces derniéres par l'intervention des

constantes a,, @, ..., @, qui doivent figurer dans les nouvelles for-
mules en question.

24. Formation de lintégrale compléte, moyennant un élément
intégrable particulier. — Remarquons, en premier lieu, que les for-
mules (9) vérifient identiquemeut les équations a intégrer (1).

Cela étant, étudions, s'il est possible d’éliminer des n derniéres
equations (9) et de la formule (10), moyennant les p premiéres équa-
tions (9), p constantes quelconques parmiles Cq, de telle maniére que
les expressions obtenues pour les p, soient les dérivées partielles du
premier ordre de la valeur obtenue pour .

Supposons, pour fixer les idées, que le déterminant fonctionnel

21, P2y ] Pe )
D =
(e2) <(—ln—m+1, Cnmaoy ooey Cn—m-+p

soit distinct de zéro.
Ecrivons le résultat de la substitution des valeurs

Cn-m+1, Cn—m+‘l, ey Cn—-m+p,

tirées des p premiéres équations (g), dans les autres équations (g)et
dans la formule (10), sous la forme

(13) § ps="Ws(@1, To, ..., Tn, Cq, Coy ooy Cam) (s =1,2, ..., n),
| 2=W(z1, 2o, ..., Zn, Cy, .C‘"a vers Gpom) + G

La derniére équation (13) va représenter l'intégrale complete
requise du systéme (1), si les formules (13) vérifient les conditions.

v
(14) | II!.v:d—xs (S=I, 2, u.y n).
On démontre aisément, de la méme maniére, que dans le cas d’une
équation (voir p. 7), qu'il suffit de satisfaire seulement aux p der-

niéres égalités (14), les n—p premiéres étant leur conséquence
immédiate.

235. Conditions nécessaires et suffisantes. — On a l'identité sui-
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vante découlant de la formule (10) et de la derniére équation (¥3 ) :
(&1, Zay -y Tn—g, CG1, G, ..., Cr—m-p)
EW(.ﬂi, Xy auey w,,_P, P4, ?q, ey (Pp, C], C», ey Cn_m)-

Il s’ensuit les identités nouvelles
P
dp N[ 9Y %, _ /[o¥ _ ,
de Z{(dx"_p_'_/)x;:(m) (k—-l, 2y eeey R-——m),
1:

de ( o ) do; B
dcn—m+p. g :)x,,__P_,_, 0Cn—m+p_ o (P’ =1,2, ..., p)

(13)

Les égalités obtenues (15) ne se distinguent de (21) et (22)
(voir p. 8) que par le nombre de formules de la premiére ligne.

Cela résulte de ce que les nombres de constantes arbitraires sont
distincts dans les deux cas étudiés. Or, il est évident que les considé-
rations, analogues a celles exposées au premier Chapitre (voir p. g),
démontrent de méme, dans le cas actuel du systéme normal (1), le
théoréme suivant :

Le déterminant (12) étant distinct de zéro, lesconditions néces-
saires et suffisantes pour que la derniére formule (13) définisse
Uintégrale compléte du systéme (1) s’expriment de la maniére
suivante :

(16) Ujzo. Upmip=o0 (k=1,2,...,n—m,p=1,2,...,p),

ou l'on a posé -

!Il

4
= 8 —Stee B

26. Seconde propriété de I’élément intégrable particulier. —
Les derniéres fonctions caractéristiques de U'élément intégrable
particulier, que 'on vient d’introduire, jouissent d’une remarquable
propriété qui va étre cxposée. ’

Le calcul analogue a celui du n° 6 (Chapitre I) donne, grace aux
identités (11), les m égalités suivantes :

P
oL o, N oFx [ on <G (dq»,._w a9, npr) 9y )
a7) Z«op, Jz, = ded 3pr [ac, +2« 9C, oz, 9z, G,

r=1 Jj=1

(k=1,2, ..., m).
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Or, les équations différentielles des caractéristiques (4), en géné~
ralisant les considérations du n° 7 (au Chapitre I), donnent, grace
a I’élément intégrable (9), les identités

ll—-

(O do; _ IFi N é& oy dFx

1dp, Jz, dp,,_p+j’ 1dp,. or, dx;
r= r—= o
(J=1,2,...,0;8s=1,2, ...,n; k=1,2, ..., m).

Grace a ces derniéres identités, transformons les seconds membres
des identités (17), en les mettant sous la forme suivante :

IL-——

< oF IU; _2 OF £ 0y, Z( OFe  u—prj  IF; @)
=L dpr 9Ci Ipn—prj 0Ci  0Tu—prj I
(18) < .

- ()F}L ()0, N dFk ()qjs _ )
= 103,1 orj 0C; x:1mﬁ (k=1,2,...; m).

Les m premiéres équations da systéme (7) étant identiquement
satisfaites par les valeurs (9) des variables Lu—gyj €L Ps, les dérivées
partielles des identités, qui en découlent, prises par rapport a chacune
des valeurs G, sont de méme identiquement nulles. Par conséquent,
les seconds membres des égalités (18) s’annulent, ct il en résulte les
identités suivantes, valables pour toutes les valeurs de lindice i :

5 OFL 0U; _
dpr 9z,
r—=1

(k=1,2, ...,m;i=1,2, ..., n—m+p).

Transformons ces derniéres égalités, en y substituant les valeurs
des dérivées

OF  OFe o aF
de—H, ()Pm+‘.!, ’ ()Pn—p

(k=1,2, ..., m),

que 'on tire des équations différentielles des caractéristiques (4). Il -
en résulte les équations différentielles

. 7 —'nl'—'p ' .
" JdF; [ JdU; "~ IU; 9@y j i
dpr \ 9pr 0y 0%y -

r=1 . j=1
(k=1,2, ..., m; {=1,2, ..., n—m-—+p),
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qu’il est aisé de mettre sous la forme suivante :
m .
S OF dU;

dprd_z'r_o (k=1,2, ..., m;i=1,2, ..., n—m+p),
r=1

en désignant par le symbole % la dérivée totale. Cela étant, le

déterminant fonctionnel (2) ne s’annulant pas, le systéme des m der-
niéres équations, pour une valeur quelconque de 'indice i, donne

dvu,
d.z,l. =o, (r=1,2,..., m)
(E=1,2, ..., n—m-+p).

On a, par conséquent,
(19) =C; (i=1,2, ..., n—m+p),

C, désignant des constantes arbitraires s’introduisant, grace a l'inté-
gration effectuée.

27. Introduction des valeurs initiales des variables. — Si les con-
ditions (16) ne sont pas vérifiées, on doit introduire alors dans les
formules (g) et (10), au lieu des constantes arbitraires C,, C,, ...,
Cr_m.py les valeurs initiales de variables fonctionnelles.

Les équations (9) et (10) deviennent, aprés la transformation en
question effectuée, les valeurs initiales p?, p3, ..., p; étant éli-
minées a I'aide des équations données (1),.

Zpn—gay=B)(&1, Ty ooy Taegy B, oy Yy Pharrs oo ey PR)
(20) (J=12,...,p)
P:=8s(21, 2o, ..., Zn—py z8, ooy Zhy Phsry ooy PR)
(s=1,2, ..., n),
(21) 8=®(21, X2y ey Tngy, X5 ooy TN, Phasys oo oy PR+ 20

ol l'on considére les valeurs initiales
(22) ZH_oitr ZY_pags e Thy B Phiegy eve PR

comme des constantes arbitraires; quant & z¢, zi, ..., Z,_;, elles
admettent des valeurs constantes quelconques bien déterminées,
toutes les valeurs initiales des variables appartenant, bien entendu,
au domaine de l'intégrabilité du systéme (1).
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Ce qui concerne les formules (19), elles deviennent.
U,= U} (i=1,2, ..., n—m+p),

U,’ désignant la valeur initiale de la fonction U;.

Il est évident que les p premiéres équations (20) sont résolubles
par rapport aux p premiéres constantes (22). Pour satisfsire aux con-
ditions (16), introduisons, au lieu de 3°, une nouvelle constante
arbitraire b, reliée avec les autres par la formule suivante :

n—m
(23) =15 +2 T vr Phre
r=t1
En posant
n—m
(24) 60=0>0 4 2 ZhirPhir+ b,
r=1

les fonctions caractéristiques de 1'élément intégrable correspondant
deviennent, grace aux formules (20), (21), (23) et (24),

p
’ de 3 dq)] . P
Up= Pr —Een—pﬂ Pr— (r=1,2, ..., p),
0 .
’ 09 d@'
UP.H["‘—_: m—zen_w]m (k=l, 2y ey n—-m).
j=1

Par conséquent, les valeurs initiales de ces derniéres fonctions,
dans le domaine de l'intégrabilité considéré, en vertu de la for-
mule (24), deviennent

U=o, Ulu=2zha (p=1,2,...,p;k=1,2,...,0—m).

Donc, en éliminant des formules (21) et (23), les valeurs
ZY- ps1y Tnopiar -+ -y T, definies par les p premiéres équations (20),
on représente U'intégrale compléte du systéme (1) de la maniére
sutvante :

3= V(Z4, Zay +ory T, 29, ..oy xg—pngMU ce PR) b,

Pliis Poias + - -y Puy bdésignant n — m -1 constantes arbitraires,
& condition que x', LY, ...y Ty Tty -« .y Tnp admettent, dars
le domaine considéré, des valeurs quelconques constantes, dont
les n — p — m derniéres soient distinctes de zéro.
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Nous ne voulons pas insister davantage sur d’autres cas possibles
de formation d’une intégrale compléte du systéme (1). Il est aisé de
les obtenir en généralisant les considérations exposées au n® 8 du
Chapitre I concernant une équation aux dérivées partielles.

28. Formation de Vintégrale générale des caractéristiques d’un
systéme normal, moyennant un élément intégral général. — Revenons

& 'élément intégrable général (8) du systéme (1) et mettons cet élé-
ment sous la forme suivante :

Zn—gt1 = 9,(Z1, Ty .., Tng, A1, s, ..., Am, C1, Ca, ..., Cryp—m)
(25) o U=ha e, .
Ps=Ys(z1, o, ..., Tn—gy A1y B2y ... Ay Gy, Gy, .., Cn—i—p—-m)
\ (s=1,2,...,n0)

Supposons que l'intégrale de V'expression (6), en vertu des équa~
tions (25), soit

(26) z2 = q;(wh -l:g, veey Tn—py A1y A3y ..y Ay, C], C:, ey Cn+p—m)+C,

C désignant la constante arbitraire additive.
Les deux propriétés fondamentales de I'élément intégrable général .
d’une équation s’étendent d’elles-mémes, d’une maniére évidente, sur-
celui (25) du systéme (1).
Il en résulte que les fonctions U, ; introduites au n° 25, deviennent
dans le cas que 'on considére

p
__ 0o dog;
Si= 5o — D dnper g
Jj=1

les fonctions ¢, Yp_py; €t @, étant définies par les formules (26)\
et (25).

Quant aux formules (19), elles sont remplacées, dans notre cas,
par les équations

(27) $;=C, (i=1,2,...,n—m—+p),

C, désignant des constantes arbitraires.

Les formules obtenues (27) définissent Ies équations intégrales des
caractéristiques du systéme (1). G’est dans cette propriété que con-
siste la distinction essentielle entre les formules (27) et celles (19)
prevenant de Félément intégrable particulier. En effet, les égalités
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que I'on obtient, dans 'hypothése d’un élément intégrable parti-
culier, s’annulent identiquement, en général, moyennant les équa-
tions données (1).

Tandis qu’en partant de 'élément intégrable général, on remplace
ces derniéres équations par les m premiéres formules (8) impliquant
les constantes arbitraires az. Clest pour cela que les égalités dont on
manie, sont toujours des identités, et la derniére intégration effectuée
conduit aux équations intégrales requises (27).

Ces derniéres intégrales pourraient étre obtenues encore par deux
autres méthodes en généralisant les calculs des n* 11 et 12 qui
paraissent étre plus immédiats.

29. Intégrales distinctes. — Il est aisé de démontrer que, parmi
les équations intégrales (27), » — m — p équations sont distincles et
résolubles par rapport aux variables

(28) Tm+1; Tmt2;, ooy Ln—p.

En effet, on peut toujours supposer, sans diminuer la généralité de
nos considérations, vu I’hypothése faite 'sur le déterminant (2), que
lés p premiéres et les n — m derniéres équations (25) soient réso-

lubles par rapport a
Ci Gy ooty Compom.

On a donc I'inégatité

= Q1 P25 --+5 Py 4‘m+l, ceey QJ,, )
A=D 2 >/ .
(Ch C=7 ey pr Cp-o-;, ey Cll+p—m <0

Formons a présent le déterminant

,()_(P’_ d?p dSl ()S| ()q'n—p+l l_)h
dCl " qu ().Z‘m_H " U.Z‘"_P dGl ()Cl
do, % dS, Js, T . d_q;_,,_
JdC, 7 e Impm T dma,  IG, JC;
Co e e e
091 d?p ()Sn+p—m dsn+p—m l)q’n—p+l . dtlh.
an+p—m an+p—m 0L 1 dx,l_.p dGn—i-;,—m an+p—m

Moyennant la premiére propriété de 1’élément intégrable général,
o3 transforme le déterminant (29) de telle maniére que les éléments
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des n—p — m colonnes, & partir de la (p + 1)*™° colonne jusqu’a
le (n — m)'*, soient identiques aux éléments respectifs du déter-
minant A. Par conséquent, le déterminant (29) étant identique a A,
est distinct de zéro. Cela étant, I'un au moins des déterminants
mineurs du déterminant (29), formés avec les éléments des
n —p—m colonnes mentionnées, est distinct de zéro.

Sans diminuer la généralité de la démonstration, supposons, par
exemple, pour fixer les idées, que le déterminant

D ( Sl, Sz, crey Sn—p——m )

Zm+1y oy ++ o5 Ln—p

soit distinct de zéro.

Il s’ensuit, alors, que les n—p—m premiéres équations (27)
définissent les intégrales requises.

30. Probléme généralisé de Jacobi pour un systéme normal d’équa-
tions aux dérivées partielles. — Généralisons la théorie exposée au
Chapitre III sur le systéme de m équations (1) du présent chapitre.

Supposons que le systéme linéaire (3) admette un systéme incom-
plet d’'intégrales distinctes

(30) Fi, Foy .oy Foy, fio for oo S (r<2n—am).

Supposons, de plus, que ces derniéres intégrales forment um
groupe, c’est-a-dire que les parenthéses de Poisson

(S S1) = ok,

représentent des fonctions des intégrales (30), pour toutes les valeurs
distinctes des indices A et 'k, a partir de 1 jusqu’a r.

Cherchons donc, d’aprés Jacobi, les intégrales du systéme (3) de
la forme

(31) ®,(Fy, Fay ooos Fons Sy for eenn fio)e

qui soient en involution entre. elles.

31. Systéme résolvant et déterminant caractéristique. — Les
m premiéres fonctions (30) étant en involution entre elles et.avec
les autres intégrales du groupe (30), les fonctions cherchées (31)
représentent donc les intégrales distinctes du systéme linéaire

(32) N (f)=0 (s=1,2, ..., Tk
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Ce dernier systéme obtenu quant a la forme générale est identique
aw systéme (g) (Chapitre II1), correspondant & une équation aux
dérivées partielles. Or, ce qui distingue le cas considéré actuel-
lement du cas précédent d’une équation consiste dans ce que les
expressions az, dépendent a présent des m fonctions F,, F., ..., Fy!
Mais ces derniéres fonctions ne figurent que dans les coefficients des
équations (32) a titre des paramétres.

Pour l'existence d’un nombre quelconque des fonctions distin-
guées (31), il est bien nécessaire que le déterminant des coefficients
du systéme (32) s’annule. Si 'on suppose qu’il y ait p fonctions
distinguées, le systéme (32) se réduit a r—pu premiéres équations,
formant le systéme dit résolvant du groupe (30).

Enfin, est-il toujours possible d’admettre, d’'une maniére analogue.
au cas d'une équation donnée, de méme dans le cas considéré, que
toutes les parenthéses a;, ne s’annulant pas, le premier mineur du
déterminant du systéme (32) distinct de zéro soit symétrique gauche.
Il s’ensuit que le nombre r— ., étant pair, est égal a 2p.

Nous appellerons ce dernier déterminant caractéristique, sen
ordre étant, donc, 2p.

Par conséquent, la différence dans ’hypothése considérée des deux
nombres, celui des fonctions du groupe (30) et des fonctions distin-
guées de ce dernier est paire, étant égale & 2p.

32. Intégration immédiate par une quadrature. — En supposant
connues toutes les p fonctions distinguées (31), on réduit le pro-
bléeme de I'intégration du systéme (1) a celui du systéme linéaire.
normal ‘

(33) (F/f;f)=0 (‘I)laf):‘) ("2172*"'7"";i=l’2*'a-*}‘)'

Ce dernier systéme (33) admet 7 + m intégrales distinctes (30).

Si I'on suppose que les intégrales connues forment un systéme
complet des intégrales du systéme (33), 'intégration des équations (1)
va s’achever par une quadrature.

En effet, I'on a, dans cette hypothése,

m+r=an—p—m,

ou bien
m—r=n-p,
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Cela étant, les considérations analogues a celles du n° 18 con-
duisent au théoréme suivant :

Supposons que le systéme linéaire (3) admette un groupe des
intégrales (30). Si Uordre de leur déterminant caractéristique
égale le double excés du nombre des intégrales connues sur celui

des variables indépendantes, alors Uintégration du systéme (1)
s'achéve par une quadrature.

33. Réduction de l'intégration a une quadrature. — Considérons,
a présent, le cas ou les intégrales (30) représentent un systéme

incomplet des mtégrales du systéme (33), de sorte que l'on ait I'iné-
galité

n—p—p—m>o.

On obtiendra alors aisément, de la maniére analogue a celle exposée
plus haut (voir n° 19, Chapitre lII), » — . — p — m nouvelles inté-
grales distinctes du systéme linéaire équivalent a celui (33),
savoir :

fl‘-}-i, ff‘+2a tety fn+p—m-

Ces dérniéres intégrales s’obtiennent, dans le cas le moins favo-
rable, moyennant n — . — p — m opérations d’intégrations succes-
sives des certains systémes correspondants d’équations linéaires aux
dérivées partielles du premier ordre.

On parvient, en définitive, 4 un élément intégrable particulier -du
systéme donné (1).

L’intégration de ce dernier s’achéve donc par une quadrature.

On résume le résultat acquis de la maniére suivante :

Le systéme linéaire (3) admettant un groupe des intégrales (30),
a déterminant caractéristique de U'ordre r — .= 2p, supposons

que Uon ait
n—p—p—m>o.

L'intégration du systéme donné (1) s'achéve, dans le cas le
moins favorable, moyennant n —p—p—m opérations d’inté- -
grations d’ordres respectifs

Win—p—p—m), 2(n—p—p—m—2), ..., 4 2

et par une quadrature.
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34. Méthode de perfectionnement dans la théorie des éléments
intégrables. — On a supposé plus haut que chaque élément inté-
grable soit précisément résoluble par rapport a toutes les variables
canoniques de la seconde classe. Pour s’affranchir de cette derniére
restriction, introduisons I'hypothése que les équations (7) soient
résolubles par rapport a n + p variables suivantes [35] :

Zl—p+1, .’l'[—P+n, covy Zny, Pry, P2y, ... PU

ou l'indice / désigne un nombre quelconque compris dans l'inter-

valle
pll< n.

Cela posé, le systéme (7) nous donne les formules suivantes :

( -'tl—-p+j= ?}'(wh Zoy w0y xl—Fn Pl+1y Plaay -y Pny C‘h ey C"+p—-’ﬂ)
=1,2, ..., p+n—1
(34) < (J 3 ) P ) ‘
(P.;: Ys(24, 2y, ..., Zl—pgy Pl+ty Pl+ty oy Pry Gy o0y Cn+p-—m)
(s=1,2,...,1).

Répartissons, a présent, les variables en classes canoniques cor-
respondant & chacune des deux lignes suivantes :

(35) { Zyy Loy «ovy Tl —Plty —Plioy o ooy — Pry
Py Poy «ovi Py T[4, T4y oo Zn.

Comme on le sait, le systéme (1), dans cettc nouvelle hypothése,
reste encore en involution; les équations (3) et (33) forment toujours
des systémes normaux, admettant les ménfes intégrales que dans
I’hypothése primitive.

Par conséquent, I’expression

n—1{

{
(:36) dz':Eps rl.z's—z.z'[_._, dpiy,,

s=1 J=t

devient une différentielle exacte, en vertu des équations (34).

Il en résulte, d’aprés la théorie développée, que I'intégrale compléte
du systéme donné (1), pour la répartition des variables (35), s’obtient
par la quadrature de la derniére différentielle exacte (36).

Pour en tirer I'intégrale compléte du systéme (1) correspondant a
la répartition primitive des variables canoniques, on n’a qu’a appli-
quer la théorie des éléments intégraux [36 .
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CHAPITRE V.

ELEMENT INTEGRABLE PARTICULIER ET FORMATION DE L'INTEGRALE COMPLETE
DES EQUATIONS CONTENANT EXPLICITEMENT LA FONCTION INCONNUE.

35. Elément intégrable particulier et la propriété de ce dernier. —
Considérons un systéme, en involution, des m équations distinctes
aux dérivées partielles du premier ordre d’une fonction inconnue,
contenant explicitement cette derniére :

(1) Fi(@r, @y ..., Zn, 2, p1, P2y .oy pr)=0  (k=T1,2, ..., m),

le déterminant fonctionnel

" D(F,, Fa ..., Fm>
Py P2y -- oy Pm
ne s’annulant pas.

Supposons que le systéme linéaire
(3) [Fi, fl1=0 (k=1,2, ..., m),

les crochets désignant ceux de Weiler, admette un systéme incomplet
d’intégrales distinctes

(i) Fj, F:, ey Fm, f|, fo, .:., fn+P"m+l7

qui n’engendrent point n intégrales en involution.
Nous dirons que ces derniéres intégrales forment un élément
intégrable particulier du systeme (1), si la relation

n
(%) ¢/z=2p;dx,

s=1

est identiquement satisfaite, en vertu des équations (1) et des sui-
vantes :

(6) ) f1 =G fz = Gy, e fn+p—m+l = Cn+p—m+1,

Cy, Cy, ..., Cuspmy1 désignant des constantes arbitraires.
Il est alors aisé de démontrer que l'intégrale compléte du sys-
téme (1) s’obtient rien que par des éliminations algébriques..

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 70, 4
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Supposons, en effet, que I'ensemble des équations (1) et (6) nous
donne

Zn—ptj = 9; (L1, Zae vy Tnp, C1, Co,y ooy Cpgpemar)  (J=1,2, .., p)
(7) ¢ 8= ‘P(x!v Loy « vy Tn—p, Ch Cia EERP) Cn+p——m+1)7
L ps=Ys(21, 22, ..o, Zn—p, Cy, Gy, ..oy Cn+p—m+l) (s=1,2,..., n).
)

La premiére propriété de I'élément considéré s’exprime, en vertu
de d’hypothése faite sur I'égalité (5), par les identités suivantes :

¢
d d
® ¢r53%—2|¢n-P+’£L,. (r=r1,2, ..., n—p)
=1

36. Formation de l'intégrale compléte; conditions nécessaires et
suffisantes. — En reprenant les considérations qui étaient’ déve-
loppées en détail aux Chapitres I etIV du présent travail, on retrouve
aisément le résultat suivant :

Le déterminant fonctionnel

(9) D(‘?t ) P2 yeees Bp )

Cn——m+2, Cn—m+.l, ceey Cn—m+p+1

ne s’annulant pas, les formules
(10) Ul20, Upemipr=o0 (k=1,2,...,n—m~+1; p=1I,2,...,p)

ot l'on a posé

[
F_ 9% 09
an { VT .21"”"“’*'?(:‘,
. Jj=
(=12 ...,n—m. n—m-+1,n—m-+2, ..., A—m-+p+1),

représentent les conditions nécessaires et suffisantes pour que le
résultat de Uélimination des valeurs C,_pya, Chomisy ooy Cromyppa
du systéme des p-+ 1 premiéres équations () soit l’intégrale com-
plete du systéme (1).

La démonstration de ce dernier théoréme s’effectue, grace aux
identités (8), par les considérations citées antérieurement aux'n® 24-

25 du Chapitre IV.

37. Seconde propriété de I’élément intégrable particulier. — Ecri-



METHODES MODERNES D'INTEGRATION. 55

vons d’abord les équations aux dérivées partielles des caractéristiques
relatives au systéme (1), & savoir

Q0L 0Zmir _ OF;
A (r=1,2, ..., n—m),
lzidF d O OF
(12) e e 7, ‘Z o P
E(c))]lof 35, = %;f (s=1.2,...,n)
(k=1,2,...,m).

Substituons-y les valeurs (77) représentant, grace aux n—m —p
premiéres équations (12), les solutions de toutes les autres éguations
du systéme (12). On aura, grace aux n — m — p premiéres égalités de
la premiére ligne (12), les identités suivantes :

!)FL dcp, JF .
= =1,2 ... y
1"1" dl’r ‘)Pll—p-i-l (7 ’ ) )
e
n—p
JF; i&g_ _ dFL'.ll
(13) dpr dxr -

r=1 =1

S OF L s (dFk JF £y )
Jpr dzr o, *
=

\ (k =1, 2, aw,m).

(§=1,2,..,n),

Cela posé, les formules (17) du Chapitre IV deviennent

n— P n
dFL Jau; o' T e, ’)Fl ,' oF; 9
- R Al i <}
o (Smm S om sk, g S
r= j= =

\ (k:l,z,...,m).

Or, les équations (1) étant identiquement vérifiées parles valeurs (7),
les m derniéres égalités (14) vont devenir
()Fk U, JF; ., _
(15) Fr. Jx—r_—__U (k=1,2,....m),

r=1

pour toutesles valeurs de l'indice (, a partirde 1 jusqu’an—m—+p—+1.
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On démontre, d’'une maniére analogue a celle de la théorie des
caractéristiques, qu’il existe parmi les fonctions (11), au moins
une, distincte de zéro.

Supposons done que la fonction U,_,, ., soit distincte de zéro. Les
formules (13) vont donmer, en vertu du systéme (12) et grice a
I'hypothese faite sur l¢ déterminant (2), les relations suivantes :

' u___ue
(16) Un—m-r-l - Ull?—m+t
(=52, ...,n—m:n—m-—+2, ..., n—m-+p+1),

U, U .., désignant respectivement les valeurs initiales des fonc-

tions U, , U/

n m+1"*

38. Calcul de l’intégrale compléete. — Les formules obtenues (16)
démontrent que I'on réussirait a satisfaire aux conditions (10), en
vérifiant les conditions analogues pour les valeurs initiales des fonc-
tions (11).

Par conséquent, introduisons, dans les formules (7), au liea des
constantes arbitraires, les valeurs initiales des variables paramé-
triques. Le calcul d’une intégrale compléte du systéme (1) s’effectue
alors d’'une maniére analogue a celle suivie dans la théorie des carac-

Leristiques [37].

39. Groupe fonctionnel des intégrales. — Supposons, a présent

P PP yap ’
que les équations (3) admettent un systéme incomplet d’intégrales
(17) Fy, Fo, ..., Fuy, Sft, foo ooi fr (r<2n—am)

distinctes dont les r derniéres ne sont pas en involution.
Le théoréme bien connu de Poisson peut éire généralisé¢ [38],
"dans le cas considéré, sous la forme suivante :

Le rapport des deux crochets de Weiler, formés par les inté-
grales distinctes (17), qui ne soient pas en involution. donne une
intégrale du systéme (3).

‘On dit, par conséquent, que les intégrales (17) forment un groupe

si les conditions suivantes sont vérifiées pour toutes les intégrales en
question :

I
[fk:f/l] = _ﬂlth(Fh Fo, oo, F, fl:f‘: ---afl')’
d
[W, fa‘] w"[i = “f(Fh F!, ey Fm,fl,f2) "')f"):
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ou l'on a posé w = :7; a désignant les crochets de Weiler formés par

deux intégrales quelconques, parmi les (17), distinctes de zéro, et T,
7, étant desfonctions des intégrales (17).

Cela posé, la notion des fonctions distinguées est étendue sur le
groupe (17).

Il est aisé ensuite de généraliser les considérations du Chapitre HI
pour calculer les éléments intégrables du systéme (1). On trouvera
toutes les indications nécessaires pour cela au Chapitre 1X du Traité

de N. Saltykow [39].

CHAPITRE VI.

ELEMENT INTEGRABLE GENERAL ET FORMATION DE L’INTEGRALE GENERALE DES

CARACTERISTIQUES POUR UN SYSTEME CONTENANT EXPLICITEMENT LA FONC
TION INCONNUE.

-40. Définition de I’élément intégrable général. — Considérons le
systéme en involution étudié au chapitre précédent :

(I) FL(.’L],.T», ceey Lns B Py Py "'9P'K)=U (L=‘72>"~7m)
le déterminant fonctionnel

(a) D(F,, F., ...,F,,,)
P1, P2y -y Pm
étant distinct de zéro.

Supposons que le systéme linéaire

(3) [Fr, fl=0 (k=1,2, ..., m)

admette un systéme incomplet d’intégrales distincles
(4) Fh Fi; e ey F1717 fh f"; ceey fn+p—-m+l,

n’engendrant point 7 intégrales en involution.
Ces derniéres intégrales forment un élément intégrable genéral,
si ’ensemble des équations

f Fi=a,, Fy= as, [ERE) Fpp=am,

5 d
% | fi=0Gy, Jo=Ca, ceey fn-o-p—m+l = Cn+p—m+l
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vérifie identiquement I'égalité

n
(5 dz =2p, dz,,

s=1
@y, dyy « oy @my Gy Gy, .0, Coypo;myy désignant des constantes arbi-
traires.

Supposons d’abord que les équations (3) donnent, par résolation,
les valeurs suivantes des variables :

Z2=29 (&1, T2y +vrr Tn—p, Aty @y ooy Amy Gy Coy ooy Cpapomia),
Zn—p+j = Qj(xh Ly seey Tn—py A1y A1y oooo Ay GA, Cu;. ceay Cn+p—m+‘l),
(7) C
Ps= Y (24, 2320 -0y Zn—py A1y Ay «oy Apny Gy, Gy ..o, n+p—m+1)

(J=1,2,..,p; §=1,2, ..., n).

On a donc les identités suivantes :

g
do do;
(8) ’{irEdj;"" Elq’n—p+j% (r=1,2, ..., n—g)
]j=1

4. Propriétés des fonctions S. — Le détermimamt (2)xétam.¢lisl.imt
de zéro, en introduisant les désignations amalogues & celles du n” 16,

P
d N\ do; .
(9)  Si=gE—Dbpuze (=12 . ntp—mt),
J=t

on obtient (voir le n° 13) que le déterminant

_di Ki@_p 95, 7S, MWn—p1 gi,_,'

dCi h dCl ().Z‘,n+1 e d.z',, —p qu " de

de Cﬂ JS, a8, On—git di,:

(10) dC, dC, 0xmr1 7 dxng dC, dCy

LR Ve e oo s s esee s eeasoe . ) s e

d9 9, Lo Lr— Bntp—mr1  Wn—prt Yy
an+9-m+1 an+p~m+1 0% i1 Jx n—p an+p—-—m+1 ()Cn+p—ma+l

ne s’annule pas.
joutons, enfin, aux éléments de remiére colonne les valeus:
Ajoutons, enfin, éléments de la lonne 1 leuss
proportionnelles aux éléments des p colonnes successives, a savoir :

/]
2 99 Y ;
oG, T

=1
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Les éléments de la premiére colonne du déterminant (10) deviennent
alors respectivement nos fonctions (g).

Or, le déterminant (10) étant toujours distinct de zéro, il existe au

moins un mineur du déterminant, considéré de méme distinct de

zéro, qui soit formé par les éléments de la premiére colonne et des

n—m —p colonnes, a partir de la (p —+ 2)"™ colonne jusqu’a la
n—m- 2'““" colonne.

Supposons done, pour fixer les idées, que I'on ait

S dJS; . JSy
! 0Z 1 ) ()-’l‘n—-p
S, dS, . d8,
([]) A= dxm+1 d.Z'n._p [ 20

crtane

')Sn —p—m+1 ‘)Sn+p+m+l

Sn—p—
n—g—m+1 0Zmms ()-'If'n—p

1° L’inégalité (11) démontre que toutes les fonctions

(12) Sy, Sy,

*) S n—p—m-+1

sont distinctes de séro, car, dans le cas contraire, 'inégalité consi-
dérée (11) ne subsisterait plus.

2° Il n’existe, au plus, qu’'une fonction parmi les (12), qui
pourrait avoir une valeur constante. En effet, dans le cas contraire,
le déterminant A serait identiquement nul.

3° Silune des fonctions (12) admet une valeur constante, les

autres fonctions (12) sont alors distinctes par rapport aux
variables

(13) Zm+1y Lm+2y =~y Tn—pe

4° Si aucune des fonctions (12) n’admet une valeur constante,
les rapports des n—p— m fonctions quelconques (12) a la
(n — p — m—-1)"*™ fonction représentent n — p — m fonctions dis--
tinctes par rapport aux variables (13).

Considérons, par exemple, les rapports

S S. Sn—p—m

) 9 seay

(14)

Sn——p—m —+1 S n—p—m+i Sn—p—m+l

Le déterminant fonctionnel de ces derniéres fonctions (14), par rap-
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port aux variables (13), est égal &
A

Sll—i’l'—"l"'i ’
1l est donc distinct de zéro.

42. L’intégrale générale des caractéristiques. — On démontre
aisément que les rapports (14) définissent les n — p — m intégrales
requises du systéme (3), et cela de différentes maniéres.

Tout d’abord, on y parvient en utilisant les considérations du n° 36
appliquées aux fonctions U, qui seront remplacées, dans notre cas.
respectivement par les S;.

Ensuite, on, obtient deux autres démonstrations du théoréme en
question par extension, au cas qui nous occupe, des démonstrations

exposées aux n* 11 et 12 [40].

APPENDICE.

NOTE SUR LA THEORIE DES CARACTERISTIQUES.

Considérons un systéme normal de m équations
(1) Fy(ay, 2oy ..oy Zn, 3, P1, Py oovy Pa) =0 (k=1,2, ..., m),

les p; désignant les dérivées partielles du premier ordre de z prlses
respectivement par rapport aux variables indépendantes z;
En supposant le déterminant fonctionnel

D(F,, F, ..., Fm)
Py Py «oos Pm
distinct de z¢ro, formons le systéme linéaire

(2) [Fi,fl=0 (k=1,2,...,m),

les crochets désignant ceux de Weiler.

La théorie des caractéristiques prend, comme point de départ, le’
systéme complet des intégrales distinctes du systéme linéaire (2),
dont les m premiéres intégrales sont représentées par les m fonc-
tions F; en involution [41 ].

Or, il est indispensable parfois, dans les applications des éléments
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intégrables, de substituer, aux intégrales représentées par les pre-
miers membres des équations données, d’auires intégrales non en
involution. Néanmoins, dans cette derniére hypothése, toutes les con-
clusions de la théorie des caractéristiques subsistent toujours.
Supposons, en effet, que le systéme complet des intégrales dis-

tinctes des équations (2) soit représenté par les fonctions non en invo-
lution

(3) fi: fﬂa seey fm- fm+1, ey f’n—m+t-

Les valeurs des variables paramétriques de la théorie des caracté-
ristiques
(4) Zm+tly Tmady «eey Zny Z, Pry, Pory eevs Pn
seront donc définies par les équations
(5) Ji= Gy, Ja=6Cy, L) Son—m+1= Con—nys.

Les propriétés des intégrales du systéme (2) invoquent 'existence
des égalités

Fi=oi(f1, fi, - os Son—m+1) (k=1,2, ..., m).

Par conséquent, les valeurs des variables (4) mentionnées vérifient
identiquement les relations

(6) . = Fi(x1, sy ooy Tmy Tty o ooy Tny 3y Pry Poy oo oy Pn)
) E?L(Cl, Cl), ceey C)n——)n+l) (k=l, 2y vy m).

Les seconds membres de ces derniéres identités (6) représentant des
valeurs constantes, il en résulte les relations différentielles

:}F‘ 2" JF d.z',n_,_, +0F1. Js - ()F,{ ()ps .

0xmyj dr, Jz dx, / Jps dz,
I—] sS=

(k=1,2, ..., m; i=1,2, ..., m).

¥

On établit, dans la théorie des éléments intégrables, I'existence des
fonctions distinguées qui figurent aux premiers membres des équa-
tions (1). Il s’ensuit existence des équations (7) que nous venons
d’obtenir et sur lesquelles est fondée la théorie des caractéristiques.
Toutes les conclusions de cette derniére deviennent donc légitimes
de méme pour le systéme complet des intégrales (3).
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