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APPLICATIONS DES EQUATIONS INTEGRALES

(APPLICATIONS STATISTIQUES)

Par M. V. A. KOSTITZIN.

— O S——

I. — INTRODUCTION.

1. Le début de notre siécle est marqué par I'éclat subit de la
théorie des équations intégrales. Il a suffi de I'apparition du célébre
Mémoire [11] de Fredholm pour que s’ensuive toute une cristallisation
d’une théorie avec ses embranchements et applications innombrables.
Hasard? Mode? On peut parfois le croire. Pourtant un examen méme
superficiel montre que toutes les idées directrices de Fredholm se
trouvent chez ses prédécesseurs [1]. Seulement, par un phénomeéne
bien connu des historiens de la science ces idées ou ces germes d’'idées
une fois émises ne se transforment pas immédiatement en idées forces.
Pendant quelque temps elles sommeillent, en revenant de temps en
temps a la surface pour reprendre ensuite leur sommeil. Puis le réveil
vient, comme toujours brusquement. C’est la vogue qui dure quelques
années, parfois quelques dizaines d’années. et ensuite la théorie
acquise, développée, reconnue suit le lent développement de toutes
les choses devenues classiques.

2. Nous n'allons pas essayer de suivre toutes les étapes consécu-
tives de 'évolution qui a trouvé son dernier terme dans les équations
intégrales. Quelques remarques sont cependant nécessaires. Le début
du xix° siécle est caractérisé par le mécanisme de Laplace qu’il a
opposé au « probabilisme ». Si les racines philosophiques de ce
mécanisme baignent dans le courant matérialiste du xviur® siécle, son
expression mathématique est visiblement empruntée a la mécanique
céleste. Mais, en fait, dés qu'il s’agit d'un probléme réel quelconque
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ce mécanisme est platdt une profession de foi qu'un instrument de
travail. On est obligé de se servir d'outils moins parfaits philosophi-
quement mais pouvant donner des solutions utilisables. Ces outils
sonl peu nombreux mais indéfiniment transformables. L’outil principal
est le passage du continu au discontinu et vice versa. L'augmentation
du nombre de points matériels composant un systéme donne comme
cas limile les équations aux dérivées partielles beaucoup moins
« mécanistes » que les équations différenticlles ordinaires. Inverse-
ment, en cherchant les solutions de ces équations, tantot on divise
un milieu ou un corps en éléments trés petits en passant des équations
différentielles aux équations algébriques. tantét on décompose un
phénoméne en phénoménes élémentaires en nombre fini ou infini. On
trouve ces méthodes partoul; on les retrouve, accompagnées de
considérations philosophiques. gnoséologiques, logiques, etc., a la
base de la célébre controverse sur les fonctions arbitraires qui a tant
contribué au développement de 'analyse moderne.

Remarquons a ce propos que ces procédés n'ont rien de commun
avec la conception atomistique de la matiére ou biens'il y a alomisme,
c’est un atomisme préphysique s'apparentant a celui des philosophes
grecs et ayant ses racines dans la préhistoire de la science, peut-étre
dans la préhistoire humaine. Ces « atomes ». « éléments », « parti-
cules », etc. sont des entités entiérement fictives que 'on utilise dans
une sorte d'expérience mentale et que l'on élimine soigneusement
ensuite. Les équations obtenues par cette méthode ne contiennent
que des grandeurs directement « observables » dans le sens de la
physique phénoménologique. Donc, en fin de compte ces passages de
continu au discontinu et inversement ne sont que des procédés
mathématiques commodes mais sans aucun substralum réel.

Apres la décomposition d'un milien en éléments infinitésimaux on
procéde a I'établissement des équations. Cette opération prend
naturellement deux aspects analogues aux deux parties du calcul
infinitésimal. La premiére de ces méthodes conduit en fin de compte
aux équations différentielles; on sait le développement prodigieux de
ces équalions avec leurs applications innombrables. L'autre méthode
consiste en ce que l'on préte a chaque élément une certaine capacité
d’action a distance dans l'espace ou dans le temps ou dans I'ensemble
espace-temps, et pour un point donné on totalise les actions de tous
les éléments du milieu. Cette méthode connue depuis longtemps a eu
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moins de faveur que lautre, et pour cause! Il est trés facile de
construire des hypothéses simples et plausibles sur les interactions
d’éléments voisins ou sur les variations infinitésimales des propriétés
des corps. Par contre Paction a distance n'a rien d’élémentaire, ne se
préte pas si facilement au calcul, et une trés longue évolution
préalable fut nécessaire pour déterminer la forme de la fonction
d’action dans les cas les plus simples et pour faire admettre ce
procédé comme légitime. On arrive parfois a calculer ces fonctions
en utilisant Pappareil d'équations différentielles et la notion de source.
Dans d’autres_cas, surtout quand les actions individuelles n’admettent
pas la composition linéaire, I'action a distance reste inconnue, et la
méthode directe de mise en équation ne donne rien. On comprend
pourquoi I'apparition sporadique a travers le x1x® siécle d’équations
intégrales ne fut couronnée que trés tard par la création d'une théorie
mathémalique développée. 1l restait encore beaucoup a faire! Les
systémes de fonctions orthogonales, les développements en séries de
Fourier, les propriétés de solutions réelles des équations différen-
tielles. Du point de vue physique il fallait épuiser tout ce que peuvent
donner les équations différentielles, trouver un passage des problémes
continus aux autres ou la structure discontinue devient sensible et
les équations différentielles cessent d’'étre applicables. Enfin, une
circonstance trés importante, 'aspect statistique que prennent actuel-
lement toutes les théories physiques est aussi un des puissants facteurs
ayant contribué au développement des équations intégrales.

Dans ce qui suil nous allons étudier une série de problémes ou la
totalisation d’actions a distance méne a des équations intégrales.
Dans certains cas le noyau (fonction d'action a dislance) est connu,
ce qui permet de résoudre formellement ou effectivement le probléme.
Dans d’autres cas on ne connait que quelques propriéiés du noyau, ce
qui donne toulefois la possibilité d’étudier utilement les solutions.
Enfin, il existe des cas ot I'on ne sail rien sur le noyau mais le pro-
bléme présenté sous forme d'équation intégrale a une certaine impor-
tance scientifique ou philosophique.

II. — RENOUVELLEMENT.

1. Les problémes actuariels ne présenlent qu’un intérét pratique
mais ils ont I'avantage d’étre simples, et le mécanisme de formation
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directe d’équations intégrales y est mieux visible [37]; d’autre part
on y trouve des analogies avec quelques problémes physiques et avec
la théorie d'hérédité dans le sens de M. Volterra [36].

Soit [30] H(7) l'effectif au moment 7 d'une collectivité se renou-
velant par des naissances et par des admissions de nouveaux
membres, et perdant ses membres par les voies de la mort, de la
démission, etc. Supposons que l'accroissement total de H(7) dans
Iintervalle de temps (7,7 -+ dr) soil égal a H(r)e(z)dr et que le
nombre de survivants au moment ¢ de cet accroissement soit égal
a H(z)o(7)p(t, 7) dr. Soient d'autre part H(o) l'effectif initial et
H(o)p(¢, 0) le nombre de survivants au moment ¢ de cet effectif
initial. Ces fonctions sont liées par I'équation intégrale de Volterra

']
(1) H(¢) = H(o)p(L. o>+f H(x)e(x)p(t, 7) dr.
0

Cette équation est de premiére espéce par rapport a la fonction de
renouvellement ¢(¢), de deuxiéme espéce par rapport a H(¢) et, s’il
y a lieu, de deuxiéme espéce par rapport ala fonction d’élimination p.

2. Premier cas particulier. — Supposons que

pt,t)y=p(t—r).

L’équation (1) prend la forme

L
(2) H(t) = H(0)p(t) +f H (<) 9(%) p(t — 1) dr.

Elle permet de déterminer n'importe laquelle des trois fonctions
H, ¢, p, lorsque les deux autres sont connues.

1° Supposons connues les fonctions H(¢) et p(¢). Pour déterminer

o(t) multiplions (2) par e*>‘d¢ et intégrons par rapport & ¢ de o & c.
On obtient

[T — H(o) p(e)] esst e
0
» ¢
=f exst dt | H(x)e(x)p(t—r=)dt
0 0
= mH d ) %3t —1)dt
fo (*) (%) f ewstp(t—r)
— H 227 o azt dt.
fo (e(x)e f exst p(2)
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Donc on peut isoler [9] la fonction ¢ (¢)

*®

[H(t)—H(0)p(¢)] exst dt

f p(t) exst gt
0

L'inversion trés simple de cette intégrale donne immédiatement ¢ (z).
On peut se servir de la conslante « pour assurer la convergence des
opérations. Posons par exemple « = —1. On a

@) wa(T)?(T)ewdr: 0

®

1 f / [H(t)— H(0)p(¢£)] etz de
@ )= o T ’
Ve t)ye—3t dt
fo p(t)e

le contour d'intégration G étant une droite paralléle 4 'axe imaginaire
et traversant la partie positive de I'axe réel a une dislance suffisam-
ment grande.

Soit @ = i. On a dans ce cas

e J HO=HE)pO e
—_— I - —l3 0 .

(4) ()= om H(T)I_w el dz f&p(t)e“zdt
L]

2° Supposons les fonctions H et ¢ connues. Le méme procédé nous
donne

. fw]-[(t)eaztdt
S p(eyenst e = O :
0 H(o)+f H(t)o(x)eas dr
0

oo v/omH(t)e—ﬂ dt
(6) p(c)=— [ e*2dz

o : 3 b
27 H(o)+f H(t)9(t) et de
0

On a donc, soit

soit
. f H () ezt dt
(7) pP()== [ etvdz L s ' :
—= H(o)+f H(2)o(t)elst d
[]

3° Supposons les fonctions p(¢) et ¢() connues; la méthode précé-
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dente n'est plus applicable a cause de la présence dé la fonction ().

Dans cerlains cas particuliers la résolution de I'équation (2) est trés
facile.

a. Posons tout d’abord

o(t) =1+ pt;
{ .
H(¢)=H(o)p(t) +f H(t)(1+ pr)p(t—r1) dr.
0
En procédant comme auparavant on trouve
fwH(t)e‘”zdt——fwH(o)p(t)e“‘z dt
0 0
o« l
_—._f e“‘zdtf H()(1+ pr)p(t—r)dr
0 0

=wa('c)(1+p.':)dtfue“-"p(t—r)dt

0 T

=f H(t)(1+pt)e”;dtf”e““p(t)dt
0 0

ou bien
(8) G(z) = H(0)P(z)+ G(z)P(z)+§P(z)G’(z)

en posant

G(z)=f” H(¢t) etz dt, P(z)=fwe¢tzp(t)dt.
0 [1)

L’équation différentielle linéaire de premier ordre (8) a comme
solution

(9) G(z) = E:H(o)fw e%f:["‘p”fs‘)] “

L’inversion de cette intégrale nous donne la fonction H(z).

b. Supposons ensuile que

P(2) = ebt;
en multipliant 'équation

H(z)=H(o)p(?) +f H(x)ektp(t—r)dr
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par e®=+nit dt et en intégrant par rapport a ¢ de o a o, on obtient
[ 1H(t)— H(o)p(2)] eatz+nut ds
v

© t
=f extzTnps dtf H(x)etTp(t—r)d=
0

0

=f H(t)el"d‘:f extztnpt p(¢— ) dt
o T

=f H(-;) eats+(n+1)ut Jr P( t) eatz+npt dq¢
0 0

ou bien

(10) Gn(z) =H(0) Pr(z) + Gai1(2) Pa(2),

en posant
Gn(2) = H(t) extz+pnt dr

S ,
P.(3)= (t) extz+npt gy,
| ke
Soit

Hn(2) = Po(2)Py(3) ... Pn(2).
On peut donner & I'équation (10) la forme

[In—j Gu =H (O)Hn -+ Gn+1 Hn.
On a d’autre part

Go(z) =H(0) Py(2) + G1(2) Po(z) = H(0) Ny(2) + G1(2) Mo(3),
noG1 = H(O)ﬂ1+ qul;

..........................

La sommation de ces équations donne

Go(z)=H(o)2 14(2) + Gt (2) Ha(2).
k=0
Supposons la série 2111:(3) convergente et le produit II,G,,,

k=0
tendant vers zéro pour n —-co. On trouve

(1) Go(a) = [ H(s) w2 di = H(0) 3\ ().
° k=0

L’inversion de cette intégrale donne la fonction H(7).
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3. Deuxidme cas particulier. — Supposons que
P& ) =Mt —1)+o(t)p(t—1);
I'équation (1) devient
(12) H(¢) =H(o)[A(#) +3(0) u(9)]
+£tH(1)9(1)[l(t—1)+c(‘:)p.(t—'r)]d‘t.

Le calcul de A(z) ou de p(t), toutes les autres fonctions étant
connues, esl facile.

Nous calculerons H(t) en supposant la fonction de renouvellement
¢(7) constante, el ¢(t) = e**. L’équation (12) devient

{
H(t)= H(o)[)\(t)+p.(t)]+f H(t)[A(t—7)+ ekt p(t —1)] dr.
[}

En multipliant cette équation par erh*23td¢ et en intégrant par
rapport a ¢ de 0 4 o, on trouve

/ H(t) enkt+ast g — H(o)f [A(t) + u(t)] enktrazt gt
Jo A
= fw H (1) enavrazt dr/ A(2) enkirazt dt
) [

_,_fwH(T)e(n+1)k1:+az-:d-cpr(t)enkﬁazt dt
0 0

ou bien
Gn(2) = H(0)La(3)+ H(0)Mn(2) + Gr(2) Lu(5) + Gns1(3) M, (z) .
en posant

Gr(z) =f H(¢) exzt+nke dt, L.(2) =f A(t) exzt+nke dt,
0 0
M,(z)= f w(2) exstrnke g,
0

On peut définir une suite de fonctions S,(z), telle que

Spi(3)  Ma(z) Si(z)  Mi(3)
Sx(z) "l—Ln(z)’ So(z)hx——L.,(z)’

Se(z) =1.

L’équation intégrale prend la forme

$2(3) Gn(3) = Sn41(3) Gny1(3) + H(0) 8,(3) [La(z) + Ma(3z)].
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Il s’ensuit dans des conditions qu'il est facile de spécifier

Go(3) =fal-l(t)e°‘zfdt = H(o)z [La(2) + M,(3)] Sa(2),
[]

n=0

et l'inversion de cette intégrale permet de déterminer H(¢).

4. Troisiéme cas particulier. — Supposons que

n

p(t, T)=2pk(t—‘t)tk, @(7) = const.;
k=0

I'équation (1) prend la forme

n 1
(13) H(t):H(o)po(t)+Zf H(z)t* pr(t — =) dr:

k=0

En procédant comme auparavant on trouve
f H(t)eats dt = H(o)f Po(t)eats dt
0 0

n
+zj H(r)tkeazrdef pi(e) east d
k=0 0 0

ou bien
G(z) = H(0) Po(3) +2 2 GIR(z) Pa(2)
k=0
en posant

G(Z)=wa(t)eaLZdt7 P]C(Z)szpk(t)ea:t dt_
o )

Donc I'équation intégrale (13) se trouve transformée en équation
différentielle linéaire, ce qui peut parfois faciliter sa résolution.

Ce procédé peut étre considéré comme une généralisation de la
méthode de résolution des équations intégrales du cycle fermé due a
MM. V. A. Fock, P. Browne, etc. [9, 10, 6, 4].

5. La fonction d’élimination ou la fonction de survie p se rattache
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trés simplement & Vintensité de la mort p.(¢). On a en effet

—_ PO,
mO==2"
on en tire [30, 31, 37]
—} w(T)dT
p(t)y=e"°

Donc, si les individus admis dans la collectivité sont du méme age
la fonction d'élimination p figurant dans I'équation (1) a bien la
forme simple

—T

—_ (s)ds
plt,t)=e"° ¢

On voit immédiatement tous les défauts de ce raisonnement;
I'expérience monire d’ailleurs que les fonctions ¢ et p dépendent de
Peffectif H(¢) d'une facon non linéaire.

On peut supposer que ¢ est une fonction linéaire décroissante
de H(¢) : '

o(2) =r—vH(1),

et que la mortalité se trouve favorisée par le fait de 'accroissement
d'une population. Ces hypothéses simples nous donnent I’équation

logistique
H'(t)= aH(t) — aH2(2)

bien connue des statisticiens. L’équation (2) prend la forme
L
H(t)=H(o)p(?) +f [nH(x) — oH2(7)] p(t— ) dr.
0

Ces deux équations permettent de dcterminer H et p.

L’équation intégrale (1) peut étre utile dans 1’étude de certains
problémes actuariels simples comme ceux des caisses de secours
mutuel, etc., mais elle n'est pas suffisante pour étudier le développe-
ment numérique d’une population.

6. Cas stationnaire. — Dans le cas d'un effectif stationnaire
H(¢) =H(o), et 'équation (2) devient

N4
‘=P(”+/., ¢(x)p(t—=)ds.
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Il n’y a pas de difficulté a séparer les fonctions p(¢) et p(t) et a les
exprimer 1'une par 'autre. On a en effet

FENEY S -
2w Cz+zf p(t)estde
0

l—zfnp(t) etz dt
?() = :

fe":-" dz = ’
2ELJe zf p(t)etzdt
0

le contour d’intégration C étant une droite paralléle a 'axe imaginaire

el traversant la partie positive de l'axe réel a une distance suffisam-
ment grande.

Ill. — THEORIE CINETIQUE DES GAZ.

1. La méthode directe de mise en équations que nous avons esquis-
sée, trouve son application la plus intéressante dans la théorie ciné-
tique des gaz. Supposons qu’un milien gazeux soit composé de

particules identiqués se déplacant avec des vitesses caractérisées par
une fonction de répartition

F(z,y, 5; & . §: t)dodw,

z,y, sz étant des coordonnées cartésiennes d'un élément de les-
pace do~dzdyds; &, n, { élant des coordonnées de I’élément
dw ~ df dn d¢ dans P’espace de vitesses au moment ¢. Cette fonction
est assujettie aux conditions suivantes [15, 16] :

1° F est une fonction continue quelle que soit la situation du
point (z, y, 3, £, n, ¢, t). Celte hypothése n’est valable que dans le
cas d’un trés grand nombre de particules et elle est a rejeter dans
plusieurs problémes de la physique moderne; elle est a rejeter dans
la dynamique stellaire. D’aprés M. D. Hilbert cette condition est
nécessaire pour la stabilité d’un gaz. Il s’ensuit que les gaz raréfiés ne -
sont pas stables ou qu’il faut mieux définir ce que I'on désigne comme
stabilité d’un état gazeux.

2° F est fini; d’aprés M. D. Hilbert [15, 16] cette condition est
aussi nécessaire pour la stabilité d’un état gazeux que la précédente;
il faut remarquer a ce propos qu’il existe certainement des systémes



12 V. A. KOSTITZIN.

essentiellement instables (les amas stellaires) et pourtant admettant
F fini et « continu » dans les parties centrales; donc cette condilion
n’est pas suffisante.

3° F est essentiellement positif.

4° F - O pour {/£2 4 7?+ ¢* > w. Celte hypothése est nécessaire
pour assurer I’énergie cinétique finie dans les volumes finis ou infi-
niment petits.

5" F est dérivable. Cette hypothése, comme la premiére, est
certainement fausse mais nécessaire lorsqu’il s’agit de calculer les
caractéristiques macroscopiques d’un état gazeux.

2. Les chocs. — Le calcul des chocs présente plusieurs particula-
rités délicates et n’est jamais fait d’une facon satisfaisante. On peut
affirmer que la méthode bien connue conduisant a I'équation de
Boltzmann n’est applicable qu’aux gaz trés denses, formés de parti-
cules trés simples, parfaitement symétriques et distribuées de facon
a ne pas créer des champs de forces trop variables. Ces conditions ne
sont certainement pas remplies dans la plupart des cas réels, ces qui
restreint considérablement la validité de la théorie de Boltzmann.

Soient £, n, ¢ et £, m,, & les composantes de vitesses de deux
particules avant le choc; &/, 7', ¢’ et ¢y, 0y, ¢’ les composantes aprés
le choc; a, 3, y les cosinus directeurs de la ligne de centres de ces
particules au moment du choc; ¢ le diamétre d’une particule; on
trouve facilement

P=f+aW, n'=9+W, [ =0+7W,
Bi=Ei—aW, MN=m—p3W, Gi=L—yW,
W =oa(&—§)+ B(ni— n)+1(&L—0).
Ces formules déterminent une substitution linéaire homogéne de £,
M, ¢, E_h UITRST telle que :

1° cette substitution est identique a sa réciproque;
2° elle est symétrique par rapport a deux particules;
3° elle vérifie quatre invariants

E+Ei, n =+ £+ &, B2+ 2+ E2 4+ ]+ (3,

dont P'interprétation mécanique est immédiate.
Soit @ une fonction quelconque

d = (IJ(E, M, c)v
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posons pour abréger
Q= Q(&, m1, G1), =Pt v, (), Q= B (&), %, §)

et définissons les opérateurs symboliques
[F, G]= 20‘” W |(F'G,+ F,G'— FG,— F,G),

[F, F]= e[ W|(F'F,—FF)),
JF JF oF JF JF JF  JF
[FJ =X—d—E+Y()—I\ +Z;)E+Ed—; +’qd-3-/ +t(7; +-z)-t-’
X, Y, Z étant les composantes du champ extérieur rapportées &
l'unité de masse; on peut admettre dans certains cas simples
que X, Y, Z sont des fonctions connues de z, y, z, ¢ indépendantes
de la fonction F, ce qui généralement n’a pas lieu; en effet dans le
cas de gravitation newtonienne X, Y, Z dépendent de la configuration
du systéme et partant de la fonction de distribution F.
Dans ces conditions la fonction F vérifie I’équation fondamentale
de Maxwell-Boltzmann

1) fF]:ff[F,F]dw, ds,

I'intégration étant étendue a 'espace de vitesses (§;, nq, &1,) et & la
surface de la sphére-unité (a?+ B2+ y*=1).

3. Etat stationnaire. — Dans le cas d’état stationnaire I'équa~
tion (1) devient

(2) ff[F,F]du)ldszo.

Cette équation a comme solutions dans des conditions assez générales
la fonction de Maxwell :

(3) F = a e—blE—up+r—vp+{—u))

en désignant par u, ¢, w, @, b les fonctions arbitraires de z, y, z,¢,
dont deux (@, b) ne sont jamais négatives.

L’équation (2) résulte d’une série d’hypothéses tout a fait spéciales
sur la structure du gaz, etc.; donc, la fonction (3) n’estqu’un cas trés
particulier des fonctions de répartition conciliables avec I'état station-

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 69, 2
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naire. Une question se pose : dans quelle mesure la fonction (3) peut-
elle servir comme premiére approximation pour la résolution de I'équa-
tion (1) ?C’estla méme question qu’on peut poser toutes les fois qu’on
se sert d’un cas statique comme de premiére approximation dans
I’étude d’un cas dynamiqne. Il est d’usage courant de répondre par
I'affirmative, et pourtant ce procédé donne des solutions fausses
presque dans tous les cas réels.

4. Méthode de Hilbert [13, 16]. — M. D. Hilbert suppose impli-
citement X, Y, Z indépendants de F et se sert de la fonction (3) comme
de premiére aplsroximation en remplacant la fonction F par une série
paramétrique

{4) F=

%+‘F+)\X+....

L’équation (1) se décompose en une suite récurrente d’équations
intégrales

(5) S [1, @1dw as=o,
(6) S 12, %] do, as= 318,
(7) ff[@,X]dw.ds=§[‘If]—-;-f [¥, ¥ dw, ds,

R R R R I T T I A

L’équation (3) est tout a fait identique a (2). On a donc comme
premiére approximation la fonction de Maxwell

P = a e—blE—ur+Mm—e)+l—wp],
Par des transformations ingénieuses, quoique assez pénibles,
MM. D. Hilbert et E. Hecke [15, 16] montrent que I'équation (6)

n’est pas autre chose qu’une équation intégrale de Fredholm de
seconde espéce par rapport 2 W. Posons en effet

=y,

¢ étant une nouvelle fonction inconnue. Comme

P, = O\,



APPLICATIONS DES EQUATIONS INTEGRALES (APPLICATIONS STATISTIQUES). 15

Péquation (6) prend la forme
©) o f [IWI00 ¥+ ¥ — bi—§) doyds = (@],

Remplacons les variables £, n, &, £, 01, {; par de nouvelles variables

u+\—/%, 0+%’ W+\/_cl_>,
u+;—%, v+§i—_, W—f——\-/%:

et la fonction inconnue ¢ par

- £ Swa 2.
?(E,T\,C')—*!/(u+\/znv+ﬁ w+\/z>

On trouve dans ces conditions

[kl —I'—1=— 2214

c2a?

en posant pour abréger
I= f f | W | e=Ente it o) (g 4+ 91— o' — 9) dooy ds,
k= f f [ W | e—tEmssirbisniti) do, ds,
I, =ff| W | e—(E+n-0+814ni+30) o, dw, ds,
& =ff[ W | e—(B+nt+8+8340,+88) o’ duw, dis,

1:=ff| W | S+ +804+83+0i+82) o) dwy ds.

Calculons successivement ces quatre intégrales.
Remarquons tout d’abord que

leIds=21= VE— T+ (i r (=0
Donc

k(gm0 =2x e—‘i’“"*“’f VB — B (m1—m)P (G — L)% e—(Ei+ni+E) dooy

ou bien

k(& m, )= 27‘8_st$+ S,—2P e—sidwu
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en désignant par S, S;, P. les expressions

S=g4+m2+0,  S=f4+n+3,  P=EH+nm+ .

1l est facile de voir que la fonction k(&nt) ne dépend que de S.
De méme. l'intégrale I, prend la forme simple

I, = 2n/\/S+ Si— 2P e=5-Si0, dw,.

Les intégrales 1" et I sont égales entre elles. Par des calculs
simples, mais fastidieux, on peut montrer que

l*=1:=fK*(s, 0,63 By, L) on doy,

en désignant par K* expression

(S; —P)?

27 ¢ S+8,—1p

T VS+5,—aP

K*

On trouve donc, en fin de compte, I'équation intégrale de Fredholm
de deuxiéme espéce :

0 ke K7, G by, Lo o =— 20,

en désignant par K le noyau

_Pi—ss, l
—_— 2e S+ 8, —2P
(9) K(E, & &, ni, L) =2= e-—(S+S1)\/S_|_ S|—2P=I—m"

Ce noyau esl une fonction symétrique de deux systémes de variables
(Ent) et (§,m:¢y). Il devient infini de I'ordre 1 pour § =%,. n=m,,
£=21¢,. Donc. la théorie ordinaire des équations intégrales lui est
applicable. On voit, d’autre part, que K ne dépend que de trois
combinaisons de six variables :

K(E* N, :; El) N, Cl)= H(s, Sl, P).

En se servant de cette propriété, M. H. Hecke [13, 14] a démontré
une suile de propositions inléressanles dont il sera question plus
loin. D’aprés un de ses théorémes, le noyau K n’a pas de valeurs
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fondamentales dans I'intervalle (o, 1), et toutes les valeurs fondamen-
tales sont positives. Reste 4 examiner si 'unité est une valeur fonda-
mentale. Dans ce but, multiplions I'équation intégrale homogéne

I=k?+fK(E> n, C; Eh My ti)?l dw‘l=0

par ¢ do et intégrons dans tout 'espace des vitesses.
En revenant a la forme primitive de I, on trouve sans peine :

ffﬁ W e S=Si(3+9;— ¢ —¢})2dwdw, ds=o.

Donc, les fonctions fondamentales, s'il y en a, doivenl vérifier
I'équation
e+ —¢ —el=o,
et celte équation a cing solutions linéairement indépendantes :

(r0) =1, YE=E  YB=q, Y=g B =F+ 422

et n’a que celles-la.
Donc, d’aprés le iroisiéme lhéoréme de Fredholm. la fonction
connue de 1'équation (8) doit vérifier cinq conditions d’orthogonalité

(11) fqa(i)['b]dw:o (i=1,2, 3 4 5)

Ces conditions sont équivalentes a : 1° équation de conlinuité;
2°-4° équations hydrodynamiques; 5° équation d’'état d’un gaz parfait.
En effet, I'équation

fu[a(i)[d)]dw —o
se réduit &

d/ a d [au d [ av
“(Z YN+ == )+ =)+
* "‘(b*z') "’”(b%> "y<b§>

Les équations

fq,m[@]dw:o, fqa(i*)[(b]dm:o, JSumie1de=o
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donnent
’ 5 g ) 0 d P
2 a Ju w u u
3
b 9 [/ a dv dv v av
(lg) Y—EZ@ b—-%>=(ﬁ +ud—x+vd7+wdz1
K]
g B ofa\ _ow e odw  ow
T 2adz ;g'- =9t " "a Jdy Jz

On peut donc poser

pression =p = H it

(14) .
densité = p =2H—,
b3

H étant une constante.
Occupons-nous maintenant de la einquiéme condition :

fq;(i‘)[d)]dw:o.

Cette condition se réduit a

91N, O fu\ 9/ e\, d/w\_
dJt b:: oz bé dy b?‘) 9z b;— '

ou bien, tenant compte de I'équation (12),4

5 Da—%+ud£+v(m+wda—o
(15) AT PG MG A
ce qui signifie que la fonction a reste comnstante pour un élément
fluide en mouvement. D’aatre part. I'élimination de & des équa-

lions (14) donne

«ho

_5 _
2 Ya

e«he

L)
3

p’= H™ £

ce qui veul dire que le processus est adiabatique et que le gaz est
monoatomique, chaque alome étant comparable a une sphére parfaite.
Cette propriété du gaz obtenuc en premiére approximation ne peut
évidemment pas étre changée par les approximations suivanles.
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Quelques mots sont encore nécessaires sur l'interprétation des
fonctions a, 6. En éliminant a des équations (14),-on trouve

p:

0
S

En comparant cette équation a celle bien connue qui relie la pression p,
la densité p et la température T des gaz parfaits

P = RPT,
on trouve la relation simple entre 6 et T :

1

2R

Les équations différentielles (12). (13). (15) jointes aux conditions
initiales et limites permettent de déterminer complétement les fonc-
tions a, b, u, ¢, w. Désignons ces valeurs par a*, b*. u*. v*, w*, et la
valeur correspondante de ® par ®*. La premiére approximation ®* est
déterminée, et nous passons a la détermination de la seconde approxi-
mation.

L’équation (6') devient
) [IWIe e+ ¥ =y — ) do ds = (97,

Soit ¢! une solution particuliére de cette équation intégrale
vérifiant les conditions d’orthogonalité

fq,(i)q,(o)d)* do=o (i=1,2,5,45)
et W(o) = @ (9 Ha solution bien définie de I'’équation intégrale
f (9%, W] doy ds = 1[@*]
vérifiant les conditions analogues
fq,m T do = o.

La solution la plus générale de la méme équation aura la forme
1
W= W0t Y clhyb,
k=1
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Les coefficients ¢® sont des fonctions pour le moment inconnues
de z, y, 5, t.
Passons maintenant a 'équation

(7) S Jier, X]dwlds=§[1ll‘]—;ff[llf, W] do, ds.

En remplacant X par y®*, on obtient pour y une équation inté-
grale linéaire du méme type que (8). avec le méme noyau et les
mémes fonctions fondamentales . Donc, on a encore des condi-
tions d’orthogonalité -

‘/'q,(i) [W] do _f‘/'j@(i)[qr, W] dw dw, ds = o.

Or, quelles que soient les fonctions L, M, N, elles vérifient les rela-
tions suivantes :

ff LM, N] do dw, ds = ff Li[M, N] do dw, ds
=—fffL’[M, N dw duw, ds
=—ffqu[M, N]dw do, ds

=%ff (L +L;—L'—L))[M, N]dw'dw, ds.

Donc
fffdg(i)[llf, ¥ hdw do, ds
=1 [ f1s0+ sp— y0 -y (¥, W) do doy ds = o.
1l s’ensuit
fq,m[tr] do = o
ou bien

f’{'(” [lF(O)+ @*2 c(k)q;(l):l dw =0 (i =12, 3; 4; 5)'

hA=1

Donc, les coefficients inconnus ¢t vérifient cinq équations diffé-
rentielles linéaires. On peut en déterminer sans ambiguité ces
coefficients si I'on connait leurs valeurs initiales-c® (z, y, z, t,), ou
bien les valeurs initiales des fonctions

‘/'.vf(i)lp'dw (=1, 2,3, 4, 5).



APPLICATIONS DES EQUATIONS INTEGRALES (APPLICATIONS STATISTIQUES). 2I

De cette facon, W est complétement déterminé. Désignons sa valeur
par W* et par X(© la solution de I'équation

(7) ff[fb*, X]dw, ds = ;[w'q—i;ff[lr*, ¥+ dw, ds

vérifiant les conditions d’orthogonalité
fv{;(i)X(o)dw:o (=1, 2,3, 4, 5).

La solution générale de I'équation (7)

5
X = X0+ qa*z A ik
k=1

contient cinq coefficients inconnus d® (z, v, 5. t) qu'on peut déter-.
miner sans ambiguité lorsque sont connues les valeurs initiales des
fonctions f $ X dw, ce qui nous donne la fonction X*. En conti-
nuant de cette fagon on obtient en fin de compte la solution

o*

F*= - + U A X ..

qui dépend en fait de cinq fonctions arbitraires A; (. y. z) égales aux
valeurs initiales des fonctions f $@F dw. Il est donc possible de
déterminer 1'état stable d’un gaz lorsque I'on connait au moment ¢ =¢,
sa densité, sa température et les composantes de vitesse u, ¢, W en
chaque point de I'espace. Nous avons vu que la premiére approxima-
tion correspondait au mouvement stable d'un gaz monoalomique par-
fait se trouvant a 1'état adiabatique. Dans la pensée de M. D. Hilbert, la
deuxiéme approximation devait compléter les équations (12). (13), (13)
en y introduisant les termes correspondant au frottement. a la conduc-
1ibilité de chaleur, etc.

Cette méthode devait conduire a des expressions explicites des
coefficients de frottement, de conductibilité thermique, etc. Il faut
avouer que ces espoirs ne sont pas encore réalisés et que les coef-
ficients ¢! et la solution particuliére ¢(®) de I'équation intégrale (8)
restent encore a calculer.

5. Recherches de MM. E. Hecke et D. Enskog. — M. E. Hecke
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[13-14], qui a tant contribué au travail de M. D. Hilbert [15-16], a
publié deux Mémoires contenant des résultats intéressants sur I'équa-
tion intégrale (8). Il montre. en particulier, qu'on peut réduire la
résolution de cette équation a la résolution d’une suite d’équations
intégrales de Fredholm a une variable. Posons. dans ce but,

S=r2=22+"12+t2a S =ri. E:I:f, n=rg, {=rh,
P = rri(ffi+ gg 1+ hhy) = rry cosh.

L’expression k ne dépend que de r; le noyau K est une fonction
de r, ry, cos6, que nous écrirons sous la forme L(r, r,, cosf). Sup-
posons que cette fonction soit développable en une série de fonctions
sphériques :

L(r, ry, cos8) =z Li(r, r1)Pi(cost).
k=0
On a, évidemment,

2k
Lk(", rl)= 2

2

+1
+lf L(r, ry, u)Pz(u) du.
—1

Supposons, d’autre part, que la fonction connue, ainsi que ¢ (&, n, £)
soient représentables sous la méme forme

< —’—JZ"’L(")Y/f(f) 8 h):
fonction connue = = x(r)Yi(f, &, k),

Y:(f, &, k) étant une fonction sphérique d'ordre k. Dans ces condi-
tions, 'équation intégrale

k(ryg+ [Lir, 1, cosd)grdon =3, eu(r) Yalf, &, &)

prend la forme
k(r) Y, wi(r) Ya(f, &, h)
k
+3IY fka(r, ri) on(ry)r2 Pr(cost) Yu(fi, &1, ki) dri dsy
k n

= Zsk(r)Yk(f, &, k).

k

Or, l'intégrale f P: (cos 0) Y. (f1, &4 hy) ds,, étendue ala surface de
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la sphére-unité est nulle pour k£ n et égale a 2,?3_ - Yi(f, 8 k)
pour k = n. Donc

k(r) Y wr(r) Yalf, 8, h)

k=0

] .
+k2,_ BEX(f, 8 B [ Lar, rior(rayrt dr
=0

= D ex(r)Yalf; g h).

k=0

En supposant que les fonctions sphériques soient les mémes a
droite et a gauche dans cette équalion, on a une suite d’équations
intégrales a une variable pour déterminer les coefficients wx(7) :

@8)  k(rou(r)+ i [ Lar, rwi(r)r dry= ex(r).
0

Les noyaux partiels L;(r, r,) sont évidemment symétriques, et
Pétude des équations intégrales (16) ne présente pas de difficultés
théoriques. Malheureusement, les difficuliés pratiques sonl énormes,
etc’est en essayant de les surmonter que M. D. Enskog {7-8] fut amené
a une nouvelle méthode dé résolution des équations intégrales.

Soit

b
I(e) = k(s)o(e)+ [ K(s, ) (1) dr =£(s)

une équation intégrale. Supposons la fonction K (s, ) symétrique et
la fonction k() toujours positive.
Construisons I'expression

fbaw)ds=fabk<s>«.v=<s>ds+fabfab<.=<s>l<<s, £) (1) ds

et supposons, quelle que soit la fonction ¢, I'intégrale

fb?lﬁ?)ds

toujours positive. Soit, d’autre part, { ux(s)} un systéme de fonc-
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tions lindairement indépendantes tel, que chaque fonction continue
dans l'intervalle (@. b) peut étre approchée avec l'exactitude désirée
par une combinaison linéaire d'un nombre fini de fonctions u.(s).
Normalisons ce systéme en lui substituant un autre {¢n(s)} défini
par les relations

en($) =An; 161(8) +Apa ua(s) +...+ Apn un(s),

b
f vnl(om)ds =

=/bk(s)v,,vmds+fbfbvn(s)K(s, t)vm(t)dt___{ o (n#m),

1 (n=m).

On voit que ces fonctions peuvent étre déterminées par les opérations.

successives
b

vi(s)=Au(s), f e I(e))ds =1,

a
p2(8) = Aaq U (8) + Aso us(s),
~b

b
/ v I(v2)ds = o, J vo I(v2)ds =1,
Ja a

sans aucune ambiguité.

Soit g(s) une fonction continue. Construisons un systéme de coef-
ficients généralisés de Fourier

b b
= [ sl ds= [ olls)as.

On peut représenter formellement la fonction g(s) par la série
généralisée de Fourier 2 ¢z vz (s). Ces coefficients vérifient le théoréme

généralisé de Parseval , .
f gl(g)ds =20§.
@ k=1

De méme, s'il y a deux fonctions continues

g(s)~ Zcrvr(s), h(s)~ Zarvr(s),
on a

fbg<s)l(h>ds =fbh<s>1<g>ds=2cm.
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Ceci posé, déterminons pourla fonction inconnue ¢(s) ~ Zazvk(s)
les coefficients de Fourier généralisés. On trouve sans peine

b b b
ai= [ e ends= [ vk<s>1<q>>ds=f ox(5)f(s) ds,
* b
e(s) =2 Vk(s)f or(u) f(u)du.
k=1 a

Cette méthode est des plus utiles pour la résolution approchée
d’équations intégrales, mais en ce qui concerne la théorie cinétique
des gaz, les calculs n’ont jamais été poussés jusqu’au bout, et 'on
continue de recourir 4 d’autres procédés de calcul pour obtenir
.Pexpression approchée de la fonction de répartition des vitesses.

6. Probleme généralisé. — Supposons que le champ de forces se
compose de deux parties :

° Champ extérieur X, Y, Z indépendant de F;
2° Champ A, B, C provenant du gaz lui-méme comme résultat
d’actions individuelles des molécules. Dans le cas de gravitation

newtonienne on a

A=dU, B—(ﬁr C= dU‘
093

dJdx
_fdewl dol

Ri=(z — 2z )2+ (y —y1)+ (53— 31)%

L’équation de Boltzmann prend la forme

f[[F F]dw,ds—[FJ
dF OF _JF _JF

dF

+(_)E ~4)_\/‘\/‘Fdw,do.
d’é Jz
fdewldo, JF dfdewqdol
dn dy 9L dz

Donc, en remplagant F par le développement,

F=%+‘P‘+).X+...'
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on obtient une suite d’équations intégro-différentielles un peu diffé-
rentes de celles de M. D. Hilbert :

_ ()CI) ad q)d(l)|d01
ff[q), Dl dw, ds = gd_xf‘f_T—
+¢Z? J @dmldol a0 ()ff‘-bdm.do.
In Wff RO Jz

f [®, ¥ dw, ds
[()(I) 0 P 00 0P 0P

oL 7L o o0 L 722
9t E()x gy Tt t X Y iy

dCI) df ‘I"dw,dm
r)E dx f

+@if ‘Ifdwido, ()@ dfflpdw|@1]
dn dy TR Tz

..............................................................

La premiére de ces équations permet de déterminer la premiére
approximation ®; il y entrera quelques fonctions de z, ¥, , ¢ qu’il
faut déterminer et qui caractérisent I'état macroscopique du milieu.
En substituant ® dans la seconde équation on obtient une équation
intégrale linéaire permetiant de déterminer la fonction W. La réso-
lution, méme approchée, de ces équations est beaucoup plus labo-
rieuse que celle des équations (5), (6), (7).

IV. — EQUATION INTEGRALE DE KUNDT ET WARBURG.

1. Aprés le probléme trés général du chapitre précédent nous
allons considérer un probléme particulier étudié en 1875 par les
physiciens allemands Kundt et Warburg [25] et repris depuis par
plusieurs auteurs. Il s’agit d'une couche de gaz raréfié limitée par
deux parois planes paralléles. Ces parois se trouvent dans des condi-
tions physiques et mécaniques différentes. Il faut étudier le régime
stationnaire du gaz qui s’établit en fin de compte.

Supposons pour fixer les idées que I'une des parois est immobile et
I'autre se déplace dans son plan avec une vitesse constante. Choisis-
sons les axes de coordonnées comme il suit : prenons comme centre:
un point quelconque O de la paroi immobile; I'axe X sera la
droite normale aux parois et passant par O; 'axe Z sera la droite pas-
sant par O et paralléle a la vitesse de la paroi mobile; 'axe Y sera la
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droite passant par O et formant avec les autres axes un triédre normal.
Supposons pour simplifier les choses que la vitesse de toutes les molé-
cules soit égale a leur vitesse moyenne c. Soient : [, parcours libre
moyen ; v, le nombre de molécules dans un centimétre cube; p, den-
sité du gaz; p, masse d’'une molécule; dr, I’élément de volume (en
supposant naturellément toutes les dimensions de cet ¢lément infé-
rieures a [); dN, le nombre de chocs par seconde dans dr; w(z), la
vitesse du gaz superposée a I'agitation calorique; 4, distance entre les
parois; B, vitesse de la paroi mobile.

Prenons un plan z paralléle aux parois et dans ce plan un élément
plan dS. Soit d’autre part dr un élément de volume situé a dis-
tance u de la paroi immobile entre le plan « et la paroi mobile. On
peut déterminer la situation de dr par rapport a dS, soit en coor-
données polaires (r, g, ¢); r, étant la distance (dS, dr); ¢, 'angle
entre r et l'axe = et ¢, 'angle de position du plan (dS, dr, droite pas-
sant par dS et paralléle a 'axe z), soit en coordonnées mixtes (9, P, u);

on a évidemment uw—z -+ rcosg, et dr = w—:}s‘)‘:ﬂdu do dd.
Seules les molécules quittant 'élément dr par suite des chocs nous

intéressent, les autres ne faisant que passer par cet élément. Le
. . C
nombre de ces molécules dN est égal a —lld‘t par seconde. De ces

molécules 4_10:;?00”’ dtdS se dirigent vers dS mais il n'y a que
r
e fcospevdrdS
4mir:
y apporlent une quantité de mouvement égale &

qui arrivent sans subir de chocs jusqu’a dS. Elles

~iy

w(u)pcy e !cosedrdS
4 ir? '

et pour détermincr la part qu’elles apportent a la vitesse moyenne au
point (z, o, o) il faut diviser cette quantité de mouvement par

pccosp dS = vpccose dS.

On obtient de cette facon

r u—x
w(u)peve cosodidS e '“*Pw(u)sing dudy dy
4= ir*vye c cose dS - frlcosg
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Intégrons cette expression dans tout’espace compris entre le plan
<t la paroi mobile : nous obtenons la partie de vitesse moyenne w (z)
due a I'apport des molécules venant de cette partie de I'espace. Cette
intégrale est égale a

uUu—x

f d*l‘f f"e 1e0s% g () sing du
inl cosQ

_K(u—x)
C I “e L dk

On obtient de la méme facon 'apport des molécules venant de
T’espace compris entre la paroi immobile et le plan z

wi(z)

Il

_Ic(x—u)
— I x “e Lo dk
wg(:p)=2—zf w(u)duf et
0 1

Il faul encore calculer I'apport des molécules renvoyées par des
parois. Etant donnée la structure superficielle des corps solides on
peut supposer qu’une partie seulement des molécules entrant en choc
avec les parois s’envole immédiatement sans avoir fait a 'intérieur de
la couche superficielle un parcours plus ou moins long et compliqué.

Schématiquement on peut comparer la surface d’un corps solide a
un terrain creus¢ de puits cylindriques suffisamment profonds. Les
molécules qui viennent heurter les interstices repartent sans avoir
pris la vitesse de la paroi. Les molécules qui heurtent les parois
cylindriques des puits en ressortent ayani acquis en moyenne la
vitesse de translation des parois.

On peut caractériser par un certain nombre a le rapport entre la
surface occupée par les interstices et la surface totale renvoyant les
molécules aprés les chocs.

Il faut aussi tenir compte du phénoméne de réflexion multiple des
molécules, ainsi que de ’adsorption indépendante de la rugosité des
parois. Nous n’allons pas cependant introduire tous ces facteurs qui
compliqueraient inutilement nos équations. Dans un Mémoire qui
doit paraitre prochainement, j’étudie les équations traduisant le phé-
noméne de réflexion multiple des molécules.

Dans le cas le plus simple ou toutes les molécules heurtant les
parois sont pour un certain iemps absorbées et reviennent ayant
acquis en moyenne la vitesse de la paroi on peul supposer fictivement
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que tout I'espace de I'autre coté d’une paroi soit rempli du gaz ayant
la méme vitesse moyenne que la paroi. Alors, des considérations ana-
logues a celles ayant servi pour le calcul de w, () et w,(x) permettent

de déterminer apport w,, (z) des molécules venant de la paroi mobile

Ath—ax)

— B [*¢
wm(x)= :f
T

L’apport analogue de la paroi immobile est nul.

Nous écrirons malgré cela I'équation intégrale définitive sous une

forme plus générale :

Klae—u|

h « -
w(r) = Ll w(u)duf ki ; ﬁW(O)f l dk
0 1

Ath—x ,((lz—x\

+Bw(lz)f”e_ T dk B(l—-{i)f
2 A A’

Le paramétre ( peut étre interprété comme action de la couche gazeuse
trés mince adhérente aux parois et jouant le role d’'une paroi gazeuse.

Deux cas particuliers extrémes sont a considérer :
1° B = o; I’équation (1) prend la forme

kjr—ul kth—oe)
h P ] = [
I . e dk B e dk
(2) W(x)_i—l,/‘)‘ w(u)du[ —+ :[ —F

2° 8 = 1; 'équation (1) prend la forme

_Alx—u]

I » 7 k
@ w@=g5f w(u)duf e &
0

w(o)f - ‘ dL w(h)f

Posons pour simplifier
1 ® e—kx dk
7 =g0, un(x) =[ W.

On peut appeler le paramétre o résistance a la pénétration.

L(h— )

MEMORIAL DES SC.'MATH. — N¢ 69. 3

Les
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équations (1), (2), (3) deviennent

h
") w(x):%f W(u)uo(a{z—u|)du+§——“-;(—o)ul(cm)
B(1—8)
2

+ B2y (oh— o) + u(sh—o2),

h
(2) w(z):_i:/; w(u)uo(c]m-,—ul)du+%u,(ah—cx),

h
(3) w(w>=3f w(w)uo(o|z —ul)du
=(0) wlh)

u (cx)+ —u(ch—ozx).
L’équation (1) ou (1') correspond au cas étudié par M. Smolu-

chowski [34]. L’équation (2') différe de celle obtenue par MM. Kundt
et Warburg [25]

(4) w@)=Zu(ee)+ % [ un(s]o—ul)w(v)du
0

en ce que ces auteurs supposaient h.— = et étudiaient les phénoménes
qui ont lieu dans le voisinage de la paroi mobile. Dans leur idée la
résolution de cette équation devrait étre plus facile que celle de (2').
En fait, cetle simplification n’est qu’apparente parce que l'intervalle
infini comporte des difficultés d’ordre analytique.

2. Point de vue macroscopique. — Si Ion part des considérations
macroscopiques habituelles [20], on doit appliquer a ce probléme
les équations hydrodynamiques de Navier. Soient u(z, y, z),

v(z, y, 5), w(z, ¥, ) les composantes de vitesse du gaz au régime
stationnaire. Il est facile de voir que

u(z‘;.}’,z) = V(‘”;.}’) z)=o,

et la troisiéme composante w ne dépend que de z. Le champ extérieur
est nul. La pression p, la densité p sont les fonctions de z. Dans ces
conditions les équations de Navier se raménent a

d2w

drz =

ce qui donne pour w la loi linéaire

w=ax+b=BTx-
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Les expériences de MM. P. P. Lasareff [26] et A. Timiriazeff [35]
monltrent une allure toute différente de la courbe. La vitesse w(0) du
gaz au voisinage immédiat de la paroi immobile n’est pas du tout
nulle; de méme la vitesse w(h) est loujours inférieure a B. La
courbe expérimentale a les droites = o et = h comme tangentes,
de sorte que

lim o' () ~ oo, Hm w'(2) ~ co.
x>0 x>h

Le pointz = L; est un point de flexion de la courbe. Ces propriétés
n’appartiennent pas a la loi linéaire; au contraire on les retrouve dans
les solutions des équations (1) et (2). On verra d’autre part que la
limite de w(x) pour ¢—w, c’est-a-dire pour un gaz trés dense, est
égale a Br, Donc, les équations du mouvement des fluides visqueux

h
ne sont valables que dans le cas de parcours libre moyen trés petit.

3. Etude du noyau. — Le noyau
¢ [® e—kox—tl gk
K(z, ) =1 f =

1

est une variélé du logarithme intégral. On sait que cette fonclion a
pour z =t une singularité logarithmique; il est donc nécessaire de
former le noyau itéré

s [T ehol—I k41
Ky(z, t) = ;f Tlogk_ldk
1

g - ©_dirdk kex—aat ke (h—x
N —_— | e—kor— — -x)—ac(h—t)],
/_[ _[ ak(a+k)te +e ) ]

C’est une fonction bornée, et 'on a

hola+k

s (° (%e * dudk ha)
K‘Z(-T, t)go'logz—;f [ ——m—)—'—G’A(T),

1

Posons

A \ 1 [®ekoxdk 1 [” ekolh—2) gk
a(cx):f K(x,t)dt:l—-i[ —7‘-3-——-—2/‘ —
° /1 1

5.

On voit facilement que’

e 5en(12) [ (8)] womzen(5) (]
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On obtient ainsi pour la série résolvante

R(}; z, ) =Zzn Knii(z, t),

n=~0
la fonction majorante

A ( }L:-> Va(sz)a(st)
hao ’
I— a( 5 )
Par conséquent, la série résolvante converge si l'on a
hc
(%)

Il est évident que la premiére valeur fondamentale vérifie 'inégalité

R(O\; z, ) SK(x, )+ h Ka(x, t) + )30
Ir<

1> —5me >t
1( ;—)
Or, dans les équations (1), (2), (3), A=1; il est donc possible de
se servir de la méthode d’approximations successives.
Démontrons encore une propriéte générale du noyau résolvant [19].

Soit K(| # — ¢ ) un noyau qui ne dépend que de la distance de deux
points. Ecrivons les équations intégrales du noyau résolvant

h
RO 2, z_)=K(|x—z|)+lf K(lz—t])RO; ¢, 2)de,
[
h
R(x;x,z)=x(|z_z|)+xf RO z, ) K(| ¢ — 3 |)de.
0
On voit immédiatement que
R(A;h—2z, h—3z)=R(}; 2, ¢

D’autre part, en différentiant la premiére de ces équations par
rapport a z on trouve

JdR(\; z, z) dK(l.z'—z[)

s —AK(h—2)R(X; h, 2)+ X K(2)R(}X; 0, 3)

+xf K(lx—u)‘“m 53 ar.
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Diftérentions ensuite la méme équation par rapport a 5 :

OR(M:z,2) _ 0K(lz—3z]) e OR(\; t, 3)
- = Z. +x[ K(le—t) =22t

En ajoutant ces formules on trouve I'équation intégrale

IR(%; =z, z)+¢)R()\; r, z)
Jdr Jz
=— 3% K(h, z)R(); h, 3)+ LA K(o, 2) R(}; 0, 2)

h
IR t,3)  IR(; ¢ 2)
+1/K|x—t|)[ ]dt
Jo ( Jat 0z ’

, . . dJR JR . .
dont la résolution par rapport a %t 5 donne I’équation fonction-

nelle suivante :

JdR(A; x, 3) JR(X; 2, 3)
dz + Jz
=AR(%; z,0)R(r; 3,0)— AR(X; 2, A)R(X; 3, A).

(5)

[l est utile de connaitre les valeurs asymptotiques des fonctions et des
valeurs fondamentales [22]. Composons dans ce but le noyau K(z, ¢)
avec les fonctions trigonométriques, on voit aisément que

h

sinpx = ——-——”———f K(z, t)sinpt dt
carctangg 0 '
g
w2 ®  e—kox dk
-+
2 arc tang k(ut+otk)
J e—“lh—x)(kcsmp.h+u.cosp.h)
2:;\x'ctant7qu k(p2+ a2 k%)
COSpZ = -——P'———-f K(z, t)cospzi‘dt
carctang% 0

wo f* e—koz dk
- 2 2 k2
2 arc tang% 1 e

" e—kalh—x) (ko cosph — p sinp k)
+ f k(u2+ a2 k%) o

2 arc tang%
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Posons sinph —=o, p= '% dans la derniére de ces formules. Les

deux derniers termes de la partic droite tendent vers zéro pour n — co.
On obtient donc pour n suffisamment grand

N nx (2) ;cos nrx
~N ——— )~ - —_—
" nx’ n h h
ch arc tang —-
ah

On voit ainsi que pour h—w l'équation (1) apparlient bien au
type d’équations intégrales singuliéres de Lalesco.

4. Résolution de Péquation (1). — Démontrons d’abord que
(6) w(z)+wh—2z)=B
On a en effet

3

w(h—z)= Z—f w(h—u)uo(slz —ul|)du
o

Sw(o)u(ch ax)+B“;( )u (ax)+ B)

uy(esx).

En ajoutant cette équation a (1) on trouve
. h
w(h—2z)+w(z)= Ef Uo(o] 2 — 1 |) [w(h — u) + w(u)] du
0

-+ é[ul(ah—— ox)+ u (o))
< [Bw(o)+ Bw(h)+B(—B)]
Remplagons w(h—ax) + w(z) et w(h)+ w(o) par B; on a
B=B-— g[ul(ch—c.i)+ u(oz)l+ l:—[u.(ch —oz)+ u (o))

La propriété (6) est démontrée.

La différentiation de ’équation (1) nous donne, en tenant compte
de (6).

h
(7) #(2) =f K(z, t)w'(¢t)dt + (1— B)w(e)[K(z, 0) + K(z; h)).
0
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La résolution de cette équation intégrale est facile; on a

W' (z)=(1—B)w(o)[R(1; 2, 0) + R(1; z, k)]
Donc

w(x)=w(0)+ w(o)(1—B) [fo(l; t, 0) dt+fxf$(l; t, h)dt].

h
Pour z = 3

h [
w(5) =3 =w@+w©0-8 [ Ra; 40 a

Donc
B

‘ _ ,
2[1+([—B)f R(1; t,o)dt]

et la solution prend la forme

(8) w(o) =

I+(I—ﬁ)fo(l; t, o)dt+(1—{3)fo(1; ¢, h)dt

(9) wiz)==

’

h
1+ (1— B) [ R(15 ¢, 0)dt
o
B(1—B)[R(1; #z, 0)+ R(1; =, h)].

h
2l1+(1—[3)f R(1; ¢, o)dtJ

Ces formules permettent de montrer que la fonction calculée w(x)
jouit des mémes propriéiés que la fonction expérimentale :

(10) w'(z) =

1° w(x) est symétrique par rapport au point kB,
y q 2’3 )
2° w(x) est une fonction croissante;
3¢ les droites = o, £ = h sont tangentes a cette courbe;

4° le point (lj; ]—23) est un point de flexion;

5° la vitesse de la couche de gaz dans le voisinage immédiat des
parois différe de la vitesse des parois

w(0) > o, w(h)<<B.

1l y a donc un glissement d’origine moléculaire que la théorie
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hydrodynamique ne laissait pas prévoir. Ainsi du point, de vue
qualitatif il y a un accord parfait entre la théorie et ’expérience.

Considérons encore deux cas particuliers. Posons dans les équations
précédentes B — o et désignons par ¢ (z) la valeur correspondante
de w(x). Les formules (8), (9), (10) deviennent

B

h ’
9.l 1+f R(1; ¢, o)dt]

x+f R(1; ¢, 0)dt+f R(1; ¢, h)de

1+f R(1;¢ 0)dt

R(1; z, 0)+ R(1: A, 0)
h
1+f R(1; ¢, 0)de
0

(11) 9(0) =

(12) o(z)=

)

v | o

v |

(13) ¥(z)=

La fonction ¢(z) a les mémes propriétés que w(x), etil est possible
d’exprimer w(z) par ¢(x) :

BBe(o)+Bu—B)o(z)
B(1—fB)+28¢(0)
B ¢(o) .
B—3le(h)—¢(0)]

(14) w(z) =

(15) w(o) =

Cette derniére formnle montre que le glissement du gaz au voisinage
de la paroi immobile augmente avec 'accroissement de {3, et pour

. . s B
B =1 ce glissement est égal & —; la formule (9) montre que dans ce

. B
cas w(x) est constant et égal a —.
P

B. Approximations linéaires. — Revenous a I'équation (2') :

~h
o(xr) = ; J o(u)ug(olz —ul)du+ gul(ch— o)
L]
et remplagons la fonction ¢ () par 'expression

Bl1*+mozx +m Lm(z)],
hom + 2

e(z)=



APPLICATIONS DES EQUATIONS INTEGRALES (APPLICATIONS STATISTIQUES). 37

La fonction L,, (z) vérifie I'équation intégrale

h
L,,,(x):f K(x, t) L, (t)dt
0

+ ; [u.;(cx)_ us(ch —ox) _,ul(’;‘z‘) + ui’(‘“"lm—' ‘”«')J .

On peut indiquer deux valeurs m, et m, telles que pour
my<m < ms,

la fonction L, () vérifie des inégalités importantes

(m—m\)(ch —20x) (mo— m) (262 —ch) (h
< < —-<z<
m(hom,+2) SLhm(a)s m(hom,+2) (2=w=

(16)

h
(me—m) (202 —ch) SLm(x)s(m—m.)(crh—za'.z‘) <0£x£é)-
m(homs—+ 2) = = m(hom,+ 2) = =2

En revenant a ¢(z) on a

B([+cm'w)SQ(x)$ B(1+'cm,,,x) ESxSh ,
(17) hom,+2 = = homy,+ 2 2= =

B(i+aomaz) <B(1+cm1x) < <h

hama+ 2 se(@)s ham,+ 2 (°=$= 2)'

Ces inégalités montrent que la courbe y = ¢(z) est toujours con-
tenue entre les droites '

_B+omz) et y= B(i+aomyx)

hom,+ 2 homyo~+ 2
Les nombres en question

uo(oh) 1—u(ch)

-ul(_ch-j et meo=—

= T 0,5 —us(ah)

onl les propriétés suivantes :

Yomy > my, m21, me2;
lim m,=1, lim my= 2, lim m, = o, lim m, =4,
hG > = he>» he >0 ha 0.
lim hom,= o, lim hom, = o.
hG >0 he>0

[l en résulte que pour les gaz trés raréfiés

limo(z)= 2
G>0 2



38 V. A. KOSTITZIN,

et pour les gaz trés denses

lim ¢(z) = .B_'f
G>n h

Les inégalités (16), (17) permettent d’élucider une question trés
délicate et qui a suscité des controverses assez vives : c’est celle de
Pexistence d’une fonction fondamentale pour A — o et A =1. Suppo-
sons que la fonction N, () :}imLm(x) existe. Les inégalités (16)

montrent que Ny, (z) vérifie les inégalités suivantes :

2 1
1— =<Np(z)S1— —-
m = = m

C’est donc une fonction bornée. D’autre part Nn.(z) doit vérifier
Péquation intégrale

Ny () =f0°°l<(x, ¢) Npu(2) dt + E us(62) — = ui(s2),
mais celte équation a une solution presque évidente
My (z)=— —';l- —0ox
qui n’est pas du tout bornée; il en résulte que l'équation homogéne
»(w)=fo°°K<x, £) 9(0) dt

a une solution non identiquement nulle et que par conséquence (*)

lim %, =1.
h> o

6. Résolution approchée de ’équation (2). — On peut conslruire
un algorithme (rés avaniageux d’approximations successives en

() La premiére démonstration de ce théoréme appartient & M. K. Schwarz-
schild [33]. Dans un Mémoire publié¢ en 1926 j’ai donné la démonstration ci-dessus [22]
Beaucoup plus tard MM. Freundlich, Hopf et Wegner [17] dans une Note des
Monthly Notices, m’ont attribué i gort I'affirmation contraire et n’ont jamais voulu
rectifier leur erreur. J’ai mis les choses au point dans un Mémoire publié¢ en
russe [23],
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remplacant le noyau K(z, ¢) par la fonction
Ko(x, t) = ze—cl-”"l,

- . B c. .
et*la fonction connue par _—z-_e‘“(”_f‘. Dans ces conditions I’équation
intégrale (2) prend la forme

h
(18) Pa(z) = :f e—0lx—tl o, (t) dt + -g-g—d'(h—.l‘).
[

Le noyan K,(z, t) n'a pas de nombres fondamentaux <1;
Le noyau résolvant est particuliérement simple pour A =1 :

o(1+och—aox)(1+ 6t)

Ro(1; 2, ) = X (z28),
(19) ]
; . _oli+0ox)(1+o0h—at) <
( Re(15 2, 8) = e (x <),
La solution de I'équation (18)
B(1+ B
(20) va(e)= 2LETE) _ Bg (0, )

traduit assez bien I'allure de la courbe expérimentale.
Donnons maintenant la forme suivante a 'équation (2) :
h
9(z) = f Ka(z, 5)3(5) d

e—kalh—x) dk

h B ©
.K(z, 3) — Ka(z, )dz + —
+ [ K, 9= Ka(a, )o@ ds+ 5 [
et définissons I'algorithme approché

2
Pn(z) = fKa(.t,z)cp,L(z)dz
0

© e—kalh—x) dk

* B
+[ [K(x7 Z)— Ku(-z', z)] ?n_,(z)dzq_ -2-./1~ ka

On en tire B
(21) en(z) = gu,(ch—-—cx)—;u;,(ch-—-cx)

B(i+ox) Bo(h—2x)
+ 3(ho + 2) T Ta(ho+2)

3
+j(: L(z, 3)9n-1(3)ds

(us(oh) — ts(ah)]
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en désignant par L(z, z) la fonction

® g—kolr—z( Jk
L(z, 2)= : [ 2
Y1

¢ [*etkolx—2 gk o(h—a2zx) [ e hoz (1._. -l-) dk
_E[ B T akern ), B '

Formons la différence

h
on(2) —on—1(2) =f L(z, 2)[¢n—1(3) — 3n—2(2)] d3.
0

Soit M, la limite supérieure de | ¢,(x) — @u_, (z)]-
Comme la fonction L(z, z) n'est jamais négative, on a

3
l?,.(.r)-—qan_l(.z)lgl\ll,,_,f L(x, 3)ds.
0

13
2 ho 3
<tz _— 1 L.
‘/‘; L(x’z)dz=[3+1z(hc+2)]=4
Donc

La suite {9.} est convergente et la convergence est méme assez
rapide. En choisissant la fonction (20) comme premiére approxima-
tion on améliore sensiblement Papproximation, mais on peut faire
mieux en établissant deux suiles convergentes de fonctions {{;}
et { W} telles que

W@ Sh) L L@ @) (F<e<h),

W@ 2ha(@)2 2o(@) 2 2 Wa(@)2 W) (0 Sa D)

=2
On peut se servir dans ce but de la propriété suivante des approxi-
mations (21) : Si, dans I'un des deux intervalles (o, i—l), (g, h) on
a ¢,(x) < 92(z), les approximations suivantes vont en décroissant :
?:1(7) 2 92(2) 2. . .20(2).
Choisissons les fonctions ¢, et ¥, de la facon suivante :

_ B1+mozx) _ B(i+myox)
W == = T
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)
)i

donc les suites { 4 }. { Wi} jouissent de propriétés assurant une conver-
gence rapide. D’ailleurs, pour les gaz raréfiés (¢<1) la différence

: 1 . . ‘ .
| Wy — sy | < o’ Cequiestbien suffisant pour tous les buts pratiques.

On peut montrer que 'on a

[IN
>

h(@)Sha(a) et Wi(z)<W () (%gx

A
N

W@)2h(z) e W)W (oge

7. Résultats empiriques. — La thése de M. P. Lasareff [26] sur
la discontinuité de température au passage d’une paroi solide a3 un
gaz contient quelques séries d’observations sur la distribution des
lempératures dans une couche de gaz contenue entre deux parois
a températures constantes mais différentes. Ce probléme est
analogue au probléme mécanique considéré plus haut et se raméne
aux mémes équations intégrales. Donc, il est possible de comparer
les résultats de M. P. Lasarefl avec ce que donne la formule (g).

B. la différence de température entre les parois, est connu; ¢ = ilest

connu parce que la tlempérature, la pression et la nature du gaz sont
données. Par conséquent. on peut calculer la fonction ¢(z). Cetle
fonction traduil trés mal la fonction expérimentale e (z) de M. Lasareff.
L’utilisation de la formule
5= Blo(z)— w(x)]
29(0)w(z)—Bw(z)+Boe(xr)— Be(o)

permet d’apprécier la concordance entre la théorie et I'expérience. Les
observations de M. P. Lasareff portent sur I’air atmosphérique et sur
I’hydrogénc. Les calculs donnent la valeur de 8 ~ 0,6 assez bien sou-
tenue et la concordance est trés bonne partout sauf dans le voisinage
immédiat des parois ou des divergences considérables peuvent étre
conslatées. On peut attribuer ces divergences soit a I'imperfection de
la théorie, soit aux difficultés que présente la mesure des températures
prés des parois. 1l serait intéressant de reprendre ces expériences en
y apporlant la technique perfectionnée moderne.

8. Diffusion de la lumiére. — On retrouve le méme noyau dans
un autre probléme physique étudié par MM. O. Chwolson [5] et
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E. Lommel [27]. Supposons qu'une lame semi-transparente d’épais-
seur h soit éclairée par une lumiére qui tombe normalement sur une
des faces. On peut admelire que la semi-lransparence dépend de la
présence de particules sphériques opaques distribuées uniformément
dans la lame. Soient A 'albédo des particules. o le coefficient de
transparence de la maltiére. () Pintensité de la lumiére a dis-
tance z de la face éclairée. Dans ces conditions §(x) vérifie I'équa-
tion intégrale
h
(22) ¢(x)=Ae—Gw+)\f K(z, t)d(t)de.

0

Il faut remarquer qu’en établissant cette équation on a négligé la
réflexion de la lumiére par les faces de la lame. Dans mon Mémoire
déja mentionné qui doit paraitre prochainement, il est tenu compte
de ce phénoméne. De méme que dans le cas de I'équation (1), on
peut donner a la solution une forme plus avantageuse pour les

calculs [20, 22] :

[ h

Y(z)= Ae—WLl+)\f R(X; z,0)e 92 dz
0 J

- - . 1
P 1+).f R(%k; ¢, 0) eot dt
[

[ h 7 h
— XA eox I+)\/ R(X; 3,0) e°sdz f R(X; ¢, 0)e~ot dt.
. [} h—x

11 s’ensuit

. h
¢'(w)=—c'¥(z)+AXll+).f RO 3, o)e—asdz] R(%; z, 0)
[
h
— XA eoh [1+)\f R(X; 3, 0) e'7=dz] R(»; z, h).
(]

Donc ¢/(0)~+ 0, {/(h)~—ow, ce qui veut dire que la fonc-
tion (x) passe par un maximum dans lintervalle (o.%). D’autre
part ¢(0) > ¢(h). Ces propriéiés sont suffisantes pour caractériser
I'allure de la fonction ¢(2). Cette fonction n’a rien de commun avee
'la loi exponentielle d’absorption que I'on obtient pout A = o, c’est-a-
dire pour les particules qui absorbent entiérement la lumiére.

On peut obtenir une solution approchée de 'équation (22) en sui-
vant la méme méthode que nous avons appliquée a 'équation (2).
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V. — RAYONNEMENT DES ETOILES.

1. C’est a Schwarzschild [33] que I'on doit la mise en équation du
probléme du rayonnement des étoiles, et c’est lui qui a donné la pre-
miére étude mathématique de Péquation intégrale de Kundt et War-
burg. On peut assimiler les couches extérieures de 'atmosphére d’une
étoile a une couche gazeuse plane contenue entre deux « parois »
planes ou bien lumlée unilatéralement par une paroi solide. Certes,
cette assimilation n’est possible qu’a condition d’accrocs innom-
brables a la réalité. La densité de la couche gazeuse dans le probléme
de Kundt et Warburg est constante; la densité d’une étoile ne Pest
pas. Il est donc nécessaire de remplacer la vaviable z. 'épaisseur
d’une couche ou la distance d’un point a une paroi. par I'épaisseur
optique

s =fxp(x)k(.r)dx

ou bien par la masse spécifique

y=fomp<x>dx,

p(x) étant la densité et k() le coefficient d’absorption d’un gaz. Dans
le cas ou 'une ou l'autre de ces intégrales reste finie pour z o0
la couche recoit une deuxiéme « paroi ». mais en faisant cette transfor-
mation on oublie que les trajectoires, soit des particules, soit des rayons,
se trouvenl également transformées ct de rectilignes deviennent
courbes. Or. dans les problémes physiques considérés, ces trajectoires
étaient rectilignes, ce qui avail son importance, car avec les trajec-
toires curvilignes on obtiendrait bien en fin de compte une équation
intégrale mais qui ne scrait plus P'équation (IV, 2). Les propriéiés
topologiques de la solution seraient conservées, mais toute vérifi-
cation numérique deviendrait impossible. Or, le but de ces appli-
cations astrophysiques est justement P'obtention de deux colonnes de
chiffres : observé, calculé.

Le choix de la « paroi » intéricure comporte aussi un élément
arbitraire. Les propriétés de cette surface de séparalion, méme dans
le cas le plus favorable. ne sont plus celles d’une paroi solide comme
dans les expériences de M. P. Lasareff et de M. A. Timiriazeff,
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D’autre partle schéma d’une surface intérieure rayonnante comme un
corps noir et d’'une atmosphére extérieure servant de mécanisme de
transmission ne répond certainement pas a la réalité.

2. Etudions d’abord I'économic énergétique de la couche extérieure
d’une étoile. Soient h DI'épaisseur réduite de la couche; z la « dis-
tance » optique d’un point quelconque a la face extérieure de la
couche, si cette face existe; o le coefficient de dispersion; E(z) le
rayonnement (par exemple, la fonction de Kirchhoff); dr 1’élément de
masse & « distance » z; ¢ ’angle que fait le rayonnement avec I'axe
2(0<i<9o0); dw l'angle solide; ds I’élément de surface normal au
rayon; a(z, ) dw ds le rayonnement dirigé de I'extérieur a I'intérieur
de Pétoile; k le coefficient d’absorption. On suppose que la surface
intérieure de la couche rayonne a la fagon d’un corps noir. Cela posé,
un rayon « descendant » du niveau z au niveau z + dr perd
ka(z,i)sécidz par voie d’absorption et ca(x, i) dx séci par voie
de dispersion. D’autre part, le rayonnement dispersé par 1'élément
de volume dr est égal a

cdr[fa(x, i)dw+fb(x, i)dm],

Pintégration étant étendue pour chaque intégrale a une hémisphére
correspondante. Donc. le rayonnement dispersé par I'unité de masse
est égal a

x =

2 2
(1) 2mgA =21:o'f a(z, t)sini di + 2naf b(x, 1)sini di.
0 0

En supposant le rayonnement uniforme le cone dw en recoit pour
sa part dr dco%- Donc, I’énergie totale quittant I'élément.dr par

I'ouverture dw égale

A
2

d‘tdw[ +kE]=Id‘:dw,

en posant

(2) I=kE+ 22,

I est facile de voir d’autre part que les fonctions a ct b vérifient les
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équations différentielles simples

,da

cos —— =—(k+oo)a+]1,
.0b

coss - = (k+a)b—1,

avec des conditions a la frontiére @ = o pour z =0, b = B pourz = A,
B, étant une fonction indépendante de ¢ et définie par la loi de
Kirchhoff. En intégrant ces équations on trouve

x
a(r, ) =f [(¢) etk+0i—x) séei séc i dt,
(3) 0 A
b(z, i) = B elk+0)(x—h)séei f 1(¢) elk+0)x—1t)séci géey dt.
x

En éliminant a(z, ), b(=z, i) et A entre les équations (1), (2), (3)
ct en exécutant des transformations de variables on' obtient I'équa-
tion intégrale

4 i gy B ©du k+0) uth—t
6 1z)= 7 [ e, t)I(t)dt+kE(w)+;‘/; )
ou I’on pose
(5) K(z, t)= 1= kf LU p——y

2 1 u

Ce noyau ne différe de celui du chapitre précédent que par la pré-
sence du parameétre (¢ + k) au lieu de ¢. La fonction connue se com-
pose de deux parties :

1° Le terme% e—"“*""‘"‘_"% de méme nature que la fonc-

tion connue de l’éq'{lation (IV, 2).

2° Le terme KE(z) (fonction de Kirchhoff) qu’il est facile de cal-
culer quand les températures du gaz en chaque point de la couche
sont données.

Enfin, le paramétre de Fredholm c: 7 est manifestement <1;
donc, on peut appliquer a 'équation (4) la méthode des approxima-

tions successives.
Deux cas limites sont de nature a nous intéresser :

1° La dispersion est petite en comparaison avec l’absorption;
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I'équation (4) se réduit a
I(z) = kE(z).
2° L’absorption est petite en comparaison avec la dispersion;
'équation (4) se réduit a 'équation (IV, 2) déja considérée.

3. Nous ne nous occuperens pas de la premiére éventualité et
tacherons de voir ce qui arrive lorsque la deuxiéme face de la
couche (face rayonnante comme un corps noir) s’¢loigne a I'infini.
L’inégalité (IV, 17) montre que dans ce cas

lim I(z) = o.
>

I1 est pourtant possible que B tende vers I'infini pour 2 — o de telle
fagon que

. B
lim — = const. = C.
hy o

Dans ce cas, d’aprés I'inégalité (IV:, 17),
I . I
C(?;c +z) §’};rrihl(x)§c<; +x).

Donc, en admettant la proportionnalité de B a 4 on obtient la pro-
portionnalité de I(z) & = pour z suffisamment grand. Comme on a

d’autre part
B = I(0) + I(4),

on voit que les deux hypothéses sont équivalentes.

Résumons : Pour une aimosphére suffisamment épaisse la fonc-
tion I(z) est sensiblement linéaire sauf dans la proximité immédiate
des « faces »; la face extérieure est tout a fait fictive; la face inté-
rieure est conventionnelle; donc, en fin de corpte, analyse mathéma-
lique nous autorise en quelque sorte & admettre la formule approchée

B
I(z)= ="

ce qu'on aurait pu faire directement, avant toute analyse : un bel

exemple du fétichisme mathématique [28].

4. QGénéralisation. — Supposons qu’il y a deux couches gazeuses a
caractéristiques différentes :

1° Couche A, contenue entre la paroi o et le plan s;
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2° Couche A, contenue entre le plan s el la paroi h. Par une géné-

ralisation des procédés du chapitre précédent on obtient I'¢quation
intégrale suivante :

» % o—0Oklx—u! .
w(r)= %f w(u)duf e_;_“d].
0 L

h »
4 i{f w(u) duf dk_k e——b‘,/l(s—x)-—o‘,lc(u—s)
2
s 1

B /‘* e—O1k(s—r)—0sh(h—s) Jf
2 J, k2 )
(0gz<s),

> A = —0'1“ —ul
w(z) = %f w(u)duf e—:l—lﬁ
s 1

- ® e—Ok(s—u)—Gek(x—s) Jk
T e :
+2 [Cwwydu [ ¢
2 [] 1 k

B ® e—0U(h—x) gk
S
1

(6)

2 k2
(s<z<h).

En établissant cette équation on a supposé que les trajectoires des
particules ou des rayons restent rectilignes au passage du plan s. On
peut également recourir a ’hypothése de réfraction cartésienne, ce qui
conduil aux équations intégrales qui ne différent de (6) que par les
exposants des fonctions exponentielles sous le signe de I'intégrale. Des
hypothéses plus compliquées sur les trajectoires modifieraient essen-
tiellement les noyaux. Quant au cas de plusieurs couches successives,
les équations intégrales ne différcraient pas de 1'équation (6).

Le systéme (6) présente des difficultés analytiques considérables.
Cc qui est surtout intéressant, c’est le fait évident de la continuité
de w(x) au passage du plan s. On voit sans peine que

w(s+o0)= w(s—o).

Il n’y a pas de difficulté a représenter une étoile sous forme d’une
succession de couches gazeuses qui simultanément émettent et trans-
mettent 'énergie. Ce schéma pourrait utilement remplacer celui pro-
posé par Schwarzschild. En ce qui concerne le noyau, la fonction (5)
trés peu maniable peut céder la place au noyau exponentiel.
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