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LES

TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES
DE L’ESPACE

Par M. Lucien GODEAUX,

Professeur & I'Université de Liége,
Conrvespondant de I’Académie royale de Belgique.

——

Nous avons exposé, dans le fascicule XNII du Mémorial des
Sciences Mathématiques, 'état actuel de la théorie des transfor-
mations birationnelles du plan; nous poursuivons actuellement le
méme but en ce qui concerne-les transformations birationnelles de
Pespace. Le plan de ce nouveau fascicule est, dans ses grandes lignes,
le méme qute celui du premier : propriéiés des transformations bira-
tionnelles ; points singuliers ; géométrie algébrique ; groupes continus.

Aprés avoir indiqué les propriéiés des systémes linéaires de surfaces
algébriques qui nous sont nécessaires, nous définissons les transfor-
mations birationnelles et étudions les élémenls fondamentaux ; nous
exposons notamment les résultats récents de Montesano. Nous passons
cnsuite 4 'étude des points singuliers des surfaces algébriques et a la
décomposition des singularités au moyen de transformations bira-
tionnelles. Nous définissons dans le Chapitre suivant la géométrie
algébrique de I'espace et rendons compte des résultats obtenus dans
ce domaine. Nous terminons par I'exposé des travaux fondamentaux
d’Enriques et Fano sur les groupes continus finis de iransformations
birationnelles.

Les transformations birationnelles de I'espace furent étudiées par
Cremona, Cayley, Noether, etc. dés que le premier de ces géométres
cut créé les transformations birationnelles du plan. Il s’en faut cepen-



2 LUCIEN GODEAUX.

dant que leur étude ait atleint le méme degré d’avancement que celle
de ces derniéres. Alors que da théorie des transformations bira-
tionnelles du plan peut étre considérée comme terminée, en ce sens
que thacune de ces transformations est le produit d'un nombre fini
de transformalions quadratiques, les résultats généraux manquent
dans la theorie correspondante de I’espace. On s’est borné au fond
a éludier des correspondances birationnelles particulieres, sans par-
venir & dégager, a de rares exceptions prés, des propriétés générales
communes a toutes ces transformations. 11 y a donc la un vaste
champ de recherches qui, bien que fort négligé dans ces derniéres
années, semble cependant mériter attention des géométres. Les ques-
tions qui se présentent sont d’ailleurs difficiles et sans doute du méme
ordre que celles que I'on rencontre dans l'étude des variélés algé-
briques a trois dimensions, dont la théorie progresse si lentement.

Liége, le 14 mai 1933.

CHAPITRE 1.

SYSTEMES LINEAIRES DE SURFAEES.

1. Systémes algébriques. — L’écluatfon d’une surface algébrique F,
d’ordre m, en coordonnées projectives homogénes, dépend de
N+4i1= é(m -+1) (m—+2) (m—+3) coefficients homogénes. Une
condilion imposée aux surfaces algébriques d’ordre m, qui se traduit
par k relations algébriques indépendantes entre ses coefficients, est
appelée condition algébrique de dimension k.

L’ensemble des surfaces algébriques F d’ordre m, satisfaisanta des
conditions algébriques déterminées se traduisant par N — r relations
indépendantes entre les coefficients de la surface générale, constitue
un systéme algébrique { ¥} de dimension r. Par r points de 'espace
il passe en général un nombre fini v de surfaces de ce systéme ; le*
nombre v est appelé indice du systéme.

Si I'on interpréte les coefficients de I'équation de F comme coor-
données projectives homogénes des points d’un espace linéaire Sya N
dimensions, aux surfaces du systéme {F} correspondront les pomts
d’une variété algébrique V,, a r dimensions, de S,. Le systéme {F}
sera dit réductible ou irréductible suivant que la variété V, est
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réductible ou irréductible. Un systeme algébrique {F } peut donc étre
réductible en parties de dimensions différentes (1), I'un au moins
des systemes partiels ayant la dimension r. Si un systéme {F} est
irréductible, les N + 1 coefficients homogenes de I'équation de la
surface F génératrice du systéme sonl proportionnels & des fonctions
rationnelles, entiéres et homogénes de r -+ 2 parametres yo, ¥, - - «»
%144 liés par une relation

f(}'(la)'lv cers Yik1) =0,

ot f est un polynome homogéne irréductible.

2. Systemes linéaires. — Un systeme algebrique {F} d’indice
v=1 est appele syst¢éme linéaire et est represent¢ par |F|. Les
systémes linéaires de dimensions r =1, » sont respectivement appelés
faisceaux et réseaux.

Elant donné¢ un systéme linéaire | F | satisfaisant aux conditions
suivantes :

1° Il ne se compose pas de parties de dimensions différentes et est
par suite irréductible ;

2° La surface genérale du systéme ne contient pas de partie multiple;
il est toujours possible de trouver, et d’une infinité de maniéres, r 41
surfaces F,. F, ....F,, d’équations

Fo(zi, 24, £- x,)=0, Fi=o, ..., F,=o,
telles que toute surface du systéme soit représentée par I’équation
)oFo—r MEF i+ o+ )\, F, =o,
cette relation n’étant vérifiée identiquement pour aucun systéme de
valeurs non toutes nulles des A. Les surfaces Fo, F,, ..., F, sont
linéairement indépendantes.

Si on laissait tomber la seconde condition, la surface générale du
systéme pourrait s’écrire sous la forme

()uofo+ )\|f|+. .ot )\,-ﬁ)h= 0.
3. Base d’un systéme linéaire. — Un point commun a toutes les

surfaces d’un systéme linéaire | F' | est appelé point-base de ce systéme.
Les points-base du systeme | F | peuvent étre en nombre fini ou infini.
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S’il existe oo’ points-base, ils forment une surface algébrique qui
fait partie de toutes les surfaces du systeme | F . Ecartons ce cas; les
points-base de | F | se distribuent en points d’une ou plusicurs courbes
appelées courbes-base et en points-base isolés. L’ensemble des
courbes-base et des points-base isolés constitue la base du systéme.

Soit | F| un systeme linéaire de surfaces d’ordre m de base g. S'il
n’existe aucune surface d’ordre m se comportant comme les surfaces F
cn tout point de la base g et n’appartenant pas a | F|, ce sytéme est
dit complet par rapport & la base g.

4./ Points multiples des surfaces d’un systeme linéaire. — La
surface genérale d’un systeme linéaire

YoFo+ 1 F i+ - ),F,=o0

ne peut avoir de points multiples variables en dehors de la base.
D’une maniére précise, Bertini [15,1] a démontré que si la surface
générale d’un systéme linéaire posséde un point multiple variable
d’ordre s, le lieu de ce point est une courbe-base multiple d’ordre
s —1 pour les surfaces du systéme.

5. Systémes linéaires composés. — Soit |F| un systeme linéaire
de surfaces d’ordre m, dépourva de composante fixe, c’est-a~dire
dépourvu d’une surface fixe commune a toutes les surfaces du systéme.
Quatre cas peuvent se présenter :

1° Les surfaces I passant par un point arbitraire ont en commun
? points formant, nécessairement, une surface algébrique ®. La
surface @ varie dans un faisceau et chaque surface F se compose d’un
certain nombre de surfaces ®@. Si le faisceau |®| est représenté par
I'équation
Fofo T — 0,

le systéme | F' | est représente par une équation de la forme
Mofo(20, #1) +Mfi(00, 01) = = 7, fi (0, 01) = 0.

les f étant les formes binaires. Le systeme | F'| est composé au moyen
du faisceau | ®|.

2° Les surfaces F passant par un point arbitraire ont en commun
o' points (en dehors de la base) formant nécessairement une courbe
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algébrique C. Il existe »? courbes C formant une congruence linéaire
(d’indice un) et toute surface F contient o' courbes C. Si les courbes

C sont représentées par
Po_ ¥ %2

Bo B M
'equation de | F | peut se mettre sous la forme
Yofo(90, 1, 22) + 2 1f1(R0, #1, ©2) + .ot = K fr(B0, o1, 82) =0,

les f étant des formes ternaires. Le systéme | F | est composé au moyen
de la congruence des courbes C.

3° Les surfaces F passant par un point arbitraire passent en consé-
quence par un cerlain nombre fini de paints, en dehors des points-
base. Ce cas ne peut se présenter que si 2> 3. Il existe «o* groupes de
points tels qu’un point de I'espace n’appartient en général qu'a un
seul de ces groupes. Ces groupes forment ce que I'on appelle une
involution ; chaque surface F contient o groupes de I'involution et
le systéme | F| est composé au moyen de I'involution.

4° Les surfaces F passant par un point arbitraire de 'espace n’ont
en commun aucun autre point en dehors de la base. C’est le cas
général et il ne peut se présenter que si r > 3. Le svstéme |F | est dit
simple.

Bertini [15. I] a demontré que st la surface générale d’un sys-
téme linéaire est réductible, le systéeme admet une composante
JSize ou est composé au moyen d’un faisceau (les deux cas pouvant
d’ailleurs se présenter simultanément).

Un systéme linéaire dont la surface générale est irréductible est
dit irréductible. Cette dénomination peut préter a confusion, maison
conviendra de ne considérer que des systémes linéaires ne comprenant
pas, comme partie, un systéme linéaire de dimension moindre (cf.

n’2).

6. Caracteres d’un systéme linéaire. — A coté de la dimension
d’un systéme linéaire | F|, s’iniroduisent d’autres caractéres :

1° Le degré ; nombre de points communs  crois surfaces du systéme
n’appartenant pas a un méme faisceau, en dehors de la base.

Les systémes composés au moyen d’un faisceau ou d’une congruence
sont de degré zéro. Bertini [17, 1] a démontré que cette propriété est
caractéristique.
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2° Le genre curviligne : genre de la courbe intersection de denx
surfaces du systéme, en dehors de la base.

3° Les genres superficiels : genres arithmétique, géométrique,
linéaire et plurigenres de la surface générale du systeme.

7. Systémes lineaires réguliers et surabondants. — Considérons
un systeme linéaire | F | de surfaces d’ordre m, complet, ayant une
basc déterminée g. Castelnuovo [31]a démontre qu’il existe un entier
positif [ tel que, pour m > [, la dimension r de | F| est donnée parla
formule

(1) 1= ("1:3)—l-—l.m.+/\',

k et k' ¢tant des constantes qui ne dépendent que de la base g et des
singularités des surfaces F aux points de g, mais nullement de I'ordre
m > [ de ces surfaces (k ne depend que des courbes-base, A" dépend
des courbes-base et des points-base isolés). Si 'on appliqut la formule
précédente pour une valeur quelconque de n2, on trouve un nombre p
qui peut étre inférieur a la dimension effective du systeme | F|. On
est donc conduit a considérer la dimension effective r d’un systeme
| F | et sa dimension virtuelle p (Sr). La quantité r—p est appefée
surabondance du systeme ; celui-ci est dit régulier si sa surabon-
dance eslL nulle, surabondant dans le cas opposé.

Le théoreme de Castelnuovo affirme simplement que pour m suffi-
samment grand, le systéme |F | est régulier. L’étude des systemes
surabondants de surfaces n’a pas encore été faite; il conviendrait
nolamment de rechercher la valeur limite /. Au sujet de ces questions,
on pourra consulter, outre le Mémoire de Castelnuovo, le Traité de
Picard et Sumart (VII), un travail de Légaut [118] et une note
récente de B. Segre [173].

8. Courbes et surfaces fondamentales d’un systéme linéaire. — On
appelle courbe fondamentale d’'un systeme lindaire |F| toute
courbe qui n’est pas rencontrée, en dehors de la base, par la surface
générale du systeme. 1l en résulte que les o'~ surfaces F passant par
un point d’une courbe fondamentale choisi en dehors des points-base,
contiennent cette courbe.

Les courbes fondamentales d’un systéme | F | peuvent étre isolées
ou engendrer des surfaces.
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On appelle surface fondamentale d’un systeme linéaire |F| une
surface qui n’est pas rencontrée, en dehors de la base, par la surface
générale du systéme. Il en résulte qu’une surface fondamentale fait
partie de oo ' surfaces du systéme | F |.

On donne également le nom de surface fondamentale a une surface
lieu de ' courbes fondamentales, mais les proprietés d’une telle
surface sont distinctes de celles de la surface fondamentale définie plus
haut et que nous appellerons surface fondamentale proprement dite.

9. Systéme jacobien. — Soit | F' | un systéme linéaire de dimension
r>3, de surface F d’ordre m, qui ne -oit pas composé au moyen d’un
faisceau ou d’une congruence. Désignons par F, la jacobienne, d’ordre
4(m —1), d’un systéme linéaire o' tiré de |F|. Les différentes jaco-
biennes F, appartiennent a un systéme linéaire | F, | appelé jacobien
du systéme | F|.

La base du systeme |F,| comprend celle du systéme |F|, car en un
point-base de |F |, multiple d’ordre s pour les surfaces F, les jaco-
biennes F, ont une multiplicité au moins égale a 4s — .

Une courbe fondamentale de |F| appartient aux jacobiennes F,,
car la jacobienne d’un systéme linéaire o' est également le lieu des
points tels que les «o* surfaces passant par un de ces points ont une
tangente commune.

Si le systéme | F| posséde une surface fondamentale proprement
dite @, tout systéme linéaire oo’ tiré de | F | possede ® comme surface
fondamentale et cette surface fait partie comme surface double de la
jacobienne, ou ce systéme possede ® comme composante fixe et cette
surface fait partie de la jacobienne comme surface quadruple. II en
résulte qu’'une surface fondamentale est une composante fixe du
systéme jacobien |F, | et que, s’il Yagit d’une surface fondamentale

proprement dite, elle doit étrecomptée deux fois comme composante
fixe.

10. Systémes homaloidaux. — On appelle systéme linéaire homa-
loidal un systéme linéaire de degré un. Il résulte de cette définition
qu’un tel systéme a la dimension trois et est simple. Les surfaces d’un
systéme linéaire homaloidal | F'| sonl rationnelles et les intersections
variables de deux surfaces F sont des courbes rationnelles.

Les surfaces d’un systéme homaloidal | F'| passant par un point de
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la jacobienne F, de ce systéme ont en ce point une tangenle commune.
Cette circonstance ne peut se présenter que siles surfaces en question
ont une courbe ou une surface en commun, passant par ce point. Il
en résulte que la jacobienne d’un systéme homaloidal est formée des
surfaces fondamentales de ce systéme, les surfaces fondamentales
proprement dites étant comptées deux fois.

CHAPITRE 1L

TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES.

11. Transformations rationnelles. — Soient z,, z,, £;, &, les
coordonnées projectives homogénes d’un point # d’un espace X ; z',
&y, &, &, celles d’'un point #' d’un espace 2. Considérons les
équations

(1) Hiraryiahiay=fien caoae rgl frlfo 0

S fas [s, [ étant des formes de degré » > o, sans faclteur commun.
A un point z de X, les équations (1) font correspondre un point ./
de X', variable avec le point z.

Si le systéme linéaire | F'| formé par les surfaces

(2) Mfhi+lfit i f =N fo=0,

est composé au moyen d’un faisceau |® |, lorsque le point z décrit
une surface @, le point &' reste fixe. Les points de 2’ correspondant
aux points de 2 forment donc une courbe.

Si le systéme |F| est composé au moyen d’une congruence, les
points de X' correspondant aux points de % forment une surface.

Nous supposerons que ces deux cas ne se présentent pas, il sera
alors toujours possible de choisir le point = de maniére a obtenir, par
les formules (1), un point z' arbitrairement choisi. 11 v a en effet une
projectivilé entre les surfaces (2) et les plans

MLy~ 72Xy F ALy — Ay =0

de X'. Aux plans de X' passant par un point .’ correspondent les
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surfaces F' d’un réseau et le point z' est I’homologue de chacun des
points-base de ce réseau qui n’appartient pas a la base de |F|.

Si m est le degré du systéme | F' |, les formules (1) définissent donc,
sous les hypothéses faites, une correspondance rationnelle (m, 1)
entre les points de X. X',

12. Eléments fondamentaux. — Soit O un pont-base du systéme
| F|. Considérons une droite p passant par O sans y toucher toutes
les surfaces F et soit P un point de p, distinct de O. Les surfaces F
passant par P forment un réscau ; a ce réseau correspond dans X’ une
gerbe de plans dont le sommet P’ est bien déterminé. Faisous tendre
P vers O sur la droite p : deux cas peuvent se présenter :

1° La surface F a, au point O, un céne langent variable avec la
surlace. Alors, le réseau des surfaces I passant par P a pour limite
le réseau des surfaces F tangentes a p en O. Le point P’'a pour limite
un point O’ bien déterminé, sommet de la gerbe de plans de 2 homo-
logue de ce dernier reseau. Lorsque la droite p décrit la gerbe de
sommet O, le point O’ décrit une courbe ou une surface, appelée
courbe ou surface fondamentale associée au point O.

2° Les surfaces F ont en O un cone tangent fixe. Si s est la multi-
plicité de O pour les surfaces F, le réseau des surfaces F passant par
P a pour limite le réseau des surfaces F ayant la multiplicité s +1 en
O. A ce réseau correspond dans X' une gerbe de sommet O’ bien
délerminé, limite du point P'. Lorsque la droite p varie dansla gerbe
de sommet O, le point O’ reste fixe. Les points O, O’ sont des points
Sfondamentaur associés.

13. Transformations birationnelles. — Supposons le systeme |F |
homaloidal (m = 1). Nous obtenons ainsi entre X, X' une correspon-
dance birationnelle, c’est-a-dire rationnelle dans les deux sens. On
dit aussi correspondance crémonienne, du nom du fondateur de la
théorie, Cremona.

Une transformation birationnelle est donc obtenue c¢n rapportant
projectivement les plans d’un espace X' aux surfaces d’'un systéme
homaloidal |F | de 2. Actuellement, les ¢quations (1), résolues par
rapport aux z, donnent

(3) 'tl:‘”.’:'l'llrx»‘i:fl(rl:‘l"b ', ”A):flﬂrf’l:flln
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les fonctions f', ', f4, f, ¢étant des formes de degré n'>1, sans
facteur commun. Les surfaces F', d’¢quation

ML+ N i+ N fi=o

forment un systéme homaloidal |F’'|, rapporté projectivement aux
plans de 2.

Soient &, », deux plans de 2', F,, F, les surfaces correspondantes
de |F|. Aux points de la droite &), correspondent les points de la
courbe C commune aux surfaces I, F., en dehors dela base de | F|.
Une surface I’ coupe la droite & &, en n' points, donc le plan corres-
pondant dans & coupe C en »' points el & une droite de 2’ correspond
donc dans X une courbe d’ordre »'. De méme. a une droite de 2
correspond, dans X', une courbe C' d’ordre n.

Les nombres n, n' sont les indices de la transformation bira-
tionnelle et celle-ci peut éire représentée par le symbole @, ,.

La plus simple des transformations birationnelles est ’homogra-
phie ; elle est dépourvue de points fondamentaux et cette propriété
est caractéristique.

14. Courbes fondamentales. — Les points d’une courbe-base du
systtme |F| sont fondamentaux pour la transformation biration-
nelle ® et la courbe est appelée fondamentale pour la transfor-
mation. ’

Soient I une courbe-basc de | F|. s sa multiplicité pour les surfaces
F. Supposons que les plans tangents aux surfaces F en un point de T
ne soient pas tous fixes. Considérons un point O de I, ordinaire, et
soient ¢ la tangenle 4 T en O, 7 un plan passant par ¢ qui ne soit pas
tangent en O a toutes les surfaces de | F|. Les surfaces F tangentes en
O au plan  forment un réseau auquel correspond dans 3’ une gerbe
de sommet O'. Ce point est ’homologue, dans @, des points du plan
7, infiniment voisins de O. Lorsque le plan 7 tourne autour de ¢, le
point O’ varie nécessairement et décrit unc courbe I", courbe fonda-
mentale associée a O. Mais lorsque le point O décrit la courbe T, la
courbe I' peut varier et engendrer une surface fondamentale associée
aT, ou bien elle peut rester fixe. Dans le premier cas, on dit que T
est une courbe fondamentale de premiére espéce. dans le second cas,
qu’elle est de seconde espéce.
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Envisageons maintenant le cas ou les plans tangents aux surfaces F
en un point de T sont fixes. Il existe alors, comme nous I’avons vu,
un réseau de surfaces F ayant la multiplicité s + 1 en un point O de
T et a ce point est associé un point fondamental O'. Le point O’ corres-
pond aux points de 2 infiniment voisins de O. Lorsque le point O
décrit T, le point O’ peut varier et décrire une courbe fondamentale
associée a T, ou bien rester fixe. Ces circonstances n’ont pas été
étudiées.

Supposons que les surfaces F aient un plan tangent fixe <, en O,
les autres plans tangents aux surfaces F en ce point étant fixes ou
variables. Fixons I'attention sur une surface F générale, soit Fy, et
coupons par un plan m passant par'O mais non par ¢. Une branche ¢
de la courbe (F,, ), d’origine O, tangente a 7, en ce point, a un
conlact d’un certain ordre h avec les surfaces F. Les surfaces F ayant
en O un contact d’ordre i + 1 avec la branche ¢ forment un réseau
auquel correspond, dans X', une gerbe de sommet O;. Le lieu du
point O, lorsque lc plan @, la surface F, et enfin le point O varient,
donnera un élément fondamental de la transformation ©. Les
recherches effectuées sur cette question par Godeaux [90] dans des
cas particuliers assez étendus en montre I'extréme complexité.

Nous dirons qu’une courbe fondamentale I' est ordinaire lorsque
les surfaces F n’ont aucun plan tangent fixe en un point général de
cette courbe.

15. Courbes fondamentales ordinaires de premiére espéce. —
Supposons que la courbe T, d’ordre v, multiple d’ordre s pour les
surfaces F, soit fondamentale ordinaire de premiere espece. A chaque
point O de T est associée dans ' une courbe fondamentale T' qui,
lorsque O décrit T, engendre une surface fondamentale @'. Sur cette
surface, les courbes I" forment un faisceau et ces courbes sont
rationnelles. La surface @' est donc birationnellemenl équivalente a
une surface réglée dont le genre est celui de la courbe T.

Les surfaces F' coupent la surface @', en dehors de la base de | F'|,
suivant v courbes I'. Les surtaces F' passant par un point de @
distinct des points-base de |F'|, contiennent la courbe I" passant
par ce point et correspondent aux plans de X passant par le point O
de I homologue de cette courbe T".

A une droite passant par un point O de I' correspond dans X' une
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courbe C' formée de la courbe 1" associée a O et d’une courbe G,
variable avec la droite, d’ordre n — s ; les courbes I' sont donc
d’ordre s. '

Siv' est ordre de la surface @', les courbes C s’appuient en ¥/
points variables sur la courbe T.

16. Courbes fondamentales ordinaires de seconde espéce. —
Supposons maintenant que la courbe T', associée au point O de T,
reste fixe lorsque O décrit T

Aux plans de 2' passant par un point O’ de I' correspondent, dans.
2, des surfaces F, formant un réseau, ayant en chaque point O de T
un certain nombre X (21) de plans tangents fixes t,, 7,, . . .,72. Lors-
que le point O’ décrit la courbe I'. le groupe des 2 plans tangents
fixes en chaque point de I' engendre une involution g} d’ordre A et de
dimension un, dans lc faisceau des plans tangents a T au point consi-
déré. Il en résulte que la courbe I' est rationnelle. De plus, siv' est
P'ordre de la courbe I, on a &v'=35.

Considérons une droite p' passant par un point O'de I'. Aux plans
passant par p'.correspondent, dans X, des surfaces F formant un
faisceau et sc raccordant suivant A nappea le long de I'. En d’autres
termes, ces surfaces ont en commuun % courbes simples, infiniment
voisines de T et, en dehors de la base de ||, elles se rencontrent
suivant une courbe C, d’ordre n'— 2y qui, avec les % courbes infini-
ment voisines de T' considérées, forment une courbe C. Par suite, la
courbe I est multiple d’ordre Av = s’ pour les surfaces F': elle appar-
tient a la base de | F'I.

Les surfaces F rencontrent la courbe G, en un point variable, mais
celles qui correspondent aux plans passant par O’ ne peuvent plus
rencontrer cette courbe C,. La-courbe C, doit donc s’appuyer sur T
en un certain point O et les surfaces F homologues des plans passant
par O’ doivent toucher G, en ce point O. Dans la correspondance
birationnelle entre la droite p' et la courbe C,, les points O', O sont
homalogues. Aux surfaces F' touchant en O’ le plan <’ tangent a I" et
contenant p', correspondent dans X les plans passant par O. On en
conclut que la courbe I st fondamentale ordinaire de seconde espéce
pour 8. On peut alors, en partant de I, répéler le raisonnement fait
plus haut en partant de T. On supposera qu’aux plans de 2 passant
par un point O de T correspondent dans 2’ des surfaces F' avant, en
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chaque point de I, }' plans tangents fixes. On aura donc A'v =¥/,
doudr=1".

Les courbes C (ou C') ne peuvent s’appuyer sur la courbe I' (qu ¥¥)
qu’en un certain nombre de points fixes.

Les courbes fondamentales ordinaires ont été étudiées par Cremona
[42, 44]; cependant, Cremona n’avait considéré les courbes de

seconde espece que dans le cas A = 1. C’est Montesano [146] qui a
fait observer que 'on pouvait avoir 7 _> 1.

17. Points fondamentaux isolés. — Un point fondamental sera dit
isolé lorsqu’il n’appartient & aucune courbe fondamentale ou que,
appartenant a une ou plusieurs courbes fondamentales, il présente,
pour les surfaces F, une singularité différente de celle présentée par
un point général de cetie ou de ces courbes fondamentales.

Une premiére classification des points fondamentapx isolés peut
étre faite en se basant sur la nature du systéme des cénes tangents
aux surfaces F en ce point. Quatre cas peuvent se présenter :

1* Ces cones forment un systéme linéaire o , présentant éventuel-
lement une composante fixe, les parties variables des cénes étant
irréductibles;

2" Ces cones forment un reseau ayant éventuellement une compo-
sante fixe, les parties variables étant irréductibles;

3* Ces cones onl une composante fixe et les parties variables sont
composées au moyen des cones d’un faisceau:

4" Les surfaces F ont, au point considéré, un cone tangent fixe.

Nous dirons que le point O est fondamental ordinaire lorsque le
premier cas se présente et qu’il n’existe aucun cone fixe tangent a
toutes les surfaces F en ce point. Plagons-nous dans ce cas. Les
surfaces F tangentes en O a4 unc droite p forment un réseau auquel
correspond dans X' une gerbe de sommet O'. Le point O' correspond
au point infiniment voisin de O sur la droite p. Lorsque p varie dans
lagerbe de centre O, le point O’ varie et décrit une surface rationnelle
A, surface fondamentale associée @ O. A un plan passant par O
correspond, dans X', une surface F’ formee de la surface A’ et d’une
surface F,, variable avec le plan considéré. Si s est la multiplicité du
point O pour les surfaces F, a une droite passant par O correspond
dans X' une courbe C', d’ordre n — s, partie variable de 'intersection
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de deux surfaces F',. Une courbe G/ rencontre la surface A’ en un seul
point en dehors de la base du systéme |F'|. Une surface F' passant
par un point de A’ en dehors de la base de |F'! est 'homologue d’un
plan passant par O et comprend donc A’ comme partie. La surface A’
est donc une surface fondamentale proprement dite du systéme | F'|
et elle intervient deux fois dans la jacobienne du systeme |F'|.

L’ordre de la surface A’ est egal a la multiplicité du point O pour
les courbes C.

Nous ne poursuivrons pas I’étude des points fondamentaux non
ordinaires, elle présente d’ailleurs de réelles difficultés. Un certain

nombre de cas ont été lobjet de recherches intéressantes de
Burniat [23].

18. Exemples de transformations birationnelles. — Les transforma-
tions birationnelles de l’espace ont été étudiées en premier lieu par
Cremona [ 42, 44], Cayley [32] et Neether [155], qui ont considéré
de nombreux exemples.

Si l'on part d’un systéme homaloidal de quadriques (2= 2), les
cas suivants peuvent se présenler :

1° Quadriques passant par un point et par une conique. Onan'= 2.
Ces transformations jouent un réle important dans 1’élude des points
singuliers des surfaces algébriques et nous les considérerons plus loin;

2° Quadriques passant par une droile et par trois points. Onan'=3
et les surfaces F’ sont les surfaces cubiques ayanl une droite double
fixe et trois droites simples fixes s’appuyant sur la droite double;

3° Quadriques passant par quatre points et ayant méme plan tan-
gent en un de ces points. On a n’'=4 et les surfaces ', d’ordre 4,
passent doublement par les arétes d’un triedre et simplement par une
conique s’appuyant sur les trois droites doubles.

Bornons-nous a signaler un quatrieme exemple. Si 'on considére
entre 2, ¥/ trois réciprocités n’appartenant pas a un méme faisceau,
les couples de points conjugués par rapporl a ces trois réciprocités se
corvespondent dans une transformation birationnelle d’indices 3,3.
Dans chacun des espaces, le systeme homaloidal est formé des sur-
faces cubiques passant par une sextique de genre 3.

19. Procédés de détermination des transformations birationnelles,
— Plusieurs méthodes permettant de déterminer les transformations
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birationnelles ont été proposées; nous en indiquerons deux, une troi-
sieme sera indiquée plus loin.

Cremona |42, 44] ramene la question a la détermination des
réseaux homaloidaux de courbes planes. Reprenons le systéme homa-
loidal | F |, formé de surfaces d’ordre 7 et soit 'y une de ses surfaces.
La surface F, étant rationnelle, admet une représentation point par
point sur un plan @; supposons connue cetle représentation. Aux
sections planes de I, correspondent, sur ©, des courbes L d’un cer-
tain ordre [, formant un systéme linéaire, o', [L|. Les surfaces
d’ordre n découpent sur Fy des courbes d’ordre n? représentées sur
le plan @ par les courbes du systéme | L |. Les surfaces F découpent,
sur Fo, en dehors de la base de | F|, un réseau de courbes de degré
un; a ce réseau correspond, sur @, un réseau homaloidal | K|. A la
base du systeme |F| correspond sur @ une courbe ou un ensemble
de courbes D (et éventuellement quelques points fixes, communs a
toutes les courbes K)). Les courbes K -+ D doivent appartenir au sys-
téme | nL|. Cela ¢tant, on choisira sur @ un réseau homaloidal |K |,
form¢ de courbes d’ordre m<l et Pon déterminera la courbe
D =|nL — K]|. Il restera alors a déduire de D la base du systéme | F |.
On congoil que ce procédé¢, d’application facile pour les petites
valeurs de n(n = 2,3), se complique tres rapidement.

Un second procédé fail intervenir les hyperespaces. Considérons,
dans un espace linéaire S, a r dimensions, deux espaces a trois
dimensions £, X'. Supposons que I'on connaisse, dans S,, un systéme
'3 d’espaces linéaires o, & r — 3 dimensions, tel que par un
point de S, ne passe en général qu'un seul espace o. Par un point de
2 passe un espace ¢ qui coupe X' en un point, et inversement. On
obtient donc une transformation birationnelle entre X et 2. On
concoil que ce procédé, qui a été utilisé par Carrone [ 29] et Perazzo
[165], est d’une application assez limitée.

20. Transformations de Jonquiéres. — Les transformations bira-
tionnelles du plan qui conservent un faisceau de rayons ont 6té con-
siderées par de Jonquieres et portenl son nom; elles jouent un réle
dans la théorie des groupes continus de transformations. Il en est de
méme de certaines transformations de 'espace généralisant les pré-
cédentes.

On appelle transformation de Jonquiéres de I'espace une transfor-
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mation birationnelle qui conserve soit un faisccau de plans, soit une
congruence linéaire de droites.

Soient @ une droite de 2, a' une droite de %', ® une transforma-
tion birationnelle d’indices n, n' faisant correspondre a un plan «
passant par @, un plan o« passant par a'. Les faisceaux de plans
d’axes a, @' sont projectifs. A la droite @ est associée une surface fon-
damentale d’ordre »'— 1 et a la droite @', une surface fondamenlale
d’ordre n — 1. Deux plans homologues a, a' sont liés par une corres-
pondance birationnelle, les systémes homaloidaux de cette transfor-
mation étant découpés sur ces plans par les surfaces F, .

Soient maintenant § une congruence linéaire d¢ % et §' une con-
gruence linéaire de 2'; 9 une transformation birationnelle faisant
correspondre a une droite de G, une droite de §'. Les surfaces F
doivent rencontrer les droites de § en un seul point en dehors des
lignes singulieres de cette congruence et les surfaces F’ se comportent
de méme vis-a-vis de G'. Entre les droites de G, G/, 6 détermine une
correspondance birationnelle T dont les propriétés sont analogues a
celles des correspondances birationnelles entre deux plans et s’en
déduisent facilement.

Lorsquc les congruences §. §' sont des gerbes de rayons de som-
mets A, A/, les surfaces F, d’ordre 7, ont la multiplicité n —1 en A
ct les surfaces F', d’ordre »/, la multiplicité »'— 1 en A'; ces surfaces
sonL donc des monoides et la transformation de Jonquieres obtenue
porte le nom de transformation monoidale. De telles transformations
onl été étudiées par De Paolis [51 .

Des transformations de Jonquieres pour lesquelles les congruences
G, G’ ont une ou deux courbes singuliéres (sysiéme des cordes
d’une cubique gauche, systeme des droites s’appuyant sur une droite
ot sur une courbe d’ordre m rencontrant la droite en m — 1 points)
ont ét¢ étudides par Godeaux [88].

21. Transformations birationnelles réguliéres. — Une transforma-
tion birationnelle est dite réguliére lorsque ses points fondamentaux,
ses courbes fondamentales de premiére et de seconde espéce, dans
les deux espaces, sont tous ordinaires. L’étude des transformations
réguliéres a été poussée assez loin et nous allons résumer les résultats
obtenus.

Considérons, entre les espaces X, X', une transformation biration-



LES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES DE L’ESPACE. 17

nelle réguliére O d’indices , n'; soient | F |, | F'| les systémes homa-
loidaux, G, C' les transformées des droites. Nous supposerons que @
posséde, dans X, h points fondamentaux O,, O,, ..., O; auxquels
sont assocides, dans X', les surfaces.fondamentales (proprement dites)
Q,Q,, ....Q; k courbes fondamentales de premiére ecspéce v,.
725 - - ., yx auxquelles sont associées, dans X', les surfaces fondamen-
tales @), @,, ..., ®;; ! courbes fondamentales de seconde espéce 9,
8s, ..., 0y ayant pour associées, dans X', les courbes fondamentalés
de seconde espéce 4, 8, ..., d;. De méme, dans X', on supposera
qu’il existe &' points fondamentaux O,, O,, ..., O et A’ courbes
fondamentales de premiére espéce y,, y,, ..., yx» et I'on désignera
par €, Q.. ..., &, ®,, ®,, ..., @, les surfaces fondamentales
assacides de X.

22. Propriétés des éléments fondamentaux. — Observons tout
d’abord que du fait que la transformation © est birationnelle, tout
point commun a deux courbes ou surfaces fondamentales de 'un des
espaces, est nécessairement fondamental.

Considérons deux points fondamentaux O;, O; et les surfaces fon-
damentales ;, ;. Nous désignerons par p,, p; les ordres de Q;, Q;
par r, r;; les multiplicités de O; pour les surfaces F, Q; et par r}, r},
les multiplicités de O; pour lés surfaces F', Q. Nous avons vu que les
courbes G ont la multiplicité p; en O; et les courbes C' la multipli-
cit¢ pj en O;. A un plan de 2 passant par O; correspond dans 3’ une
surface F’ formée d’une surface variable F; et de la surface Q); les sur-
faces F; découpent sur ;, en dehors dela base de | F' |, des courbes w;
d’ordre ri. Sur la surface 2, les courbes w; forment un réseau de degré
un; elles ont la multiplicité r;; en O;. De méme, aux plans de 2 pas-
sant par O; correspondent des surfaces F formées de Q; et de surfaces
variables I'; découpant sur ; des courbes w;, d’ordre r}, ayant la
multiplicité¢ r}; en O;. .

Considérons deux courbes fondamentales de premiére espéce y;,
v; et les surfaces ®;, ®; dont nous désignerons les ordres respective-
ment par ¢;, ¢;. Soient s;, s;; les multiplicités de y; pour les surfaces
F, ®;: s;, s, celles de y; pour les surfaces F', @, Aux points infini-
ment voisins d’un point de y; correspond une courbe fondamentale
I'; appartenant & ®; et d’ordre s;. De méme, a un point de y; est asso-
ciée une courbe fondamentale I';, d’ordre s;. appartenant a ®;. Une

MEVORIAL DFES SC MA\TI. — N° 67.
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courbe C s’appuie en g, points variables sur y, (et éventuellement en
certains points fixes. fondamentaux) et une courbe C' s’appuie en g,
points variables sur y). Les courbes T, s’appuient en o,, points variables
sur y, et les courbes I'; en g, points variables sur y,.

Envisageons maintenant le point fondamental O, et la courbe fon-
damentale de premiere espéce y,. Si p,, est la multiplicit¢ de O, pour
la surface @, les courbes w, s’appuient en p,, points variables sur ).
Si d’autre part s, est la multiplicité de la courbe y, pour la surface ;,
les courbes T, ont la multiplicité s, en O,.

23. Tableaux associés 4 une correspondance birationnelle réguliére.
— A la transformation birationnelle réguliére , supposée dépourvue
de courbes fondamentales de seconde espece, Montesano [149] associe
quatre tableaux, formés avec les ordres de multiplicité des courbes et
des surfaces considérées aux points fondmmentaux.

Formons un premier tableau A relatif aux surfaces F :

n r r, ry s s R 71
P Ty ' vee It S11 S . Sk
Q) L PR T st oo Phi Sk S . . Sk
g1 P4 Pn .. Pt %5y On eee G
qrr Pr1kr Pkt <o PRAY S1kr Cakr . . GLLr

Dans la premiére ligne sont successivement indiqués ’ordre de F
et les multiplicités des points O,, O,, ..., O et des courbes y,, yay ..., 7
pour cette surface. Dans les A’ lignes suivantes sont indiqués les
mémes nombres relatifs aux surfaces fondamentales Q,, ..., Q,;
enfin, dans les &’ dernieres lignes sont indiqués les mémes nombres
relatifs aux surfaces @,, ..., ®;.

Formons un second tableau B relatif aux courbes C :

’

’ r’ ’ ’

n py Pa e Py 9y 9> . - qq
, , P . .

ryory e oo The R 21 -ee Pl
’ ’ ’ ’ ’ ’

(B) C T Ty The cee Thh Phv Pha cee Py
. , , ,
L P T T TR AT T )

ese cee ce .o cee ces “en P

’ . ’ 3
Sk S Spa o eee Spa Spy S e Oy
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Leslignes sontsuccessivement relatives aux courbes G, w;, 04, .0, @y
Ty,-..., T\ et donnant successivement I’ordre, les multiplicités en O,
O,, .... Oy et les nombres de points d’appui variables sur les courbes
Pie Yas ooy Vi

On peut former les tableaux analogues concernant les surfaces T
et les courbes C'. Ces tableaux, A’, B’ sont respectivement identiques,
sauf le changement de lignes en colonnes, aux tableaux B, A.

Représentons par R,, le produit des premiers nombres de la i'*"°
ligne du tableau A et de la j**™ ligne du tableau B, diminué de la
somme des produits des ¢léments des mémes colonnes de ces deux
lignes. On aura par exemple

Ry=nn'—1np\—...—rp)—s1¢\—...— 514} -

En exprimant qu’une courbe G ne rencontre une surface F qu’en
un point en dehors de la base de | F|, on obtient Ry;=1. En expri-
mant que les courbes w,, ..., w,, Iy, ... I;,nc rencontrent une sur-
face F qui ne les contient pas qu’en des points fondamentaux et que,
de méme, les courbes C ne rencontrent les surfaces fondamentales
de X qu’en des points fondamentaux, on trouve

Ry, =o, R,=o0 (r=23, ...,k +k—+1).

Une courbe et une surface fondamentale ne se rencontrant qu’en
des points fondamentaux, on a

R, =0 (i?é./)

La considération des surfaces de 2 qui correspondent a des plans
passant par un point fondamental de X' conduit a

R,=—1 (t=2, ..., h+1).

S

Enfin, en considérant la courbe qui correspond dans X a une droite
s’appuyant sur une des courbes ¥\, ..., yi, on obtient

R,=—1 (i=h—+2, ..., h+k=+1).

Comme les tableaux A, B donnent les tableaux B/, A’ en interver-
tissant les lignes et les colonnes, si 'on désigne par R, les sommes
analogues aux R,; mais ou les lignes sont remplacées par les colonnes,
les nombres R; jouiront des mémes propriétés que les nombres R,;.
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Cela étunt, on a
Rk h+-k+1

R, =R, 2 Ry=—(l'+ k), 2 Ry = —{hot kY. -

i=2 i=2
La comparaison entre ces Lrois relations donne immédiatement
h+k=nr~+Fk.

Cd_mme les courbes fondamentales de seconde espéce sonl en méme
nombre dans les deux espaces, on voit que dans une transformation
birationnelle réguliere, les nombres d’éléments fondamentau.z'
dans les deux espaces sont égaux.

Les tableaux A, B sont carrés. Multiplions par i = {/—1 les termes
des premiéres colonnes de ces tableaux et faisons le produit ligne par
ligne des deux déterminants formés avec ces tableaux. Ce produitest
égal 4 'unité et comme ces déterminants sont des entiers, ils sont en
valeur absolue égaux a I'unité. '

24. Relation entre les genres des courbes fondamentales. — Cre-.
mona, pour établir que le nombre des points fondamentaux d’unc
correspondance birationnelle entre deux plans, est le méme dans ces
deux plans, a évalué le nombre des points doubles des courbes d’un
faisceau d’'un des réseaux homaloidaux. Pannelli [161] est arrivé au
méme résultat en évaluant de deux maniéres différentes le genre de
la jacobienne d’un des réscaux homaloidaux. L'extension de ces
méthodes aux transformations birationnelles de 'espace conduit a
évaluer le nombre des surfaces d’un faisceau pris dans |F|ou |F'|,
ayant des points doubles; ou le genre de la courbe jacobienne d’un
réseau de surfaces pris dans |F | ou |F'|; ou enfin les genres de la
jacobienne du systéme |F| ou |F'|. Pannelli a déterminé les rela-
tions que 'on.obtient en utilisant le troisiéme [161 ], puis le premier
procédé [162]. 11 obtient ainsi, par des calculs compliqués, les. for-

mules
Jh+fu—z—ov =4+ ju/— — v,

h+hk—Xo; =0+ L— Xz,

ou pest la somme des ordres des courbes fondamentales de 2, p le
genre de la courbe formée de toutes les courbes fondamentales'de 2,
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v le nombre des branches de ces courbes ayant pour origines les
points fondamentaux, p; le genre de la ™ courbe fondamentale y;
(les courbes 3 sont rationnelles); ', p', ¥/, p; ont des significalions
analogues dans X'.

D’aprés Montesano, on a Iz+ k==h'+k' et par suite : Dans
une transformation birationnelle réguliére, les sommes des
genres des courbes fondamentales dans: chaque espace, sont
sgales.

CHAPITRE Il

POINTS SINGULIERS DES SURFACES ALGEBRIQUES.

25. Transformations quadratiques. — La transformation biration-
nelle d’indice 2,2 la plus générale est obtenue en rapportant projec-
tivement aux plans de 'espace X' les quadriques passant par une
conlque 7 et par un ponnt O situé sur la comque.

Par un choix convenable de la figure de référence, les équations
de cette transformation peuvenl; s’écrire :

&y = (@11 Qo Lo~ 4323) L5,

P&y = (@1 Ty + Aga T2+ A3 3) T4,
.

oy = (dsy Ly —+ A3a &2+ A3323) T4,

pxhy = fa(ai, rey Z3)y

/s étant une forme du second degré et le déterminant | ay | n’élant
pas nul. On voit tout de suite que ces équations, résolues par rap-
port aux z, conserveront la méme forme. Aux plans de 2 correspon-
dent des quadriques passant par une conique y' et par un point O’
n’appartenant pas a y'. '

Des cas particuliers s’obtiendront en supposant la conique y dégé-
nérée, ou en supposant que le point O appartient & la-conique, les
quadriques ayant alors un plan tangent fixe en ce point. La conique y'
et le point O’ présentent alors la méme particularité.

Par exemple, les équations

A A N N N PR 2T T

d 3.

£

[ax)

Lol — gy

représentent une transformation obtenuc en partant du systéme de
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quadriques passant par la conique

.
xry=o, Z3— Lo Ly =0

et tangentes, au point (o, 0, 0, 1), au plan wy,=o. Les formules
inverses sont

Lyl Lyl oy =2\ ry LRl vy L2 — 2z,

et aux plans du premier espace («) correspondent les quadriques
passant par la conique

o 9 oo
z',=o, r2—2x'\r,=o0

et touchant le plan z, = o au point (o, o. o, 1).
Un autre cxemple est fourni par les équations

T X Xy L, =y ey ki ey re— Ly,

dont les inverses sont

Ty Ze L Xyt =22 L a2 a2y — 2\,

Les deux systémes homaloidaux sont formés de quadriques ayant
un contact du second ordre en un point fixe (o, o, 1, 0).

26. Une transformation quadratique particuliere. — Nous aurons
a uuliser la transformation

' U ’

BN S A N TR TR 7Y T K T 2 4

obtenue en rapporlant aux plans de X' les quad'riques de X passant
par le point O(o, 0, 0, 1) et touchant le plan z,=o le long de la
droite x4 = x, = 0. Les formules inverses ont exactement la méme
forme.

Aux points intiniment voisins du point O correspondent les points
du plan z, = o, plan fondamental associé¢ a ce point. En particulier,
au point infiniment voisin de O situé sur la droile zy = x, = o cor-
respond le point (o, 0, 1, 0). Les courbes fondamentales sont, dans
2, la droite z, =2, =o0 a laquelle correspond le plan z', =0 et
dans ¥/, la droite z; = 2, = o a laquelle correspond le plan fonda-
mental z, = o.

Passons aux coordonnées cartésiennes en prenant pour plan im-
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- propre dans X le plan 2, = o et dans 2’ le plan 2, = 0. Posons donc

. . , ,
zy Lo xy x x z
r ==, y == z ==, cz'= 4, y=7=2 3=
z, - zy Zy Ty 3. Ty

.

Les équations de transformation s’écrivent
(1) r=2z'7, y=yz, z=3.

Aux points infiniment vojsins de 'origine O dans X corresponden'l
les points du plan z'=o et en particulier un point infiniment voisin
de O sur I'axe des 5 correspond l'origine O’ dans 3.

Dans 2, le systéme homaloidal est formé de cylindres paraboliques
passant par l'origine; dans X', de cylindres hyperboliques.

27. Analyse des points singuliers des surfaces algébriques. — Une
surface algébrique F d’ordre 7, ayant la multiplicité s a Porigine des
coordonnées, a une équation de la forme

0s( 2, 3, 3)H+ G54 ( 2, ¥,y 3) ...+ 0, (xx, y: 3)=o,

les ¢ étant des formes algébriques en z, y, 5 dont le degré est indi-
qué par l'indice.
Le cone tangent en O & la surface F a pour équation

9s(x, ¥, 3)=o.

A la surface F, la transformation (1) fait correspondre une surface-
formée du plan z'= o compté s fois et d’une surface F' d’équation’

s (2, .)’, 1)+ 2o (X, ¥y 1) 4., .+ g/n—s ou(2'y 'y 1) =o.

Aux pomts de la surface F, infiniment voisins de O, correspondent
sur F' les points de-la courbe

(2) F=o, 9s( 2, ¥, 1)=0

qul avec la droite a l'infini du plan z'=o, comptée 2(n — s) fois,
'forme Dintersection de F' et du plan z'=o0, fondamental pour la
transformation (1).

S’il existe, sur la courbe (2), un pojnt P’ multiple d’ordre s
pour F', on a s'Ss et l'on conviendra de dire que le point P de F,
mﬁmment voisin de O, homologue de P’, est multiple d’ordre s’
pour F.

La courbe (2) peut comporter une partie d’ordre v muluple‘
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d’ordre s' pour F'. Aux points de cette courbe correspond sur F une
courbe infiniment petite d’ordre v, infiniment voisine de O, multiple
d’ordre s' pour F. Le cone tangent a F en O comprendra alors une
partic d’ordre v, multiple d’ordre s’ au moins. On aura d’ailleurs
vs'<s.

On pourra operer, sur la surface F’, une transformation quadra-
tique ayant pour point fondamental un point de la courbe (2), et
ainsi de suite. Ceci nous conduit aux considérations qui font 'objet
du paragraphe suivant.

28. Domaines des différents ordres d’'un point multiple sur une sur-
face algébrique. — Soit F une surface algébrique ayant en O la mul-
tiplicité s. Effectuons une transformation quadratique T ayant O
pour point fondamental; aux points infiniment voisins de O corres-
pondent, sur la transformée F' de F, les points d’une courbe 7/,
d’ordre s, située dans le plan fondamental associéa O. Effectuons une
seconde transformation quadratique T’ ayant pour point fondamental
un point Q) de y'; a F’ correspond une surface F” et aux points de F’
infiniment voisins de O correspondent les points d’une courbe
plane y" dont I'ordre est égal 4 la multiplicité s' de O', pour F'. Effec-
luons une Lroisiéme transformation quadratique T” ayant pour point
fondamental un point O} de v/, et ainsi de suite.

Aux points 0. 0, ... correspondront sur F des points Oy, O, ...
infiniment voisins successifs de O; O, sera multiple d’ordre s’ pour F
et Uon conviendra de dire que O, est multiple d’ordre s" pour F si s
est la multiplicit¢ de O’, pour F”, et ainsi de suite. On aura d’ailleurs

§25'25"2

Les pomts de F homologues des ponts de y'seront dits constituer
le domaine du premier ordre du point O sur la surface F. Les points
de F, homologues des points des courbes y' obtenus en considérant
tous les points de y'. constitueront le domaine du second ordre du
point O sur la surface F. On définira, d’une maniére analogue, les
domaines des troisiéme, quatriéme, ctc. ordres.

L’utilisation de transformations quadratiques successives permet
de fixer les multiplicités pour F des points des domaines des diffé-
rents ordres d’un point multiple de la surface. On sera ainsi conduit
4 une analyse des singularités des surfaces algébriques.
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Cest C. Segre [174] qui a le premier utilisé systématiquement ce
proc¢édé. On consultera également, sur cet argument, le Tome II de
I’Ouvrage d’Enriques-Chisini [TIT].

29. Analyse des points doubles d’une surface algébrique. — Pour
faire comprendre ce qui précéde, nous ¢tudierons succinctement les
points doubles d’une surface algébrique. Considérons donc la sur-
face F d’équation

@l 1, ¥, 3)+o3(r,) 3)+ . +oa(r,y, z)=‘0.

Trois cas peuvenl se présenter :

1° Le cone tangent ¢, = o est irréductible. O est un pownt double
conique et tous les points du domaine du premier ordre de O sont
simples pour F.

2° Le cone tangent se réduit a deux plans distincts. Le point O est
biplanaire et ’on peul poser, sans restriction, ¢, = xy.

3° Le cone tangent se réduit a un plan compté deux fois; le pomnt O
est uniplanaire et 'on peut poser, sans restriction, ¢, == y*.

Exammons le second cas. La transformation (1) fait correspondre

a F la surface
)+ de (e, v, +. =o.

Les droites 2#'= =0, y’=3=o0 sont certainement simples
pour F’; le point O' (2'= y'= 5'=0) est en général simple pour F'.
Il est précisément simple si ¢,(0. 0, 1) n’est pas nulle; le point O est
alors biplanaire ordinaire pour F. Si ¢3(0, 0, 1) = o, le point O’ est
double pour F' et le cone tangent & F/ en O’ a pour équation

£V 4+ 720, 0, 1)+ 3 (ar’'+ by") = o,

ax'+ by' étani les termes du premuer degré dans g, (2, 3, 1).

Le point O est biplanaire singulier sur la surface F. On remarquera
que si la droite = y = o rencontre la surface F en quatre points
confondus en O, ce point est biplanaire singulier. On pourra conti-
nuer I’6tude dans ce cas en effectuant, sur F/,la transformation

’ nun 4 " 4 "

a'=2"7, 1'="3 =7,

ot ainsi de suite.
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Passons au troisiéme cas. La surface F' a pour équation
Yoy, Y, 1) +...=o.

En général, la surface F’ touche le plan z'=o le long de la droite
¥'= 3 = o. Posons

0s(ay 3y 3) = 2340+ 2241 (), 3) + 2 a () 3) + 4 (s ),

les ¢ étant des formes binaires dont le degré est indiqué par l'indice.
Pour que la droite )= z'=o0 soit double pour la surface F’, il
faut et il suffit que I'on ait

bo= o, Y1 (o, 1) =o, Y2 (0, 1) = o, bs((0, 1) = 0.

Supposons en premier lieu que ces conditions ne soient pas réali-
sées. Le plan y» = o coupe I’ suivant une courbe dont les tangentes
a l'origine sont ¢3(. 0, 5) =o0. Nous pouvons supposer, sans res-
triction, que l'une au moins de ces tangentes coincide avec l'axe
des 5. Cela revient a supposer ¢,(0, 1) =o0. Nous aurons a consi-
dérer trois cas :

1° $a (0, 1) 5% 0. — L’axe Oz est une tangente simple de la section
de F par le plan = 0. Le point O, qui correspond, sur F’, au point
de F infiniment voisin de O sur Oz, est double conique pour F'. Le
cone tangent a I’ en O’ a pour équation

iy g [.xq; (o, 1)+—y q”] + z'2¢,(0,0, 1) =o.

® ¢,(o,1)=o0,¢,(0,1)520. — L’axe Oz ecst une tangente
double de I'intersection de F et du plan y =o. Le point O’ est double
biplanaire pour F'; les plans tangents a cette surface en O’ passent
par la droite y'=z'=o.
Dans I’¢quation de F', permutons 2’ et z'; elle devient

Y2 [33e+ 320 (', 1) + F 0, D+43(, )]+ 220,(3, Y, D)+ =

Opérons la transformation
xl’: -t,z’, ‘yf=y”zll’ zl= zﬂ
sur cette équation. Nous obtenons une surface F” d’équation
Y2 [ 3o+ 20 (¥ 3", 1) + Ay 2"+ an Y 5"
+ A3 Y33 @y Y E A Y]+ 2"y (3, Y, ) . =0,
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ou I'on a posé

da(y, 3)=ax y2+ a, ¥z + @ 3* (a@g2 = 0),
Yi(y, 3)=awy -+ a, )23+ anysi+ a3’ (a;y= o).

Le point O"(o, 0, 0) de F”, qui correspond au point infiniment
voisin de O' sur la droite 2'=y'= o, est double conique pour cette
surface, le cone tangent étant

Y43 (0, 1) + an y'] + 2"-34(0, 0, 1) =o.

!
3° ¢a(0, 1) =0, ¢y (0. 1) =0, Yy 2 0. — En reprenant les calculs
précédents, on voit que le point O” est double biplanaire pour F’, les
plans tangents a cette surface en ce point passant par la droite
x"= 0, y"=o0. Opérons, sur la surface F’, la transformation

=" ,_III’ P _ylllzlll, "= 3",

Nous obtenons une surface F” d’équation

"y

.y .t”’[z”"bo-'— V ~”I‘l-l‘ (‘ 0)+ +a3~,_y"']+.z'""w,,(z"' m mo I)""' =0,

pour laquelle le point O¥(o, o, o) est double conique.

L’analyse précédente nous montre donc qu'a un point double uni-
planaire d’une surface algébrique tel que le plan tangent en ce
point coupe la surface suivant une courbe ayant un point triple
au point considéré, est infiniment voisine une droite simple sur
laquelle se trouvent soit trois points doubles coniques, soit deux
points doubles dont l'un est conique et Uautre biplanaire tel
qu’'un point double conique lui fait suite, soit un seul point
double biplanaire auquel sont infiniment voisins successifs deux
points doubles dont le dernier est conique.

Enfin, un point double biplanaire auquel est infiniment voisine une
droite double est appelé tacnode. La section de la surface par le plan
tangent y = o a alors un point quadruple au moins en O.

30. Courbes multiples des surfaces algébriques. — Soit F une
surface algébrique d’ordre n possédant une courbe G multiple
d’ordre s. On peut analyser la singularité de la surface F le long de
la courbe C en opérant une transformation quadratique T ayant pour
point fondamental un point général de cette courbe. En conservant



28 LUCIEN GODEAUX.

les notations définies plus haut (n® 28), la courbe y' de la surface F’
se composera de s droites (distinctes ou non) passant par un méme
point O', qui sera multiple d’ordre s pour F’ el qui correspondra au
point de F infiniment voisin de O sur la courbe C. I.’existence d’un
point de la courbe ¥/, distinct de O, multiple pour la surface F',
entrainera l'existence d’une courbe multiple de la surface F, infi-
niment voisine de la courbe C et qui aura méme ordre que cette
courbe.

On peut également reconnaitre I'existence de ces courbes en con-
sidérant la section de F par un plan @, coupant C en un point O et
nc passant pas par la tangente a C en O. Il suffit d’opérer dans le
plan & une transformation quadratique planc ayant le point O pour
point fondamental. Cela revient a étudicr la singularité de O pour la
section de F par le plan .

Considérons par exemple le cas ou C est double pour F(s=2).
Si les plans tangents a F en un point général de C sont confondus, la
surface F possédera en général une courbe simple, infiniment voisine
de C. Mais si une tangente a F en un point géneral O de C. coupe
cette surface en quatre points confondus en O, la surface F possédera
une courbe double, ininiment voisine de C.

31. Droites multiples d’une surface algébrique. - l.’etude du voi-
sinage d’une droite 7, multiple d’ordre s d’une surface algebrique F,
peut se faire de la maniere suivante : Soient O,, O,, O, trois points
quclconques tels que le plan O, 0,0, ne passe pas par r. Rappor-
tons projectivement les quadriques passant par r, O,, O, O; aux
plans de ’espace. On obtient ainsi une transformation birationnelle
(n® 18). Aux plans fondamentaux O;0,0,0,r, O.r. Osr corres-
pondent des droites fondamentales ', r|, 1, 1}, les trois derniéres
s’appuyant sur la premiere. Aux points infiniment voisins d'un point
de la'droite r correspondent les points d’une droite s’appuyant sur
r, '), r,. Par conséquent, aux points infiniment voisins de r corres-
pondent les points de la quadrique Q' de directrices r\, ), r,. En
particulier, a ceux de ces points qui appartiennent a F correspondent
les points d'une courbe p' tracée sur cette quadrique. La courbe p' a
le méme ordre n que la surface F et rencontre en s points les généra-
trices rectilignes de Q' de méme mode que r'.

Ce procédé a été utilisé par Burniat [24].
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32. Points multiples des courbes gauches algébriques. — Soit C
une courbe algébrique gauche ayant. en un point O, la multiplicités.
Opérons une transformation quadratique ayant O comme point fon-
damental et soicnt @ le point fondamental associé a O, I la conique
fondamentale (évcntuellement réductible) située dans ce plan. Aux
points de C infiniment voisins de O correspondent s points du
plan &, que 'on peut toujours supposer, par un choix convenable de
la transformation, ne pas appartenir i la conique T. Si O est un de
ces points, multiple d’ordre s’ pour la transformée C’ de G, on a s'<s
ct le point infiniment voisin O, de O, homologue de O, sera dit
multiple d’ordre s pour C. On congoit que, de méme que dans le cas
des surfaces, on peut définir les domaines du premier ordre, du
second ordre, etc. du point O sur la courbe C et. par des transfor-
mations quadratiques successives, déterminer les multiplicités des
points de ces différents domaines pour la courbe C.

On peut également, comme I’a fait Halphen [98], utihser des
développements analogues aux développements de Puiseux pour les
courbes planes. On introduit ainsi le concept de branches d'une
courbe algébrique gauche; on donne ce nom a des développements

de la forme
r=ayt*t+ a, >t 4.

Vo= by 1% by 13 L,

3= Cybr4c T 4 L,

b

)

qui, pour ¢ suffisamment petit, définissent une branche de courbe
algébrique d’origine O (o, 0, 0).

Enriques [69, 3] est revenu récemment sur ces développements
pour en préciser la portée et montrer qu’ils permettent d’introduire
le concept de points multiples infiniment voisins tel qu’il a été obtenu
par les transformations quadratiques.

33. Intersection des courbes et surfaces algébriques. — Consi-
dérons une surface algébrique F et une courbe algébrique C ayant
respectivement en O les multiplicités 7, s. Le point O absorbe au
moins rs des intersections de F et de C et précisément rs si aucune
des tangentes a C en O ne touche la surface en ce point. Supposons
qu’il n’en soit pas ainsi; opérons une transformation quadratique T
ayant O comme point fondamental et soit @' le plan fondamental
associé. A F correspond une surface F' coupant »' suivant une
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courbe 7' et 4 C une courbe C' coupant w', en dehors de la conique
fondamentale. en s pointls dont quelques-uns appartiennent a y'. Si
un point O} de &' a les multiplicités ry, s, pour F', C/, il absorbe
au moins r,s, intersections et par suite le point O,, homologue
de O/, infiniment voisin de O sur F et C, absorbe au moins 7, s,
intersections. On peut passer, par des transformations quadratiques
successives, aux domaines des diff¢érents ordres de O et en conclure
que, dans 'évaluation du nombre des intersections de F et C absor-
bées en O, les points infiniment voisins successifs de O communs a F

et a G doivent étre comptés comme s’ils étaient des points au sens
ordipaire du mot.

CHAPITRE 1V.

LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE DE L’ESPACE.

34. Groupe principal. — Le produit d’une transformation bira-
tionnelle par une autre étant encore une transformation birationnelle
etlinverse d’'une transformation birationnelle étant égalemen! une
transformation birationnelle, les transformations birationnelles de
I'espace forment un groupe G. Ce groupe § est le groupe principal,
au sens de Klein, de la géométrie algébrique de I’espace.

On sait que le groupe analogue, dans le plan, est constitue a partir
des homographies et des transformations quadratiques, toute trans-
formation birationnelle du plan etant le produit d’un nombre fini de
transformations quadratiques et d’'une homographie. En ce qui con-
cerne I’espace, il reste encore a déterminer si le groupe des transfor-
mations birationnelles peut étre obtenu en partant de transformations
de certains types. C’est la une question difficile, a laquelle il faudra
probablement répondre par la négative.

35. Opérations sur les systémes linéaires de surfaces. — Revenons
tout d’abord sur la définition d’un systéme linéaire de surfaces donné
par sa base (n° 3). Donner la base d’un systeme linéaire de surfaces
algébriques |F|, c’est donner 'ensemble des points et des courbes
communs i toutes les surfaces du systeme, avec leurs multiplicités
pour ces surfaces el les multiplicités des points infiniment voisins qui
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doivent éventuellement étre communs a toutes les surfaces. Deux
surfaces du systéme doivent se comporter d’'une maniére identique
en tout point-base et dans les domaines successifs de ce point.

Cela étant, soient |F,|, |F,| deux systémes lindaires complets de
surfaces. On appelle somme de ces systémes et l'on représente
par |F,+ F,| le systeme complet qui comprend toutes les surfaces
formées d’une surface F, et d’une surface F,. Les surfaces du sys-
téme | F, + F,| sont en général irréductibles.

Désignons par n,, n, les degrés de |F,|. |Fs|, par m,, m, leurs
genres sectionnels, par py, p, leurs genres arithmétiques, par n,, le
nombre de points communs, en dehors des bases, a deux surfaces F,
et une surface F,, par n,, le nombre de points communs a une sur-
face F, el a deux surfaces F,, par n le genre de la courbe commune
a une surface F, et & une surface F,. Le degré du systéme
|Fy+ F,| est égal a

ny 4+ na+ 3(nye+ nay),

son genre sectionnel a
T+ T+ 2% + 2(Ra+ Ry ) — 3,

son genre arithmétique a
P+ P+ =

On déduit de ce qui précéde la définition des multiples
|2F|=|F+F|, . ., |AF|

d’un systeme linéaire.

Considérons maintenant deux systemes linéaires complets |F|, [F,|
et supposons l'ordre des surfaces F supérieur & celui des surfaces F,.
S'il existe une surface F qui, jointe a une surface F,, constitue une
surface F, le systéme complet |F,| sera dit la diftérence des sys-
témes | F |, | F,| et représenté par |F — F,|.

36. Systéme adjoint. — Nous avons défini plus haut ce qu’il fallait
entendre par systéme jacobien |F,| d’un systéme linéaire | F |, o® au
moins. Si m est Pordre des surfaces F, les surfaces du systéme |F,]
sont d’ordre 4m — 4. On appelle surfaces adjointes F’aux surfaces F,
quand elles existent, les surfaces d’ordre m — 4 définies par

|F| =|F,—3F]|.
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Pour obtenir les surfaces adjointes a une surface n'appartenant pas .
i un systéme linéaire oo* au moins, considérons le systéme | ® +Fi.
On a
[(®+F);| =|Fj|+4|®|=|2j+4|F|

le systéme [® | étant o au moins. On en déduit
|F+@|= |9+ F]|.

Cela étant, si @ est une surface n’apparlenant pas & un systéme
lindaire «® au moins, on fippeliera adjointes @' a @ les surfaces
F'+ ® — F (si elles existent).

Les adjointes a une surface passent s — 1 fois par une courbe mul-
tiple d’ordre s, ordinaire, de la surface el r— 2 fois par un point
multiple ordinaire d’ordre r. Elles découpent sur la surface le sys-
teme canonique de celle-ci.

A coté du systeme adjoint |F'| d’un ‘systéme linéairc, on peut
introduire le second adjoint | F”"|, form¢ des surfaces d’ordre m — 8
adjointes aux surfaces F' (systéme qu’il ne faut pas confondre avec
celui des surfaces bi-adjointes, d’ordre 2m -—8), le troisiéme
adjoint | F"|, formé des adjointes aux surfaces F’,

Les surfaces dépourvues de surfaces adjointes sont les surfaces.
rationnelles, les surfaces réglées ou contenant un faiscéan de courbes
rationnelles, certaines surfaces de genre géomélrique zéro, non
encore toutes déterminées, lelle que la surface du sixiéme ordre pas-
sant doublement par les arétes d’un tétraédre (surface d’Enriques).

37. Les systémes linéaires de surfaces et le groupe {. — A un
systéme lindaire | F | de surfaces, une transformation birationnelle T
fait correspondre un sysleme linéaire | F'[. Si parmi les points' et les
courbes fondamentales de la transformation T, se trouvent des points-
base et des courbes-base de | F|, les transformées des surfaces F
contiendront les surfaces fondamentales correspondantes: ces surfaces
seront des composantes lixes du systéme F, et 'on pourra convenir de
les retrqncher de ce systétme ou non. En général, c’est la premiére
gonvention que l'on adoptera et 'on désignera par |F'| le systéme
linéaire obtenu aprés suppression des composantes fixes ¢v entuelles;
ce systéme sera appelé le transformé de |F| par T. Les degrés etles
genres sectionnels des systémes | F |, | F'| sont égaux, mais les ordres
des surfaces F. F' sont en général différents.
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Il est, d’autre, part bien clair que les opérations d’addition et de
soustraction des systemes linéaires nc sont pas altérées par les trans-
formations du groupe §.

Considérons un systéme linéaire F|, ?, et sa jacobienne F,.
A une surface F possedant un point double en dehors de la base
de |F| et des points fondamentaux de T, correspond une surface F'
ayant un point double au point correspondant. Par suite, a la jaco-
biénne F, de | F| correspond la jacobiennc I, de |F'|. Il en résulte
qu’aux adjointes du systeme linéaire ||, T fait correspondre les
adjointes au systeme linéaire |F'|. Et ce résultat s’¢tend facilement
aux surfaces qui n’appartiennent pas a un systéme linéaire oo* au
moins. En d’autres termes, I'opération d’adjonction est invariante
vis-a-vis des transformations du groupe G.

Le fait que les jacobiennes F;, F', se correspondent résulte d’ail-
leurs du fait suivant : Si

! MSi(xy, 2, 23, 23) + Mo o+ A3 fs+ M fy=0
est ’équation de | F| et
Tyl @yl L m= 9y (&), XY, Ty, ) Pl @3l @
les équations de T—', on a

IS ) i fafsfr) ‘)(3‘1$z$3wt).

() razlyxy)  d(z 2ax32y) d (2| Th 2y &)

38. La représentation des systémes linéaires de surfaces par les
variétés a trois dimensions. — Soit |F| un b‘ystéme lindaire de
dimension r2>4, non composé au moyen d’un faisceau de surfaces
ou d’une congruence de courbes. Rapportons projectivement les sur-
faces F aux hyperplans d’un espace linéaire S, a r dimensions. Si

)‘OJO(TU Loy T3, -Z'A)+)\1.f|+...+ )\2f2= o

est I'équation de |F| et X, X,, ..., X, les coordonnées projectives
homogenes des points de S,, on pourra poser

(1) pX,:f,(.l‘”.Z‘:, T3, Z3) (i=0713°7 cees T,

p étant un facteur de proportionnalité. Les équations (1) définissent
une variété algébrique Vj, a trois dimensions, de S,, image du
systéme | F|.

Si | F'| est le systéme linéaire qu’'unc transformation birationnelle

MEMORIAL DLCS SC MATH, — N° 67 3
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fait correspondre a |F/|, ou, comme 'on dit briévement, si | F/| est
birationnellement identique a |F|. nous pouvoms. em partant
de |F|, définir une variété a troic dimensions V', de S,, image
de |F

Observons qu'a un farsceau de surfaces F correspond, d’une part,
un faisceau d’hyperplans de S, et. d’autre part. un faisceau de sur-
faces F'. On en conelut que les variétés Vi, V', se correspondent dans
une homographie de S,. Ou encore, les variétés images de deur
systémes linéaires de surfaces birutionnelloment identiques sont
projectivement identigques.

Ce théoréme ramene I'¢tude des systemres linéaires de surfaces
vis-a-vis du groupe ¢ a 'étude des variétés a trois dimensions vis-
a-vis du groupe projectif.

Observons que «i le systéme |F| est sumple, il ¢n est de wéme
de | F'| et les variétés V.V’ sont rationnelles. Mais si le systeme | F |
est composé au moyen d’une involution [,. d’ordre p, le systeme |F/|
est ¢galement compose au moyen d’unc involution d’ordre p. Dans
le premier cas, l'ordve des varietés V5, V. est égal au degré n du

‘ ’ 1
systétme |F|; dans le sccond cas, cet ordre est égal a % Dans le

second cas, les variétés V3, V' ne sont pas nécescairement ration-
nelles, comme le montre un exemple di a Enrique« [67]. La variété
V., est une image de l'involution I, et la détermination des cas ou
cette varieté est rationnelle est un probleme tres difficile, a peinc

abordé [92].

39. Systémes lineaires de surfaces a intersections variables ration-
nelles, elliptiques ou hyperelliptiques. — Si |F| est un systeme
linéaire de surface~ de genre scctionnel p, o' au moins, les scctions
de la variété V- qui le represente dans S, par les espaces S,_, sont
de< courbes de genre p. Les sections hyperplanes de V  <ont donc
de~ surfaces a sections de genre p. La nature de ces <urfaces est
connue pour p = 0,1 ou pour des sections hyperelliptiques. En utili-
sant ces résultats. Enriques [63, 64] a determiné les tvpes biration-
nellement distincts de systemes lineaires de surfaces a terscctions
variables rationnelles, elliptiques ou hvperelliptigues. Il est arrive
aux résultats suivants :

Tout systéme linéatre simple de surfaces & intersections
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variables rationnelles, est birationnellement identique & l'un des
sutoants :

1° Systeme des quadriques par une conique;
2° Systéme des quadriques tangentes a un plan en un point:
3° Systeme de surfaces d’ordre m ayant une droite-base mul-

tiple d’ordre m — i et. éventuellement. d’autres éléments-base.

Tout systeme linéaire simple de surfaces . intersections varia-
bles elliptiques de degré supérieur a trois, est birationnellement
identique & I'un des suivants :

19 Systeme x° des surfaces cubiques ayant pour base une
quintique de genre deua (degré quatre);

2° Systéme «"*' de surfaces cubiques ayant un point-base
double, & cone tangent fixe, et o — n droites-base appartenant a
ce cone (n=>5,6,7,8,9)s

3% Systeme = des surfaces cubiques ayant pour base une
quartique de seconde espéce:

4° Systéme »7 des surfuces cubiques passant par trois droites
deux a deux gauches;

5° Systeme 7 des surfaces cubigques ayant pour base un point
double et une cubique gauche passant simplement par ce point;

6° Systeme o' des surfaces cubiques ayant pour base un point
double biplanaire, un plan osculateur fize en ce point et une
cubique plane ayant un point double en ce point:

7° Systéme des quadriques ayant au plus un point-base;

8° Systéeme x" des surfaces du quatriéme ordre ayant pour
base un point triple, deux droites doubles passant par ce point,
le cone tangent en ce point étant formé du plan des deuz droites
et d'un céne irréductible du second ordre.

Les systemes de degré n =3 ne sont pas connus; cela tient a ce
que, jusqu’a présent, il a été impossible de démontrer si la variéié
cubique a lrois dimensions de D'espace a qualre dimensions, cst
rationnelle ou non [92].

Tout systeme linéaire simple de surfaces a intersections
variables hyperelliptiques est birationnellement équivalent 4 un
systéme linéaire de surfaces d’ordre m ayant pour base une
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droite multiple d’ordre m — 2, une courbe simple cowpant en
deux points variables les plans passant par la droite et, éventuel-
lement, d’autres éléments.

40. Systémes linéaires de surfaces rationnelles. — G. Fano [78] a
étudié les variélés algébriques a trois dimensions donl les sections
hyperplanes sont des surfaces rationnelles; il a démontre que toutes
ces variélés sont rationnelles, sauf evenluellement la variéié cubique
de Pespace a quatre dimensions. De ses résullats, Fano a deduit
les propriélés suivantes des systemes lin¢aires de surfaces ration-
nelles :

Soit |F| un systeme lin¢aire simple de surfaces rationnelles.
Considérons le systeme |F + F'| adjoint au systeme linéaire |2F|.
Le,systéme |F + F'| est formé de surfaces rationnelles et si 'on
répéte sur |F 4 F’| Popération qui fait passer de |F|a |F 4 F/|, et
ainsi de suite, on est conduit 4 de nouveaux systemes lindaires de
surfaces rationnelles, sauf eventuellement pour le dernier systéme
obtenu. Aprés un nombre (ini d’opérations, on parvient a un systéme
linéaire de surfaces rationnelles a intersections variables hyper-
elliptiques, elliptiques ou rationnelles, ou a un systeme birationnelle-
ment identique a un systéme de cones de méme sommel.

41. Surfaces n’ayant que des courbes multiples ordinaires. —
Etant donnee une surface algébrique F, on peut se proposer de
construire une de ses transformées birationnelles n’ayant que des
courbes multiples ordinaires (a plans tangents genéralement distincts).
Ce probléme a ét¢ résolu par Chisini [ 36 ], qui a demontré que, par
des transformations du groupe ¢, une surface algébrique F peut étre
transformée en unec surface I, dépoursue de points multiples isolés,
n’ayant que des courbes multiples ordinaires. Ces courbes peuvent
posséder, en nombre fini, des poinls cuspidaux par lesquels passent
simplement les courbes decoupées sur I’ par les premieres polaires
de cetle surface, en y ayant unc tangente distincte de celle de la
courbe multiple. Les points communs a deux courbes multiples
d’ordre s, sa(s;22) n’appartiennent pas a une troisieme courbe
multiple de la surface et les deux courbes passant par ce point ont
des tangentes distinctes; le point est multiple d’ordre s, pour la
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surface ct n’appartient pas a toules les courbes decoupées par les
polaires de celle surface.

Pour obtenir ce résultat, Chisini elimine en premier lieu les points
fondamentaux isolés de F au moyen de transformations birationnelles
d’indices 2, 3. Une fois cette éliinination faite, il utilise des transfor-
mations monoidales ayant comme courbes fondamentales les courbes
multiples non ordinaires de la surface obtenue.

42. Remarque. — On pcul chercher a transformer une surface
algébrique en une autre n’ayant comme singularités que des courbes
multiples ordinaires, la transformation n’étant birationnelle qu’entre
les surfaces et non pas enire les espaces ambiants. On sait que dans
ces conditions, on peul lransformer toute surface en une autre ne
possédant comme singularités qu’une courbe double n'ayant qu’un
nombre fini de points triples a la fois pour la surface et la courbe
double. Ce theoréme a été etabli par B. Levi [119]; on consultera
également sur ce sujet le Tome I du Trait¢ de Picard et Simart [ VI]
ct un Mémoire de Severi [175]. Une demonstration simple a été
donnée récemment par Albanesc [1].

Le théoreme en question revient au suivant : on peut trouver une
transformée birationnelle d’unc surface algébrique, appartenant & un
espace linéaire ayant au moins cing dimensions, privée de points
multiples. Il suffit alors de projeter cetle surface sur un espace
ordinaire pour obtenir le théoreme sous sa premiere forme.

Albanese commence par construire, sur une surface algebrique
irréductible F, un systeme linéaire simple de courbes, de dimen-
sion 7> 6 et de degré n. I, tel que chacun de ses systémes de
dimension 7 — (i < 4) soit irréductible et de degre n — j(j << 2(+1).
En rapporlant projectivement les courbes de 2/, aux hyperplans d’un
espace S, a r dimensions. il obtient une transformée birationnelle F/
de F qui ne peut posséder que des courbes doubles ordinaires ayant
un nombre fini de points cuspidaux, et, en dehors des courbes
doubles, un nombre fini de points doubles coniques, biplanaires ou
uniplanaires non tacnodaux, a distance finic ou infiniment \oisins.
En considérant les hypersurfaces de S, d’ordre suffisamment élevé
passant par les courbes doubles ct en les rapportant projectivement
aux hyperplans d’un espace 4 un nombre convenable de dimensions,
on transforme birationnellement F’ en une surface F” dépourvue de
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courbes doubles. On élimine successivement de la méme maniére les
points doubles restants et I'on parvient ainsi & une surface dépourvue
de points multiples, transformée birationnelle de F.

43. Courbes algébriques gauches depourvues de points multiples.
— Soit C une courbe gauche algébrique ayant des singularités quel-
conques; on peut, par des transformations birationnelles, transformer
cette courbe en une autre C' dépourvue de points multiples (effeclifs).

En premier lieu, au moyen de transformations quadratiques
successives, on transformera la courbe C en une courbe G, n’ayant
que des points multiples (effectifs) ordinaires. On peut également,
dans ce but, utiliser la transformation

&)= xath= rix,=x,r,.

qui posséde dans chaque espace quatre points fondamentaux ordi-
naires et quatre plans fondamentaux. C’est ce qu’a fait Pannelli [159].

On pourra se débarrasser des points multiples de la courbe C, sou
en utilisant la transformation birationnelle d’indices 2, 3 dont il a é1é
plusieurs fois question, soit en utilisant, comme I’a fait B. Levi [121],
une transformation dépourvue de poinis fondamentaux isolés. B. Levi
utilise la transformation qui fait correspondre aux plans de espace 2
les surfaces cubiques de X' passani par une sextique gauche de genre
trois, K'. Aux plans de 2’ correspondent les surfaces cubiques passant
par une sextique gauche K de genre trois. Aux points de K (ou K')
correspondent les trisécantes de K' (ou K) engendrant une surface
fondamentale R’ (ou R) d’ordre huit, passant trois fois par K’ (ou k),
Si Cy est une courbe ayant en O, la multiplicité s, on choisira la
wansformation de maniére que la courbe K passc par O,, sans 3
toucher C,, aucune des trois trisécantes de K passant par O, ne
s’appuyant ultérieurement sur G,. De plus. on supposera que la
courbe C; ne rencontre la surface R en des points d’une méme
trisécante de K. Dans ces conditions, a la courbe C,; correspond une
eourhbe C| s’appuyant en s points simples sur la trisécante de K’
homologue de O,. En répétant ce raisonnement pour tous les points
multiples de C,, C,, ..., on arrivera finalement a une courbe C,
dépourvue de points multiples.

44. Congruences linéaires de courbes algébriques. — On appelle
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congruence linéaire de courbes algebriques un ensemble doublement
infini, algébrique, de courbes, tel que par un point de I’espace passe
en général une seule courbe de 'ensemble.

Une congruence linéaire¢ ne posséde pas de surface focale; ses
courbes sont assujetlics a passer par certains points fixes et a
s'appuyer, en des points variables, sur certaines courbes appelées
courbes singuliéres. De plus, le long d’une courbe singuliére. les
courbes d’une congruence linéaire pcuvent éire assujetties & toucher
certaines surfaces.

Soit [|C|| une congruence lin¢aire de courbes algébriques C. St
Ion effectue, sur toutes les courbes de ||C||, les transformations
birationnelles qui permettent de transformer une de ces courbes en
une courbe C’ n’ayant aucun point multiple effectif, a la congruence
correspondra une congruence linéaire || C'|| dont la courbe générale
sera dépourvue de points multiples effectifs. Si les courbes de || C||
doivent, le long d’une courbe singuliére T, avoir un contact d'un
certain ordre avec une surface passani par T, on pourra, au moyen
d’une transformation monoidale ayant I' comme courbe singuliére.
transformer |C'|| en une congruence ||C"|| dont les caurbes auront,
le long des courbes singuliéres naissant de T, un contact d’ordre
moindre avec certaines surfaces. En continuant de la sorte, on
arrivera a une congruence linéaire | C, || dont les courbes s’appuyeront
en des points variables sur des courbes singuliéres, sans avoir de
contacts avec certaines surfaces le long de ces courbes. Le nombre
des points d’appui est égal a 4m + 2(p —1), m étant Pordre des
courbes C,, p leur genre, ainsi que I'a etabli Godeaux [87]. On peut
en déduire que si la courbe singuliere de la congruence ||C, || est

irréductible, son ordre ¢st inféricur a (@l_+_;p;3> .

Observons que si les courbes d'une congruence linéaire ont un
poinl simple fixe, ce pointcomple en général pour deux points d’appui
sur une courbe singuliére. On peul par suitc trouver 2m - p —1
points tels que les courbes d’ordre m et de genre p passant par ces
points forment une congruence linéaire.

Considérons maintenant les congruences linéaires de courbes
rationnelles. Soit || C|| une telle congruence. Sil’on sait trouver une
surface unisécante de< courbes C, on pourra transformer biration-
nellement || C|| en une gerbe de rayons. Enriques [63] a démentré
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que cela est toujours possible si les courbes C sont d’ordre impair.
Par contre, il existe des congruences lin¢aires de coniques dépourvues
de surfaces unisécantes, comme I’a montré Montesano [142].

45. Transformations birationnelles involutives. — On pourrait se
proposer de déterminer les transformations birationnelles involutives
de P’espace qui ne sofent pas birationnellement identiques, mais ce
probléme n’a pas encore éte abovde. Il semble d’ailleurs devoir
présenler de sérieuses difficultes, car on se heurte a la question de la
rationnalité des involutions (n° 38).

Soit T une transformation birationnelle involutive de I'espace
faisant correspondre aux plans des surfaces F d’ordre m formant un
systéeme homaloidal | F|. Puisque T?=1, aux droites correspondront
des courbes G d’ordre m. Désignons par ® les surfaces d’ordre m + 1
ayant, aux points-base et aux courbes-base de | F |, le méme compor-
tement quc les surfaces F. Le systéme |® | est transformé en lui-méme
par T; il a le degré 2(3m + 1) ct le genre sectionnel 2w — 4m — 3,
m ¢tant le genre de la section plane d'une surface F. Les surfaces @
ont le genre arithmétique =.

Dans le sysiéme |®|, il existe deux systemes linéaires partiels
composés au moyen del'involution 1,, d’ordre deux, engendrée par T.
L’un de ces systémes, |®,|, comprend les surfaces ® composées d’un
plan ¢t de la surface F qui lui correspond; 'autre systéeme, |®,],
comprend les surfaces @ licu des sections des plans d’un faisceau par
les surfaces F qui leur‘corrospondvnl. Il enrésulte que les surfaces @,
passent par les points unis de Pinvolution T, (points invariants pour
la transformation T'). Les points unis de Pinvolution I, peuvent étre
en nombre o? et former une surface algébrique, composante fixe
de [®,], ou étre cn nombre o' ¢t former une courbe algébrique-base
de |@,|, ou enfin étre en nombre «, ce sont alors des points-base
de [®,].

Désignons par r, ry, 1y les dimensions des systemes [® |, [ @], [®,].
En rapportant projectivement les surfaces de [®| aux hyperplans
d’un espace lincéaire S, & r dimensions, on oblient une variéié V, a
trois dimensions, rationnclle, sur laquelle il correspond a T une
homographie harmonique dont un axe ne rencontre pas V;, lautre
axe la rencontrant suivant les points qui correspondent aux points
unis.de I,. Si 'on rapporte les surfaces de | @, | aux hyperplans d’un
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cspace linéaire a ry dimensions, on oblient une vari¢té V', image de
Pinvolution I,, d’ordre 1+ 3m. On obtiendra unc seconde variété
image de l'involution I, en rapportant projectivement les surfaces ®,
aux hyperplans d’un espace linéaire a r, dimensions. Observons que
si Pinvolution I, possede un nombre fini de points unis, il leur
correspondra des points quadruples de Ia variéte V' [91]; si I,
posséde une courbe unie, il lui correspondra une courbe double de
la varieté V.

Les systemes adjoints successifs de |@ |, lorsqu’ils existent, sont
transformes cn cux-mémes par T. En partant de P'un de ces systemes,
lorsque la chose est possible, on obtient des variéiés analogues a V,
V., d’un ordre moindre.

46. Détermination de systemes homaloidaux. — Les surfaces d'un
systeme homaloidal [F| étant 1ationnelles, leurs adjointes n'existent
pas. Cette remarque a pernus a M. Piazzola-Beloch [11], d’obtenir
des propriétés des eléments fondamentauy des transformations bira-
tionnelles, dans I’hypothese ou ces transformations sont régulieres.

Soit donc IF| un systeme homalowdal de surfaces d’ordre m,
possédant une courbe-base I multiple ordinaire d’ordre s et un point-
base O multiple ordinaire d’ordie 7. Le "™ systeme adjoint | F4) |
a |F|, formé de surfaces’d’ordre m — 4/, ne peut exister, quel que
soit & positif. Les surfaces I' 7' doivent passer s— /A fois par T' et
r — 2k fois par O et ces conditions dowent étrc impossibles a remplir.
Si & est le quotient de la dwvision de m par 4. on prendra i =A. On
trouve alors, si

m = 4Kk, s2h+1  ou  r22hk+1;
/ m=tk+1, s2k+1 ou r22k+2,
m=4h—+2, s2h+1 ou r22h+3;

m= 4k +3. s2h+1 ou r2o2k +4-

Le systeme |F| doit donc posseder soit une courbe-base multiple
d’indice s, soit un poini-base multiple d’ordre r, s ou r satisfaisant
aux inégalités précédentes.

Si p est l'ordre de la courbe-base ayant la multiplicité la plus
¢levée, on doit avoir

md— ps2>o0
d’out ko
u <15,
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La courbe-base de multiplicité maximum de |F | ne peut posséder
qu'un nombre fini de quadrisécantes, et celles-ci font partie de la:
base de | F|. Si la courbe en question est plane, on a donc £ <3; si
elle est tracée sur une quadrique, on-a 1<6; si elle est tracée sur
uné surface cubique, on a u<11.

Les procédés utilisés ont permis a ’-V[ Piazzola-Beloch d’obtenir
des résultats sur les courbes-base et les points-base de | F | distincts
des courbes et des points-base de multiplicités maxima. En outre,
elle a pu déterminer lcs systémes homaloidaux dépourvus de courbes-
base. Pour ces systémes, on a m<4; ils sont au nombre de trois :

a. Systéme des quadriques circonscrites & un tétraédre et ayant
un plan tangent fixe en un des sommets;

b. Systéme des surfaces cubiques ayanl en commun un point
double et trois points simples, avec un contact du troisiéme ordre en
un de ceux-ci;

c. Systéme des surfaces du quatriéme ordre ayant en commun un
point triple et un point simple, en lequel elles ont un contact du
cinquiéme ordre.

Ajoutons que M. Piazzola-Beloch a également obtenu quelques
résultats sur la décomposition des transformations birationnelles
ayant comme courbe fondamentale de multiplicité maximum une
sextique de genre trois, en produits de transformations d’un ordre
moindre.

CHAPITRE V.

GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS BIRATIONNELRLES.

47. Préliminaires. — La détermination des groupes continus finis,
birationnellement distincts, de transformations birationnelles de
Pespace a été effectuée par Enriques et Fano [70]. On sait qu'un tel
groupe est algébrique, ou contenu dans un groupe algébrique plus.
ample; on se bornera donc a I'étude des groupes algébriques.

Soit G un groupe continu, fini, de transformations birationnelles
de P’espace. Appliquons les transformations de § aux surfaces d’un
systéme continu; les systémes transformés formeront un corps de
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surfaces d’'un certain ordre n. Le systeme linéaire de dimension
minimum auquel ce corps appartient sera transformé en lui-méme par
les transformations du groupe & ; 1l en sera de méme du systéme
linéaire complet de surfaces ayant la méme base que le systeme
précédent. Si r est la dimension de ce <ysieme lindaire complet.
rapportons projcctivement ses surfaces aux hyperplans d’un espace
lin¢aire S, a r dimensions; on oblient ainsi dans cet cspace une
variété rationnelle V, et aux transformations du groupe § corres-
pondent des homographies transformant la variété V., en elle-méme.
Tout groupe continu fini de transformations birationnelles de

l'espace est donc semblable & un groupe d’homographies d’un
certain espace.

48. Courbes et surfaces algébriques ayant une infinité de transfor-
mations projectives en elles-mémes. — La propriété précédente
montre que les recherches d’Enriques et Fano s’appuicnt sur les
propri¢lés des courbes el des surfaces admettant un groupe continu
de transformations projectives en clles--mémes.

Les courbes possédant ces propriétés onl été étudiées par Klein et
Lic [114, 115, qui les ont appelées courbes W. Une courbe trans-
formée en elle-méme par o' homographics, est algebrique ou trans-
cendante; si elle est algéhrique, elle est rationnelle; il n’existe sur la
courbe que deux points unis (¢éventuellement coincidents) pour les
homographies en question. Une courbe transformée en elle-méme
par «? homographies, est rationnelle.

Les surfaces de l'espace ordinarre admettant une infinité de
transformations projectives cn elles-méme« ont ¢té détermiecs par
Enriques [66]; celles qui admetient un groupe oo* de telles transfor-
mations ont également ¢té determinées par Lie dans le troisieme
volume de sa Theorie der Transformations gruppen. Fano [71] a
déterminé les surfaces algebriques situées dans un espace quelconque.
invariantes pour un groupc conlinu de transformations prejectives.

Si F est une surface algébrique de S,, admettant un groupe continu
o' de transformations projectives en elle-méme, elle contient un fais-
ceau de courbes W. Il existe des projectivités échangeant ces courbes
entre elles et par suite, si ces courbes sont transcendantes, la surface
F admet un groupe transitif «* de transformations projectives en
elle-méme. De telles surfaces sont rationnelles. Si d’autre part, les
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courbes W de R sont algébriques, clles sont rationnelles et la surface
F peut se ramencr, par une transformation birationnelle, a une réglée
ou bien clle est rationnelle.

On en conclut alors que toute surface invariante pour un groupe
continu oo au moins de transformations projectives, opérant transi-
tivement sur les points de la surface, est rationnelle.

Dans I'espace ordinaire, on a donc les propriétés suivantes :

Toute courbe invariante pour un groupe algébrique ¢ de trans-
formations birationnelles, donnant sur la courbe o? transformations
distinctes, esl rationnelle.

Toute courbe invariante pour un groupe algébrique §, donnant sur
la courbe o' transformations distinctes, est rationnelle.

Toute surface invariante pour un groupe algébrique §, opérant
transitivement sur les points de cetie surface, est une surface ration-
nelle.

L’examen des points unis des groupes de projectivités laissent inva-
riante une surface algébrique, ou unc varielé algébrique V;. donne
enfin la proposition suivante :

Toute courbe lieu de points unis pour les transformations biration-
nelles d’un groupe continu, est une courbe algébrique ou appartient
a une surface algébrique, egalement lieu de points unis pour les
transformations du groupe.

49. Groupes primitifs de transformations ponctuelles de 1’espace.
— Dans sa Théorie des groupes de transformations, vol. 111, S. Lie
a monlré que tout groupe primitif de transformations poncluelles de

Pespace, peut étre ramene, par unc transformation ponctuelle, a 'un
des groupes suivants :

a. Groupe «'° des transformations conformes;

b. Groupe '5 des homographies, ou groupe «'? des affinités, ou
groupe o«o'' des équivalences affines, ou groupe «'® des homogra-
phies conservant un systéme nul, ou groupe «® des homographies
conservant une quadrique non conique, ou groupe ' des similitudes
ou enfin groupe «* des mouvements (cuclidiens).

Cette classification est valable pour les groupes de transformations
birationnelles, mais lorsqu’il s’agit de determiner ceux de ces groupes
qui sont birationnellement distincts, il convient d’examiner si de nou-
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veaux cas ne peuvent se présenter, car les transformations ponctuelles

utilisées par Lic pour la réduction ne sont pas mécessairement bira-
tionnelles.

50. Groupes primitifs de transformations birationnelles. — Soit,
dans un espace 2, G un groupe algébrique primitif de transfor-
mations birationnelles. Il existe, dans un espace X', un certain
groupe G, rentrant dans un des types énumérés par Lie, tel que
l'on’passede G/ a G par une transformation ponctuelle T entre 2, 2.
Il existe une infinité de transformations de §' laissant fixes tous les
points d’une droite. sans laisser fixes tous les poinis d’une surface
passant par cette droite. La courbe C de X que T fait correspondre
a ceute droite est lieu de points unis des transformat’ons de § sans
appartenir 4 une surface lieu de points unis; elle est donc algé-
brique. Mais de plus, les transformations de § qui laissent G inva-
riante, délerminent sur cette courbe au” moins o' transformations
distinctes. Par suite, aux droites de X', T fait correspondre des
courbes rationnelles (ou des courbes formées de parties irréductibles
variables rationnelles).

Aux plans de X', T fait correspondre des surfaces appartenant a
un systéme linc¢aire invariant complet, dont les surfaces se coupent
suivant des courbes rationnelles. Ces systémes ont été déterminés
par Enriques (n° 39) et par suite :

Chaque groupe primitif de transformations birationnelles de
Uespace est birationnellement identique & un groupe projectif ou
@ un groupe conforme.

Les groupes primitifs projectifs sont connus, ce sont ceux qui ont
été énumérés par Lie. Les sous-groupes primitifs du groupe conforme
sont birationnellement identiques a des groupes projectlifs, exception
faite pour le groupe des transformations conformes laissant fixe une
sphére donnée. Ce dernier groupe ne peut élre ramené a un groupe
projectif que par une transformation (1, 2).

B1. Groupes algébriques simplement infinis. — Soit § un groupe
algébrique simplement infini. Les trajectoires des points sont des
courbes rationnelles C, formant une congruence linéaire. Sur chacune
de ces courbes, se trouvent deux points unis par les transformations
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de G. Si ces points sonl confondus, leur licu est une surface (éven-
tuellement réduite 4 unc courbe ou a un point fixe) unisécante des
courbes C. Si les poinis unis sont distincts, leur lieu se scinde en
deux surfaces unisécantes des courbes C, car autrement, si Ion
passe & la variété V, comme il a ¢1é indiqué plus haut (n® 47), U'espace
contenant la surface lieu des points unis des courbe« C «era formé de
points unis; mais alors 'espacce linéaire contenant une courbe G con-
tient une infinité de points unis et par suite une infinité d’hyperplans
unis. Il en résulterait que § déterminerait. sur toule courbe C. un
nombre fini de transfornations, ce qui est absurde.

La congruence des courbes C ayant une surface unisécante, est
birationnellement équivalente a une gerbe de rayons. Par suite :
Un groupe algébrique o' de transformations birationnelles de
l'espace est birationnellement équivalent ¢ un groupe dont les
trajectoires sont les ravons d’une gerbe.

J32. Conséquence pour laréduction d’autres groupes. -- Le résultat
précédent permet de déterminer les types birationnellement Gquiva-
lents aux groupes de cerlaines classes.

Si § est un groupe doublement intransitif, il existe une congruence
de courbes G, trajectoires d’un sous-groupe o' algébrique de G et,
par suite, on peut transformer birationnellement & en un groupe
laissant invariante unc gerbe de droites.

Un groupe continu algébrique intégrable possede un sous-groupe
' invariant qui est algébrique et Fon peul également le transformer
birationnellement en un groupc laissant imvariante une gerbe de
droites.

En particulier. un groupe oo? étant intégrable. on peut lui appli-
quer e vésultat précédent en le préeisant davantage. D'unc maniére
précise, un groupe algébrique o«? de transformations birationnelles
est biralionnellement équivalent a un groupe laissant invariants les
plans d’un faisceau et unc gerbe de droites dont le sommet appartient
a I'axe du faisceau.

Un groupe simplement intransitif est birationnellement équivalent
A un grompe laissant invariants les plans d'un faisceau.

Un groupe algébrigue, transitif, ' an moins, qui laisse invariante
une série ' de surfaces, laisse invariante une série o' de surfaces
algébrigues. Si cette série est un faisceau. le groupe est hirationnel-
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lemeant équivalenta un groupe laissant invariant un faisceau de plans.
Si cette série n’est pas un faisceau. le groupe e transforme biration-
nellement en un groupe laissant invariante unc gerbe de droites.

33. Groupes transitifs possédant une congruence invariante du
premier ordre de courbes. — Soit § un groupe transitif, 0’ au moins,
possédant une congruence invariante, du premier ordre, de courbes C,
dont les éléments sont échangés d'unc maniere primitive. Les courbes
C vont algébriques ainsi que la congruence. De plus, les courbes C
sont rationnelles el la congruence étant lindaire (par un point de
I'espace passe par une courbe C), est également rationnelle en vertu
du théoréme de Castelnuovo sur la rationnalité des involutions planes.

Considérant les courbes C comme eléments, les transformations du
groupe § délerminent un groupe primitif §' semblable a un groupe
projectif du plan (Fano, [72]). Les groupes §' et § sont isomorphes,
mais cctte isomorphie peut éire méricdrique. L ne analyse minutieuse
des circonstances qui peuvent s¢ presenter montre I'existence d’une
surface unisecante des courbes C. Par suite: L n groupe algébrique
de transformations birationnelles, laissant invariante une con-
aruence du premier ordre de courbes et determinunt, sur Uen-
semble de ces vourbes, un groupe primitif, est birationnellement
équivalent & un groupe laissunt invariante une gerbe de rayons,
sur les éléments de laquelle 'l opere d’une maniere primitwe.

34. Groupes simples, transitifs, x'. — Soit ¢ un groupe algé-
brique %, simple, transitif, de transformations birationnelles. Les
transformations de ¢ portant un point A en un point B forment un
groupe d’ordre fini »>1. Le point A étant fixe et le point B variable
et considérons les opérations de ¢ portant A en B unc premiere
fois comme éléments d’une variéte V ;, une seconde fois comme opé-
rations agissant sur les points de V, (par multiplication a droiic,
ou a gauche, le sens étant fixé). On obtienl ainsi un groupe tran-
sitif §' opérant sur les points de V. De plus, entre les points de
’espace ambiant et les points de V. on obtient une correspon-
dance (1, n), les n points de V', qui correspondent a un point B
de 'espace représentant les n transformations portant A au point B.
Ces groupes de n points forment. sur V;, une involution I,. Cette
involution est invariante pour le groupe §'.
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Cela étant, la réduction des groupes G considérés comprendra
deux parties :

a. Détermination des variélés V' birationnellement distinctes;
b. Construction des involutions I, invariantes pour le groupe T

On sait que le groupe § et le groupe G’ ont la méme composition
que le groupe projectif binaire (Lik, loc. cit.). Il existe par suite sur
V, une congruence du premier ordre de courbes rationnelles C et une
série o' de surfaces rationnelles F sc coupant deux a deux suivant des
courbes C. Les courbes G et les surfaces F ont en commun le point
qui représente la transformation identique de G, mais elles peuvent
avoir d’autres points communs (en nombre fini); ces points repré-
sentent les transformations d’un groupe cyclique, invariant de §. Le
groupe G sera dit de premiere espéce dans le premier cas, de seconde
espece dans le second cas.

Les groupes § de premiere espéce se raménent aux groupes
d’homographies biaxiales de I'espace ordinaire, laissant fixes une
quadrique déterminée ct toutes les génératrices d’'un mode de cette
quadrique.

Les groupes G de seconde espece se ramenent aux groupes d’homo-
graphies de S, laissant fixes une hyperquadrique non conique, une
de ses sections hyperplanes et toutes les génératrices rectilignes d’un
mode de cette section. Ces groupes possédent un sous-groupe inva-
riant d’ordre deux, et sont c¢n correspondance d'isomorphie (2, 1)
avec le groupe projectif binaire (en d’autres termes, les courbes C
ct les surfaces F ont deux points fixes communs).

Au point A correspondent, sur Vy, les points qui représententles
transformations de § laissant fixe le point A et qui forment un groupe
de Pinvolution I,,. Si G est un groupe de premiére espece, les trans-
formations laissent le point A fixe, forment un sous-groupe fini en
isomorphisme holoédrique avec un groupe binaire, cyclique ou
diédrique, ou avec un des groupes des polyédres réguliers. Si G est
un groupe de seconde espece. ce sous-groupe est cyclique d’ordre
impair (21). Appelons I' ce sous-groupe.

SiT est cyclique, le groupe G est birationnellement identique 4 un
groupc laissant invariante une gerbe de droites. Il en est de méme si
le groupe I est diédrique. Au contraire, si I' correspond & un des trois
groupes de polyédres réguliers, il n’existe aucune congruence du pre-
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mier ordre de courbes rationnelles qui soit invariante pour le
groupe G. Il n’existe pas non plus dans ce cas, pour le groupe ¢, de
faisceau invariant de surfaces rationnelles.

SiT correspond au groupe du tétraédre, le groupe & est biration-
nellement identique & un groupe conforme laissant invariante une
quartique gauche rationnelle (de seconde espéce).

Si T correspond au groupe de l'octaédre, le groupe § est biration-
nellement identique & un groupe de transformations cubiques carac-
térisé par la condition de transformer en lui-méme le systéme linéaire
des surfaces du troisiéme ordre passant par une quartique gauche de
seconde espéce.

SiT correspond au groupe de l'icosaédre, le groupe G est biration-
nellement identique a un groupe de transformations du septiéme
ordre caractéris¢ par la condition de transformer en lui-méme un
systéme linéaire oo'* de surfaces d’ordre sept se touchant le long
d’une courbe-base formée d’une conique double, d’une droite simple
tangente a la conique, le point dec contact étant triple pour les
surfaces.

58. Résumé. — Parmi les transformations rencontrées, se lrouvent
des transformations qui laissent invariant soit un faisceau de plans,
soit une gerbe de droites; ces transformations généralisent les trans-
formations plancs laissant invariant un faisceau de droites et qui ont
¢té considérées par de Jonquiéres. Pour cetle raison, les transforma-
tions en question ont été appelées, par Enriques et Fano, transforma-
tions de-Jouquiéres. Cette définilion posée, on peut énoncer le
théoréme suivant :

Les groupes algébriques, continus, finis de transformations
birationnelles de Uéspace peuvent se ramener, par des transfor-
mations birationnelles. & un groupe projectif, ou a un groupe
conforme. ou & un groupe de transformations de Jonquiéres, ou
@ un groupe simple transitif de transformations cubiques, ou &
un groupe simple transitif de transformations du septieme ordre.

56. Groupes de transformations de Jonquiéres. — Les groupes de
transformations de Jonquiéres peuvent étre classés en utilisant les
résultats connus sur les groupes de projectivités d’une droite et sur

MEMORIAL DES 8C MATH — N° 67, %
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les groupes de trunsformations birationnelles du plan. Cette recherche
a ¢té effectuée par Fano [ 74], dont voici les résultats.

Tout groupe de transformations de Jonquiéres (algébrique, con-
linu, fini) peut se ramener, par unc lransformation birationnelle, a
'un des douze types suivants (ou a un de leurs sous-groupes) :

1 Groupe ' transformant en cux-mémes un faisceau de plans et
une gerbe de droites dont le sommel n’appartient pas a I'axe du
faisceau, déterminant dans la gerbe le groupe des projectivités.

2° Groupe o« ayant un faisceau uni de plans et une gerbe unie de
droites dont le sommet n'appartient pas a 'axe du faisceau, détermi-
nant dans la gerbe le groupe conforme.

3° Groupe oo™*7 ayant un faisceau uni de plans et une gerbe unie
de droites dont le sommet n’apppartient pas a Paxe du faisceau,
déterminant dans la gerbe un groupe de transformations de Jonquiéres.

Groupes laissant invariant un systeme de monoides de méme
sommet, ayanl méme cone langenl en ce sommet, éventuellement
d’autres élements communs el determinant dans la gerbe de droites
ayant pour sommet celui des monoides :

{° Le groupe projectif.

3° Le groupe conforme.

6° Un groupe de transformations de Jonquiéres.

5 Groupe 0***" des transformations d’ordre n qni laisse invariant
le systéme linéaire 20+ des cones d’ordre r ayani une génératrice
(n — 1)-uple en commun et des plans tangents fixes le long de cette
génératrice.

8° Groupe o des transformations d’ordre m + n —1 qui laicse
invariant le systéme =o™*#*! des surfaces d’ordre m <+ rn —1 ayant
deux droites gauches multiples d’ordres m — 1, n—1 et des plans
tangents fixes le long de ces droites.

9° Groupe de dimension { p(n—+1)n—nrn—+p-+35 des transfor-
mations d’ordre np laissant mwariant un systéme linéaire de sus-
faces d’ordre np ayant un point (np — x)-uple fixe, une droite
(np — n)-uple fixe passant par ce pointet p» — 1 droites n-uples fixes.
infiniment voisines de la précédente.

10° Groupe o, simple, intransitif, des transformations d’ordre n
laissant fixe chaque plan d’un faisceau et le sysiéme lindaire oo™+* de
surfaces d’ordre n ayant 'axe du faisceau comme droite maltiple
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d’ordre n — 2, les n — 2 plans tangents le long de cette droite étant
fixes, el passant encore par une courbg planc d’ordre n.

11° Groupe «® des transformations cubiques laissant invariant le
systeme linéaire « des surfaces cubiques ayant un méme point
double et passant encore par une cubique gauche qui contient ee
point.

12° Groupes o’y simples. transitifs. tels que les transformations

laissant fixe un point quelconque forment un groupe diédrique fini
d'ordre 2n(n22).

Pour n = 2, sous-groupe dn groupe 11° formé par les transforma-
tions «ui laissent fixe un cone quadratique ayant pour sommel le
point double des surfaces cubiques.

Pour n2>3, groupe des transformations d’ordre 27— 35 laissant
invariant le systéme oo des surfaces d’ordre 27— 5 ayant une
cubique gauche fixe multiple d’ordre 7 — 3, passant par les cordes de
cette cubique joignant deux « deun n — 3 de ses points et tangente
en chaque point de la cubique aux plans projetant ces » — 3 points
de la tangente a la cubique au point considéré.

o7. Sur les groupes continus primitifs. — Comme on I'a vu plus
haut, Enriques et Fano ont utilisé les résultats de Lie pour déterminer
les types birationnellement distincts des groupes continus primitifs:
Fano [73] a ensuite retrown e ces résultats, en les précisant. par une
méthode directe.

I.a méthode de Fano e<L bas¢e su1 'observation suivante :

Soil § un groupe continu, fini. primitif, «o’. Il v aura au moins oo~
transformations de § laissant fixe un point P. Ces transformations
formenl un sous-groupe qui agit dans la gerbe des directions des
droites de sommet P comme un groupe projectif. continu (sans quoi
¢ serail imprimitif). Quatre cas peavent se préscnter :

«. Les directions des droites de la gerbe de sommet P sont permu-
tées entre elles suivant les oc* projectivilés de cette gerbe;

b. 1l y a au moins une direction fixe issue de P;

c. Il y a un faisceau de directions de sommet P invariant. sans
qu’il y ait aucune direction fixe issue de P;

d. 1l existe un céne quadratique de sommet P (considéré comme
ensemble des directions de ses génératrices) transformé;gn hai-méme.
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Dans le premier et le quatriéme cas, le groupe G est certainement
primitif; dans le deuxiéme, il est certainement imprimitif; dans le
troisiéme, les deux alternatives peuvent se présenter.

L’analyse détaillée de ces cas permet a Fano de retrouver les
groupes projectifs et conformes dont il a eté question plus haut (n° 50).
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