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THEORIE GENERALE

DES

POLYNOMES ORTHOGONAUX
DE TCHEBICHEF

Par M. J. SHOHAT (Jacques CHOKHATE).

— O —

INTRODUCTION.

On connait 'importance des séries trigonométriques dans I’ Analyse
moderne ¢t l'influence prépondérante exercée par la théorie de ces
séries sur le développement des Mathématiques Pures et Appli-
quées. Cela est dii a deux propriétés caractéristiques des fonctions
isinkz, coskz} : 1° elles forment une suite orthogonale, ce qui
permet d’exprimer les coefficients des séries en question d’une fagon
trés simple; 2° elles sont bornées, continues et indéfiniment déri-
vables, quel que soit z, ce qui facilite la discussion de convergence
et des autres propriétés de ces séries. Or, les fonctions les plus
simples, aprés les fonctions trigonométiques, sont les polynomes. La
propriété d’orthogonalité étant d’une extréme importance théorique
et pratique, il est avantageux de la conserver, de sorte que ce sont
les polynomes orthogonaux qui méritent une étude spéciale. En
effet, leur emploi devient de plus ¢n plus important non seulement
dans les Sciences mathématiques, mais aussi dans la Physique
théorique, dans la Statistique mathématique, etc.

Des cas particuliers des polynomes orthogonaux ont été considérés
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par Legendre, Laplace, Jacobi. Mais c¢’était le grand mathématicien
russe Tchebichef qui, pour la premiére fois, les a introduils dans
’Analyse d’une fagon la plus générale. 11 a établi leurs propriétés et
en a indiqué les applications les plus importantes. Bien qu’on puisse
appliquer les propositions générales de la théorie de fonctions
orthogonales, il est préférable d’employer ici des méthodes spéciales
utilisantle fait que notre suite orthogonale est une suite des polynomes.
L’intégrale de Stieltjes apparait ici comme un instrument analytique
merveilleusement adapté pour traiter d’un seul coup les deux cas :
variation continue et variation discréte de la variable.

Le présent fascicule, divisé en trois Chapitres, est consacré a la
théorie générale des polynomes orthogonaux. Leurs applications
diverses seront données, nous I'espérons, dans un fascicule spécial.
Faute de place, notre étude est limitée, en général, au cas d’'une
scule variable réelle. Pour la méme raison, la Bibliographie ne peut
pas étre compléte.

Je tiens a remercier M. H. Villat pour m’avoir confié la rédaction
de ce fascicule.

Jai essayé de donner ici les grandes lignes d'un domaine assez
vaste et important, ou il reste encore beaucoup de problémes a
résoudre, beaucoup de méthodes a perfectionner et méme a créer.
Tout ceci attend des chercheurs. C’est I'attention de ces derniers que
Jespére attirer sur les sujets trailés dans ce fascicule, compensation
supréme pour son auteur.

CHAPITRE I.

DEFINITION DES POLYNOMES DE TCHEBICHEF.

PRELIMINAIRES : INTEGRALE DE STIELTJES;
PROBLEME DES MOMENTS.

1. Intégrale de Stieltjes. — Soient données dans un intervalle fini
(a, b), (b > a), une fonction {(z), bornée et non décroissante, et
une fonction continue f(z). On appelle intégrale de Riemann-
Stieltjes de f(z) par rapport a ¢(z) la limite suivante, dont on
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démontre aisément l'existence :

n—1 b
tim 3G $(@e) — $(@0] = (RS) [ f(2) di(a),

=0

(1)
a=z, <0< . <Xy < Ty = ba -”igEi§$I+ly max(-‘vi-l-l—xi)"‘)'o-
Cest Stieltjes [1—a] qui I'a introduite dans 1’Analyse. D’ailleurs,
la continuité de f(z) et la monotonie de ¢(x) ne sont nullement

nécessaires pour l'existence de Dlintégrale de Stieltjes (1) [voir

formule (4)].
Outre les propriétés élémentaires que l'intégrale (1) posséde en
commun avec l'intégrale ordinaire, citons les suivantes (') :

n >

b b
(2) lim [ fu(x) dite) = [ fa)diie)

[fn(z)—>f(x) uniformément dans (a, b)];

b 2 2 b b
©) [f fl(x)fo(-r)d'#(x)] < [ ri@an) [ i) di)

(inégalité de Schwartz);

b b
@ S @y =@ lh— [ ww)df @)
(formule d’intégration par parties).
La fonction monotone {(z) ne peul admetire que des points de

discontinuité de premiére espéce, et cela au plus en une infinité
dénombrable. Dans un tel point z, ¢ () admet un saut égal a

Yz +0)—b(z—0) [avec p(a—o)=d(a)  Y(b-+o0)=(b)].

Les points de continuité de $(z) étant partout denses dans (a, b),
on apprend de (1), que Y, .(z) étant deux fonctions de la nature
indiquée et Cune constante, etVégalité §,(x) =y (z) + C ayant
lieu dans tous leurs points de continuité, ainsi que pour r=a, b,
alors

b b
ff(*‘)d‘lfl(-z‘):‘/‘ f(z)dy,(z).

Les fonctions () ci-dessus comprennent les fonctions a paliers,

() Cf. pour plus de détails et démonstrations [(2), (3), (4)].
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c’est-a-dire représentées par des traits horizontaux. Soit $(z) une
telle fonction avec

(5) points de croissance : (@ <)a < a,<... < @p...

sauts : ¢, = Y(a,+ 0)— Y(a,— o),

n étant fini on tendant vers U'infini, avec a,— b. lci,
S

({J(Z}:ZGH—Q—LP((U (AsS X < Qs S= 0,1, vy Rg = @)
(6) n=—1

b
YO =T e, [ f@)dh(e) = 2uf(an),

2, désignant, suivant le cas, une somme limitée ou une série (néces-
sairement convergente). D’autre part,

() V)= [ple)ds [ p(a)zo dans (a, 8)]

entraine

b b
@ ay) = [ raple) do.

Donc, U’intégrale de Riemann-Stieltjes représente, suivant le
cas, une somme de termes discrets (en nombre fini ou en une
infinité dénombrable), ainsi qu’une intégrale définie ordinaire.

On étend comme il suit les résultats précédents aux fonctions F(z)
a variation bornée et aux intervalles infinis :

b b b
® S = [ f@due)— [ @) )
[F (o) = () — ()],

» b
S @ vty =im [y (o),

» b
[ rasay= tim [ fe)aya

0, b>+w

Y4 ,a(2) dans (8) sont bornées et.non décroissantes dans (a, &)].

On s’assure que 'existence de f dy(z) entraine celle de

—

[ rrdye,
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Jf(x) étant bornée dans (— o, ). Les formules précédentes restent
en général valables pour les extensions ci-dessus, avec des modifica-
tions et précautions convenables [par exemple, formule (2)]. Avec la
convention

V(@) =d(a)(z <a), $(b)(z>0b)
5
on peut évidemment écrire n'importe quelle intégrale / S(z)dy(=z)

comme [:/(x) dd(x).

Indiquons aussila propriété suivante utile dans la suite. Supposons
que v({y; @, b) = nombre de points de croissance de {(x) dans (a, b)
soit infini et que la fonction continue f(z) y s’annule un nombre
Jfini (= p) de fois, sans changer le signe; alors

b
(10) S s dya) <o

et a le signe de f(z).
Dans le cas ou »(¢; ayb) =v fini, (10) n’est vrai que si p<v.
Pour terminer, indiquons la condition nécessaire pour que la
fonction bornée f(x) ait une (RS) intégrale par rapport a Y(x),
bornée et non décroissante dans un intervalle fini donné (a, b).
Introduisons la variable £ = §/(z). A lintervalle a<z <b correspond
ainsi 'intervalle « <E<B, ot o = (p(a) B=14(b); f(x) devient

F&)=/(#) (agzb),
avec la convention suivante : au point = z, de discontinuité de § ()
correspond l'intervalle [{(z, — o), ¢ (=, + 0)] ou F(£) a une valeur

constante = f(x,) (*). Ceci étant,. [’ e.z'zstence de. (R)f F(§) dt est

nécessaire pour que (RS)f J(z)dy(z) existe. Cela conduit a

Vintégrale de Lebesgue-Stieltjes. {(x) étant de la nature indiquée
et f(x) désignant une fonction mesurable définie dans (a, b), intro-

duisons = (z) et F ()= f(x) comme ci-dessus. Si (ﬁ’)‘/; F(&)dr

(*) f(x) et Y(z) ne peuvent posséder aucun point commun de discontinuité
(cf. par ex. [37]).
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existe, nous prenons sa valeur comme définissant celle de Uin-
b

tégrale Lebesgue-Stieltjes (LS)[ f(z)dy(z).

D’ailleurs, f(x) étant bornée dans (a, b), Uexistence de

b
(RS) [ f(@) dy(a)
entraine celle de
b
(8) [ f(@) dy(a),
et'on a ’
b b B
a0 (BS) [ ) dvie) = 18) [ f)dpa) =(8) [P
[(E=4(x); F&) =f(a); a=(a), p = §(b)].
Parmi les avantages nombreux de I'intégrale (LS) citons le suivant :-

Pour que (2) subsiste, il suffit ici que les fonctions f,(z)[—f(z)]
restent bornées dans leur ensemble, quel que soit x dans (a, b).

2. Probléme des moments. — Ltant donnée une suite réelle de
constantes oai(k =o0,1,2,...), trouver une fonction y(x), non
décroissante dans un intervalle donné (a, b), y ayant une infinité
de points de croissance ('), telld que

b .
(lz)f #kdY(2) — moment d'ordre k —ax(db) = a;  (k=0,1,3,...).
a

Stieltjes a posé et résolu ce probléme pour I'intervalle (0, »)[1a].
Les solutions de (12), si elles existent, seront définies — et cela
sans restreindre la généralité — par la formule

(13) Y(z) :fxdd‘a(x), c’est-a-dire Y (a) =o.

Deux solutions ne seront considérées comme distinctes que si elles
different en un au moins des points de continuité. Le probléme des
moments (12) sera dit déterminé ou indéterminé selon qu’il
admet une seule ou plusieurs solutions. Il y a deux cas :

(') Autrement on aurait le cas trivial ou un certain nombre fini des moments,
a partir de «,, suffit pour déterminer ¢ () si elle existe [voir formule (2r) et Th. IT].
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Premier cas : (a, b) fini. — Le probléme des moments est déter-
miné, car l'existence de deux solutions ¢, ,(z) entraine

b
f F(z)xldr =0 [{=o0,1, ..; F(x)=V —]),
a

ce qui exige que F(x) = o en tous les points de continuité [5a].

Deuxikme cas : (a, b) infini. — Le probléeme des moments peut
étre indéterminé, comme le montre l’exemple suivant [Ba],

ou [A|<k:
X
f zn duh(.t):f x"e—l‘_:d.z:
0 0

* 1 1
s'd_a)\(x)zf e—f‘[1+)\sinx"]dx; n=o,1,...%.
0

®

4 1
zne—*" sin (.1:“) dr = o,

Le probléme des moments est déterminé dans les cas suivants :

> _ 1
(14) La sériezam‘;" diverge  [(a, b) = (—w,®)] [6],

n=1
dy(z)=p(z)dx et pour | z | suffisamment grand [1 ],
(15) ([ 5> 05 223 pour (a,8) = (0, ),
#(w) < |z |e—te—hixlr 2
? 21 pour (a,b):(——oo,oo)].

On se trouve dans le cas indéterminé si [1 a]

g [h >o0; A< %pour (a, b) -%-‘(o,' o),
a6)  pla)>ema
( <1 pour (@, b) = (— oo,ao)].

POLYNOMES ORTHOGONAUX DE TCHEBIGHEF.

3. Existence, unicité, nature de zéros. — Définition. Une fonc-
tion Y(x), non décroissante dans un intervalle donné (a, b)
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— fint ou non — (') est de classe (c¢), ou, en abrégé, est une

c-fonction, st tous les moments
b

xp= (L) :f ckdy(z)

existent (k=o0,1,2,...), avec ay>o. [Dans le cas de (a, b) fini
Pexistence de o, entraine celle de a;, o, .. ..]

Tatorime 1 (fondamental). — Soit donnée dans un intervalle
{a, b) — fini ou non — une c-fonction Y(x). 1° Il existe toujours
une suite de polynomes ®y(x), ®,(x), ..., de degréso, 1, ... —
nous les appelbns polynomes orthogonaux de Tchebichef : PT —
complétement déterminés (& des facteurs constants prés) par les
relations d’orthogonalité :

b
f D(2)Bp(2)dY(2) =0  (m=£n; myn=o0T1,...).

2° La suite | ®,(z) ] est illimitée, sauf le cas ow Y(x) n’admet
qu’un nombre fini v de points de croissance dans (a, b) (2), et alors
la suite ne contient que v polynomes ®,(x), ®,(x), ..., ®y_,(z).
3¢ Les séros de ®,(x) sont réels, simples et comprisentrea et b.

-On écrit les relations d’orthogonalité sous trois formes équiva-
lentes : ‘

{
!

b
1 (@) [‘I);n(w)(l)n(x)zlup(.x):,o (r)  (m#Fn;myn=o,1,...);

b
(B f &, (z)ztdb(z) =0 (2) (}n:vl,z, e k<.n)’;“

(&I’]) b ) »
‘I)n‘- 'Gn—l ; db(z)=
s fb ()G (2) dY(2) = 0

s -
[n =1,2, 4. ;Gs(“’)':z/gixl‘—l’dynome arbitraire de degregs] .

i i=0

i

-3 ’ b
(!) On suppose, bien entendu, qu'on n’a pasf dqa(x)—_-f dy(z)=o0, avee
: p 8
a<a, B<b.
(?) Ici, avec les notations (5),
v v
Z a®,(a)®,(a) =0 zzciq’,n(ai)a?(m #njozm, n<v; k< n).

i=1 i=1
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Démonstration. — 1° Ecrivons ®,(z) sous la forme

Car+ frxnt+...+f,) (C=const.).
(17, B) nous donne ce systéme linéaire avec un déterminant A,>o:

(18) fnoti~+ frooi 2+ o+ f1oina+ 0 =0 (i=o0,1,...,n—1)
(19) A= (&) =[aij "' >0 (1) (n=o0,1,...: Np=1).

En effet, A, est le discriminant de la forme quadratique définie
positive

n—|\ A n—1 9
(20) 2“:-;-,‘.&"1#;:/ (25@’) dy(z) [voir (10)].
@ i=0

1, j=0

2° §(x) n’ayant qu'un nombre fini v de points de croissance
dans (a, b),

(21) An(db)>o0 pour n=0,1,...,v; A, =0 pour n > v.

Ainsi, l'existence et 'unicité des PT sont établies. D’ailleurs, on
peut établir 'unicité a 'aide du raisonnement suivant. L’existence de
deux polynomes orthogonaux ®, (), ®,(z) de méme degré n entraine

b
f Vi, (2) + pBu(2) | Gus (2) db(7) = 0,

od nous rappelons que G,_,(z) est un polynome arbitraire de
degré <n—1, ce qu'on peut prendre = AW, (z)+ u®,(z), avec un
choix convenable des constantes A, p. ‘

3¢ Soient &y, &, ..., Ly (Mm20)les points entre (@, b), ou ®,(.z)
change le signe. On a nécessairement m — n; autrement on aurait
cette relation incompatible avec (10) :

i=1

b B m
f G, () (x) dY(r) =0 lll,,,(x) =H (r —u&;) (m>0),=1(m =.o)] .

(') C’est une notation abrégée pour

% A ... @
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A P'aide de (18) on exprime ®,(x) en fonction des moments :

oo oy ... an
<% @ e Opgd
(22) Pn(z) = A"(I—(m SR R =gn— S,z 4 dp pg @+ .
Ap—l oo oos Zop—q
1 x ... xn

Pour les applications, il est avantageux de normaliser la suite { @, (2) b
c’est-a-dire de choisir une suite de constantes positives a, (n=o0,1,.. \)
— facteurs normalisants, trés importants dans notre théorie —,
telles que
(23)

§ on(z) = an"pn(‘”) = QX"+ Ap 1 T+,
\

x f 2 (x)cl.la(z‘)~f @, (a)on dy(2),
b

@) [ on@)9u@) dY@) = Bua[=0 (m3# 1), 1 (m= )] (m,n=0, 1)

“a

La formule (22) donne pour la suite orthogonale et normale {9, (=)} :

an(dl)= a,l__,_\/ An(dY)

An—f—l(dq’)
(25 B S
cpn(.'t)= Voo
Ap(d)Anaa (d) Agp—t
| 1 z ... zn

Nous employons dans la suite les notations

(26) % on(x;a, b;dY) = ou(2;dy)=on(z);
a,l(a\,b;dqa)sa,l(dq;)=a,,; Sp(a, b;db), ....
(29) { Au(p)on; [z5@,b; p(2)] =on(z;p)=9n(2);
an(a,b;p)=an(p)=an, ... [d¥(z)=p(z)dz].
Remarqgues. — 1° Dans lecas particulier de (27) on obtient la
q p 7 :

suite orthogonale et normale de fonctions (VP (2)¢n(x) | par le pro-
cédé bien connu de 'orthogonalisation de la suite

{Vp(zyzn} (n=o,1,...).
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fb<§é’““>2x‘ dy ()

i=0

2° L’expression

nous apprend que
Aps(dY)=[ogrivj i t >0 (n=0,1,...;8=1)

pours=o0,1,2,...,sia2o(')et pour s=0,2,4, ..., si (a, b) est.
arbitraire.

4. Relations avec les fractions continues algébriques. — ¢ (x) ayant
une infinité de points.de croissance dans (a, b), transformons le déve-
loppement formel

N b el
(38) F(x)sf W)y

—y f+1
z—y i_ox'

[« en dehors de (a, b)]-

‘en une fraction continue (soit, par divisions successives [7])

Ml hal
@) T Tgu(@)
[An= const., g,(2)— polynome en z].

(29) F(z)=

Pn

PSSIVes 3,

(30) ) =_Pn qn+1— M—1Ppi, Qn—H = Qn dn+1— An+1 Qu-ei’ ('l-g 5);
% Prt Qn"— P.Qry= Moo A (Po =0,Q¢= l), B

Pour les réduites successives == de (29), on a

- D’autre part, (17-3) donne formellement . -

®,(2)F (@) = Q.,,(x)#—l (;_‘_),

n—+1

(30 bis) F(z)= %—I— (x‘l'll+l> ~ (Q,— polynome de‘degré n—1)

Uy Us - e '
| avec;s-i—ws_H -+, .= pove »y >0 1.

Comme le degré de ®,(x) prend toutes les valeurs n =0, 1, 2, ...,

(1) Soit Y(x) impaire dans (— h, h). A!ors

Bppi =0, 4, <o, Ag, <05 - (=1, 3, oo de
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on déduit de (30 bis), en vertu d’une proposition fondamentale
concernant les fractions continues algébriques [7],

Tutoreme 1. — Quelle que soit la c-fonction y(z) définie dans
(a, b), on a toujours ce développement formel en fraction con~
tinue associée [4] :

b N
(A) F(x)Ef d‘l‘(}’): )‘11 - )‘21 . _ /'ﬂl

r—y |z — ¢y [z —e, 7 Fx—en,

(Any €n = const.) (1).

dont les dénominateurs des réduites successives sont précisément
les polynomes de Tchebichef ®,(x; a, b; dy) (rn=o, 1,,...)
[8, 9, 10, 11, 124, 13].

La fraction continue (A) est limitée (cf. Théoréme I), si
v(Y; a, b) est fini (2).

Fonctions de Tchebichef de seconde espéce. — On obtient, en
rapprochant (30 bis) avec

b b .
@u@)F(z) = [ 2=y 4 [ 20D gy

a

b oy
(31) - Q,,(z):f &“’_q‘;"(”dq;(y).
02

x"'H + on+2 .

(32) Ru(x) =", (x)F(.z')—Qn(.r)—f ”(y)clb(v)

(P*=a—z>°)'

R.(r)=Rau(z; a, b; dy) est la fonction de Tchebichef de
seconde espéce [15].

(') Pour le cas oit §(x) n’est plus monotone dans (a, b) cf. [14]
(?) Cas particulier :

v ®
;((:;) — .z"'+' (s,= all +...+al),

v

ou f(x) =H(w—a,) est un polynome ayant tous ces zéros réels et simple¥.
i=1
Pour cela, on a donc cette condition nécessaire [voir (19)] :

[s‘+i]{‘,"'>0 (kewmo, 1, ..0v)



THEORIE GENERALE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX DE TCHEBICHEF. 3

Supposons maintenant que l'intervalle (a, b) soit positif : o< a.
L'inégalité A, , > o assure alors [4] l'existence de la fraction conti-
nue correspondante

feym ALl b bl bl
(B) F(r)= l11~l‘+m+-l7:u—5+ ll‘+”'_ iz l

(1), b, = const.),
qui, par contraction, vu I'identité

@] Bl 8

£r—_—t —

se transforme en la fraction continue associée (A), de sorte que
®,(z; a, b; dy) sont les dénominateurs de réduites successives
d’ordre pair de (B). On a d’ailleurs [1 a, 4, 16] [voir (25)] :

1
- ln—l ln"
o An(rdy)Ans(dY)  afy(aY)
ban(ey) = bon= § 2T a0y A dY) ~ @Br (2 dB)
o . An—l(-l' dq’)An 1(01'4»') _ a’?!— (.19 d‘l‘)
bona (dY) = bypi1 = a2 d\l))An-(‘-dql) = a,%(dt!a)
[n21; bi=ag= A (dY)];
] _ b«lb;.--ben—1 - A?i(d‘l’) .
() = — g = T B d0) B (2 G
_ b b;...b n - Af:('rd‘l’) . —_ L = _l_ .
b () = g = Bl Bues (40) <"z" b= = “o> ’
I(33) ! 7-u(d¢) = bzn—z(dq’)bzn—l(dd{) = lzn—s(d"!‘)lgn—2(dq’)l2n—1(dq’)
_ Ana(d) An(dY) _ @da(dd)
AZ_ (dY) aj_i(ad)

[ng:)_; M(dY) = by =0y = ;]’

bn =

Cll(dq‘)=b?u—l(dq')"'bgn([lql):— ! [ ! -+ L]

(ngz; ci=by,= “—1);

%o

ad (@) = o = (nZo)

2n+1

]]1;(@) | ZXC)
i=1

i=1

$34) lLins, €ny bu>0, hn<o (0Sa); A>o0 [(a,b) arbitraire]
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Remarque. — Certains auteurs considérent

b
b(z)= %E—F(—x),

a

avec tous les I,> o.

On voit bien que pour notre étude c’est la fraction continire dsso-
ciée (A) toujours existante, qui est la plus importante. Cependant,
il est souvent avantageux de ramener l'intervalle en question, par

une substitutions linéaire, & un intervalle positif, afin d’utiliser les b,
et [,.

Dépendance d'un paramétre. — Envisageons le cas ou l'inter-
valle (@, by) et la c-fonction §4(x)={¢(x, ) dépendent d’un (ou
plusieurs) paramétres a de telle facon que, ¢(x) désignant une
c-fonction hien déterminée dans («, b),

be b
(35) ag—>a, bg— b, f .z"‘dqaa(.z‘)——>‘/ zkd(z) (k=o,1,...;a—>2,).
a a

Les formules (22), (25), (33) montrent que

N 5 M(dYa)—> A (dY), b, (dYa)—>bn(dl), cu(dba)—>ca(dd), ...
COV et > an(@b), 20w 20, bai dha) > ta(s @, b3dy) 7%
la derniére relation signifiant que les coefficients de ¢,(z; @y, ba; de)
tendent vers les coefficients correspondants de ¢,(z; a, b; d}) pour
n’importe quelle valeur fixe de n, de sorte que

ou(Z; g, bg; dY) —>2,(xa, b;db)
uniformément dans chaque intervalle fini. En particulier,
(37)  on(2;a,b;db)>9u(z; —=,01dY)  (@a—>—n,b—>+).
5. Relations avec les quadratures mécaniques. — Voici une autre
voie pour introduire les PT (indiquée, pour la premiére fois, par

Gauss dans le cas des polynomes de Legendre). Choisissons arbitrai-
rement n points z;({=1, 2, ..., n) dans (@, b). La formule de
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Lagrange donne

Grs(2)= w_“;% Guos (1), [a(2) = (2—21)...(x—20n),

i=1

b n
(38) f Gus () d(2) = 3 HiGuoa(21)
a i=1
b

— Il,,(.z‘)_
[Hi‘fa (x——*_xon;.(x‘,)d“’”)]‘

Formule de quadratures mécaniques. — Moyennant (17-y) on
trouve cette condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait

b n
(39) f Gonr (2) dp(2) = 3 BiGoua (21)  [124, ],

i=1
Les points z; doivent étre zéros z; ,(i=1, 2, ..., n) de ®,(r; a,b; dy).
De plus, dans ce dernier cas,

b ®,(x)dY(2)

T a (‘z'—""l,n)q);z(xi,n)

(40) H

b ‘I),,(z) rz Q, (‘z'i,n)
= [ o s, WO =5 > 0 [@a(owm =0l

n b
() D= [ db(z)=u  [Guui(x)=1 dons (39)]

=1

6. Expression de ®,(xz) comme dérivée ou différence n'*™® ou
comme intégrale n-uple. — Le théoréme fondamental nous apprend
que, (a, b) et Y(x) étant données, si pour une suitc'déterminée de
polynomes de degrés o, 1, ... nous avons constaté — et cela n'im-
porte comment — qu’'une quelconque des relations (17, a-y) est
remplie, alors c’est bien la suite ®,(z; @, b; dy) (abstraction faite
de facteurs constants).

Le procédé suivant peut servir dans beaucoup de cas :

1° dy(z) = p(x)dr; ®,(x) comme dérivée ni¢me. — Substituons
I'expression

— D"P"(x) n= dar o
(42) (bu(a")_ W)‘— (D —_d.z‘">’

ou P, (z) est une fonction a déterminer, dans (17-y) et intégrons.
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par parties. On doit avoir, (a, b) étant fini,
DiP,(a)=DiP2(b)=0 (i=o0,1,...,n—1);

Pr(2) = Dr[(z —a) (z — by In(2)] : p(x) [12a] (?)
Dans le cas de (a, b) infini, soit a fini, b =+ w, il suffit d’eJ('oir

{ lim 24DiP,(z)=0 (i=o0,1,...,n—1; ki),
(44) juTre
: Pu(2) =D"[(2 —a)yMu(2)] : p(z) (1), (2).

2° Y(z)-fonction & paliers; ®,(x) comme différence niéme, —
Raisonnons comme ci-dessus, avec les opérateurs A et X. On obtient,
en supposant

(43)

45 a;=da+ ({—1)h (i=1,2,...,v) 5, = a(a;),,
w | A =F(x+h)—f(2) [voir (5)] :
An [l_[(a:—a——ih)(.r—b—-ih)[[n(w):l (%)
{46) ®,(z) = i=0 o)
[(a,b) fini; ay=a, h = l’—Tf],
) P, (z)= A":z';()”) P,,(.r):]i.:[(.r—a—-ilvz)[l,,(x) (?),
lim zkAIP, (2 +n—ih) =0 (afini,b=w; k<i) (1).
Xr>+n

b
Enfin remplagons dans (19g), (22) a; parf i dy(z) et appliquons

la transformation généralisée de Fischer-[i"‘7] :

b' b
(bn(.r;a,b:d'.!z):—;:—!f f (x)
XAAY(z))dy(x2). .. dY(x,): An(dd).

(48) An(d¥) = ﬁfh...f'l]_”]dwm)
a a i=1

A = discriminant de I1(z) EII(.Z‘ —.z:i):l [lea].

= i=1

|seconde démonstration de (19)]. Appliquons ces considérations.

7. Quelques suites spéciales des polynomes de Tchebichef. — Dans
ce qui suit G, dénote une constante ne dépendant pas de = (convena-

(1) Avec des résultats analogues pour Pintervalle (—o, ).
(*) Tout se réduit a la détermination de 1, (z), probléeme plus simple dans
beaucoup de cas [voir ci aprés (53), (54), (55)].


file:///voir

THEORIE GENERALE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX DE TCHEBICHEF. 17

blement choisie dans chaque cas).

(49) Pp(z) =Xp(2)=CpPu(x: —1,151) = o
_13...¢e2n—0 .  n(n—i
- n! z 2(20 —1)
nn—1n—2)(n—3)
2.4(2n —1)(2n—3) z" !"""']

—polynomes de Legendre [12 a, 18,19, T1].

i DH(a2— 1))

Zn—2

_ t 1
(50) <I>n<x,—l,1. \/l_t2>=2n—_1cosna1ccosx

_ (z VT (o — yI =)
2’!.

— polynomes trigonométriques

AT
(on utilise : J cosmocosnedo =o,m=n|.
0

(5%) tli,.(ac;—x,1:\/1—-t‘3):;‘;illl(;;n;@])<P
Sin2n+xQP
R
‘Du(l‘;—l,l;\/lnt>=—l—___2_.__;
1+t 2N .9
sin ~
(2) ?

y— Cos

NSy B R s R

1—Ut) o
/ cos
2

Tous ces polynomes (49)-(52) sont des cas particuliers de (53) :

(53) DPple:—1, 1;(1+ )21 (1—¢)31]
= Ta(2; 2, 8)= Ca(1 +2)—2(1—z) BD (142 )2 (1— z)r+f-1]
(2, 3 > 0)— polynomes de Jacobi |9, 10, 11,13, 15, 20|,
ou Ty(z;8,2)=(—1)T,(—.x; u; B).

(54) ®n(x;0,0; 1% te—rty =L, (z;a) = C,xl—2erzDr(e—hz gn+a—t) (h 2> 0)

n
. 4 1\n—i/n i
=1r(n +°"Z(— 1:) ( )u,—+3
1=0
— polynomes de Laguerre [8,21,22a, 23],
(55) @p(z;— o0, ; eht?)
= Hn(x) = (_ ;[E)uehx’ Dn‘(e-—ll.r?) (h > 0)

n(n—1) "  a(n—i1)(n—2)(n—3) z** _
1! 2k 2! obpz T
— polynomes d’Hermite [8,%2¢c, 24, 25].

MEMORIAL DES SC. MATH., — Ne 66,

=xht—

" SEPVICE DE
MATHEMAT:QUES

S

oy
(&

-
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Dans la suite nous appellerons polynomes orthogonauz classiques
ceux de Jacobi, Laguerre, Hermite. On s’assure que ce sont les.
seuls PT pour lesquels on a dans (43),(x)=p(z) ('), si l'on con-
vient de remplacer les facteurs x —a, x — b par 1,sia oub estinfini.

(56) Ll’n(vt;o,01;[l('f—-al)(l—fi‘)]_?)
— polynomes elliptiques [12a] (o< a<<f).
Donnons quelques exemples ot §(z) est une fonction a paliers
[voir (45)-(47)]- 4

' (a, b) fini, ai=a,+(i—1)h (i:l,z, coviai=ash= b—v'“);

Ti= 5‘(@1) = h,

¢7) ®,(2)=D,(x;v)= }CT:A" [I](x—a— hy(x—b— ih)] [8]
=0
(G, ne dépendant ni de v, ni de A).
lim®,(z;v)=C,D*[(x —a)"(z —b)|=P,(x) [T0].

V>
Ainsi (37) est une généralisation des polynomes de Legendre.
. S
(@, b)=(0,®); a=i=0,1,...; ciEa(i,l):e :

!
(X —nombre fixe);

C,A” —n; C, dn , A
(58) ( Gp(r)=Du(x: 1) = :(('::)\)n )=c(x;)\) céfn )

[26]
[AF=F(x +1)—F(x)].
\ polynomes de Poisson-Charlier [voir (54)].
(a,b) = (—=», =),
. . s
a;=1=0,1, ---:3;"iEG(laS)=<i>P19“_'(F;‘I >0, p+g=T1);
Y(z)=0 (—o<zLo), 1 (sSx<»), AF(2)=F(z +1)— F(2).

5
(59) G, (r)=®,(z;5;p,q)

1 n
s\ 2 _n (s —zx\ [x
= C"(n) (rg) 22(—1)1("1—i ) ( i)P"_iQ' [27].
i=0
z—sp
Vaspg
lim ®,(x;s; p,q) = polynome d’Hermite C,H,(3)

S> o
(.‘L‘ =sp+ 3 V28Pq),

1 —

lim ®,(x;s;p, g) = polynome de Poisson-Charlier G, Zoan [—ﬂ-]

§>® a* . (-’U —_ n) !
(sp =a=c nst.) [27].

D’ow, en étudiant les moments pour q;( >, quand s >0 :

(60)

(') En supposant ’existence de p'(x) tians (a, b).
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En utilisant (35), (36), on obtient ces relations limites entre les
PT classiques :

(61) sl_;“; ?nlx;—\/;‘, V’:‘;(I—g)s-l

1
=lim ¢, [il" —1, 1;(1—t'1)‘Js'"4‘= Pn(Z; — o0, 005 €=1).
$> o Vs

. s
(62) Iim::;,l[w;o,s;t“—i(x—f) ]
§> » s

%

. x -

= lim 9,,[ ; 0, I;l“"l(l—t)s]s 2= op(x;0,®; %" 1et),
§> o s

8. Polynomes symétriques de Tchebichef. — Cette classe impor-
tante, comprenant ceux de Jacobi peur & = et d’Hermite, corres-
pond au cas

(63) (@,6)=(—h,h), Y(&)=—U(—z) [oup(z)=p(—a)]
On a, vu (17-y) avee

Gan(z) = Gh(2?) + 2 Gj_ (2?), Gop—1(z) = G (22) + 2 Gj_y (22);
S’ b, (z)=(—1)"P,(—x), Pn(Z) = @+ Ay p—a X" 24 ..
(64) cn=S,=0; Zi,n+ Tpt+i1—i,n =0, Hy=Hpp—
( [i=1,2,...,n; voir(40)].
( Pan(x;—h, h;dY)= (x50, R°; dY1);
Sont1 (zi—h, ki dy)y=x9,(x”;0, h*; dys)
Y(@)=—Y(—2); dh(z)=2d4(Vz),
dy,(x)=22dy(yz),z >o0;n=0,1, ]
- agn(—hy by dY)=an(0, h%; dY1); @i (—h, b5 dY) = an(o, h%; dis).
In(— hy by dy) = by (0, h2; dby);

(64 bis)

(69) cn(0, 125 dY) = hana (— hy by dd) + Xop(— by b dY),.
Na(0, 5% Y1) = Raua(—h, h3d) Xanos (—h, B ) (n22) [voir (33,
1
' Gailes — by b p()] = ouati 0, %5 (V)2 ];
{66)

Sawn| @5 — by B3 p(1)] =z o 2% 0, k% p(V2)iE)
[p(z)=p(—=z);n=0,1, o]

(67) 9n(z3 0, ht; dY) = 920 (V25 — by s )

o, DY
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Exemere. — Relation entre les polynomes de Laguerre et

d’Hermite :
|

o
- —1
Pon(Z; — o0, 00; | L[ te— i) = ‘Pn(-z"2§0; ;2 3_’");
(68) * )
Pan+1(2; — ®, ®; | |e—le~M) =z 9, \2?; 0, 0; L2€~A¢
(2, h >0;n=0,1,...).

9. Transformation linéaire de l'intervalle d'orthogonalité. — Soit

(69) (a,b)]|(as,b1), r=hri+1
_b—a , abi—ba )
[h_b:—m’l_ b—a ’5'(“,b)estﬁm].

On obtient :
[ on(21; a1, b15db) = 9u(hri+ U5 a, b;dY),
(70) | an(db) = Rau(dy)  [a(2)=$(ha + D).
Su(dY) = hSn(dbi) +nl,  ca(dy) = hea(d)+ 1,
)‘u(d'*l‘) = h? )\n(d‘h)a
(1) © sz an, by p) = Vhoa(hai+ U a, b p);

. 1
an(ay, by; py) = hn+'1an(a, b;p)
[pi(z1) =p(hzy+ 1)] [16].

Notons aussi la formule suivante :

(72) qonfx;a,b;epu)]s/L_c.un[x;a,b;pun (¢ = const.> o).
\C

10. Polynomes de Tchebichef a plusieurs variables. — Soit (D)
un domaine fermé dans'espace a m dimensions (z;) = (=, =, ..., Lm)- .

Définissons comme plus haut une c-fonction p(z,, ..., z,) = p(x;)
dans (D), c’esl-a-dire non négative et telle que

m

p(a:'-) zhids existe (ky=o0,1,...),
[rao[ I+ =011

i=1

fDP(x.-)dr >o0 (jqz: =lﬁl[ dxi>.

i=1

Tutorime III. — Etant donné p(z;) de la nature indiqude, il
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existe toujours une suite orthogonale et normale {q(x;)} ('),
(s=1, 2, ...) de polynomes de Tchebichef de degré o, 1, .

cos
c'est-a-dire tels que

fp(xt)‘?s(xl)?s’(-r'i) dv = Bggr,
D
Le nombre total de ces polynomes du méme degré l est égal a

m(m=+1)...(m+1—1
= L ' (=0

le nombre total de tous ces polynomes de degré o, 1, ..., l est
égal a

_ (nl+1)(nz+2)...(r)1+l)[
B Al

T/

28],

Voici quelques exemples :

m

(D) est le cube : @a<z;Xb, p(z1,...,7m) =]_—ij(x,-).
j=t

m

(z3) os(x;) (de degré [) =]_—_[cp,-k(z'/,;a,b: P
/ l.'fl
(0 SIrs; ZJ'A = l)-
N k=1
) { m=2; (D) est l'aire q(a‘,y)zq:r—x‘z—y’gb;:

plx)=p(z,y)=9% (2>—1).

On a pour PT de degré m -+ n une des deux formules suivarites :

!

S (2) Umanfa, y; a) = Cpu(z+ y* — 1)~ D-{L"l"tr"l'(x'z"‘ yi—1)%tmn

1
—%—I— A—+m—+n—+-.

1

(75) ® wnn(@, ¥, 2) = Cupn(y") 2D.‘I"(.}'2—‘ 1) ot
/ > (w2+‘]-2_[')—al)glm('z-ﬂ_'_ty‘l__l)a-i-nl
\ (wm,n— de degré men z) [23, 28, 29, 30],

(1) Ici s ne signifie pas le degré de p,(z,). La suite ; ¢,(x,) | n’est pas unique,
c’est-a-dire on peut construire, en partant d’une telle suite, une infinité d’autres
suites analogues, dont chacune est composée de combinaisons linéaires et homogénes,
a coefficients constants, des polynomes de la suite initiale.
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généralisation évidente des polynomes symétriques de Jacobi. On
voit, comme plus haut [voir (61), (62)], que si I’on remplace dans

Da..8) x et y respectivement ar'ﬁ, l_, alors, pour o -> o, cha-
794,8 N P P Ve Va p

cun de ces polynomes tend vers le produit ¢om(z; e ") ou(y; €7)
de deux polynomes d’Hermite.

11. Polynomes de Tchebichef dans le domaine complexe. — Soit
donnée dans le domaine de la variable complexe s une courbe fermée
rectifiable C de Jordan, de longueur /. Ayant fixé sur C lorigine
des arcs o, pris dans le sens positif, envisageons une fonction (),

réelle et 2o sur G, telle que (L); f‘n:(z)da existe, > o. L’orthogo-
c

nalisation de la suite {\/ﬁ(z)z”; (n=o90,1,...) donne une suite
orthogonale et normale de PT, complétement déterminée [31, 32]

s v (3)=a,z"+... (a, réel, >o0);
1

(76) ( Zﬁx(z)p,,(:)qnl(z)(lcz8,,,,, (m, n2o0).

On obtient, en considérant la forme hermitienne définie et positive

n—1 2 n—t
1 . —
(772 Ha(g)= an(z) 28’15‘ ds = Z %pg&p &q -
i=0 P>q=0
! Ago Z10 %no
Qg1 %n1 ) ——
?n(z)= ....:. ese cees  eesses : DnDn+l:—_— an(z;ﬂ;);‘
%o,n—1 ... eee  %p.p—
[P I 3"
(78)‘ ’ %o %1p ... Xp—1,0
D 1 Xy o
ap= an(“)=\/D z H D,= o N nht >0
7
%o, n—1 e cee a,,_i,,‘,_i
— I —
[n: 0,1, ..;Do=150pg=0gp= 7fn(z)zﬁz7da(p, q =O,I,...)]-
N Cc

Dans le cas ou G est l'intervalle réel (a, b), on retombe sur la suite:
{on|z; @, b; w(£)]}. Voici un autre cas intéressant : C est le cercle
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{z|=1.1Ici, avec n(z)=m(0), on-a [32]

9

1

2_‘;\:‘/0‘- ”(e)?n(Z)?m(z)de=3,“,,(7n, 1120) (1);\
(79)

2

om _
-l—nf x(0)on(2)2kdd =0 (n21;k<n,z=¢).
0

Introduisons le développement trigonométrique de m(8) :
(80) x(0)~ao+22ancosn0+b" sinnf.

n=1

La formule (78) permet d’exprimer ¢,(z) en fonction de ax, b,[32},
car

(81) Upg = Ap—g+ ibpg=cp_q (p,g20; by=o, Cn=2¢n).

Si n(9)=n(—0), alors b,=>by=...=o. Donc, si n(6) est
une fonction paire, tous les coefficients de ¢, (z) sont réels. On
a, par exemple, pour n(6)=1,

on(3)=23" (n2o).

M. Szego [32] a établi une relation remarquable entre ¢, (z; —1, 1; D)
et 9n(5; ), avec m(0) == p(cosh)|sinb|, = e On utilise les rela-
tions d’orthogonalité

1

p(x)ea(z; p)xtdz =o,
—1

I

et la représentation conforme z = i(z +-; ) de l'intérieur du cercle

1
on(33 7
n(e)&"_(gn——)coskedﬁ—_-:o (k=o,1,...,n-—l;z=o‘°):

| z| =1 sur le plan () (avec la coupure —1,...1) et I'on trouve :

L) H I
\ ou(z; —1, I;p)Eynqu’_‘(_z___ﬂ—) +z”?2n(2; 1:):

zll

[.’l’: ! (z+ i): cosf, z=eid; n(0) = p(cosh)| sinO{],.

2
' _ asn () .
. Y=V 2a[amn(®)+ 92n(0; %)]

(') @ est la conjuguée de a.

(82)
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(82) conduit a des nombreuses applications. Voici un exemple

(34, 33, b] :

(83) p(z) = ———, [H(z)— polynome de degré s, > o dans(—1, I)J .
- Vi—z(z) !

On obtient, moyennant la représentation de Fejér [33],

(84) 11(cosh) = | ¢ (3)|? lq’(z>~=2qisz‘, giréel, qo>> 0, ¢s % 0; z=ef°]:

| wemmea(l) [0 )

(z =cosb; z=ef;n2s).

Remarque. — On peut remplacer, dans les considérations préceé-
dentes, n(z)do par dq;(c), {( o) étant une fonction reelle non décrois-

sante de l’arc o, avec ; f dl(e) > o.

CHAPITRE 11.

PROPRIETES GENERALES DES POLYNOMES DE TCHEBICHEF.

Dans ce qui suit, la suite {®,(z)} est illimitée. 11 est aisé de voir
quels sontles résultats énoncés, convenablement modifiés, qui restent:
vrais, méme si { ®,(z)} est une suite limitée.

1. Relation de récurrence. — (30,1) (*), en vertu du théoréme II,‘

donne :

(1) Pros () = (2 — Crs2)Piy1 (2) —hna Pa(®)  (R=—1,0,1,...; b_, = o);
(2,) \/)\n_,_.«;c?n_;.;)(x) = («7/' —Clz+z)?n4;1(‘z')"_ ‘/)‘nfi-i “E’n(“') s V

(n=—1,0,1,...;91=0),

relations fondamentales. On peut les obtenir, sans recourir aux

‘(l)‘ Cela siguifie une formule du Chapitre [.
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fractions continues. Il suffit d’écrire

. Prpa(x)=(x +Pn)¢n+l(‘t)+P(z);
ou

)
pn= const., P(z) — polynome de degré n, et f P(2)Gu— (£)db(z) =0,
a
d’ou P(z) =C,®,(x). Les numérateurs de réduites 2,(z) et les

fonctions R, (z) évidemment satisfont a (1) [31, 32, I].
On obtient, moyennant (17, «, 22, [) [16] :

T aj_q(dY) o)~
o ()= S (2o

c,,(dqa)_f zoi(z)dy (n21);a<en<b;

s NNy An(dy) A ()
Cp= bu—su—ly Sn-—zcz-—zbz A"(d!l)) Auzd‘!’) )

(4) n i=1 =2 n .
1 Q9
dn,n-—2=_Z()‘i+ Cit1 Sz—i ) = —2 )~I+ E<b/2: "‘20?>
i=2 =" i=1

Ici A, (dy) s'obtient de A,(d{), en y remplagant la derniére colonne
PAr Gn, Cpspy - - oy Aany [vOIr (19, I)].

2. Formule de Darboux. Applications. — (2) donne :
@ni1 Pnra(Z) Pnta (V) — ‘Pn+‘2(}’)‘Pn-.H (z)

Apyo x—y
@ 001 (2)90(Y) — ¢n(2) a1 ()

A n+1 zr—y

= On41 (x)?ﬁfi (.}’)’

d’ou les formules importantes de Darboux [15] :
(5) Ka(r,y; dy)= Kn(z, 3)

Ezqa,-wm(y) =

an ?n+l($)?n(y)—?n(x)?n+4(y) ),
A p1 z—y

(6) Kn(z; ‘“‘)_Z‘P (z)= _[’Pn+|(w)?n(x)““?n(x)?n+l(x)]

On voit que ?;"'Ex) croit constamment avec z, ayant un saut de
n

~+ 9 & — o0 pour z = x;,, — z¢éro de ¢, () car

) dci [%2] MKy (2) 9h(w) >0 (# arbitraire).

(1) Antérieurement établies par Christoffel [36] pourles polynomes de Legendre.
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On déduit de (5) par différentiation

(8) <x—y>2¢“’wo"’<y>+k2 FV @) 9 () — 1292"@)0""’(}’)

i=v i=0

a, .
= ool @) —eil (x)q>$."+.(y)] [k I=0,1,2,..;9=¢].

n

9 D)=~

=0

@ll-l—l ('L)‘?n(x)'— “n("") ?n-‘-l(w)
3

?u+| (2) n(x) — 27 (2) P () '
6

(10) ‘2 7 (@) 5u(@) =

i=0

L“’(nlh)-n (#) 9n () — ¢ () P (@)]  (K21).
Nous allons donner quelques autres formules liant K, (z) et a,.

3. Relation entre ¢,(x; dy) et 9,(z;Id{), -polynome. — On a

n b
(ll) G"(a‘)—ﬂgl‘zl-—z Tig l("") [Y!:'f Gn(w)?i(x)dd.‘(x)J'
(12) N(x)2,(xz;UdY)

(_ I)""“ hx,n

=2 hz,n ?n-l—l(-l'; d‘{l) =

An,s
Fu(x; dY) onp(z;dd) ... quis(z; dY)
?n(El;d'-!J) ............ 9}L+J(El,d’()
On(Es; dU) orieinnnn, '. «pw(gs,d'b)
[ll(w): cZ(.z;—Ei);o dans (a,b)] [371, I
i=1
Tt = (i (0gige);

éPn(ﬁ(l 3dY) oo Pngi—1 (B ab) Pniiva (e dy) ... ‘Pn+s(\51 ;'d‘!')

..................................................

‘Fn(E‘;d‘l‘) ver Ongi (s cqu) ?n+i‘+i(€s§ dd.’) ?n+.e(Ea§dLP)

ou l'on remplace ¢n.i(@i1), Pnsi(@hir2) ... respectivement par
Opsi(@k)y Prai(@r)y « - oy 81 @ =@ryy = arya = . ... Pour les poly-
nomes de Legendre, (12) a été donné par Christoffel [36]. En parti-
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culier,
_can(Ild}) _an(dy)
(13) hs,n - an+s(d’-!l) ) hn,n = a,,(ll d@).
Considérons quelques cas spéciaux
[ ° _ . _ an(dq»‘) . an(d&h) .
1 e@—Beu(@idi) = an(d"!'l)?"(‘t’d”—'—‘oanw(d‘«") P (@5 )
[dbi=p(z—E)dy: o =+1(ELa), —1(E2D)],
174
Sa(db) = Sp () — t — ¢ S
n dy n—+1 dl ’ n d
A e “’ms; )+ T g (8 0);
et (E; d) _ Pan(d"!')an+l(d'¥) N a?n(d‘b) I .
9u(E; 4%) azi(dy) PG (@) Vi (dB)
. . an(d#) R . LN
Kn(§; dd) = PR )?/:(E,dl')?n(é,d‘%) [voir (6)]

L'importance de la derniére formule consiste en ce qu’elle permet

de trouver, dans beaucoup de cas, la valeur précise ou asymptotique

(n—>) de K, (£;dY). On a, plus généralement
L) o0 (5 din) o (5; ).

i (I/;bls) K::(E,w;dd.')? a"(d.%)
- Ko (5 dY)  aje, (dh) - 93 (£ dY)
K& dy) .~ ai(dh) — 7 Ku(Edd)

[ db, = (x —E)2dY, £ arbitraire],
“n(d‘l'») < an+l(dd.’) (I);

. [I[(x—&,)ﬁ da,] < anea )

=1

n—1
. HGA An(dds
I\n(’é; d"!‘) =H :;_: ((d,ﬂi ) a;l([l'!J) = A":| (q;q‘)) (l )‘

Comparons, pour £<a ou > b, (14) et (15). On obtient
( T i) AR
(18)  ei(E; dy)= [] aF (i “hY) = ST S0 T

() Pour ¢ = 0 =a, on peut utiliser la relation connue
A,(d¢) A, (z2dY) —A, ., (dY) A, (2*dY) = Aj(zdy)
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Le cas le plus intéressant est{ =a, b. On a

() (2 —a) gu(a; ) = 22 o (10 ayy M—)m.(m )

an(dh) ez
[din=(z —a)ay],

(18) (=2 ea(2 b)) = ST o0, apy— 280D o, (s ah)
[y =(b—z)dd],

(19) oula; dly) = Kn(6@i ) an(db)

2.(c; (lqa) an(dy)
Plus particuliérement, si 0<a < b, alors [33, 1] :

Zon(2; dY1) = Vbonia(db) 2, (2 dY) + Vbanas(dd) snvi(z; dd)y
Sa(z d‘l’) = Sn+|( ab) — b-m-e--»(’dql) = Sn('iq') + b2n+1(d’~l’);

by (d) ey AZ(z db)
vii(0; @) = o (rzm)“ Borer @by = e ) = R B (A9

u(‘” dy) = bon—1 (db) bg, (dl)
(20) ( en(@ d) = ban(dY) + bynsn (4Y)  (n22);
Kai1(0; db) 251 (dY) _ banaa(z dd)
Ko(05d0) ~ ai(#2dl) ~ banea(db)
¢+ (0; ab) b*n+"(dq‘)
o3 (0;db) b;,,,+;(dqa)

2 A —
Kn(o; dp) = 22 W) _ s 0 dy gu(0s 2 db)  (n20).
An+1(d’~!l)

On en tire, d’abord pou.{r (a, b) avec a2 o, puis pour un intervalle
fini quelconque (a, b) [ce qu'on raméne a (0, b—a)] :
bon( d) _ brnya(dd) I
bonsi(dY) ~ bopi(@dd) ~
by (z db) — b2n+l(d‘<‘J )= ban(AY) — boy_y(x db)>o;,
() g Loon=e(20) ol

hn(dy) < cn—i(‘l‘x’)cn(d‘!‘)z
ba(dy) <en(dd)<b  (oga).
(b—a)?

(21)

(22) Ar(dd) <

[n22; (a, b) fini, arbitraire].

%n(2) Pnya(z) zqh.“(a:)_\

30 (z—a)(b—zx)ou(z;dy;) =\, en(a) 9ny1(a) aepp(a)

a A ?”(b;d; $n1(b) b 9n44(b)
=(x—a —x s
(23) a,,([dq;:) ~( )( l) v

n1(AY) |Pn1(@) 9 (b) — 0, (@) Prt1(B)]

an(dYs)an(dy) .
(a—b)a,,+,(d¢)K,,(a,b;d'p)

Ny =
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4. Evaluation de a., bn, Cn, ... dans quelques cas particuliers.
On a leurs expressions, assez compliquées, en fonctions des
moments «, {33, 1]. On pourraitles trouver, en divisant ®,., (x) par
®,(x), ce qui exige 'expression précise de ®,(x). Voici une méthode
simple donnant presque sans calcul, dans beaucoup de cas, leurs
valeurs précises ou asymptotiques (n —> ).
Moyennant les relations d’orthogonalité, on a

b
(24) f Gn+l(1')?n(-lz')d¢(l‘)=h"+‘s';:l((£))+bn
b
(25) fmn(x;d@)%_‘(x;mzq,)dq,u)
ana(@dy) _ [Sa(zdy) —Sa(dp)]an(dd)  (ofa).
N an(dy) a an—l(xdqf)

b
On en tire, moyennant la relation F(z) |,',’=f F'(z)dz, en’'sup-

posant que dy (z) = p(«)dz, avec p'(z) intégrable dans (a, b):
b
() p@) i@ b= [ P2 ei(e)dr;

b
) p@)zei(a) lz-——f p(2)z 93(z)do+ 2041
(1) P@) en(@) Pnsa (@) 4 '

b
:L P’(-z') ?rl(x)?,1+[($)d.z‘+(n -+ [)%’:E__g_);

(3)  p(@)zon(2)ona(2) (4

b
:/ P'(w)x?ll(x)9,1+i(x)+ S’_’_““_(_PM-

(26) an(p) !

—

(&) p(@)won(@; P)ona(@; tp)ly

b
= ! n 3 n—i 5 d: —“‘—“‘“'——ﬁ-———’
l p(x)x gn(x; p)on—s (2; p) dz+ N
(n) p(w)m;n(w;p)?n(x;fp)lz
= [ P@a on(@; p)on(; tp) da+ -2 (0ga).
a Vbins2(p)

9} P(w)(zb—a)(b—x)ﬁ(«'v)lfz
\ :f p'(x)(x——a)(b-—w)q:}’-,(x)dm—n—(yz+1)(a—.—b)

+2onS,—2(n +1)Spp (a, b fini).
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On applique ces formules, si p'(z) et p(z) sont liées par une
relation simple ('). Exemples :

Polynomes de Legendre : 93(+1) = %ﬁl;
(27) ) ( y 3...( ) n+1
Nes n4+1 _I.3...en—1 2 >0).
[+ = Grrnrr3) n! a2
Polynomesde Laguerre: p(z) = x%'e—x, Cn=12n+&—2;
Sy=n(n+a—1); M= (n—1)(n+2—2) (r21);
1
a,,:[[‘(ll—l—l)r(n‘*‘“)]—; (rn20), buw=n-+oa—1,
(28) { ! (—1)r, [T(n+2)
5 = 21); Y = T
boprr=n (n21); ¢n(0) I'(«) r(n+1)’
- Tn+rat+r) ;
Ko =Pty (n20) [veir ol
' n+1

Polynomes d’Hermite : p(z) = e—*". Apge=

)
2%

on
a, = - (n 20); Cp = S, = ?2n+1(0) =o.
I'(n+1)=2

* /)
pa(0) = (—rn \/

I‘(n—i— 2)
\ K»n(O) = Knn+1 (0) = 2n—[‘(m.

[Ici on peut utiliser aussi (65, 68, I) et (28).] On trouve, pour
(@)= ot do (k> 1)

1
)\on=ll+k—-;, ).9,,+1=n,

Dans le cas des polynomes de Jacobi c’est la seule formule (26, {) qui
est applicable et qui fournit la valeur de S,. Puis on utilise [33,1]
et (20). On tire de (26, ¢) :

2(n+1)Spp—2nS,=—(a+3—2)(Sy;u—S,) + (27 +2),

ce qu’on peul traiter comme une équation a différences finies linéaire
du premier ordre avec l'inconnue S,. On obtient ainsi, pour

(*) On peut appliquer le méme procédé pour évaluer K, (z).
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(a,b)=(0,1):
' Polynomes de Jacobi : p(x) = 2% (1— z)B—.

1= Sute = 2D,

= n(n+p—1)
Brn = banen (5 B) = (Gr+a+B—1)(3n+a+B—2)
(30) _ (n+a—l)(n+a+p_2)
{ ban(ﬁyp)_(2n+a+3—2)(2n+a+p_3) (r21).
(2, B)= —N(rn+a—2)(n+B—2)(n+a+B—3)

(2n+a+f$—:ﬂ)(2n+a+B—4)°(2n+a+§—5)’
ea(anB) = 2nt+on(a+B—3)+(a—2)(a+B—2)
T T G ra+ B—2)(2n+a+B—4)

: an(a, B) = I'(e+B+2n)
VI(n+1T(n+a)l (n+B)(xa+B+2n—1)T (a+B+n—1)

. _(=nn I‘(n+a)(a+B+2n-—1)[‘(n+a+ﬂ-—l)
(o e, )= T(a) T(n+1)T(n+B)

; . _ Mn+a+DT(n+a+B) |
(30)< Kn(o o, 3)— I‘(a)l‘(a+l)[‘(n+l)r(n+ﬁ)’

. o In+B)y(a+B+2n—NI'(n+a+B—1) .
9’1(1?“7 p)"‘ r(p)\/ I‘(n+|)1‘(n+a) (i))

gy TarBrOftirarn)
Kn('y“a?’)_ r(p)r(g+|)r(n+1)l‘(n+¢) ¢

|

On voit que tous ces calculs n’exigent rien qu’'un emploti trés
simple de relations d’orthogonalité. On voit aussi le réle impor-
tant de a, etS,. Charune de ces deux quantités permet de trouver,
& Vaide de nos formules, toutes les quantités considérées dans ce
numéro.

B. Bquation différentielle. — Etant dennée P’équation différentielle
(31) A(z)y'+B(z)y' + C(2)y =o,
on peut I’écrire sous les formes suivantes :

(32) (Apy'Y+pCy=0; (Apy)—(Bpy)Y+Coy=o
. -
[p(w)Ep:: A (z e ¢ ].

(') On utilise la substitution & = 1— z,, équivalente a la permutation de a; §.
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Supposons que C(z) dépend d’un paramétre n, ce que npus déno-
tons par G, = C,(«); (32) donne, y, et y,, désignant deux solutions
correspondant & C, et C,, respectivement, « et 3 étant deux zéros de

A(z)p(x) :
(33) '[al“ﬁe(x)[(ln(x.)—-C,?b(x),]’y"n_ymdm,:0 [ nm( )ﬁm k=o, 1]

Supposons maintenant que A et B soient des polynomes de degres
p+up respectivement. Alors, d’aprés Heine |124a], il ‘existe
(n, p)= (n+ 1)(n~4(-P9—)—l) ‘(n~+-p
de degré p — 1 au plus, tels que l’equatlon (31) correspondante admet
comme solution un polynome de degré n. D’ailleurs, d’apreés Stieltjes

[38al), si

r o
©34) Ale) :H(w— gi); i((i)) :2 x'i:zﬁ '
\ i=0 “l

=0

=U[(n, 1)=1] polynomes C(2),

(29 < 21 <C. .. << zp, réels, ; réels et >>.0),

alors les (n, p) polynomes C(z) et les solutions y correspondantes,
~ dontil s’agit plus haut, sont réels et différents.

Le cas le plus simple et le plus important est p =1, un ou méme
les deux zéros a, b de A (x), pouvant étre infinis. Ici G, = const., et
(33) donne précisément les relations d’orthogonalité (17 «, T) pour
PT classiques.

Trtoreme 1V. — 1° Les polynomes orthogonaux classiques
- satisfont a Uéquation différentielle

(mar+ ke + 1) op+(—x +09)9,+ n[i—m(n—1)]en=0  (n20),
m, k l,odésignant desconstantes ne dépendantpasde n,m etl.pou—

ST+ 6
vant étre égales a zéro,p(x) estégale a mef’“”‘""*’m;;
Uintervalle d'or thogonaltte est formé par les racines — finies ou
non — de mz* +kx + L (*). 2° Les dérivées de ces polynomes sont
aussi polynomes orthogonaux respectivement de méme classe,
‘correspondant au méme intervalle (a, b), avec

{‘ —x+G dr
Cpi(z) = A(2)p(x)= e mrivkr+l [Alz) = mx2+ kz +1].
pi(z)=A(z)p [alz) I

(Y} Tis coincident avec les zéros de 'A‘(m)rp(.z*) E‘A'(x)p(ri.
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Pour démontrer (2°) il suffit de différentier (31) et appliquer (32)
€1 (33). On a donc, avec les notations adoptées,

351) z(—a))" +la—(e+Pz]ly+n(nrae+f—1)y=0

[y =Tau(z:0,1;,8)] ()
(35,1) () @'+ (@—ha)y'+nky =0 [y=La@;a)] (n20) (),
(35,H) V'—2hzy'+2nh) =o0 [»=Hn(z)].

On déduit (35, L, H) de (35, T) a 'aide du passage connu a la limite
[61,62,1].

(36,1, L, H) ) op[x:a,b; p()]=ndn [z, a,b; A(t)p(1)],
T | A(z) = mxr+ kz + L.

Donc, dans le cas des polynomes de Jacobi et Laguerre la diffé-
rentiation est équivalente & ce qu’on change a,8 en a—+1,8+ 1,
respectivement. Les polynomes d’Hermite possédent a cet égard
la propriété la plus simple (ce qu'on utilise dans la Statistique
mathématique) : la c-fonction p (x) ne subit aucun changement.

On démontre, en suivant la marche indiquée par Laguerre [22 b],
que : 1° on a pour ®.(z; p) une équation difiérenticlle de la
Jorme (31), avec A, B et C — polynomes en z, si

puey=een [ J@—an

=\

[Q(z) — polynome de degré g2 o, a,, Aj=const.,, A, > —1];2°la

(Y) Daps (—1,1)0n A
(1—-2)y +la—B—(a+B)z]y' +n(n+a+f—1)y=o.
(*) Cette notation signifie dan; ce que suit les polynomes de Jacobi, Laguerre,
Hermite respectivement. ’
(%) On peut dire que I'équation

z(1— )y +[a—(a+B)z]y +wy =o(w=const, & §>0]

n’admet une solution régubiére pour z =o,1 que siw=n(n-+a-+f—r1). On fait
des remarques analogues sur (35, L, H). '

(') Remarquons, avec Markoff, que (Ap9n) G, (z)dz = o(intégration par
a

parties); donc(Apo,) =— C,po, — l'equation différentielle cherchée.

MI*MORIAL DES SC. MATH. — N° 66. 3
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seconde solution de cette équation est Bn(2). 30 Uéquation adjointe

( ) ’
a pour solution, dans le cas de po/ynomes orthogonauz classiques,
®.(z) p(z) et R,(z). Les polynomes elliptiques rentrent dans cette

catégorie [12 @], ainsi que la classe suivante :

2m—1i i
(37) polynomes ultra-elliptiques : [z %],1),]? (t—a) 2] (m >9),

i=1

(11<O€--§<...>-
j Zdx
Comme la seconde solution de (31) est wn(x)f TR obtient
pour les polynomes orthogonaux classiques (voir 2 ) :
Ro(z) 2n+4+B—1 ” dz

R T L M o= et

. Ro(2)  h [7 ehrda 2h ¥ et d g

8 R 9 = —— .
GBI @ T m ) e mo ., s

Dans le seul cas des polynomes de Legendre la fonction R.(z)
satisfait 4 la méme équation différentielle que le polynome lui-méme.
On raméne (31) a 'équation suivante, souvent plus avantageusé :

o"(z)+s(x)w(z) =o,

\ -]-’jlgtl;c L ‘
(39) w(@) =€ A y(Ao)y,
| = ()1 (BY
TN\ Ta\&)
, @ B
) u(z)=2*(1—2)*T,(2; o, B),
- B hae ha?

@te *Lu(z;a); e * Hu(a)
:n__<n+“+31>_£’[z_ R |

s x(r—ax) ile 1—x o) a2 (1—z) |

(40,1, L, H)

()

h<n+ “>
J— A 2
a2 —a) 2 h , Yy

faz @ 4

AerricATION : nouvelles représentations des polynomes ortho-
gonauz classiques. — Comparons (30 I, L) avec les équations dif-
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férentielles pour
[ €]
o} oA 1 I
F(o, 8, y; 2) =1+ I——‘Jz+ ——————————< +DBE+D
Y

Gy (y 1)
(41) ¢ (série hypergéométrique), ‘
G(, y; #)= lim F .£)= G d VRO
? (o 15 2) s-l;?o (“: Sy Y5 P I+1-Yx,+1-2-Y(Y+I),x+

! an[“‘; 0, I ta;l(l;t)sAll
_(_I)nl‘(n‘—i— a)l(n+a~+3—
F(a)I(2n+a+ B—1)
Cho, 1) ) Pal@s =1, 13 (1 )@t (1= 0)31]
? 2n. T (n—+3)T(n+a+p—1)
F(B)T(2n+a+B—1)
><F(n+o<+ B—1,—n, 3; I—;x>,

l»)F(n+oc—i—,.B»—I,-,—n,oz;x),

I'(n—+a)

(1) @ules 0, 5 tx1emt) = (— 1)~y

G(—nyo; x);
[ Doy (x5 — o0, 0; &)
(—--—VI)" I‘(n—r— é) - )
Bl e, B
'(3)
A2
(I)211+1<Z; — ©, 0] e—'—F>
orr(ns ) |
2 3.
= — ——h——xG<——n, ’—\;'aq‘>,
() o
(5)

Rapprochons (42, T), pouroc=§, z = cos» et (42, L) avecla série

) @)= 211(’1+I);(1’)L"+V‘_._I)<”>Znﬁ

(foncuon de Bessel d’ordre v);,

(44) flqi;njﬁn[co;%ﬁ —1 1 (1-—!‘-’)“—1]

< L(n+1) — g-ad, ., (0) [12a, 39);
<n+o¢-——)l‘(n+za——1) o '

Loa—1
45) erx * B,(x; o0, 5 e~ tt“ n

~'<—x>nf et T i (o Vm)dt(w>o)[40 .

(42, H) [voir(68, I)].

6. Fonction génératrice. — La série infinie

(46) Fla, )= Y Anga(m)n  (An=const.),

n==uo
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avec les A, convenablement choisis, converge dans un certain
domaine du plan (z, t) et représente une fonction F(z, ¢) qui est,
par définition, la fonction génératrice de la suite { A o, (2z)}. Son
expression précise dépend évidemment du choix, plus ou moins heu-
reux, des A,.

Cette expression étant connue, on tire de (46) beaucoup de
propriélés de { ¢ (2)}, y compris I'orthogonalité. Les polynomes de
Legendre cn sont ’exemple le plus intéressant, avec

I

F(o, ) = ———n——
(50 Vi—atz+ o

[12, @] (*).

Voici comment on peut trouver F(z,¢) pour les polynomes ortho-
gonaux classiques. On trouve, en rapprochant (43), (44, 1), oa
I, (z) = p(x) ne dépend pas de n, avec la série de Lagrange [15, 42]

174 < X n
(47) () 5 = J DLy ()]
n=o0
[y=r+¢tf(y),y—>2xpouri—o]:
- P(Y)
0= =gl
(48, 1, L, H) [y==24+1t9(y);y =z pour t—>o0];

9(y)=(z—a)(b—2z), x—a,
[« et b finis, b infini, (@, b) = (— », ©}}h

oy 9t | p):p(@) L [1=4(y)
(49, 1, L, H)  Ayou(z; p)= der | 1— tg'(¥)d =0’ ani C " *p(z) .

1 s .
zdz (s entier positif) la substitution

(') Faisons dans I, Ef

WWi—2tz+ 0

Vi—2tr+10 =1—1ty.

1 t s
I.=f [}’+ ~'!—y2)] dy,
—_—1 2

et ¢ ne figure 1ci que jusqu'au degré s; comme, d’autre part,

Alors

it 1
s
l,_}_‘t ‘/_11P,,(a:)a: da,
. n=0
on doit avoir

1
f P, (z)ztdz = o (k=o0,1,. .,n=1),
—1 .

Ce procédé élégant est da 3 Hermite [5, 6],
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C désignant un contour convenable. Ces formules permettent de
trouver I'expression asymptotique (7 —>o0) de ¢,(z). On peut déve-

lopper des considérations analogues dans le cas de plusieurs variables
[25, 29, 30]. Ainsi on trouve :

(0. T) (t+t+yYi—atz + ) *(1—t+ Vi—otw +2)' P
o Vi—o2lr+ 12

_ 222_“_3_,1 I'en+oa+pf—1)

= .

(a+B+n—0TF(n+1)

n=~0

= @n[x; —1, 1; (14 &)t (1— )B—1]en (1),

I
(50, L) T e 2(~ ')"\/FEZ::; en(x; 0,00; e—tta—1)en;
(50, H) e‘ﬂ—l’:Etz" P, (L; —xo, 0; e—")l ’iln—‘ (2)
n=—>u0
On a aussi [39],

(50bus, I) (l——ztx+t’)‘ -

_ I'(n—+2a0—1)
2%~ l1‘ (n+a—— T'(rn—+1)

><<p,.[.z', —1, 1; (1—¢)e1]en,

On déduit (50, L, H) de (50, I) moyennant le passage connu a la
limite.
Rapprochons (50, L), pour a =1, avec la relation

N (— (=2pyn,

e ry =

0

(1) (49, 1) et (50, I) donnent, pour les polynomes de Legendre,

P (z) = f dt
—_ 5,
" 2wl Jg g i— 2zt + B

d’olt V'intégrale connue de Laplace [12,a]

P (z)= =

L orm=
®Jy (z-+cospyz— R

pouvant servir comme définition de P,(z) pour loutes les valeurs possibles™de n.
On développe des considérations analogues pour les autres polynomes classiques.
(*) En vertu de (50, T), c’est la série de Taylor pour f(z —t), f(z) = e~
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ot P'on a effectué la transformation d’Euler y — IL—‘z [40}):

(51) @u(z; 0, w; e=¥)

zn nan—l! n(n—i an—2
=nll—— y ( ) (1) |
n! 1{n—1)! 1.2 (n—2)! .

1. Zéros des polynomes de Tchebichef. — Tutorime V. — 1° Les
zéros de ¢n(z;a, b;dy) sont réels, simples et compris entre a
et b; 2°ils sont séparés par ceux de o,_,(z;a,b;dy) (') et de
Q(zia,b;dy) (2).

Nous désignons les racines de ¢,(z; a, b; d{ ) par

(52) Z,n(a, b; d‘«l’)E-l'i,u(d’-P)Exi,n (-Z'l,n<~l'2,n<--‘<xn,ll)-

1° A été établi (théoréme I, 3°); 2° est une conséquence immé-
diate de
, a,
O (Zin) Pa—i (Zin) = a_—l Kn—lﬁ-l'i,n) >o0;
ns-

Q,(Lin) . I . .
o zim) — Kn(oin) >0 [voir (6), (30 bis), (40, I)].

(83)

Tutoreme V1. — Les zérosde ¢, (x; a, b; dy)sont séparés par ceux
de 9n_i[z;@,b;(x— a) (b —z)*dy](c,,2 =0, 1) et séparent ceuz
de (z — a)gu[z; a, b;(2z — a)dy], (b— z)ou[z;a, b;(b—z)dy],
(z—a)(b—z)ou_[x;a,b;(x —a)(b—z)d}] (a ou b, ou tous
deux étant finis, suivant le cas).

Cet énonceé résulte du théoréme V, combiné avec (17), (18), (23).

Tutonime VII. — 1° Les zéros de (x—a)g,[z;(z —a)dy]
sont séparés par ceux de ¢.[x;(b—x)dy]. Les zéros de
(b —x)9n[z; (b —z) dY] sont séparés par ceux de ¢, [z ;(x — a) d}].

(') Plus généralement, deux zéros consécutifs de 9, (z;a, b; dy) contiennent au
moins un zéro de ¢, . (z; a,b;dY) (n' 21) (1, al.
(*) En suivant la méthode de Stieltjes [1, d]. on démontre que si

fpd!!/(w)-;fo (afa< Blb),
o

alors R, (#) n'admet aucune racine.
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On le démontre, comme ci-dessus, en remarquant que [voir (17), (18)]
Pa(z;dy)=H(r—a)oui[2;(z—a)dy]+K(b—2z)9ur[z;(b—2)d}],
H, K = const., H>o,
On a donc :

K>o.
a<Nn<Cin<Ein<Ne,n<lon Bon <o o < Moy <ZCyn <Enyn < b,

(54) °=<Pn[51,n; (-Z—a)dq)]
= ¢n[Ni,n; (b ——.z‘)da[/]: Pullin; kx —a)(b—x)dy].
(85) a<z W< U< Zan < Lon—1 <. . < Znei,n < Cnat,n—1 < Zp,n < b,

(56) a< M a< 2 El,ll < Me,n < Za,n < Eh,n < oo < N < Ly < En,n < b.

Ainsi, si l'on change dy(z)en (z — a)dy(x)ou (b — z) dy(x),
les nombres i, croissent ou décroissent respectivement. On
a[l,b,oug(z)=1]:
22 [, b3 (L= @)l (b— 1)1 g (1] > o,
dzin[a, b; (t—a)*—1(b—¢t)B—1 ¢(1)]

98 <o (a#B)
t’ﬁ—y-’[—h,h;(h“—ti)“-lq(t)]§0, selonquexi,,;<o
(577 [voir(64,1);q(¢)=q (—0)];
()-”i,n
dz

[0, t2~te~h g ()] >0 [i=1,2,...,n]
A cet égard, on peut utiliser deux propositions dues a Markoff [43a]:
1° St
dY(z)=U(z;E)dz, avec D,l.(% %g) >0 (a<x-Ib),
alorsd—w"’—séd—q') > 0; 2°si
dy(z)=U(z;E)dz, avec
et

D:U>o0
D.E[W__;‘ELU]<O (a<x<b;‘a<e=const.<b)x
F .
alors

d[l‘l,n(jg‘)""e]z >o0 (i=1, ..., n)

8. Limitation des zéros de ¢,(z). —«. Applications des théorémes ‘
précédents. — Moyennant (57), on peut limiter, par exemple, les
racines £; du polynome de Legendre ¢,(z;—1,1;1) en les com-
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parant avec celles de g,[z; —1,1;(1 — 2y, e=x é :
cos 2E=DZ > Ei> cos i (&> 0);
(58) (20 —1)=x ” in A
cosT<E,< cosn+l(‘;’,,<6) (1)  [15543—al.
B. Applications des théorémes d’oscillation de Sturm. — On

les applique a I'équation différentielle (40,1, L, H) pour limiter la
distance entre deux zéros consécutifs de o,(z). Supposons, de
plus, w(b) = w'(b) = o. Alors

w'(ﬂ)=0, w”(Z‘)=°; U(§)=0 (-1'11,11<'ﬁ7 << b)

(en vertu da théoréme de Rolle). Donc, si dans (4o, 1, L, H)
w(b) =w'(b) =0, o(z) admet nécessairement une racine ¢ <<b,
et x,,, <_¢. Des considérations analogues subsistent pour z,,,. Cela
permet d utiliser o(x) pour limiter | z; .} supérieurement et infé-
rieurement (ce qui exige «, 3 >> 2 pour les polynomes de Jacobi et
de Laguerre).

y. Application de la formule de Darboux. — On la rapproche
avec celle obtenue par différentiation de

ea—i{x) - Sn—1(Zi,n) .
on(x) _l_l (2 —24,r) 9n(Z1,n) *
(59) . ,
$2(Z) P or—1(Zin) _ au:
\ Z [x—wi,n] ¢ (@in) ~ Qn—y Ko (2)-

Or, il existe dans chaque intervalle un pointgtel que 9. ({) = a (R 21):

() Voir (50)-(52; I). Comparons<les avec

Pl — 1,1 [+ 68 (1 —2)&)]) (Ev,z =+ i’ € 8 < 0)’
v )
et nous obtenous les limitations de Bruns [44], inférieures & celles donndes par (58):
2{T (2i—1)T

< g, < cos

{=1,2, ..., .
coszn+t 2n 41 ( T n) el
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On tire de (59) :

On,s,——-mil'll-l':,n.“"zl (E=1,2,...,0)
oG _1on(O)] _ ann(dy) [/ ad(dy)
(80) ST Ve @) V@ (db)

[dy: = (z — ()2 d; voir (15)]; | Zy,n—c|

Ap_ c
< "'_i_M (\; =1, n;c > Zp,n OU < -Z'l,n)-

% YKn-i(e)
. Application de fractions continues. — Nous nous bornons
a appliquer cette méthode [43] aux polynomes symétriques. On a
Bu(@) B (2] (> . =
60 | Bpy(a) = ¥ —)\,,.[(I),,_,(x).!I),,_._.(x)—j-(ngz) _ o pour .z > max(2y/X;)
— L= Tpn> max(-z\/)q) (i=1,2, ..., n)
e. Application de quadratures mécaniques. — On tire de [voir
(39), (4o, 1)] :
E Hi“—'{:,n(dq’)
(62) :lzjig =1 (0Sk, Ig2n—1;5 Hy > 0);
/‘ .
>H%MW)
=1
d —s(dd)
Lp,n> a"(l(‘i;l)(o<a), min |z, | <‘/:::_‘Ed:;—) < max | @5
(=1, 2, ..., n; a, b arbitraires);
(63) / Lyl a-+- b—M{Q— (o<a; a, b finis);
’ “n—l(dqh) T
. oy u—a(dY1)
minla+b6 —ur,,| \/:::—;Ed:lﬁ Zmax|a—+b—z;,
[@—=+ b fini; b= V(a+ b—ux)).
{. Méthodes directes. — S, c, étant connus, on a
S,
(64) Zp,n >> —n“ > Zin; el en < Zun (1)

Si I'on connait I'expression précise de @, (x), on peut employer
toutes les régles convenables d’algébre, surtout celles portant sur les
équations ayant toutes les racines réelles (cf., par exemple, [22]). Si
I'expression asymptotique de ®,(x) (n-»o) est donnée, on peut en
tirer souvent une approzimation indéfinie de ces zéros.

n. Méthodes spéciales. — Elles utilisent les propriéiés spéciales
des polynomes en question. Par ¢xemple, pour les polynomes de

(') Exemple : polynomes de Laguerre.



42 J. SHOHAT.

Laguerre, on a

(65) 2Ly, = (n+10)[Lopi—La],  Liy,—Lj=—Ln.
[La=(—=1)"9u(2; 0, x; e77)],

-ce qui permet de faire une étude géométrique des zéros [46].

Pour les polynomes d’Hermite, on applique la théorie des formes

quadratiques [47].

Sommaire. — (0 <<% <1, Az est la distance de deux racines suc~
cessives).
g+1 a—+i
B e T L S P e
(a, § > o, arbitraires);
B(B—2)
Tun < 1= fn(n+pB+1)+B(B+2)
am :
Az < 22, 3>2
Vidn(n+8+1)+B(3+2)](1—10) (=52 | )
; B(B—-2) i
. _ b .
(66, 1) pour w""<[l 4n(n+ﬁ+1)+{i({j+2)_‘0'
Zy,n>> 7 a(e—2) )
’ fgn(n+2+1)+a(ax—+2)
[(a, &)= (0o, 1)].
2%
Vidn(n +a+1)+a(a—+2)](1—0)
a(a—2)
— <
poura:;,,l<[1 4;1(n+a+1)+a(a+2)]0 (2>2, B<2)
Zn,n << 4'——'——"” +I:+2 [’UOil'(54,l)],
Ax < 2;};‘/% —1, pour 2, < 411-'-—’:‘—__20_-0) (2 €2),
x"’"< 2(_2’1;:'-_.(1_),

h

a(a—2) i n—+a
(66, L)< > S Gan + @) (a>2);  Zpn>—— (2>0),

3 2 1) .
Zin = Ci,n(l-.-l) (“=h=l§ 'I'<Cni<4; t=1,2, ... n)‘

n—+1 4 !
—r_<Arg T 2),
(en+a2hr—1~ =, /(2n+a)h? (2>2).
————————— ————s. —I

a(a—2) a(a—2)

a(a—2) ) a(a—a) 1| 2(a—2)
PO ) (0 —0) ~ " h(2n+a) b [("2‘n+ QR R <e].
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/ [
J— 2 — 3,3 1
\/ an 8n xln_x”"<\/2n 2.3 *n’ (1)

h ’

2(z—n+1) i—n

PAR e — X EARY —_— 2n—+2

< S T > 5 ViGaxn Y

1 {—n 2(i—n-+1) .
—— < T < Z,3 —_— an2i2n+ 2
2 \(n+1)h bt han < ‘/(n—l—l)/l (2m2e2 )

\h(2n+1)_ '\/ 2n+1)(1—0)
(66,H)< pour |z, | < 2n+1

pour dy(z) = | & e~ dz (k > ;) .

4 I\,
— L= Lanan < 7!, n -+ k—'; H

— L1,9n+1= Taptl.2n+1

ey 0]

[voir (551, (68, 1), (57, IT)].

9. Développement (formel) de fonctions en séries procédant sui-
vant les polynomes de Tchebichef. — En supposant Iexistence

de f [ (@) z" dy(z) (n2> o) [réalisée si, par exemple, f Srz)dy ()

e;lste], ona:

bt b
(67) S~ Dhaeal@) A= Aul)= [ J(2)on(@) db(@);

n==0

(68) fb[fm—ﬁ‘, '\m(t)] ay(r = [ frie) dute) — D ATzo
a a i=o0

=0

b
Tatonime VIII. — L'ezxistence def f2(z)dy(z) entratne la

convergence de la série EA;J, (f), avec

n=0

[ a3t (2o,

(1) Ce résultat a été amélioré tout récemment [ 69]. -
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inégalité de Bessel. [ La question importante de I'égalité
f F1(@) dy(a) —ZA 1%

(formule de Parseval) sera discutée dans le second fascicule. ]

Applications. — De (67) on tire les formules i importantes :

(69) Gut@) = [ Kl 1) Galp) ()
[km, 7= eu=) «.»zm],
i=0
70) Kn(2)=Kn(z, m-f Ki(=, ) d(y)
b
(70 [ @ =0 Ra@ 7) G () b () =0 ().

Donc, K,(2, y), considéré comme polynome en y, a tous ses zéros
réels et simples compris entre (a, b), sauf au plus un d’eux, cette
exception ne pouvant avoir lieu quesia <<z <b.

) wlo) =1 fE“’““Wmmdm (hy=tonst.; k).

i—0
Soit (a, b) fini. On peut toujours choisir une suite de constantes

réelles {4, telles que an,,(m)qa,.(y ) converge uniformément pour

n=—u

alz, y<b|par exemple, b, = (n + 1)max | 9,(x)| dans (a, b)].

(72) conduit alors & une équation intégrale, dont les ¢, ()

(') On tire de ('71') Te
(2= K (2,7) =A(2)9,(¥) +B(Z) pppa (¥),
d’ol1, en permutant z ct y,

a
AMo)=og(@),  Bl@)=— lug (a),
atl »

c’est-a-dire la formule de Darboux. Ce procédé est do, en partie, 4 M. Geronimus;
2° pour x<a oub,

K.z, 3)=Coulvip(y —z)db(y)] [p=k1. voir (1§)].
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sont les fonctions fondamentales :

b
(79) wu(@) =t [ Kiw, )25 db()
[l\(w.‘) =, MW; kgo].
n=0 "

La difficulté ici concerne le choix avantageux de { £, }.(*).

Nous appelons (67) développement de Tchebichef.

Voici quelques propriétés minimales de (67) :

Tutorime 1X. — Parmi tous les polynomes G,_, (x), c’est le

polynome

n—I

Pas(2) = Puos(@3 /5 dY) = X Ailf) ou(; db)
i=0

formé par les n premiers termes du développement de Tchebichef
pour f(z), qui rend minima Uexpression

b
f [./(x) — G, 1(.2,‘)]1 d'vy(’ﬂ).
Gette valeur minimum est égale a

& b =1
(s dp=ta= [ 17 —Patde = [0 B —F D) (8,481

Pour la démonstranon, ou I'on suppose, bien entendu, I'existence

de f J2(z)dy(=), il suffit d’écrire G,_, (x) sous la forme (11).

L’énoncé précédent conduit a plusieurs résultats importants.

76 min [ %?day(m:f (2 @, b3 dY) IV () = myrps (),

a

d’ou le théoréme suivant :

TaeoremeX. — S 4, () — 41 (2) SY(y) — $(@) Sda () — da (=),

(*) Cf., pour les polynomes de Legendre, [48].
(2) C'est la valeur minimale de la forme quadratique

\ “,+18 8, = / <23i ) ay(x).
b

sous la condition g, = 1. D’'ou (25, I).
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x et y(> ) parcourant un ensemble de points partout denses
dans (a, b) et comprenant a et b, alors

ap(a, b; dby)2za,(a, b, d"‘.’)zan(az b; db,).
En particulier,
pi(z)Sp(a)Sps(x)(aseh)
entraine
an(@a, b; piyZan(a, b; p)2ay(a, b;ps);
ala, < b,<bentraine

an(a, by db)<ay(as, by; dy) [30];

ay(a, b; db)z1: \/f (b2;6i)ncosnarccbs l—“é‘}f‘é] b (z)

(b—a)n V“o(d\b)

Historique. — C’est la propriété minimale ci-dessus de (67) qui:
a conduit Tchebichef a la découverte de PT dans toute leur
généralité.

Tchebichef 8] pose le probléme suivant :

(@, b finis).

Etant. données les valeurs f(z;)(i=1,2,...,n+1) d’une
fonction inconnue f(x), déterminer sa valeur pour x=2X, en

m

supposant que f(x) soit de la forme Zfix"(m <n), et cela de
telle maniére que f(x) soit 05'[fectée}1z0 moins possible par les

erreurs affectant f(z,), ...y f(%n)-
En introduisant n—1 poids o; pour les f(;), on réduit le pro-
bléme a la recherche de la valeur minimum de

n--1
Nl — Gzl
i=1
et Pon trouve, comme ci-dessus,

mn

SO =Y Area(X),

k=0v

n+1 A N1 .
Ar= 2 sif (i )W(Iz)[ 2 o 9:(w:) 91(®i) = BH]

=1 i=1
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D’oa la désignation de ce procédé par Tchebichef : interpolation
par la méthode des moindres carrés.

Ecrivons 1+ (2 — 2)G,_,(x) (2 arbitraire) sous la forme (i1).
Ona

(75) mmf [1+ (2 — 351Gy ()P dY (2)

-f [ "(,,I(’zf)] dy(z)= k,,(z),'

10. Quelques inégalités pour certaines classes spéciales de poly-
nomes de Tchebichef. — Si p/(z) existe, alors [voir (26,a)],

p(B)$3(b; p)2p(a)ei(a: p),  sip'(zx)2odans (a, b).

Dans le méme ordre d’idées, on a [51, a] le théoréme suivant :

Tutorime X1. — p(x) étant : 1° nop décroissant dans (¢, b)
(b fini, ¢ < b) ou, 2° non croissant dans (a, c) (a fini, ¢ > a)ou,
3° non croissant dans (a,c) et non décroissant dans (c,b)
(a,b finis, alc<b), les mémes propriétés subsistent respecti- -
vement pour :1°| 9, (z; — 0, b: p) |Vp(@), 2°|9.(%; @, «; p) |Vp(@),

3" | gn(2; @, b5 p)1Yp(#).
Il en résulte [voir (28)],

e Plon(z;0,mie )| <1 (@>0);

r

-3 [‘(n+a)
{76) e *|3a(x; 0,005 etia=1)| <

roV T = @)
(2215 2 20);
‘xlk|?n('z‘;—1’ I;it”\)|<?n([) (k20,|w1<1)
On obtient des résultats analogues en utilisant I'équation différen-
tielle, la fonction génératrice [52], de représentations spéciales par

des intégrales définies, etc. (').
Par exemple, en utilisant les valeurs connues des intégrales

£
=
/ e~ cosa2xudu = yrev,
v —x

k3 . [‘(\/)I‘(_{)
s, = : > (v> o, a et bréels)
(a—bi COSQ?)'IV - ((1'3+ b2y 1 ) y

“'9 ¥ J F(v+ 5)

() Cf., par exemple [53] (polynomes de Legendre), et [21] (de Laguerre).
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et (55,1), (50 bis, 1), on trouve :

(77) - Hapye(2) = (—1)nte \/7‘:- e [ un+ee—v ¢os <2m w—¢ -E) du

(e=o0,1; h=1);
PufcOs8; —1, 1; (1—22)21]

21T () -<n+a—§)l’(n+21——-i)
= xl (22 —1) - I'(n—+1)

8 5 w
L < f (cost + ¢ sinBsing) sin ¢2%—2 do.[ 39],

]

Lonlz; —1, 1; (1—22)81] | Soal1; —1, 15 (1— £2)2-1]

(—rgesiasi) o

D’autre part, on peut intégrer (35,1)a I'aide de dérivées frac-

tionnaires. Cela permet d’exprimer T,(z;«,3) en fonction de
T,l(w; ind et a+§-l), ce qui, vu (78), donne :

2 2

[onlz; —1, 1; (14 )21 (1—2)B1] | S 9, (1)
(lo <y 8> a5 a4+ B21),
i Lgala; —1, 15 (1 021 (1— B1]| < | gul(—1) |
(lz |10 > 85 a4+ B21).

(79)

Les in¢galités (79) ont été établies par M. Kogbetliantz.

CHAPITRE IIL

PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE 9,,(Z) POUR 7t <0,

CAS D'UN INTERVALLE FINI.

1. Distribution asymptotique des zéros de ¢,(x).
Tuatorkme XII :

zyn(a, b; dY)—>a, xpn(a, b; db)—>b  pour n—>w.,!

(1)‘ (78), évidemment, a liea pour « > ;, mais pas pour « < %ncarr‘
B /j‘ ‘;_1 R
'l@,Ed:x;—fl,r:(v——fﬂ“~ql~sn,* 2 [voir (3¢) 1.
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Démonstration. — Le théoréme V montre que

T a2 a, Ly n—> 'S h.

Pour fixer les idées, supposons, par 'impossible,que a’ > a, &' <C b.
Alors, en appliquant la formule de quadratiques mécaniques (39, I)a

ll(.alr:):(2—":71—___.0_‘?—‘1)s (a<e<a;b'<<d<b;sin—1),

4

on a cette relation impossible pour n et s suffisamment grands [voir

(41,1) et la remarque (1), p. 8] :

wfabd¢<x)>fabn(w)dw)zfd'cd«w)+fdbdd.»<x>,

( 2b’—c—~d,

0 — max 20/ —c—d
- { d—c

——d—c_'%<"

Les formules établies plus haut (Chap. 1I) permettent, dans cer-
tains cas, d’évaluer I'ordre, par rapport a n, de z,,— aet b —z, ,.
Ajoutons sans discussion quelques autres propriéiés des z,, :

1° Dans chaque intervalle partiel (=, ) tel, que

3

S ) 2o,
xX

() étanl continue pour z = «, 3 [donc, en particulier, au voisinage
d’un point de croissance de ¢(x)], ou

BI
*) [ ave)#o  (asa<EEp),
3

on trouve pour n2n, suffisamment grand, un au moins de z,,, et
méme autant d’eux que I'on veut sous la condition (") [54].

2° a et 3 >> 2 étant points de croissance de () et ¢(z) étant
constante dans (x+ 0,83 — o), o,(z) admet dans (2, 3) une racine
aa plus [54].

3° Les relations limites (pour n — )
(1) bap_—> ¢, byp—>c" (c'c"#0) (ou Ap—> A, cp—>c; A >0)

entrainent la distribution partout dense des racines de. la suite

MEMORIAI DES S(. VATHEM. — N° 66,
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[9.(z)] (n=1, 2, ...) dans Vintervalle [33]

) Vo=, (Vd+e)y]  [ou(—2yX+c, 2yT+0)],
en dehors duquel ¢,(x) n’admet qu’un nombre limité de zéros.

2. Valeurs asymptotiques de a,, b,, ..., #ue1(Z) | Qoit d’abord

(a, b)=(o,1).
D’aprés le théoréme X, l’ordre de a,, par rapport & n, est au
moins égal a 47. Supposons, et cela a lieu dans des cas assez géné-
raux, que :
(A) lordredea,, par rapport a n,est égal d 4":a,~ 4".
Tutorkme XIII [16]. — La condition (A) étant remplie pour
1

(@, b)=(o,1), on @ pour n—>ow : 1° b, — 7

s c,,——>%, A — 1—16; 2° les
séries

2(=g)y Blemi)s o) C=nw

n'=i n=1\ n=l1
convergent; 3° a, =4"A[1+ o (1)], S,= '—:\+a+o (1), A(>o0)
ln

ln—z

et o ne dépendant plus de n; 4°1,1l,_y > — 4, —>1.

Démonstration. — 1° lI(z) désignant un polynome de degré s, > o
dans (o, 1), 'inégalité de Schwartz, appliquée a

1
f [(2) 0u(2; L dY) 3uen (25 dY) dU(),
1]

montre que a, (ILdy) ~ 4. 11 en résulte [voir (33,1)], que b, surpasse,
pour n quelconque, un nombre fixe différent de zéro. Les relations

cosn arc cos(2zx —1)
27°n—1

(3) Tu(x)=

n

=t — - "4,
2

n—1

= th () + &:}(—Q (¢, = conmst.),

=0
on

n
. n ~ 1 ~ 1\/ 1
so= 5 =X (e 3) =R (6= 7) 4
1= 1=
*n+1 n+1

4% =[I4b, =11 o
=

i=1

{4)
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ot les ¢;, comme on le voit aisément, sont bornés, quel que soit »,

montrent que :| reste borné, d’on

n

diml<y, o<H<m=]l0+w <K (lwl=4b—1{<3),

=1 =2

7, H, K ne dépendant pas de n. On achéve la démonstration en

écrivant
lovﬂ,,_z 111—20 u? ou 6;> 51-2-

1=

2°, 3% 4°. | désignant la somme Z")(b,i_, ——2) (b,,-_, — %), on a
[(20,1I)] :
n41 n—+1 n+1

0 B 2)Z ) B o]

1

=1+ — + ! (S,,——121->+0(1).

16

Ecrivons (3) pour d?p(i)s dy(1 —z) avec A, =1,, S,=n-—S,,

et ajoutons :

l 7 1 n , - < 1
(6) v()i— Y(—i>—~ T+I—ﬁ; Sp— 5 +o(1)=2(l—l)=2(cn-—— ;)-

= n—1

La démonstration s’achéve maintenant sans difficulté.

Tutorkme XIV. — Considérons le développenient en fraction
continue '
160D SN S N A I |
fo z—y  The Tk Tha L TL T

1° Z Ly divergedans tous les casony (x) est continue pourz = o.

1
1
2" Sif @—}cﬂ existe, alors ly,,, = ¢3(0) [(20, II)] > 0, les séries’
0
v

l-‘ lzn-H

o
et Z‘ l., convergent, et

n=1\
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1° résulte immédiatement du fait que |voir (75, )],

I I

1
&) = K (0) g‘[ (1—z )2 dY(2).

.

i=0

Pour établir 2°, on remarque que, en posant /; = lt(%%
. . I
) Max [ i a6 (@) ) =~ D bl a]
0 i=1
_ f1 ap(z) 1

0 L " ’
2l2i+l
i=0

La valeur asymptotique de 22+1(2) 9o brient maintenant sans diffi-
Pu(2)

culté, moyennant la relation de récurrence (1, 11) comme une des
. . , e e I I
racines 5,,, de I’équation caractéristique 3> —( 2z — ;) 3+ E=0

(d’aprés le théoréme de Poincaré [56]) dans tous les points z
ou |z,|5#|2.]. Or,

On a le théoréme suivant :
Tatorime XV [16]. — Pour toutes les valeurs de =z, sauy
o<z <1, 9;':(’53)) + 434, 5, désignant la racine du plus grand

module de I'équation z?—(x— %)z%—;%::o. Pour oLz,
en(z)

T+ o) >0 (z > o arbitraire; [16]).

Dans le cas de (a, b) fini quelconque, une transformation linéaire,
[voir (70), (71,1)], conduit au théoréme suivant :

Tatorime XVI. — Sous la condition (A) : a,~ (-,—)—f_—a)n, on a

pour n-—»o0:

an= ()" Al+om)

b—a\? b+a
g ) Cn—*"'—Q'—*)

—o0 (alzgdhe>o0 arbilraire),

b+a

S,=n + 6 + o(1), )\,,——>(

en(2z)
(1+¢€)"
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}:;2%) b_-—A—?z 2y, pour x n’appartenant pasa l'intérieur de(a,b),
n

2y désignapt la racine de plus grand module de I'équation

R ( b—o—a) <b——a.)'2
Zr—\xr — P = 0.
K 4

D'ailleurs, si a>o, bz,,+,—>( ‘/b: ‘/“> =0, by— (“r\/—y_—_ v,

2

/,tZ(b.,,_,—« b, 2 (b.,— b")® convergent toutes deux (s =1, 2).
T suffit d’établir la. derniére partie. On remarque que

lim bons _ (Pn+n (0) >lim Pivi(a)

2n+1 of(o) = oi(a)

=1{n—»x),

:P;‘;:'((“f;) décroit avec x[(7, I1)] pour z<a. D’ailleurs, on applique

le théoréme XIII, 2° a

ca

{9) mp—b'0"=(bypy—b")(bay—b")

+ b (ban—stbag_1— 6'— ") + (6" — ') (bay_r— '),
%(EE))’ %'('T(;'—) ..y Eréel, Sa oub.
— On transforme (a, b) en l'intervalle positif (¢ —, b —£)(ELa)
ou (E—0b,5—a)(£2b). Combinons les résultats ci-dessus avec

{14), (15), (19), (20, II).

3. Valeurs asymptotiques de

Tutorkme XVI. — Quel que soit ¢ réel, <a ou 2b, on a,,
pour n—> oo,
aher(dh) _ Kna(dh) | (VTO—E[+vTa—El),
Cad[(z —E) dd] Ka(dy) (b—a)
o= Bl s (2N VEm A= B W TE= b T+ v Ta—ET T

e ®) L WIE—EAvTa=tD)' |, L (20, —x(igay

D[?w(w) L, WIE=bT+yTa—E])
(2) la=t * (b—a)y(E—a)(E—b)

4. Valeurs asymptotiques de

2 (8), 2?"”(50,?‘.-“(_&2), £, Eia réels, Sa ou 2.

i=1
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Tutoreme XVIIL. — Quels que soient les points réelst, £, 5, pris
en dehors de (a, b), on a pour n—>w, k et l étant finis et =o,1,...:

1° ?,{"(E):n/fC"—/"(bk(E)[l+0(I)],

n

20 z '/. (E )le)(E )= ll,‘+lcu—lt“—l¢'/-l(ell ;.)[I+O(l)],

(=0

[®4(); Br,i(1, £a) ne dépendant pas de n et = o]. ott, d’'une fagon
genérale,

1
—a

t=pglt—a—b+ayE=a)T=0)], avec|z|>r

Démonstration. — Soit d’abord a>> o0, £ = 0. De ce qui précéde,,
résulte ’existence de

1.m[[bjl_ =P, n.n]—[I;,’u'—B" (B'8"#0); (n—> ),

(=t
d’ou

. o wlve+rval]r - B .
‘ ,  #a(0)=(=n) [\/5—\/5] Viva 5 [1+o(1);

(10) - _Vb+ya(yb+ya g’
(M (=) (B) (75va) trrew
\ [voir (33, 1), (20, II)].

Une transformation linéaire raméne a celui-ci le cas général en
question, et notre énoncé est ainsi établi pour & = [ = o. Traitons
maintenant (10, II) comme une équation aux différences finies,
linéaire et du premier ordre par rapport a I'inconnue ¢'*'(z). Ainsi
on établit : 1° d’abord pour & =1, puis, par induction, pour & quel-
conque; 2° en résulte aisément.

Les théorémes XIII-XVIII ont liey sous la condition

(A) anta, b; db) N(?_’_)".

5. Ordre de grandeur de a,(a, b; dy). — Il suit de ce qui précéde
que si la condition (A) est remphe pour a,,(dnp), elle I'est aussi
pour a,(lldy), H(x)—po]ynome et méme pour a,(q.dy), ou :

g () = o aux points

(a)ri <z < o < xm(£0) (m2o, fini),
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et cela de telle fagon que dans le voisinage de z;
‘>A (kiy A finis; i =1, 2, ..., m);

2° ¢(x)2¢o>> o dans la partie complémentaire de (a, b). En effet,
on peut alors construire un polynome II(z) tel que

L8320 (agegh)[16)

Q

D’ailleurs, on a le théoréme suivant :
Tutorime XIX. — 1° Ayant donné Uintervalle (o, b), pour que
limb,, = limb,y,41=o0 (n — ),

il faut et il suffit que Y(z) ait dans (o, b) une infinité dénom-
brable de points de croissance { z;} ayant un seul point limite &
Dorigine. Cela subsiste pour le cas symétrique, si limd,=o.
Les zéros de ¢, (z) tendent alors vers ces points z:.

2° Dans le cas des relations limites (1), l'intervalle (2) ne sort
pas de (a, b). Si (2) ne se confond pas avec (a, b), Y(z) n’admet
en dehors de (2) qu'un nombre limité de points de croissance, et

an(a, b db) o [(bjaﬂ.

8
j ay(z)#o  (asz<BLH),

Si

alors les relations limites (1) entrainent

=10, ¢"= 06" (du théoréme XVI)
1 (b—a)‘-’ b+ a]
ou )l = Cc = .
4 2

"1° résulte d’une proposition de Stieltjes [1, a]; 2° résulte des
propriétés des racines de ¢, () données plus haut.
On peut aller plus loin, si 'on considére le cas

(3) dy(x)=p(r)dr, p(z)>o,
b |
presque partout dans(a, b), (L) f Vé_()‘gj_‘}%—’—(%di—@ existe.
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Tatorime XX. — La condition (A) est remplie dans le cas (S),
nous appelons une telle p(x) S-fonction. On a ici

4 o\r e L[l _lwp@ .
an<a,b;P>:<b——a> \/'r(bzra)e e =an= [1+o(1)) (32}

La démonstration [ou 'on raméne (@, &) a (—1, 1)] est basée sur
la relation (82, I) et sur les propriétés suivantes de o, (z; ©): exis-

tence de (L logm(8) df entraine
0 ) g

f 2T
hi ( y=o(|z|<I1) lim- ! e” 0 togm T,
1 Qs ®) = = 0. g
n—;& e ! ’ nyw ah(w) .
lim %( ) existe (1z}>1)[32].
> e

On est conduit ainsi (avec les notations du théoréme XVIII). an*
corollaire suivant :

CoroLLAIRE. —— p(z) élant une S-fonction, on a, quel que soit £
en dehors de (a, b),

ealki p) =0 @(E) [1+ o(n)] [32).

6. Autres coefﬁclents (a,, L) de ¢,(x). Apphcatlon — On a [vou‘
(4, 1)1116] : o .
_ @npa(—1L,15;p) n . '
(11), Ay = Tan=1, p) % +d(p)+o(x)
[sous la condition (A)]

[d(p) ne dépendant pas de n]. On peut procéder de la méme maniére
avec @n,n_3y @n,n_s, - . .. Nous nous bornons a donner ici des limites
supérieures pour quelques-unes d’entre elles. On a

n—1 n—.1

COS 1 arc cos ~ oz ~
(m) Tn(-’l‘) == — == lpn—{—ZB”’k;p/i\: _?_':;(__2 . E ‘n,i?'t(-’l',)".
N n .

on—1
k=0 i=0

Comparons les coefficients et utilisons les résultats précédents :

[ @non—s N,y Un s, S @n,n—; _
220 = 0O(n T = By, e+ O okl ol S 2y -
(!3) an (n), an D1, n—i (n), @ O(n )s

{ [ sous la condmon (A), (a, b). (—1, 1]
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Les résultats obtenus pour a,, a,,u_i, @pn,n_2 conduisent au théo-
réme suivant :

Tutorime XXI. — 1° Sous la condition (A) [donc dans le
cas (S)], les coefficients h,, dans le développement (12, II)
tendent, pour n— w, vers des limites déterminées [37];

» VEaGa B a) = (“72) " s o )
A étant la constante du théoréme XVI. D’ailleurs, si p(x) est une
S-fonction,

’

b—a\n l—f logp () dz
'\'/An(a,b;dq;)zzn( ) Faviz—av—m  [1+ o(1)].

R

On établit : 1° d’abord pour s, — degré du polynome II(z) en
question —, <3 (comparaison des coefficients), puis, de proche en

proche, pour s quelconque; 2° résulte du théoréme XX, combiné
avec (25, I). '

7. Expression asymptotique de ¢,(z) pour aSz<b. — Nous
avons indiqué plusieurs représentations de PT : comme solutions de
certaines équations différentielles ou aux différences finies, comme
intégrales prises dans le domaine réel ou complexe, comme coeffi-
cients du développement en série de la fonction génératrice, etc.
Toutes ces représentations sont utilisables pour obtenir I'expression’
asymptotique en question. Nous ne pouvons donner ici que des indi-
cations trés bréves.

1° EquaTion pirrerenTIELLE. — Pour les PT classiques, on utilise
les deux méthodes suivantes :
o. Méthode de Liouville. — On transforme (35, I, L, H, 1I) en

wip(8) + ofun () = p()ua(t) [t = t(2)],

(') Dans les cas ou lexpression précise de a, est connue (comme par exemple,
pour ‘les polynomes orthogonaux classiques), on obtient l'expression précise de
n—1

A, (d¥) a laide de :'a, (dY) =[]a,"(d¢) [voir (25, I)].

1=0
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ou £ et un(t) ont été convenablement choisis, et
<ol <oi<... (93— )

est une suite illimitée de constantes positives. On obticnt, en choi~
sissant convenablement les constantes 7, Gy 2,

up(t) =G, coso,t+ G, sing, ¢t

I /" .E . d
—;::.,7 B (E)un (%) sino, (E—t) dt.

Substituons cette valeur de u, dans 'intégrale du second membre,
et continuons ce procédé. On obtient ainsi pour w,(¢) une expres-
sion procédant suivant les puissances entiéres et négatives de g,,.
C’est bien 'expression cherchée [57].

. Méthode de Thomé. — lniroduisons dans (35, 1) de nouvelles
variables 5 et ¢(z) convenablement choisies, substituons

o(3) =2nbtzt

=0

et étudions la nature des b, pour n —> 0. Puis écrivons I'équation dif-
d29

dz’
et traitons-la comme une équation linéaire du premier ordre. Enfin,

faisons n -> o [88, 59].

férentielle sous la forme g;? —+ {9 + ¢ =0, ¢ dépendant de z—z et

2° EquaTion Aux prFFéneNces Finies. — Les procédés employés ici
sont analogues & celui de Liouville, mais ils exigent qu’on connaisse
I'ordre, par rapport a ’il, de A, —lim},, ¢, —kmec, (Th. XVI)
[60 a, b; 61).

3° Foncrion cEntraTRICE. — Méthode de Darbouz. — On consi-

dére les PT comme coefficients f, du développementz Jatt de la
n=0

fonction génératrice F(z, ¢). Soient connus les points singuliers

de F(z, ¢) surson cercle de convergence, prenons-le : | ¢| =1, ¢ = et".
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La méthode consiste en ce qu’on trouve une suite de fonctions

wy(.r, t) :Ef,,,, tn
telle que =
Ry(z, t)=F(z, t)—wy(2, 1) ZZ(fn—‘fv,")’"

n=u

converge uniformément, pour ¢ > e, vers une fonction ¢(9), pour
laquelle les v premiéres dérivées sont continues. On a alors

fao=Ffon+0 (;',;) [15; 62).

4° REPRESENTATION PAR DES INTEGRALES. — 7. Méthode de Laplace.
— On représente la fonction en question — soit u(x) — sous la forme

u(@) = [ fz, O30,

ou f(x, t) est égale 4 1 dans un certain point ¢, du chemin d’intégra-
tion, pour toutes les valeurs de z en question, et tend vers zéro

1 . -
avec — dans tous les autres points ¢. En supposant z trés grand, on

considére un voisinage trés petit du point ¢ = ¢,, ou I'on remplace

n
¢(t) par quelques premiers termesZa,(t——(o)i de son développe-
=0
ment en série, et l'on intégre, avec cette cxpression approchée
de o(¢), le long de tout le chemin donné. On obtient ainsi I’expres-
sion asymptotique de u(z), si 'erreur commise tend vers zéro

avec - [B¢, 12a, 18; 62].

B. Méthode du col. — Elle est liée a la précédente. Supposons
que l'on veut étudier l’intégralefef(f)u(.z)dx, prise le long d’un
certain chemin. Ici u(x) varie lentement dans le domaine complexe ()
et y admet un développement de Taylor. On prend comme chemin
d’intégration les lignes de plus grande pente pour R f(z) ('), c’est-
a-dire ou R f(z) atteint le plus petit maximum possible et décroit le
plus vite de'un et de 'autre coté. On dit que le chemin d’intégration

(') Ra signifie la partie réelle de a.
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passe par (ou est trés voisin de) un col, déterminé pau?ft‘f;',—(;—h2 =0,

des régions ou R f(xz) est positif vers celles ou Rf(®) est négatif et
trés grand en valeur absolue. C’est I'intégration auprés des cols qui
donne essentiellement la valeur de notre intégrale. La on utilise le
développement de Taylor de u(x) [15; 62].

3° Mérnonrs pE comparAisoN. — On compare ¢,(z;-p) avec
9n(2, p1), pr(x) étant choisie de telle fagon que la valeur précise ou
asymptotique de ¢,(z; p,) soit connue.

«. Méthode de M. S. Bernstein [63]. — Prenons le cas ou

q(z)
VII-——&“‘

p(z)=

q(d).étant continue dans (— 1, 1), et considérons ¢(«) comme limite
d’un polynome ¢, (z) de degré m, pour m —a (en vertu du théo-
réme de Weierstrass). Or, nous savons [voir (36, I)] que

lqn< iON ) %(w; qm(t)>
= Vi=e
quel que soit n _fini. On démontre que cela subsiste méme pour n
infini, q(x) élant assujetti  certaines conditions de continuité. Cela
exige une étude du déterminant (12, 1), qui fournit 'expression
cherchée. Cette méthode met en évidence la relation intime entre

la théorie des polynomes de Tchebichef et celle de la meilleure
approximation de fonctions continues a 'aide de polynomes.

-0 (—1gz<1; m—>w), -

B. Méthode de M. Szegi |64]. — Considérons le cas o

plr) = [Ilw——wv 2 g (2)

I
{~—1<x<1, ——1< ZyS1; pe2 0, ;L,>—— pour w,_+

0<q’ <q(x) < q" 'dans (=1, 1), q(x) est (R) mtegrable dans (-»-x 1:)]

On pose m(6) = p(cos)|sing| (voir le n° 11, Chap. I), et 'on

compare ¢, (5; ) avee 9a(3;5 Ty ), 00wy ,2(0) = - y’ ty,2(0) étant

I
ty,5(0
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polynomes trigonométriques positifs convenablement choisis. L'ex-
pression précise de ¢,(%; m,,,) étant connue, a partir d’une certaine
valeur de 7, on trouve d’abord I'expression asymptotique de

a(z57)  (lzj=n11n »x)

puis celle de 4, (x. —1, 1; p), a aide de (82, I), dans tels points
A lintérieur de (—1, 1), ou p(z) satisfait a certaines conditions
concernant I’existence de dérivées.

Remarques. — 1° Sil’on connait 'expression asymptotique de
on(2; p) (n— ),

p(z) étant une S-fonction (théoréme XX), alors, en tenant compte du
thiéoréme XXIT (1), on peut trouver expression asymptotique de
9a(z; pIl), lI(z)-polynome.

2° En admettant l’existence de p'(z) dans (a, &), on peut obtenir
dans beaucoup de cas — et cela d’'une maniére élémentaire —
I'expression asymptotique de o, (z; a, b; p) (aussi de 4, ¢,. ...), &
Paide de (26, II).

CAS D'UN INTERVALLE (a, 6) INFINI.

Ce cas attend des chercheurs, car jusqu'a présent ce sont les PT
classiques qui ont été étudiés (on trouve beaucoup de formules por-
tant sur ces polynomes dans [65]).

8. Distribution des zéros de ¢,(x). — En raisonnant comme
ci-dessus (théoréme XII), on démontre que : 1° dansl’intervalle (a, ©)
ou (—.‘ , b) (a, b finis), £,,, ou x,,, tend pour n—ow, vers +co ou
— o respectivement: 2° dans (— o, ©) l'une au moins de |z, |,
| Zn,u | croit indéfiniment. La distribution générale des zéros est inti-
mement liée au caractére — déterminé ou non — du probléme corres-
pondant des moments ('); ils peuvent devenir, pour 2 —, partout
denses dans l'intervalle en question, ou chacun d’cux tend vers une
position déterminée. Cela sera discuté dans le second fascicule.

9. Valeur asymptotique de ¢,. — En vertu des théorémes X, XX,

(") Si le probléme correspondant des moments est déterminé, alors dan< tous les
cas, z, ,—>a, #, ,— b(rn —>o); voir la remarque (1), p. 8.

nyn
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on peut affirmer que si dans un intervalle partiel («, B) p(z) est

une S-fonction, alors a,(a, b; p) <A ([3ia>" (A ne dépendant

pas de n); donc a,(a, b; p) +o, pourn->w, si p —a> 4.

10. Expression asymptotique de ¢, (). — On applique ici toutes les
méthodes indiquées plus haut, surtout la représentation intégrale, en
utilisant la méthode de Laplace et celle du col. Cette derniére permet
de trouver I'expression asymptotique de g, (), méme quand n et =z,
tous deuz, deviennent trés grands [67].

La discussion du n° 7 s’applique ici, en ce qui concerne aj,
bn, ....0,(2), dans des cas assez étendus.

11. Sommaire :

Al (n+a)T(n+B)(n—+1) '

Uu(z)=
2(2) (2’l+“+n,j—l)1‘(n+a+|8——1)F’(n—i-%)
> (— 1) (1—E—1)2e— (14 £ )2B—2 g—qﬂ-x-c—ﬁl—s
X 9u[z; 0, 1; 0971 (1—1)8-1]
3

o1 8-35 1
=(E—0 *(t+n 7

Taen—1)
1

» ! g_
XJ%(E—')“ ran) -

2.4(2n —1)(2r—3)

1 PP
: ﬂ(g_:)ﬁi(s-’-‘l)p“-q-...\

([El-
[« =— "5 10>1] 1w

48

(14, 1) ‘
=L(n+a)l'(n+ B)l‘(n—;l)

(en+2+3—1)T(n+ a2+ B—I)Fﬁ(n+fz)
X (—1)"9,[x; 0, 1; a1 (1— ¢)3—1]

m—l)(zs—x)]

= (smgo)‘fa(coscz>)"_(5 3 [‘— f(an—1)

P cos[(2n+x+[3—l)<p——-§(2u——l)]

—sin [(2n+a+ B—1e¢— :—;(21—1)]

r (20 —1) (20—3) (28—1)(23—3)
X[ 8(2n—1) cotg — 8(2n—1)

(x =sin2o; 0 <z <1) [18].

T
tangep] &'4— fi
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i B
P"(“)E\/EnT.; on(T; —I1, 13 1)
_1.3...(2n—1) 1
T 2T (n) VI—E—2
w1, 1 L3
X[E 2 2n—1 1—£—2+2.4

1.3 £n—i
*Gr—n(2n—3) (r—s—'z)'l*"']
(t=z+yzi=1; |E] >1).
2.4...2n I
1.3...(2n +1) ) ‘/m

I n 1 I
Xg cos{ (n4+ =)o —|—=.
ROV 4 2 2n+3

P,(z)=

ERESS

2sino 2.4
VR 5 '
3 3 cosl n+5)¢p.— T] g
] : X(2n+3)(2n+5)' (2sing)?- e

(z =cosg; —1<<a <1),

1
S

[S.i P'on prendici les premiers termes, I'erreursera O <—I—>] ( ').

ou(Z; 0, 03 etea—t)

(= ]‘-g . = e — e C2
=—/:(——.z')‘ e*n ‘e\—x"[1+—/—_+ /_.,+...]

2\ ® : \V'n (\,-n)‘
(z n’est pas réel  positif);

Pu(z, 0, o; e~t1a—t) [66a,b].

) L . _ " I'(n+1) e_—’ %—E 3 __:3
i < = ‘/F(n -0-—1)[ ‘/;.z‘ nt !

' . T A .
‘ > €os (2 Vrz + ;———?) +e1.RnJ
4

R
R

_&_ ! &8 e & ik
Ro=2 * *0O\n? ">+x‘ 2 0\n* * )

(n‘—5§.z'§n€,'o/'<6<1,~o<s<ék,>é)’¥

N

. 2.4...2n .« /wf 3 25
¥ 2'1.3...(2n+1)_\/;{(l '87:,+128n"'-_"')i
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G—1 x
(14 bis, L) 94(; 0, o0 t@—te—t) = (—1)n 2, - e:%c‘“(“ nr = a'—_r)
72 (nax) 4
22 I (a—'—-:)ﬂ]
l?’é T 16 4

, }
> (nax) ® sin(z\/ﬁ — 2“:‘ 1:) + E’:i}

(‘o <efz<d; ¢, d— finis, arbitraires; « > ;—) [68].

(&) oo )

1
z? oz -3 . —  n% Ta
+(F— E)(zn) sm(x \/2n+—2-‘)+ n]‘

(14, H) on(2; — o, 0; e ) =

ii-l <‘:wl*'.{,

( fini arbitraire) [68].

Pour passer des polynomes de Laguerre a ceux d’Hermite, on uti-
lise (68, I). Pour le passage inverse, on utilise

N SRR | (=) I8
(15) ?n(-z’y 0, ©; ¢ 1e t)—— \/';r<a__1)\/r(n+l)

o

T
x [ W (/7 cos g )sin2a g dp

- . R ° ! ! !
L W)= (o BT oy | (68,
l:a'? = wn(x)_( 2) VF(zn.—M?s:z({,. , ®; € )]‘ [68]

{ p&)avg(”—); 6 <1< q(z)<L(—igz sy
1—x? .
S‘ lg(z+8)—q(x)||log|8||*:< A(s;A>0).
- ' I )
o ( 9,n(é;'——l,—1;p)\/m=\/5005(n?+¢)+9(1) 11

. co ! — == ]
_‘."§m_,—_00$q)§'1; 4, — _Lf 108'9(2) logq(a;) :—.:" dz]'
” : I

anJ_ z—x
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m

P(3)=(1($)Hlx—w‘,|w

v=1
[-— 1<z, 2,$1; pu2o; Hv?—_—‘é pour z, =11,
0<q'<g(z)<g(—1zn),
g(2) est (R) intégrable dans (—1, 1)]:

(«) on(E —_'I, 1 p)= \/:r s?na ‘ "'[('H' ) ] 2 —+ o(1),

! A(p; €%)

(17)‘< —1<t=cosz<1;p(E)>o0; [64].
' p'(E) et p"(E) existent;

i0
1-+-ze~! 0

log p icos- 0) ——

A(p; z)=e“‘f
B) p@)/i—2=r(z)>0 pourz=1 (0uz=—I),

(1) et r'(1) existent
fou #'(—1) et r"(—1) existent] :

?u(l; —1, l;p)‘=\/r,‘(l) -+ 0 (l)

j [ou q>,t(—x;——1,i;p):(_l)n\/u—’_'(__._'-)+6(1)];.‘

Remarquons qu’on -peut différentier (14, I, L, H), v y lési-
~ gnant, d’une fagon générale, une fonction de z restant finie pour
n — oo, sa dérivée étant de la forme

nte (14, 1), VA= (14, L, H) [voir th. IV, 2°].

‘On peut donc, moyennant (5, 6, IL), trouver P'expression asympto-
uque de K,(z, y) et K,(z), pour n <.
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