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THEORIE GÉNÉRALE 

DES 

POLYNOMES ORTHOGONAUX 

DE TCHEBICHEF 

Par M. J. SHOHAT (Jacques GHOKHATE). 

INTRODUCTION. 

On connaît l'importance des séries trigonométriques dans 1' Anal} se 
moderne et l'influence prépondérante exercée par la théorie de ces 
séries sur le développemenl des Mathématiques Pures et Appli­
quées. Gela est dû à deux propriétés caractéristiques des fonctions 
j sinÂa?, coskx} : i° elles forment une suite orthogonale, ce qui 
permet d'exprimer les coefficients des séries en question d'une façon 
très simple; 2° elles sont bornées, continues et indéfiniment déri-
vables, quel que soit x, ce qui facilite la discussion de convergence 
et des autres propriétés de ces séries. Or, les fonctions les plus 
simples, après les fonctions trigonométiques, sont les polynômes. La 
propriété d'orthogonalité étant d'une extrême importance théorique 
et pratique, il est avantageux de la conserver, de sorte que ce sont 
les polynômes orthogonaux qui méritent une étude spéciale. En 
effet, leur emploi devient de plus en plus important non seulement 
dans les Sciences mathématiques, mais aiussi dans la Physique 
théorique, dans la Statistique mathématique, etc. 

Des cas particuliers des polynômes orthogonaux ont été considérés 
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par Legendre, Laplace, Jacobi. Mais c'était le grand mathématicien 
russe Tchebichef qui, pour la première fois, les a introduits dans 
l'Analyse d'une façon la plus générale. 11 a établi leurs propriétés et 
en a indiqué les applications les plus importantes. Bien qu'on puisse 
appliquer les propositions générales de la théorie de fonctions 
orthogonales, il est préférable d'employer ici des méthodes spéciales 
utilisantle fait que notre suite orthogonale est une suite des polynômes. 
L'intégrale de Stieltjes apparaît ici comme un instrument analytique 
merveilleusement adapté pour traiter d'un seul coup les deux cas : 
variation continue et variation discrète de la variable. 

Le présent fascicule, divisé en trois Chapitres, est consacré à la 
théorie générale des polynômes orthogonaux. Leurs applications 
diverses seront données, nous l'espérons, dans un fascicule spécial. 
Faute de place, notre étude est limitée, en général, au cas d'une 
seule variable réelle. Pour la même raison, la Bibliographie ne peut 
pas être complète. 

Je tiens à remercier M. H. Villat pour m'avoir confié la rédaction 
de ce fascicule. 

J'ai essayé de donner ici les grandes lignes d'un domaine assez 
vaste et important, où il reste encore beaucoup de problèmes à 
résoudre, beaucoup de méthodes à perfectionner et même à créer. 
Tout ceci attend des chercheurs. C'est l'attention de ces derniers que 
j'espère attirer sur les sujets traités dans ce fascicule, compensation 
suprême pour son auteur. 

CHAPIT1Œ I. 

DÉFINITION DES POLYNOMES DE TCHEBICHEF. 

PRÉLIMINAIRES : INTÉGRALE DE STIELTJES; 
PROBLÈME DES MOMENTS. 

1. Intégrale de Stieltjes. — Soient données dans un intervalle fini 
( a , 6), ( f e > a ) , une fonction ty(x), bornée et non décroissante, et 
une fonction continue f(x). On appelle intégrale de Riemann-
Stieltjes de f(x) par rapport à ty(x) la limite suivante, dont on 



THÉORIE GÉNÉRALE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX DE TCHEBICHEF. 

démontre aisément l'existence : 

n — ï 

( i ) /=o a 

a = xÇ)<xv<. ..<xH-i<xn = b, Xi^l-i^XM, max(xi+i — xt) -> o. 

C'est Stieltjes [1—-a] qui l'a introduite dans l'Analyse. D'ailleurs, 
la continuité de f(x) et la monotonie de ty(x) ne sont nullement 
nécessaires pour l'existence de l'intégrale de Stieltjes (i) [voir 
formule (4)]-

Outre les propriétés élémentaires que l'intégrale (i) possède en 
commun avec l'intégrale ordinaire, citons les suivantes (1) : 

(2) lim f M*)dtyx)= f f(x)dty{x) 
ny*Ja Ja 

[ /«(#)—>-/(•#) uniformément dans (a , 6 ) ] ; 

(3) \f Mx)M*)dW*)\~sf fU*)d1/(x)£ /Î(*)«*K«) 
(inégalité de Schwartz); 

rb r b 

<4) f(*)dW*)=f(*)'H*)\k- +<•*)<*/(*) 

(formule d'intégration par parties). 

La fonction monotone ty(x) ne peut admettre que des points de 
discontinuité de première espèce, et cela au plus en une infinité 
dénombrable. Dans un tel point x, ^(x) admet un saut égal à 

<L(.r-r-o) — ty(x — o) [avec '\>{a — o) = <j>(«), ^ ( 6 + o) = iL(6)]. 

Les points de continuité de <\>(x) étant partout denses dans (a, b), 
on apprend de ( i ) , que ^1,2(-^) étant deux fonctions de la nature 
indiquée et C une constante, et Végalité ^, (x) = ^ 2 ( # ) + C ayant 
lieu dans tous leurs points de continuité, ainsi que pour x = a,b, 
alors 

f\f{x)d^{x)= f f{x)d^,{x). 
J a J a 

Les fonctions <\>(x) ci-dessus comprennent les fonctions à paliers, 

(1) Cf. pour plus de détails et démonstrations [(2), (3), (4) ] . 
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c'est-à-dire représentées par des traits horizontaux. Soit +(#) une 
telle fonction avec 

(5) points de croissance : (a < )ial < #2 < . . . < < # « . . . ; 

sauts : <rn= <L(a;i-h o) — 4*(a«— °)J 

# étant fini oa tendant vers l'infini, avec a«->6 . Ici, 

4>(#) = \ a M + <Ka) (««Sa? < a 5 + t ; 5 = o,i, ...;'a0^=<»v) 

(6) 

^ désignant, suivant le cas, une somme limitée ou une série (néces­
sairement convergente). D'autre part, 

(7) ty(x)= j p(x)dx [/>(#*) j>o dans (a, 6)] 

entraîne 

f<f(x)dty(x)= f f(x)p(x)dx. 
^a J a 

Donc, Vintégrale de Riemann-Stieltjes représente, suivant le 
cas, une somme de termes discrets [en nombre fini ou en une 
infinité dé no mbrab le), ainsi qu'une intégrale définie ordinaire. 

On étend comme il suit les résultats précédents aux fonctions F (a?) 
à variation bornée et aux intervalles infinis : 

(8) f f(x)dF(x)= f / ( * ) < % ( * ) - f'f(x)d*ti{x) 
J a Ja Ja ' 

[F(x)=^(w)-^(^)l 

(*> 

f f(x)dty(x) = \\m f f(x)dty(x) (a fini), 

f f(œ)di>(x) = lim f f{x)d^{x) 

tyn^(x) dans (8) sont bornées et.non décroissantes dans ( a , 6)J. 

On s'assure que l'existence de / dty(x) entraîne celle de 

f\f{x)d*t{x), 
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f(x) étant bornée dans (— oo, oo). Les formules précédentes restent 
en général valables pour les extensions ci-dessus, avec des modifica­
tions et précautions convenables [par exemple, formule (2)]. Avec la 
convention 

<\>{x) = i>(a)(x<a), <\>(b)(x:>b) 

rb 

on peut évidemment écrire n'importe quelle intégrale / f(x)dty(x) 
J a 

comme / f(x)dty(x). 

Indiquons aussi la propriété suivante utile dans la suite. Supposons 
que v(ty;a, b) = nombre de points de croissance de d>(x) dans (a, b) 
soit infini et que la fonction continue f(x) y s'annule un nombre 
fini'(— p.) de fois, sans changer le signe; alors 

(10) / f(x)dfy(x)#o 
a 

et a le signe de f(x). 
Dans le cas où v(^ ; a,b) = v fini, (10) nyest vrai que si jut< u* 
Pour terminer, indiquons la condition nécessaire pour que la 

fonction bornée f{x) ait une (RS) intégrale par rapport à ^ ( x ) , 
bornée et non décroissante dans un intervalle fini donné (a , &). 
Introduisons la variable £ = <]>{%)- A l'intervalle a<^x<b correspond 
ainsi l'intervalle a<£<;p, où a =.^'(«.), (3 = <\>(b);~f(x) devient; 

•F (£)=/ (*)• (aïxïb), 

avec la convention suivante : au point x = xs de discontinuité de 4»(&); 

correspond l'intervalle [<\>{xh — o), ^ ( ^ - j - 0 ) ] où F.CE) a une valeur 

constante = f(xK) ( '). Ceci étant,, l'existence de (R) / ¥(t)a% est 

/

b 

f(x)dty(x) existe. Gela conduit à 

Vintégrale de Lebesgue-Stieltjes. ^(x) étant de la nature indiquée 
et /(a?) désignant une fonction mesurable définie dans (a, b), intro--

' dui$ons? = ^ ( a? ) e tF (Ç)= / ( a? ) comme ci-dessus. Si (£) f F ( £ ) ^ 

(*)•/(&) et f(x) ne peuvent posséder aucun point commun de discontinuité 
( c / . par ex. [3J). 
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existe, nous prenons sa valeur comme définissant celle de Vin* 

rb 

tègrale Lebesgue-Stieltjes (LS) / f(x)d^(x). 
D'ailleurs, f(x) étant bornée dans (a, b), Vexistence de 

( R S ) / f(x)d^{x) 
a 

entraîne celle de 

(LS) f f(x)d^(x), 
Ja 

et l'on a 

(ri) (RS) f f(x)d<b(:x)=(LS) f /f(x)d^(x) = (R) f FXïrm 
^ a J a J<X. 

Parmi lesA avantages nombreux de l'intégrale (LS) citons le suivants 
Pour que (2) subsiste, il suffit ici que les fonctionsf «(•#)'[;->/ \x)] 
restent bornées dans leur ensemble, quel que soit x dans (a, b). 

2. Problème des moments. — Étant donnée une suite réelle de 
constantes ak(k-=.o, 1,2, . . . ) , trouver une fonction ty(x), non 
décroissante dans un intervalle donnera, b), y ayant une infinité 
de points de croissance (' ), telle que 

(12) / xk dty(x) T— moment d'1 ordre k — -a* (dà) = a/c (k'=. o, 1, .2, . . . ). 
J a 

Stieltjes a posé et résolu ce problème pour l'intervalle (o, 00) [1 a]. 
Les solutions de-(12.), si elles existent, seront définies — et cela 

sans restreindre la généralité — par la formule 

(i3) <b(x) = I d<b(x), c'est-à-dire <\>(a)=o. 

Deux solutions ne seront considérées comme distinctes que si ellet 
diffèrent en un au moins des points de continuité. Le problème des 
moments (12) sera dit déterminé ou indéterminé selon qu'il 
admet une seule ou plusieurs solutions. Il y a deux cas : 

(1) Autrement on aurait le cas trivial où un certain nombre fini des moments, 
à partir de a0, suffit pour déterminer ty'(x) si elle existe [voir formule (2t) et Th. I I ] . 
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PREMIER CAS : (a, b) fini. — Le problème des moments est déter­

miné, car l'existence de deux solutions ^1,2(^) entraîne 

rb 

/ ¥{x)xUlx = o [/ = 0,1, . . ; F(.r) ==<!*,—<(;,]> 
Ja 

ce qui exige que F ( J ? ) = o e n tous les points de continuité [ 5 a ] , 

DEUXIÈME CAS : ( a , b) infini. — Le problème des moments peut 

être indéterminé, comme le montre l'exemple suivant [ 5 a ] , 

où | * | < i : 

/ xn e-v* sin ( x~* J dx = o, 

f x11 d'l)Xx)= f xne-™dx 

ï <h\(x) = I e _ r L I -t-^sinx* \dx; n = o, 1, . . . \. 
< JQ ) 

Le problème des moments est déterminé dans les cas suivants : 

(14) La s é r i e ^ ^ / I " diverge [(a, b) = (— 00, 00)] [6], 

/ dty(x)=p(x)dx et pour \x | suffisamment grand [1 a\, 

\ ( a, A > o ; X^i pour (a, 6) = (0, oo), 
( 5))9(*)<\*\^e-**l' L -, 

I ^1 pour (a, 6) = (-00,00) . 

On se trouve dans le cas indéterminé si [1 a] 

l [ A > o ; X < Ipour (a, 6)=v(o,oo>, 

| < 1 pour (a, b) = (— 00, 00) L 

POLYNOMES ORTHOGONAUX DE TCHEBICHEF. 

3. Existence, unicité, nature de zéros. — Définition. Une fonc­

tion ty(x), non décroissante dans un intervalle donné (a, b) 
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— fini ou non — (f) est de classe (c), ou, $n abrégé, est une 
c-f onction, si tous les moments 

xk = ak(dà) = / xkdty(x) 
J a 

existent (k••= o, i, 2, . . . ) , a ^ c a 0 > o. [Dans le cas de (a,b) fini 
l'existence de a0 entraîne celle de a f , a2, . . ..] 

THÉORÈME 1 {fondamental). — Soit donnée dans un intervalle 
(a, b) —fini ou non — une c-f onction ty(x). i° 77 existe toujours 
une suite de polynômes ®0(x), <&< (#)?' • • •, de degrés 0 , 1 , . •. — 
/i-oW5 /es appelons polynômes orthogonaux de Tchebichef : PT — 
complètement déterminés (à des facteurs constants près) par les 
relations d'orthogonalitè : 

J $m(x)$n(x) dty(x) — o (m ?è,n; m, n-== o r ' i r . . . . ) . 
a 

2° La suite \$>n(x)\ est illimitée, sauf le cas où ty(x) n'admet 
qu*un nombre fini v de points de croissance dans {a, b) (2), et alors 
la suite ne contient que v polynômes 4>0(x), €>1 (x), . . ., #v_i (x). 
3° Les zéros de &n(x) sont réels, simples et compris entre a et b. 

On écrit les relations d'orthogonalité sous trois formes équiva­
lentes : 

,L :(a) j <&m(x)®n(x)d<l>(x) = ,o = 0 ; , ( 2 ) ' . : ( m ^n\ m,n = o, i , . . . .¾ 

•( -p): f-^n(^)^dH^i-o..- -X*) ( n = 1,:2,:, , . r.* <;;*); 
f ^ 

•'(Ï) / $ „ O ) G r « - i O ) ^ ( * . ; ^ o 

[n = 1, 2, !.. ;G 5 (^ ) = j ^ gtx1—polynôme arbitraire de deg ré^ . f j , 

* = ô. J 

(1) On suppose, bien entendu, qu'on n'a pas / dty(x) = / d^(a?) 3= oy avec 

(2) Ici, avec les notations (5) 

£ ¢ ^ ^ ( ^ ) ^ ( ^ ) — 0 = T|<y.<ï»n(a()a^(/n ^ ji\ o </n , /1 < v : ; . ; ^ & % , 
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Démonstration. — i° Ecrivons &n(x) sous la forme 

C(^w-h/i.r"-i-4-.. .-+-/„) (C = const.). 

(17, (3) nous donne ce système linéaire avec un déterminant Aw > o : 

(l*)fn*i + fn-i*M-*-' . .-hfi<Xi+n-i + *t+n'= O (î = O, T, . . ., n — i) 

(19) A* = AM(éty) = [«M-zir1 > o (0 (n = o, 1, . . . : A0 = 1). 

En effet, A„ est le discriminant de la forme quadratique définie 
positive 

(20) 2 a ' + / ^ ' ^ ' = / ( 2 * i J ; ' ) d^œ^ [voir(io)]. 
1, / = o 

2° v|>(#) n'ayant qu'un nombre fini v de points de croissance 
dans (a, 6), 

(21) A n ( ^ ) > ° pour/1 = o, 1, . . . , v; An = o pour « > v. 

Ainsi, l'existence et l'unicité des PT sont établies. D'ailleurs, on 
peut établir l'unicité à l'aide du raisonnement suivant. L'existence de 
deux polynômes orthogonaux &n(x), &n(x) de même degré n entraîne 

I j Mn{x)-h\LQn(x)\ Gn-1(x)dty(x) = o,r 

où nous rappelons que Gn_\(x) est un polynôme arbitraire de 
degré </i — 1, ce qu'on peut prendre = V¥n(x)-\-\).&n{x), avec un 
choix convenable des constantes X, JJL. 

3° Soient xiy x2, .. ., xm (m>o) les points entre (a, b), où &n(x) 
change le signe. On a nécessairement m = n) autrement on aurait 
cette relation incompatible avec (10) : 

b , 1 / / 1 ~ | 

/ ¢ , , (^ )11 , ,^^(^) = ° H / i i W = J J ( - r — <ri) (m > 0), = 1 (m =.o) I. 

(1) C'est une notation abrégée pour 

«0 a 

a. 

«a*-* 
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A l'aide de (18) on exprime &n(œ) en fonction des moments : 

(22) &n(x) = 
&n(d<\>) 

a0 «î 

«71—1 . . 

1 x 

«/M-l 

^2H—1 

Xn 

P«— SHXn-1 H- dn,n-^n~9 "+-• ••• 

Pour les applications, il est avantageux de normaliser la suite {<&n (#)}, 
c'est-à-dire de choisir une suite de constantes positives an ( n = o, 1,..,) 
— facteurs normalisants, très importants dans notre théorie —, 
telles que 

/ ®n(x) = an<kn(x) = anx
n-+- anin-ix

n~^ -h . . . , 

( 2 3 ) i - L = f G J ( * ) < * K * ) = f <bn(x)xndt?(x), 

(24) / ym{x)Vn(x)d^x) = hnui[=o(m^ri), 1 ( m = / i ) ] ( m , n = of i , . . . ) -
^ a 

La formule (22) donne pour la suite orthogonale et normale {cp„ (x) ) : 

an(db)=an = + ^ - ^ («*+) 

(25)-

?»(*) = 
V/Afl(rf+)A„ 4 . 1 ( ^ ) 

A „ + i ( ^ ) 

a0 at . 

ai a2 

a„_i ... 

1 x . 

«/l-hl 

«2«—1 

xn 

Nous employons dans la suite les notations 

1 yn(x; a, b; dty) =B ®n(x; dty) == yn(x)\ r 

( 2 6 ) l an(a,b;dty) = anidty) = an; S „ ( a , 6 ; d û ) , . . . . 

I M/>)?«; [ a r ;0 ,& ; /KO]=? i« ( * ; /O s ?«( * ) ; 
(27 ) 1^(^,6-,^) = ^(^) = ^ , ... [</+(*) = ^ ) ^ 1 -

Remarques. — i° Dans le cas particulier de (27) on obtient la 
suite orthogonale et normale de fonctions [ \/p(x)<?n(x) j par le pro­
cédé bien connu de Porthogonalisation de la suite 

\/p(x)x»} (/i = o, I, . . . ) . 
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â° L'expression 

/ ( £&** ) n'd^x). 

n o u s apprend que 

pour s = o, 1 , 2 , . . . , si a > 0 ( 1 ) e t pour $•= o, 2, /\, •-'.•.., -si "(a, /#•:)' '-gai* 

arbi t ra i re . 

4 . Relations avec les fractions continues algébriques. —& (.r) ayan t 

une infinité de points de croissance dans (a,b), t ransformons le déve­

loppement formel 

-r . .. 
1=0 

[x en dehors de (a, 6)] 

e n une fraction continue (soit, par divisions successives [ 7 ] ) 

l ^ i (^ ) '"* Vqn(v) 
f.Xn= cohs.t., qn(œ) — polynôme en .-x].. 

P 
Pour les réduites successives ^r de (29), on a 

v« • -

c P,Î-M•'= P«g«+i— Xra-i P/i-i, Qra-hi = Q»q/1-+-1 — /̂i-f-i Q»-*i (n'Z*•)» 
( 3 0 ) ( Pn+t Q„— P»Q«+l = ^ . • • X.^! (Po = O, Q0 =* l), , 

D 'au t re par t , (17-(3) donne formellement 

i *»(*)F(a?) = û„ ( ^ ^ + ^ ^ ^ V - ' 

(3b*w) ' ( F ' ( 3 ? ) ' = ^ / V + ( V ^ Ï ) • ( û «— polynôme dedegré h — i ) 

f avec h '-^fr H- .:.. = ( —- ) » s> o L 

Gomme le degré de #„(3?) prend toutes les valeurs n = o, 1, 2, . . . , 

-.(1) Soit ty(x) impaire dans (—A h).- Alors 
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on déduit de (3o bis), en vertu d'une proposition fondamentale 
concernant les fractions continues algébriques [7], 

THÉORÈME IL — Quelle que soit la c-fonction <\>(x) définie dans 
(a, b), on a toujours ce développement formel en fraction con-* 
tinue associée [4] : 

(A) F(x)= fbd^^ = Xl1 X » l X » l 
Ja

 x — y \x — et | x — c2 " " " \x — cn 

(\n,cn= const.) ( i ) . 

d?o/i£ /es dénominateurs des réduites successives sont précisément 
les polynômes de Tchebichef ®n(œ; a, b; dty) (n = o, i w . . . } 
[8, 9, 10, 11, 12a, 13] . 

La fraction continue (A) est limitée (cf. Théorème I), si 
v(ip; a, b) est fini (2) . 

Fonctions de Tchebichef de seconde espèce. — On obtient, en 
rapprochant (3o bis) avec 

M , ) F ( , ) s / 6 M^) 4 ( r ) + r J ^ % ) : 
J a . x y j a * — y 

(32) R„(>r)^*n(a ;)F(a ;)-Q„(^)= /* Î ^ Z ) ^ ( r ) = _£l_ + _£!_4. . 

( P l = i > 0 ) ' 
R„(J?) = R ; I ( ^ ; a, 6; dif) est la fonction de Tchebichef de 
seconde espèce [15] . 

(1) Pour le cas où ty{x) n'est plus monotone dans {a, b) cf. [14]. 
(2) Cas particulier : 

/ = I /1 = 0 
V 

où /(a?) =J^(a? —at) est un polynôme ayant tous ces zéros réels et simplet 

Pour cela, on a donc cette condition nécessaire [voir (ioj] : 

[ * H - / ] O ~ ' > O ( A - - o , i , . . . , v). 
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Supposons maintenant que l'intervalle (a, b) soit positif : o < a . 
L'inégalité A,,^ > o assure alors [4] l'existence de la fraction conti­
nue correspondante 

<B) F(,)^^L + ii+TlL + i i+ . . . s f j_^_ÈiJ_. . . 
| ltx [k \hx | h \x | I \x 

(/„, 6„ = const.), 

qui, par contraction, vu l'identité 

x • 
* — (P-+-ï) 

se transforme en la fraction continue associée (A), de sorte que 
<bn(x\ <*>, b\ dty) sont les dénominateurs de réduites successives 
d'ordre pair de (B). On a d'ailleurs [ l a , 4, 16] [voir (26)] : 

6„ = -
ln—l ln 

h (M\ — h - A„(.r^)A„-,(d^) _ aJS-t(^) . 

ft„W) = ftîw- A w _ l ( > ^ ) A w ( ^ ) - „ 2 _ l ( ^ ) > 

h /MA— h - A„_ , ( . r^ )A r a +lW) _ al-\(*d*t) 

biH+l(dW = 62/i+1 _ „n{xdmn{d^ - a ? | ( r f + ) 

[w^i; 6| = a „ = A 1 ( ^ ) ] ; 
/ ^ / - 1 ^ - 6^...6.,, ,^ Aa(rf^) 
2,A ^ ; ~ 626,...62„ " A„(.rrf<10A,,-i(a?«*lO' 

- ^ ^ ^ - 6 , 6 3 . . . 6 . ^ ~ A„(^)A„+1W) V " ' 1 _ K "" «•/> 
(33) ' X„(aty) = 62,1-2(^)62,,-1(^) = hn--i{d^)lln_.À{d^)hn^{d^) 

A^(rf4i)A,(^) aa - a (^ ) 
AL ,(«*•) ^ - , ( ^ ) 

[^5^^ = ̂  = -.= 5 ^ } 
^ ( ^ ) = 64,,-1(^) + 6 ^ ( ^ ) = - -pi— jl h ^-\ 

lin-^l l <"in—2 . • ' î w j 

( , , ^ 5 0, = 6 ,= ^ 

^ , ( ^ = - ^ - 1 = ^ (»èo> 

5,34) ^«-4.1, c„, 6 w > o , / 2 w < o ( o < a ) ; X w >o [(a, 6) arbitraire}. 
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Remarque. — Certains auteurs considèrent 

*(*)s? fb?*m=-¥{^x), 

avec tous les /«>> o. 
On voit bien que pour notre étude c'est la fraction continue asso­

ciée (A) toujours existante, qui est la plus importante. Cependant^ 
il est souvent avantageux de ramener l'intervalle en question, par 
une substitution! linéaire, à un intervalle positif, afin d'utiliser les bn 
et ln. 

Dépendance d'un paramètre. — Envisageons le cas où l'inter­
valle (aa , 6a) et la c-fonction ^a(x) == ty(x, a) dépendent d'un (ou 
plusieurs) paramètres a de telle façon que, ty(x) désignant une 
c-f onction bien déterminée dans (a, b), 

' xkdtya{x)-> f xkdty(x) (k = o, i,...\ a->a„). 
«oc J* 

Les formules (22), (25), (33) montrent que 

/o** ! ln{dttà-+\n{dy), bn(d<\>a)-+bn(d<l), cH(dtya)^cn(db), ... . 

( an{dtyx)-^an{dty), o„(ar; aa, 6 a ; ctya) - > ç„(ar; «, 6; aty) 

la dernière relation signifiant que les coefficients de cp»(#;aa? ba; atya) 
tendent vers les coefficients correspondants de cp*(#; a, 6; dty) pour 
n'importe quelle valeur fixe de n, de sorte que 

9„(a?; « a , 6 a ; tf<|/) - > »„(a?; a, 6; oto) 

uniformément dans chaque intervalle fini. En particulier, 

(37) ç „ ( ^ ; a , 6; ^ ) - > t p / t ( j ? ; — » , » ; cty) ( a - > — » , 6->*-4-»). 

5. Relations avec les quadratures mécaniques. — Voici une autre 
voie pour introduire les PT (indiquée, pour la première fois, par 
Gauss dans le cas des polynômes de Legendre). Choisissons arbitrai­
rement n points xt(i=\, 2, . . . , n) dans (a, 6). La formule de 
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Lagrange donne 

Un(x ) 
G„_, (x) = 2 {x_x%>n(Xi)

 G"-*(x*)> n«(^) = (* — *i)« • • (* — **)> 
i — \ 

r b " 

(38) J G^(af)rf+(i)=2HjG^(* () 

["'-/c^bi)^} 
Formule de quadratures mécaniques. — Moyennant (17-y) on 

trouve cette condition nécessaire et suffisante pour que Von ait 

b n 

(39) f G , „_ , (x )^ (^ )=2H ; G, , 1 _ 1 ( ^ , ) [12«r,6]. 

Les points x/ doivent être zéros xijtt(i= i, 2 , . . . , n) de ¢,, (x; a,b; dty). 
De plus, dans ce dernier cas, 

( 4 0 7 J H / = / db(x)=.*<> [G.2 / I_,(^)^i dans (3 9 ) ] 
1 = . J a 

6. Expression de <&,*(#) comme dérivée ou différence /ilème ou 
comme intégrale /i-uple. — Le théorème fondamental nous apprend 
que, (a, b) et ty(x) étant données, si pour une suite déterminée de 
polynômes de degrés o, i, . . . nous avons constaté — et cela n'im­
porte comment — qu'une quelconque des relations (17, a-y) est 
remplie, alors c'est bien la suite ®n(

x\ a, b\ o\p) (abstraction faite, 
de facteurs constants). 

Le procédé suivant peut servir dans beaucoup de cas : 

i° dty(x) =p(x)dx; ®n(x) comme dérivée nième. — Substituons 
l'expression 

«•> • • < • > - ^ ( » • - £ ) • 
où P»(a?) est une fonction à déterminer, dans (17-y) et intégrons 
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par parties. On doit avoir, (a, b) étant fini, 

(43) J D ' P „ ( a ) = D ' P » ( 6 ) - = o (1 = 0 , 1 , . . . , / 1 - 1 ) 5 

*»(a?) = D»[(ar —a)»(ar — 6 ) » n , , ( a ? ) ] : / i ( a ? ) [ i a a ] ( » ) . 

Dans le cas de (a, 6) infini, soit a fini, fe = 4- 00, il suffit d'avoir 

( lim ar*D'P„(a:)=:o (« = o, 1 ,n—r,k<i), 
(44) j -^^00 

/ *„(ar) = D«[(j: —a)«n„(a:)]:^(ar) (1), (*). 
2° ^(x)-fonction à paliers; Qn(x) comme différence nième. — 

Raisonnons comme ci-dessus, avec les opérateurs A et 2. On obtient, 
en supposant 

« / = « i - + - ( / — i)h ( 1 = 1 , 2 , . . . , v ) at= 9(at)9i (45) 
*f=f(x + h)—f(x)[voir(5)] : 

A" 

<46) 4 > / i ( ^ ) = _ _ 

JJ(a? — a--^)(.r —6- /^)^(^) (*) 

< j ( # ) 

( « , 6 ) fini ; a, = r/, /? = - J Z f f 

/* — i 

<47) ; * " ( * ) = ^ ^ ' p-(*)=H(*-«-/*)n,(*)(*), 
/ = 0 

lim #*A'P M (# -h / i — 7"//) = o (a fini, 6 = » ; X* ^1) ( i ) . 

. 6 

Enfin remplaçons dans (19), (22) a; par | d?'rfuy(j?) et appliquons 

la transformation généralisée de Fischer-[17] : 

&n{x \a,b\ M) =- -^ f ... f tl(x) 

x A d^(xi) d*t(x%)... d^(xn) : A„(flty). 
{48) { *n(dV = ±'f\.r\fldHx}) 

/Z3 1 

A = discriminant de II(>) = T T ( . r — .r,-) I [ l a ] . 

[seconde démonstration de (19)]. Appliquons ces considérations. 

7. Quelques suites spéciales des polynômes de Tchebichef. — Dans 
ce qui suit Cn dénote une constante ne dépendant pas de x (convena-

(1) Avec des résultats analogues pour l'intervalle (—00, 00). 
(2) Tout se réduit à la détermination de n„(# ) , problème plus simple dans 

beaucoup de cas \voir ci après (53), (54), (55)]. 

file:///voir
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blement choisie dans chaque cas). 

(49) P„(*) - Xn(x) = Cn<t>n(x ; — 1, 1 ; i) : D « [ ( i * — O " ! 

(56) 

1 . 3 . . . ( 2 / ¾ — i ) n(n — 1) 

ni L 2(2/1 — 0 

/ , ( / » - , ) ( n - 2 ) ( # i - 3 ) „_4 1 
2.4(211-0(-^-3) H J 

—polynômes de Legendre [42 a, 48, 19, 74]. 

1 
$ „ ( * ; — 1 , 1; ' — \ = cos/i arc cos# 

( • 

(50 

(52) 

_ (a: H- v / ^ 2 - - i)"-t-(.r — v/#s—• i)M 

— polynômes trigonométriques 

n utilise : / cosmcp cos/i«p a7© = o, m ^. n 

« M * ; — !, 1; y i — * * ) = — e . » 
271 s i n © 

. 2/1 + 1 
sin cp 

sin -

2/i + I 
cos cp 

(x = cosç ) . 

Tous ces polynômes (49)-(02) sont des cas particuliers de (53) : 

(53) Qn[x:—i, 1-,(1 + l)*-i(i— t)V-t.] 

= Tn(x\z,P) = Cn(i-hxy-*{i—xy PD"[II + ^ ) « + « - ' ( I — J ) / i + p - i ] 

(a, 3 > 0 ) — polynômes de Jacobi\$, 10, 11,43, 15 ,20] , 

o ù T „ ( a r ; i 8 , a ) = ( - 0 » T n ( — j : ; a " , P ) . 

(54) $n ( j?; o, 00; /*- i c-/*f) == L,ê(# ; a) = Cnxl-*e'txDn(e-'lxx'l-+-*-1) (h, a > o) 

-r<-">s(-in;)rî£ «) 

- polynômes de Laguerre ["8, 24, 22a , 23 ] . 
(55) $ „ ( , * ; — o o , 00; é?->"2) 

= H„(a?) = (— ±Ye^D'^e-^) (h > o) 

— « _ ^ ( ^ " ^ O x1l~- n(n — Q(/ i — 2 ) ( / i — 3) a?""4 

""^ i ! "2^X H 2~! 2* A* 
— polynômes d'Hermite [8, 22c, 24, 25] . 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — ÎS° G6. 
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Dans la suite nous appellerons polynômes orthogonaux classiques 
ceux de Jacobi, Laguerre, Hermite. On s'assure que ce sont les 
seuls PT pour lesquels on a dans (43)IIW(#) ==/?(#) (' ), si l'on con­
vient de remplacer les facteurs x — a, x — b par i, si a ou b est infini. 

(56) *n{x',o,a;[t(t-*)(i - p)]"1) 
— polynômes elliptiques [ 1 2 a ] (o < a < [})• 

Donnons quelques exemples où ty(x) est une fonction à paliers 
[voir (45)-(47)]. 

i = 1,2, . . . , v; ai = a; h = J; 

*/=*(«/) = .̂ 

(57) j *„(aO = *„(*;v)=^[A« [ ^ ( * - a - i A ) ( * - 6 - I A ) 

(G,Î ne dépendant ni de v, ni de h). 

lim <ï>n(x ; v) = CnDn[(x — a)«(ar — 6)" ] = P„(.r ) [70] . 

Ainsi (57) est une généralisation des polynômes de Legendre. 
i * e-^V 
{ ( a , 6) = (0, 00); a , = 1 = 0, 1, . . . ; ffZ==(i(i, X) = — T J -

1 (X — nombre fixe ) ; 

(58) { ^ , v ^ , .sv C/,A"g(j — / i ;X) _ C„ d»e(x, X) Qf l1 

<M*)^ *»(*<*) = ^ - ^ " ï(ïTT) A » [ 2 6 ] 

/ [ A F = F ( - F H - 0 — F ( x ) ] . 
\ polynômes de Poisson-Charlier [voir (54 ) ] . 

(a , ô) = (—oo, » ) , 

[8] 

•i= *(«, O = (*)/>'?'-'(/>» ? > °i /> •+- S' ="0; 

(59) 

a/ = « = o, 1, . . . , s ; <Tj 

<K#) = o (— oo<#<;o ) , 1 (s^x<oo), ±F(x) = F(x + i) — F(x). 

&n(x)^B$n(;x;s',p,q) 

z=o 

D'où, en étudiant les moments pour ty ( sLzI£-\, quand s-> 
\\jispq) 

oo : 

lim $n(x;s; p, q) = polynôme d'Hermite d 11,,(,¾) 

(^ = 5/?H- Z s/ispq), 
(OO) \ # ! T aar—« "t 

lim $ „ ( # ; $ ; / ? , a) = polynôme de Poisson-Charlier Cn ^ A* _ • 

(5/? = a = c nst.) [27] . 

( l) En supposant l'existence de p' ('x) dans (a, 6) . 

file:////jispq
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En utilisant (35) , ( 3 6 ) , on obtient ces relations limites entre les 
PT classiques : 

( 6 0 lin! <?„#;— \Js, \rs\ (i — - J 

= \\myH\ ^ ; — i , I ; ( I — /ï)*L"4-=9„(ar;— 00 ,00;^) . 
*>• [ \ s J 

(62) lim = » , , U ; o , * ; ^ - W 1—jVI 

= lim 9« j x ; o, 1 ; *«-i(i — * ) * | * " = ?«(a?; o, go; t^^e~*\ 
*>« L5 J 

8. Polynômes symétriques de Tchebichef. — Cette classe impor­
tante, comprenant ceux de Jacobi pour a = (3 et d'Hermite, corres­
pond au cas 

(63) (a ,6 ) = ( - A , / 0 , ¢ ( ¢ ) = - + ( - * ) [ O U | > ( J : ) S / > ( - * ) } . 

O n a, vu (17-y) avec 

G2n(x) = G'n(x*) + xG"n_i (ar«), G î n_i(*) = G'„_, (a?*) -h arG"., (.*»); 

/' *,,(a?) = (—0n^«(—«)i ?«(#) = «n #" •+•«», «—2^n~2 H-.- • 
(64) { cn=Sn= o; ^^,1-+-^^+1-1^=0, Hi=Hw-Hi_i 

( [1 = 1', 2, . . . , «; voir (4o)]. 

1 9 3 1 1 ( ^ 5 - / 4 , / 1 5 ^ ) = 9 / 1 ( ^ 5 0 , ^ ^ 5 ^ 1 ) 5 

J 9Î#H-I (x\ — h,h\ dty) = xoH(x" 5o, À* 5 0¾) 
( 4 i 4 , ( ^ ) = - 4 , ( - ^ ) 5 ^,(^:) = 2 ^ ( ^ ) , 

' dty.2(x) = 2x dty(\/x),x > 05 /i = o, 1 , . . . ] . 

i
azni—h, h; dty) = a„(o, A*; ctyi); a,,,+i(—/1, /? 5 rf<|0 = ««(o, A2; 0¾^). 

X „ ( - A , A ; ^ ) = 6„(o,^;rf4n); 
c«(o,/1*5^1) = X2„_i(—/i, A;rf^)n- X2„(— /i, £50^), 

Xn(o, **;«%) = X2/i_,(— A, A;^)X- 2„_i(- / i , /r ,^) (/1^2) [voir (33)], 

l 92«[^5 ~ h, h; p(t)] = 9 n L * 2 5 o, h'2; p(\Jt >"* J; 

<66) < •' r , / r\ 1 1 
j .9.,,+1 [a?; — A, h; />(01 = *?«!_**; o,h*\ p{\/t)t*\ 
\ [p(x) =P(^-x)> w = o, i, . . . ] . 

(67) 9„(ar ; o, A* ; ûty) = ?««(v^ ; — h> h5 <%) 

U j - ^ — ' (.r > o), - - ^ — (,.r . \ o) J. 
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EXEMPLE. — Relation entre les polynômes de Laguerre et 
d'Hermite : 

t 

l 9ÎB(a?; -00,00; | ^ | a - i e - / ^ ) = ? / l ( ^ 2 ; 0? ^ . *1~V'"); 

(68) i / « \ 
92„+i(x ; — 00, 00; | t |* - ie-^ : ) = a:9»U 2 5 o, 00; **<?-*t) 

\ (a, A > o; n = o, r, . . . ) . 

9. Transformation linéaire de l'intervalle d'orthogonalité. — Soit 

(69) (a, 6 ) | (a , , 6 0 , .r = Aa?i H- / 

[ F 6 — a a6 i—6a t . , fv _ .1 
A = 7 ? l = —7 5 si (a , 6) est fini . 

61 —ai 6 — a \ > / j 

O n obtient : 

, . ( 9/1(-^15^1,6150^1) = 9,t(Aa:i -+- /; a, 6 ; a \ ) , 
( 7 ° } ( a „ ( ^ i ) = A«a#l(û?4*) \^(x)^<\>(hx + l)]. 

S„(df) = AS„(a^i) -4- /iJ, cn(d<|0 = Ac„(rf4*t ) -f- l, 

Xn(d'\>) = h*\n(d<h), 

(7O | ?^(^i5 «1,615^1)= \fhoa(hxl-h l;a, b;p)\ 
1 

««(«i, 615 PL) = A -an(a, b;p) 
[piix^^pihx!-*- l)]{[$]. 

Notons aussi la formule suivante : 

(72) 9„[j?;a, 6; cp(t)]= J-9n[X; a, 65 p(t)] (c = const.,> o)., 
\/c 

10. Polynômes de Tchebichef à plusieurs variables. — S o i t ( D ) 

un domaine fermé dans l 'espace à m dimensions (xi) = (xx, x2, •. . , xm). 

Définissons comme plus hau t une c-f onction p(xx, ...,x,n) ==/7(^7) 

dans (D), c'est-à-dire non négative et telle que 

m 

l P(xù\ \xki'd- existe (£, = 0 , 1 , . . . ) , 
J» 1=1 

/ ^(a-,) dx > o ! or = I l o'ar, j . 

THÉORÈME III. — Etant donné p(xi) de la nature indiquée, il 
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existe toujours une suite orthogonale et normale {9*(#i)} (*)J 
(5 = 1,2, . . .) de polynômes de Tchebichef de degré o, i, . . . , 
c'est-à-dire tels que 

I P(Xi)¥s(Xi)*s'(xï)d-z = àSs'-

Le nombre total de ces polynômes du même degré l est égal à 

m(m-hi).. .(m-*-l — 0 
°/= —jr K = 0; 

le nombre total de tous ces polynômes de degré o, i, . . . , I est 
égal à 

_ (<» + l ) ( f f t + 2 ) . . . ( f f l + / ) 
T/— ^ L^°J-

Voici quelques exemples : 
m 

( D ) est le cube : a^xt<b, ^ ( ^ ^ . . . , ^ ^ ) = 1 | / > ; ( # / ) . 

/ '=1 

,m 

( ; 3 ) ( 95(a?f) (de degré l) = | ^ | < P / A ( ^ 5 a, 6: pk) 

( • 
( m = 2; (D) est Taire q(x,y) = a = r — a?2 — JK22o;. 

1 _ p(*i)=p(x,y) = <j<x (*>—0-

On a pour PT de degré m + /i une des deux formules suivantes : 

( (*) U;iIi„(ar, y\*) = Cm,H(x*+y*-i)-*l)&^x*+y*—i)*+™+* 
1 1 

_ —a—///—^ „ , a+/n+/H—, 

(p) (Om.„(x,J,a) = C m , „ ( r - i ) *D, n . ( r» - l ) 
I X (*?*•+- .i'2 — [ H D . S . ( . r 2 + K 2 - 0 a + m 

V («m,»— de degré m en a?) [25, 28, 29, 30] , 

(1) Ici s ne signifie pas le degré de 9,(.27,). La suite ; 9, (a?,) ! n'est pas unique, 
c'est-à-dire on peut construire, en partant d'une telle suite, une infinité d'autres 
suites analogues, dont chacune est composée de combinaisons linéaires et homogènes, 
à coefficients constants, des polynômes de la suite initiale. 
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généralisation évidente des polynômes symétriques de Jacobi. On 
voit, comme plus haut [voir (61), (62)] , que si l'on remplace dans 

(7&a,p) x et y respectivement par — , ~ D alors, pour a->co, cha-
\' a y a 

cun de ces polynômes tend vers le produit cpm(^; €Tti)^n{y, e~*} 
de deux polynômes d'Hermite. 

11. Polynômes de Tchebichef dans le domaine complexe. — Soit 
donnée dans le domaine de la variable complexe z une courbe fermée 
rectifiable G de Jordan, de longueur /. Ayant fixé sur C l'origine 
des arcs or, pris dans le sens positif, envisageons une fonction TI(Z), 

réelle et >o sur G, telle que (L)- f it(z)d<j existe, > o. L'orthogo-

nalisation de la suite \\/it(z)zn\ (n = o, 1, . . . ) donne une suite 
orthogonale et normale de PT, complètement'déterminée [31, 32] 

(76) 
? « ( s ) = a,tz

n- (an réel, > o) ; 

] j I n(z)*,,(3)9m(z)d<j=Smn (m,nïo). 

On obtient, en considérant la forme hermitienne définie et positive 

(77) Hn(g)=lfx(z) .fft** 

•2 n—l 

d*= 2 *P<l8p~gq 

? / i ( * ) : 

a0 i 

«0,/î—1 

a«i 

, a«,«—1 

; W D,lDn+i = ^n(z] TU); 

(78) 

D„: 

a 0 0 a 1 0 

aoi « /4—1,1 

a Q , / l — l *M—1,W—1 

> o 

/1 = 0, 1, . . . ; D 0 = i ; a / ? 7 = ;a7 / >= i j Tz(z)zP~z<rda,(p, a = o , i , . . . ) L 

Dans le cas où C est l'intervalle réel (a, 6), on retombe sur la suite 
{cp„ [x; a, b; it(t)~\}. Voici un autre cas intéressant : G est le cercle-
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j z\ = i. Ici, avec 7:(,3) ==7r(0), on-a [32] 

— / KW?n(z)ym(z)d$ = B.an(m, nïo) (*); , 
27CJ 0 

<79) { 11C 

— / 5u(e)9„(s)**de = o (nïi;k<n, z = e^). 

Introduisons le développement trigonométrique de 7r(0) : 

^ ' rc(6) ~ flo + 2 y a „ c o s « 8 •+- bn sin/iô. 
11 = 1 

La formule (78) permet d'exprimer yn(z) en fonction de an, 6 / t[32], 
car 

( 8 0 <xpq= ap-q-t- ibp-q^cp-q (/>, ?^o; 60 = o, c_7i = c„ ). 

5Ï 7r(0) = ir(—ff), alors bi=b2 = . . . = 0. Donc, si TZ(Q) est 
une fonction paire, tous les coefficients de ©„(s) sont réels. On 
a, par exemple, pour 7T(N0) = 1, 

9„(«) = ^ (nïo). 

M. Szego [32] a établi une relation remarquable entre 9,, (x; — 1,1 ; /?) 
etcpw(^;7r), avec TT(0) ==/>(cos0) | sin0 \,z = e^. On utilise les rela­
tions d'orthogonalité 

j p(x)*?n(x\P)xkdx = 0, 

r21X7u(e)?-2w(^;?c)cos^9^e = o (* = o y i , . . . , » - i ; * = ei0)> 

et la représentation conforme x = ^ ( * + ^ ) d e l'intérieur du cercle 

| * | = 1 sur le plan (a?) (avec la coupure — 1,. . . 1) et l'on trouve : 

(82) ) f ^ = J ( * + ^ ) = cose,* = «'0 ;K(e)=/i(cose)| sine|]„ 

_ / A » ! " ) 
T , ' _ V 23u[a ï n (K) -H9sn(o ; w ) 

(1) a est la conjuguée de a. 
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(82) conduit à des nombreuses applications. Voici un exemple 
[(34,33,6] 

3) p(x)z= * , U(x)— polynôme de degrés, > odans(—ï, 1) . 
\/i — x2ft(x). 1. .4 

On obtient, moyennant la représentation de Fejér [35] , 

(84) n(cos6) = |^(^)'| = ^ 2 ^ ^ qirèel,qo> o,qi^ o; z - e^ J: 
z=-0 "J*: 

r(.z} 

lz=.0 

(x — cosO ; z = e1®; n ^>s). 

Remarque. — O n peut remplacer, dans les considérations précé­
dentes, Ti(z)d<7 par cty(a), ty(a) étant une fonction réelle non décrois-

1 r1 

santé de l'arc <7, avec ^ / d^{<r)'> o. 

CHAPITRE II, 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES POLYNOMES DE TCHEBICHEF. 

Dans ce qui suit, la suite \ €>„ (x)} est illimitée. Il est aisé de voir 
quels sont les résultats énoncés, convenablement modifiés, qui restent 
vrais, même si {&n'(x)} e s t u n e s u* t e ^m^e-

1. Relation de récurrence. — (3o, I) ('•), en vertu du théorème IL, 

donne : 

( i ) # i M - 2 ( * ) ' - X ^ — C „ 4 * ^ ( ^ = - 1 , 0 , 1 , . . . 5 ^ ^ ^ ( ¾ ¾ 

.--(.¾) ^ f B + 2 ( ^ ] = (a? — ^ + 2 ) 9 ^ 1 ( ^ ) - \/Xnfi?à(:&)K 

( r c = — 1 , 0 , 1, . . . ; 9 _ i = 0 ) , 

relations fondamentales. On peut les obtenir, sans recourir aux 

(1) Cela signifie une formule du Chapitre | . 
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fractions continues. Il suffit d'écrire 

<ï>„_H>(aO = (x-hpn)(ï>n+{(x) -+- P (aO, 
où 

rh 

pn = const., P ( a - ) — polynôme de degré n, et / P ( a ' ) G „ _ i (x)db(x) = o, 
J a 

d'où V(x) = Cn®n(%). Les numérateurs de réduites &„(#) et les 
fonctions Kn(x) évidemment satisfont à (i) [31, 32, I ] . 

On obtient, moyennant (17, a, 22, I) [16] : 

<„ ; *•"*>-£$ <•*•* 
c ; i (r f^)= / a?9,a,_,(a:)^ ('*^0*< « < c„ < 6 ; 

« 9 /J 

C » = à w — Î 5 « - I b w = y .Ci= ?.Ot= A . -, . r—7-T7-r-J ^/t — ^w b/*—15 ^w — / j C J — x J ' — A„(rf40 M * * ) 
. Z = l / = • > 

(4 ) ^ « n / n 

dntn-i = — 2 ( X / + c / + l S i - 0 = — 2 * , H " 2\ S ^ " ~ 2 C ^ 
/ = S / = •* \ / = l 

Ici A'n(rf^) s'obtient de A^'cty)' e n J remplaçant la dernière colonne 
par «„, a / l+ l, . . .,aa„_i [voir (19,1)]. 

2. Formule de Dairboux. Applications. — (2) donne : 

fl/j+i 9 ^ + 2 ( ^ ) 9 ^ + 1 ( 7 ) — ? « + » ( ^ ) 9 1 1 + 1 ( ^ ) 

««+•> ^ — 7 
a " 9 / i + l ( ^ ) 9 / / - ( j ) — y n ( g ) ? n + l ( r ) _ ~ / „ W / v \ 

9/1+1^,)9/1+1^./75 

« n + l •* — y 

d'où les formules importantes de Darboux [15] : 

(5) Kn(x,y;dty)=Kn(x,y) 
^ 9 ^ ) 9 ^ ) ^ ^ ^ ^ ^ - ^ 1 ^ ^ ^ ^ ^ - <'),-

(6) K „ ( : t ; 4 ) = y f ! ( ï ) = ^ [ ï ; w ( ï ) ? , ( ï ) - ? ; ( a : ) ? » + . ( ï ) ] . 
1 = 0 

On voit que T71"4"1 ',g) croît constamment avec #, ayant un saut de 
9 » ( * ) . , x 

+ 00 à —00 pour x=zXi,fl — zéro de <Qn(x) car 

d f?±M(£)] = ?2±1 K„(aO : 9»(.r) > o (x arbitraire). 
dx\_ ®n(x) J «« 

. . .y 

(») Antérieurement établies par Christoffel [36] pour les polynômes de Legendre. 
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On déduit de ( 5 ) par différentiation 

(«) ( • * - J O 2 *'.*<*)?i-"w + *2*1/*~ ,><*>ff(y)~ '2*< f t (*>^ -0^ 

«« = ^ fo&i (*) 9 ^ 0 0 - 9 ^ ) 9 ^ 1 , (r) ] [ M = o, i, 2, ...;?(»'= ?].. 

(9) V [ : : . t - ) ] • • - a" i97.+ i(-g)9'n(ar)-9;,(g)T«*.(g) 
-«•J ' ^ , ,+ , ( 2 
/ =o 

, ?£ + i ( * ) ?« (aQ —9%(* )?n -H (g ) f 
+ g (. 

Nous allons donner quelques autres formules liant Kn(o?) et an. 

3. Relation entre yn(x', dty\ et cp„(a?; Ilrf^), II-polynome. -— On a 

( n ) G„(aO ^ ^ ^ = ^ 7 , 9 ^ ) T < = T Gn(x)9i(x)d<l>(x)\. 

• S 1 ^ J 
(12) l l (a:)9„( .r; U dty) 

= y* l i i l9(^(x;^) = fc^p*ai 
z = 0 

9«(a:; d<b) 9,,+1 (a:; dty) . . . 9 , ,+ , (^50^) 

9/i(£i5«ty) 9 „ + , ( ? , ; o ^ ) 

£«,* = 

9/»(bî^) 9„+,(k;aM0 

11(^) = ^ ( . ^ - ^ , ) ^ 0 dans (a, 6) [37], 

/ls,n ^n,s 

9 « ( f i 5 ^ ) . . . 9 « + / - i ( ? i 5 ^ ) 9//+/+i(?i5 dty) . . . 9„+.?(S, 5 0 » 

9/* ( l< \ dty) . . . 9„+/_, (Ç, ; dty) 9,,+/4., ( £« 5 aM/) . . . 9«+.,( £, ; dfy) 

où l'on remplace 9n+i(a*+ i ) , ?/,+«(aA+a) . . . respectivement par 
¥«+*(<**)» ?/i+i(a*)i • • • 1 s i a * = ak+\ = «*+a = Pour les poly­
nômes de Legendre, (12) a été, donné par Gbristoffel [ 3 6 ] . En parti-
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culier, 

( i 3 ) 
_ can(n.d<\>) 

"'S.n — 7~vTT ' hv,n = 
an(d'\>) 

an(lldb)' 

Considérons quelques cas spéciaux : 

[ < % = P ( * —Ç)*r". P = H - I ( U « ) > —i(5£ft)]. 

(,4)i 9,(^o=-^^^\;,(^)+g^9; i + l(^> ; 
9,,+, (55 a>) _ _ _ a„(dh)an+i(d^) aMdb) 
9«(?5^) 

Kn(5;rf+) = 

a?f(rf+i) 

fl/i ( afy ) 

a«(otyi) 

ra?,(rf*i) v / > v , + 2 ( ^ ) ' 

T n ( 5 ; r f + ) ? i . ( 5 ; ^ i ) [voir (6)]. 

L'importance de la dernière formule consiste en ce qu'elle permet 
de trouver, dans beaucoup de cas, la valeur précise ou asymptotique 
(/i—>oo) de KnC^'jd]»). On a, plus généralement, 

(14 bis) 
• (^n V"'f 1 ) 

K„.H(E;<*{.) «?,+ , W) ??,+ , à;<ty) 
K„(?;^) . «S(rf-1<») M ? ; * * ) 

[a fy 2 =(a ;— ?)2oty, ? arbitraire], 

a„(dty,)< a„+t(M) ( ' ) ; 

( 1 5 ) " <a„+,(<af^), 

K-(?;rf+)=ll^n*Maa^)=5^(3r) ()-
l / = 0 

Comparons, p o u r r a ou >6, (i/{) t̂ (i5). On obtient 

(1) Pour % = o = a , on peut utiliser la relation connue 

A J ^ ) A „ ( a ? 2 ^ ) - - A B + I ( ^ ) A „ _ 1 ( a ? 2 ^ ) = AH(a7rf+). 
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Le cas le plus intéressant est £ = a, b. On a 

\di/l={x-a)d^}, 

( 1 8 ) ( 6 - , ) , . ( . . , ^ ) = ^ 9 . ( . , ^ ) - 1 ^ 9 . . . ( . ^ ) 
[<%=(&— a?)û?H 

(19), 9 , ( . ^ 0 = ^ ^ ^ ^ (o = a,6). 
9„(c;r/^) a„(d<|/) v ' ' 

Plus particulièrement, si o^a < 6, alors [33, I] : 

x 9„(a?; o^, ) = ^6.-,,,+2(0 )̂ 9„(a- ; ,/^) -+• ̂ /6,,,+3(0^) ?,1+1(ar; ûty);-

S„(a?rf<|j) = S„+^ 0^)-62,,+,(0^) ^ S„(rfd/) -h 62„+t(a\J0; 

9,(0, ^ ) - 6 i W ) y 6,m(rf40 - ^^^+ ) -^ (^ )^+ . (^ ) 1 

X,, (a? aty) = 6.2„-1 ( dty) 6 2 „ ( o*-}/ ) 

<2°) ( cn(xdty) = b*n(db)-hbtn+l(dty) (/1^2); 
K w + 1 ( o ; ^ ) _ g?t+f(^) _ 6a w+2(ar^) 
K„(o;oU) ~ a*(x*dù)~~ 62w+3(o"ù) ' 

9#ai+i(o;^) = 62„+,(o^) 
o'Â(o;dto) 62„+.J(o'^)' 

K „ ( o ; 0 » = ^YciÛ = \''bin+*(db) 9,,(o; d<b) 9,,(o; x dty) (*£o). 

O n en tire, d'abord pour (a, b) avec a_;o, puis pour un intervalle 
fini quelconque (a, b) [ce qu'on ramène à (o , b — a ) ] : 

b2n(x dty) _ 6,„+2(oU) ^ 
62/i+i(aU) ~~ />.,„+! (x dty) ^ 

b.2ft(x d<l) — b2n+l(d^ ) = b2n(d<\>) — bin-i{x oU) > o; . 
(ai) ^ ^ }mn(d.^c\***-*W) + b*n-x(dty)Y 

4 -
M ^ T 1 ) <c„_ 1 (<: /^)c„(^); 

ba(dty)<c„(dty)<b ( o ^ a ) . 

^22) X« (<*+)< ( " 7 a ) 2 ["^2; (a , 6) fini, arbitraire]. 

9*(*) 9«+i(^) #9«+t(#)' r 
9„(a) 9«+i(a) 09«+! (a) 

9,,(6) 9„+, (6) *9,,+1(6) 
(23) i [ ^ 3 = ( ^ - «)(6 — a?)rf<H, 

\ — a^(^+3) ; î 
' "~~ an+i(dty) l9«+i(«)9/iW—?n(a)9n+i(*)] 

_ ^ (4 : t ) f f l " ( ^ ) 
(a-6)a2+ l(a^)Kw(a,6;a^)' 

3" (a? —a)(6—a:) 9„(a?; 0¾) = \ „ 
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A. Évaluation de a„, bn, cn, . . . dans quelques cas particuliers. 
On a leurs expressions, assez compliquées, en fonctions des 

moments a, {33, I ] . On pourrait les trouver, en divisant On + 1 (x) par 
<&„(#), ce qui exige l'expression précise de <£„(#). Voici une méthode 
simple donnant presque sans calcul, dans beaucoup de cas, leurs 
valeurs précises ou asymptotiques (n-><x>). 

Moyennant les relations d'orthogonalité, on a 

(24) / G>i+i(*)ln(*)dty(x)= an(d$) 

(25) / x <?n(x-, dty) yn-iix; x dty) d<l>(x) 

fl„-i(g<*10 ,_ \Sn(xd^)-Sn(d^)]an(di>) (o^a). 
~~ an(d<l) ~ an-i(xd<\>) 

rb 

On en tire, moyennant la relation F(a?) | J= / ¥]{x)dx, en sup-

posant que d<\>(x) = p(x)dx, avec/ / (x) intégrable dans (a, b): 

\ rb 

(a) p{x)*?l{x)\ba= / />'(*)??<(*)«**; 

(p) p(x)xyUx)& = / ^ ( ^ ) ^ 9 ^ ( ^ ) ^ + 2 ^ ^ 1 ^ 

( ï ) ]0(aO?n(aO9«+iO*)l« 

= T /?'(g) 9;,(a?) 9„+t(a?) dx+ (n + ^"â^l/) ' 
^ a 

\ (8) J0(flO# 9n(tf)?n-v-l(«)l& 
' r 6 ,, s . / x / x , s„+A(/?)g/2+1 (p) . 
I = / /(a;)ar 9„( a:) 9„+i (a:) H ^jj) ' 

(26) Ja . 
\ (e) p(x)xyn{.x\p)Vn-i(oc',tp)\(>l 

(
b n 

p'{x)xZn(X',p)yn-l(v, *P) dx-±- ' » 
~M ^6.,,,+1(/)) 

(YI) />(ar)ar9„(a?;/?)9«(^;?P)lâ 

= T ^ ) ^ H ( « ; / » ) ? R ( * ; «/>)«**-*- " + * (*£«)• 
Ja v°2w+2(/>; 

(Ç) p(x)(x — a)(b-x)rt(x)\6
a 

b 

+ 2/*S„—2(/H-l)S„+i («r* fini). 
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On applique ces formules, si p'{x) et p(x) sont liées par une 
relation simple ('). Exemples : 

l Polynômes de Legendre : ^%(± i) = ^- ; 

(27) / 
J. (n-hiY i . 3 . . . ( 2 n - i ) A in-Jr\ , s N 

( W = ( 2 W | , ) ( 2 » + 3 ) ' "« = ni \ / - ^ ~ ( n - . 0 ) -

Polynômes de Laguerre : p(x) = x^~^e-v. cn = in 4- a — 2; 

S„ = / z ( / î - f - a — 1 ) ; X w = (/1 — i ) ( / i -ha — 2) ( t f ^ O î 
1 

a„ = [JT(/i-t- i )T(/ i - + - a ) ] " ( / i ^ o ) , 6 , „ = rc-f-a — 1 , 
( 2 8 ) \ r 

è„ (+1=« („*,); T a ( 0 ) = L ^ y / F i - _ 7 T j 

K " ( 0 ) = a r ' ( , ) r ( n + .) ( , î = o ) ["«'•M]-

Polynômes d'Hermite :^p(x) = e~x*. X„+ 2 = > 

(29) / 

i 

£1 ( w ^ ° 
r(m-i)**J 

); c„ = S„ = 9 2 w + i ( o ) = o , 

u A("+;) 
, , , , (0) = ( - , ) - , - ^ - ^ - ^ 5 

r ( „ +
3 ) 

K,„(o) = W l ( o ) = 2 - X _ ^ . . 
[Ici on peut utiliser aussi (65, 68, I) et (28) . ] On trouve, pour 
dty{x) = \x\*ke~**dx (k>—~\: 

Xo„ = n •+• k j X9„+t = n. 
2 

Dans le cas des polynômes de Jacobi c'est la seule formule (26, Ç) qui 
est applicable et qui fournit la valeur de Sn. Puis on utilise [33,1] 
et (20). On lire de (26, Ç) : 

2(/i + ] ) S , l + l - 2 / l S „ = - ( a + 3 — 2 ) ( S „ + , — S„)H-(2/*-4- a), 

ce qu'on peut traiter comme une équation à différences finies linéaire 
du premier ordre avec l'inconnue S„. On obtient ainsi, pour 

(1) On peut appliquer le même procédé pour évaluer Kn(x). 
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( a , 6 ) = ( o , i ) : 

i Polynômes de Jacobi : p(x) = a?a—1(i — x)?—'. 

S — s / „ R\ - • * ( * - * - « — ' ) . 

s—s B (« > p)- ; r + a + p _ a , 
JL — A / o\ / l ( « - * - P — i ) 
0 2 / 1 + 1 = ©271+1^«, p ; = " 

(3o') 

( 2 / 1 + a + j J — l)(2/i-f-a-+-P — 2) ' 

<3o) ( h <~ Q N - ( / i - n - i ) ( f l + a + p - a ) , > 
^ ( 9 C ? P ) - ( 2 ^ + « + P-2) (2 /z + a - h ^ 3 ) ^ = 1^ 

X ^a ^ - (/i — Q ( / t - f - « — 2) ( /1 + P — 2 ) ( n - * - a - J - P — 3 ) , 
n V " ; ( 2 n - + . a - | - p — 3)(2/1 + a+p-4)'(27H-a + f- 5)' 

^ QN _ 2n*-+- 2 n ( « H- P — 3) -4- (a — 2) (a •+- p — 2) 
aK , P ' ~ (2 / i + a + P - 2 ) ( 2 / i - 4 - a - f - P — 4) 

«.(., P)= r (« + p-»i») 
v/r(/lH-l)r(/i-t-a)r(/Z4-p)(aH-p-H2/i—l)F(aH-PH-/l—I) 

» fn.« ^ _ ( - 0 * , /r(fl + a)(« + p + a / i - i )r( / t + g + p.^I). 
9 « ( o , a , P ) _ T ^ - ^ / r(» + i ) r (n+P) ' 

K /„.„ r(n + « + or(n + B + p ) . 

*„(<>, a, p) _ r ( a ) r ( a _ h l ) r ( / l _ h l ) r ( / l H . p ) ^ 

B / , . « B ï - !
 t / r ( ^ + P ) ( « + P + a i i - i ) r (n- i -aH-P- l ) 

K / , - i -B^ r ( / i + p + i)r(n + a + P) 
l "̂  ' , p ; ~ r(P)r(p-4- i )r( /n- i )r( /n-a) v '* 

On voit que Jows ces calculs ri exigent rien qu'un emploi très 
simple de relations d'orthogonalitè. On voit aussi le rôle impor­
tant de an et S„. Chacune de ces deux quantités permet de trouver, 
à F aide de nos formules, toutes les quantités considérées dans ce 
numéro. 

5. Équation différentielle. — Etant donnée l'équation différentielle 

(3i) A(^) / r + B(x)y'H- G(x)y = o, 

on peut l'écrire sous les formes suivantes : 

(32) ( Ap/) ' - t - 9Cy = 05 ( APy)"-(BpjO'H- Coy = o 

[p(a?) = p = T ^ - ) J ^ J . 
• ' — — — * 

(1) On utilise la substitution x = 1 —a?n équivalente à la permutation de a; p. 
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Supposons que C(# ) dépend d'un paramètre n, ce que nous dé#o^ 
tons par C^ = Cn(x); (Sa) donne, yn et ym désignant deux solutions 
correspondant à Cn et Cm respectivement, <x et (3 étant deux zéros de 
k(x)9{x) : 

(33) Ç p,(ar)[Cn(a?) — G ^ ^ m Q | f î n i 3 # = o, i j . 

Supposons maintenant que A et B soient des polynômes de degrés 
/> + i,/? respectivement. Alors, d'après Heine [ 12 a], il existe 

(./i, p) = K~——^— _ • v £ ' [( /r , i) = i J polynômes L(x), 

de degré /? — i au plus, tels que l'équation (3i ) correspondante admet 
comme solution un polynôme de degré n. D'ailleurs, d'après Stieltjes 
[38 a], si 

1 = 0 l = Q " 

( % < z\<. ..<zP, réels,.[it réels et > o ) > 

alors les (n,p) polynômes C(x) et les solutions y correspondantes, 
dont il s'agit plus haut, sont réels et différents. 

Le cas le plus simple et le plus important est/> = i, un ou même 
les deux zéros a, b de A(x), pouvant être infinis. Ici C„ = const., et 
(33) donne précisément les relations d'orthogonalité (17 a, I ) pour 
P ï classiques. 

THÉORÈME IV. —- i° Les polynômes orthogonaux classiques 
satisfont à T équation différentielle 

(mx-.-h kx •+• l) 9^-4- (-—a? -h a) 9 ^ + n[i— m(n—-i)]9„ = o ( ^ ^ o ) , 

m, k, l, cr désignant des constantes ne dépendant pas de n,metkpou^ 
j—-r——. dx- -r-... 

. ^ ^ , . ^ - — ~ — v r v ~ / — ^ — - mxï+kx+r mx^x^ i 
f intervalle dyorthogonalité est formé par les racines —finies ou 
non — de mx- -\-kx -+- l ( '). 20 Les dérivées de ces polynômes sont 
aussi polynômes orthogonaux respectivement de même clause, 
correspondant au même intervalle (a, b), avec 

• f— pi(x) = k{x).p (x) = eJ mx^kx-u [A(a?)= ma?2 + *#+-/]> 

P) Ils coïncident atec les àètàs et &(x)p(xiy±ËA(x)p(x). 
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Pour démontrer (a°) il suffit de différentier ( 3 i ) et appliquer (3a) 
et (33). On a donc, avec les notations adoptées, 

(35, I) a ? ( i - ^ i r + [ « - ( a + M / + / I ( f l + a + P-I)/ = ° 
[ y = T „ ( a r ; o , i ; a , P ) ] (*), 

(35,L)Ç>) xy"+(x — hx)y'+nh) =o [y = Ln(x; a)] (nïo) (*),(*) 

(35, H) j"—2hxy'-h2.n/n = o [ r = Hw(a?)] . 

On déduit (35, L, H) de (35, l ) à l'aide du passage connu à la limite 

[ 6 1 , 6 2 , 1 ] . 

. . . . f „ , \ &n[x-.a,b-p(t)] = n<i>n_x[x,a,b-,k(t)p(t)l 

<^^LH) i \(x) = mx*+kx+L 

Donc, dans le cas des polynômes de Jacobi et LaJguerre la diffé-
rentiation 'est équivalente à ce qu'on change a, (3 en a -+-1, (3 -h i. 
respectivement. Les polynômes d'Hermite possèdent à cet égard 
la propriété la plus simple {ce qu'on utilise dans la Statistique 
mathématique) : la c-f onction p{x) ne subit aucun changement. 

On démontre, en suivant la marche indiquée par Laguerre [22 6] , 
que : i° on a pour ¢^(#5 p) une équation différentielle de la 
forme (3i ) , avec A, B et C —polynômes en x, si 

/H-r) =*<*') J J ( t f - <*i)Kl 

[Q(x)—polynôme de degré q>o, a„ A/ = const., A, > — i ] ; 2°fo 

(1) Dans (— i, i) on a 

( i — ar2)/ '-f-[<x—p — (a + p) x] y' -+-/1(/1 +• a + p — %)y = o. 

(2) Cette notation signifie dans ce que suit les polynômes de Jacobi, Laguerre, 
H ermite respectivement. 

(3) On peut dire que l'équation 

#<, — x)y" -+- [a— (a.-h$)x]y' -htay = o(a> = conat., a, p > o ] 

n'admet une solution régulière pour x— o,i que si a> = n ( / n - a-H P'— i) . On fait 
des remarques analogues sur (35, L, H). 

0) Remarquons, avec Markoff, que / (A/??,, ) 'Gn_ t( a?) da? = o (intégration par 

parties); donc(A/?9„)' = — C„/?9„ - l'équation différentielle cherchée. 

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 6 6 . 3 
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seconde solution de cette équation est l~~', 3° l'équation adjointe 

a pour solution, dans le cas de polynômes orthogonaux classiques, 
®n{oc) p(x) et Rn(x). Les polynômes elliptiques rentrent dans cette 
catégorie [12 a], ainsi que la classe suivante : 

(37 ) polynômes ultra-elliptiques : ©,, x ; a1? a2 ; | ~ T (t— 0 )̂ 2 (»? > 2 ) * 

( * i O - > < . . . . ) • 

Comme la seconde solution de (3i) est ©„(#.) feJk
 o n obtient 

1 -.V • ?£•(.*•) 
pour les polynômes orthogonaux classiques (voir 20) : 

/oo TA R ' i t W 2 ^ - f - d c + P — I . y * ' . ^ 
(3M) 7 w = «»(,). ^ w r , i ^ x(i— ^ ) ^ 1 ( ^ ' • 

Dans le seul cas des polynômes de Legendre la fonction Kn{x}; 

satisfait à la même équation différentielle que le polynôme lui-même. 
On ramène (3i) à l'équation suivante, souvent plus avantageuse : 

o"(x) -+- v(x) w(a?) = o, 

1 Ç*dx i 
( 3 f ) ^ • ; v(x) = è2ylC^y(PLpf,y, 

G . i / B \ ? 1 /B. \ ;*-
<j = 

A 4 \ A ; 2 \ A / . 

. w ( ^ ) = a ; ' 2 ( i —«)'2"T„(a;; a, (3), 
a hx hx'1 

x2e *Ln(x;x); e 2 En(x^); 

(4o,I,L,H) ^ ^ , ^ - 2 ^ ( ^ ^ ^ + ^ - 1 ) M"* L _ l 2 . I T ^ P 1 
a?(i—a?) 4 [ . r i — , r j 2 [ a 7 ^ ( i — , ^ ) 2 J 

a ( 2 — a ) , V 2 / As 

APPLICATION : nouvelles représentations des polynômes ortho 
gonuux classiques. — Comparons (35, I, L) avec les équations dif-



a(a -hi) .... 

.y ; i.2.Y(y-hi) 
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férentielles pour 

\ ^ i . y i . 2 ; y ( y - H - i ) 
^4Ï) >'. (série hypergéométr ique) , 

f G(a, y; x) ~ lim F ( a , 5, y;.—V=-'i -4- — 
| S>co \ S / 1 • 

; <!>„[# ; o, i; f»- i (r-L:^)p-i] 
l / \» r ( ^ + a ) T ( / i H- a +-;3 — i) _ > 0 • .. ....... 
; ••=•(*-0» r(a)r(2^a-+-i-l)

 F < • » ^ « ^ ^ f i * * * & 
<ï% n ) ^ ( > ; —^ i; (1 ••+0*^(1 ^OP- 1 ] ' 

l 2 " - r (/*-+- P)r(ft + a + p - 1 ) 
r ( P ) r ( 2 / i - 4 - a H - p . — r) 

X F ( n -¥- a -h 3 — 1 ,— n, p ; ——- j > 

# ; . ; £ ) / • " $ B . ( ^ ; o , 00; ^ i r t ) = -̂1).L|±?) G^^a^f 

'»,;£;-**).: 
(4¾ .H) --1. .. • [i>wrC68, I)]. 

' $ s « + i ( ^ ; — » , » ; e-'-) 

A 

Rapprochons (42,1), pour a = [3, # = c o s - , et (4a, L) avec la série 

<43) J V ( . ) = 2 r ( » + ,)r(»-Hv + , ) ( 5 ) 

; v (fonction de Bessel d 'ordre v); 

( M ) lim 97; f c o ^ - ; — i, i ; (i — ^ ) a - i | 
"•• • • ! ^>°° J. ..# J 

• x - 4 - ' / ; r ( ^ + i) ^ 0 i - a j a _ l ( 6 ) [12a , 39¾ 
/i + a - - ) r ( n -+• aa —-i). 

2 , 
a —i 

f'45)- • e-vx. 2 <&n {x ; o, oo'; e- '£a~f j 
a —i 

= (—0* r e-'/'+ 2 Ja-i(?V^0^(^>o).[40,4t]. 

6. Fonction génératrice. — La série infinie 

(46.) F ( ^ , O . ^ ^ A n ^ ^ a ; ) ^ ( A , , - const.), 
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avec les An convenablement choisis, converge dans un certain 
domaine du plan (x, t) et représente une fonction F(# , t) qui çstr 

par définition, la fonction génératrice de la suite {Anyn(x)}. Son 
expression précise dépend évidemment du choix, plus ou moins heu­
reux, des An. 

Cette expression étant connue, on tire de (46) beaucoup de 
propriétés de \yn(x)\, y compris Torthogonalité. Les polynômes de 
Legendre en sont l'exemple le plus intéressant, avec 

F ( ^ 0 = - 7 = = = = = M*, «H1)-
y i — 2/2F -h V 

Voici comment on peut trouver F(x, t) pour les polynômes ortho­
gonaux classiques. On trouve, en rapprochant (43), (44» I)> où 
Un(x) ==/?(#) ne dépend pas de n, avec la série de Lagrange [15, 42] 

00 

(47) u^l-dx =2D"[/v ,(')«(J f)J^ 
n—0 

[y — x •+- tf(y), y->x pour * - > o ] : 

F ( . , , o - ^ 
p(x) [i-tq'(y)} 

(48, I, L, H) { [y = x + tq(y);j'-+x pour t-+o]; 

q(y) = (x — a)(b — x), x — a, 
[a et b finis, b infini, (a, b) = (—oo, » ) } I 

p(r)' 

(49, I, L, H) An*n(*,p)~ Wn [^^jOk-o' ^iJc tn^p(x)df--

P ' xs dx 
(1) Faisons dans I, = / • (s entier positif) la substitution 

J—\ i / 1— itx-+-1" 
^i — 2tx-+-t"~i — t y . 

Alors 
ls=j fr-+- ^ - r 2 ) J <*r< 

et t ne figure ici que jusqu'au degré s; comme, d'autre part, 
00 

I,= V t" f Vn(x)x'dx, 

on doit avoir 

/ Pn(x)xkdx = o (k = o, i, , . . , fe-— i) . 

Ce procédé élégant est dû à Hermite [5, b]. 
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C désiguant un contour convenable. Ces formules permettent de 
trouver l'expression asymptotique (n->co) de cp«(#). On peut déve­
lopper des considérations analogues dans le cas de plusieurs variables 
[25, 29, 30]. Ainsi on trouve : 

( i + / + \ j i — i t x + t*y-*(i—t-h y/1—itx-+-t*y-v 
(OO, I ) ; 

y7 I 2 t X -H l'2 

_ y 2 2 _ a -p- , r(2i* + « - H P - 0 
~ Zà r(«-t-P-t-/i — o r ( / n - o 

n = o 

x$n\x; - i , i ; ( i -+-0"- l0—0^^1^( 1 )• 

00 

(5o, H) e ^ - ' 2 - V 2 r e ^ ( " r ' — °°> *; e~^K\^% 

tl = 0 

On a aussi [39J, 

(5o&«, I) ( i —2/ar-h* 1 ) 5 1 

j/rç / r( / t + a a - i ) 

( • - i )V (" + — i ) r ( " + I > 2 ^ - T a - 1 1 / f w-+-a— - j r ( / i - h i ) 

X 9 n [ ^ ; - i , I ; ( I - O M 1 * " -

On déduit (5o, L, H) de (5o, I) moyennant le passage connu à là 
limite. 

Rapprochons (5o, L), pour a = i, avec la relation 

•2' 
^ (—x)'1 yn 

«-*> = > —K\ ' 

( l ) (49,1) et (5o, I) donnent, pour les polynômes de Legendre, 

dt 

d'où l'intégrale connue de Laplace [12, a ] 

i P dt 
P B ( J ? ) = . / F = ^ 

*n(X)='Z 1 7 / - / "-\«-H 
*JQ (a?H-cos9 va?2—ij 

pouvant servir comme définition de PH(x) pour toutes les valeurs possibles*de n. 
On développe des considérations analogues pour les autres polynômes classiques. 

(a) En vertu de (5o, T), c'est la série de Taylor pour f(x — t),f(x) = e - * \ 
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où Ton a effectué la transformation d'Euler y = —î— [40] : 

( 5 i ) $„(a?; o, oo; c -* ) 

7. Zéros des polynômes de Tchebichef. — THÉORÈME V. — i° Les 
zéros de yn(x; a,b\dty) sont réels, simples et compris entre a 
et b; 2° ils sont séparés par ceux de on_x(x\a,b)d^) (1) et de 
&n(x\a,b\dty)(*). 

Nous désignons les racines de cp„ {x ; a, b ; dty ) par 

(52) xl}/l(a, b; dty) = xt,n(dty) = xlin (xi)H < x,ilt<... < xn>n). 

i° A été établi (théorème I, 3°); 2° est une conséquence immé­
diate de 

?'//(^/>) ?#I-I (*t,n) = - ^ - K„_! (# , , „ ) > o; 
(53) { 

feëS)= K^-) > ° [ w (6)' (3°**>• (4o>I ) ]-
THÉORÈME VI.— Les zéros dey n(x; a, 6; dû) sont séparés par ceux 

de cp„_,[#;a, b;(x— af\b — a?)£îrf^] (el>a = o, i)<?£ séparent ceux 
de {x — a)yfl[x; a, b;(x — à)dty], (b — x)yn[x; a, b;(b — x)d$], 
(x — a ) (6 — # ) ? „ _ , [ # ; a,b;(x — a)(b — x)dty] (a ou b, ou tous 
deux étant finis, suivant le cas). 

Cet énoncé résulte du théorème V, combiné avec (17), (18), (a3). 

THÉORÈME VII. — i° Les zéros de (x — a)yfl[x\(x — a) dty] 
sont séparés par ceux de <?«[#; (b — x)dty]. Les zéros de 
{b — x) yn[x )(b—-x) dty] sont séparés par ceux de cp71 [x ; {x — a) d<\>]. 

(1) Plus généralement, deux zéros consécutifs de 9„(ar; a, b; dty) contiennent au 
moins un zéro de 9n+B,(a:; a, b\ dty) (n' > 1) [1, a]. 

(*) En suivant la méthode de Stieltjes [1, d], on démontre que si 

/ d^(x)-^o (ai<x<p^b), 
J a 

al o n Rn(a?) n'admet aucune racine. 
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On le démontre, comme ci-dessus, en remarquant que [^01/-(17), (i8)] 

9«(#;«ty) = H(a? — a)9, i_1[a:;(a7 — a ) ^ ] + K ( 6 - x)yn-i[x;(b — x)dty], 

H, K = const., H > o , K > o. 

On a donc : 

i « < -ni.ii < Ci,» < 5iiW < -n2)/i < ç2>„ < ?,,„ < . . . < 7i,l>w < ç„,„ < 5„f„ < br 

(54) j ° = ?/*[?*>; 0* — a)dty] 
' =9n['f\i,n; (b—x)d<\>']=yn[Çi}n;tx — a)(b — x)d<\>]. 

(55) a<x]}H< Çj,„_i < a ? v , < £,,„_, < . . . < a?»-,,»< ¢,,-1,,,-1 < xn>n< 6, 
(56) a < T^,, < ar1s„ < Ç,,„ < Y)2)„ < a?Sf„ < £,,„ < . . . < ^,,,,, < x/l}fl < ?„,,, < b. 

Ainsi, 5* To/i change dty(x) en (x — a) dty(x) ou(b — x) dty(x), 
les nombres x^n croissent ou décroissent respectivement. On 
a [ l , b, ou q(x) = 1] : 

Ô-^[a, b;(t-a)*r-i(b-t)^q(t)]>o, 

àxitfl[a,b; (t-a)«-Hb-t)P-iq(t)] 

•^[—h,h;(h<—t*)*r-iq(t)]io, selon que a ^ o 

(57r ^ [ w * r ( 6 4 , I ) ; y ( O s ^ ( - 0 ] ; 

^ 5 T [ o ' °°; tCL~le~h q(t)] > 0 L* = », a, .. -, /»]. 

A cet égard, on peu t utiliser deux propositions dues à Markoff [43 a] : 
i° Si 

dty(x) = U(x;Ç)dx, avec D r ( ^ — j > o (a < * < & ) , 

« / 0 r , ^ W > o ; 2 o s i 

et 

alors 

D*?lr] 
d'\>(x) = U(x;t)dx, avec D | U > o 

< o (a<x <b; a<e = const. < b)^ 

^,(y- .y> 0 (< = If ...fll). 
8. Limitation des zéros de <p„ (# ) . —a. Applications des théorèmes 

précédents. — Moyennant (57), on peut limiter, par exemple, les 
racines £,- du polynôme de Legendre cp„(#;—1,1 ; 1) en les corn-



40 J. SHOHAT. 

parant avec celles de <p„[#; — i, i ;( i — £2)e], £ = ± - : 

(2* — 1)% fc i% 

(58) { . . 
> ( a * 2 ^ l ) a t < ^ < C 0 S ^ T ( 6 ' < à ) ( 1 ) [ i ^ 4 3 - a ] . 

(3. Applications des théorèmes dJ oscillation de Sturm. — On 
les applique à l'équation différentielle (4o, I, L, H) pour limiter la 
distance entre deux zéros consécutifs de yn(x). Supposons, de 
plus, &>(6) = &>'(&) = o. Alors 

C O ' ( T | ) = O , a>*(ç.) = o, *(Ç) = o (^«, / i<T„ Ç < 6 ) 

(en vertu du théorème de Rolle). Donc, si dans (4o, 1, L, H) 
<ù(b) = (ù'(b) = o, e(x) admet nécessairement une racine Ç <C 6, 
e£ #„,„ <C Ç. Des considérations analogues subsistent pour xljn. Cela 
permet d'utiliser a (x) pour limiter {Xiyn ) supérieurement et infé-
rieurement (ce qui exige a, (3 > 2 pour les polynômes de Jacobi et 
de La guerre). 

y. Application de la formule de Darboux. — On la rapproche 
avec celle obtenue par différentiation de 

n 

®n(x) ~Zd(x—Xitn)ïn(xiin) ' 
(*9) 

v r TWW i2?«-t(^i,») = «« K ,ms 

\ lz=\ 

Or, il existe dans chaque intervalle un point Ç tel que 9» (Ç) 7^ Q (n > 1); 

( 1 ) Pbî> (5o)- (52,1) . Gomparons-^Jes avec 

f 
et nous obtenons les limitations de Bruns f 44], inférieures à celles données par (58): 

2Ï1C ^ r ^ ( 2 1 — l ) l C 
c o s i ï r r ï < ^ < c o s

 2 W - M <* = •.*. •.•>*> tue]-. 
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On tire de (09) : 

on£= min|a:, )# ,—Ç | (« = 1, 2, . . . , n) 

^ an^i l ? i » ( » | = an-i(dty) /'a'A(d^) ; 

( 6 0 ) ; " a* A » - i ( C ) ^ W V «/2*-i(<%) 
S [d4ia=(a?-Ç)«rf4i;tio«V(i5)]; |ofV i«-c| 

a^_t |9„(c)| , 
< — — • - = = = (v = 1, n\ c >xltin ou ^a;if„). 

an v/^/i-l(c) 

0. Application de fractions continues. — Nous nous bornons 
à appliquer cette méthode [45] aux polynômes symétriques. On a 

(61) { § ^ j ^ = ^ - ^ : [ $ « - i W : $ « H I W J ( / ^ 2 ) / o pour J? > m a x ( a ^ ) 

-xltH=xHtH> max(2V
/X/) (1 = 1,2, . . . , /z) . 

e. Application de quadratures mécaniques. — On tire de [voir 
(39 ) , (40 ,1 )1 : 

/i 

2^1,,,(^) 
<62> Sg$ = 'f1 : (o<*. ! < « - . ; *>«); 

JH,**.^) 

(63) 

(i = 1, 2, . . . , n; a, b a-rbitraires); 

>C\,ii<.a ~\-b , ,\ \ (o<a\ a. b finis); 
a„_i(rf^i) " " 

min a-h 6 -a-,,,, - i / — ; ; ( v max \a-^b — xiyn 

\a -+• b fini; 'l»i = >h(a -h 6 — a?1)]. 

Ç. Méthodes directes. — S„, c/4 étant connus, on a 
S, 

(64) #„,„> ^ >a?1}„; # I , « < C / I < # / I , « (*), 

Si l'on connaît l'expression précise de 0„(j?), on peut employer 
toutes les règles convenables d'algèbre, surtout celles portant sur les 
équations ayant toutes les racines réelles (cf., par exemple, [22]). Si 
l'expression asymptotique de <&n(x) (n-^cc) est donnée, on peut en 
tirer souvent une approximation indéfinie de ces zéros. 

TQ. Méthodes spéciales. —Elles utilisent les propriétés spéciales 
des polynômes en question. Par exemple, pour les polynômes de 

( !j Exemple: polynômes de Laguerre. 
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Laguerre, on a 

<65) a?L;i4., = (/i-4- i)[LB+I — L„], L;,+ I — L'„ = — W 
[L„s(—i)«ç # I (ar ; o, oc; * - ' ) ] , 

ce qui permet de faire une étude géométrique des zéros [46], 
Pour les polynômes d'Hermite, on applique la théorie des formes 

•quadratiques [47]. 

Sommaire. — ( o < 5 < i , Aa? est la distance de deux racines suc-̂  
«cessives). 

' r n -4- a -+- p — i ' w-Ha-hp —I 

(a, (i > o, arbitraires); 

x»'»^1
 4 w ( ^ + j i 5_ h l ) _ + . p ( i 3_ h 2 ) ' 

Aa:< 
Vl4n(n -+- [3 

(66; I) ( pour a:,,,, < i 

v l4 " ( "+ P + 0 + K ? + *)](i-<0 
P(P-2) 

( ^ 2 , p>a ) 

Aa: < 

pour #/ ,„< 

4W(/IH- P+I)H- p(p-+-2) 
a(a — 2) 

^ ' ' ^ 4/i(/i-h a-4-1)-4-a(a-4-2)' 

[ ( a , * ) = ( o , i ) ] . 
2r 

V/[4/I(A? -h a -4-1)-4- a(a -4- 2)](l—6)' 

a(a — 2) 

1" 

4//(w + a 4 l ) + a ( a 4 2 ) 

i n -h a -4- 2 

l e (a>2, P<2>. 

&n.n * \ /* 
[voir (54,1)], 

< X V 8 — I »P o u r - r '"< % (ï—e) ( a^)> 

2(2/1 H- a) 

a(a — 2) . ^ N ^ /H-a , ^ -\ 

( 6 6 , L ) ( ^ > 2 M 2 r a + a ) ( • > * ) ; * " . » > T - («><>)> 

# r 

= (*>»), <Aa:< 
/(2MH-a)2/i2—i " " /(2tt-4-a)a/i* 

\ / a(a — 2) y/ a(a — 2) 

«(a —2) ^ a(a —2) £ [ a(a — 2) ^ £ \ 
P ° U r /t(2/i + « ) ( 2 - 8 ) < œi'n ^ /1(2/1 -4- a) ë l £ 5 u + «)*** < J " 
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V / 2 / 1 - 8 / 1 * . ^i / ' 

/ g < — #i,// = #//, » < l / • 

2/E — 2.3 5 t t3 (1) 

2( i" — /i -h i) # i i — n .. 
- ^ / , 2 / 1 ^ — ; , # — — > #/,2//4-1-> ; ;— — (i^/i-4-2); 

\/h(n -4-l) 

i « — n 

2 ^'(rc-t-j) /* 
< 3?/,2/14-1 < #f ,2 / l < 

<Aar< 

2 ^ ( / i + i) 

2 ( t — /¾ H- i) 

\ /(/ l -Hl) / l 
( 2 / 1 ^ ^ / 1 + 2 ) , 

(66, H) 

y7 i (2 / i - i - i ) \ / A ( 2 « + I ) ( I — 0) 

/ 2 n -4-1 A pour | a?v, | < 1 / — — 6. 

pour rf^(a?)= \x \^e-hxidx(k>^- - \ . 

~ #l ,2/i — #2//,2// <C i / T (/1-+- «L - K 

#1,2/14-1 — #2//4-1,2//4-1 

< max 

\ [voir (55) , (68, I) , (5 7 , I I ) ] . 

9. Développement (formel) de fonctions en séries procédant sui­
vant les polynômes de Tchebichef. — En supposant l'existence 

rb rb 

de / f(x)xlldty(x) (n>o) [réalisée si, par exemple, / f2(x)d\>(x) 

existe], on a : 
(67) f(x)~^n9n(*), A „ s A „ ( / ) = y f(x)9n(x)d^(x); 

n=:Q 
b F n H 2 b n 

(68) f / ( ^ ) - y . \ i ? i ( ^ ) db(x)= f r-(x)d^(x)~^X2i>o., 

THÊOHÈME VIII. — L'existence de / / 2 ( # ) < * K # ) entraîne la 
J a 

convergence de la série 2?A-n(f), avec 
n = 0 

b H 

J /'(.r)^(.r)^2Â? (w^°)' 

(1) Ce résultat a été amélioré tout récemment [69] . 
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inégalité de Bessel. [La question importante de Végalité 

j /s(#)^(#)=2A^(/) 

(formule de Parseval) sera discutée dans le second fascicule. ] 

Applications. — De (67) on tire les formules importantes : 

rb 
(69) Gn(x)=- Kn(*,y)GH(y)<ty(y) 

J a 

fc*(#, y) sJ? / (« ) ?i(^)l, 

" rb 

(70) Kn(x)^Kn(x,x) = *l(*,y)<ty(y)9 

(70 f (* —y)kn(*, y)Gn-\(y)dtyXy) = o (*). 

Donc, Kn(x,y), considéré comme polynôme e n y , a tous ses zéros 
réels et simples compris entre (a,b), sauf au plus un d'eux, cette 
exception ne pouvant avoir lieu que si a <C x < b. 

b " 

(72) ik(*) = h* f y^i{,£)
hl

i{y\k{y)d^(y) (h,= fconst.;*</i). 
l - 0 

Soit (a, b)fini. On peut toujours choisir une suite de constantes 

réelles [h„\ telles que ^^(x^(y) c o n v e r g e uniformément pour 
/z —0 

a<,x,y<,b\ par exemple, hn = (n + i)max | <p„(#) | dans (a, b)]. 
(72) conduit alors à une équation intégrale, dont les yn(x) 

(1) On lire de (71) : 1° 

( # — r ) K « ( # , y ) = A(a7)9M( tr)-hB(a?)9n+1( :K), 

d'où, en permutant x et 7 , 

A(x)= - f a - ^ ( ^ . ) , B (a?) = - - ^ - ? „ ( # ; , 

c'est-à-dire la formule de Darboux. Ce procédé est dû, en partie, à M. Geronimus; 
20 pour x<,a ou>£, 

K.(*»r) = c.?«[r; p(r —/e)«*Kv)] [p = =*=«< «»*• OO]. 
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sont les fonctions fondamentales : 

(73) yk(x)=:Jn f K(x,y)yk(y)dty(y) 
J a 

La difficulté ici concerne le choix avantageux de { hn }.(*-)• 
Nous appelons (67) développement de Tchebichef. 
Voici quelques propriétés minimales de (67) : 

THÉORÈME IX. — Parmi tous les polynômes Gn-\ (#) , c'est le 
polynôme 

Pn-,(*) = P«-»(*;/; ^ ) = 2 ^ ( / ) 9 1 ( ^ ^ ) 
1 = 0 

formé par les n premiers termes du développement de Tchebichef 
pour f{%)i qui rend minima Vexpression 

f [ / (*)_ G* ,(*)p <*K*). 

Cette valeur minimum est égale à 
b b W""1 

1,,(/5^)=1,,= f r/-^-.ifrf+= f /*(*)^(*)-2*ï ( / ) [».«]• 
^ ^ % 1 = 0 

Pour la démonstration, où Ton suppose, bien entendu, l'existence 

/

b 
f2(x)dty(x), il suffit d'écrire G*., (x) sous la forme (11). 

L'énoncé précédent conduit à plusieurs résultats importants. 

d'où le théorème suivant : 

THÉORÈMEX. — Si <]/, (y) — + , (x)^(y) — <K*) = «hOO — +•(*)? 

( 1 ) C / i P o u r *es polynômes de Legendre, [48]. 
(2) C'est la valeur minimale de la forme quadratique 

sous la condition gm = 1. D'où ( 25, 1 ). 

'•^'d"")' 
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x et y(> x) parcourant un ensemble de points partout denses 
dans (a , b) et comprenant a et b, alors 

an(a, b ; d'bi)Za^(ai b, dû) ^an(a, b ; dû*). 

En particulier, 
pi(x)Çp(x)^p^(x)(a^x^b) 

entraîne 
an{a, b; /?i)è'an.(a, b; p)^an(àr brfrï; 

&Sà] <^ b\<b entraine 

an{a, b;dû)^an{ah 61; <#) [oO]; 

^ ( a , ; 6 ; ; # ) > i : v / j [^L-^-cos/ iarccos . b_a j # ( # ) 

>> ' - ; • (a, b finis). 

^ (b-ar^^db) 

HISTORIQUE. — C'est la propriété minimale ci-dessus de(&j)quii 
a conduit Tchebichef à la découverte de PT dans toute leur 
généralité. 

Tchebichef [8] pose le problème suivant : 

ÉtanU données les valeurs f(x{) ^ = 1^2, . v., n+\) d'une 
fonction inconnue f(x), déterminer sa valeur pour # = X, en 

supposant que f(x) soit de la forme^ftx^m^n), et cela dï 
j = 0 

telle manière que f(x) soit affectée le moins possible par les 
erreurs affectant f(x\), .. ., f(xn+l). 

En introduisant rc-f-i poids cr,: pour les f(xi), on réduit le pro­
blème à la recherche de la valeur minimum de 

. /14- 1 

2^[/(^)-~G^(^)]2
t-

.2 = 1 . 

«t l'on trouve, comme ci-dessus, 
•m 

//4-1 rn-fi 

A * = 2 ^f^d®*(^f) 2 ^ ^ ):ïïÇX;î)'^$W:. 
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D'où la désignation de ce procédé par Tchebichef : interpolation 
par la méthode des moindres carrés. 

Écrivons \-\-{x — z)G„_{(x) (z arbitraire) sous la forme ( n ) . 
On a 

(75) min / [i-h(x — z)G,,-i(x)yd'\>(x) 

"-.('[%&?]><->-cm: 
10. Quelques inégalités pour certaines classes spéciales de poly­

nômes de Tchebichef. — Si p'(x) existe, alors [voir (26, a)] , 

p(b)tfL(b; p)1p(a)yl{a\ p \ si / / ( # ) ^o dans {a, b). 

Dans le même ordre d'idées, on a [51, a] le théorème suivant : 

THÉORÈME XI. — p(x) étant: i° non décroissant dans (c,b) 
(b fini, c < b) ou, 20 non croissant dans (a, c) (a fini, c > a)ou, 
3° non croissant dans (a, c) et non décroissant dans (c, b) 
(a, b finis, a<c<b), les mêmes propriétés subsistent respecti--
vementpour: i° | yn(x; — » , b:p)\\/p(x), 20 \<fn(x\ a, 00; p) \ \/p(x), 

3"\<fn(x;a,b; p)\\/p(x). 
Il en résulte [voir (28)], 

r 

<TS |9„(a?; o, * ; e-t)\<\ {x > o); 

\ - ' - v , ^ I . /r(/i-4- a) . . . . 

< ; 6 ) ^e i l ç . U ; 0 ) W ; ^ ^ . ) | ^ ï ^ y / T ^ r _ = | T . ( o ) | . 
(a>i; a- ^o); 

M * | ? i . ( * ; — i , 1; l**H)l<?*(0 (*£o; | a? |< i ) . 

On obtient des résultats analogues en utilisant l'équation différen­

tielle, la fonction génératrice [52], de représentations spéciales par 

des intégrales définies, etc. (1 ). 
Par exemple, en utilisant les*valeurs connues des intégrales 

/ e~J"2 cos 2 x 11 du = y/ rc e—-1* 

— x 

r ( v ; r ( i ) 

f/o (a-Wcos?)*v-(fl*H-A«)v r / v + I ) 

r ( v ; r ( i ) 
sin"-*?**? 1 . ML ( v > o , a et b réels), 

i) C/., par exemple [53] (polynômes de Legendre), et [21] (de Laguerre). 
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et (55,1), (5o bis,l), on trouve : 

(77) H%n+Z(x) = (— i ^ i / i e ^ C u*n+*e-u* C0S /2a? u — £ ^ J (¾ 

(£ = 0, i ; > = r ) r 

9«[CÔS8; — I , I ; ( I — ^ ) à - î j 

/» n i / \ / ' « + . « — - ) r ( / i 4 - 2 z — 1 ) 
2a~ ir(a) 4 / \ 2./ V / 

jur(2a — i ) l / r(n-4-i) 
(78) r r* 

x y (cose-4->'sm0sin9)sin92a-2^ [39j? 

«" 0 

|9«[a:; - i , 1; (i — t*)*-i].]^n[i- ~ i , i ; : ( v - ^ ) ° H # 

D'autre part, on peut intégrer (35,1) à F aide de dérivées frac­

tionnaires. Gela permet d'exprimer Tn(x; a, (3) en fonction d#v 

T n ( ^ ; ^ > — 5 J, ce qui, vu (78), donne : 

j. \9n[x; - 1 , 1 ; (i + ? ) a - i ( l ^ . ^ - i ] ] < 9 / l ( l ) . : 

7 , v .1 ( | # | g i ; [ B > a ; a - h ^ r ) , - , 

1 I ^ O ; - 1 , . 1 5 ( 1 4 - 0 ^ ( 1 - 0 ^ 1 1 ^ ^ ( - 1 ) 1 - . . 
( |a?- |§i ; /a>P;a-HPèO- : 

kes inégalités (79) ont été établies par M. Kogbetliantz. 

CHAPITRE III. 

PROPRIÉTÉS ÀSYMPTOTIQUES DE 9« (x) POUR " r t - ^ a o , 

CAS D'UN INTERVALLE FINI. 

1. Distribution asymptotique des zéros de fn(à?). 

THÉORÈME XII : 

^1>n(a, 6; db)-xz, xn)Tl(a, b; d^)—^b p o u r ^ - ¾ ^ 

(l) (l^)t évidemment, a lieu pour a ^ - , mais pas pour a < -> car 

• | ? r t [ ± ! ; _ i , , ; ( i - « » ) « - i ] | r u n a " " 5 [voir ( 3 o ' ) ] . 
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Démonstration. — Le théorème V montre que 

#i,«—ya'^ta, #//,«—>br<^.b. 

Pour fixer les idées, supposons, par l'impossible, que a! > ay b' < b. 
Alors,, en appliquant la formule de quadratiques mécaniques (39, ï)à 

,_. x [ix — c — dY* , , , , 
» ( « ) = ( -j-— \ ( a < c < a!\ b'<d< b; s<,n — 0-

on a cette relation impossible pour n et 5 suffisamment grands [voir 
(4 i , I) et la remarque (1), p. 8] : 

6'* f dty(x)> f [l(x)d<b(x)l f* d<b(x)-+- f dù(x 

A \\ib'— c — d\ \ia'—c — d\) 
0 = max \ , , > < 1 

d—c d—c > 

Les formules établies plus haut (Ghap. II) permettent, dans cer­
tains cas, d'évaluer l'ordre, par rapport à n, de xun— a et b — xn n. 
\joutons sans discussion quelques autres propriétés des xl>n : 

i° Dans chaque intervalle partiel («,(3) tel.que 

/ d'b(!x)^o, 

ty{x) étant continue pour x = a, (3 [donc, en particulier, au voisinage 
d'un point de croissance de ^ ( ^ ) ] J O U 

(*) / d>b(x)^o («ga'O'^P), 

on trouve pour n>n0 suffisamment grand, un au moins de xln, et 
même autant d'eux que l'on veut sous la condition (*) [54]. 

a" a et (3 > a étant points de croissance de <\>(x) et <J>(#) étant 
constante dans (a + o, (3 — o), <?„(#) admet dans (a, (3) une racine 
au plus [54]. 

3° Les relations limites (pour re->oo) 

(1) £,„_,-><;', bin->c" (c 'cVo) (ou X„-> X, c„->c; X > o) 

entraînent la distribution partout dense des racines de. la suite 
MKMORIAr DES S< . MATHKM. — N° 6 6 . 

file:///joutons
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[ cp„ (x) ] ( n = i, 2, . . . ) dans l'intervalle [55] 

(2) [Wc-s/^yAs/c^s^y] [ou(-2v/X + c, 2v/X + c)], 

en dehors duquel <?n(x) n'admet qu'un nombre limité de zéros. 

2. Valeurs asymptotiques de an, bn, . . ., ÎIL±1}^1. — Soit d'abord 
?«(#) 

(a, 6 ) = = ( 0 , 1 ) . 

D'après le théorème X, l'ordre de an, par rapport à n, est au 
moins égala l\n. Supposons, et ceta a lieu dans des cas assez géné­
raux, que : 

(À) Vordre de an,par rapport à n, est égal à 4W : annu \n. 

THÉORÈME XIII [16]. — La condition (A) étant remplie pour 

(a, b) = (o, 1), on a pour /i->oo : i° bn-> -> c„-> -? Xn-> -..; 20 les 

séries 

j (..-})•. 2(—î)"- È^-à)" (—.» 
// '= 1 n = i « = l 

convergent; 3° a/è = 4"A[i -f- o (1)], S „ = — h 0--4- o (1), A ( > o) 

€f or ne dépendant plus de n; 4° ln ln-\ -> — 4? 7-^—^ , • 

Démonstration. — i° II(x) désignant un polynôme de degré s, > o 
dans (o, 1), l'inégalité de Schwartz, appliquée à 

f n(x)9H(x\ H rfù) ?«+>(*; d<l)d<li(x), 
JQ 

montre que an(U.dty) ~4"- H en résulte [voir (33,1)], que bn surpasse, 
pour n quelconque, un nombre fixe différent de zéro. Les relations 

cosw arc cos(2a?—1) n 
—-—f -' —X'1 ,' 

2 ^ - l 2 

(3) T„(x )^ _ - i •' = . r « - - * » - « + . . . 

<4) 

= ><,?!(*)-+- -^ - - ' (* , = const.), 
1 = 0 

'-i-ii-ïi-ï^-iy-'v 
i = \ * = •> 

"> « -H 1 « -H 1 

«5-n«-în*»* 4 
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où les t;, comme on le voit aisément, sont bornés, quel que soit ny 

montrent que Sn reste borné, d'où 

n ~n 

2 ) i M < i < * > °<H<n«=]X ( i•*" i t i ) < K ( i u i i ^ 1 4 ^ - 1 i < 3 > > 
l = \ 1 = 2 

T, H, K ne dépendant pas de n. On achève la démonstration en 
écrivant 

i o g n , t = 2 w / — 2 6 ^ où 6<> 
32 

00 

2°, 3°, 4°- ' désignant la somme V ( fc2,_2 — 7 ] / 62/—1 — 7)? on a 

[ ( 2 o , I I ) ] : 

(*) 2 {*•- â) -2 (•— î) K - ?H 2 h(- * - 3 
10 4 \ 2 / (O-

Écrivons (5) pour d^(#) = rf^(i — a?) avec Xn== X;i, S „ = /1 — Sn> 

et ajoutons : 

<•> li'-kh'-^-h s._^.(,>-.(i-o-2(*.-a-
I = ° 71 = 1 

La démonstration s'achève maintenant sans difficulté. 

THÉORÈME XIV. — Considérons le développement en fraction 
continue 

1 dty(y) _ _i_[_ _ .i_| , 1 | , 1 | 
^0 
r ± _ 

X x—y \hx ' \h \hx '. I k 
oo 

1 ° 2i '2114-1 diverge dans tous les easxoù^ (x) est continue pour x = o/ 

' r 7 existe, alors Lln+\ == ?,2
t(°) [(20> U)] ->°0) 'es séries* 

N y-î— et 2.'•>« convergent, et 
^ • ^ *2H-H-1 ^ ^ «-2H-H-1 
n=0 n=\ 
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i4* résulte immédiatement du fait que [voir (75, II)], 

(=0 

Pour établir 20, on remarque que, en posant l\ == '*( — )> 

(8) Max T f S l ^ j i - [ n - * G » _ , ( * ) ] * } = - y lu[iai 

a? 

*2t+l 
i = o 

La \aléur asymptotique de ""*** s'obtient maintenant sans diffi­

culté, moyennant la relation de récurrence (1, II) comme une des 

racines zh?2 de l'équation caractéristique z2 — (x ) z-\—£ = 0 

(d'après le théorème de Poincaré [56]) dans tous les points x 
où js , | pÉ|* 2 |. Or, 

On a le théorème suivant : 

THÉORÈME XV [16]. — Pour toutes les valeurs de x\ sauf 

o < x < 1, , ^ -> 4^i, *i désignant la racine du plus grand 

module de Véquation z2 — (x—-js-|--^=o. Pour o<^#<^i, 

,9n^œ} ->o (c > o arbitraire; I 461). 
(l-h e)" K > L J / 

Dans le cas de (a, b)fini quelconque, une transformation linéaire, 
[t'otr (70), (71,1)], conduit au théorème suivant : 

THÉORÈME XVI. — Sous la condition (A) : an~ ( , __ 1 > on a 

pour w->oo : 

«•=(r^)"A[,-0(,)i' 
6-+-« / x -v /b — ay 

S„= n — hff-ho(ï), Xre->( — — J 
ô -4- a , x . / 6 — a \ 2 6-+-« 

cw->—-—•> 

- ^ — ~ - > o (a g a? <i 6^£ > o arbitraire), 
(1-+-£)" 
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ç"4"/^)—^ yzz^z*iP0urxn'aPPartenanlPasa l'intérieur de (a, b), 
zK dèsignapt la racine de plus grand module de l'équation 

, ( b-+a\ /b — aY 

D'ailleurs, si a > o , b ^ ^ ( ^ ^ \ ^ ô', b 2 n ^ ( ^ ^ \ ^ b \ 

et si(bin-i— b'y, 2> (b->n— b"Y convergent toutes deux (s = t, 2). 
W = l 7 1 = : 1 

Il suffit d'établir la dernière partie. On remarque que 

| im *!=** = | i m % ( £ ) >,im %<£> = 1 („_> w ) . 

«ar pa/j.\ décroît avec # [ ( 7 , II)] pour xSa. D'ailleurs, on applique 

le théorème XIII, 20 à 

<9) \n-b
rb" =(0^-,- b')(bin-b") 

-4- &'(6,w_2-+- 62H_, — b — b") -h(b"— b')(b,n^ — b'). 

3. Valeurs asymptotiques de | ^ > ^ v r r ; • • • > H réel, < a ou > 6. 
— On transforme (a, 6) en l'intervalle positif (a — g, 6 — £) ( £ ^ a ) 
ou ( £ — b , \ — «)(£>&)• Combinons les résultats ci-dessus avec 
< I 4 ) , ( I 5 ) , (19) ,(20, II). 

THÉORÈME XVII. — Quel que soit \ réel, < a ou >fc, on aJK 

pour n->oo, 

g?,+<(rf») = 1 ^ ( 4 ) __̂  ( • l ^ - E l n - v l f l - E l ) 4 . 
- « * [ ( * - S ) 1 <**] Kw(«*|0 (b-ay-

pn = 

D [•?„-,.,(«yi ^ ( y / | ? -

0V(?-«)(?-*) 

4. Valeurs asymptotiques de 
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THÉORÈME XVIII. — Quels que soient les points réels £, £,j2, pris 
en dehors de (a, b), on a pour n^co, k et l étant finis et =o, i , . . , : 

i° n TiiA,(E.» = ^Ç w - ^* (S ) [n -o ( i ) ] , 

20 ^\'ii(h)^1\^=n^^'rkVrl^kAhi Ç->)[I + O(I)], 
1 = 0 

(*A(S), ** , /&, £2) Ate dépendant pas de n et yé. o], OM, d'une façon 
générale, 

Ç = ^ - i - [ 2 ? - - a — 6 H - 2 V ( ? — a ) ( $ - - 6 ) | , a v e c | Ç | > i . 

Démonstration. — Soit d'abord a > o , E = o. De ce qui précède^ 
résulte l'existence de 

; ?»(o) = (—1> 

(«o) 

2 ^ / è - y / a / VP / \ijb — sja} J 

L W (33,1), (20, II)]. 

Une transformation linéaire ramène à celui-ci le cas général en 
question, et notre énoncé est ainsi établi pour k = l = o. Traitons 
maintenant (10, II) comme une équation aux différences finies s 

linéaire et du premier ordre par rapport à l'inconnue ^(x). Ainsi 
on établit : i° d'abord pour À" = 1, puis, par induction, pour k quel­
conque; 20 en résulte aisément. 

Les théorèmes XIlI-XVIll ont lieu^sous la condition 

(A) an{a, b; M) ~ / _ - ± _ Y \ 

5. Ordre de grandeur de an(a, b; rfip). — Il suit de ce qui précède 
que si la condition (A) est remplie pour an(dty), elle l'est aussi 
pour an(Ud^), II(^)-polynome, et même pour an(qd^), où : 

i° q(x) = o aux points 

(a<)xi<xi<...<x„l(£b) (/w^o, fini), 
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et cela de telle façon que dans le voisinage de x-h 

g(#) 
\x — ar,|*. 

> A (À/, A finis; « = 1 ,2 , . . . , m); 

2° q(x)>q0> o dans la partie complémentaire de (a, b). En effet, 
on peut alors construire un polynôme II(x) tel que 

! ^ H T > O <«ixïb)[W]. 

D'ailleurs, on a le théorème suivant : 

THÉORÈME XIX. — i° Ayant donné Vintervalle (o, b), pour que 

lim/3-2,, = lim62 //+i = o (/>->ao), 

il faut et il suffit que ty(x) ait dans (o, b) une infinité dènom-
brable de points de croissance \xi\ ayant un seul point limite à 
Vorigine. Cela subsiste pour le cas symétrique, si l imX n =o . 
Les zéros de yn(x) tendent alors vers ces points x-.. 

20 Dans le cas des relations limites ( i) , Vintervalle (2) ne sort 
pas de {a, b). Si (2) ne se confond pas avec {a, b), ty(x) n'admet 
en dehors de (2) qu'un nombre limité de points de croissance, et 

an{a,b;d.\)^o [(^)"]' 
Si 

.3 f d^{x)^o (a<oi< p < 6 ) , 

Mors les relations limites (1) entraînent 

c ' = V, c"= b" (du théorème XVI) 

-f , /b — aY b-hal 

l o u H — ) c = — J -
i° résulte d'une proposition de Stieltjes [1 , a ] ; 20 résulte des 

propriétés des racines de 9,1 (#) données plus haut. 
On peut aller plus loin, si l'on considère le cas 

< S ) d<b{x)=p(x)dx, / ? ( # ) > o, 

IN /T \ Cb \ogp(x)dx .' 
presque partout dans (a, b), (L) J ^ = = . existe. 
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THÉORÈME XX. — La condition (A) est remplie dans le cas (S^ 
nous appelons une telle p(x) S-f onction. On a ici 

/ 4 \ « / — ~ ~-L Cb i°Kpfr) j , 

- w { g , 6 ; f ) = \ F ^ ) ; y ff(6la)^ **<>««*-<»*-*)'x [i^-o(i)) tâ^ 

La démonstration [où l'on ramène (a, b) à ( — i, i)] est basée sur 
la relation (82, I) et sur les propriétés suivantes de ®n(z; rc) : l'exis-

tence de (L) j log7r(0) ¢20-entraîne 
'. ° 

km 9rt(^.; .*) = ô( | * | < 1), lim' . .., "\ = e27V<° ï% 

Jim **££_) e x i s t e ( | s j > 1) [32]. 

On est conduit ainsi (avec les notations du théorème XVIII) au t 
corollaire suivant : 

COROLLAIRE. - p(x) étant une S-fonction, on a, quel que soit % 
en dehors de (a, b), 

?ntt;.p) = t»*«M*-+- <*(*)] W 

6. Autres coefficients (#, iri) de cp„(#). Application. — On a [ tw ' r 
(4,11)1146] 

<">•'" < - - - ^ ? ^ ^ = ^ î > * > ) + o(l) 

[sous la condition (A)] 

[d(p) ne dépendant pas de 71]. On peut procéder de la même manière 
avec anyn_3, art,»_4, . . ... Nous nous bornons à donner ici des limites 
supérieures pour quelques-unes d'entre elles. On a 

' « — I ; n—;\ 
, ; \ V / N cos/i arc cosa; 'V1*-» / Vn(x) V^ •., , 
(12) Tn(a?) == — ^ : ^#"H- 2 ^ B « , ^ ^ = - ^ - ^ H"2/ 'M?K#k 

Comparons les coefficients et utilisons les résultats précédents : 

Un^nS n / * \ an,n~!w t> , rv/ \ an,ti~~» r\ / • «\ 

(%),{ ~ ( - - = ^ + . 0 ^ . . - 5 ^ . = 0 ^ • 
[sou« la condition ( A); ••-.'(«, 6) == (-— 1, I)]. 
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Les résultats obtenus pour an, a„9n-*, «»,»-2 conduisent au théo­
rème suivant : 

THÉORÈME XXI. — i° Sous la condition (A) [donc dans le 
<cas (S ) ] , les coefficients hhn dans le développement (12, II) 
tendent, pour /?-> GO, vers des limites déterminées [37]; 

2" ^(a, b; «*!,)= ( ^ p ) " " V ' [ i + o(i)] (i), 

A étant la constante du théorème XVI. D'ailleurs, si p(x) est une 
S-fonction, 

, , _ i Çb log/?(•*•) dx 

VùL„(a, b; dty) = *n\Ï^Ye*
J«**-**-•*, '[1 + 0(1)]. 

On établit : i° d'abord pour s, — degré du polynôme R(x) en 
question —, <̂ 3 (comparaison des coefficients), puis, de proche en 
proche, pour s quelconque; 20 résulte du théorème XX, combiné 
avec (,25, I). 

7. Expression asymptotique de yn(x) pour a<x<b. — Nous 
avons indiqué plusieurs représentations de PT : comme solutions de 
certaines équations différentielles ou aux différences finies, comme 
intégrales prises dans le domaine réel ou complexe, comme coeffi­
cients du développement en série de la fonction génératrice, etc. 
Toutes ces représentations sont utilisables pour obtenir l'expression 
asymptotique en question. Nous ne pouvons donner ici que des indi­
cations très brèves. 

i° EQUATION DIFFÉRENTIELLE. — Pour les PT classiques, on utilise 
les deux méthodes suivantes : 

a. Méthode de Liouville. — On transforme (35, I, L, H, II) en 

MO•+• ° 2 M 0 = n(0 M O [' = '(#)L 

(1) Dans les cas où l'expression précise de an est connue (comme par exemple, 
pour *les polynômes orthogonaux classiques), on obtient Vexpression précise de 

AJdù) à l'aide de :'à„(d^) = Y\a~m(d^) [voir (25, I ) ] . 
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où t et un(t) ont été convenablement choisis, et 

»;<*?< . . .<»Î< . . . K - > * O 

est une suite illimitée de constantes positives. On obtient, en c h o i ­
sissant convenablement les constantes T, C, , 2 , 

Un{t) = Gt COSŒ,^ -H G> s i n j , ^ 

— ~ / ^(?)w«(ï)sincr„($ — *)<#. 

Substituons cette valeur de un dans l'intégrale du second membre, 
et continuons ce procédé. On obtient ainsi pour un(t) une expres­
sion procédant suivant les puissances entières et négatives de ua. 
C'est bien l'expression cherchée [ 5 7 ] . 

£ . Méthode de Thomè. — Introduisons dans ( 3 5 , 1 ) de nouvelles 
variables s et cp(s) convenablement choisies, substituons 

n 

?(z)=^blzl 

1 = 0 

et étudions la nature des bt pour n ->oo. Puis écrivons l'équation dif­

férentielle sous la forme ^ + / 9 + ^ = 0 , ^ dépendant de ^ et ^ ? , 

et traitons-là comme une équation linéaire du premier ordre. Enfin, 
faisons / i->oo [58, 5 9 ] . 

20 EQUATION AUX DIFFÉRENCES FINIES. — Les procédés employés ici 

sont analogues à celui de Liouville, mais ils exigent qu'on connaisse 

l'ordre, par rapport à i , de ln — limA„, c „ - l i m c w (Th . X V I ) 

[ 6 0 a, 6; 6 1 ] . 

3° FONCTION GÉNÉRATRICE. — Méthode de Darboux. —• On consi-
OC 

dère les PT comme coeff ic ients/„ du développement V / „ J " de la 
n=0 

fonction génératrice F(x, t). Soient connus les points singuliers 
de F(x, t) sur son cercle de convergence, prenons-le : 11 \ = 1, t = e^. 
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La méthode consiste en ce qu'on trouve une suite de fonctions 

OC 

M#, 0 = 2 A # I ^ 
n = o 

telle que 
oo 

Rv(*f 0 = F(«, *)-«•>»(•*, 0=2</"-/v,»)'" 
71 = 0 

converge uniformément, pour J -^e 6 ' , vers, une fonction cp(0), pour 
laquelle lesv premières dérivées sont continues. On a alors 

fn=An+0(^ [15; 62]. 

4° REPRÉSENTATION PAR DES INTÉGRALES. — y. Méthode de Laplace. 
- On représente la fonction en question — soit u(x) — sous la forme 

" ( # ) = / / ( # , t)9(t)dt, 

oùf(x, t) est égale à i dans un certain point t0 du chemin d'intégra­
tion, pour toutes les valeurs de x en question, et tend vers zéro 

avec - dans tous les autres points t. En supposant x très grand, on 

considère un voisinage très petit du point t = t0, où l'on remplace 
n 

y(t) par quelques premiers t e rmes^a , (£—1 0 ) 1 de son développe­
nt) 

ment en série, et l'on intègre, avec cette expression approchée 
de cp(t), le long de tout le chemin donné. On obtient ainsi l'expres­
sion asymptotique de u(x), si l'erreur commise tend vers zéro 

avec I [5c , 12a, 15; 62]. 

(3. Méthode du col. — Elle est liée à la précédente. Supposons 
que l'on veut étudier l'intégrale / ef{jc)u(x) dx, prise le long d'un 
certain chemin. Ici u(x) varie lentement dans le domaine complexe'(a?) 
et j admet un développement de Taylor. On prend comme chemin 
d'intégration les lignes de plus grande pente p o u r R / ( # ) ( ' ) , c'est-
à-dire où Rf(x) atteint le plus petit maximum possible et décroît le 
plus vite de l'un et de l'autre côté. On dit que le chemin d'intégration 

( ' ) R a signifie la partie réelle de a. 
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passe par (ou est très voisin de) un col, déterminé par *% — oy 

des régions où R / ( # ) est positif vers celles où R / ( # ) est négatif çt 
très grand en valeur absolue. C'est l'intégration auprès des cols qui 
donne essentiellement la valeur de notre intégrale. Là on utilise le 
développement de Taylor de u(x) [15; 62] . 

5° MÉTHODES BE COMPARAISON. — On compare <?n(&>'P) avec 
9«(#,-pi ), p\ (x) étant choisie de telle façon que la valeur précise ou 
asymptotique de <p»(#; p\ ) soit connue. 

a. Méthode de M. S. Bernstein [63]. — Prenons le cas où 

q(x) 
p(a>) = 

y i — x'1 

q(x) étant continue dans (— i, i), et considérons q(x) comme limite 
d'un polynôme qm{%) de degré m, pour m->oo(en vertu du théo­
rème de Weierstrass). Or, nous savons [voir (36, I ) ] que 

M^^Wf*--*̂  sji — t*} . \ s/i — t* 
~>o- (-— i<x < i ; //t-Koo),' ' 

quel que soit n fini. On démontre que cela subsiste même pour n 
infini, q(x) étant assujetti à certaines conditions de continuité. Cela 
exige une étude du déterminant (12, II), qui fournit l'expression 
cherchée. Cette méthode met en évidence la relation intime entre 
la théorie des polynômes de Tchebichet et celle de la meilleure 
approximation de fonctions continues à l'aide de polynômes. 

p. Méthode de M. Szegô.[6à'\. -•- Considérons le cas où 

m 

P(*)^\J[\x—xv\wq(x) 

r^i:%tâ%ï; — i = #v§i; |*v^ o, {JLV£— - pour av= ± 1; t 
• : ' 6a<:ç^^(> 1), q(x) eil (R) intégrable dans (—i," i)J. 

On .pose':.7tX.9)'^/>-l(cosô)f'sine|;(i?OTr'le-n0 H , Chap. I ) , et l'on 

compare 9h(^;7r) avec ^n(z{ ^ , 3 ) , 0 1 1 ^ M W ==ï~~^y *M(-®)' é* a ï l t 
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polynômes trigonométriques positifs convenablement choisis. L'ex­
pression précise de ^n(z; 7r4j2) étant connue, à partir d'une certaine 
valeur de n, on trouve d'abord l'expression asymptotique de 

?/i(£; * ) ( I M = i; " -+*), 

puis celle de 9„(#, — i, i ; p), à l'aide de (82, I), dans tels points x 
à l'intérieur de (—1, 1), où p(x) satisfait à certaines conditions 
concernant l'existence de dérivées. 

Remarques. — i° Si l'on connaît l'expression asymptotique de 

? « ( # ; / > ) ( * - > « > ) , 

p(x) étant une S-fonction (théorème XX), alors, en tenant compte du 
théorème XXI (i)°, on peut trouver l'expression asymptotique de 
(^n(x;pJl), II(#)-porynome. 

20 En admettant l'existence de p'(x) dans (a, b), on peut obtenir 
dans beaucoup de cas — et cela d'une manière élémentaire — 
l'expression asymptotique de on(x; a, fe ; p) (aussi de ln} c„. . . . ) , à 
l'aide de (26, II). 

CAS D'UN INTERVALLE {a, b) INFINI. 

Ce cas attend des chercheurs, car jusqu'à présent ce sont les PT 
classiques qui ont été étudiés (on trouve beaucoup de formules por­
tant sur ces polynômes dans [65]). 

8. Distribution des zéros de o /4(x). 7- En raisonnant comme 
ci-dessus (théorème XII), on démontre que : \° dans Vintervalle (a, 00) 
ou (—00, b) (a, b finis), xny„ ou x{j,, tend pour /i->oo, vers + o o o a 
— 00 respectivement; 2° dans ( — 00, 00) Vune au moins de \ x^n \r 

| Xn,n | croit indéfiniment. La distribution générale des zéros est inti­
mement liée au caractère — déterminé ou non — du problème corres­
pondant des moments ( ' ); ils peuvent devenir, pour n->oo, partout 
denses dans l'intervalle en question, ou chacun d'eux tend vers une 
position déterminée. Cela sera discuté dans le second fascicule. 

9. Valeur asymptotique de aM, — En vertu des théorèmes X, YX, 

(1) Si le problème correspondant des moments est déterminé, alors dan« tous lé* 
cas, a?, „->«, a?„ H-> b{n ->oo); voir la remarque (1), p. S. 
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on peut affirmer que si dans un intervalle partiel (a , (3) p(x) est 

une ^-fonction, alors an(a, 6; p) < A ( 0 3 — j (A ne dépendant 

pas de n); donc an(a, b; p) - > o , pour 71-±00, si (3 — a > 4-

10. Expression asymptotique de yn(x). — O n applique ici toutes les 

méthodes indiquées plus haut , sur tout la représentat ion intégrale, en 

util isant la méthode de Laplace et celle du col. Cette dernière permet 

de t rouver l 'expression asymptot ique de yn(x), même quand n et x, 

tous deux, deviennent très grands [ 6 7 ] . 

La discussion du n° 7 s 'applique ici, en ce qui concerne an, 

bn ?/*(#), dans des cas assez é tendus . 

11 . Sommaire : 

(i4, O 

s r ( « 4 - g ) r ( f l + p ) i \ n - n ) / sr(/ t + «)r 

X (— I)" ( I — £-1 )*«-* ( I -4- C"1 ) 2 M C-̂ Tf-X+p-3 

x<p„[a:; o, 1; /«-1(1 — O?"1] 

3- -
= (5 — i) 2 ( ? 4 - : ) ' * 

VS ' V S ' 2 ( 2 / ? — i ) 

d'1 « - ; P-,1 I 
X 5 p ( Ç ~ , ) ^ ^ 1 ) " ^ 2.4(2/1 - 1 ) ( 2 / 1 - ^)1 

rf4 « + , p4-'-

d£ 

[ X = -
4? ; m > i ] [i»]. 

/ 

T r ( / t + q ) r ( » 4 p)r( / i -+-Q 

(2/H-a-+-fj — i ) r ( / H - a - 4 - ? — i)TM/l-4--i) 

x (—i)nyH[x; o, 1; *<*-' (1 — O?"1] 

' - § j r ( 2 » - i ) ( a p - i ) - i 
"*> | L l 4 ( 2 1 - 1 ) J 

( 2 W 4 - a 4 - p - l ) t p — y ( 2 a — i ) 

(2/i + a + J — 0 ? — r ( 2 a — 0 
u ^ _ 

f ( 2 a — i ) ( 2 a — 3 ) 

—a 
= (sincp)2 (cos 

X cos 

2 a — 1 2 a - 3 ) ( 2 8 - 1 ) ( 2 3 - 3 ) , 1 ) ?n. 
v—_—L± ^cotop — —• , , -tang® I > -4- -5 

8(2/1 — 1) ^ 8(2/1 — 1) J \ •** 
(a? = s in 2 ?; o < a? < 1) [15] . 
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p « < * > s l / ^ M * ; - i , i ; i ) 

( i 4 6 w , I ) 

— J • 3 • • • ( 2 M — Q i 
2 « r ( / l . + l ) y/i — Ç-2 

L 2 2/1 — 1 I — J - i 2 . 4 

1.3 
4 

tn—i 

i —ç—)* J ( 2 / 1 - 1 ) ( 2 / 1 - 3 ) ( 

(Ç = a : + V ^ 2 — I ; . | ? | > I ) . 

p , ^ ^ ) = i. 2 • 4• • • 2 ^ i _ _ 
« 1 . 3 . . . ( 2 / 1 + 1 ) ^ ^ ^ [••12a, 15, 1 ^ 7 1 ] 

x i cos .(,i+y?-4- I I 
2 in H - 3 

i . 3 

' 2-.4'" 

x 
i . 3 it^-ï] 

( 2 / i 4 - 3 ) ( 2 / i 4 - 5 ) ( 2 s i n c p ) 2 -

(a? = cos cp ; — i < x < i ) . 

Tsir on prend ici les k premiers termes, l'erreur sera 

? « ( # ; o , oo ; ç - ^ « - i ) 

J a x . i 

°(^)](,) 

04, L) 

= (—0" 
2 

(a; n'est pas réel pos i t i f ) 

9«(dr, o, oo ; e - ^ a - i ) 

A. 

" 0 " / \ v " » — i V—^"T C I C 2 "1 

\'~ L \'n Wn)- J 

[66a, b]. 

:(-!> 
— i a a 3 

fi ' 

X cos (2v/ra# -4- y — — j -±-exRn j 

RM=a: 2 iOV/i' V-*-**'2 O U*" * + / 

(n^i*î n*, o,< 8 < i, -o < 6 < I *, > ^ V. 

. , . 2 . 4 . . . . 2/1 x _ / T T / 3^ 2-5 \ 
U 2 " i . 3 . . . ( 2 / 1 - + - 1 ) - V n V 8/1"^ l a S / i 2 ^ ' " / -
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g—i .r 

"<i4'M*, L) 9A(x; o, x; Y*-ie-<) = (_,)* ? * g '{ C0SY2 / ï 5 — î i p i i r ) 

t | # 2 « I ( a — i ) 2 l 
L 12 2 16 4 J 

x(nx) 2sin( 2 ^n~x — ^*7~l ft) -H — [ 

n><c<'#<rf>c, rf —finis, arbitraires; a > i ) . [68]. 

(i4, H) »„(*; _«,, oo; e-<') =el (l)*rco>(a: ^ + ^ ) 

+ (f-f)(2^sin(,^ + ^)+L«] 
(x fini arbitraire) [68]. 

Pour passer des polynômes de Laguerre à ceux d'Hermite, on uti­
lise (68, I). Pour le passage inverse, on utilise 

<ià) 
. ^ r ( . - I ) V / ( » + *) 

x / Wn(v/ar coscp)sin.2acp ûff 

«•>'£; W»(*) = (-2)« r^Hl^l ?„,(*; — , . ; *-") [«81. 

p&)=^L=Û=', . ô< /<( 7 (^)<L(- i^<' i ) ; 
V/1 — a?2 

| £ ( * + g) -q(x) | | log| S | | * w < A (i, A > 6 ) . 

(16) ' / â '" ' [fe'f. 
1 ?»(#; —i , — i; />) sjq.(z) — i/ -cos( / iç -4- ^ ) H - O ( I ) 
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m 

/>(#)=<?(#) JJ|#—-#v|^ 
v = i 

— i % x , 0Ci<\; jJLv^o; JJLV> pour a;v = ± : i ; 

o < q'< q(x) < q"(— l g # g l ) , 

q(x) est ( R ) intégrable dans (—i , i) j •" 

(«) ?.(?; - i , J; p) = \/~^— R \ e^n+*'*~~d I H- o(Q, 
V ^ s m a * ( / > ; « ' « ) 

(17) { — I < E = C O S 2 < I ; - / > ( E ) > O ; [ 6 4 ] . 

/ / ( ? ) et/>"(?) exis tent ; 

1 T 2 7 t , A L 1 - * - - 3 6 " ' 6 yfi 

/ Og/MCOS-0 rrflU 

(fi) p(x)^i — .2:2 = r(x) > o pour x = 1 (ou a? = — i) , , , . 

/ • ' (0 et r"(i) existent 

fou r ' ( — 0 e t ' r " (—1) exis tent ] : 

p „ ( i ; - i , *',P) = \/ZrJÏ) " H ° ( l ) 

^:0, ,(-^-^1^) = ( - 0 ^ / ^ ^ + 0(0]. 

R e m a r q u o n s q u ' o n p e u t di f férent ie l - ( i 4 ? I? L , H ) , zn y ^ s i ­

g n a n t , d ' u n e façon g é n é r a l e , u n e f o n c t i o n d e x r e s t a n t finie p o u r 

n - > o o , sa d é r i v é e é t a n t d e Ja f o r m e 

/ix„ (14, 1), fi-zn (14, L, H) [voir th. IV, a0]. 

O n p e u t d o n c , m o y e n n a n t ( 5 , 6 , I I ) , t r o u v e r l ' e x p r e s s i o n a s y m p t o ­

t i q u e d e Kn(x, y) e t K „ ( a ? ) , p o u r w - > o o . 
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