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LES CORPS ALGEBRIQUES

ET

LA THEORIE DES IDEAUX

Par M. O. ORE.

INTRODUCTION.

La théorie des nombres algébriques a ¢té développée depuis les
travaux classiques de Gauss, Dirichlet, Kummer, Dedekind, Kro-
necker, & un des plus complexes des domaines mathématiques. Je
me suis donc limité dans cette exposition aux parties centrales de la
théorie sans entrer dans I'étude des corps spéciaux. On y trouvera
premiérement un discussion des propriéiés fondamentales des
nombres et corps algébriques, les normes, éléments primitifs, bases
minimales et discriminants. Je n’ai pas abordé les problémes voisins
de la théorie des corps abstraits, 'approximation et les critéres pour
des nombres algébriques ont été traités briévement.

Dans la représentation de la théorie des idéaux et la divisibilité des
entiers algébriques, j’ai suivi principalement les idées de Dedekind.
Pour le théoréme fondamental je donne une démonstration fondéc
sur les idées nouvelles de Krull et de v. d. Waerden. J’ai traité ici
particuliérement la théorie arithmétique des idéaux, les classes rési-
duaires pour des modules idéaux et les groupes additifs et multipli-
catifs correspondants; les résultats de Wiman sur les racines primitives
y sont inclus. J'espére traiter une autre fois la partie plus algébrique
de la théorie des idéaux et la connexion entre les idéaux et les pro-
priétés des équations algébriques. Le dernier Chapitre a été consacré
a la théorie des unités et 'on y trouvera une démonstration simplifiée
nouvelle du théoréme de Dirichlet.
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CHAPITRE 1.

1. Nombres algébriques. Propriétés fondamentales. — Unnombre I
(réel ou complexe) est dit nombre algébrique s'il satisfait a une
équation algébrique
(1) flzy=xr+ a1z '+...4+a,=0

avec coefficients rationnels. On dit que J est un nombre algébrique
entier (ou simplement un nombre entier) s'il satisfait a une équa-
tion (1) avec des coefficients entiers. L’existence des nombres algé-
briques est immédialement assurée par le théoréme fondamental de
'algébre.

On peut aussi, comme on le fait dans la théorie des corps abstraits,
considérer le nombre algébrique J seulement comme un symbole

ayant la qualité que 'expression
Jn @ I+ ay

peut toujours étre remplacée par zéro. Ce point de vue a I'avantage
de rendre V'existence de cette grandeur évidente sans application du
théoréme fondamental. Dans la suite on peutadopterle premier point
de vue.

Tout nombre de la forme a@ -+ ib (a, b rationnels) est un nombre
algébrique, ainsi de méme a”(n, a rationnels); toute expression com-
posée rationnellement par des radicaux de nombres rationnels est un
nombre algébrique. mais il n'y a qu’une classe spéciale des nombres
algébriques exprimable dans cette forme, les équations (1) n’élant pas
en général solubles par radicaux.

Il est superflu de s’arréter davantage a des exemples spéciaux; il
faut pourtant observer que tout nombre rationnel a esl aussi un
nombre algébrique et que a est un entier algébrique seulement dans
le cas ou @ est un entier ordinaire. Soit en effet
( a=%:  po=1
alors une équation

at+arat 4. +a,=0

a coefficients entiers est impossible parce qu’on en déduit
pr=—q(aprt+...+ apq" 1),

c'est-a-dire (p, ¢) > 1.



LES CORPS ALGEBRIQUES ET LA THEORIE DES IDEAUX. 3

On voit aussi que chaque nombre algébrique non entier peut étre
représenté dans la forme

52,
m

ou @ est un nombre algébrique entier, et m un entier rationnel. Si
Pon construit I’équation satisfaite par m3J, le coefficicnt général sera
b, = a,m! et il suffit donc, pour rendre m3J entier, de prendre pour m
le plus petit dénominateur commun des «,.

Tout nombre algébrique J satisfait & une infinité d’équations de la
forme (1), mais on déduit sans difficulté 'existence d'une équation
unique (1), pour laquelle le degré n est un minimum. Cette équation
s’appelle équation caractéristique de 3, et le polynome correspon-
dant f(x) est complétement caractérisé par la propriété que ce poly-
nome est irréductible, c’est-a-dire qu'il n’existe pas de décomposition
J(z)=g(x) h(x) sauf dans le cas trivial ou I'un de- polynomes (')
&(z) et h(z) est une constante.

Le degré du nombre algébrique J est le degré du polynome carac-
téristique. Si F(2)= o est une équation arbitrairc satisfaite par 3,
le polynome F(z) est divisible par f(z).

Un nombre algébrique entier peut aussi satisfaire a des équations a

coefficients non entiers; par exemple, ’entier {/2 cst une racine de
o I
x4 — ;x‘l—2.z‘ +1=o0.

Mais il est d’importance de noter que I’équalion caractéristique d'un
nombre entier a toujours des coefficients entiers; cette observation
est une conséquence directe du théoréme de Gauss : si le produit
F(2)=F,(z)Fy(z) de deux polynomes a des coefficients entiers,
chacun des facteurs l'aura aussi.

Soient enfin

(2) T=9,%. ..., %

les n racines de I’équation caractéristique de J, et posons

) f(@)=(z—30)...(2—Fn).

(1) Il s’agit dans la suite seulement des polynomes & coefficients rationnels.
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On appelle les racines ( 2) les nombres conjugués de J; les nombres
conjugués sont tous en méme temps entiers ou non entiers. On dit
parfons qu'un nombre I est lotalement réel, si tous les nombres
conjugués sont aussi réels, et aussi qu’un nombre algébrique est tota-
lement positif, si tous les conjugués réels de J sont positifs.

2. Approximation des nombres algébriques par nombres rationnels.
— Un nombre transcendant est un nombre complexe non algé-
brique. Avant de considérer les propriétés spéciales des nombres
algébriques, je vais faire quelques observations sur les relations entre
les nombres algébriques et les nombres transcendants.

On doit a Cantor le théoréme suivant :

L’ensemble des nombres algébriques est dénombrable. Ce théo-
réme peut étre déduit simplement du fait que I’ensemble de tous les
polynomes a coefficients rationnels est dénombrable. L’ensemble de
tous les nombres transcendants a par conséquent la puissance du
continu.

Une démonstration constructive de I'existence des nombres trans-
cendants a été donnée par Liouville le premier en appliquant une
propriété générale importante des nombres algébriques. Soit J un

nombre algébrique réel de degré n > 1, etg, (pyq) =1, une fraction
rationnelle, considérée comme une valeur approximative de 3. Alors
ona

(%) |5 2|2

—qn’ g>0

ou M est une constante positive qui ne dépend pas de ¢. Cette inéga-

lité montre, que la bonté de 'approximation d’un nombre algébrique
| PP gebriq

par des nombres rationnels est toujours limitée. La démonstration de

(4) est trés simple. Soit f(z) = o I’équation caractéristique de J;
alors on a

o b)) 5

ou N est un nombre entier ordinaire. A I'autre c6té on obtient par la
formule de la moyenne

[\

I
7

(6) & —1(2)|=|z=2|ir@isje—£|x
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ou K est une borne supérieure de f'() dans un intervalle fini conte-
nant J; de (5) et (6) on déduit I'inégalité (4) de Liouville. D’aprés
I I

cette inégalité le nombre a =1 + e —+. .. est nécessairement

transcendant, ’approximation & o par des nombres rationnels étant
trop bonne. Par la méthode de Liouville on peut déterminer des
classes trés étendues de nombres transcendants (Maillet, voir aussi
Ore [1]).

Le résultat (4) presque trivial de Liouville sur I'approximation de
nombres algébriques a été considérablement approfondi par les belles
recherches de Thue et Siegel. Le résultat principal de Thue peut étre
exprimé dans la maniére suivante : il n’existe qu'un nombre fini de

fractions rationnelles g pour lesquelles I'inégalité
(7) }3—— 1>

n’est pas satisfaite; ici M est une constante positive arbitraire, et
n . . . \
p= 5+ 1+¢,e>o0. Siegel a réussi a prouver que le théoréme de

Thue est correct méme en remplagant 'exposant p. par 24/n. Dans le
méme Mémoire Siegel a aussi généralisé ses considérations a 'approxi-
mation d’un nombre algébrique par un autre.

Il est bien connu, je I'observe en passant, que I'on peut toujours
trouver pour un nombre récl arbitraire p une infinité de fractions

rationnellesg ayant p comme limite et pour lesquelles

P=el<v

Ce résultat est dé 2 Hurwitz, et 'on sait aussi que la constante'y 5 du
dénominateur est la meilleure possible; en effet, on peut démontrer

Vo—+1

que pour le nombre p = “—— cctte constante ne peut pas étre rem-

placée par une valeur plus grande, c’est a-dire que I'approximation
de ce nombre particulier p en nombres rationnels estla plus mauvaise
possible. Les recherches de Hurwitz ont été continuées par un grand
nombre d’auteurs, je vais signaler ici seulement les travaux de
Perron [1| et Heawood. Les résultats, quoique trés intéressants, ne
sont pas directement liés avec la théorie des nombres algébriques et
je ne les discuterai pas davantage.
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3. Critéres pour les nombres algébriques. — Les problémes
d’approximation sont en général traités par des considérations sur les
fractions continues. D’aprés Lagrange, on sait que les irrationnalités
quadratiques réelles sont complétement caractérisées par la propriété
que le développement correspondant en fraction continue est pério-
dique; c’est alors une idée bien naturelle de chercher des critéres
analogues pour les nombres algébriques de degrés supérieurs.

On peut considérer le développement d’un nombre en fraction
continue comme un procédé récurrent par lequel on peut, de deux
nombres donnés, déduire une suite de nombres accouplés représen-
tant les fractions approximatives. Jacobi a considéré les suites récur-
rentes simultanées pour trois ou plusieurs nombres, et en a déduit
un algorithme généralisant les fractions continues. Il est connu que
chaque série périodique de Jacobi pour trois nombres correspond a
une irrationnalité cubique, mais on ne sait pas inversement si toutes
les irrationnalités cubiques ont un développement périodique. I1
existe pour des nombres algébriques cubiques de nombreuses
recherches spéciales, pour n >3 l'algorithme de Jacobi a été étudié
profondément par Perron [2|, mais les résultats semblent indiquer,
qu'il ne sera pas possible d'y tirer un critére général.

On doit a2 Minkowski [1] le premier critére général pour les
nombres algébriques. La méthode de Minkowski est aussi, on peut le
dire, une généralisation des fractions continues. La détermination
des fractions approximaltives dans le développement d’un nombre o
est intimement liée avec I'approximation de la droite y = o par des
points de grillage. Minkowski considére pour un nombre o le plan

(8) F(z)=2¢+ o122 +...+x2 )12 1 =0

dans l'espace a n dimensions. Par un procédé simple on définit r
minima de |F(z) |

(9) my., mt, ..., mi (t=1,2,...)

pour les points de grillage contenus dans le carré |z, |<¢; le nombre
)

m" est le minimum absolu de |F(z)| dans ce carré. 1l faut etil suffit
alors, pour que le nombre « soit algébrique de degré n, que la série (9)
soil infinie et que les fractions

m(L[l

i (I=1,2, c..,n—1,1=1,2,...)
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ne prennent qu’un nombre fini de valeurs différentes. Cet algorithme™
n’est pas en général périodique pour les nombres algébriques, sauf
dans des cas trés spéciaux déterminés aussi par Minkowski [2]. Un
critére semblant fondé sur les idées de Minkowski a été déduit par
Furtwingler [1]; ce critére est plus simple que celui de Minkowski,
parce que seulement les minima absolus m;’ y entrent.

Un critére d’une forme differente a été obtenu par Pipping en géné-
ralisant I'algorithme d’Euclide. Soit

S =[pp2012...20,> 0]

un systéme de n» -+ 1 nombres réels positifs; de ce systéme on déduit
n systémes nouveaux S,*' en remplagant toujours le plus grand nombre
vo par vy —o,. De la méme maniére on obtient™de S les n* sys-
témes S}", ..., et on continuera cet algorithme jusqu’a 'apparition
d’un systéme contenant un nombre égal a zéro. Alors on peut
démontrer : le nombre algébrique réel o de degré n est compléte-
ment caractérisé par la propriété, que n est le plus petitnombre pour
lequel cet algorithme effectué sur les nombres

I, % ..., ar—1
est fini.

CHAPITRE 1I.

1. Les corps algébriques. — Soit C un systéme de nombres réels
ou complexes; nous appelons C un corps, quand le systéme est clos
par rapport aux quatre opérations élémentaires; c’est a-dire si «
et B sont deux éléments d’un corps C, les nombres a =, «f et

%(ﬁ 7 0) seront aussi contenus dans C. On trouve déja chez Abel des

considérations générales sur les corps; j'observe aussi que le corps,
notion introduite par Dedekind, est identique au domaine de ration-
nalité de Kronecker.

Un anneau A est un systéme clos par rapport a 'addition, sous-
traction et multiplication. Parfois il est utile d’introduire aussi la
notion des modules, qui sont des systémes clos par respect a I'addi-
tion et soustraction.

Il est évident que 'ensemble des nombres complexes, des nombres
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réels et des nombres rationnels sont des corps; de méme par exemple

. [ —ry N -
les nombres des formes a +-ib ou a + by’ — 3 (a, b rationnels ). Les
nombres entiers ordinaires forment un anneau qui n’est pas en méme

temps un corps, ainsi que les nombres « + ib ou a 4+ by —3 (a. b
entiers). Dansla suite nous allons considérer des exemples nombreux
de corps et d’anneaux et une énumération continue sera donc super-
flue. Je fais seulement observer que tout corps défini ainsi contient le
corps R des nombres rationnels ; en effel, soit « > 0 un nombre de C.

. .o , .
Alors € doit contenir ~=1 el par conséquent tous les nombres entiers

ainsi que leurs rapports, ¢’est-a-dire I’ensemble R.

Définition. Un corps algébrique est un corps qui ne contient
que des nombres‘algébriques. — Dans la suite nous allons étudier
exclusivement des corps algébriques. Les deux théorémes suivants
sont alors fondamentaux :

L'ensemble de tous les nombres algébriques est un corps.
L'ensemble de tous les nombres algébriques entiers est un
anneau.

La démonstration de ces propositions peut étre déduite par deux
méthodes différentes, qui sont toutes les deux caractéristiques pour
beaucoup de problémes dans cette théorie :

1° Méthode des fonctions sy métriques;
2° Méthode de la dépendance linéaire.

La méthode des fonctions symétriques est fondée sur le théoréme
bien connu : soit F(o, ..., 2,) une fonction rationnelle entiére sy mé-
trique des variables o avec des coefficients contenus dans un corps ou
un anneau donné. Alors on a

F(ay oov2y)=G(ai, ..., an),

ou G est aussi une fonction entiére avec des coefficients du méme
corps ou anneau, et les a; sont les fonctions symétriques élémentaires
des «, définies par

(—2)(t—2)) ="+ a1t 1+.. .+ ap.

Dans la suite nous supposerons pour la plupart, queay, ..., e, sont
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des nombres algéhriques conjugués et que les coefficients de F sont
des nombres rationnels. Alors F(o,, ..., «,) sera un nombre rationnel
et méme un nombre entier, si les «, sont des enticrs algébriques et
les coefficients de F sont tous entiers.

Supposons alors que « et 8 sont deux nombres algébriques et que
les équations caractéristiques correspondantes f(z)=o, ¢(&)=o0
ont les racines

A= Agy oy Ap, B=2Bi, ..., Bu.
Le nombre a 43 est par conséquent une racine de I’équation
H(z)=f(x—81), . ..fle—Bu)=0

et cette équation a des coefficients rationnels symétriques dans les 3;;
le nombre o + { est alors algébrique et de méme & — 3. On voit aussi
immédiatement que « == est entier si « et 3 ont cette propriété. Le
nombre o3 est une racine de

G =t - B (5 ) (52 ) =

et I'on en tire les mémes conclusions; finalement on ohserve que
% =a [13 et % ¢st une racine decp(%) =o.

Pour obtenir les mémes résultats par des considérations sur des
systémes linéaires, on applique le lemme suivant : soit I un nombre
arbitraire, et w,, wy, ..., w, un systeme de nombres donnés non
tous zéro; alors I est un nombre algébrique, si I'on peut exprimer
tous les produits Sw, linéairement par les w, avec des coefficients
rationnels, et 3 est entier lorsque ces coefficients sont des entiers
ratwonnels. En effet, supposons qu’une représentation

n
0,3 =2a,,w, (E=1,2, ... 1)

Jj=1

aura lleu on peut pourtant considérer ces equatlons comme un sys-
téme homogene en les , et 'on obtient, par conséquent,

a1\|—-3' Ay Q\n
(229 an'—a a2"1
=0
PR N
Ani QAps ann"‘s l

et notre lemme est démontré.
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Pour en tirer les propriétés indiquées des nombres algébriques
mettons

w, ;= alB/ (i=o0,1, ..., n—1;j=0,1, ..., m—1I)

et I=a =+ ou bien I =uf. On voit sans difficulté que tous les
produits Jw,, peuvent étre représentés par des expressions linéaires -
en les w,;, ce qui donne aussitdt les théorémes désirés.

Il faut indiquer ici aussi une autre propriélé des nombres algé-
briques : Toute racine d’une équation

Sf(zy=azr+axrt4 Bzn—"+...+8=0

avec des coefficients algébriques est aussi un nombre algébrique,
et méme un nombre algébrique entier si tous les coefficients de f(x)
sont entiers. Ladémonstration en est facile : 11 faut seulement former
le produit de f(x) avec tous les polynomes qu’on obtient de f(z)
en remplagant les coefficients «, 3, ..., par toutes combinaisons
possibles des nombres conjugués. Le produit sera alors symétrique
dans les conjugués et aura nécessairement des coefficients rationnels,
et des coefficients entiers si les coefficients de f(z) sont des entiers
algébriques.

2. Les corps finis. — Les corps algébriques les plus simples sont
les corps R(J) engendrés par un seul nombre algébrique; ce corps
consiste de toutes fonctions rationnelles de I avec des coefficients
rationnels. Il est évident que tous ces nombres constituent un corps,
et nous disons que R(3J) est produit par 'adjonction du nombre 3
au corps R des nombres rationnels.

On peut représenter un nombre arbitraire de R(J) dans la forme

_E®)
(I) a = (—}—(-9_—)-a

ou F(z) et G(z) sont des polynomes, et J est une racine de 1’équa-
tion caracléristique

@) f(#)=ar+ a2zt +.. .+ ap=(x—J)(—IF)).. (z —TJF)) =0,

Nous appelons le nombre n le degré de R(3). On peut cependant
toujours représenter le nombre « en (1) dans une forme réduite
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unique; en effet, les polynomes f(x) et G(z) n’ont pas de facteur
commun, parce que¢ G(J) 2o, et I'on peut, d’aprés un théoréme
bien connu, déterminer les polynomes A(z) et B(z) a coefficients
rationnels de maniére que

A(z)f(z) + B(2) G() =1,

d’ou T'on tire G(J)~'=B(Z). Le nombre « est donc égal a un
polynome en 3, et en divisant ce polynome par f(z) ou, ce qui est

la méme chose, en réduisant les puissances supérieures de J par la
relation

(3) Jn=— (a1 I+, . .+ ayp),
on obtient
(4) 2 =a(F)=bo+ ;T +...4+ b, 1In1,

Cette représentation de « est unique, parce que de deux représenta-
tions différentes on trouvera une équation de degré < n pour 3.

Tous les nombres «(J) en R() sont des nombres algébriques de
degré <n: en effet, o doit satisfaire a ’équation

(%) h(z) =[r—2(3)][(z — 2(ID)]...[2 —a(FM)] = o

qui a évidemment des coefficients rationnels. «(3J) est dit nombre
primitif de R(3)s'il satisfait a une équation irréductible de degré n,
c’est-a-dire ’équation (5) doit étre irréductible.

Pour que le nombre « soit primitif, il faut et il suffit que les
nombres

(6) (), a@), ..., a(3m)
en (5) soient tous différents. Supposons, en effet, que d(z) = o soit
'équation caractéristique de a(J); alors on a d[a(3J)]=o0, d'on
I'on tire

dlaz)] = f(z) ¢(2),

¢(x) étant un polynome. En remplagant dans cette identité z par

les @ on voit que tous les nombres (6) sont des racinesde d(z) = o,

c’est-a-dire d(z) est au moins de degré n et 'on a d(x) = h(x).
Méme dans le cas ou quelques-uns des nombres (6) sont égaux, il
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s’ensuit que l'équation d(z)=o est satisfaite par tous les nombres
différents. On peut donc écrire

h(2) = d(z) dy(2),

ou d,(x) n’est pas divisible par d(z). A l'autre cété toutes les,
racines de d, (2) = o sont contenues entre les nombres (6) qui sont
aussi des racines de d(z)=o. et 'on aura nécessairement d, (z) =1

et

(7) h(z) = d(z)e.

Nous avons donc démontré : Tous les nombres du corps R(TJ) sont
des nombres algébriques dont les degrés sont des diviseurs du
degré n du corps.

Tousles nombres rationnels sont des nombres imprimitifs dans R(3);
si les nombres rationnels sont les seuls éléments imprimitifs, on dit
que le corps R(Z) est primitif. 1l est évident que R(J) est un corps
primitif si le degré 2 est un nombre premier.

3. Les éléments primitifs. — Nous allons montrer que les corps R(3)
et R(a) sont identiques si « est un élément primitif de R(3J). Il suffit
d’exprimer le nombre J en fonction rationnelle de o; dans ce but
nous construisons le polynome

3 o1t S(n)
H(z) = h(l)<x—x(3) -+ xr—a(S) Heet m’—)>'

ot k(z) est le polynome caractéristique de a(J). On voit aussitot
que H(z) a des coefficients rationnels et pour # = a on obtient sans

difficulté
H(a)= A'(a)3 ().

On peut aussi déduire tous ces résultats sur le corps R(Z) par des
considérations linéaires et. pourles calculs numériques. cette derniére
méthode est en général préférable.

Soit @ un nombre donné par (4); de (3) on en déduit, de proche

(1) 1l faut observer que la notion du dérivé dans I’algébre peut étre introduite par
des considérations parfaitement normales sans application des passages 3 la limite.
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en proche, les relations

A = bo,o-i- bj'os “+...+ b;z—l,osn_l’
3’1 = b(.)[ -+ b1’| 3‘ e P o b,l_uS‘"—i,

(8)

In—rq = bo.u—l -+ bl,n—l T+ b,,_1‘"_1 3"—1,
d’ou 'on tire l’éqdalion cherchée

bo,o— o b1’0 e bn—l,o
8 B R

bo,n—l bl,n—l e bu—l,n—l —x

Si « est un nombre primitif, il ne peut pas satisfaire & une équation
de degré inférieur a n ct les mineurs d’ordre n — 1 du déterminant (g)
ne sont pas tous nuls. On peut par conséquent tirer de (8) la valeur
de T exprimée rationnellement par «.

Nous avons jusqu’a présent considéré seulement les corps simples
engendrés par un seul nombre algébrique. On peut naturellement
étudier les corps plus généraux R(a, ) engendrés par deux nombres
ou bien R(a, 3, ...,0) engendrés par un nombre arbitraire de
nombres algébriques. Le corps R(a, ) consiste par exemple par
toutes les fonctions rationnelles de o et 3 avec des coefficients ration-
nels.

Il existe pour les corps R(«, 3, ..., 0) obtenus par un nombre fini
d’adjonctions un théoréme important, le théoréme de I’élément pri-
mitif. Tout corps R(a, B, ..., d) est équivalent & un corps
simple R(F), c'est-a-dire, on peut trouver un nombre primitif F
dans R(a, B3, ...,0) de sorte que tous les nombres de ce corps
peuvent étre exprimés rationnellement par J.

Il suffit d’établir ce théoréme pour un corps R(«, ). Nous
mettons £ = a + k3, ot A est un nombre rationnel ; on voit alors que £
est un nombre de R(«, §8), et, en nous servant des mémes notations
qu’auparavant, que £ satisfait a 'équation

n,m
Fo)=]Je—tn=0 Gj=u+kp,
L1=1
a coefficients rationnels. Nous choisissons a présent k de sorte que
toutes les racines ¢, ; soient différentes, ce qui est loujours possible.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 64. 2
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Soit alors A(«, 8) un nombre arbitraire de K(«, B); nous consi-
dérons le polynome

n,

H(1)= ZA(“" “IF (),

L=t

qui a des coefficients rationnels, étant symétrique en les a; et B,.
Pour ¢ =% on obtient comme autrement

Le théoréme de I'élément primitif nous donne une classification
importante des corps algébriques : Les corps engendrés par un
nombre fini d’adjonctions, c’est-a-dire les corps simples R(%), s’ap
pellent corps algébriques finis; les corps qu’on peut obtenir seule-
ment par un nombre infini d’adjonctions s’appellent corps algé-
briques infinis. Dans la suite nous allons étudier principalement les
corps finis; comme exemple de corps infinis je veux citer les corps des
nombres algébrigques réels : Les corps contenant tous les nombres
exprimables, soit par racines carrées, soit par des radicaux arbitraires.
sont aussi des corps infinis.

4. Norme, discriminant, systémes linéaires. — Revenons au corps
simple R(3J); nous avons vu que les nombres différents dans le sys-
téme (6) sont les racines de I'équation caractéristique de «, et les
nombres sont donc les conjugués de « au sens défini auparavant. S’il
n’y a que m nombres différents dans (6), il s’ensuit de (7) que les
nombres (6) se répartissent en a systémes identiques, chacun conte-
nant les mémes m nombres différents.

I1 faut introduire a ce point quelques notions fondamentales de la
théorie des corps algébriques. Les deux expressions

N(a) = 2(J) 2(F@)...2(FW),
S(a)=2(F)+ a(ICN) 4. ..+ a(Jn)
s'appellent respectivement la norme et la trace.de a. N(a) et S ()

sont des nombres rationnels, et méme entiers, si a est un nombre
algébrique entier. On vérifie sans difficulté que

N(af) = N(a) N(p),
S(a+B) =8(2) + 8(),
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et pour un nombre rationnel ¢ on a
N(a)=a", ~S(a)=na.
Si « est.un nombre primitif satisfaisant a
(10) h(z)=2n+ by zn—4. .+ b= o,

on voit que
S(a)=—5,, N(a)=(—1)b,,

et si h(z) est donné sous la forme (g) on obtient

(II) S(a)=b0,o+ bl,l+"-+bn—1,n—l; N(a)=Ibi,]I
(L, j=0,1. ..., n—1).
Soient encore

(12) Q1y Qo a.., Ap,
n nombres du corps et mettons

wf=ap(3W)  (i=1,2,...,n),
alors le discriminant du systéme (12) est défini par .

al ey L a2

(13) A(ll, ...,d"): cee cee ges

I n n
af ay? .. a)t

Le discriminant est rationnel, et entier si tous les «, sont entiers.
Le discriminant D(«) d’un nombre « est le discriminant du sys-
téme spécial '

| A
Il est bien connu que
I 3 ces an—1 |2
(52 (7n=1
(14) D(x) = I a a =I I(z(l)_z(]))z_
C eie eee e 7,
1 al® ., g

La condition nécessaire et suffisante pour que « soit un nombre pri-
mitif, est D(a)3£0; si « est primitif, D(«) est le discriminant de
Péquation caractéristique (10).

La différente d’'un nombre primitif « est

(15) R (2) = (2 —al)...(a—alm);
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de (14), (13) et de la définition de la norme on tire sans difficulté la
relation suivante entre le discrimjnant et la différente :

! |
o nin—1y

(16) D(x) = (— 0" T N[k (a)]

Le discriminant d’un systéme (12) a une signification importante
que nous allons déduire. Nous disons que les » nombres du corps

(17) Biy, Bav ey fir

sont linéairement indépendants si une relation

(18) b3 +b.B+...+b.B.=0,

les b, étant rationnels, ne peut pas exister sauf dans le eas
by=...=b, =o.

Si 2 est un nombre primitif le systéme 1, &z, ..., @*~! est linéaire-
ment indépendant.

On peut montrer : Un systéme linéairement indépendant du
corps contient au plus n nombres. En effet, on exprime les
r nombres (17) linéairement par les puissances 1, 3, ..., I, et
la condition (18) nous donne n équations linéaires et homogénes pour
les b,. Si r > n on sait, d’aprés un théoréme bien connu, qu’on peut
toujours trouver une solution de ce systéme tel que les b, ne soient
pas tous nuls.

Nous avons vu que chaque nombre du corps a une représentation
unique (4): si un systéme (17) a la propriété qu’un nombre quel-
conque du corps peut étre representé dans une maniére unique sous

la forme
w = b] :j|+...+ b, ﬁl,

on dit que les nombres (17) forment une base du corps. On peut
alors démontrer : Une base est un systéme de n nombres linéaire-
ment indépendants du corps. Le nombre O ayant une représentation
unique, il s’ensuit que les 3, sont linéairement indépendants; si 'on
exprime les produits w@3, linéairement par les 3, on voit d’aprés un
lemme du paragraphe 1, que lc nombre w doit toujours satisfaire a
une équation de degré <r, d’oul'on obtient n = r. A P'autre coté,
soit

(19) ?‘1’ ;37, [ERE] B'l



LES CORPS ALGEBRIQUES ET LA THEORIE DES IDEAUX

un systéme de n nombres linéairement indépendants. Si w est
nombre arbitraire du corps, les 2 +1 nombres w, B4, ..., 8, son
nécessairement dépendants et]’on en déduit une représentationlinéaire
de w par les 3,. Le systéme (19) est donc une base.

Soit d’ailleurs y,(i=1, 2, ..., n) une base différente du corps;
on peut alors représenter les nombres de la base (19) linéairement
par les y, ‘

n

(20) [jl=zclsl'Y/' (i= I, 2 cooy ).

=1

Réciproquement on peut aussi représenter les v, par les B, et il faut

donc que | ¢, | # o, et de la définition du discriminant on obtient la
relation suivante

(21) A(Br...Bur=]ey P A(YL - YR)

entre les discriminants de deux bases.

Nous démontrerons finalement : I! faut et il suffit pour qu’'un
systeme (19) soit une base, que le discriminant du systéme ne
soit pas nul. Nous avons vu, en effet, qu'un systéme (19) est une
base seulement si 'on peut exprimer les nombres (3, par une basc y,
tel que le déterminant de la représentation ne soit pas nul. Prenons
pour la base 1,3, ..., 3" * dont le discriminant n’est pas nul: on
en tire que le discriminant des (3, et le déterminant de |c,, | sont en
méme temps nuls ou différents de nul.

D’aprés (21) lous les discriminants du corps ont le méme signe.
Il résulte de (14) que ce signe est

n—i

(——l)":(—l)_—’-,
ou r représente le nombre de racines réelles et 2¢ le nombre de
racines complexes de I'équation (2) définissantle corps (Hensel) [1].

5. Bases minimales. — Il existe dans un corps donné R(Z) tou-
jours des bases entiéres, c'est-a-dire des bases (19) dans lesquelles
tous les nombres 3, sont entiers. On peut en effet, d’aprés le para-
graphe I, Chapitre 1, trouver un nombre m tel que tous les pro-
duits m 3, sonl entiers.

Le discriminant d’une base entiére est un nombre rationnel entier,
et entre toutes les bases entiéres il en existe donc au moins une, pour
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laquelle le discriminant a une valeur absolue minimale | d |. Ce discri-
minant minimal d est appelé le nombre fondamental ou plus souvent
le discriminant du corps.

Les bases ayant le discriminant d sont des bases minimales, et
elles sont aussi caractérisées par la propriété suivante : Soit

(22) Wy Wy ooy Wy, A(wy...w,) =d,

une base minimale. Chaque nombre entier w du corps et seule-
ment les entiers peuvent étre représentés sous la forme

(23) W=a W +...+ a,,

avec des coefficients rationnels entiers.

Tous les nombres (23) sont entiers et il faut seulement prouver
qu’il n’existe aucun entier

(; = b1(.01+...+ bnwn

avec coefficients non entiers b,. Supposons d’abord que by=a—+r,

ouaestentier eto << r < 1 une fraction rationnelle. Alorsw = w0 — aw,
est aussi entier, et les nombres

Wy, Wy, ..., Ws,

forment, comme on le voit facilement d’aprés (21). une base entiére
avec le discriminant 72d, ce qui est impossible d’aprés la définition
d’une base minimale.

Cette démonstration, quoique trés élégante, ne donne aucune
méthode pour la détermination actuelle d’une base minimale; nous
allons montrer comment on peut, d'une base entiére quelconque,
déduire une base minimale. Soit (19) la base entiére donnée, par
exemple les puissances d’'un nombre primitif entier du corps. Soit D
le discriminant de cette base et

(24) w=ai1B+...+anf,

la représentation d’'un nombre entier w. De (24) on déduit des rela-
tions analogues pour les nombres conjugués

(25) wll) = a B(|”+...+ an B(n');

et le déterminant de ce systéme linéaire dans les a; est y/D. On obtient
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en éliminant
b;
a, = =<

3 D ’
ou b, est nécessairement un nombre algébrique entier, ce qui s’ensuit
de la représentation de b, par des déterminants. b, est alors aussi un
nombre rationnel entier, et il existe donc toujours une représentation

(26) o Bt B
D

Pourtant, tous nombres de cette forme ne sont pas inversement des
entiers; soit ® un nombre (26) arbitraire; en divisant les 5, par D

on obtient
© =Y+

ol y est entier et p un nombre de la forme (26) avec
08b;<D(1=1,2, ..., 0)

Il n’y a qu'un nombre fini des p et en construisant les équations cor-
respondantes on trouve les nombres entiers p,, ..., pz entre eux; le
caractére d’un nombre (26) est donc simple a constater. Considérons
alors pour m =1, 2, ..., n tous les nombres entiers de la forme

bl,mpl"‘- A l’m,m pm .

(27) Wpm = D

En considérant les p, de cette forme, on peut déterminer un ©,, ayant
la propriété que le coefficient l;,n,,,, > o est aussi petit que possible. Ge
coefficient b,,, est un diviseur de tous les b,, des entiers (27)

parce que, au cas contraire, on trouverait un b, ,, encore plus petit.
Les nombres

W], W, e w,

ainsi définis forment une base minimale. En effet, dans la représen-
tation ( 26 ) d’'un entier w, le coefficient b, est divisible par _5,,,", par
conséquent b,=a, l;,.,,,. Alors @ —a,w, est un nombre (27)
avec m=n —1. De la méme maniére on obtient, pour ce
nombre, b,_y,n_y = a,,_.—b,l_,,n_. et ainsi de suilte.

Cette méthode, quoique pralicable, est ordinairement trés fatigante.
On peut souvent I'abréger en appliquant des résultats de la théorie



20 0. ORE.

des idéhux; je fais mention aussi des recherches de W, I/ H. Berwick
qui nous permettent, sinon toujours, du moins dans beaucoup de
cas, de réduire considérablement le travail requis. Il existe de nom-
breuses recherches sur les bases des corps spéciaux, par exemple les
corps de degré n = 2,3, 4, les corps binomiauy, les corps de racines
d’unité, ete.

Pour les corps quadratiques la détermination d’une base est
trés facile. Le nombre général d’un corps quadratique a la
forme 3 =a + by/D ou a et b sont rationnels et D est un entier
rationnel sans facteurs carrés. L'équation caractéristique de < est

z?—2ax +a’— Db = o,

et en trouvant la condition pour des coefficients entiers on déduit les
bases
w=1, o =yD pour D =2 ou D = 3 (mod 4),
It Vrl—j

9

WI=1, ©=

pour D =1 (mod 4).

Le discriminant d’un corps quadratique R(yD) est donc d = 4D
ou d =D selon que D=2, 3 ou D=1 (mod 4). On peut montrer,
méme pour un corps général, l'existence d’une base minimale
avec w; = 1.

6. Théorsmes de Minkowski. — Le discriminant d’un corps a des
propriétés diverses, qui sont pour la plupart étroitement liées avec
les propriétés arithmétiques du corps. Je vais donc faire mention ici
seulement du théoréme célébre de Minkowski :

Sidestlediscriminant d’un corps de degré n >1,on a toujours
P -4 ,

(28) |di>1.

Ce résultat est une conséquence d’un autre théoréme de Min-
kowski [3] sur des formes linéaires, un théoréme trés utile dans
beaucoup de recherches dans la théorie des nombres algébriques :

Soit

n
(29) L,,(x)=zA,,,,,x,, (a=1,2, ..., n),
b=1

un systéme de formes linéaires a coefficients réels tel que le déter- .
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minant D =| A, ;| ne soit pas nul; soit davantage d,, ds, ..., d,,
n nombres réels positifs satisfaisant a la condition

(30) did,...d,2|D]|.

Alors on peut toujours trouver un systéme de n nombres rationnels
entiers ", ', ..., 2>, qui ne sont pas tous nuls, de maniére a
Sfaire '

(31) | Le(r@) <d, (a=1,2, ..., n).

On peut méme supposer, ' que 'inégalité aura lieu dans (31) pour
tous a=1,2, ... sauf pour une seule forme: cette remarque est
d’importance dans la suite. Le théoréme de Minkowski est aussi vrai
pour des formes a coefficients complexes, sile systéme (29) contient
toujours en méme temps une forme L; () et sa conjuguée

L(2)= Lz (),

et dans ce cas il faut naturellement que d; = d;,,. On réduit ce cas
au cas précédent en considérant un systéme nouveau obtenu de (29)
en remplacant L; (z) et Ly, () par les formes réelles

1

Li(@) = Ell(@) + L ()], L(2) = o [La(2) = Lin(@))

Le déterminant de ce systéme est aussi D, et 'on a

|L(2) | = | L (2) | = (IE‘ VI @+ 10 (@) | < di,
en supposant

Soit d'abord [Li(z)[Sdi, | Li(2) | <di.
o1t d’abor

(32) W= Z1 W1+ ToWs—...4+ T, Wy,

la représentation d’un entier arbitraire du corps par une base mini-
male, et par conséquent

(33) 0l =z o'+ La0f +. ..+ zp 0l (i=1,2,...,n)

les conjugués de w. Le déterminant du systéme (33) est == Vd,etlon
peut donc déterminer, d’aprés le théoréme indiqué, les entiers ration-
nels z, de sorte que

lo [<|*Vd]  (=1,2,...,n0), "
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ot l'inégalité aura lieu pour quelques i. 1l existe donc un entidr

w32 0 du corps tel que | N(w)| <|\/¢—i|, ce qui nous donne|d|>>1.
Par des considérations plus profondes, Minkowski a démontré que

(34) Jd]> (%) (%)

ou ac représente comme auparavant le nombre de corps conjugués
complexes de R(3).

Nous démontrerons finalement un théoréme d’Hermite :

Il n’existe qu'un nombre fini de corps & discriminant donné d.

De (34) il sensuit, que le degré d’un corps avec le discriminant d
est limité. Nous allons démontrer qu'il existe toujours dans un corps
de degré n et discriminant d un nombre primitif » tel que les valeurs
absolues des conjugués de o satisfont aux inégalités

(35) |w@ | < M, (i=1,2,....n),

ou les constantes M; ne dépendent que de d. Le théoréme d’Hermite
est alors une conséquence directe du lemme suivant :

Il n'eriste qu'un nombre fini d’entiers algébrigues » de
degré nde sorte que |0V | << M(i=1, 2, ..., n), M étant une cons-
tante donnée.

On obtient en effet pour les coefficients a, des équations corres-
pondantes les limites

[a,l<<:>M'(i=2, e, ).

Pour trouver dans un corps de discriminant d un entier primitif pour
lequel (35) est satisfait, supposons premiérement que le corps R (3)
est réel. D’aprés le théoréme de Minkowski, on peut alors déterminer
les #, en (32) tel que |0® | <<1(i=2,...,n)et|w|=]o" |§|v;l|
Puisque la norme de o est entiére, il faut que {w|>1, et o est donc
un nombre primitif du corps, étant différent de tous ses conjugués
(voir §2). Si R(Z) est un corps complexe, on peut déterminer o
tel que

o) | =|o® |<|Vd], |oB|<t  (i=3,4 ..., n).
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On voit facilement, d’aprés les considérations précédentes sur les
formes complexes, qu'on peut faire la partie purement imaginaire
de  différent de zéro, et o sera donc encore différent de tous ses con-
jugués.

CHAPITRE III.

1. Les unités. Racines d’unité. — Nous disons qu'un entier « du
corps K est divisible par un autre entier §3, si 'on peut déterminer
Pentier y de sorte que a = By. Une unité est un entier du corps
divisant tous les nombres de K.

On peut aussi définir les unités dans des maniéres différentes :

Une unité ¢ est un entier tel que n=:"' est aussi entier. Dans

ce cas en =1, €t ¢ est un diviseur de 1 et par conséquent de tous les
nombres de K.

Une unité est un entier tel que
(1) N(e) ==*1.

En effet, de en =1 on obtient N(e)N(n) =1, et N(¢) ===1. De (1)
on obtient réciproquement en =1, od n === ¢'? ... &) est un entier
contenu dans le corps. De (1) il résulte que le produit ¢, ¢, et le quo-

. € ., . .,
uente—l de deux unités sonl aussi des unités.
L)

On dit parfois que deux nombres o et 3 sont associés, en
signe a~ 3, si a—=¢f ou & est une unité. On voit sans difficulté
quea~aetqueB~a,sia~fi;dea~p~ yils’ensuitquea~y.
Sia~ f on ad’apres (1)

N(a) === N(B),

mais cctte condition ne suffira pas pour conclure réciproquement
que a ~ f3. Considérons a titre d’exemple les unités des corps qua-

dratiques K (‘/I—)_); un entier arbitraire a la forme

1+ /D

w=a-+byD, ou w=a-+b 5

(a, b entiers)

selon que D = 2,3 ou D =1 (mod4) (voir Chap. II, § 5). La condi-
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tion pour une unité sera donc, d’apreés (1),

(2) a—b'D =1, ou a’+ab+§,—2(1—D)=—_'-1.
4

SiK (/D) est un corps quadratique imaginaire, c’est-a-dire D <o,
on voit que les seules solutions de (2) sont @ = =1, b = o, sauf dans
le cas D=—1, ot l'on a en addition la solution a =0, b==1 et
dans le cas D ==— 3 ou il y a aussi les solutions a==+=1, b==1.

Il résulte donc : Un corps quadratique imaginaire K(\/D) ne con-
tient que les dewr unités triviales ¢ ===, sauf les deux excep-

= = =

tions : K(d)one==xtiet K(\—3)one== - - Nous allons

voir que les corps quadratiques imaginaires sont les seuls corps qui
ne contiennent qu’un nombre fini d'unités. Dans les corps quadra
tiques réels il y a toujours une infinité d’unités, par exemple, dans le
corps K(\/—) toutes les unités ont la forme 1= == &2, ot ¢ = 1 Va.

Les racines d’unité, c’est-a-dire les nombres algébriques définis
par une équation 2‘/=1, forment une classe d'unité spéciale dans le
corps. Il est évident que ces nombres sont toujours des unités, parce
que den‘=1onobtientr~' = n/~'. Il estd’importance de noter: Il n"y
a qu’un nombre fini de racines d’unité contenues dans un corps
donné K. Les valeurs absolues des conjugués de r sont llmltees,
savoir egales a 1, et d’apres un lemme (Chap. 1I, §6), il n’y a qu'un
nombre fini d’entiers algébriques ayant cette propriété pour un
degré donné m. Mais le degré de 7 est aussi limité, r étant un élé-
ment du corps K.

Si € et m sont des racines pnmmves de z'=1 et ™= respecti-

/ m

vement, on voil que & est une racine primitivede 24 =1, d = (l, m).
Il existe donc un nombre M tel que les racines d’unité contenues
dans K sont toutes les racines de

(3) M —1 =o.

Ces résultats sont aussi des conséquences immédiates du théoréme
suivant (Ore) [2] :

Toutes les racines d’unité contenues dans K satisfont a l'équa-

tion
zd=1,

o d est le discriminant du corps.
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Le nombre M en (3) est donc un diviseur de 2d. La démonstration
de ce théoréme est basée sur des propriétés simples des corps rela-
tifs. Il est bien connu qu’une racine primitive de (3) satisfait a une
équation irréductible de degré ¢(M) ou ¢ est la fonction d’Euler;
d’aprésle Chapitre II(§2), (M) estdonc undiviseur du degré ndeK.

Tout corps contient des racines d’unité triviales #=1. S’il en con-
tient d’autres. il faut que K et tous ses corps conjugués soient imagi-
naires. En effet, une racine primitive d’unité cst loujours complexe
ainsi que tous les nombres conjugués.

Je vais faire mention finalement d’un théoréme de Kronecker qui
est étroitement lié avec ces recherches : Tout entier algébrigque
pour lequel les valeurs absolues des conjugués sont toutes égales
a 1. est une racine d’'unité. Si r est un tel entier, on voit comme
auparavant qu'il n’y a qu'un nombre fini des v de degré donné, les
valeurs absolues des conjugués de = étant limitées. A I'autre coté,
toutes les puissances de 1 ont la méme propriété et I'on obtient donc
pour quelques a et b

t=mb,  peb=1.

2. Divisibilité des nombres algébriques. — La théorie des nombres
algébriques a eté développée par Gauss, Dirichlet et Kummer avant
tout pour les applications a la théorie des nombres. De ce point de
vue les propriétés des nombres algébriques a 'égard de divisibilité et
factorisation sont d’une importance fondamentale; malheureusement
la théorie arithmétique des nombres algébriques est, en plusieurs
rapports, plus compliquée que pour les nombres rationnels.

Nous avons défini que o est divisible par § si o =0y ('). Un
nombre « est donc divisible par toutes les unités et par tous les
nombres associés; nous appelons nombre primaire un nombre 7 qui
ne contient que ces facteurs. On peut alors montrer qu’(l existe pour
chaque nombre o au moins une décomposition en facteurs pri-
maires. En effet, si « n’est pas primaire, on a @ = By, ou ni 3, ni y
n’est une unité; alors on a

N2)=NE)N(y) et <N <IN(2)]

et de méme pour y. Si f et y ne sont pas tous les deux nombres pri-

(1) Il s’agit dans la smite seulement des nombres entiers.
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maires, on peut effectuer encore une décomposition et ainsi de suite.
Ce procédé finira par nous donner une décomposition en facteurs
primaires parce que les normes des facteurs ne peuvent pas diminuer
sans limites.

Cette décomposition en facteurs primaires n’est pas en général
unique. Pour en donner un exemple considérons la décomposition
du nombre 21 dans le corps K(y/— 5 ); d’aprés le paragraphe 1. ce
corps ne contient que les unités triviales == 1. On a

21=3.7=(14+2y—2)(1—2y=5)

et aucun des facteurs 3,7, 1 4 2\/— 5, 1 — 2\/— 5 n’estassocié & un
autre ou égal a une unité. Pour montrer que ces nombres sont tous
primaires, observons que les normes correspondantes sont g, 49, 21,
21. Si 'un des nombres correspondants est décomposable il faut que
le corps contienne un entier a norme == 3 ou == 7. Chaque entier du
corps a la forme a =a + by/—5 (voir Chap. 11, §5), par consé-
quent N(a) = a” + 5b2 et cette expression ne peut pas prendre les
valeurs = 3, &= 7.

Il existe quand méme de nombreux corps dans lesquels la décom-
position en facteurs primaires est unique. Considérons par exemple
le corps K(\/—_x); s1 n est un nombre arbitraire (non entier) on voit
(par exemple par des considérations géométriques) qu’il existe un

entier x = k,— k- si rapproché den que N(n —x)< l,l- Soient alors
« et 3 deux nombres entiers du corps N(a)2N(B) et ?3 =x—+p

ou x est entier et N(p') g% On en tire
(4) x=x8+p,

ou p est un entier et N(p) << N(B). En appliquant le méme procédé
sur f et p, etc. on peut construire un algorithme d’Euclide, et de cet
algorithme la démonstration de l'existence d’une décomposition
unique en facteurs primaires se déduit comme dans la théorie ordi-
naire des nombres.

Ce procédé est applicable dans beaucoup de corps avec décom-
position unique, par exemple les corps définis par

x”+xEt1=o, z°*a2=o, 2+ x*+=3=o0.
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L’existence d'un algorithme d’Euclide pour les normes est une con-
dition suffisante, mais non nécessaire, pour une décomposition unique
en facteurs primaires. On sait en effet, d’aprés Dedekind, que la
décomposition dans le corps K(\/:l_g) est unique, mais il n’existe
pas un algorithme d’Euclide, c’est-a-dire, & deux entiers « et 3 du
corps, N(a)>N({) on nc peut pas toujours trouver un entier x tel que

N(x—xB) < N(B).

Dedekind a montré, dans un Mémoire posthume, que la décom-
position en éléments primaires est unique si I'on peut trouver un
algorithme d’Euclide généralisé : A deux entiers « et 3, 3 n’étant pas
un diviseur de a, il existe toujours des entiers y et d tels que

0 <|N(ay = 38) | <IN(B)L,  IN(=)[2IN(B).

Ce critére a é1é retrouvé récemment par Hasse, qui I'a déduit
comme un cas spécial de recherches plus générales sur la décompo-
sition en éléments primaires dans les domaines algébriques. On peut
d’abord remplacer les normes dans ce critére par un caractére quel-
conque y, qui ne prend que des valeurs entiéres, non négatives, telles
que 7(aB) =7(2)x(B), x(0) = o0 et y(e) =1 pour les unités.

3. Les idéaux. — Pour les applications de la théorie des nombres
algébriques, 'existence d’une décomposition unique en facteurs pri-
maires est d'une importance fondamentale. Nous avons vu d’abord,
que pour des corps arbitraires la décomposition n'est pas en général
unique, et il est donc impératif de chercher un remplacement de ce
théoréme. C'était a la requéte d’un tel substitut que Kummer intro-
duisit premiérement la notion des nombres idéauz ou simplement
les idéaux, la notion si féconde dans ses recherches ultérieures sur
le probléme de Fermat et les lois de réciprocité.

Les idéaux de Kummer étaient définis pour les corps circulaires
seulement, ¢'est-a-dire pour les corps définis par des racines d’unité.
La définition de Kummer est fondée sur des propriétés spec1ales de
ce corps el elle n'admet pas une généralisation directe aux corps
arbitraires. )

La théorie générale des idéaux pour un corps arbitraire fut créée
par Dedekind, qui en publia le premier exposé dans ses suppléments
a la deuxiéme édition de la « Théorie des nombres » de Dirichlet
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(1871). Dans les éditions suivantes et dans des Mémoires nombreux
il a considérablement augmenté et approfondi cette théorie. Entre les
précurseurs de Dedekind il faut seulement mentionner Selling,
qui a essayé de généraliser I'idée originale de Aummer plus directe-
ment que ne I’a fait Dedekind. Selling considére seulement les corps
de Galois, c’est-a-dire les corps qui sont identiques a ses conjugués,
mais sa théoric est en plusieurs maniéres trés intéressante, quoique
imparfaite et spéciale. L'espace ne me permet pas de présenter ic
une discussion des théories ultéricures de Kronecker, Hensel,
Priifer, ete.
Dedekind définit un idéal comme il suit :

I. Un idéal A est un systeme de nombres entiers du corps tel
que :

a. Sia et sont deur nombres de A, o =0 le sera aussi;
b. Siaest un nombre de A, le produit na, ot m est un entier
arbitraire, est aussi contenu en A.

Le nombre 0 = a — « est donc un élément de tout idéal. On peut
aussi définir I'idéal d’une maniére différente :

II. Soient ay, ..., &, r entiers arbitraires du corps; 'idéal
A=[a,...a,] est le systtme de nombres représentables dans la

forme
A= Y1 ..o 2T,

od les m, sont des entiers du corps.

Nous allons démontrer I'équivalence des deux définitions 1 et II;
adoptons pour le moment la définition I. Soit A un idéal; on
peut alors montrer premiérement :

Il existe une base 2, ..., de A telle (}lte chaque nombre de A
peut étre représenté uniquement sous la forme

(5) a=a|Ql+...—0—a,,Q,,,
ou les a, sont des entiers rationnels.

En effet,.il existe dans A toujours des systémes de n nombres
linéairement "indépendants, par exemple aw, ..., aw, ol & 5% 0 est
un nombre de A et w, ...w, une base minimale du corps. Entre ces
systémes choisissons-en un pour lequel le discriminant a une valeur
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absolue minimale. On déduit par les mémes conclusions comme dans
la démonstration de I’existence d’unc base minimale du corps, que ce
systéme est actuellement une base de I'idéal. On peut exprimer
une base par toute autre avec des coefficients rationnels entiers et le
déterminant == 1. Le discriminant d'une base s’appelle parfois discri-
minant de l’idéal.

Sil'on adopte la définition I pourl'idéal tous les systémes définis par
Il seront aussi des idéaux. A l'autre coté, tout idéal A d’apres I
est un idéal 1I avec la représentation

A=[Q, ..., 2],
ou Q,...Q, esL une base. En effet, tout nombre de la forme
="M Q...+ "ingn,

est contenu en A d’aprés I, si les n, sont des entiers du corps, et
tout nombre de A est représentable dans cette forme méme avec des
coefficients rationnels.

4. Propriétés des idéaux. — Deux idéaux sont égaux s'ils con-
tiennent les mémes nombres; si 'on a
{6) A=lay, ..., 0 ]=[a}, ...,al,-']=A',

il faut et il suffit que les «, soient contenus dans A’ et que les o soient
contenus dans A, cela veut dire

al=2ny:a'j (i=1,2, ..., 7)
/=1
(7

”
N\

’ _2 ( — .

a, =y pie, (t=1,2, ..., 1),

j=1

ot les nf" et p" sont des entiers du corps.
Ce critére nous donne des possibilités pour changer la représenta-
tion d’un idéal. On a par exemple

[a1, oy vovy0p] =21+ Ro2tg 1o oo ROy oy ooy Ap]y

Loy 0oy cunyap]=[00, Gay o vy @y Ry Ry == o 0ot oo+ %y 2]y
ou les x; sont des entiers. Considérons par exemple l'idéal

A=[9,3+3y=5, —4+2y/=5],

MEMORIAL DCS SC. MATH — N° 04. 3
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dans le corps K(\/ —35 ); il peut étre réduit par la chaine suivante :

A=[g,—6-+3y=5, —4+2y—5]=[g, —6+3y=3,2—y=5]
=[9, 2 —y=3]=[2—v=3].

Nous allons montrer plus tard le théoréme important : Chaque
idéal peut étre réduit a l’'une des deux formes

(8) A =Ja] ou \ =[a B]

On appelle idéaux principaux les idéaux de la forme A =[«];
I'idéal principal A consiste de Lous les nombres de la forme na c’est-
a-dire, de lous les multiples de a. Deur idéaux principauzr [«]
et [o'] sont égaux seulement si a et o sont associés. En effet, de (7)
on oblient & =na', &' = pa, d'oi N =1 et n et pu sont des unités.
Cette condition est aussi suffisanle.

Pour la comparaison de dcux idéaux du second type (8) il existe
le théoréme suivant da & Hurwits [2] : Il faut et il suffit pour que
deuzx idéaur [a, B] et [d, B'| soient égauz, qu'on puisse
exprimer o' et ' par a et 3

d=ha+pB, F=va+of,

tel que \p — pv ==1.

Entre les idéaux spéciaux d’un corps il faut mentionner I'idéal
zéro qui consiste du nombre zéro seulement, ct /’idéal unité E =[1],
qui consiste de tous les entiers du corps. Ces deux idéaux ont
des propriétés spéciales et il est parfois commode de les exclure
dans les considérations générales surles idéaux. La base de E est une
base minimale ct son discriminant est le discriminant du corps.

Pour donner une illustration considérons les idéaux du corps

rationnel. Un idéal
A= [(li,... ,ar]

consiste des nombres de la forme
a=zx101+...+ Xrqp,

ou les z; et a; sont des entiers rationnels. Soit d le plus grand diviseur
commun des a@,; d’aprés un théoréme bien connu- de la théorie
élémentaire des nombres, on peut déterminer des ="' tels que

d=zPay+...+ zMa,.
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Le nombre d et tous les multiples de d sont donc contenus en A; a
I'autre c6té, tous les nombres de A sont évidemment divisibles par d
et 'on a simplement A = [d]; dans le corps rationnel tous les
idéaux sont des idéaux principauz.

Il existe un grand nombre de corps ayant la méme propriété; par
exemple, dans tous les corps quadratiques mentionnés a la fin du
paragraphe 2 les idéaux sont tous principaux. Nous allons voir,
que la décomposition en facteurs primaires dans tels corps est unique
et leur théorie arithmétique ressemble donc fortement a la théorie
ordinaire des nombres.

Les corps dans lesquels tous les idéaux sont principaux sont
caractérisés par le critére de Dedekind-Hasse (voir § 2). Il faut et
il suffit, pour qu'un corps K ne conticnne que des idéaux princi-
paux. qu’il existe en K un algorithme d’Euclide généralisé :
a deux entiersaet 3,| N(a)2|N(B)|, « n’étant pas divisible par §,
il existe toujours deur entiersy et d tels que

0 < [N(ay—B8) | <IN(B)I.

Ce critére, quoique intéressant au point de vue théorique, ne donne
pas ¢n général une méthode commode pour déterminer le caractére
des idéaux et il faut ordinairement avoir recours a un calcul effectif
du nombre des classes idéales du corps.

3. Multiplication. Facteurs et diviseurs. — Soient
(9) A=[ay, ...;ar], Al=[dy, ..., 0]

deux idéaux donnés, le systéme de nombres formés par tous les
produits d’un nombre de A et un nombre de A’ et les sommes de tels
produits forment, on le voit facilement, un idéal qu’on appelle
produit de A et A’ dénoté par AA’. On peut représenter le pro-
duit dans la forme |

(10) C=AA=[ad), ..., 0,2}, ..., apap]

et cette représentation peut aussi servir de définition du produit.
Il est facile de montrer, d’aprés (7), que l'idéal (10) est indépen-
dant des représentations parliculiéres choisics pour A et A'.

Pour les idéaux principaux, cette multiplicalion correspond a
la multiplication ordinaire : de A=/[«], B=[B] on obtient
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AB = [«f3]. L’idéal unité E = 1] joue le role de I'unité de multipli-
cation parce que EA = A pour tout idéal A.

Nous dirons qu’un idéal A a le facteur idéal D si 'on peut trouver
un idéal C tel que A = DC.

11 faut observer la propriété suivante des facteurs : Si D est un
Sfacteur de A, tous les nombres de A sont contenus dans D. Soient
D=[d8,...,8]etC=[y, ... ys] et par la définition de la multi-
plication

A=1[81v1, «ves Oy +o0y OsYs],

et chaque nombre de A ala forme
A =Z Ny 81Y1 =Z)\, 8,= 5,
L, ¢

oi d est un nombre de D. Ce théoréme, un peu surprenant au
premier moment, s’explique facilement si 'on considére des idéaux
spéciaux; par exemple, dans le corps rationnel I'idéal [ 6 ] est divisible
par [2], et tous les nombres de la forme 6k sont aussi de la
forme 2 ;.

Nous dirons aussi qu’un idéal B est un diviseur de 'idéal A si tous
les nombres de A sont contenus en B. Nous venons de montrer que
chaque facteur de A est aussi un diviseur; le théoréme inverse :
Chaque diviseur de A est aussi un facteur, est beaucoup plus
profond et la démonstration en est un des objets des recherches
suivantes.

Si I'idéal principal [«] ale diviseur [3], on aura & = yd et d est donc
un diviseur de o dans le sens ordinaire.

Soient A =[oy, ..., & ], B=[B), ..., Bs] deux idéaur donnés;
I'idéal composé

(Il) D=[G|, ey Op Bl, ey pg]

s'appelle le plus grand diviseur commun de A et B. Ce nom se jus-
tifie par les propriétés suivantes : 1° D est ur diviseur de A et de B;
D se compose en effet de tous les nombres de la forme a + (3, « étant
un nombre de A et 5 un nombre de B, et pour 3 = o on obtient tous
les nombres de A, c'est-a-dire, A est divisible par D ct ainsi pour B;
2° Toul diviseur commun D' de A et B est un diviseur de D. Tous
les nombres de A et tous les nombres de B, par conséquent tous les
nombres de D sont contenus en D’.
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Cette définition montre qu’un idéal arbitraire A =[ay, ..., o]
peut étre considéré comme le plus grand diviseur commun des idéaux
principaux [, ], ..., [e ]. Sil'idéal D en (11) est Iidéal unité, nous
dirons que A et B sont premiers entre eux. Dans ce casil existe donc
un nombre « dans A et 8 dans B tel que

(12) a+B=1

et cette condition est aussi suffisante, parce que dans ce cas D doit
contenir l'unité et par conséquent tous les entiers du corps. Cette
définition nous donne aussi une maniére de définir des nombres
premiers entre eux. Deux entiers a, et a, sont premiers entre eux, si
les idéaux principaux correspondants [e; ] et [@.] sont premlersﬁe
(12) le théoréme suivant s’ensuit : Si deux entiers a, et a, sont
premiers entre eux, on peut trouver des entiers X et p. du corps
tels que

(13) Aoy pots =1.

L'analogie avec le théoréme ordinaire des nombres est évidente,
ainsi que dans le théoréme suivant : S¢ le produit BC est divisible
par A, et A et B sont premiers entre eux, alors C est divisible
par A. De (12) on obtient pour un nombre arbitraire y de G

1= oy + By.

Iei est un nombre de BC, par conséquent un nombre de A et y est
14 ' P 14
donc un mombre de A, c’est-a-dire tous les nombres de C sont

contenus en A.
Nous montrerons enfin : Urn idéal donné A n’a qu’un nombre fini
de diviseurs (ou facteurs). Soit a un entier rationnel contenu en A
)
par exemple @ = N(a), ou « est un nombre de A. Chaque diviseur
de A est aussi un diviseur de I'idéal [a], et le théoréme est donc une
conséquence du lemme : Un nombre rationnel a n’est contenu que
dans un nombre fini d’idéaux. Soit w,, ..., », une base minimale
du corps; un entier arbitraire o peut étre représenté sous la forme
Ps,

a=g W+ ...+ gnwp.

Nous divisons les coefficients entiers g, par a

g1=qia—+T1, osr,fa—1,,
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on a donc @ =Aa + p, ou A est entier et p est I'un des a” nombres
(14) P=riWi—+ oo, +rpwp

Soit d’abord a contenu dans l'idéal [a, ..., a,]; nous représen-
tons chaque «, sous la forme o, =}, @ 4+ p,, ou p. est un des nombres
(14). On a donc pour A la réduction suivante (voir § 4) :

A=[u, ...,¢nal=[Ma+p1, .... ra+p, al=][py, ..., pry al,

le nombre des p, différents est fini, ce qui ne donne qu’un nombre
fini de possibilités pour A. Sil’on introduit la notion des congruences
(voir § 1, Chap. IV) en écrivant A = p. (mod A) si la différence A — p.
appartient a A, il s’ensuit de cette démonstration que chaque entier
est congru a I'un des résidus (14).

6. Idéaux premiers. — Un idéal P est dit premier s'il n’a pas de
diviseurs; il est évident qu’un idéal premier n’a pas de facteurs,
'inverse qu'un idéal sans facteurs est un idéal premier va suivre du
théoréme cherché sur 'identité de facteurs et diviseurs.

On peut aussi caractériser I'idéal premier dans une maniére diffé-
rente : Un idéal P est premier si le produit «f appartient a P seulement
si o ou {3 est un élément de P. Un idéal premier P au sens antérieur a
cette propriété; il s’ensuit méme du paragraphe 5, qu’un produit AB
de deux idéaux n’est divisible par P que si I'un des facteurs a le
diviseur P. Pour montrer 'équivalence de la nouvelle définition avec
la premiére, soit P un idéal avec la propriété indiquée el supposons
qu’ilale diviseur propre P’; il y a alors en P’ un élément a qui n’appar-
tient pas a P. Les puissances o, «’, ..., sont toutes en P’; dans le para-
graphe B nous avons montré qu’il n’y a qu’un nombre fini d’entiers
différents (mod P) et on aura donc a"= o’ (mod P) pour quelques
a et b différents; le nombre al(ae=t— 1) est en P et d’aprésla
supposition on trouvera que a*~%— 1 est en P, par conséquent en P/,
c’est-a-dire —1 est en P’ et P/ est I'idéal unité.

7. Le théoréme fondamental. — Le but principal de ce paragraphe
est la démonstration du théoréme fondamental de la théorie des
idéaux :

Chaque idéal peut étre représenté uniquement comme un pro-
duit d’un nombre fini d’idéaux premiers.
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Nous commengons par montrer : Chaque idéal est un diviseur
d’un produit P, ... Ps d’idéaux premiers, oi chaque P; est un
diviseur de A. Ce théoréme est évident pour un idéal premier. Soit
donc A =[a,, ..., 2] un idéal non premier; il y a alors d’aprés le
paragraphe 6 un produit By en A, ou 3 et y n’appartiennent pas a A.
Les idéaux

B=[a1,...,az,.,[3], C=[1,,...,a,..-{],

sont des diviseurs propres de A et leur produit BC aura le diviseur A.
Si le théoréme est vrai pour B et C il le sera aussi pour A; supposons
donc qu'il n’est pas vrai pour B. Il y a encore un diviseur propre B’
de B pour qui le théoréme n’est pas valide, etc., ce qui donnera une
infinité de diviseurs différents pour A.

Nous avons jusqu’a présent considéré seulement les idéaux formés
par des entiers. Il est parfois commode d’introduire des idéauz
Jfractionnaires contenant aussi des nombres non entiers. Dans ce
but nous donnerons une définition un peu plus générale des idéaux.

Un idéal A est un systéme de nombres du corps tel que : 1° Si «
et B sont éléments de A, les nombres de la forme oA -+ 3 ou A et
sont entiers, le seront aussi; 2° il existe un nombre fixe 7 tel que 7a
est entier pour chaque nombre « de A. Un idéal contenant seulement
des entiers s’appelle idéal entier.

On voit comme auparavant qu’on peut représenter chaque idéal
fractionnaire sous la forme [ay, ..., «,] et qu’il existe aussi une base
@y, ..., ®, de nombres en A tel que chaque nombre de I'idéal est
représentable sous la forme

azllwl-l— “e —l—l,,w,,

avec des coefficients entiers rationnels. On définit la multiplication
des idéaux comme au paragraphe 5.

Soit P un idéal premier; la totalité des nombres « tel que [«] P est
un idéal entier forment évidemment un idéal que nous allons dénoter
par P—1. L'idéal P~ n'est pas entier. Soit en effet © = 0 un nombre
arbitraire de P. L’idéal [n] est un diviseur d’un produit P, ... P,
d’idéaux premiers (§ 6); nous supposons que le nombre de facteurs
est choisi minimal. L’idéal [ ] est divisible par P et 'un des facteurs P,
est donc égal & P(§ 5); soit P, =P. Le produit P, ... P, n’est pas
divisible par | ] parce qu’il contient moins que r facteurs; il contient
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par conséquent un nombre y qui n’est pasen [r]et y, = yn—! sera frac-
tionnaire. Le produil [y ]P est un idéal entier divisible par [7] et[y,]P
sera un idéal entier, c’est-a-dire y, est un ¢lément de P—.
Nous.allons montrer que A = PP~ est I'idéal unité E. On voit que A
est un idéal entier et parce que P—' doit contenir I'unit¢, A sera un
diviseur de P, par conséquent A =E ou A =P. Dans le dernier cas
sOit @, ..., ®, une base de P et y un nombre fractionnaire de P,
Les produits yw, sont tous en P et par suite représentables dans la

forme
n
YW, = Z“U W,

J=1

avec des coefficients entiers rationnels; y serait alors entier contre
notre hypothése (voir § 1, Chap. II).

Ces résultats nous donnent : Chaque idéal est un produit
d’idéaux premiers. Soit, en effet, A un idéal diviseur du produit
P, Py ... P, d'idéaux premiers, ou chaque P, est un diviseur de A.
Supposons r minimal, et encore que le théoréme a été montré pour
chaque idéal divisant un produit d’'un nombre moins de facteurs. En
multipliant par P, on obtient que P, ... P, sera divisible par
I'idéal entier AP{. et le théoréme est donc vrai pour AP}, d'ou I’on
déduit aussitot la validité pour A.

La démonstration du théoréme fondamental s’achéve en montrant
que la représentation comme produit d’idéaux premiers est unique.
C’est évidemment une conséquence du résaltat suivant : S¢ Pidéal
A=P, ... P, est divisible par B=Q, ... Q chaque idéal
premier Q apparait entre les P au moins autant de fois qu'en la
représentation de B. 1l s'ensuit déja du paragraphe 6, que chaque
facteur premier Q apparait entre les P et si A le contient a fois;
B, b fois, ot & > @ on trouvera que I'idéal A(Q~*)a est divisible par
B(Q~")?, quoique le premier n'a pas le diviseur Q.

Cette démonstration du théoréme fondamental est fondée sur I'idée
d’une démonstration de Krull et v. d. Waerden; je I'ai préféré ici
aux démonstrations classiques parce qu’elle s’applique non seulement
aux entiers algébriques, mais aussi, avec des modifications légeéres,
aux domaines beaucoup plus généraux.

Entre les conséquences du théoréme fondamental est le résuliat
déja signalé : Chaque diviseur B d’un idéal A est aussi un facteur
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de A. Soit
A=Ps ... Py, B=Ph ... Pnezo, fi2o, (i=1,2 ...,7);

nous avons vu que e;2f, pour tous i et 'on aura donc A =BCsi
C=Po" Pot,

A chaque idéal A ilexiste un idéalB tel que le produit AB =|c]
est un idéal principal. Soit[ c] un nombre arbitraire de A ; I'idéal [c]
a le diviseur A, d’ou le théoréme s’cnsuit. Ce dernier théoréme est le
lemmme central de la démonstration classique du théoréme fondamental
par Hurwitz [3]. On en tire sans difficultés I'identité de diviseurs et
facteurs, et aussi le fait que de AB = AC suivra B=C, donnant
immédiatement le théoréme fondamental.

Hurwitz déduit ce théoréme a 'aide du théoréme de Kronecker :

Soient
f(Z)=22"+ ... +%p_q T+ ap,
g()y=%wam+ ...+ Bm—r 2+ Bn

deux polynomes avec coefficients entiers et algébriques, et soit
f(x)g (Z)=Y0Z" ™+ ... +Yn+m—1Z =+ Yn+m-

S'il existe un entier algébrique v qui divise tous les coefficients
. du produit, ce nombre est aussi un diviseur de tous les produits
aBi(i=1,2,...,n;j=0.1,...,m).

Il y a pour ce théoréme outre les démonstrations de Kronecker,
d’autres par Dedekind, Hurwitz, Mertens et Steinitz (voir ma note
au Mémoire de Dedekind, OF'uores completes, t. 11, p. 39).

Il y a aussi des démonstrations du théoréme AB={c] qui ne
dépendent pas du théoréme de Kronecker. Je fais mention ici de la
déduction de Hilbert appliquant la théorie des corps de Galois, et la
démonstration de Furtwangler |2] fondée sur les propriétés des
formes décomposables ct leurs classes. Furtwangler [3] a déduit les
théorémes fondamentaux de la théorie des idéaux aussi dans une
maniére différente en employant une représentation des idéaux par
des grillages de points dans un espace a n dimensions. Cette idée a
¢té utilisée premiérement par Klein dans la théorie des corps quadra-
tiques, et elle est aussi étroitement liée avec les recherches de
Minkowski sur le méme sujet. Il faut mentionner finalement la
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démonstration nouvelle trés originale de notre théoréme donnée plus
tard par Hurwitz [ 3], [4]. Hurwitz introduit une généralisation de
P'algorithme d’Euclide d’ou I'on trouve que le nombre des classes des
idéaux est fini, ce qui montrera & son tour le théoréme.

8. Applications du théoréme fondamental; idéaux fractionnaires.
— Nous avons vu que tout idéal A posséde une décomposition unique

(15) A=Pu.. . P

en facteurs premiers. La décomposition d’un entlier « en facteurs
premiers est la décomposition

[a]=P%...Por

de I'idéal principal correspondant, trés souvent on ne fait aucune
distinction entre un nombre et I'idéal correspondant.

Soient d’abord
(16) [«]1=P%...P&,  [B]=Ph...Pf

la décomposition de deux idéaux principaux; I'idéal A =|a, B8] est
alors, d’aprés le paragraphe 7, le plus grand diviseur commun de [ «]
et [8]. Mais on peut aussi déduire ce diviseur commun directement
de (16), et I'on obtient donc pour A une représentation (15) ou les
exposants a; pour chaque i sont les plus petits des nombres ¢; et f,
en (16). On peut généraliser cette remarque a un idéal arbi-
traire A=[a,, ..., «;], ce qui donnera un point de vue nouveau
pour ce symbole.

Nous avons montré I'existence d’une décomposition en idéaux pre-
miers pour chaque idéal, mais on voit aussi que notre démonstration
ne donne aucune méthode pour déterminer effectivement cette décom-
position. Il suffit évidemment de trouver la décomposition de tous
les idéaux principaux ou méme les idéaux principaux rationnels, ce
qui réduit notre probléme a la proposition suivante : Trouver la
décomposition en idéaux premiers de tous les nombres premiers
rationnels. C'est alors un des problémes les plus importants de la
théorie des idéaux.

La notion des idéaux fractionnaires nous permet de définir en

général le quotient de deux idéaux : le quotient C = % est un idéal
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tel que BC = A. Pour établir 'existence du quotient, choisissons B’
tel que BB'=[51]; alors on obtient

AB’

€=y

c’est-a dire, C est le systéme des nombres de AB’ divisés par 6. Le
quotienl est unique, parce que de CB = A = C, B on obient C = C,.
Si E est I'idéal unité et A un idéal arbitraire, on a

%:\, —1\—:_'E,

ce qui s'ensuit de AE=A. On voit donc : Les idéaux fraction-
naires du corps forment un groupe.

De la définition du quotient on tire

AD _ A,

BD ~ B’
on peut donc abréger les quotients dans la maniére ordinaire. Celte
remarque nous donne encore : Chaque idéal fractionnaire peut
élre représenté uniquement comme le quotient de deux idéaux
entiers et premiers entre eux. Ce théoréme s’applique particuliére-
ment a des idéaux principaux [0 ] formés par un nombre arbitraire
non entier du corps.

Définissons enfin la divisibilité des idéaux fractionnaires. On dit
que A est divisible par B si A = CB ou C est un idéal entier. Un
idéal principal [71] est donc divisible par B si [n]=BC, oa C est
entier; on voit comme plus haut, que les nombres de BC sont tous
contenus en B et il s’ensuit que % est un nombre de B. Réciproque-
ment, soit » un nombre d¢ B, et soit 7 un nombre tel que [¢]B =B’
est un idéal entier; alors =t est un élément de B/, c’est-
a-dire [t][n]=CB' d’ou l'on lire [n]=CB, ou C est entier. Il
résulte donc : Un nombre n est contenu dans l’idéal B seulement
dans le cas ou [n] est divisible par B. Déterminons comme une
application tous les idéaux contenant l'unité. Alors [1] = E = CB,
ou C est entier, d’ou

1
B:ﬁ.

L’unité est contenue seulement dans les idéaux qui sont égaux
au réciproque d’un idéal entier.



4o 0. ORE.

CHAPITRE 1V.

1. Congruences pour des modules idéaux. — Soit A un idéal
entier, et soient o et 3 deux entiers du corps. Nous écrivons comme
auparavant

(1) a=f (modA),

si la différence & — 3 est un nombre de A. Une congruence a =o
(modA) signifie alors que « est un nombre de A, ou bien que « est
divisible par A. Si A =[x] est un idéal principal, on obtient
de (1) @ — B = px, c’est-a-dire la différence o — 3 est divisible par x,
ce qu’on peut aussi exprimer par la congruence équivalente

a=f (modz).

Les congruences pour des modules idéaux sont donc une générali-
sation naturelle des congruences ordinaires de la théorie des nombres.
Ils ont aussi des propriétés simples rappelant celles des congruences
ordinaires.

Dea=p,B3=7y(modA)on concluta =y.Dea=f, y =0 (modA),

on conclut
aty=pf*3o (modA),

ay =P (modA).

Toute congruence (modA) est aussi vraie pour le module D, oa D
est un diviseur de A. On peut aussi diviser des congruences sous les
conditions suivantes : De

(2) ay=py (modA),
on tire
(3) a=f <mod%)’

ou D est le plus grand diviseur commun de A et de y (c’est-a-dire
de[y])- Soiten effet [ y] = DI', A= DA’; d’aprés (2) I'idéal [« — B ][y]
est divisible par A, d’oi 'on voit que [« — 3] est divisible par A’ ce
qu’on peut exprimer par (3).

Entre les théorémes importants sur les congruences je fais mention
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premiérement du suivant : Une congruence linéaire

4) az=p (modA)

ol o et A sont premiers entre eux admet toujours une solution
unique. Pour le montrer, observons que le plus grand diviseur com-
mun de[«] et A est 'idéal unité, et que chaque entier 3 du corps
aura par suite une représentation comme la somme d’un nombre n de
A et axde [«] (voir§ 7, Chap. III). De cette représentation f =xa +1
on tire immédiatement la solution z =x (modA) de (4). Cette solu-
tion est unique, parce que de ox = 3 = ax, on lirera a(x; — x) = o ou
bien x; = x (modA).

Dans le cas ou a et A possédent le facteur commun D, la con-
gruence (4) n’a pas de solution si B0 (modD). Si la condi-
tion B == o (modD) est satisfaite, B appartient au plus grand diviseur
commun de [a] et [A] et 'on peut représenter 3 comme une somme
d’un nombre de [o] et d’'un nombre de A, ce qui donnera comme
plus haut une solution de (4).

Le'théoréme suivant est utile dans des applications nombreuses :
Sowentd,dy, ..., A-des entiers arbitraires, et A,, ..., A,, ridéaux
tous premiers entre eux. Alors il existe toujours une solution des
congruences simultanées
(5) r=»M (modA,), o z=12%- (modA,).
Pour trouver explicitement une solution de (5) posons

A=A,...A, B,= } (i=1,2, ..., 7).
13

Alors A, et B, sont premiers entre euxetl'onaa, + 3, =1, ot «, et f,
sont des nombres de A, et B, choisis convenablement. Les nombres §3;
satisfont donc aux congruences

(6) B.=1 (modA)), B;=o0 (modAj, i#]),
d’oti on tire facilement que
(7) .Z‘E)qﬁi—l—)\qB)—'—...—l-)\er (modA)

est une solution de (5). On montrera d’abord aussi, que la solu-
tion (7) de (5) est unique (mod A).

Ce théoréme nous permet de déduire une conséquence importante :
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Soient Py, Py, ..., P, un nombre d’idéaux premiers et soient
@20, @320, ..., a;20 des nombres entiers rationnels donnés.
Alors il existe un entier y du corps divisible exactement par les
puissances P (i =1, 2, ..., r) de ces idéaux premiers, c'est-
a-dire, pour tout 7, [y] est divisible par P# mais non par P{++,

Pour le montrer, soit P un idéal premier quelconque; alorsil existe
toujours un nombre premicr © par rapport a P, savoir un nombre 7
divisible par P, mais non par P2. En effet, au cas contraire tous les
nombres de P seraient contenus en P2, ce qui donnerait P2=P et P
serait, 'idéal unité.

Soient done =y, 73, ..., 7, des nombres premiers par rapport a Py,
Py, ..., P.; les nombres n®, %, ... sont alors divisibles exactement
par P&, P%, ... etil existe d’aprés le théoréme précédent un nombre y

tel que
y==z% (modPP*') (i=1,2,..., 7).

On voit sans difficulté que ce nombre a les propriétés désirées.

Nous déduirons enfin le théoréme déja énoncé au paragraphe 4
(Chap. Ill): Tout idéal A peut étre représenté comme le plus grand
diviseur commun de deux idéaux principauz

(8) A=« B]
Soit
A=Pa._ P

la décomposition de A en facteurs premiers; le nombre « en (8) peut
étre choisi arbitrairement dans A ; soit

la]=P}...PrQ,

ou b2a, (i=1,2,...,r) et Q n'est divisible par aucun des P,.
D’aprés le théoréme que nous venons de déduire il existc un nombre 5
de A divisible exactement par P{, ..., P# et qui n’est divisible par
aucun des facteurs premiers de Q; le plus grand diviseur commun

de[a] et [3] est donc A.

2. Les normes des idéaux. —— Soit A un idéal entier; si a={
(modA), nous dirons que les entiers « et 3 apparliennent a la méme
classe résiduaire (modA). Le nombre de ces classes est fini.
Ce résultat fut déja déduit dansla démonstration du théoréme fonda-
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mental (voir§ 5, Chap. IlI, fir); les mémes considérations montrent
qu’on aura pour un idéal principal [a], a rationnel, et un entier
arbitraire « une congruence de la forme

(9) A=W —+...+ B, (mod[a]),

ounolra—rietw,...,n,cstune base minimale, ce qui fait voir
que le nombre des classes (mod[a]) est au plus égal a a”. C'est en
effet le nombre exact des classes, parce que les @” nombres (g) sont
tous différents (mod[a]) d'une congruence

ro +.. .+ rpep=riw+...+rpw, (mod[a]),

I'on tire que le nombre

U 7
Loy 4.+ ———" o

est entier, quoique les coefficients ne sont pas tous entiers ce qui est
incompatible avec les propriétés d’'une base minimale.

Le nombre NA des classes (modA) s’appelle norme de l'idéal A.
On a donc N[a]=|a|", si a est un entier rationnel. Nous allons
montrer comment on peut en général déterminer la norme d’un idéal;
dans la suite nous traiterons aussi le probléme plus profond d’établir
un systéme résiduaire (modA), c'est-a-dire un systéme de NA
nombres

(10) 1y, B2y weey PNA

tel que chaque nombre du corps est congru & un seul des nombres
(modA).

Pour le corps rationnel ces problémes sont triviaux. Il y a m classes
résiduaires (modm) et yn systéme résiduaire complet est donné par
les nombres 0, 1, ..., m —1.

La norme d’'un idéal est d’aprés la définition un entier rationnel
positif. On a NA =1 seulement pour U'idéal unité. Si NA =1 tous
les entiers appartiennent a la méme classe (mod A), par exemple

w=o0 (modA)

pour chaque entier » du corps, et A contient tous les entiers.
Dans un systéme résiduaire complet (10) (modA), on aura

p.Zp, (modA) (pour 1))
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et NA nombres ayant cette propriété constituent un systéme résiduaire
complet. 1 est donc évident que les nombres

(11) pr+1I, p>+1, ..., pNA-+I

forment aussi un systéme résiduaire pour le méme idéal et chaque
nombre de (11) est congru a un seul nombre de (10) et réciproque-
ment. On aura alors

pr1+...+pva=(p1+1I)+...4+ (pNa—+1) (modA),

d’ou NA = o0 (modA). La norme d’un idéal appartient & Uidéal.
On en tire aussi: /Il n’y a qu'un nombre fini d’idéaux & norme
donnée. En effet si la norme N =— NA est donnée, N est contenu dans
les idéaux A possibles et nous avons montré au paragraphe 7
(Chap. II), qu’il n’ya qu’un nombre fini d’idéaux contenant un entier
rationnel donné.

Le théoréme fondamental sur les normes des idéaux est le suivant :
La norme d’un produit est le produit des normes des fac-
teurs N(AB) =NA.NB.

Pour le montrer, soient
%X, o, cesy  ONAS B], Bz, ceey 3Nn

deux systémes résiduaires pour A et pour B. On construit alors un
systéme résiduaire (mod AB) comme il suit : D’aprés le paragraphe 1
il existe un nombre p en B tel que le plus grand diviseur commun de
[e] et AB est B; j'affirme que les NA.NB nombres

(12) pa,+ B, (i=r1,2,...,NA, j=1,2,...,NB)

forment un systéme résiduaire complet (mod AB), ce qui rend évident
notre théoréme. Il faut donc montrer que les nombres (12) sont tous
différents (mod AB) et que chaque entier est congru & l'un de ces

nombres. Si
py—+ By = px,+ B (modAB),

on aura 3, ={; (modB) et par conséquent j,=j d'oa l'on tire
p(a,—a,)=o0 (modAB), ce qui donne o, =a, (modA) et i,=1i.
Pour montrer la seconde partie observons que w =, (modB) pour
un entier arbitraire »; posons © = (3;+ 2 ou A = o (modB). La con-
gruence zp =1 (modAB) a donc une solution p (voir§ 1), ce qui
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donne w=p;+ pp (modAB) et si 'on écrit enfin p=a,+4v¢
ou ¢ = o0 (modA) on voit que w est congru a 'un des nombres (12).
C. Q. F.D.

D’apreés ce théoréme, on peut déterminer Ja norme d’un idéal A si
Ion connait les normes des idéaux premiers divisant A, et si
A=P,...P; est la décomposition de A en idéaux premiers. on
aNA=NP,...NP..

Soit d’abord P un idéal premier, il y a dans P dcs entiers ration-
nels, par exemple la norme de P; le plus petit de ces nombres ration-
nels est nécessairement un nombre premier p, parce que si p = ab,
I’idéal P était aussi un diviseur de a ou de b. Il faut et il suffit pour
qu'un nombre rationnel a soit divisible par P, que a soit divisible
par p. Si a nest pas divisible par p on peut écrire a =gp—+r,
|r| <<p et r est aussi divisible par P contre la propriété minimale
de p.

Chaque idéal premier correspond donc, dans une maniére unique,
un nombre premier rationnel qu'il divise. Soit

(13) [p]=Py...PY

la décomposition d’'un nombre premier en facteurs premiers. On
appelle 'ordre de P, I'exposant e, de P, dans cette décomposition.
On obtient de (13) en prenant la norme des deux cotés

(14) pt= (NP, yei ... (NP )er,

ce qui montre que la norme d’un idéal P, est une puissance de p,
NP, = p/, ou f, est appelé le degré de P,. De (14) on déduit en com-
parant les exposants de p

n=efi+...+enf,

ce qui donne une connexion importante entre les ordres ct les degrés
des idéaux premiers divisant un nombre premier donné. La détermi-
nation effective des nombres ¢, et f, est identique au probléme de la
détermination de la décomposition des nombres premiers en idéaux
premiers.

3. Propriétés des normes. — Nous avons déja observé 'existence
A’une base minimale pour un idéal quelconque A (§ 3, Chap. IIT); on

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 64. 4
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peut exécuter la construction d’une telle base dans la maniére sui-
vante : soit @, ..., w, une base minimale du corps. Pour chaque r,
1Sr<nil existe nombres de A représentables sous la forme

(15) U= Ar1 W1 +...+ & rw,,

avec des coefficients entiers el a@,,>>o0, un tel nombre est par
exemple NA.w,.. Nous choisissons a présent a,, minimal pour
chaque r et nous allons montrer que les nombres correspondants
o4y ..., o, forment une base de A. Les @, sont tous contenus en A
d’aprés définition, et le discriminant est

(16) Aar, are vovs 2p) = (@11 Qo> ... ap )2 A(wy, ..., wp).

Il reste donc & montrer que tous les nombres de A sont exprimables
q P
par les @, avec des coefficients entiers. Soit

& = b](l)[-*—...'f‘bn(l)n

un nombre arbitraire de A ; on déduit immédiatement de la propriété
minimale de a,, que b, est divisible par a,, (voir § B, Chap. II),
alors b, = k,a,, et par conséquent

Ot—knfln= bll Wy —+...+ b',,_’ Wp g

[ S RT ' ’
Ici b,,_, est divisible par a,_,,_,, b,_, = k,_,a,_,,_, etl’on trouve de
proche en proche la représentation cherchée.

D’une base de A de la forme (15) on déduit aussitét la norme
de A; on a en effet

(17) NA = a),1Qs,s ... Qp;n.

La démonstration s’accomplit en montrant que les nombres

(18) CLw1— CWa—+. ..+ CpW, (o<erfap,r—1)

forment un systéme résiduaire complet (modA ). Il est nécessaire de
montrer que les nombres (18) sont tous différents (modA) et que

chaque entier est congru a I'un de ces nombres. Si deux nombres
(18) sont égaux (mod A), on aura

(e1—c)wi+...+(en—c))w,=0 (modA),

et il s’ensuit comme auparavant que ¢, — ¢}, est divisible par a,, ,, c’est
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a-dire ¢, = ¢,; dans la méme maniére on établit 'identité de tous les
coeflicients ¢, et ¢,. Pour montrer la seconde partie, soit

w = d](—\)]—l—.. = d,,m"

un entier arbitraire du corps; on voit sans difficulté qu’en soustrayant
des multiples convenables des o, (15) de  on peut faire les coefficients
du nombre résultant plus petits que a,,. (r=1,2, ..., r) el » est
donc congru a un nombre (18).

De (18) et (16) on conclut

(19) A(ay, ooy 2,) = NA2A(wy, ..., wy,),

el en observant que toutes les bases d’un idéal ont le méme discrimi-
nant, on en tire le théoréme : Le discriminant d’un idéal A est égal
@ NA.d, o d est le discriminant du corps. On peut aussi exprimer
ce résultat dans une maniére un pen différente. Soit @, .. .. a, une
base arbitraire de ’idéal et soit

(20) L= MO AT Uy, Oy (i=1,2 ....n)

la représentation des «, par une base minimale du corps. Alors on a
(voir § 4, Chap. II) : Le déterminant |a,,| du systéme (20) est
égala &= NA.

L’identité¢ (19), valide pour une base arbitraire de l'idéal, nous
permet de déduire encore une propriété importante des normes. Nous
avons considéré jusqu’ici deux notions différentes des normes : La
norme d’un nombre du corps (§ 4, Chap. 11) et la norme d’un idéal.
Nous sommes a présent en position de montrer que pour des idéaux
principaux les deux notions sont identiques : pour un idéal prin-
cipal [a], on a

(21) Nla]=[N(a)].

[1 faut observer que la valeur absolue est nécessaire, la norme d’un
idéal étant toujours posilive, ce quin’est pas en général vrai pour la
norme d’un nombre. Les nombres de [a] sont tons de la forme aw et

AWy, ... AW,

est donc une base de I'idéal. Le discriminant de cette base est N(a)*d
et la comparaison avec (19) nous donne (21).
Les considérations suivantes rendront aussi plus clair la relation
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entre les deux types de normes. Jusqu’a présent nous avons considéré
un corps K(J) ayant les corps conjugués K(Z™), ..., K(I™),
nous allons introduire pour le moment aussi le corps de Galois
K=K(3", ..., I®) contenant toutes les fonctions rationnelles
des I avec des coefficients rationnels. A chaque idéal

A=Tay ..., a]

de K se composant des nombres a;A;+. ..+ a ), (A, entiers de K)
il correspond uniquement un idéal A= [, ...y o] de K contenant
les nombres o, A, 4. . .4 a,A, (7\ entiers de K) Le corps | K contient
aussi tous les 1deaux conjugués A, =[a, ...,a] de A. On peut
alors montrer

(‘22) leo..._A"=[NA].

Dans la démonstration suivante j'évite 'application des formes
indéterminées ordinairement introduites pour la déduction de ce théo-
réme. 1l est d’abord évident que 1'idéal A est indépendant dela repré-
sentation choisie pour I'idéal A. Nous trouvons une représentation
commode de A par le lemme suivant : On peut toujours représenter
un idéal A dans la formeA =|a, B] tel que NA =[N(2), N(B)]
Soit & un nombre arbitraire de A et

A=P%.. P&  [a]=Ph...PrQf...Q%

la décomposition en facteurs premiers de ces idéaux. D’aprés le para-
graphe 1, on peut déterminer 3 en A tel que

[B]=P§{...P™R%...R{,

ou les idéaux premiers R, ne divisent aucun des nombres premiers
rationnels divisibles par les P, ou les Q,. Les normes des R, sont donc
premiéres aux normes des P, et Q,d’ou I'on tire I'exactitude de notre
lemme.

Le nombre o étant arbitraire dans cette représentation, choisis-
sons a = NA, ce qui donne A =[NA, @] et

A... n—[NA" - N(B)L,

ou tous les termes sauf le dernier contiennent un facteur NA' Le pro-
duit est donc divisible par NA et puisque NA =[NA?, N(8)] le pro-

duit contient le nombre NA, ce qui complétera la démonstration
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de (22). Pour des démonstrations différentes voir par exemple
Bauer.

Je fais mention finalement du fait que la notion de la norme peut
aussi étre généralisée aux idéaux fractionnaires. On définit

A NA
et il n’est pas trés difficile 3 montrer que la plupart des propriétés des

normes se transférent aux idéaux fractionnaires, particuliérement les
propriétés exprimées par les équations (19), (21) et (22).

4. Les classes résiduaires premiéres. — Soit & un entier arbitraire,
s'il existe un facteur idéal commun D de a et I'idéal A, tous les
nombres congrus a o (modA) sont aussi divisibles par D, et si o est
premier & A, tous les nombres congrus & « (modA) sont premiers
a A. Une classe résiduaire (mod A) qui ne contient que des nombres
premiers a A, s’appelle classe premiére (modA). On voit facilement,
comme dans le cas rationnel, que les classes premiéres (modA)
forment un groupe par rapport & multiplication. Soit ¢(A) << NA le
nombre des classes premiéres; ¢(A) est donc une généralisation de
la fonction ¢ d’Euler dans la théorie ordinaire des nombres. Entre les
propriétés communes des deux fonctions nous indiquons premiére-
ment : S¢ A et B sont des idéaux premiers entre eux, on a
¢(AB) =9(A).¢(B).

Soient

ap, ey XANA, 31, ey pNA

des systémes résiduaires complets pour A et B; d’aprés le paragraphe 1
on peut déterminer les entiers A et . tel que

A=1(modA), A=o0 (modB); p=o (modA), =1 (modB).
Les NA.NB =N (AB) nombres
(23) o, —+ 1B, (i=1,2,...,NA,j=1,2, ..., NB)

forment alors un systéme résiduaire complet (mod AB), parce qu’on
montre facilement qu’ils sont tous différents pour ce module. Cette
construction est parfaitement générale et s’applique ala détermination
d’un systéme résiduaire pour un produit quelconque si les facteurs
sont premiers entre eux. Si 'on prend dans (23) seulement des a,
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premiers & A et des B; premiers a B, on obtient 9 (A) ¢(B) hombres
premiers & A et a B, c’est-a-dire premiers a AB. Une valeur de «; (ou
de ;) qui n’est premiére a A (respectivement B) donne toujours un
nombre (23) avec un facteur commun avec A (respectivement B).

On peat déterminer ¢(A) si I'on connail ¢(P2) pour toutes les
puissances des idéaux premiers P divisant A. Dans un sysiéme rési-
duaire (mod P#) tous les nombres sont premiers a P®, sauf les nombres
divisibles par P. 1l faut donc déterminer les nombres dilférents
(modP#) divisibles par P. Soit = un nombre premier par rapport a P
(voir § 1), c’est-a-dire un nombre divisible par P, mais non par P".
Les nombres ar ou a prennent les N(P—) valeurs d’un systéme de
résidus (mod P#—') sont alors tous différents (mod P#) et tous divi-
sibles par P, etil s’ensuit facilement d’aprés le paragraphe 1 que tout
nombre divisible par I est congru a un nombre de cette forme

(modP2). On a donc

9(Pa) = NPa_— Npa—i — N(P“)(l—— N%) ,

.

et pour un idéal général A avec la décomposition
A=Pau. Po

en facteurs premiers on obtient

(24) ?(A):NA<I—NIP—1>”'(I—N_:T,->'
Comme pour la fonction ¢ ordinaire on a
Y o(D)=Na,

D

ou la somme s’étend sur tous les diviseurs idéaux de A.
Le théoréme de Fermat généralisé ala forme suivante pour des
idéaux : Chaque nombre y premier & A satisfait la congruence

(25) v®4) =1 (modA).

Ce théoréme est une conséquence directe du fait que les classes rési-
duaires premiéres & A forment un groupe abélien d’ordre ¢ (A) par
rapport & multiplication. On peut aussi le montrer comme il suit :
Soit yy, ..., You un systéme résiduaire pour les classes premiéres
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a A. Alors tous les produits y,y sont aussi premiers a A, d’qli

SERVICE DE

(26) 1.y =17, (modA). .“M“EmleUE

méme que la totalité des y,. Nous multiplions les congruences
pouri=1, 2, ..., 9(A) et obtenons

Y1 .o Yo YPA =1y1... (g (modA),

et puisque le produit des v, est premier & A on en tire la congruence

(25).

B. Systdmes résiduaires pour des idéaux premiers. — Soit P un
idéal premier donné et NP == p/, ou f est le degré de P. Les classes
résiduaires (mod P) forment un corps abstrait (). En effet, soit

(27) 0, 91, .. 0pf1

un systéme résiduaire; les nombres p, &= p, et p,p, sont congrus a I'un
des nombres (27) (mod P)et si p, =0 (mod P) on peut toujours
trouver un p tel que p,o=p,(mod P). Il est aussi évident que cette
propriété est caractéristique pour les idéaux premiers.

Toute la théorie des congruences supérieures pour un nombre
premier peut étre transférée aux modules premiers P dans un corps
algébrique. On considére tous les polynomes

f(x) =+ a4 42,

avec coefficients entiers dans K (J). On montre sans difficulté que la
décomposition de f(z) en facteurs irréductibles (mod P) est unique.
Si f(p)=o(mod P), ou p est un nombre de K(3), on dit que la
congruence f(z) = o (mod'P) a la racine p et il existe une décompo-
sition f(z)= (x —p)fi () (mod P). Une congruence de degré n a
au plus n racines (mod P).

D’aprés (24) et (25) chaque entier y non divisible par P satisfait la
congruence

P -= (modP),

(') Un corps abstrait est un systéme d’éléments clos par rapport aux quatre opé-
rations fondamentales satisfaisant les axiomes ordinaires pour l'addition, soustrac-
tion, multiplication et division.
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d’ou : tout entier du corps satisfait la congruence
(23) ! —x =0 (mod P).
Cette congruence a donc autant de racines différentes que son degré
p/ =NP etl'on a par conséquence
(29) o —r=x(x—p)...(x —pp—y) (modP),
ot les p; sont les nombres du systéme (27).
A Pautre coté, il est bien connu (') que
(30) 2P —z=1g(z) (modp),
oi le produit s'étend sur tous les polynomes ¢ (z) irréductibles
(mod p) a coefficients rationnels, pour lesquels le degré f' est un

diviseur de f. Une comparaison des deux identités (29) et (30) nous
donne :

Soit ¢ (z) un polynome rationnel irréductible (mod p). Si le
degré f' de ¢ (x) est un diviseur du degré f de U'idéal premier P,
la congruence 9 (z)= o (mod P)aura f racines distinctes.

Le polynome ¢ (z) se décompose donc en facteurs linéaires
(mod P); une généralisation de ce théoréme cstle suivant : Un poly-
nome rationnel Y (z) irréductible (mod p) est le produit de d fac-

teurs irréductibles (mod P) chacun de degré{—;, oud=(f,f) est
lep. g.d.c.dudegréf de{(x)etfdeP.
Soit maintenant
3r1) o(z)=2+ayxf ...+ ay
un polynome irréductible (mod p) et soit a une racine de la con-

gruence ¢ () = o (mod P). D’aprés la théoric élémentaire des con-
gruences (mod p ), on a

s(z)p=aPf +a,zPSV+. . +as=09(zP) (modp)

et parce que P est un diviseur de p on obtientaussi ¢ («?)=o0 (mod P).

(1) Pour les résultats de la théorie des congruences supérieures appliquées dans
la suite, 1l faut renvoyer a L. A. Serret, Cours d’Algébre supérieure.
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Toutes les puissances

(32) o, aP arf ™

]

sont donc des racines de notre congruence; nous allons montrer quey
les nombres (32) sont tous différents{mod P). D'une congruence

2P*= 2" (mod P), b>a,

l'on tire en observant que « satisfait la congruence (28)

ar® b= gpf = 4 (modP),

et Pon conclut comme auparavant que « est aussi une racine d’une
congruence irréductible {(z)= o(mod P) ou le degré de ¢ (z)
est un diviseur de f— (b —a). Parce que ¢ (z) est premier a

¢ (z)(mod p), on peut déterminer les polynomes A (x) et B(z) a
coefficients rationnels tels que

A(z)e(2)+B(2)4(z)=1  (modp),

et pour z =0 on en tire o =1 (mod P), ce qui est impossible, P
n’étant pas l'idéal unité. Nous avons donc démontré : Soit a une

racine de la congruence irréductible ¢ (z) = o (mod P) de degré f.
Alors on a

(33) (z)=(z—a)(z—al)...(x—ap'™") (mod P).

Les nombres (32) sont appelés parfoisles conjugués de o (mod P).

C’est a présent possible de donner une représentation trés simple
d’un systéme résiduaire (27)(mod P). Nous montrerons : Si « es¢
une racine d’une congruence irréductible (31) de degré f, les
nombres

(34) C(a)=co+cra—+...+cpaf—1

(e;=0,1, ..., p—I,i=0,1, ..., f—1).

Sforment un systéme résiduaire (mod P).

Il suffit de montrer que les p/ nombres (34) sont tous différents
(mod P); cependant, si G(a) et G, () sont congrus (mod P) on
aura D (a) =C(2)—GC, (2) =o0(mod P), sans que les coefficients
de D (z) soient tous divisibles par p. D (z) est donc premier au poly-
nome irréductible ¢ () (mod P) et 'on trouvera comme plus haut
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des polynomes A (z) et B(x) tels que
A(2)D(z)+B(z)p(z)=1 (modp),

d’ou résulte pour z = « la congruence impossible o =1 (mod P).
Si en général A () et A, (a) sont des polynomes en a. mais de
degrés arbitraires, on montrera facilement qu’on a

(35) A(z)=A(2) (modP)

seulement si la différence A (z)— A, (z) est divisible par ¢ (z)
(mod p), c’est-a-dire dans la notation de Dedekind

(36) A(z)=A(x) [modp, ¢(=)],

et réciproquement (35) est une conséquence de (36).11 y a donc une
correspondance univoque entre les classes des résidus (mod P) et les
résidus réduits des polynomes a coefficients rationnels pourle module
double [mod p, @ (z)], tel que si p—>R (), p, >R, (z) on aura
pEp—>R(z)x=R,(z) et ppy—~R(£L)R, (). Le corps abstrait
Sformé par les classes résiduaires (mod P), oit P est un idéal pre-
mier dedegré f est isomorphe au corpsde pf éléments formés par
les résidus réduits des polynomes rationnels [mod p, ¢(z)], ot
@ (r) est un polynome irréductible de degré f. Ce dernier type de
corps est appelé aussi parfois un corps des imaginaires de Galois,
défini par Galois par une racine « imaginaire » j d’'une congruence
«insoluble » dans le corps rationnel ¢ () = o (mod p).

On doit @ M. Moore le théoréme, que chaque corps abstrait
d’un nombre fini d’éléments est isomorphe a un corps résiduaire
[mod p, ¢ (x)] et puisqu’on peut toujours trouver des corps et des
idéaux premicers P d’un degré f quelconque, on en tire : Tout corps
abstrait d’un nombre fini d’éléments est isomorphe a un corps de
classes résiduaires pour un idéal premier.

Le nombre de représentations (34 ) des résidus (mod P) est évidem-
ment fN, oi Nf est le nombre de polynomes irréductibles (mod p)
de degré f; de la théorie des congruences supérieures on sait que

s r
1 L« =
= — S — N Wy—...
(37) Ny f<p zpp +.2‘?opp, >,
4 iZ]

ol py, pa, . ... sontles nombres premiers différents divisant f.

Il y a aussi d’autres représentations utiles d’un systéme résiduaire
(mod P). Nous avons vu que chaque entier « £ o (mod P) satisfait a
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la congruence
(38) aP!—1=1 (modP).

Par les mémes procédés qu’on applique dans la théorie ordinaire
des nombres, on montre 'existence d’une solution primitive o de la
congruence (38), c’est-a-dire une solution & qui ne satisfait aucune

congruence
al=1 (modP),

ou I << pf — 1. Il s’ensuit que les puissances

(39) 1, @ o, ..., a?’—

sont toutes différentes (mod P) et les pf — 1 nombres (3g) forment
un systéme résiduaire (mod P) pour tous les nombres non divisibles
par P. On peut aussi I'exprimer ainsi : Le groupe multiplicatif des
classes des résidus (mod P) non divisible par P est cyclique
d'ordre p/ — 1.1l 'y a ¢ (pf — 1) nombres primitifs (mod P), ot ¢ est
la fonction d’Euler.

On peut aussi demander s'il existe des nombres « tels que les con-
jugués (32) de a(mod P) forment une base du systéme résiduaire,
c'est-a-dire, chaque nombre est congru (mod P) al’'un des nombres

cna-{-clall—i—...—l—c.f_;zpf—' (C,:O, 1, ...,_p—l).

Eisenstein (1850) a déja proposé un probléme équivalent et Scho-
nemann en donna une solution dans un cas spécial. Dans le cas géné-
ral, Hensel [2] a montré I'existence de tels nombres; on en trouvera
une démonstration plus simple chez Ore[3].

6. Systémes résiduaires (mod P2). — Sil'on connait un systéme
résiduaire (mod P) et un nombre premier © par rapport & P, on peut
facilement déterminer un systéme résiduaire pour loutes les puis-
sances de P. Supposons que le systéme résiduaire (mod P) est donné
sous la forme (34); on a donc pour un entier arbitraire

w = Gy(a) (modP),
ou bien w = Gy (&) 4+ Ay, o A, =0 (mod P). Il existe par suite une

solution v, de la congruence A, =mny, (mod P?) et si v, =C, (a)
(mod P), on en tire

w=0Cy(2)+C(a)xr (modP2).
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De cette congruence on conclut
w— Go(a) — Ci(a)m = Ay,

ol X, =o(mod P?) et y, se détermine par A, = y.*(mod P?) etc.
Chaque nombre w peut étre représenté dans la forme

(39) w=Cy(a)+ Ci(a)m +...+ Cgr(2)ma—1 (modP=).

Il y a p2f = NP2 nombres différents (39) (mod P¢) et ils constituent
donc un systéme résiduaire (mod P2).

Le nombre « est une racine de la congruence ¢ (z)=o (mod P);
nous allons montrer qu’on peut toujours choisir « tel que = = ¢ ().
En effet, si g(a)=o0 (mod P?), on posera a' = a + m; parce que
o' = a (mod P) les nombres (34 ) avec «' remplagant « forment encore
un systéme résiduaire (mod P), et

n( )

(40) (%)= 3(2) +me'(2) + — RUREEY Y8

?()

donc de (40) d’aprés notre supposmon sur ¢ (a)

On sait que les coefficients de sont tous entiers et I’on obtient

2(2')==ny'(2) (mod P2);

ici le nombre ¢’ («) n'est pas divisible par P, ce qu’on déduit comme
plus haut du fait que ¢ () et ¢’ (z) sont premiers entre eux (mod p);
@ (a') est par conséquence un nombre premier par rapport a P.

On obtient une représentation canonique importante de I'idéal pre-
mier P en faisant un choix encore plus spécial du nombre a. Le
nombre premier p divisible par P est en général aussi divisible par
des idéaux premiers différents P,, Py, .... Nous avons choisi « tel
que ¢ (a) est divisible par P, maisn on par P?; d’aprésle paragraphe 1,
il est toujours possible de determiner un entier «” tel que

2’=2 (modP’), o'=o0 (modP,) (i=2,3,...)

"Le nombre ¢ (a”) est aussi divisible par P, mais non par P2; pour
les idéaux P, on aura ¢ («")=¢ (0) (mod P,) et le nombre rationnel
¢ (0) n’est pas divisible par p, parce qu’on en déduit que la fonction
irréductible ¢ () sera divisible par x(mod p). Dans le cas excep-
tionnel ¢ (z) = x on peut mettre

a"=2 (modP), =1 (modP,) (i=2,3, ...).
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Le résultat de ces considérations est donc : Soit P un idéal pre-
mier, NP =p/ et soit ¢ (x) un polynome irréductible (mod p) de
degré f. Alors on peut déterminer un entier a tel que

(41) P=[p, o(0)].

Revenons cependant au systéme résiduaire (39) (mod P#), et sup-
posons que 'ordre de l'idéal premier P est e, c’est-a-dire p est divi-
sible exactement par P¢. Sil'on considére des congruences (mod P#)
ou a2 e il est souvent commode d’appliquer une forme quelque peu
différente du systéme résiduaire (39). On a évidemment pour un
entier arbitraire

w=C(2) + CO(a)z +...~+ C2, (a)me=T1+ Ay,

oi Ay =o(mod P¢). Il existe par conséquent une solution y, de la
congruence A, = pv, (mod P%) et dans la méme maniére on aura

yi=Cy"'(2) +C " ()7 +...+ Gl (@) me—1 4 X,

ot Ay =o(mod P¢) et A, =py,(mod P¢), etc. En continuant, on
obtient

(42) w=Dy(2)+Di(2)xn +...4+ Doy (a)rme=-1 (mod P2),’

ou D, («) sont des polynomes en « a coefficients rationnels entiers et
de degré < f.
Supposons a présent m = ¢ («); de (42) il s’ensuit

(43) w=D(a) (modP4),

ou D(z) est un polynome a coefficients entiers et rationnels. Tous
les nombres de la forme D («) forment évidemment un anneau
(voir § 1, Chap. IT) que je dénoterai par A (). Tout entier du corps
est donc congru a un nombre de A («) (mod P¢), ou 'exposant a est
arbitraire; j’appellerai A («) un anneau représentatif par rapport
apbp.

Il est facile de trouver la condition nécessaire et suffisante pour
qu’un anneau A («) soit représentatif par rapport a P. Soit en effet
¢(e) un nombre de A () de degré minimal tel que ¢ () est divisible
par P. Le polynome ¢ () =£ o (mod p) sera alors irréductible (mod p),
parce qu’une congruence ¢ () =, (x) }, () (mod p) montrera que
¥y (@) ou Py () est divisible par P. Soit maintenant D («) un nombre
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arbitraire de A («); nous divisons D () par ¢ («)
D(2)=Q(a)(a)+ r(2)  (modp),
d’ou D ()= r(a)(modP) ou r(a) est 'un des nombres

r(a) =co+cra—+...+cfyafi—!, (e,=o0,1, ..., p—1),

J1 indiquant le degré de ¢ (z). On peut montrer comme plus haut
que les pf* nombres r(a) sont différents (mod P) et parce que A («)
doit contenir tous les résidus (mod P)on en conclut f, = f. Il faut
encore assurer, que A (a) contient un nombre premier w pr rapport
a P. Si l'ordre de P est e =1, le nombre premier p est déja divi-
sible exactement par P. Sie >> 1 il faut que T =¢ (). Soit en effet
D (@) un nombre divisible par P; on trouve que

D(2)=Q(x)9(2) (modp)

et si ¢ (a)=o0(mod P?) tous les nombres de A () divisibles par P
seront aussi divisibles par P? et A () ne contient aucun nombre 7.
L’anneau A (a) est urn anneau représentatif par rapport & P
seulement si a est une racine d'une congrucnce irréductible
¢(z)=o0(mod P) de degré f et ¢(a) == o(mod P2)si l'ordre de P
este>1.

Le traitement des congruences (mod P¢) se simplific con-idérable-
ment lorsqu’on connait un anneiu représentatif A (). Observons
d’abord, qu’il n’est pas nécessaire de considérer en A («) des nombres
D (a) de degré en a excédant ef — 1; il s’ensuit en effet de (42)
pour ®=¢ (), qu’'un nombre arbitraire » est congru a un nombre
D (a) de degré plus petit que ef; dans la suite nous supposons que
les nombres D («) considérés soient tous de cette forme.

Soit w =D («)(mod P4) et cherchons la condition pour que w
soit divisible par P¢, b5<a. Soit premiérement b <Ce; alors
D(z) 3z o (mod p) parce que si tous les coeflicients de D (z) sont
divisibles par p, » contiendra au moins la puissance P¢ de P. Si
D(z)=19¢(z)® Q(z)(mod p) o Q (x) n’est pas divisible par
¢(x) (mod p), il faut évidemment que 3 = b et cette condition est
aussi suffisante.

Supposons ensuite b2>e; il est clair que D () sera divisible par
une puissance de p el 'on vérifie facilement le résultat : un nombre
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D («) est divisible exactement par P4 seulement si D (#) a la forme
D(z)=p79(2)"Q(z) (modps+),

ou Q(z) n'est pas divisible par ¢(z) (mod p) et b=eq+r,
o< r < e. Ces remarques s’appliquent aussi aux congruences

B(a)=C(x) (modP?),

et 'on peut décider quand une congruence de cette forme aura lieu.
Si 'on connait un anneau représentatif par rapport a P, I’étude des
congruences pour des puissances de P est donc réduite a I'étude des
congruences supéricures ordinaires (mod p). Dans le probléme de la
détermination de la décomposition d’un nombre premicr p en
facteurs idéaux premiers, on ne demande donc seulement de
connaitre les ordres ct les degrés des idéaux premiers, mais aussi
la connaissance d’'un nombre « tel que A(a) soit représentatif,
ou plus spécial encore, un nombre a pour chaque idéal premier P
tel que P = p, ¢(@)]. On peut aussi caractériser les anneaux repré-
sentatifs dans une maniére plus algébrique. D’aprés le critére déduit
pour un tel anneau on sait que le nombre ¢(a )¢ est divisible exacte-
ment par P¢, si e >>1, et dans le cas ¢ =1 il peut méme contenir une
puissance supérieure de P. Il existe donc en tout cas une solution y

de la congruence
9(a)=—py  (modPa),

ou y =% o (mod P) si e > 1; pour y on aura comme plus haut
v =M(2) (mod Pa)

et il résulte : Si le nombre a définit un anncau représentatif par
rapport & P, il satisfait une congruence rationnelle de degré ef

(44) F(z)=9(z)+pM(z)=o0 (mod P2), o

o ¢(x) est une fonction irréductible (mod p) de degré f, et le
degré de M(z) est < ef et M(x) £ 0 [mod p, ¢(z)] sie>1.

Le polynome M () dépend naturellement de ’exposant a. Bécipro-
quement il s’ensuit facilement, qu'une racine d’une congruence (44),
a > e, donnera toujonrs un anneau représentatif.

Pour e =1 le polynome F(z) est évidemment irréductible (mod p).
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Ilest d’intérét de noter que si e > 1, F(x) sera irréductible (mod p?)
et par conséquence pour chaque puissance supérieure de p {(théo-
réme de Scheenemann). La démonstration en est simple; suppo-
sons F(z)=G(z)H(z) (mod p?). La factorisation (mod p) est
unique, et les facteurs G(z) et H(z) sont donc de la forme

G(z)=¢(z)+pL(z), H(x)=9(z)+pN(z), b+c=e.
Nous formons leur produit et la comparaison avec (44) nous donne
L(z)¢(z)+ N(z)9(z)=M(2z) (modp),

d’od M(z) = o [mod p, ¢(z)] contre la supposition.
Observons enfin que chaque nombre du corps doit satisfaire 4 une

congruence rationnelle de degré ef (mod P?); en effet, soit y un
entier arbitraire et

Y=o+ Qoo +...+ ao,ej_;oz‘f—‘ (modP“)

la représentation dans l'anneau représentatif. On oblient dans la
méme maniére

Y= Qr0+ Q10 .o+ @y epgatS—t

................................... (mod Pa),
VA= Qo g0+ Gopmi g% ..o Qe pet e f1 26S—1
d’oi comme dans le paragraphe 3 (Chap. II),
Qy0— Qy,1 e Qo,ef—1
ao  @Ga—Y ... A1ep1 =o0 (modP#),
Qef—1,00 sovones oo Qefgef—1— Y
ce qui est la congruence cherchée.
7. Racines primitives. — Nous avons jusqu’a présent considéré

les systémes résiduaires complets et le groupe additif correspondant;
revenons d’alford aux classes premiéres au module A étudiées dans le
paragraphe 4. Nous avons déja vu qu'ils forment un groupe abé-
lien G, d’ordre ¢(A) par rapport a multiplication; ¢’est alors un pro-
bléme important de trouver sous quelle condition G, sera cyclique,
c’est-a-dire quand il existe une racine primitive p (mod A) telle que
les puissances p‘[{=o0, 1, ..., 9(A) —1] représentent toutes les
classes premiéres (mod A). Ce probléme est évidemment un cas
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spécial du probléme plus général de la détermination des invariants
du groupe G,.

On voit facilement, comme pour le probléme correspondant dans la
théorie ordinaire des nombres, que si

(45) A =Pa. Pr

est la décomposition de A en facteurs premiers, le groupe G, sera le
produit direct des groupes Gyg.

(46) Ga= Gpa, ... Gig,-

Tous les nombres premiers a A satisfont la congruence

pPA =1 (modA),

et les racines primitives sont caractérisées par la propriété qu’ils ne
satisfont 4 aucune congruence p'=1 (mod A) ou o < ! <<q(A).
Il suffit, d’apreés (46), d’étudier les groupes Gp. d’ordre

?(Pa) = NPa—1 (NP —1) = p/ie=0)(p/ —1).

S’il existe une racine primitive p(modP?), ce nombre sera aussi
une racine primitive pour chaque puissance inférieure de P. Du
paragraphe 5 on tire : 1° Il existe toujours des racines primitives
(mod P).

Dans la théorie ordinaire des nombres il y a des racines primitives
pour chaque puissance d’un nombre premier; il n’en est pas ainsi
pour les puissances de tous les idéaux premiers.

Soit p une racine primitive (mod P), par conséquent

pP'~t=1 (modP), P '=1+)%, A=o (modP).

Nousallons examiner quand p peut étre une racine primitive (mod P?),
c’est-a-dire quand p'=1 (mod P?) seulement pour {2 p/(pf—1).
Tl faut évidemment que A 3£ o (mod P?), et 'on peut toujours trouver
un p tel que cette condition soit satisfaite; il suffit, si A = o (mod P?),
de remplacer p par p—+m ou m est un nombre premier par rapport
a P. On aura alors

(47) P"“""”=(r+x>‘=‘+<l?c)1+(k

-2' >)\“"+...+ ;;'(,

et par conséquent
pPP—i=1  (modP2).

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 64. 5
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On en conclut : 2° Il existe des racines primitives (mod P?) seu-
lement si f =1, c’est-a-dire NP = p.

Si P est un idéal du premier degré divisant p 3£ 2, et si 'ordre
de P est e >1, il n’existe pas des racines primitives pour des puis-
sances supérieures de P. De (47) on obtient en effet pour f=1
et k =p :

pPP—'=1  (modP3).

Nous montrerons enfin par induction : 3° SiNP=pZ2ete=1il
existe des racines primitives pour chaque puissance de P. Soit p
une racine primitive (mod P#)

pPrP—=1  (modP7),  pP""UP—N) =14 hg,

et supposons A, 3% o (mod Pa+!). Par une expansion analogue a (47),

on obtient
pkp—tp— =14 kX, (modPa+1),

ce qui donne k= p pour I’exposant minimal; pour k=p on tire
aussi facilement

PP"(F—”E 1 +p)\a =I, )\u+1 ;é v} (mOdPa-.-z ),

ce qui compléte 'induction.

Dans le cas p =12 on trouve : 4° Il y a des racines primitives
(mod P%), NP = 2, seulement si U'ordre de P est ¢e>1. Pour un
module P?, @ >3, p = 2 il n’y a pas de racines primitives.

Les cas 1° 4 4° complétent la détermination des racines primitives
pour les puissances d’un idéal premier, et 'on en déduit sans diffi-
cultés tous les idéaux (45) ayant telles racines. 1l faut et il suffit,
d’aprés un théoréme sur les groupes abéliens, que les ordres des
groupes Gp. en (46) soient tous premiers entre eux, et qu'’il existe
des racines primilives pour chaque P2, 1l s’ensuit de ce critére que A
ne peut pas contenir qu'un seul idéal P ne divisant pas 2, parce
que ¢(Pe)=pfla=i(pf—1), p>2 est toujours pair. ¢(P%) est
impair seulement pour @ =1, p =2, d'ou I'on tire les cas possibles.
Les résultats précédents sont dus 8 Wiman, mais les mémes résultats
ont été retrouvés par un grand nombre d’auteurs (Westlund,
Ranum, Metrod, Strauch, etc.).

G. Wolf étudia le premier les invariants d’un groupe Gp. et ses
résultats furent complétés par Takenouchi. Si p est une racine pri-
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mitive (mod P) on aura, pour chaque nombre y premier a P,
v=ph (mod P2),

o A=1 (modP). Les % forment aussi un groupe multiplicatif
¢t Gpa sera donc le produit direct d’un groupe cyclique d’ordre p/— 1
et un groupe abélien G* d’ordre p“~""/. Les invariants de G’ sont

e

des puissances de p et ponr a > e + [P—:—l-] leur nombre est ef 41

ou ef selon qu'’il existe une solution ou non de la congruence

LP=V - p=o0 (mod Pe+1)

dans le corps. Pour des valeurs plus petites de a, le nombre des
invariants dépend de a.

Il faut mentionner ici les belles recherches de Hensel [3]{7] sur
la détermination d’une base multiplicative de Gy, et la représenta-
tion correspondante des nombres (modP%) comme un produit des
puissances de certains nombres fondamentaux. De celte représenta-
tion s’ensuivent simplement les résultats indiqués sur les invariants.

CHAPITRE V.

LES UNITES.

Dans le paragraphe 1 (Chap. 111) nous avons déja déduit quel-
ques-unes des propriétés des unités d’un corps K(J); dans la suite,
je donnerai la démonstration du théoréme fondamentalde Dirichlet
sur les unités.

Une unité ¢ est définje par N(e) ===1; le produit et le quotient
de deux unités sont donc aussi des unités. Soient

(1) S1y, €3y ..., €
des unités du corps; alors tous les nombres
e

€= pegy

sont aussi des unités, les exposants a, étant entiers rationnels et p une

5.
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racine d’unité quelconque du corps. Les ¢ unités (1) sont dites indé-
pendantes sil n’existe aucune relation

(2) =1

avec des exposants entiers. Dans ce cas, il n’existe méme pas de
relations

(3) €. sft=0p

avec des exposants c, rationnels, parce qu'une puissance de (3)
donnera (2).

Soient maintenant K@ (i=1, 2, ..., n) les n corps conjugués du
corps donné et supposons que l'énumération soit choisie telle
que K, ..., K soient les corps réels et Kirto, o) K™ les
corps complexes. Il y a done r, corps réels et 2ry=n —r, corps
complexes correspondant aux n racines de l'équation caractéris-
tigue du corps K. Supposons enfin que I'énumération des corps
complexes est telle que si

K+t = K (Sr+0) = K(2 + £B) (t=1,2, ..., ),
alors
K(rtre+t) — K(s("l"'"i"'l)) = K(fl —_— i@)
et posons
(4) r=ri+nrg—I..

Le théoréme de Dirichlet s’énonce ainsi :

1l existe dans Kr unités fondamentales indépendantese,, . . ., ¢,
tel que toutes les unités peuvent étre représentées dans une.
maniére unique sous la forme

a

= p&y

1 ar
CoL R,

. : ' .
ot les exposants a, sont rationnels et entiers et p est l'une des
racines d’unité du corps.

La démonstration se compose de deux partics. J'éviterai dans la
suite la méthode ordinaire introduisant les logarithmes des valeurs
absolues des unités; la premiére partie de la démonstration est fondée
sur la généralisation suivante du théoréme de Kronecker sur les
racines d’unité dans un corps :
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Il existe pour chaque corps K () un nombre réel positif 5 tel
P q P
que st les valeurs absolues |w®|(i=1, 2, ..., n) des conjugués
d'un entier w sont toutes plus petites que 1+ oz, ® sera nécessai-
P /i )
rement une racine d'unité.

En effet, il n’y a qu'un nombre fini R, d'entiers du corps tel
) y q M p
ue o | <M(i=1, 2, ..., n). Soit M =2 et choisissons 8; aussi
q )
petit que
(1= 84kt T

soit d’dvantage w un entier tel que |w(® | <14 d;. Les valeurs abse-
lues des conjugués de w“(a=1,2, ..., Ry 1) sont donc toutes
plus petites que (14 8;)*<<2 et il y a donc deux exposants « et b
tels que w?= w® (¢. . ¥. n). On voit aussi qu’on peuttoujours trouyer
une borne inférieure pour 6 dépendant seulement du degré » de K.
La détermination actuelle de & pour un corps donné sera un pro-
bléme trés intéressant.

Soit maintenant # une unité dépendante des ¢ unités (1), c'est-
a-dire

(5) AL =,

ou bien pour 7 et ses conjugués
(6) r,‘”:‘o,:\,"’"...s‘t”"" (i=1,2, ..., n)

ou p, sont des racines d’unité et Iy ..., r. des exposants rationnels.
Nous allons montrer qu’on peut toujours supposer que I'exposant N
en (5) n’excéde pas une borne fixe dépendante seulement des
unités (1). De (6) on tire

) [ = e L g0 (i=1, 0, ..., n).

Nous étudierons un peu plus généralement une unité n du corps
satisfaisant avec ses conjugués des relations (7) avec des exposants
réels quelconques.

Soient y, z, ...z, des entiers arbitraires; alors

’

=

— ¥ e g
=T vee Ty

sera aussi une unilé: du corps et I'on aura, d’apres (3),

(¥) Lafdm of g T
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Les t 41 formes linéaires

Li=yr—a, cey Ll=.7"t‘—"?h L=y

ont le déterminant =1 et d’aprés le théoréme de Minkowski (§ 6,
Chap. II) on peut choisir des valeurs entiéres y, z, ...z, tel que
pour un & > o arbitraire

L] <3, (’:=Is2,'~-:t); |.7|—<_-8—"

En prenant d suffisamment petit on peut faire les valeurs conjuguées
de n' en (8) plus petites que 146, et par conséquent n'=g ol ¢
est une racine d’unité du corps.

Toute unité dépendante des ¢ unités (1) est donc représentable
dans la forme

. m
(9) =Rl . X

avec un M fixe; cette représentation est unique si les ¢, sont indé-
pendants. Cette représentation (9) nous permet aussi de trouver une
base pour toutes les unités dépendantes de (1). Les nombres (g)
n’appartiennent pas tous pour des z entiers arbitraires au corps
donné, mais on peut, en examinant lous 7 avec [z,[ <M, trouver
toutes les unités du corps expressibles dans cette maniére. Par un
procédé analogne a la détermination d’'une base minimale (§ 3,
Chap. IT), on détermine des unités ¢y, ..., ¢ tel que

'l"<°l) 0] @

X l'

<M M ™
Q=9 & ...Elu

(i=1,2,...,0),

et tel que z¥ soit 'exposant minimal pour une unité du corps expres-
sible dans cette forme. Il s’ensuit alors sans ditficulté : Soit (1) un
systéme de t unités indépendantes du corps; il est possible de
trouver t unités indépendantes ¢, . ... de sorte-que chaque unite
dépendante de (1) est représentable uniquement dans la forme

n= OE?‘ Ve 'E?‘)

olt g est une racine d’unité du corps et les a, des exposants entiers.
Jobserve aussi sans en discuter les détails qu’'on peut, au moins
théoriquement, calculer une base d’un systéme (1) donné par un
nombre fini d’opérations.

La seconde partie de la démonstration du théoréme de Dirichlet
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est de montrer que le nombre maximal d’unités indépendantes est™r.
11 est assez facile de montrer que ce nombre ne peut pas excéder 7.

En effet, r +1 unités ¢y, ¢,, .... ¢, sont dépendantes s'il existe r
relations
(10) lel | e |m"=1  (i=1,2,...,r)

avec des exposants c¢; réels quelconques, parce que de N(g;) ==1.
on conclut que (10) est vrai méme pour { =r -1, d'ou

e =101 [e? " (=12 ..., )

Mais il est toujours possible de trouver r -+ 1 nombres réels c,,
C1y - ..y Cr tels que (10) soit satisfait avec des exposants qui ne sont
pas tous nuls (1).

La démonstration s’achéve en montrant 'existence de / unités
indépendantes. Soit d’abord d le discriminant du corps et x,, ..
n nombres réels, positifs tels que i

«y%kn

(11) Kootp=lyd, £ 1t = Ry L (t=1,9, ..., 1)

Du théoréme de Minkowski pour des formes complexes (§ 6,
Chap. IT), on conclut I'existence d’un entier ) du corps tel que ses
conjugués satisfont au

N |S%, (E=1,0, 2, 0)  [N)IS]YEL

D'aprés (g) il est évident que #,+ry—1=r des nombres x sont

arbitraires et le reste sera déterminé par (11). Il y a donc un nombre
infini d’entiers ) de sorte que | N(A)|<\/d, si 7 > 0. On sait d’abord

qu’iln’y a qu’un nombre fini d’idéaux a norme fixe (§ 2, Chap. IV) et

il faut donc que les 2 soient associés a un nombre fini Ay, 22, ..., M

entre eux, c'est-a-dire

(12) A== kg

ot ¢ est une unité. Soit alors

AR IR (=12 ..., k=1,2,..., k),

() Ce résultat s'ensuit en prenant le logarithme de (10) et I’on en tire un systéme
homogéne avec r +1 inconnus, les coefficients du systéme étant les logarithmes
des valeurs absolues des unités ,. Si ’on veut éviter l'introduction des logarithmes
on peut obtenir le méme résultat en exécutant I’élimination correspondante sous la
forme multiplicative (10).
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le minimum des conjugués de }, et soit @ un entier fixe 1ISa <7+ ry.
D’aprés le théoréme de Minkowski, on peut trouver un entier } tel
que

M| < L (E=1, 2y ooy k1) NV [V,

sauf pour i = a. De (12) on en tire pour 'unité correspondante
lza' | =AM 1<t (i#a)

et pour { =a on aura |¢[*'| > 1 a cause de la condition N(¢) ==1.
Nous avons donc montré : /{ existe r +1 unités &, ..., ¢eny telles
que

(13) lepl<y,  (i#£))  leo]>1.

Nous ferons voir que les r unités ¢, ..., sont indépendantes

(Minkowski) [4]. Soit en effet

&£ [ —
Y.L g =1,

ou bien en séparant les exposants positifs et les exposants négalifs
(a8 l It’;: I IE’;;“
@ B

ou tous les y sont positifs et chaque nombre 1, 2, ..., r appartient
a 'une des classes « ou 3. De (14) on déduit les équations corres-
pondantes pour les conjugués; nous envisageons a présent seulement
les équations correspondant aux indices des conjugués appartenant a
la classe . Nous formons le produit de toutes ces équations, 3 comp-
tant doublement une équation correspondant & un index o si I est
un nombre complexe. Il résulte une équation entre les valeurs
‘absolues des conjugués, et le coté droit ne contient aucun facteur
excédant 'unité en valeur absolue. Le coté gauche sera *>1, parce
quele produit contiendra pour chaque 2 le conjugué de ¢, qui excéde 1,
et on a déja c"'... e ==, L'indépendance des & est donc
établie.

Il y a un assez grand nombre de démonstrations du théoréme de
Dirichlet; je fais mention ici seulement d’une démonstration récente
de v. d. Waerden [2], qui y introduit une forme nouvelle en évitant
I'application des logarithmes et aussi du théoréme de Minkowski. La
démonstration précédente me semble avoir quelques mérites a cause
de sa simplicité.
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On connait assez peu de propriétés des unités pourd $ con"ﬁ%“is
généraux. Landau a montré I'existence dans chaque co; Qe

SERVICE DE

\ "3
unité o qui n'est pas une racine d’unité et qui satisfait les 1%“0%/

[log | 9| | € ——— sl Vil [ Gog iy

(n—
Wiiisild a donné des inégalités moins précises. Dans des travaux
récents Remak [1], [2] a montré qu'on peut méme trouver une
limite supérieure M telle qu’il existe au moins un sy stéme fondamental
pour lequel les valeurs absolues de tous les conjugués des unités
n’excédent pas M. On aura donc une méthode pour déterminer un
systéme fondamental par un nombre (ini d'opérations.
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