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GRAVIFIQUES, GROUPES, MECANIQUES

Par M. A. BUHL,

Professeur & la Faculté des Sciences de Toulouse.

————D ) S —

INTRODUCTION.

Nous insistons a nouveau, dans ce fascicule, sur les rapports fon-
damentaux et frappants qui existent entre les Gravifiques, les
Groupes et — bien que ce dernier point ne soit qu'effleuré — les
Mécaniques nouvelles. Toutes ces parties si intéressantes de la Science
reposent sur des transformations d’intégrales multiples.

Nous disons « les Gravifiques ». Il peut, en effet, y en avoir une
infinité, tout comme, d’aprés Henri Poincaré [1], il peut y avoir une
infinité d’interprétations mécaniques de 1'Univers dés que I'on peut
en concevoir une.

Nous réexposons brievement la Gravifique d’Einstein, de 1929,
d’apreés la traduction de M. R. Ferrier, traduction qui a 'avantage
d’étre augmentée de préliminaires de M. Th. De Donder [2].

Depuis que ce fascicule est rédigé, Albert Einstein lui-méme a
publié, en francais, des formes développées de la nouvelle Gravi-
fique [32]. [46].

Le trés utile travail présenté ainsi pir M. Ferrier révéle, entre les'
conceptions de ce savant et les ndtres, des différences d’interpréta-
tion que nous n’hésitons pas a signaler. M. Ferrier écrit : « Le mois
de janvier 1929 marque, dans 'histoire de la Relativité générale, une
date importante : celle ou M. Einstein, abandonnant la théorie de la
mécanique relativiste qu'il avait soutenue jusqu’ici, sans parvenir a
un systéme cohérent, tente dans un Mémoire présenté a ’Académie
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des Sciences de Berlin, d’en édifier une nouvelle, basée sur des prin-
cipes trés différents. »

Or, pour nous, Einstein n’abandonne rien du tout et la Gravifique
nouvelle n’est pas basée, par rapport a 'ancienne, sur des principes
trés diflérents.

La premiére Gravifique repose sur I'identité de Bianchi [(23) du
Chapitre I ci-aprés, quand les A sont nuls]. La seconde est basée sur
identité (24). Or, ces deux identilés sont, pour ainsi dire, conju-
guées, associées de la maniére la plus intime ; elles sortent ensemble
de la méme transformation analytique. Vraiment ce n’est pas du
« trés différent ».

Si l'on tenait a 'idée de différence, on pourrait remarquer aussi
que la premiére Gravifique n’a recours qu’a ’Espace de Riemann,
donc a un espace sans torsion; la seconde a recours a un espace
tordu, au sens de M. Elie Cartan. Mais M. T. Levi-Civita a montré [3],
dés mars 1929, que cet espace tordu pouvait étre représenté sur un
espace sans torsion et ce au moyen du Calcul différentiel absolu et
des coefficients de rotation de Ricci. La encore, le « trés différent »
disparait.

M. Ferrier termine aussi par quelques lignes pessimistes. Le pro-
bléme de I'association des champs électromagnétiques et gravitation-
nels ne pourrait guére étre considéré comme définitivement résolu.
C’est bien ce que nous croyons aussi, mais cela ne nous afflige nulle-
ment. Nous sommes d’une Ecole philosophique, qui a encore eu
pour chef Henri Poincaré, ot 'on ne croit pas a la possibilité d’exis-
tence de Théories synthétiques a caractére définitif et parfait; pour
nous, une Théorie devient admissible dés qu’elle présente une cer-
taine extension et surtout une certaine esthétique. Or, de ce point de
vue, les Théories einsteiniennes nous semblent sans rivales.

Ou vont ces Théories? Sans doute vers I’emploi d’identités de plus
en plus ardues a extraire de la Théorie des groupes infinis, de presque
inextricables systémes de Pfaff, conceptions qui semblent s’ébaucher
en la pensée d’un Cartan [33], d'un De Donder, d'un Weyl, ...;
n’oublions pas Einstein lui-méme. A c6té de ces identités, celle de
Bianchi, par exemple, semblera une toute petite chose. Mais, quant
a l'identité véritablement universelle qui exprimerait l'existence
phénomeénale de tout ce qui est, son essence — étrange contradic-
tion — ne semble pas de ce monde.



GRAVIFIQUES, GROUPES, MECANIQUES. 3

CHAPITRE L

GROUPES DE LIE ET ESPACES DE CARTAN.

1. Relations structurales et généralisations. — On sait que les
relations structurales fondamentales de la Théorie des groupes con-
tinus et finis sont

(1) cii+ci=o,
(2) cficho+ e Cla+ Ci €l = ©.

Ici « est un indice de sommation comme tout indice qui figure
deux fois dans un monome. Le Calcul différentiel absolu, qui arendu
cette convention courante, nous porte aussi 4 remarquer que les éga-
lités (2) peuvent subir une contraction en prenant Z, ou j, ou &,
égal a 5. Soit £ = s; la relation (2) deviendra

3) ey =0

avec, cette fois, deux indices de sommation, « et s.

Les relations (3) ne sont évidemment pas distinctes de (2) mais
elles peuvent étre le point de départ de considérations spéciales et
trés importantes.

Si les constantes ci;, pour lesquelles les indices i, i, s prennent,
tous trois, toutes les valeurs entiéres de 1 a r, satisfont auz rela-
tions (1) et (2), on peut toujours trouver r transformations infini-
tésimales X, telles que

(4) (X,;Xj):ngi—Xin: Cfl-X‘.

C’est 1a, en somme, le troisiéme théoréme de Lie. Or, des progrés
récents montrent que ce Lroisiéme et dernier théoréme n’est pas un
aboutissement a tous les points de vue; on peut faire apparaitre les
relations (1), (2) et mémes des généralisations fonctionnelles de ces
relations, de bien des maniéres, sans parler de groupes; on peut
montrer que ces relations avoisinent de trés prés les principes de
I’Analyse, qu’elles sont, par exemple, des conditions de simplicité
pour de certains systémes différentiels ou pour certains espaces dans
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lesquels on retrouvera ensuite les espaces de groupes déja sommai-
rement étudiés dans le fascicule XXXIII du Mémorial d’aprés de
grands développements publiés par M. Elie Cartan [4].

Comme exemple de théorie a généralisation fonctionnelle des rela-
tions (1) et (2), nous allons d’abord développerla nouvelle Gravifique
d’Einstein [2] dans le style adopté, enle fascicule XVIdu Mémorial,
pour la Gravifique premiére maniére.

2. Identités fondamentales. Conséquences. — Nous ne varions
nullement quant au choix de ces identités. Ce sont

(5) fxa:ffdxcw, fIXdeZ=ffdedez

et toutes les relations analogues obtenues avec un nombre quel-
conque de variables X, Y, Z, ...; les deux relations (5) suffisent &
la construction d’une Gravifique se rapportant a ’espace-temps ordi-
naire. Nous savons que, par des successions de changements de
variables et de combinaicons linéaires, les identités (5) deviennent
des formules stokiennes |5], en lesquelles se révéle tout de suite la
forme des équations électromagnétiques de Maxwell. Et ce qui fait
de Maxwell I'un des plus grands génies qui aient honoré ’humanité
c’est précisément d’avoir jeté les bases d’un Electromagnétisme qui
élait, en méme temps, une Géométrie.

De tels résultats sont codifiés de maniére plus explicite par la
théorie des formes de Pfaff pourvues d’une multiplication et d’une
dérivation extérieures. Alors les identités (5) sont remplacées par

(6) fPidxisz[dPidxi], ffM,.,-dxidxi=fff[dM,.,dxfdxi].
Cc . ) b S v

Les seules analogies d’écriture laissent penser qu’on a, en (5) et
en (6), des identités au fond équivalentes. Les développements des
crochets, en (6), donnent les déterminants symboliques

92
(7) dxt dzi |,
P, P;
J 9 i
oxi Jzi ozk
(8) | Miw Mjw My
i Jj k
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ce dernier avec
Mij -+ 1“” = 0.

Quant a2 ® c’est I'indice de substitution au réle immédialement
visible et d’ailleurs maintes fois expliqué. A partir de () et avec des
dérivées en D qui scront plus générales que celles en 9, nous pose-
rons encore

D D 99 re T
(9) Dz! Dz/ | = | dx! odz/ wli twj
P, P P, P tPa jPa
En écrivant
(10) Af=T§—T},

le dernier déterminant de (g), abstraction faite du signe qui le pré-
céde, est égal a

(z1) A% Pg.
Et, quelle que soit cette expression (11), on peul scinder (g) en

formules telles que
DP; _ JP;

— _T*
(12) bar = opr —Ti Pa
De méme, avec
“3) Dzl Daxi | = [dxh dof | 4 | &y ,
Pi Pi Pi P/ tPe jpPa

e dernier déterminant est égal a
( [‘{”_ [‘&I)P“

ce qui ne disparait pas avec les expressions (10) mais donne des
dérivées

DP/ JP/ .
(14) Dzl = gzt + T}, Pe
avec lesquelles
DP/ DP]
(15) —(P P/)=P 5 + P/ 5

On pourrait écrire une formule analoguc avec P;P/ remplacé

par P;QJ.



6 A. BUHL,

Les formules

(16) %{ di= dP;—T% Py dai= o,
. DPJ izt = dPi + T, Padri= o
(17) Dzl o

définissent un déplacement paralléle généralisé pour le vecteur de
composantes covariantes Pjou de composantes contravariantes PJ.
L’affirmation peut avoir un sens trés général qui ne fait nullement
entrer en ligne de compte la nature des fonctions I'}; on doit simple-
ment retrouver le déplacement paralléle ordinaire quand toutes ces
fonctions s’évanouissent identiquement. Soient deux vecteurs infini-
ment petits issus d’'un méme poinl, 'un d, de composantes dz/,
l'autre 8, de composantes dx/. Si I'on veut que 9, déplacé paralléle-
ment & lui-méme le long de d, donne le méme poinl que d, déplacé
le long de 8, ceci peut se traduire par I’égalité

dxi+ dxj + d dx) = dzi + dzj + ddzi

ou, d’aprés (17), par

T, 8z dot = T, , dx* s,

En intervertissant, dans 'un des deux membres, les indices de
sommation I et &, on conclut de 1a que I, est égal a I, ce qui revient
a la nullité des A% écrits en (10). Mais, si le contour quadrilatéral,
que nous venons de définir, a I'aide de d et de 9, ne se ferme pas,
les A de (10) ne s’annulent plus; 'espace a une torsion. N6éus nous
plagons ici dans ce cas général.

La notion de torsion peut également se révéler de maniére inté-
ressante au moyen de la formule (9) sans qu’il y ait 1a, au fond, une
chose distincte de ce qui vient d’étre dit.

On peut conclure de (9)

D D
ff Dzl Dai d.z-l'dxi:fPidxi+ffPaA‘};dxidxi.
o $ Cc K]

P, P

Si les Af sont identiquement nuls, on a une formule stokienne
avec des d remplacés par des D, ce qui permet justement de dire
qu’'une formule stokienne conserve sa physionomie ordinaire dans
les espaces dépourvus de torsion; mais, dans les espaces tordus, il
faut adjoindre un terme complémentaire a la formule en D.
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On sait toujours [3] que les raisonnements faits, a partir de (7),

peuvent étre repris & partir de (8) et ainsi de suite. La régle de déri-
vation, trouvée en (12) et (14), prend la forme générale

o * .
([8) D Ar**r J Arrrr I‘[J.iA\‘:a:& poutr Chaque ::‘1:&
Dl 7¥2nex = gt 7t | 4o ¥ AT2% . pour chaque bl

On remarquera que I'indice de dérivation i est toujours placé infé-
rieurement et en dernier lieu dans les coefficients I'.

A laide de la régle de dérivation (18), on reprendra aisément des
calculs faits en [3] (p. 25) et l'on trouvera notamment

D D

Dzt Dz « .
DAI‘ DAk = BKﬁ Aa+ Aii Aka,
D«xt  Dzxi

(19) D D
Dzl Dol |
DAt DAk | = BayAt+AjAg,
Dz Dxi

avec le symbole de Riemann a quatre indices

d d ]
(20) B= o Th— 5 T+ Th T8, — T, TG,
Bien entendu
DA, . DAR
Abi=Tgi'  A=pg
On a de méme '
D D
D7 Dzo
21 =Bl A+ Bl Aup+ A% Ay
(21) DAy, DAy, por TPV Phor T fra Dpva
Dzt Dxo
Plus simplement on peut écrire
(22) Apve— Apov= Bg.va Ao+ AG Apg,
(21) Auvor— Apvie = B(',‘pr Aoy + BYgr Apa+ A% Apva.

Partons maintenant de 'identité

(Apve— Ayov)e
+ Aygry— Apowe | = | + (Apor— Ayrely
+ (Apry — Apvr)o-

A uveT— prro'

+ A e = Au.-:o'v
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Ecrivons les binomes des premiers membres sous la forme (21) et
le contenu des parenthéses sous la forme (22). Dérivons ensuite ces
parenthéses, en D, comme il est indiqué par les indices extérieurs,
en observant la régle de dérivation des produits dont (15) est un cas
trés particulier mais qui se conserve toujours sous 'aspect ordinaire.

Il vient, aprés une premiére simplification,

BYsr Aya—+ Afs Apva (Bvo)r Aa+ Ay Apar + Agyr Aya
-+ Bg‘EV A[J-“—}— Ae‘l Ap,g-a = -+ (BS.O’T)V Aa+ A?o. Ap.ow —+ A%O’V Ap.a
+ B Apa—+ A% Aucs + (Bit)o A+ AY: Apas+ Adrg Apa.

De la seconde colonne du membre de gauche retranchons la
seconde du membre de droite en tenant compte de la premiére équa-
tion (19), c’est-a-dire de

Ap.\m_ Ap.av= Bg.va AB"' ‘\Ev Al"ﬁ;

il viendra
Bloc Apo+ A‘ro’(Bp.va Ag+ Agv Ap-ﬁ) (B:,VO')T Ao+ Agur Ayg
+ B Apa+ A% (B, Mg+ a8 Au8) | = | + (B )y Aut Aoy Apa

+ BZg Ay A% (B, Ag+ AP Aug) + (B2 )5 A+ Aveg Aya.

Avec, dans le premier membre, quelques interversions d’indices
de sommation, on a une égalité qui doit subsister indépendamment
des Ay et Ayy; elle se scinde finalement en deux identités. La pre-
miére, qui généralise I'identité de Bianchi, est

(23) (Bis )e+ (Blse )y + (Bl )or+ Blg AR + BY,q AL, + Bl Al =o.
La seconde est

+ A%

gV ™Ve

(24) (Bvo"'-"" ng ‘rva) -+ (Ava':+ Ag
AL A%+ AR A% A A% =0,
En y joignant, d’aprés (10),
(25) Af+A%=o,

on a, en (24) et en (25), une extension manifeste des relations struc-

turales fondamentales (2) et (1), de la Théorie des groupes finis et
continus.
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La Gravifique d’Einstein, premiére maniére, repose sur la consi-
dération d’un espace incurvé mais non tordu;l'identité fondamentale
de la théorie est 'identité de Bianchi, c’est-a-dire (23), réduite aux
trois premiers termes puisque tous les A a trois indices sont nuls. La
Gravifique nouvelle [2] est celle d’un espace tordu mais non incurvé;
les B de Riemann, a quatre indices, s’évanouissent identiquement et
I'identité (23) avec eux. 1l ne reste que (24) et (25).

Les diverses Gravifiques et la Théorie des groupes apparaissent
donc toujours comme étroitement liées par la base; elles ont exacte-
ment les mémes droits a I'existence.

Quant a la diversité des Gravifiques, elle est analogue ala diversité
des théories mécanistes. Henri Poincaré nous a suffisamment habitués
a admettre I'existence d’une infinité d’images mécaniques dés que
I'on peut en concevoir une; il semble bien que cette conception
triomphe aujourd’hui de maniére générale. Ainsi, dans un admirable
Ouvrage publié en 1929, M. R.-H Fowler, de I'Univcrsité de Cam-
bridge |6, écrit (p. 4) : « Itis impossible Lo argue that the fact that
a particular mechanism leads Lo a state of complete equilibrium in
agreement with experimental facts is any evidence for the particular
mechanism discussed. It is merely evidence that the laws of this
mechanism have been correctly and consistently written down! Any
other mechanism would give the same result. »

Des Gravifiques on peut certainement dire que ce sont des théories
géométriques susceptibles d’étre beaucoup plus variées que des
théories mécaniques.

Notons encore que M. Fowler écrit encore dans 1'Ouvrage
cité (p. 7) : « Something more than success and logical rigour
appears to be necessary for the acceptance of a model which is to
account to our aesthetic satisfaction. »

C’est certainement en Gravifique que I'on rencontre le plus aisé-
ment ce qu'il faut accorder & notre satisfaction esthétique. Il serait
difficile de trouver un raisonnement mathématique plus élégant que
celui qui conduit des idenlités (5) aux identités (23) et (24).

Il nous a semblé fort intéressant de reprendre ce raisonnement au
point de vue stokien; de plus, il semble que des études telles que
celle de ce fascicule ne doivent jamais étre faites qu’en liaison trés
explicite avec les Principes de I’Analyse.

Quant aux auteurs qui ont déja donné les formules (23) et (24),
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en les élablissant par des voies légérement différentes de la précé-
dente ou méme plus générales, citons particuliérement MM. E. Cartan
[7] (p. 382), H. Eyraud [8] (p. 21), R. Lagrange [9] (p. 22).

Le travail de M. H. Eyraud, publi¢ en 1926, est actuellement
remis trés avantageusement en lumiére par la nouvelle Théorie
d’Einstein. En 1928 [10] (p. 161), nous écrivions : « Une These
récente, de M. H. Eyraud, introduit franchement la torsion en élec-
tromagnétisme, mais nous manquons du recul nécessaire pour appré-
cier la tentative & sa juste valeur. » Le recul a é1é favorable &
M. Eyraud encore que sa théorie et celle d’Einstein soient assez dis-
semblables; mais, des deux cotés, il y a recours aux espaces a torsion.

Comme nous l'avons déja reproduit en [11] (p. 7)., M. E. Cartan
[7] (p- 367) définit les composantes de la torsion et de la courbure
par les formules

(26) ol ==} —[meal] = Al [#/ at],
(27) 0= [mi]— [} 4] = Bl = = 1.

Si I’on pose )
ni=—dx!, =z} =Iljgdzd,

en observant que les accents, dans (26) et (27), indiquent des déri-
vations extérieures, on obtient sans peine

(28) r;ﬁ — l‘fu = A;p,
ce qui n’est autre chose que (10), et

. () » () .
(29) Bini= gz Lu— 52 Tkm+ BAYNES V) 0

ce qui coincide avec (20). Rappelons que (29) est symétrique gauche
en [, m, comme (28) en «, 3. Plus exactement si, dans le second
membre de (29), on intervertit [ et m dans le premier et le troisiéme
terme on obtient, aux signes prés, le deuxié¢me et le quatriéme. Cette
remarque sera bientot utilisée.

3. Bifurcations et n-podes. — L’objet principal du paragraphe
précédent a été U'obtention des formules (23) et (24). II est grande-
ment utile de ne pas les séparer peur juger, de suffisamment haut,
les divers aspects de la Gravifique; répétons d’ailleurs gu’elles ne
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forment qu’une sorte de noyan dans des ensembles de formules da
méme type, de plus en plus chargées d’indices de dérivation,
ensemblgs dont les procédés de formation ont été indiqués par
M. Cartan [7] (p. 382).

Mais, ceci dit, il convient de préciser que, dans le présent fasci-
cule, nous n’allons plus nous occuper que de la formule (24) a
laquelle, bien entendu, (25) sera toujours associée. Il est méme assez
simple de reconstruire (24) isolément. Partons de (29) et formons

(30) Bimi~+ Brusi+ Bl
On trouve immédiatement que ce trinome peut étre écrit

Jd i d d

(31) mA*’+d 7 A+ 7z 1Ame+rﬁkA§ +P3,A5k+rpmA3

Si I’on introduit les dérivées

Mgn= 5o My 1%

] o ] i o
Jam km A —Thu A+ T Akp

'expression (31) devient

i
(32) At~ Mz Mg+ Mgy Ay + Ajoy Apy+ A% AL,

el 'égalité de (30) et de (32) n’est autre chose que (24).

On peut dire maintenant que la considération du trinome (30)
conduit a des bifurcations des plus intéressantes. Il y a, au moins,
trois grandes théories que l'on peut faire naitre de ’évanouissement
de ce trinome, selon la maniére dont il s’évanonit.

En premier lieu, le trinome (30) est nul quand tous les A sont
nuls. C’est le cas des espaces incurvés non tordus et celui de la
Gravifique premiére maniére.

En second lieu, le trinome (30) est nul quand les T, et par suite
les A, sont de certaines constantes, quand notamment on a

(33) Ij=cj=—cy, Aj=o2c].
Alors les expressions (31) sont nulles si, de plus,

P .
(34) c{ik cfm+ CES[ cgzk+ cﬁm c%l= o-

En (33) et en (34), on reconnait évidemment les relations (1)
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et (2), c'ést-d-dire les relations structurales fondamentales de la
Théorie des groupes finis et continus.

Les B de (30) ne sont pas nuls individuellement ; ce sont des cons-
tantes telles que

* i i i 1
(34%) Blunl= cEl cﬁm— c/gfm cﬂl= clﬁls cl‘:ll'

Dans I'espace ainsi constitué existe un déplacement par parallé-
lisme défini par les équations (17), soit ici

(35) dPj+ ¢}, Prdzi=o.

Si ce déplacement a lieu le long de la courbe d’équations différen-

ticlles
dzi+Mdt =o,

les A étant des fonctions quelconques de ¢, les équations (35)
deviennent

(36) dPj+ ¢}, M Padt =o.

Comme nous l'avons déja montré, dans le fascicule XXXIII du
Mémorial, et comme nous allons le revoir bientdt avec de nouveaux
développements, ce systéme linéaire peut étre considéré comme le
systéme différentiel fondamental de la Théorie des groupes. C'est 'un
des aspects du Probléme de la linéarisation de cette Théorie. Nous
avons d’abord considéré un espace auquel nous avons associé une
certaine notion de parallélisme; une théorie peut cn naitre et se
dérouler comme se déroule la géométrie euclidienne dés que le pos-
tulatum d’Euclide est admis.

En troisiéme lieu, le trinome (30) est nul quand les trois B le
composant sont individuellement nuls. C’est pour réaliser une telle
nullité que la nouvelle Théorie d’Einstein introduit I'ingénicuse
nolion des r-podes, qui sont des tétrapodes ( Vierbein) dans 'espace-
temps a quatre dimensions [2].

Un r pode est constitué par les r? fonctions

thy thy ... 3hy,
%h, chy ... th,

ey

thy thy ... Thy,
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formant un déterminant 4 dont les mineurs normés, c’est-a-dire
pourvus de leur signe ct divisés par h, formeront, & leur tour, le
tableau

1h1 1h2 e 1h",
WAl R ... o7,
TR TR 1
On aura évidemment
(37 hAshy=18), Mg ke =B,

avec 04 nul, en général, mais égal a 1 si A =v.
On pose, par définition, en dérivant (37),

o Jd 9
(38) llkl:: Jhiw:hk=—shk()—wi.¢hl-
On a ensuite
dJ i . . 9 P
oz T = sh J2lozm Shy—+ T shi. W”hk;

. Jd P}

li?m EZI='_ sho_ d‘r—m‘ shi. ho ()—xl thh

9 { p R L
(39) Sz T T 0= shi o she

Les termes qui semblent omis dans le second membre de (39) con-

tiennent le facteur

d )
(40) l')‘.;]’hk—' shg (ho ")‘j;, thy,

qui est identiquement nul d’aprés la seconde relation (37).
Donc, d’aprés (29) et (39), si T, est défini par (38),0n a

(‘“) Bll;lnl= 0.

Avant d’aller plus loin, on peut faire deux remarques intéressantes.

On voit que (39) donne (41) en vertu de la permutabilité des
dérivées partielles ordinaires, d’indices ! et m, qui figurent dans le’
second membre de (39); or M. H. Weyl, dans le cas des espaces
sans torsion, établit la nullité des Ajg en s’appuyant aussi sur une
telle permutabilité [12].

On voit encore que si les trois méthodes employées ici, pour
annuler le trinome (30), sont ingénieuses, elles n’en sont pas moins
fort particuliéres; ce serait sans doute un grand sujet d’étude que de

MEMORTAL DES SC. MATII. — N® 62. 2
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rechercher les espaces les plus généraux en lesquels ce trinome
s’annule.

Dans cet ordre d’'idées signalons un travail de M. G. Mattioli|34].
Il contient des formules remarquablement symétriques comparables
a(31).

Poursuivons. Les dérivées covariantes, (12) et (14), des Sh, et
des ;b sont identiquement nulles. La vérification de cette assertion
est immédiate et revient a constater la nullité d’expressions telles
que (40). Sil’on pose
(42) &au = Shy Shy, g = shh shb,

les dérivées covariantes de ces nouvelles expressions seront encore
identiquement nulles. Le déterminant g des g}, estle carré du déter-
minant A.

Les g a deux indices ont le réle connu quant a 1'élévation et a
I’abaissement des indices; on observera, de plus, qu 'Einstein souligne
souvent un indice avant de 1’élever ou de 1'abaisser. Ainsi

Ay=Ar= gM: Ay, Ad= Ay = gy A

Observons encore que

oh ok (ih)) ( N ;
325 = 30k dae = M= 7 = Al

Ceci permet, élant donnée la dérivée, conforme a (18),
g o
BI_"_ = ﬂ_ + T T
Dz~ dz* ”

de contracter en ¢ et 7, de multiplier par h et, en posant  pour AT,

d’écrire
Bﬁ%; = ')Z: +o AT
Clest 1a ce qu'Einstein écrit abréviativement
(43) RT S=% 4+ A0 B %
On voit que la définition du symbole
(44) Bl
est bien simple; c’est avec lui qué les équations gravifiques se
condensent de maniére extrémement remarquable [2].
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4. Quelques développements gravifiques. — Il n’entre pas, dans le
plan de ce fascicule, d’aller jusqu’aux aboutissements physiques.
Nous avons voulu revenir sur les espaces a torsion dont les principaux,
pour I'heure actuelle, sont certainement les espaces de groupes et le
précédent espace gravifique. Maintenant que nous connaissons la
génération de cet espace et que nous sommes parvenu au symbole
fondamental (44) y attaché, nous serons bref pour la suite.

La Gravifique premiére maniére repose sur une contraction de
I'identité de Bianchi; maintenant, nous allons contracter I'iden-
tité (24), abstraction faite, bien entendu, du premier trinome, ou, si
I'on préfeére, I’égalité obtenue en annulant (32). Cette contraction
donne, en utilisant, comme en (43), le point-virgule pour indiquer
la dérivation covariante,

(45) Afa+ 9uk— 9hi— aAG=0,  fa= Agﬁ'
Posons
(46) Vh = h(AL+ % 8F — 04 87).

Considérons l'égalité, du type (43),
h(A",““ + Phk— ‘Pk;l) = ‘v:na + h(A?l + 93— 5?)%-

Les deux derniers termes de la derniére parenthése se détruisent dans
la sommation en « et équation contractée (45) s’écrit finalement
(47) :v/?”“ = 0.

Ceci est 'analogue de l’équation (3) de la Théorie des groupes.

L’identité

--'k .. ..
& e — & =— (@ ALY,

est facile & démontrer en ayant recours i la définition (43) et en
tenant compte de (41). Les démonstrations de ce type sont d’ailleurs
courantes en Calcul différentiel absolu; on pourra encore consulter a
ce sujet Fexposé de M. R. Lagrange } 3](p. 21). Ainst

o o % AT
Vkia— Vigap=— (‘vkg A% i
et, d’aprés (47), ceci peut s’écrire

(48) (‘v:_lit_ ‘ng Agt);a =
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En premiére approximation, Einstein pose

o oI —
Ykt 0= Vi1 =0

ce qui est bien nul d’aprés (47), puis écrit
Ve =o

pour loi gravitationnelle de premiére approzimation.
Il considére ensuite ’expression

(49) B =V —ch (o5 — i3} ),

qui différe de %, d’aussi peu qu’on veut, et remarque qu’en lui appli-
quant P'opération |« et en annulant, on retrouve les équations de
Mazxwell qui jouent alors le role d’équations électromagnétiques de
premiére approximation.

Contentons-nous d’ajouter qu’on passe a la Théorie compléte [2 ]
en remplacant, dans (48), les 9 par les ¥ surlignés de (49).

On voit que toute la Théorie se déroule derriére I'égalité (47) etla
définition (46).

Répétons qu'une forme plus développée de la méme Théorie a été
récemment donnée par Einstein lui-méme [32], [46].

Nous n’avons d’ailleurs pas besoin d’aller plus loin que ces pré-
misses pour faire les plus importantes réflexions. D’abord, comme
nous 'avons déja dit au paragraphe précédent, de telles théories sont,
de plus en plus manifestement, en nombre illimité; elles peuvent
évidemment étre aussi variées que les conceptions spatiales elles-
mémes. Une des prochaines formes de la Gravifique fera sans doute
intervenir un espace dans lequel joueront, a la fois, courbure et
torsion, comme dans les espaces de groupes.

Ensuite, toutes ces théories, & structure géométrique, font toujours
retrouver, d’'une maniére ou d’une autre, les équations de Maxwell
comme équations électromagnétiques de premiére approximation;
c’est naturel, car ces équations ont été introduites au début des rai-
sonnements, ici avec les délerminants symboliques (8) qui en
condensent la forme. La seconde formule (6) est la formule maxwel-
lienne par excellence.

On peut hautement affirmer, dans I’état actuel de la Science, qu’une
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Physique a Electromagnétisme non maxwellien, a I'échelle ordinaire
et en premiére approximation, est d’'une constitution désormais aussi
improbable qu’une Physique qui ne s’appuierait pas, en premiére
approximation, sur quelque Géométrie simple, telle la Géométrie
euclidienne, la Géométrie cayleyienne ou la Géométrie des Espaces
de Riemann.

A Tappui de cette maniére de voir, qui d'ailleurs n’a plus guére

besoin d’étre défendue a I’heure actuelle, citons un remarquable tra-
vail de F.-D. Murnaghan [13].

5. Les coefficients de Ricci. — IL.a récente Théorie d’Einstein,
dont nous venons d’exposer les prémisses, a été publiée en jan-
vier 1929. Deux mois aprés, dans les mémes Sitzungsberichte de
I’Académie de Berlin [3], M. Tullio Levi-Civita publiait un travail
de méme nature, promptement traduit en anglais, ayant mémes con-
clusions que celui d’Einstein, mais ne faisant intervenir que 'espace
de Ricmann. Il n'y ala rien qui doive étonner; qu’une telle dualité
soit possible prouve tout simplement que les espaces de Cartan,
incurvés et tordus, peuvent étre mis en correspondance avec des
espaces sans torsion. La correspondance doit méme pouvoir avoir
lieu d’une infinité de maniéres.

La place nous manque pour analyser complélement I'exposé de
M. Levi-Civita mais nous en dirons assez pour montrer que la théorie
des coefficients de Ricci, qui entre alors en jeu, assure aisément la
liaison précédente ainsi que d’autres liaisons avec la Théorie des
groupes. Nous empruntons @ M. Levi-Civita non seulement des
résultats exposés dans sa Note de Berlin mais encore dans son Calcolo
differenziale assoluto [14]. Ce dernier Ouvrage a été également
traduit en anglais et en allemand.

Soit un n-uple de congruences orthogonales. Par chaque point P
de 'espace V, passent n lignes, deux a deux orthogonales, numé-
rotées par les indices inférieurs dans le tableau

XERY
A A

n
)‘U

n
)‘2,

[T )

b

E n
A AD ... AR

Dans une méme ligne de ce tableau on a les paramétres diseetenrs
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d’une méme ligne de I'n-uple. Soit maintenant le tableau de moments

M Me ... Aqa,
7\m )\2l2 e 7\2rm.
e . ey
)‘"l[ )\n[g cee ln|n.

La correspondance entre les deux tableaux est telle que
(50) N =8 A, =3l

On voit qu’ici la barre verticale, entre indices. inférieurs, n’a pas
du tout lIa méme signification qu’en (44). Si I'on pose

; 3
k= Mali hnlk, =N Ay,
on a aisément
&h=8ugli="8

& hpi= )\{., &ij )xi: IYATA

Ceci permet la constitution d’une métrique riemannienne pour

laquelle
ds?= gy dzt dxk.

Il semble bien qu'il n’en faille pas davantage pour montrer que, des
tableaux ci-dessus relatifs a4 notre n-uple de congruences, on pourra
tirer tout ce que l'on tire des n-podes d’Einstein. Poursuivons cepen-
dant jusqu’a la reproduction de certaines formules qui entraineront
ultérieurement des comparaisons intéressantes.

Du n-édre attaché a P considérons particuliérement les direc-
tions 24 et Ax; elles sont orthogonales et donnent, d’aprés (50),

PN ; B
(5‘) COS)\h )‘k=)‘hli)‘k= ah.

Imaginons que A soit transportée en P', infiniment voisin de P, par
le simple jeu de la variation des coordonnées; il y aura, pour A,
transport local de symbole ¢'.

D’autre part, M sera transporté en P’ par parallélisme de sym-
bole &".

Quelle est alors la variation ¢ de I'expression (51)? On aura

Phids =8 coshp hg= A}, 8 Apji—+ Ap|; 8* )\2
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et, d’aprés (17),

(52) pards =21

dxj

—r} )\hll> 8a] = M Aniy S/

Soit maintenant le cas particuliérement remarquable ou la direc-
tion dz/ coincide avec celle d’une aréte du n-édre; prenons, par
exemple, dz/=1/ds. On aura, d’aprés Ricci, les coefficients de
rotation du n-édre.

(53) Yak= Aajij M M.

Observons que, dans (52), le T a trois indices est le symbole a
accolades de Christoffel, lequel ne change pas quand on intervertit ¢
et j.

Dans le cas de n = 3, la théorie de Ricci redonne sans peine celle
du triédre mobile qui se rattache aisément, comme nous l'avons
montré, dans le fascicule XXXIIl du Mémorial, a la théorie des
groupes paramétriques et aux équations de Maurer-Cartan. Ceci nous
conduit encore a rappeler que la théorie du triédre, grice aux efforts
des fréres Frangois et Eugéne Cosserat, est aussi devenue un puissant
instrument quant a la synthése des théories physiques.

C’est dans le méme ordre d’idées que nous pouvons unir la Gravi-
fique dans’espace de Riemann a la Gravifique dans I'espace de Cartan.
Partout nous n’avons que d’admirables instruments de synthése et il
faut savoir se placer assez haut pourles voir jouer harmonieusement;
insister sur des oppositions de détail parait n’étre qu'un témoignage
d’incompréhension.

Revenons aux expressions (53). Sil'on a

W =1,V Vi= gtk'Vy,
I'on a également, par dérivation covariante,
(54) Wi= Uy Vi+ U gt Vi = Uy Vi Ut Vi
Appliquons cette formule a (50); il viendra
Aalej Mo+ Mg Aigij = o
Si l'on multiplie par 3/, on a

(55) YA+ k=0
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Notons encore la non-permutabilité des dérivations faites, en P,
dans les directions des diverses arétes du n-édre. On a

of _ of dxi _ df

dsn ozl ds,  dxt M=SiM =118 Mhin =" Nhln.

Par dérivation covariante et d’aprés (54)
J 4
Tz ;,S—J; =" M1t +Sij M-
Mais

dJ

N = frouin M=o V=l

Portant ce f¢ dans I'équation précédente multipliée par 3, il vient

) of o

s; dsp = Vhlk g+ M M S
d’ou finalement

: 0 of 9 o _ )
(56) 91 955 951 95k = (Yhtk— Ykin) 55 °

Signalons encore la formule

a J
(57) )‘llvp“‘)\ﬂpv: m)\ilv pre] )\ilpy

analogue a (9) quand I'expression (10) est nulle. Puis (57) donne

J J
Yirl — Yitk = g A (d 7 Miv— vlup)-
La différence
Yivpe— Mivap
se transforme comme (19) et met alors en évidence les B, & quatre

indices, de Riemann. On peut d’ailleurs poser

d il d-\r ik
Yij k= %;;*' — dsf; 4+ yiji(Yink— Yekn) + Yiik Ylin— Yiih Yiik

et constater que

Yij, hk =—"Yij, khy Yij,hk =—Yjirshks Yij, hk = Yhk,1js
Yij, b+ Yih, kj ¥ Yik, jh = 0,

ces derniéres relations étant comparables a celles données par les B
de seconde espéce.
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Bref, la Théorie de Ricci, par ses formules fondamentales, rappelle,
a la fois, la Théorie des groupes et celle des Espaces de Riemann.
Mais la Théorie des groupes, comme l'ont montré Cartan [4] et
Schouten [45] péut étre unc théorie de variétés a torsion; il peut
donc y avoir, dans la Théorie des coefficients de Ricci, tout ce qu’il
y a dans celle des Espaces de Ricmann généralisés jusqu'a I'appa-
rition de la torsion.

6. De certains systémes différentiels linéaires et homogénes. —
Nous voulons maintenant nous rapprocher plus particuliérement de
la Théorie des Groupes et ce, en étudiant les systémes différen-
tiels (36). Nous avons vu comment ces syslémes naissaient, avee la
notion de parallélisme, dans des espaces de groupes. Mais nous avons
montré aussi, lout au début de notre fascicule XXXIII du Mémorial,
comment ils pouvaient naitre de considérations de simplicité.

Le systéme

S
%+C20"=0 (s, k=1,2...,1),

ou les C; sont des fonctions quelconques de ¢, n’est pas maniable en
général. Essayons d’en diminuer la généralité en ne faisant dépendre
les r2 coefficients, C; que de r fonctions /- Pour cela, il n’y a pas de
maniére plus sumple, plus intuitive que celle qui consiste & poser
linéairement

C';‘ = c';k M,

les ¢ a trois indices étant des constantes. La difficulté est diminuée
par linéarisation. On a ainsi le systéme
dbs
(58) ar +clkll Qk_.o,
qui n’est autre que (36), aux notations prés.

Nous allons voir maintenant, chose essentielle, que la recherche
de certaines nouvelles conditions de simplicité a adjoindre au sys-
téme (58) oblige les ¢ & trois indices a satisfaire aux relations (1) et (2).

Soit

S8, 02, ..., 0m,2)

une intégrale de (58), c’est-a-dire une expression qui reste constante
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en vertu de ce systéme. On aura
r)f of dbs _
6 dr <
et, d’aprés (58),

df RV okd_{;_l.‘_w};,(f):o.

On voit que nous introduisons I'opérateur

B J
(59) BN =—c 0t L.

Etudions ses propriétés, notamment ses propriétés de permuta-

bilité. On a

M 9 9
EE =c) ""aos( ao:) = < <i " ( 5s a1 + 0100860')'

/]
(60) (E Ei)—‘ EI E;— EiEI-‘ (C/L cis_cllccjs)e ()e,
Posons
(61) Cij = cfj el + el chy+ cly s
(62) Yi= ¢+ ¢

“Alors (60) peut s’écrire

(Ei Ei) = (Ctt]k+ c/‘?i c;m'—'Y'iyi cis' -1k c]s)e dot

Il est maintenant bien remarquable que cette derniére expression
prenne une simplicité toute particuliére siles expressions (61) et (62)
sont loujours nulles. On a, dans ces conditions, d’aprés (59),

d
(63) (Ej Eq) = cfyofy 0 oo = o} E,.

Il est évidemment fort possible d’étudier le systéme (58) quand (61)
et (62) ne sont pas nuls mais cette nullité apparait comme une cir-
constance simpleattachée au systéme et qu’on peut mettre en évidence
sans préliminaires. Ceci n’empéche pas que les résultats de ce para-
graphe peuvent éire comparés de maniére intéressante avec ceux des
paragraphes précédents. Ainsi, en rapprochant (60) et (63) de (34* )

)
(Ej Ei) = ¢} E,= B}, 0% 5.
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La relation contractee
3) CiCu=0
assure au systéme (58) l'intégrale

c,‘; 0s = const.

La vérification est immédiate. Dans le méme ordre d’idées, avec
r conslantes nouvelles ¢ ¢t en posant

&j Ndt = du,

le systéme (58) peut s’écrire

(64) MAf=o,
avec

ds
(65) A-‘; = g"dT +0;k 0k,

Ceci donne -
iz Af=o.

Le déterminant des A} est nul. ‘

Il est & remarquer qu’au systéme (58), de r équations et r fonctions
inconnues, on peut faire correspondre le systéme (65), de 7? équa-.
lions, qui, en revanche, est d coefficients constants.

Si, entre ces r? équations, on pouvait éliminer les r fonctions 6%,
on trouverait évidemment des relations entre les A' lesquels sontliés,
en (64), aux M. Il y aura la, peut-étre, un moyen de voir comment
les systémes (58) se rattachent aux systémes intégrables par quadra-
tures. Mais I’élimination dont il s’agit exige a la fois des considé-
rations algébriques et des considérations différentielles ou intégrales;
nous nous bornons a I'indiquer comme sujet d’étude.

7. Systémes non homogénes. — Le fil des analogies simples conduit
tout naturellement a adjoindre, a (58), le nouveau systéme

dbse
de

e k=

(66) e

Celui-ci n’est qu’un assemblage de r systémes (58) pourvus de
seconds membres et, qnant a ceux-ci, leur choix est encore vraisem-
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blablement aussi simple que possible en imaginant que les fonctions A/
contiennent, outre ¢, des constantes A, en nombre r. Ici, comme
pour (58), nous commencerons par étudier le systéme (66) sans faire
aucune hypothése sur les constantes c};.

Dés lors, en raisonnant comme dans le fascicale XXXIII du
Mémorial (Chap. IlI, §2) et en posant

00sp  9bsT ,
6 VspT= —— — —— + ¢ 04p /7
(67) M o, Sk )
il vient aisément [16]
aJ2 s d2 s d d0%p

= S A Vkpt — ¢ -
(68) Doy D, =% Vet cjp M VEeT—y 0_/1 i

— A 00 07 (C i ~+ Yinj Chr+ Yoot €

La encore il est de toule évidence qu’il y aura une théorie particu-
lierement simple des systémes différentiels du type (66), par rapport
aux constantes A, introduites dans les 3/, lorsque les expressions (61)
et (62) scront nulles.

La formule précédente prendra méme une forme comparable a la
formule (56) de la théoric des coefficients de Ricci. Toutefois, ici,
les considérations d’analyticité ordinaires rendent identiquement nul
le premier membre de (68) si bien qu’avec la nullité des expressions.
(61) et (62), cette équation (68) se réduit a

%VSPT+ cx M Viet=o,
ce qui reproduit la forme de (58).

Nous avons montré (loc. cit.) que les 6, qui intégrent le sys—
téme (66) et s’annulent pour ¢= o, rendent également nulles les
expressions (67). De la I'intégration du syst¢éme de Maurer-Cartan

- ‘;“T: = of, 0k 0%,

Ce dernier systéme ne peut plus exister si les expressions (61)
et (62) ne sont pas toujours nulles. La vérification est facile [11]
(p. 15-16). Mais l'analyse du présent paragraphe explique le fait
d’une maniére beaucoup plus profonde a partir d’un systéme diffé-
rentiel (66) qui a un sens quels que soient les coefficients constants ;.

D’une maniére générale, nous parvenons aune question d’Analyse
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aussi importante que difficile, celle des systémes différentiels cons-
truits avec des constantes et qui ont des propriélés cxtrémement
différentes suivant qu’entre ces constantes existent ou non certaines
relations de nature arithmétique. On ne sait encore que peu de chose
sur un tel sujet.

CHAPITRE 1I.

MRCANIQUES ET NON-COMMUTATIVITE.

1. Préliminaires. -— Revenons aux identités fondamentales et
notamment a la premiére égalilé (5) du chapitre précédent. Une
telle identité prend diverses formes en vertu de

(1 d(XY) =X dY + Y aX.
Or (1) peut s’écrire
d d -
-d—X(XY)—Xd—-XY=Y,

ce qui démontre P'existence de symboles, g et p, tels que
: th
(2) p—pg =1

Le facteur de Planck s’introduit simplement, p et ¢ pouvant étre
affectés de coefficients constants. Le principal secret des méca-
niques nouvelles est dans (2), ce qui a été mis en évidence par
M. H. Weyl [17]. '

Les déterminants constituent un instrument essentiel quant a la
transformation de nos identités fondamentales. C'est pourquoi la
plupart des formules du Calcul différentiel absolu conservent une
symétrie de déterminant. Des considérations de méme nature peuvent
nailre a propos de (2).

Soient deux déterminants de méme ordre

z=anl, y=|0bjl

On a

zy =|@imbjm|, yx=|bjmanm|, zy =yx,:

La multplication des déterminants est commutative.
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Soient maintenant des matrices [18]

(3) z=(an), y=(bjr),
avec lesquelles on a

zy = (ahmka)y yr = (bim ami)E(bhm anik)-
Ici, il n’y a aucune raison générale pour que yz soit égal a zy. Il

est tout indiqué d’essayer de vérifier (2) avec les matrices (3).

2. Non-commutativité et crochets de Poisson. — Avec les variables
d’action J et les variables d'angle v¢ de la théorie classique, les coor-
données sont de la forme [19]

T =22 (Rey enny 055 T1y aan, Jy) €TVt 0,V

les sommations ayant lieu par rapport aux entiers a;. Cela peut
s'écrire, en abrégé,

) z =z (a,])e2inlov)t,
Dans la Théorie quantique, z est un ensemble de termes
.i(n, n — a) e2iny (n, n—ajt,
tel que l’on ait (Principe de correspondance), pour n élevé,
x(n, p—a)—->x(a, I).
Soit maintenant la matrice £y — yz dont I'un des éléments est

Z z(nk) y(nk)

z(km) y(km)
Pour de grandes valeurs de m et n, Dirac écrit ceci sous une forme
équivalente a

22

a+B=n—m

e2iny(nm)¢,

z(n, n—ua) y(n, n—8)

e2inv (7, n—a—f)¢,
z(n—B,n—B—a) y(n—a,n—a—P)

Pour 7 trés grand, avec A dd a n,—~ n,4 7/,
A - ~ 3
Zw(n, n—a) ——>Zt,ﬁ-rx(a, .

Dans ces conditions si, dans le déterminant de I'expression précé-
dente, on retranche la premiére ligne de la seconde, cette expression
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devient
' arz (o, J) Bry(B, )

_2 h 3 s e2im [(av)t-+(Bv)e],
22 ﬁrx(“:',) g];.}’(pr-l)

Soit maintenant w,— v, £ --¢, avec ¢, constante de phase. On a
aisément

3;8; [y (B, 3) exin Bt ] = 20, y(B,J) exrmiBue,

Alors la somme triple précédente prend une forme telle qu’a toute la
matrice correspond I’expression

3z ¥y
th Swr  dw, th
() Ty —yr = — bx ay | e Cgt
LIRS

Ainsi, auz crochets de Poisson, classiquement formés avec les
coordonnées (4), correspond, dans la théorie quantique, un calcul
de matrices & multiplication non commutative.

Nous construisons les dérivées partielles avec des § et écrivons des
crochets plutdt que des parenthéses de Poisson pour étre d’accord
avec les notations de Birtwistle [19].

Les considérations précédentes sont dues a Dirac et & Heisenberg;
elles ont é1é généralisés, en [20], avec des extensions des crochets de
Poisson.

3. Double théoréme fondamental. — Les équations canon’iqueé
d’Hamilton et Jacobi jouent un réle essentiel dans les Mécaniques
nouvelles. Nous les rattachons, comme tous les fondements essentiels
des théories physiques, a une identité (7). Ceci, par un double théo-
réme dont les deux parties ont été étudiées a assez grand intervalle

[21], [22], [11].
a. Soient la formule de Green
(6) fa,d)idc;f%dt, divd):%%. (i=1,3,...,n)

et Uidentité
) f ‘deX,...dX,‘=f dX, dX,. . .d¥n.
. Wn—s : W,
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On passe de (6) a (7) par la transformation

. Xi=Xi(xy, Zay oo 0y Tn)
St
d .
X(f)= dl\‘bd{i o, avec f=X2,X3,...,X.,.

et si
X(Uy) =1, avec U, = logX,.
b. Ceci permet la construction du multiplicateur de Jacobi
AUy, X,, ..., Xp)

d((lf‘i,. Tay oeay -Z'")

_19(f, Xy, ..., Xa)
XU= B aonon- o

D=
avec lequel

et .
oo s
dxry dzy ' Oz,
F,
YH=5 iy
D . -zl
. F"v
donnent
(8) X[Y( )]=Y[X( )]

Les F sont des fonctions arbitraires de X, ..., X,, non de U;,.

Sur ce sujet, outre les références déja indiquées on peut consulter
deux Mémoires récents, 'un de M. Pfeiffer [35], I'autre de l'au-
teur [36].

C’est toujours I'évaluation d’une étendue W qui, par transformation
trés directe, donne des formules a significations physiques. Quant a
la permutabilité (8), ce peut étre le germe de beaucoup de non-per-
mutabilités.

On peut rattacher plusieurs théories actuelles a I’équation

o 0B
(9) div® = ()_zi =o.
M. Bateman [37] voit méme dans I'équation (9) Yorigine de toutes
les équations fondamentales de la Physique.
Ainsi avec des variables p;, ¢;, réparties en deux séries, (g) peut
s’écrire '

Qi _
(10) dp: -+ ()qi
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d’ou, aussi naturellement que possible,

P1: ol Q,-: 3;—:.7 di =Qid{),‘—Pidq,'= o0,

g
si le mouvement doit s’effectuer sur la variété H = const. Alors on
est encore conduit & poser, toujours aussi simplement que possible,

P, = dpi 0 dq.

di’ S 7
d’ou les équations canoniques

dp; JH dg; ol
@i _ aq: _

() dt = g dr = api’

On pourrait imaginer d’autres choses a partir de (9): En posant,
par exemple, ‘
(l’i — ﬂ_ N
Jr;
on aurait une équation de Laplace a n variables qui donnerait, a la
mécanique en p, ¢, 'aspect d’une extension de la théorie du potentiel
newtonien. Puis cette équation de Laplace elle-méme pourrait prendre
'aspect d’une généralisation de I'équation des ondes et la mécanique
prendrait un caractére ondulatoire. Foir, plus loin. Chapitre II1.
En (10) nous avons aussi le fameux théoréme de Liouville
ap ot
pottn,
fondamental en Mécanique statistique [6].
Si x est une fonction des p et des g,

de oz JH _ du ‘_)ﬂ_[ H]
dt —’)qid])[ mdqi_ ) A
Donc, d™apreés (5),
:—{%.ﬁ:.t‘ﬂ—ﬂ.r.

Ce sont les équations de Heisehherg [19]. Comparer avec [17]
(page 28).

Prenons maintenant 'identité de Poisson-Jacobi
(1) [20(3m, sV |+ 3m(Ens 20 |+ [on(, 0m)] =0

MEMORIAL DFES SC, MATH. — Ne 62, s
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en vertu de laquelle [ ¢,., ¢, | est une intégrale de (11) s’il en est ainsi
pour ¢, €t ¢,.
Lorsqu’on a linéairement

[ 2m) ] = Chn tas
on conclut, de la et de (12),

(13) Cinn =+ Chm = 0,

s &% s x N A%
Cim Chs -+ Cpun Cis+ Cpy Chns = 0.

Ce sont les relations structurales fondamentales de la Théorie des
groupes finis et continus. On voit que ces relations (13) sont aussi
bien liées avec les mécaniques qu’avec les gravifiques.

Parmi les mécaniques a équations canoniques, la plus importantc
est vraisemblablement la Mécanique statistique [6]. Dans Pespace a
N dimensions, le produit dp, ... dgy mesure une étendue cellullaire
de poids Kdp, ...dgy. S’il y a M systémes en présence, la cellule a
pour étendue '

(dpy...dgs)...(dps...dgs)u.

A chacune des parenthéses de ce produit, on peut faire corres-
pondre un facteur énergétique

Kie %%, ..., Kye—%Ex

¢t imaginer que e produit de ces facteurs soit aussi un K si

E;+...+ Ey = const.

Ainsi I'espace en phase se complique, s’éiend par factorisation.
alors que les énergies E; s’allient par addition. Cet apercu, si rudi-
mentaire soit-il, fait apparaitre le réle fondamental de I'exponentielle
en Mécanique statistique. Ea Physique, I'exponenticlle apparait pour
beaucoup d’autres raisons, par exemple par I’équation

dA = kA di,

qui régit une foule de phénomeénes simples [23]. E'le est essentielle
pour la représentation des phénoméncs pé iodiques maisles choses ne
peuvent aller indéfiniment ainsi rien qu’avec I'exponcntielle ordi-
naire. Les groupes introduisent des transformations infi. itésimales X
et des transformations finies correspondantes ¢*. Ce:t la une expo-
nentielle symbolique, a multiplication non commutaiive.
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4. L’exponentielle symbolique. — Les premiéres études tant soit
peu profondes sur les exponentielles symboliques précédentes
semblent remonter a J.-E. Campbell qui, en 1897, leur consacra
deux intéressants Mémoires [24], [25]. On est étonné lorsqu’on par-
court ceux-ci, d’y trouver un langage et des préoccupations ressem-
blant étrangement au langage et aux préoccupations qui se rencontrent
dans les Ouvrages consacrés de nos jours a la microphysique.
Campbell eut d’ailleurs le beau réle d’inspirer Henri Poincaré.

Les célebres Mémoires de cc dernier, sur les groupes [26], font
immédiatement usage du symbolisme exponentiel précédent.
Henri Poincaré rend a Campbell 'hommage qui lui est dd; il ne faut
méme pas oublier que 'exponentielle symbolique est employée par Lie
et ses disciples immédiats mais elle est alors seule a intervenir. Poin-
caré, dont nous allons bientot exposer les idées fondamentales,
apporte ici son génial esprit de généralisation; nous le comprendrons
mieux en résumant d’abord I'analyse beaucoup plus élémentaire du
premier Mémoire de Campbell [24], Mémoire dont nous conserverons:
les notations autant que possible.

J.-E. Gampbhell considére d’abord deux opérateurs, et y, qui sont

associatifs, distributifs mais non commutatifs. En conséquence, il
écrit

N=yxr—zy,
Ye=N1T — Xy,

. Yr=Yra& —ZYyr—1.
I1 écrit également

[yerl=yzr+zy 2"+ 22y 272+, . .+ 2"y
et définit des constantes a; telles que

I 1 1
ay = — Qo= — az=—~o ap=— —) “en
2 12 =5 ¢ 520 !

(m—+1)an=ana— (@ An-~+ Qs Cps+...~+ Gy a1).

Tous les @ d’indices impairs sont nuls, sauf a,. On a alors

r r r—1
i (=] R Rl RSO ) B

Cette formule se vérifie facilement pour r=1, 2, 3...; la
démonstration générale se fait par récurrence, en passantde rar + 1.
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Aucune difficulté. Soit, de plus,
Y=Y

yo=lyz]+a,

Silon pose

z=y+a,y1+a~zy%+...,

Yaddition des formules précédentes donne

2
yexr=3+ [z;z—"]+[z§—,-| +..

Si  est une constante telle que 'on puisse négliger son carré,

(x +p3y=ar+p[zzr},
x+'pz - (x+'p.z)'- +
I. 2.

{14) (14 pylet=1+ coo= er LA,

On pourrait écrire, avec la méme approximation,

epy eT = er i3,

Nous verrons plus loin que Poincaré ne dédaigne nullement ces
formules approchées et qu'il cherche, de maniére trés ingénieuse,
comment on peut les maintenir quand p. cesse d’étre une constante

trés petite.
Soient maintenant

9 , 0
X=t@) g X=ul@)g:

En abrégé, & (z) signifie & (21, 1) .-, Zn). Remarque analogue

avec les z'.
De méme

J ' N9 , J
Y =m(w)dxi/' V=il )dx’- =Y (zi)d.m.
&
Nous avons aussi

Fay=f @)+ LX(Fy+ X))+ = e,

flo)=F(a)— LX)+ SX(f) - =
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D’ou
——y
(15) Y(2,)=Y e X (*)) = etXY g—tX(m),

Ceci posé, le point principal du premier Mémoire de Campbell
consiste a établir que I'on a aussi

(16). Y'(z;) = e—1¥x,

Pexponentielle se développant en série comme les précédentes en
observant toutefois que la puissance n de Y, s’écrira Y, et que l'on
aura

Y=Y X —XY,

Yo=Y, X — XY,

................ 3

Y, =Y, 4 X —XY, .

(17)

Il faut donc établir que, dans ces conditions, les derniers membres
de (15) et (16) sont égaux.

Pour cela, il suffit que, dans ces membres, les coefficients de ¢
soient égaux. Il faut donc prouver que

LY XY XY X Xr2Y Xe
A S M e 1Y (r—2)! 2l =

Clest vrai pour »= 1. Récrivons I'¢galité, en y remplagant r par
r — 1, puismultiplions par X, une premiére fois a droite, une seconde
fois a gauche. On a

Y,uX  Xr1YX XY X Xrsy Xs
=D r=0! =) 11 T = 5T T
XY, ,  XrY Xr—1y Xr—Y Xo
=0l " =)l T =9 I T =35 "

(__ I)r—a

il

(==

d’oi1, par soustraction,

( S Xry Xr—1YX Xr—Y X Y
- (r'—lﬂ——("-‘)I+r(r-.‘)!—r(r—-Z)!E'!— B

en divisant par — r, on retrouve I'égalité a établir et que ce procédé
de récurrence établit effectivement pour toute valeur de Uentier r.
Bref, I'égalité fondamentale (16) est démontrée.

Soient maintenant, plus explicitement, les r transformations infini-
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tésimales X telles que

(18) X,‘ X,—X’ Xi= c{,Xs.

Il faut démontrer qu’elles engendrent un groupe, ¢’est-a-dire que,
silona
z' = ex, X = )\i Xi,

. z'=eV, Y=wuX,
on a aussi

z" = ez, 7 = Vi Xi.
Clest 1a ce que Poincaré, dans son premier Mémoire, appelle le
Probléme de Campbell.

11 faut prouver que
ep'lx: = ez.

Campbell, également dans son premier Mémoire, se contente de
démontrer celte égalité en supposant les p assez petits pour qu’on
puisse la remplacer par

(14w X))z = e,

Alors p;X;=7Y" est de la forme p;X; d’aprés la formule (16) dont
on développe le second membre en tenant compte des égalités (17) et
de (18). Donc il faut maintenant démontrer que

(1+pU)eX=el,

siU et X sont de la forme p;X;. Or, on peut transformer le premier
membre d’aprés (14) et écrire
eX+uU = o2,
avec
U=U~+a Ui+a, Us+....

Les U; se définissant comme les Y; du tableau (17), on voit que U
est aussi de la forme p;X\;, cc quiachéve la demonstration.

Cette démonstration est certainement pleine d’intérét; elle a méme
une indéniable  esthétique. Mais, en fin de compte, elle parait faible
& cause de la nécessité d’y supposer p et les p; assez petits pour que
Pon puisse négliger lears puissances et leurs produits. Campbell lui-
méme remédia a ce défaut dans son second Mémoire.

Henri Poincaré, ensuite, porta le reméde a la perfection, ce que
nous allons voir dans les paragraphes suivants. Son analyse, souvent
difficile, parait toutefois beaucoup plus abordable quand on est
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habitué aux raisonnements de Campbell et c’est pourquoi nous avons
commencé par ceux-ci. Une notion fondamentale, pour Poincaré, est
celle de polynome régulier. Un polynome symbolique formé avec
les X; est dit régulier quand il ne conlient autre chose que des puis-
sances d’expressions de la forme p, \;.

Tout polynome peut étre régularisé en faisant intervenir les rela-
tions (18). Il ne peat I’étre que d'une seule maniére. Nous admetirons
ces deux assertions que Poincaré démontre en toute rigueur et non
sans quelque Jongueur. En (14) nous avons une série réguliére; les
développements des exponentielles de Lie en donnent d’autres.

Pour en revenir au trés grand mérite de Campbell, notons que les
coefficients @; s’expriment facilement par les nombres de Bernoulli.
Si

[4 [4 A Lt
pr— _1—‘!+B1§—B34—!+...,

(2n)! @sp = (—1)""1 Bop_y,

Ceci nous raméne aux travaux de Schur cités dans notre fas-
cicule XXXIII. Les nombres de Bernoulli ne jouent pas dans la
théorie des groupes un role fortuit; ils accompagnent, trés naturelle-
ment, toute analyse exponentielle, ordinaire ou symbolique.

5. Le symbole @ (6). — Considérons les r symboles de transfor-
mations infinitésimales ou, plus briévement, les » opérateurs X; et
I’une de leurs combinaisons linéaires

T=10X,.

Soit ensuite V un autre opérateur élémentaire qui pourraétre ou ne
pas étre une combinaison linéaire des opérateurs X. Mais V est sup-

posé tel que
(in) =VX;—X;V =\b,~j X;,
d’ou
(VI)=VT — TV = bli ; X,’: 0(T).

On peut imaginer des itérations telles que
0[6(T)]=0(T), ..., O[Om(T)]=0m*+(T),

Soit maintenant
B(0) = X gy, 0%
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un polynome ou une série ordonnée suivant les puissances crois-
santes de 6.
Henri Poincaré pose

®(0)(T) = X gx Ok(T).

Considérons I'équation caractéristique

biu—8 by brt
b‘) b‘ll)"“e .- b
(19) BO)=y 7T T =0
bir bzr b,«,-——&

Il sera commode, pour la suite, de désigner les éléments du déter-
minant B (0) par B;;. Donc B;; = b;; quand ¢ et j différent, tandis
que

B, =b;—0.

Le mineur algébrique de B;; sera désigné par P/ etle méme mineur
normé par Bi/. Donc BBY/ = Pi/,

Si I'équation B (8) = o a ses r racines 9; distinctes, il existe 7 com-
binaisons

(20) Yi= i Xy
telles que
(21) VY;— YV =4; Y.

1l est évident, ici, que, dans le second membre, k& n’est pas indice de
sommation, puisque cet indice est libre dans le premier membre.

Alors
T=1¢Xi=10, Yy

Multipliant (21) par ¢}, on a
B(T) = 0z 7, Yz,
8°(T) = 8, 8(T) = 03 &, Y
et, d’'une maniére tout a fait générale,
B(0) (T) = B(0z) £} Y=kt Xy

Ici, & est bien indice de sommation puisqu’il a disparu dans le pre-
mier membre de 'équation. De (20), on tire, avec la notation habi-
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tuelle des mineurs normés, .

X[= aik Yk, t'h,=a”= L
O(0)(T)=D(0z) by 21 Xy,
(22) hi=®(0;) ¢; ait ay.

Cette derniére formule est déja trés remarquable. Naturellement &
y est indice de sommation. Si & n’était contenu que dans la somme
de produits o
1 si i=]
o si i#j’

aik Qi = a’l =

nous aurions évidemment un résultat trés simple et trés élégant que
le calcul différentiel absolu utilise aujourd’hui a chaque pas. Mais,
dans le second membre de (22), les choses se présentent d’une
maniére beaucoup plus générale; il faut faire intervenir, dans la
sommation en A, le coefficient @ (84), ou les 04 sont toutes les racines
d’une équation algébrique et oa @ est une fonction quelconque. Or,
traiter .ce cas a été I'occasion, pour Henri Poincaré, d’un véritable
trait de génie. Il se propose de déterminer d’abord le produit sans
sommation a/fa;x en prenant provisoirement
()= —,
E—0
avec £ désignant une constante quelconque. Alors

1 v
E—__G(P)=hixi=H’

——tjaikay,  (E—0)(H)=T.

(.23)I hi= E—Gk

Cette derniére équation peut s’écrire

(24) Ehi—biihr=t;.

De ce systéme, on peut tirer les 4 en fonction'des ¢. On trouve (')

Pi

METEE T

—1; BY,

(1) La résolution da systéme (24) porte tout naturellement 3 écrire ke détermi-
nant de (19) comme il I'est ici. C’est le déterminant du Mémoire de Poincaré avec
changement des lignes en colonnes.
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les P/ et les BY contenant, bicn entendu, £ &'la place de 0. Les A;
ainsi obtenus étant des fonctions rationnelles en £, décomposons-les
en éléments simples. 11 vient
Py
hi=— i BT ~ T r <
CTUROOGE—w’

si P/ est ce que devient P¥/ quand on y remplace ¢ par 0. Compa-
rant avec (23), on a

PY
ik gy = —
al alk_‘ Bl(ek)
et enfin
Py
(25) (I>(0)(T)=—t,-<b(0,..)B,—(-e—k—)X;.

On peut encore écrire, avec une intégrale de Cauchy,

®(0)(T) =— ;1= [ 86 1 s X,
ou bien:

(26) ®(0)(T) =— Z%fdscb(s)tiBii X,

Le contour d’intégration doit naturellement comprendre a son inté-
rieur toutes les racines 6; et la fonction ® doit étre holomorphe dans
ce contour.

Le résultat (26) est certainement plus frappamt que (25); il a
notamment repris toute la simplicité habituelle quant aun jeu des
indices de sommation ¢ et j. Les formules ou 'indice de sommation
était triple n’ont joué qu'un rdle transitoire. Observons aussi que les
formules (26), (25) et les précédentes sont données par Poincaré
sans signes moins dans les seconds membres; ceci tient & ce que
lillustre autcur ne s’est pas préoccupé du signe a attribuer exacte-
ment aux mineurs P#/, ce signe n’ayant point de réle essentiel dans la
suite.

Il resterait a reprendre le raisonnement précédent pour le cas ou
Péquation caractéristique aurait des racines multiples; on trouvera
quelques indications, a ce sujet, dans le Mémoire de Poincaré.

Si V. est une combinaison linéaire a coefficients constants des X;,
soit

V=v;X;,
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et si
(X x/) = c;/ Xy,
ona
(29) 0(Ty=v;¢ C,l',- Xi=bu t; Xz, b= c/k, Vi
6. Combinaisons exponentielles fondamentales. — Parmi les appli-

cations les plus immédiates du symbole @ (9) (T) il faut signaler le
beau théoréme de Poincaré qui s’exprime simplement par la réunion
des deux formules

(»8) e~V elTexV=eBl, U= eo(T).

Le produit des trois exponentielles est une succession de transfor-
mations a lire de droite & gauche. Le théoréme s’établit d’abord
lorsque les constantes «, 3 sont supposées trés petites et de telle sorte
que I'on puisse négliger les termes du troisi¢me ordre ena et 8.

Dans ces conditions, le premier membre de la premiére équa-
tion (28) peut s’écrire

(1—zV+éa2V2) (1+,’$T+§{32T2) (1+aV+7:a=V?‘)
ou
Igae = eBT—aBo(m
I+BT+;§T——-a3(VT—TV)_e3 o,
d’out
U=T—ab(T)=e-29(T).

Supposons maintenant que U'on pousse I'approximation jusqu’aux
termes en 3 et en a™ inclusivement. Le premier membre de (28) va
devenir un polynome symbolique ¢en V et T que I'on pourra rendre
régulier d’une seule maniére, soit

o(a, ) =ZAIM.
On aura

o(a + da, 8) = e—(@+duV efT gld+da)V — g—daV o(a, B) eV,
. dA
9 (o da, §) — 9(x, ) = da ¥ T-1I.
Le premier membre de cette derniére égalité contient linéairement

les A qui satisfont ainsi & des équations différentielles linéaires. De
plus ces A, pour @ — o, doivent se réduire aux coefficients de ePT.
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Ces conditions suffisent pour les déterminer. Or, on peut satisfaire
aux équations différentielles en question en prenant, conformément

a (28
( ), “P(% B) = eBU7 U= e—aQ(T)_

Cecidonne, en effet,
o(2+da, B) = eV, U= e-2+an¥(T)

et il faut vérifier que
e—doV oBU gdaV — oBU,

Or ici, comme on néglige le carré de da, on peut écrire,
d’aprés (28)
BU = BV, U= ¢—dad (U) = e—dah e~ab(T) = U".

Ainsi le théoréme (28) est bien vérifié dans une approximation
d’ordre un en B, d’ordre m en a.
Poussons maintenant 'approximation en 8. On aura

?(2, B+dB)=e2V eB+dBiT eaV = o(a, B) o(x, df)
et, d’apres (28), puisque 'on néglige le carré de df3, -
o(a,dB) =e®Bl,  U=e)(T)

#(a, B+ dB) = ¢(a, ) €48V,

Donec

Clest 12 un systéme différentiel analogue a celui formé lors de
Vapproximation précédente.

11 donne lieu aux mémes raisonnements. Il est d’accord avec (28),
ce que l'on voit encore en écrivant

o(a, 3+ dB) = e!B+dB)U = ¢BU ¢dBL = o(a, B)edBU.

Bref, le théoréme (28) est maintenant complétement établi, quels
que soient o et . '
11 est évidemment valable si

V=X, T=4X; (XiXp)=ciX.

Il Yest encore avec des opérateurs V et X;, ces derniers en
nombre r, si

(29) (VX)) = bu Xp,  (XiXp) =0,

car ce cas se raméne immédiatement au précédent.
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Reprenons (28). En permutant Vet T, on a
(30) e—BTeaV efT= oW, W = e—Ba(V).

Le symbole 7, est formé avec T comme le symbole 6 avec V. Ainsi

(V) =(TY), a(V)=(TV)=—8T).

Si les secondes relations (29) entrent en jeu, on a

71<_X)=07 7W2(V)=o, (V) =o,
e B(V)=V—3q(V)=V=+B86(T). "

La formule (30) devient ainst
(31) e—BT eaV g8T — g2 V+aBO(T),

Cette formule n’est plus vraie si I’on abandonne les secondes rela-
tions (29) mais ces derniéres peuvent encore étre considérées comme
satisfaites avec des X trés petits d’ou des T également trés petits et du
premier ordre qui permettront, dans (31), de faire jouer le réle d’infi-

niment petit 4 8 et non a T puisque T ne figure qu’avec le facteur B.
Au méme degré d’approximation, la formule (31) peut s’écrire

exV+aB0T) = gaV__ 3T gaV_ paV BT=e2V—eBTeaV 4 gaV eBT,

ou, en vertu de (28),

e V+afll= gaV__oaV ofU_ caV eBT, U =e-a(T)

et, toujours en négligeant le carré de 3,
|
e V+aBbT = ea V(1 — BU + BT) = eaV eBT—1),

Si nous posons

(32) a8(T)=W, T—U=Y,
il vient

et
(33) CXV+BW = aV By, Y=‘_¢§i(W).

Henri Poincaré pose ici une question d’apparence subtile’ mais
qu’il est cependant néeessaire d’envisager pour faire comprendre la
nécessité de détours contenus, a premiére vue, dans les raisonne~
ments précédents. Dans la premiére équation (32), ou T représente
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t;X; et ou W représente w;X;, peut-on déterminer les ¢ quels que
soient les w? Il faut que l’on ait

.
a3t =wj,

ce qui est évidemment possible si le déterminant des b;jn’est pas nul.
Mais, si 'on 'n’avait jamais raisonné qu’avec les \;, ce déterminant
aurait toujours été nul, d’aprés les secondes relations (27), d’ou la
nécessité de commencer par considérer le cas ou V n’est pas forcé-
ment une combinaison linéaire des \; le cas de V combinaison
linéaire des X peut alors suivre, comme cas limite, I'équation caracté-
ristique (19) ayant, dans ce cas limite, une racine nulle, fait bien
connu qui n’altére pas les généralités associables a cetle équation, si
ce n’est pour les simplifier légérement.

7. Génération des X, a partir de la structure. — Soient donc les
r opérateurs X, liés par les relations

(xi X0 = c}?k X

dans lesquelles les ¢}, sont les « constantes de structure » liées par les
relations struclurales fondamentales el données a 'avance. Soient
aussi, comme précédemment,

T:l,X,, U=u, X, v=v,~‘(,~, W =w; X,

Soit la série régularisée

(34) 9(2,B)=e*VedT=p,+ Bo1+ B2oa+....

S

Ona
9(x, B+ dB) =e2V.edTedBT= 5(a, B) e®BT= g(a, 8) (1+ dBT),
d’ou ‘
d
d_?; = ?T; mPy;m= Qm—t T.

Ces conditions, jointes a ¢, = ¢*V, déterminent ¢. Faisons main-
tenant

(35) (e, B)=¢e%, . 9(a,B+dB)=eW+dW,

il vient
eW+dW — oW odf3T,
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Or, d’apres (33), on peut satisfaire a ceci en posant
—_— e
(36) dsT = I__.nf._'(ch),

si 7 est un symbole qui est 8 W ce que 6 est 3 V. On a ainsi, en (36),
une représentation symbolique d’un systéme d’équations différen-
tielles, équations auxquelles doivent satisfaire les coefficients w;.-On
peut écrire, d’aprés (26),

AT =— 1 [zg

% dw, B X,
d’on

(37) tdy=— o 27

dw, BiJ,
2T

Ici, 'on a
(WX) = C):i wi X = b5 X3

Péquation caractéristique, aprés un échange de lignes et de colonnes
dans le déterminant, est (19), c’est-a-dire B(£)=o0. Quant a BiJ
c’est le mineur normé défini comme plus haut sur Péquation (19).
Donc B/ est une fraction rationnelle en £ dont le dénominateur B (%)
est de degré r, alors que le numérateur est de degré r — 1. Les inté-
grations doivent étre effectuées, dans le plan de la variable complexe,
le long d’un contour enveloppant toutes les racines de 'équation
caractéristique.

Il est maintcnant aisé de conclure. Si les w; satisfont aux équations
différentielles (36) intégrées de telle maniére qu’elles donnent
w;=v;, c'est-a-dire ¢ = ¢,, pour = o, alors, les deux formes de
o (a, ), écrites en (34) et (35), sont égales (tout est maintenant dis-
posé pour qu’il en soit ainsi); finalement, on a

e*V eBT= W,

Le produit des transformations finies ¢*" et ePT est bien une trans-
formation de méme forme dans laquelle les paramétres seuls ont
changé. Il y a groupe. Le probléme de Campbell est résolu.

Toutefois la question, traitée comme elle vient de 1’étre, est loin de
s’arréter la. Nous ne sommes méme pas a la fin du premier Mémoire
de Poincaré alors que I'illusire savanl en a consacré trois au sujet.
Contentons-nous pour l'instant, d’indiquer deux transformations trés
importantes des équations (37).
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Nous avons
BUBu=BY by—EB = | & K#)
1 si k=,
d’ou
bfkttdﬁ—-——— d§(1— e~%) dw; B4,

L’emploi des relations précédentes, pour k= j, ne change rien a ce
résultat, 'intégrale de Cauchy s’augmentant alors d’une autre qui est
identiquement nulle.
Voici encore un autre aboutissement de (37), prodigieusement
important cette fois.
I.’équation (36) peut s’écrire
dW RN Edt
W=I—rﬂ( )=— 2in,) 1—et

tj Bij X,,

Pintégrale de Cauchy provenant d’un nouveaurecoursala formule(26).
Dene
(38) iﬁ=__‘.—f S8 4 Bu.

df 2in ] 1—et

Observons maintenant que les équations (37), résolues par rapport
aux dw;, donnent un résultat de la forme

dw
7{;1 =Ajitj,
d’oa
df dw; i _ .« L i
dWi d‘j A)l t} Jw; - ‘I X” X’ - A-iidwi‘

Comparant avec (38), on a

Edt 0f
2mf1——-e— Bi]

Ceci peunt étre considéré comme un aboutissement de la plus grande
valeur logique et esthétique. A partir de la structure donnée, de
Péquation caractéristique et des mineurs B¥ on voit qu’en peut cons-
truire, trés simplement, une intégrale 4 la Cauchy, avee contour
enfermant toutes les racines de I'équation caractéristique mais nonles
points 2 kim, intégrale qui représente r transformations infinitési-
males associées A la structure considérée. Seulement il faut bien
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observer une chose que Poincaré ne dit pas immédiatement et qu’il
ne met méme en évidence qu'au début de son second Mémoire.

Nous avons commencé notre raisonnement au paragraphe 3, avec
des opérateurs X qu’on se représente tout d’abord comme construits
chacun avec de certaines variables indépendantes z, les w utilisés en
dernier lieu n’étant que des paramétres extérieurs, pour ainsi dire,
aux X. Or ce ne sont pas ces X que nous venons de construire mais
des X dépendant des ¢, engendrant bien cependant un groupe ayant
la structure donnée mais un groupe paramétrique. Bref nous retrou-
vons ici, en dernier lieu, un fait que, avec M. Elie Cartan, nous
avions mis en premier lieu dans notre fascicule XXXIII.

La construction la plus générale des groupes dépend, avant touty
de la construction de groupes paramétriques; ce sont notamment ces
derniers qui engendrent les espaces de groupes au sens de M. Cartan.

Autre et capitale remarque. — Nous avons rappelé, dans notre
fascicule XXXIII et a la fin du paragraphe 2 du présent chapitre,
que certains auteurs, notamment Schur, Pascal, avaient rattaché la
théorie des groupes finis ¢t continus a celle des nombres de Bernouili.
Or la théorie exponentielle, essentiellement constructive, due a Henri
Poincaré, rend aussi la liaison évidente. 1l suffit, dans notre derniére
formule donnant I'opérateur X, de se proposer d’étudier I'intégrale
du second membre en développant

—_—¢)
1 —e¢

suivant les puissances croissantes de . Les nombres de Bernoulli

apparaissent immédiatement comme coefficients d’un tel développe-
ment.

8. Rapprochements terminaux. — Ces rapprochements, avec les-
quels nous sommes dans l'obligation matérielle de terminer un cha-
pitre d’étendue limitée, pourraient étre le point de départ de nouveaux
et grands développements. Dans le Chapitre I du présent exposé,
nous avons rappelé que la Gravifique, méme avec des perfectionne-
ments trés récents, est toujours sous la dépendance des transforma-
tions d’intégrales multiples. Nous avons commencé a voir, dans le Cha-
pitre II, qu’il en était de méme pour les Mécaniques nouvelles. La

MEMORIAL DES SC. MATH. — Ne¢ 62, 4
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Théorie des groupes, avec son caractére exponentiel, nait en méme
temps que les disciplines précédentes et des mémes principes. Certes
les travaux de Campbell et de Poincaré ne semblent pas corres-
pondre immédiatement a des réalités physiques mais les premiéres
recherches sur les matrices de Charles Hermite donnent la méme
impression.

Au point de vue bibliographique nous citerons des Mémoires de
M. Th. De Donder [27] qui réunissent Gravifiques et Mécaniques
par beaucoup de liens plus haut placés que ceux que nous avons mis
tout & la base des théories, entre principesinitiaux. La conclusion est
aussi qu'il n’y a nullement lieu d’opposer la Gravifique et la Méca-
nique ondulatoire [28]. Le chapitre suivant va confirmer cette
llTlPI’eSSlOD.

L’un des premiers développements de la Mécanique statistique
constitue la théorie des invariants adiabatiques exposée dans I'Ou-
vrage de M. R.-H. Fowler déja cité mais reprise par M. T. Levi-
Civita [29]. L’éminent géomeétre italien y fait grand usage des
méthodes de Lie quant a la transformation des systémes canoniques.

Tous ces domaines sont encore en pleine élaboration. On ne peut
tout embrasser, tout fixer. Sil'ceuvre de Birtwistle est traduite en
frangais, I’ceuvre fondamentale de M. Louis de Broglie est traduite
en allemand [30]. Une autre exposition, particuliérement physique,
trés claire, trés einsteinienne, due a M. J. Frenkel [31], arrive de
Leningrad. Et tout cela, sans doute, n’est qu'un premier élan.

CHAPITRE III.

GI'EOMETRIE ET MECANIQUE DES ESPACES A CANAUX.

1. Formule de Stokes pour espaces a canaux. — La formule ainsi
dénommée est ’
x By
o fUdP+VdQ=/f(%—%>' P. P, P, ds.
. i 0. o 0.

Un canal é¢lémentaire a une section quadrilatérale. Sur ses faces
latérales, P, Q, P 4 dP, Q + dQ sont constants. '
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Soit un canal contenant ds (en z, ¥, 3) et dS (en X, Y, Z). Les
cloisons finies ¢ et S sont interceptées par un méme faisceau de
canaux; elles sont en projection canale. En appelant A(P,Q) la

parenthése qui figure, en (1), dans 'intégrale double, on peut écrire,
pour A dP dQ,

P P P Pv Pl xY, )48
AP, Q)| P Py Py |de= 2P tp pyop, | QXY E)AS
6(X,Y,2) VO3 + B+ D3
Q: Q Q: Qx Qv Qz ’
La cloison S a pour ¢quation ® = o. Posons
by by Oy AX,Y,Z),
(2) —""—I= Px PY Pz = Al(q), P, Q),

/2 9, 0
OVRIE R+ ] ox Qv Q| [ A(0,P,Q)surS

puis, pour déterminer \ (P, Q),
A(Pv Q)A1(07 P: Q) =1I.

C’est le moyen d’avoir
T

x  fB !
JLens=S L) r b P | smiay

P
+ Q Q

L’intégrale double du second membre est stokienne et prend faci-
lement la forme du premier membre de (1).

Bref, en un canal ou en un faisceau de canaux, se propagent des
intégrales doubles, en ® dS, invariantes. L'équation générale et fon-
damentale du phénoméne cst (2) avec second membre A, (@, P, Q).
A celte équation, aux dériv ées particlles de @, peuvent correspondre
des surfaces propagatrices S générales. Gelles-ci dépendent d’éléments
arbitraives, par cxemple d'un paramétre ¢ qu'on appellera temps.
Ainsi, le long des canauv, il peut y avoir propagation d’éléments
invariants (ou dépendant du temps d'une certaine maniére) analogues
a des masses (constantes ou variables). Il y a donc, dans les considé-
rations géométriques précédentes, le fondement d’une Mécanique
trés géncérale [ 38 |. Cette Mécanique aurait, pour équation fondamen- -
tale, 'équation (2), analogue a I'équation de Jacobi écrite pour le
mouvement d’un point, mais beaucoup plus plastique.
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2. Rapprochements avec 1'équation de Jacobi. — Ces rapproche-
ments semblent pouvoir s’effectuer de diverses maniéres. Pour
'instant, soient P et Q homogénes d’ordre zéro. Alors

XPx—I— YP\'—I— szz o, XQx—I— YQ\' + ZQz: 0.
L’équation ® = o sera mise sous la forme Jf =1, avec f homogéne

d’ordre un, ce qui est toujours possible. Sur les surfaces f=1,
I'équation (2) peut s’éerire, en utilisant le théoréme d’Euler,

S fx Sz
‘ —— A(P,Q)
(3) xIY“z‘/_"“_Ié’—‘-’ Px Py Pg|=21020)
8(7’7’f) VR + e+ 7 Qx Qr O S

ou bien . . , <Yz
) ~(F) ()= (3 33)

C’est 'équation de Jacobi homogénéisée. Sur toute surface f=1,
elle revét la forme ordinaire,

(4) (%>2+(§4)2+<g>2=F(X,Y,Z).

Mais, dira-t-on, avec P et Q homogénes d’ordre zéro, les canaux
seront toujours rectilignes et, plus exactement, coniques de sommet O.

Or, on peul les varier, d’aprés une remarque générale concer-
nant (1). La réduction pfaffienne,

U dP +VdQ = MadN,

se traduit, dans le second membre de (1), par

oV JU\|Pe Py P ” M. M, M
(ﬁ_ﬁ) @ Q Q l“ N. N, NM
De méme (3) peut prendre la forme
S f S

(5) —'——I——-—"______ Mx My MZ = 75"

1
OV ne Ny N, | 7

Le second membre se réduit évidemmenta 1 sur une surface f =1.
Seulement, en (5), M et N sont encore homogénes, d’ordre zéro,
commes fonctions de P et Q. Observons alors que (5) ne change pas
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si, par exemple, on y remplace M et N respectiveent par
M*=M +o(f), N'=N-+o(f).

Ainsi apparaissent de¢ nouveaux canaux non rectilignes et méme
assez profondément indéterminés [39].

Il est essentiel de remarquer que (4), en Mécanique classique,
correspond au mouvement d'un seul point et qu’ici on associe & (4)
des espaces a canaux dans lesquels les mouvements multiponctuels
sont le cas général.

3. Symboles de Jacobi et de Schrddinger. — Prenons ces deux
sortes de symboles sous les formes respectives

9S\? daS\? JS\2
1= (5) + (5) -+ (5) -2
(6) S(W) =AW+ Wa.
Posons, de plus,
u=S1+ s-z, V=S1.——Sg.

Changéons maintenant de notations, dang I'intégrale double de (1),

en posant )
A(P, Q)(Py -—P; Qy) =we+ ury,=F,

(7) A(P) Q)(P:Qx—'PxQz)=WJ+ uv) =G’
A(P’ Q) (P‘L‘Q_y_ P)Qr) =Wz +Uy; = H.

Ce systéme (7), en somme ¢lémentaire, parait fondamental quant
au fait de mettre la Géométrie et la Mécanique des espaces a canaux
sous les formes quantique, ondulatoire et corpusculaire les plus
communément adoptées. On a forcément

Fr+G,+H;=o0,

ce qui peut s’écrire, A étant le laplacien & trois variables,

Aw —+ U Av 4 UxPx—+ Uy 0y~ U0z = O,
ou bien

(8) Aw 4+ (S1+ S3)E(S1—S4) -+ J(81) — I (Ss) = 0.

Cette relation, la seule qui soit nécessaire pour que (7) puisse
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avoir lieu, lie, de maniére non symbolique, les symboles J, de

Jacobi, et 2, de Schridinger [40].

Elle est, sans doute, le préteste le plus naturel quant a Pintroduc-
tion de X.

4. Quantification. — Reprenons 'équation de Schrédinger, avec
les notations de Weyl [17], soit

h2

Le W de (6) est remplacé par 9. Dans (g), V représente l’é‘nergie
potentielle. E est 'énergie totale constante.

Posons
o = eMt(z,y, 3).
On a
. xy
= e—ivt 29
q’ e i 9) i ()t th‘)

et I’équation (9), en ¢, devient

(10) Pyt vy—o s E=hvs

On voit que le seul fait d’introduire le temps, de facon périodique,
dans I’équation de Schrodinger, entraine la quantification de I'énergic.

5. Equations ondulatoires. — Reprenons maintenant I'équation de
Schrodinger, avec la notation (6),

AW + WQ =o.

En cherchant toujours des solutions périodiques par rapport au
temps

W =eVtw(x,y, 3), d'ol d—;—:—v S W,
on peut I'écrire
Q 2W
AW _— v—‘g W = 0.

Avec la notation employce en (9) pour £ et E = hv, il vient

1 2W E

A.\V— —_——— =0 = —————
G2 ge ’ V2m(E—V)
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Cette valeur de C est précisément le résultat qu'on obtient en com-
parant I'¢quation de propagation d’un front d’onde

() () () = & (25
)+ () (5) =a (%

avec I'équation de Jacobi

OF\: (gF\: (JFN:
(ﬁ)*(ﬂf(oﬂ‘mL v,

pour F remplacé par F(=z, y, ) — Et.

On voit avec quelle simplicité la Mécanique des espaces & canaux
lie les formules fondamentales des théories ondulatoires, corpuscu-
laires et quantiques.

6. Homogénéité et non-commutativité. — Quel est le rapport de
Iexposé précédent avee la non-commutativité ? Il est facile de voir
qu'au paragraphe 2 cette derniére notion est remplacée par celle
d’homogénéité car 'homogénéité permet de créer, de diverses
maniéres, des opérateurs différenticls non commutatifs. 11 y-}i
d’abord le théoréme d’Euler,

9 9 )
x(—)-:é—a—y(;%w— .z;){: mf,
qui associe les opérateurs
d J J
dz’ 9y’ Iz
et '
x, ¥, 3.

Cette association a ¢té indiquée par Weyl pour raisons probabili-
taires [17]. Elle donne immédiatement des combinaisons telles que

Jd 0
oz (xf)—x();f=f,

chose déja indiquée au début du chapitre précédent.

La Théorie des groupes permet de varier ceci. On peut trouver,
comme nous 'avons encore vu au paragraphe 3 du Chapitre II, des
opérateurs différentiels lincaires X et Z tels que XZ =7X. Soit,

de plus,
Y=Z-+rX, dot XY—YX=X(mX.
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Le théoréme d’Euler donmant X (f)= kf, et, prenant r tel que

X(r) =1, on peut avoir
XY(f)— YX(f) = kf.

Avec n variables z; el f homogéne d’ordre 4. on a encore

J 9 o si i
E(zif)—ximf= nf si l.='t:
car, pour { = J, I'indice devient sommatoire.

Bref I'homogéne équivaut, de plusieurs points de vue, au non-
commutatif.

C'est pourquoi nous trouvons, dans ce chapitre, des appels a
’homogénéité, 1a ou d’autres auteurs auraient recours a des notions
de non-commutativité.

De plus Péquation fondamentale (2), aux dérivées partielles de ®,
est une équation du premier ordre intégrable par la considération
d’un systéme différentiel canonique mélé, comme tous ces systémes,
aux constructions fondamentales de la Théorie des groupes. Cette
Théorie et la Mécanique apparaissent encore comme inséparables.

7. Considérations probabilitaires. — L’intégrale double de (1) ou,

d’apres (7), »
S LG eg)

exprime évidemment une certaine probabilité pour qu’un certain
phénoméne ait lieu dans le faisceau de canaux intercepté par la
cloison ¢. Il est indiqué¢ d’exprimer par w(u, ¢, w) dr la probabilité
pour qu'un phénoméne analogue se produise dans 1'¢lément de
volume dr. Dans un® théorie, d’accord avec (8), qui ne ferait inter-
venir que des solutions ¢ de I'équation de Schrédinger, la méme
probabilité serait simplement @ () dz. Des considérations de simpli-
cité peuvent guider dans le choix de w(¢); réduisons cette fonction
a ¢2, pour qu’elle soil toujours positive. Mais I'équation de Schro-
dinger invoquée ici est I'équation indépendante du temps Z=o
tandis qu’en général il faut pouvoir considérer I’équation com-
pléte (10) et méme des solutions ¢ imaginaires de celle-ci. C’est alors
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que la probabilité ¢? dr est a remplacer par
(1) VY d,

le ¢ surmonté¢ d’un tiret désignant I'imaginaire conjuguée de ¢.
L’étude de I'expression (11) ct de ses intégrales est un cas limite
de I'étude des formes a indéterminées conjugudes de Charles Hermite,

(12) aik&; T, Q= Qik,

formes auxquelles correspond la Géométrie unitaire dont I'étude pré-
liminaire joue un si grand role dans la microphysique actuelle. Les
Ouvrages qui développent de telles considérations tendent a devenir
extrémement nombreux; bornons-nous a citer encore celui de M. H.
Weyl [17] ainsi que des Lecons de M. Elie Cartan [41] qui relévent
de P'esprit géométrique pur.

8. Fluides et ondes de probabilité. — I.es considérations de ce
chapitre sont essentiellement d’accord avec la remarque fondamentale

de M. Bateman faile a propos de I’équation (9) du chapitre pré-
cédent. Pour satisfaire a

(13) Fo—+ G,-+H;=o?
posons maintenant [ 42

2F = uop —ou,y =2A(P, Q)(P, Q; —P_-,Q,-), ‘
(14) ) 2G=uv) —vuy = 2A(P, Q)(PzQx —P2Qyg),
| t oH =uv; —vou; =2A(P, Q)(P.Q, —P;Qy).
L’équation (13) prend la forme

(15) ulv—oZu=o0

en désignant tou;ours par X le symbole de Schriodinger (6) Or (xo)

peut s’écrire aussi

(16) (07)+ (PH)+03(PV)=0
en posant

d
(17) p=up, hp,v= 5.7 %) log

On a, en (16), une ¢quation de continuité relative 3 un mouvement
fluide permanent.
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Soient I'équation de Schrodinger compléte (10) et sa conjuguée
h? h Jy*
Gl PRI A 1,
(18) s A S o — Vit =
Elles donnent

hi onor o ) o
o (WA — A - Z () = o,

c’est-a-dire

(19) 9 9 9 (v =
9z (eh) gy (o) + gz (pv) + 53 =0,

en posant

ki 0

md—(xs.}’v 5)

‘b.
(20) p=W. hpv= logfl,-
Cette fois (19) se rapporte & un mouvement fluide général et p dr est
la probabilité (11) reconstruite par un raisonnement plus complet.
Pour étre d’accord avec [42] le ¢ surmonté d’un tiret est remplacé
par ¢*.

En (10) et en (18) nous avons des équations relatives a des ondes
de probabilité, ondes imaginaires en général, ce qui n’empéche pas
que les résultats (20) sont réels. '

La recherche d’extensions concernant (16) et (17), (19) et (20)
est I'une des questions les plus actuelles de la Mécanique ondula-
toire. Citons des résultats de M. Crudeli [43], [44] et de M. Darwin,
commentés par M. Néculcéa [45].

Ici, nous attirons aussi I'atlention sur la détermination de A, P, Q,
d’aprés (14); les fonctions P et Q sont alors deux intégrales dis-

tinctes de
J0 d0 90

F ot G iy +H - =0

C’est déterminer un espace & canauz dans lequel des cloisons
transversales se propagent comme des fronts d’ondes en transportant
certains invariants intégraux. Ces fronts, de canal a canal contigu,
peuvent ne pas étre raccordés; ils s’émiettent alors en corpuscules.

Remarquons encore que I'on peul imaginer qu’en (13) les fonc-
tions F, G, H dépendent non seulement de z, ¥, 5 mais encore
d’une fonction f(z, y, 3) etdes dérivées partielles de f prises jusqu’a
un ordre quelconque. On a ainsi une immense classe d’¢quations,
d’ordre quelconque, aux dérivées partielles de f, telles qu’a toutes
on peut faire correspondre des propagations canales.
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9. Conclusions, — Tout en regrettant la briéveté de ce fascicule,
nous croyons cependant y avoir dessin¢ des voies essentielles. Nous
avons rappelé d'abord que les deux principales formes de la Gravifique
conduisaient a des considérations spatiales, d’une cxtréme généralité,
en lesquelles la Théorie des groupes de transformations était incluse.
On ne saurait trop méditer cette derniére surtout quant & P'origine
des symboles commutatifs ou non; c’est pourquoi nous avons déve-
loppé des considérations dues a Henri Poincaré bien qu’elles soient
encore ¢loignées d’applications physiques.

Enfin les espaces a canaux. d'abord euclidicns, ne vont pas sans
considérations non euclidiennes correspondant aux formes (12); il
resterait a poursuivre une Géomélric extrémement intéressante de par
ses invariances, ses multiplications matricielles non commutatives et
ses représentations de groupes.

M. Luther Pfahler Eisenhart, de Princeton University, vient de
publier un livre trés remarquable sur la Théorie des Groupes con-
tinus [47]. A beaucoup de points de vue, cet Ouvrage développe le
présent fascicule; c’est de la trés belle Analyse a méditer d’abord par
qui veut s’occuper ensuite de Physique théorique.
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