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POINTS SINGULIERS

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Par M. H. DULAGC,

Professeur & la Facullé des Sciences de Lyon.

[. — INTRODUCTION.

1. Définitions et notations. — 1° Un point singulier d’un systéme
différentiel

(1) day - dzx, _ . dxy
Xi(z1, Zay ooy &n)  Xo(@1Zay.oo,20) 7 Xa(ay, oy - .., Zn)

est un ensemble de valeurs z, = «,, telles que 'application directe des
théorémes généraux relatifs a I'existence des solutions des équations
différentielles ne donne aucun renseignement sur les solutions du
systéme qui correspondent a ces valeurs initiales. Celles-ci seront
dites valeurs singuliéres.

Silon se borne, comme nous le ferons, a examiner le cas ou, pour
les valeurs initiales , = o, considérées, tous les X, sont holomorphes,
les points singuliers du systéme (1) sont les ensembles de valeurs
pour lesquelles tous les X, sont nuls simultanément. On aura donc,
en particulier, & déterminer s’il y a des solutions relatives a ces
valeurs singuliéres ct a chercher une représentation analytique de
ces solutions dans le voisinage du point singulier.

2° On peut toujours supposer que le point singulier que 'on con-
sidére est a l'origine : £, =2x,=...=x,= 0. On supposera qu'il
n’existe pas de facteur D(2,, 2,, ..., z,) holomorphe et nul a I'ori-
gine, divisant tous les X,.

Nous supposerons, dans ce fascicule que, sauf avis contraire, les z;
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2 H. DULAC.

varient dans le champ des variables complexes. L'application des
résultats ainsi obtenus au cas ou les équations sont a coefficients réels
et ou I'on considére lcs courbes réelles définies par (1) sera exposée
dans le fascicule relatif aux « courbes definies par des équations diffé-
rentielles ».

3° On dira que 'on a une solution algébroide nulle du systéme (1)
si, ¢ étant une variable auxiliaire et / prenant les valeurs 1, 2, ..., n,
il existe un systéme de fonctions z,=f,(¢) holomorphes et nulles
pour ¢ =o vérifiant les équations (1). 5i 'on peut prendre pour ¢
I'une des n variables z,, on aura une solution holomorphe nulle.

Si les fonctions f, vérifiant le systéme (1) ne sont pas holomorphes
pour ¢ = o, si, par exemple, elles ne deviennent nulles que si ¢ tend
vers zéro en restant dans un certain domaine, on dira que I'on a une
solution nulle de (1)

4° Une transformalion

(2) }’1=Fz(l'|,-1?2,...,.z‘n) @@=, 2 0, B)

sera dite réguliére, sitous les F, sont holomorphes et nuls pour z,=o,
tandis que leur Jacobicn n’est pas nul pour z,= o. Ce changement
de variables fait correspondre a (1) un systéme différentiel de méme
forme en dy, et ). A une solution nulle de 'un des systéme corres-
pond une solution nulle de 'autre. A une solution algébroide ou
holomorphe de I'un correspond une solution algébroide ou holo-
morphe de I'autre.

5° Une série entiére convergente pour des valeurs non nulles des
variables sera dite convergente, sans qu’on se préoccupe de son
domaine de convergence.

Dans certains cas, on obtiendra des séries divergentes pour toutes
les valeurs des variables autres que la valeur zéro, On dira, dans ce
cas, que la série est divergente.

6° Toutes les fois qu’il n’y aura aucune ambiguité a désigner par

[ —20], [#2—20, ¥y — 0]

des fonctions d’une variable z, ou de deux variables z et y, holo-
morphes et nulles pour  =,, ¥ = y0, nous ferons usage de ces
notations. Si les séries entiéres représentant ces fonctions ne con-
tiennent pas de termes de degré inférieur a n, nous emploierons les

notations
[z—2]a [#—20, ¥y —)oln-
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Des fonctions de n variables holomorphes et nulles a I’origine seront
donc représentées par la notation

[z, 9y ..., zn 1.

2. Remarques sur les méthodes employées. — 1° Dans tous les cas
ou cela sera possible, nous emploicrons de préférence une transfor-
mation réguliére faisant correspondre d'une maniére biunivoque au
domaine du point singulier z,=«, ({=1, 2, ..., n) d’'un systéme
différentiel (1) le domaine d’un point singulier j;,= o d'un systéme
de forme plus simple, systéme réduit. Dans des cas généraux ce sys-
téme réduit s'intégre en termes finis. On aura a volonté, soit les
relations ¢ntre les z; donnanl 'intégrale générale de (2) dans le
domaine du point singulier, soit les développements exprimant les z,
au moyen de séries cntiéres par rapport a une variable ¢ et des fonc-
tions simples de cette variable. Cependant les méthodes par lesquelles
Picard et Poincaré ont obtenu ces résultats, complétés par Bendixson,
Lindelof, Horn, conservent un intérét théorique et pratique.

Méme dans le cas ou la variable indépendante z, dont les solutions
de (1) doivent étre fonctions, est imposée par le probléme traité,
Vexpression des z, et de x au moyen d’une variable auxiliaire ¢ donne
parfois un moyen commode d’étudier les o, comme fonctions de x.

2° Pour certains points singuliers il n’est pas possible de ramener
par une (ransformation réguliére le systéme (1) a un systéme
réduit dont on sache étudier les solutions nulles. On est conduit a
diviser le domaine D du point singulier , = «, en domaines partiels
(D)) et a faire correspondre aux points de (D, ) les points entourant
un point y,= o, point singulier ou régulier d’un systéme différen-
tiel (E,) dont on sait étudier les solutions nulles.

Cette méthode employée déja par Briot et Bouquet [7] pour n = 2,
a été appliquée par Bendixson [, d] a 'étude, dans le champ réel
pour n =2 des courbes intégrales passani par un point singulier.
Elle ne souléve pas, dans ces conditions, les difficultés qui se pré-
sentent lorsqu’on veut étudier dans le domaine complexe D les solu-
tions de (1) sans faire 'hypothése que ces solutions restent dans I'un
des domaines partiels (D,) [11, e; 27, b].

3° La méthode des approximations successives est appliquée avec
succés pour I'étude des points singuliers. Employée d’abord dans ce
cas et le domaine réel, pour n =1, par Bendixson [c, d|, Picard [c],
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elle a été étendue aw domaine complexe, en particulier par Garnier
[a, b, c] et Chazy. Celui-ci et Goursat ont montré que l'on peut
retrouver par celte méthode les développements signalés dans 1°. Le
champ d’application de la méthode des approximations successives
est plus étendu que celui des autres méthodes : elle peut étre
appliquée a un systéme

(3) e(@)dy,= gz, y1,..., ya)dz f=12,..., n),

dans le cas ou-¢(z) et g, ne sont pas holomorphes pour les valeurs
singuliéres z = 0, y, = o.

Généralisant la méthode employée par Picard [c] dans la recherche
des solutions asymptotiques, Cotlon a montré [a, b] que 'on peut
obtenir ces solutions en faisant des hypothéses peu restriclives sur
les equations différentielles. On raméne a ce probléme des solutions
asymptotiques [10, 6] la recherche des solutions nulles de (3).
Cotton, étudiant, dans le champ réel, les solutions de

(%) ; ?(z)dy = |az + f(2, y)]dz,
a = const, ¢(0) = f (o, 0) = fir(0. 0) = 0,

a montré comment on pouvait reconnaitre, dans des cas trés géné-
raux, s'il y a une seule solution ou une infinité de solutions nulles.
On a une représentition analytique des solutions mises en évidence.
Les hvpothéses trés larges faites sur f et ¢ permettent de faire rentrer
dans ces cas tous ceux que nous aurons a considérer.

4° Silon introduit, comme I'ont fait par exemple Birkeland [3],
Boutroux [a, c], un paramétre variable w dans les équations et si
I'on développe suivant les puissances de w les solutions, on a une
représentation analytique, qui est un cas particulier de celles que
donnenl les approximations successives. Boutroux a donné a ce pro-
cédé une portée plus etendue, par des considerations de continuité.
Le paramétre » est choisi de fagon que, pour w =1, on ait '’equation
proposée et pour o = o une équation que I'on saitintegrer. En mon-
trant que les propriétés établies pour w =o subsistent pour w =1,
I’étude de I’équation proposée est effectuée. Toutefois, les demons-
trations données sont trop peu explicites pour exclure toute possibi-
lité de cas d’exceplions.

Garnier [c¢] a démontré par I'introduction d’un paramétre que tout
point irrégulier d’une équation linéaire peut éire regardé comme
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identique 4 un ensemble de points réguliers infiniment voisins. Cette
conception a éclairci I'étude des singularités irréguliéres. L’appli-
cation d’une méthode analogue aux points singuliers des équations
differentielles quelconques serait d’un grand intérét.

5° Prenons, pour simplifier, au lieu de (1), le systéme

de = X(z, y)dt, dy =Y(z, y)dt.

Soit 2 un acceroissement fixe de la variable auxiliaire ¢.

La solution, qui, pour ¢ = o, prend les valeurs z = z,, y = ),
prend pour t=h les valeurs x = z,, y = y,. On definit ainsi une
substitution qui, au point Py, (2, y,), fait correspondre le point P,
L’itération de cette substitution fournit une suite de points P,,
Py, ..., Py relalifs a une solution et renseigne sur la fagon dont
celle-ci se comporte dans le voisinage d’un point singulier. Si Py,
tend vers une position limite P pour m infini, P est un point singu-
lier. Cette méthode de l'itération a éié appliquée en particulier par
Levi Civita [23 ] et Malmquist [ b, ¢].

6" Considérons le systéme
dyl=fl(‘z7.7h "ﬂym)d-” (i=l, 2,...,x).

Si pour z =a, y;=b,, les f, sont continus, mais ne satisfont pas
aux conditions de Lipschitz, on a un point singulier P par lequel
passent, en général, une infinité de courbes intégrales, ainsi que
Peano l'a montré le premier. Cette question a fait I'objet de nom-
breax travaux relatifs au domaine réel et surtout au cas de n=1.
Dans ce cas, il y a parmi les courbes integrales issues du point P une
intégrale supérieure et unc intégrale inférieure. Ce n’est que dans
le cas ou ces deux intégrales comncident qu'il y a une solution unique
relative au point P. S’il n'en est pas ainsi, les deux courbes inté-
grales extrémes limitent un secteur (S), par tout point de (S) sufti-
simment voisin de P passe une courbe integrale aboutissant a P. On
a cherché des conditions suffisantes et des conditions nécessaires
ainsi que des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il y ait
solution unique relative a P. Les démonstrations données ont des
points de départ trés variés. La méthode des approximations succes-
sives et le principe de la methode de Cauchy-Lipschitz ont eté fre-
quemment employés. Certains des cas examinés rentrent dans les cas
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généraux indiqués par Cotton pour (4). Dans ceux des exemples
cités on les f; sont des quotients de deux fonctions holomorphes
pour P, les méthodes données par Briot et Bouquet, complétées par
Bendixson, permettent de décider s’il y a ou non solution unique
relative a P.

Nous nous bornerons a ces indications pour cette question, qui
rentre plutét dans I'étude des courbes définies par une équation
différentielle. On trouvera, avant I'index bibliographique, une liste
chronologique spéciale d’articles sur ce sujet.

Pour une raison analogue, nous ne nous occuperons pas de la
détermination des solutions asymptotiques réelles et de la stabilité
de l'équilibre, questions voisines de celles que nous étudicrons.
Nous renvoyons pour ces sujets aux exposés de Painlevé, Colton
[a, b] et au fascicule que ce dernier doit publier dans cette collec-
tion « sur les équilibres instables ».

II. — SYSTEME DIFFERENTIEL D'EQUATIONS DU PREMIER ORDRE
ET DU PREMIER DEGRE.

3. Remarques préliminaires. Conditions (a), (), (¢). — 1° Consi-
dérons le systéme (1) dans le cas ou les X, ont des termes du premier
degré. En désignant par L, une forme linéaire et homogéne en z,.
Zay + ..y Ln, POSONS

Xi(@1, oy ooy ZTn) = Lo+ [21, 2y ..., Zn]e E=1,2....,n)
Si I’on cherche pour le systéme différentiel

(5) dry _dzy _  _ dZa _ o,

TI L, “ee L,,
une€ solution de la forme
z,=C,eM (i=1,2,...,n),

A et les G, étant des constantes, les C, n’étant pas tous nuls, on
obtient une équation appelée équation caractéristique
(6) A(A)=o.

Soient A, Ay, ..., A, les racines de cette équation de degré n en A.
Soient Ay, Aa, ..., A, les racines de cette équation:
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2° On montre [29, ¢, p. 276] que I'on peut toujours faire pour le
gysteme (5) unc transformation linéaire

(7) B, = AN X+ ATy ~+. ..~ AunZp (f=1,2,..., n),

telle que, a toute racine simple 1, de (6), corresponde une variable z;
vérifiant I'équation

(8) dz, =\ 5dt,

etque, de plus,a toute racineA;d’ordre o, correspondent e, variables z,,
qui se partagent en groupes de variables z4, 35,1, ..., 5.4, vérifiant
les équations

(8" dzg= s 3g,
(9) dzp= (2s8m—+ bmzm-)dt bm#0o,m=0c+1,6+2,...,6+ h—1).

Le nombre de ces groupes, qui est en général égal a un, peut devenir
égal a ;. Dans ce dernier cas, on n’a que des équations (8").

On conviendra de faire correspondre a une racine A, d’ordre «,
des valeurs de A, au nombre de «, égales entre elles, mais affectées
d’indices différents, de fagon que, a chaque %, corresponde une
variable z,. Nous supposerons pour le moment que ces indices sont
des entiers consécutifs.

3° On appellera combinaison des A; [18, b; 25] une expression

2. 0= g1 M+ @org+...+ @nhn,

ou gy, Ga, ..., ¢n sont des entiers positifs ou nuls dont la somme
est supérieure a un.
4" Dans l’étude du point singulier 2, = o, interviendront certaines

conditions [ 30, b; 29, c; 18, b].

Condition (a). — Représentons par des points, dans le plan de
deux axes d’origine w, les racines réelles ou imaginaires ,. On dira
qu'on a la condition (a), s’il est possible de trouver une droite D
passant par o et laissant tous les points A, du méme c6té de D.

Condition (b). — On dira qu’'on a la condition (b) pour les
variables z, qui vérifient une équation de la forme (8).

Condition (¢). — Si, comme cela a lieu en général, une racine
simple ou multiple 2; n’est égale 4 aucune combinaison de racines i,
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(avec A, 3£ At), on dira qu’on ala condition (¢) pour , ainsi que pour
la variable z;.

Si Pon a les conditions (b) et (c) pour toutes les variables z,,
B9, ..., 3n, on dira gu'on a les conditions (b) et (c).

Si I'on n'a pas la condition (¢) pour A4, le nombre des combi-
naisons égales a ), est fini si I'on a la condition (a).

5° Nous ferons les conventions suivantes :

A. Sipour ], on a la condition (¢) sans avoir la condition (b) et
que, par suite, 3, verifie une équation (9), nous poserons ¢, = b,3z,_,.

B. Sil'on ala condition (@), on attribue aux racines A, des indices
tels que la distance des points A, a la droite D ne diminue pas lorsque
augmente.

Dans ces conditions, une racine A.,, ne peut étre égale qu’a des
combinaisons de racines A, d’indice inféricur a » -+ 1. Soit une com-
binaison telle que I'on ait

(10) MNar=qi1M~+ gl +...+ g,

C. Soit A, une cacine pour laquelle on a la condition (&), mais
non la condition (c¢), nous aurons au moins une relation (10). Si les
racines A, qui figurent dans le second membre de (10) sont simples,
nous faisons correspondre a cette combinaison le terme

Az (s, ..., 5T (A = constante aibitrare).

Si, parmi ces racines 1,, figurent des racines multiples, on peut
toujours supposer que chacune de celles-ci ne figure que dans un
seul terme de (10).

Soit ¢,}, le terme 1elatif 4 une racine A, d’ordre «,, egal ou supé-
rieur 4 un. On fera correspondre a (10) le polynome P le plus
général satisfaisant a la condition suivante :

Quelle que sout la racine ), figurant dans le second membre de
la combinaison (10) que l'on considére, P est homogeéne et de
degré q, par rapport aux «, variables qui correspondent a A,.

S’il y a une seule combinaison égale a A, ,, on posera ¢,., =P.
Si plusieurs combinaisons telles que (10) sont egales a 4., on

désignera par ¢,y la somme des polynomes P associés a ces
diverses combinatsons.
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D. Sil’on n’a ni la condition (&), ni la condition (¢) pour A.,, on
désignera par ¢, le polynome obtenu en ajoutant le terme br,. 3,
au polynome qui a été défini dans C.

4. Simplification du systéme si I'on a les conditions (a), (b), (¢).
— Si’on effectue la transformation (7), le systéme (1) est remplacé
parle systéme

(11) dz,=1L,(31, 35, ..., 3p)dt (t=1,2,..., n),

t est unc variable auxiliaire; Z,, qui ne contient pas ¢, est une série
entiére dont Jes lermes du premier degré en z,, 33, ..., 5, sont
identiques au second membie de I'équation (8) ou (9) d’indice i.

Nous appellerons ce systéme (11) systéme inter médiaire.
Si 'on considére les diverses équations aux dérivées partielles

(12) 7 df+Z,ﬂ+...+Z,¢—£)£—l,f=o (i=1,2,.

95 T 23, 9zn v )

on montre que chacune de ces équations admet [30, b; 29, c] si 'on
a les conditions (b) et (¢) une solution

fzfl(zh Byy ouny Bn) =B+ [ZI, B2y vaey Zn]g.

Les séries f, sont convergentes si 'on a la condition (a).

Si l'on ne supposait plus que 'on ait les conditions (a), (4), (¢),
les séries f, cxisteraient formellement pour les valeurs de i telles que
I'on ait les conditions (b) et (¢), mais elles pourraient étre diver-
gentes sil'on n'a pas la condition (a) [11, &; p. 25].

En faisant le changement de variables

(13) Yo=fu(B1 Bayen, Bn)  (E=1, 2, ..., n),

le systéme (10) est remplacé par le systéme [11, &]

(14) ady,= Ny dt (i=1,2,...,0)
L’intégrale générale de (13) est donnée par

yi=Ceht  (i=1,2, ..., n; C,= const.),
yh=eyl yu=K, (e=2,3,..,05 Mv=—14).

D’aprés (7) et (13), on a

Sy Yo o ya)=Fu@, 20 o 2)= [0 2 o %0 )
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et I'intégrale générale du systéme (1) est donnée [30, b] par

FM=C,Fh {=2,3,..., n.

Les variables z,, ainsi que les variables z, s’expriment au moyen de
fonctions des y, holomorphes et nulles & I'origine. Si l'on pose

u=cet, y,=Cuh (i=1,2,...,n)

on aura pour les z, et les y, les développements donnés par Picard
[a, b, c] et Poincaré [b].

Ces développements sont convergents si les quantités | G, u'*| sont
suffisamment petites. On pourra toujours faire tendre ¢ vers l'infini,
de maniére que ces développements soient convergents et tendent
vers zéro. En effet, la condition (@) est nécessaire et suffisante
pour que I'on puisse faire tendre ¢ vers I'infini, de maniére que toutes
les quantités u™ = e* tendent simultanément vers zéro [18, b].

Ces développements dépendent de n — 1 constantes arbitraires :
en remplagant ¢ par £+ A et choisissant convenablement 4, on peut
supposer ¢, =1.

Tous ces résultats sont des corollaires du théoréme suivant :

Si.l'on a les conditions (a), (b), (¢), il existe une transfor-
mation réguliére telle que le systeme (1) prenne la forme (14).

5. Simplification du systéme (1) sil’on a la seule condition (a). —
Pour p des variables z,, on a les conditions () et (¢); p peut varier
de 1 a n — 1. En modifiant, pour ces seules p variables z,, les conven-
Lions du n° 3, 2°, on attribuera a ces variables et aux racines }, cor-
respondantes les indices 1, 2, ..., p. Les indices des autres variables
restent fixés par les conventions du n° 3. Une racine 2., ne pourra
étre égale qu'a une combinaison de A, d’indices inférieurs a r + 1.
Le polynome ¢,,, ne dépendra que de 5, 3., ..., 3, [11, £].

Considérons, pour i =1, 2, ..., p les équations (12) et le chan-
gement de p variables défini par les équations (13).

Ce qui a été dit au n° 4 subsiste, et 'on aura p équations (14)
remplagant les p équations (11) de méme indice.

Les autres équations (11) sont remplacées par les équations

d. ,
(15) —d‘-;'-‘ =2y =dmsm+bpnsma+[y1,. ..,y,,,'g,,q.', cees z,),

(m=p—+1,p+2,...,n),
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bpyy n'est différent de zéro que si 'on a1, ,=12,, on prend dans ce
cas zp = yp. Introduisons dans (12) les nouvelles variables y et con~
sidérons

2)‘"}’10 + 2 Z”'d — X f=o0.

/=1 m=p-+1
Sil'on cherche pour cette équation une solution de la forme
(16) f=fp+l(}’1:" 3 Y py BpHiye ey zn)El.}’h---, Yp: Bp+ieeey zZnh

il se présentera en général une impossibilité dans la détermination
des termes de f semblables aux termes qui figurent dans le poly-
nome ¢p,. Considérons alors pour r = p 'équation

(17) Zx,y,d 2, L5 — Mt f = 0ot (J1- o0 7).

j=1 m=1 +1

On montre [28; 2, a; 11, k], que 'on peut déterminer les coeffi-
cients arbitraires du polynome 9,,,, de maniére que I'équation (17)
admette une solution de la forme (16).

Les coefficients des termes de f, semblables aux termes de ¢,y
restent arbitraires. On peut les prendre nuls. La série f sera conver-
gente si I'on a la condition (a).

Si Yon remplace pour r=p la variable z,,, par y.,, définie par

.}’r+l=f"+l—=—'3r+l+[.}’1, ces Ve Brale ooy Bnke
I'équati lati = = lacé
quation (11) relative 4 {=r -1 est, pour r = p, remplacée par

d
J;;tﬂ = At Yrar+ Qe (V1 oo s Fr)e

Le raisonnement qui vient d’éire indiqué pour r=p peut se
répéter sans modification pour r=p--1, et ainsi de suite. Le
systéme intermédiaire (11) sera remplacé par le systéme

(18) dy,=Ny,dt (j=1,2...,p)
(19) d,}’m=[;\m}’m*‘?m()’h}’!y---7.}’m—1)]dt
9 3 (m=p+1,p+2,...,0)

On a donc le théoréme suivant :

Si Uon a la condition (a), il existe une transformation régu-
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liere et des polynomes ¢n, (ne contenant que des vasiables d’in-
dices inférieurs & m) tels que le systéme (1) soit remplacé par le
systéme (18), (19).

Les coefficients des ©,, se déterminent par des équations du pre-
mier degré si 'équation (6) est resolue. Certains des polynomes o,
peuvent avoir tous leurs coefficients nuls; s’il en est ainsi, on dira
que l'on a la condition (c) pour y;.

Sil'on remplace dans ¢,, les y, par C,e’? on a l'identité

(20) ‘?m(ci e\.t’ C2e)"t3 () Cm—-l e)""“’t) = e)"lt?m(cl, Cz, ey Cm——i)-

6. Intégration du systéme si ’on a la seule condition (a) :

1° Intégration dusystéme (18), (19). — Soient C, des constantes.
Les équations (18) donnent

(21) .}’I:Cle)"t (J=1,2...,p)

Désignons par s les valeurs de 'indice m telles que ¢, ne contienne
pas d’autres variables que y, y», ..., y,. D’aprés (20), on aura

(22) ,}"s=[Cs+ t?s(cly ey C,,)]cl ¢,

L'intégration des autres équations (19) s’obtient par l'intégration
d’équations successives de la forme

dym= [Am Ym+ ehmt Qn(t, G,)]de,
dont I'intégrale générale est
(23) Im=[Cm=+ Pn(t, C;)]ednt,

Qm et P, sont des polynomes qui ne dépendent que de ¢ et des C,
avec i < m.

2° Développement de Horn [b]. — Posons 8, = e pour celles
des racines A, X, ..., A, qui sont distinctes. Toutes les expo-
nentielles €' sont des produits de puissances entiéres des 0,. Dans
les expressions (22) et (23) ne figurent que des termes t* e, ceux-ci
sont des produits de puissances entiéres des quantités 6,, = ®eM.
On a j=1, 2, ..., p. L'entier ¢ ne prend qu’un nombre fini de
valeurs donné par les degrés en ¢ des polynomes P,.

Les variables z, ou z, s’expriment au moyen de fonctions des y,
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holomorphes et nulles pour y, = o. L’intégrale générale du systéme(1)
ou (11) sera donnée par les expressions des z, ou des z, au moyen de
séries entiéres en 9, et 85, dépendant de n — 1 constantes. La condi-
tion (@) qui permet d’affirmer la convergence de ces séries permet
également de montrer que I'on peut faire croitre ¢ indéfiniment de
maniére que les 6 tendent simultanément vers zéro.

L’existence de ces développements, généralisant les développements
de Picard [c] avait été démontrée par Keenigsherger dans le cas ou
I'on a les conditions (a) et (b). Leur possibilité résultait des inté-
grales obtenues par Bendixson [a] sil'on a les conditions (a) et (¢);
par Lindelof si 'on a les conditions (a) et (b). Des développements
analogues ont été indiqués par Liapounoff.

On obtient directement ces développements en employant comme
I'ont indiqué Picard [¢] et Horn [6] la méthode des coefficients indé-
terminés. On peut encore lcs obtenir sous forme de séries entiéres

enC,, C,, ..., C, [11, A].

3° Intégrales de Lindelof |25; 2, a; 11, k]. — On peut toujours
supposer A, =1 puisqu’on a la condition (a). Les équations (18)
donnent les intégrales

(24) n=eyh  (G=23...,p)
On obtient, d’aprés (20) et (22), en posant

Cp+1=0?p+1(C1,..., Cp)) ?E‘Pp+l(.}’h'--i }’p),

(25) B —i=e, L2

o —logyi=c.

Si lindice s prend d’autres valeurs que p 41, on aura, pour cha-
cune d’elles, I'intégrale

Y p+1 Ys
6 — =c,.
(26) ? es(J1seees Vo)

On montre de proche en proche, en se servant de (a1), (22) et de

Cn et = Cm :Pm(clr e Cln—l)e)\'"t: Cm ‘Pm(.}’i' ] }’m—i),

ou ¢,, est une nouvelle constante, que les équations (23) donnent des
relations

('17) Ym= cm?m(,}’l: veos Yi—r) Fn(¢, Y1y ooos Ym—1),
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Fi. est un polynome en ¢ et en y,, ..., ¥n—i. En remplagant
dans (a7) ¢ par sa valeur tirée de (25), on a

(28) Ym= cm?m(.}/l) ey }’m—l) +HM(C, NAURERY .ym—i),

H,, est un polynome en ¢, dount les coefficients sont des fractions
rationnelles ot ne figurent en dénominateur que des puissances de ¢.

Les équalions (18) et (19) ne changeant pas en remplacant ¢
par ¢ + h, on peut sans modifier I'ensemble des valeurs y, constituant
une solution, remplacer dans toutes les équations ¢ par ¢+ A; ¢ est
remplacé par ¢ + k. Les constanies C,, sont modifiees, mais les
constantes ¢, ne le sont pas. La relation (28) étant vérifiée quel que
soit ¢, en laissant fixe c,, les coefficients des diverses puissances
de ¢ sont nuls. Les termes indépendants de ¢ donnent l'intégrale

Ym— Rm(}’ly ooy }’m—l) = cm?m(}’l; ey ,}’m—l),

Ry, est le quotient d’un polynome en y,, ..., ¥, par une puissance
de ¢.

Les intégrales ainsi oblenues ont été données par Lindelof si 'on a
les conditions (@) et (b), par Bendixson si 'on a les conditions (a)
et (¢).

7. Cas ou lon n’a pas la condition (a). — Supposons que les
points A,(j =1, 2, ..., m) solent situés d’un c6té d’une droite D
passant par l'origine w, tandis que les points A, (r=m-1,
m—+2, ..., n) ou bien coincident avec w, ou bien sont de l'autre
coté de D. Ecrivons le systeme intermédiaire (11) sous la forme

i d .

(29) —%:Z,—Ek,z,+b,z,_.+[z,,...,z,,], (J=1,2,..., m),
1z,

(30) % =Lr=N3+brz 1+ [2,...,3,],

(r=m4+1, m+2,...,n}

Certaines des constantes b, sont nulles et en particulier b, et bogs-
Cherchons des relations
(31) 3r=/[1(%1, 89y ..., Zn) (r==m+1,m+2,...,n)

telles que les fonctions qui vérifient les équations (29) et (31) soient
solutions du systéme (29), (30). Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il
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suffit que les f, vérifient les équations

m
d
sz(zh ey Bmy fm+h ey fm)'jéf =1Z (5,..., 3my fm-H, ceey fn)q

=1

On montre [30, e, f; 24, p. 310; 11, k) qu’'on peut toujours

vérifier ces équations par un systéme de séries convergentes.
fr= [zh By 2 vey zm]z-
En remplagant dans (29) les z, par les f;, on a un systéme

, d .
(29) TZt’=)\,z,=b,z,_1+[z|,z,,...,zm]g G=12...,m"

a m variables pour lequel la condition (a) est vérifiée.

Les solutions de ce systéme s’obtiennent par les formules du n°
ou du n* 6, suivant que les conditions (b) et (¢) sont ou ne sont pas
vérifiées. Ces formules et (31) fournissent des solutions particuliéres
nulles de (1) dépendant de m — 1 constantes.

On obtient ainsi les développements donnés par Picard, Poincaré,
Horn, Liapounoff.

En permutant le réle joué par les équations (29) et (30) on
obtient des solutions dépendant de n — m — 1 constantes si aucun
des A, n’est nul. Les diverses positions possibles de D donneront
chacune deux familles de solutions.

Si, dans le systéme (29), (30), on fait le changement de variables

Yr=2,—f1(31, .00, Bm) (r=m+1,m+2,...,n),

les équations (30) sont remplacées par des équations en dy, dont les
seconds menbres sont nuls, quels que soient les z, si tous les y, sont
nuls.

8. Systémes dont certaines équations sont régulidres. — Soit le
systéme
(32) dz,= X, (21, ), ..., xn} 2)dt (i=1,2,...,n),
(33) de =X (@1, Zay ..., Zn; x)dzy d’ou dr = XX, dt,

X et X, seront des polynomes en # dont les coefficients sont des
séries entiéres en %,, %3, ..., Z,. Le point z,= o0, £ = ¢ peut étre
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un point singulier du systéme, bien que l'équation (33) soit régu-
liére. Proposons-nous de chercher les solutions relatives aux valeurs
initiales x,= 0, z = ¢ [27, ¢, p. 24; 11, m].

1. Considérons le cas oi 'une au moins des expressions

X,(0,0,...,0; x)

n’est pas nulle quel que soit z.

1° Si Yon a par exemple X, (o0, 0, ..., 0; ¢) 0 et si l'on con-
sidére x, zy, %3, . . ., 2, comme desfonctions de z., on a n équations
différentielles réguliéres pour z,= o0, z =c. Ce point rn'est pas un
point singulier

2° SilonaX,(0,0,...,0;c)=o0,pouri=ru, 2,..., n, on est
dans le cas d’un point singulier z,= o0, 2 =c auquel s'applique ce
qui a été dit pour le cas ou la condition (a) n’est pas vérifié. En
effet, ’équation caractéristique a au moins une racine nulle.

II. Placons-nous dans le cas ou les X, (o0, 0, ..., 0; z) sont nuls
quel que soit z :

1° Les coefficients des termes du premier degréen z,, xa, . .., z,
des X, ne dépendent pas de xz. Formons I’équation caractéristique
relative aux termes du premier degré des équations (32) et suppo-
sons, comme au n" 7, que les racines },(j =1, 2, ..., m) soient les
seules racines situées d'un certain coté d'une droite D.

Pour chercher les solutions relatives aux valeurs initiales x =c,
z,= o, faisons la substitution £ =c¢ + z, en méme temps que le
changement linéaire qui substituant z,, 3,, 5, 4 2, Zs, ..., 2, raméne
le systéme (32) a la _forme intermédiaire (11). Les équations (32)
et (33) sont remplacées par

(34) %:Z,E 2,4+ b3, 1+ 21, .00, 80, 3)2 (F7=1,2ye..,m),

(35) (f;l—ztr =Z,=)3r+brzr 1+ [51,...,%0, 3]s,
(r=m+i,m+2,...,n),

(36) % L= 4y By A Bn [ 51, e e Bny 5]y

37 ar=fr(31,- s 3m), s=f(21,..0; Zm) (r=m—+1,m-+2,...,0).

o

On montre, comme au n° 7, qu’il existe des relations telles que les
fonctions qui vérifient les équations (34) et (37) vérifient le sys-
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téme (34), (33), (36). f et les f, dépendent de ¢, comme Z et les Z,.
On voit donc comme au n° 7 que le systéme (32), (33) admet des
solutions, dépendant de m — 1 constantes, relatives aux valeurs ini-
tiales considérées.

2° Les coefficients des termes du premier degré en z,, ..., z,
des X, dépendent de z. Posons d’abord x = ¢ + z.

Formons I’équation caractéristique relative aux termes du premier
degré en z, ...z, qui restent dans les X,, lorsqu’on fait 5 = o. Les
racines de cette équation dépendront, dans ce cas. de ¢; le nombre m
pourra changer avec c. Ces différences avec II, 1°, peuvent compli-
quer singuliérement I'application de la méthode, mais elles laissent
subsister le raisonnement et les conclusions précédentes.

Le méme raisonnement s’appliquerait quel que soit le nombre
des équations réguliéres adjointes au systéme (32).

9. Solutions algébroides relatives a un point singulier [21: 13,
t.3; 11, k]. — 1° Si Pon a les conditions (a), (b), (¢) le systéme
réduit (14) permet de voir les diverses circonstances qui se pré-
sentent dans la recherche des solutions algébroides nulles de (1).
On a n solutions holomorphes obtenues en annulant tous les y, sauf
un. Il n’y a d'autres solutions algébroides nulles que si le rapport de
deux des %, est un nombre rationnel positif. Si I'on a par exemple
rky=sky, r et s étant entiers, et que 'on prenne

Yi=0ryh  ys=yi=...=yp=o.

On a une infinité de solutions algébroides nulles de (1). Solutions
holomorphes si r ou s est égal a un.

2* Sil'on a la condition (a), mais non (b) et (c), on doit pour
obtenir des solutions holomorphes du systéme réduit (18), (19)
annuler tous les polynomes ¢,,. Cette obligation fait disparaitre un
certain nombre des n solutions holomorphes du cas 1°, mais il reste
toujours au moins une solution holomorphe. Il peut y avoir d’autres
solutions algébroides et en particulier holomorphes dépendant de
constantes arbitraires. On les obtient en cherchant les solutions
de (18), (19) assujetties aux conditions ¢,, = o.

3° Si U'on n’a pas la condition (a) et si aucun des ), n’est nul
considérons une droite D, passant par 'origine v, ayant d’
les points 2y (y =1, 2, ..., m) etdel’autre les n — m awres poﬁxts*

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 61,
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SiI'on a les conditions (&) et (¢) pour les variables 3z, 2,2, ..., 2m,
le systéme (29') fournira m solutions holomorphes nulles de (1). De
méme, si 'on a les conditions (&) et (¢) pour 3,1y 3myay -+ +5 3m, ON
aura n —m solutions holomorphes de (1). Il y a donc, si l'on a
les conditions (b) et (¢), n solutions holomorphes nulles, que l’on
ait ou non la condition (a), pourvu qu’aucun des A, ne soit nul.

4° Si certains des A, sont nuls, des solutions holomorphes dispa-
raissent ¢n général. Si par exemple A, = o et si, le systéme étant mis
sous la forme intermédiaire (11), on cherche a déterminer des séries
entieres y,= [, (j =2, 3, ..., n) vérifiant les équations (11)
(dt étant éliminé), on obtient des séries vérifiant formellement les
équations, mais ces séries sont divergentes, si les coefficients des
équations sont quelconques.

5° Pour obtenir les solutions holomorphes dont on a parlé dans 1°,
2°, 3%, il est commode de mettre le systéme (1) sous la forme inter-
médiaire (11), mais il serait long d’utiliser la transformation condui-
sant au systéme réduit. La connaissance des }, et de la forme de ce
systeme réduit permet de prévoir les circonstances qui se présentent
dans la recherche des solutions holomorphes, et I'on obtient celles-ci
par le systéme (11) et la méthode des coefficients indéterminés.

10. Classification provisoire des points singuliers. — On peut,
d’aprés ce qui précéde, distinguer trois catégories de points singu-
liers, suivant que I’équation caractéristique admet ou non des racines
nulles.

1° Aucune racine nulle. On a un point singulier simple. Pour
qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que le point singulier soit un
point d’'intersection simple des surfaces X,=o.

2° Au moins une racine nulle et au moins une racine non
nulle. On a un point singulier exceptionnel.

3° Toutes les racines nulles. On a un point singulier multiple.

Dans les cas 1° et 2° on a toujours au moins une solution holo-
morphe nulle (le point singulier étant a 'origine). Dans le cas 1°, les
séries entiéres nulles pourla valeur zéro dela variable et qui vérifient
formellement les équations, sont convergentes.

Certaines d’entre elles sont en général divergentes dans le cas 2°.

Si les coefficients des équations sont quelconques, il y a n solu-
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tions holomorphes dons le cas 1°, moins de n en général, dans le
cas 2°. Dans le cas 3° il y a en général plus de n solutions holo-
morphes, mais il peut n’y avoir ni solutions holomorphes, ni solu-
tions algébroides.

On peat trouver que les différences signalées n’ont rien d’essentiel.
Des différences plus importantes entre les cas 1° et 2° s’accuseraient
dans I'étude des solutions non algébroides. Comme on le verra pour
n = 2, certaines solutions présentent dans le cas 2" des singularités
que P'on ne rencontre pas dans le cas 1°.

La classification indiquée pourrait cependant étre modifiée soit
par I'emploi de méthodes différentes de celles exposécs ici, soit en
considérant les points singuliers & un autre point de vue [6, a,
p- 106].

En particulier, pour le cas des variables réelles, on est conduit
111, 1] a une autre classification.

11. Point singulier exceptionnel. — Comme on 'a vu au n° 7, on
met en évidence dans ce cas des catégories de solutions tout a fait
analogues a celles rencontrées dans le cas ou la condition (a) est
satisfaite : mais il existe des solutions présentant des singularités plus
complexes. On peuat, au moins dans certains cas, par la méthode
des séries sommables [5], déduire des séries divergentes signalées
au n° 10, des solutions nulles, fonctions d’une variable indépen-
dante z, qui sont holomorphes seulement dans certains angles ayant

= o pour sommet {26, a; 31, ¢, d].

Ces solutions ont été mises en évidence, dans le champ réel, et
représentées analytiquement par Bendixson [ ¢], Birkeland.

Les recherches de Garnier [a, b, ¢] ¢t Chazy fournissent sur des
cas particuliers des exemples d’étude détaillée de points singuliers
exceptionnels, dans le champ complexe.

Le cas qui a été surtout examiné [21, 13, t. 3] et auquel on peut
toujours se ramener par des changements de variables non réguliers,
est celui d’un systéme

n
dv:
Zm dl.’z-: = a,.r+2a,,y,-+[.r, Y1y ey Yule (m>1).

=t

Si le nombre des variables est supérieur a deux, le sysiéme (1) peut
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admettre une infinité de points singuliers formant une multiplicité
continue. Il en est ainsi pour le systéme

(38) dz _ dy _ dz
X(z,y,2)  Y(a,y,2) L(z,y, 3)

si les surfaces X =0, Y =0, Z=o0 passent par une méme courbe (I').
Ce cas a été considéré par Poincaré [e] dans le champ réel, et Malm-
quist [c] dans le champ complexe.

Tous les points de I' sont des points singuliers pour lesquels
I’équation caractéristique a au moins une racine nulle (¢f. n° 8).

L’étude de (38) a é1é faite en se ramenant au cas ou (I') est z = o,
y=o.

Malmquist a formé, par des changements de variables que nous
indiquerons (n® 12), des systémes canoniques fournissant diverses
catégories de solutions et fait I'étude de ces solutions.

12. Point singulier multiple. — Toutes les racines }, étant nulles,
le systéme (1) se met par un changement linéaire de variables sous la
forme

(_JLI_ — dys — dy, —
P1 bgyi-!— Pg bs_}’z-l- P3

Pt=[}/17}’21 -":y"]2‘

dyn ,
bpyn—1+ Py

Le cas le plus généralement examiné cst celui ou toutes les cons-
tantes b, sont nulles et ou les P, (i =1, 2, ..., n) ne contiennent que
des termes de degré au moins égal a m, avec m 2 2.

Les méthodes exposées jusqu'ici dans ce chapitre ne donnent,
dans ce cas d’un point singulier multiple, aucun renseignement sur
les solutions nulles. Leur étude a été abordée en recherchant les
solutions nulles pour lesquelles I'une des variables jy, étant prise
pour variable indépendante, les autres y, sont d’un ordre infinité-
simal déterminé v,.

Dans cette recherche on est amené a faire de nouvelles hypothéses
restrictives sur les solutions nulles que 'on veuat obtenir. On peut

.montrer que toutes les solulions ainsi trouvées le sont également en
cherchant les solutions algébroides nulles, a condition de ne pas
négliger les solutions non algébroides qui se mettent en évidence au
cours de cette recherche. Les méthodes employées sont des exten-
sions des méthodes que nous exposerons avec plus de détails dans le
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cas de n = 2. Les indications que nous allons donner pour n=3
s’appliquent pour n > 3.

Considérons le systéme (38), X, Y, Z étant de la forme [z, y, z]m,
m2i.

1° La méthode appliquée par Briot et Bouquet pour n =2 a été
généralisée par Keenigsberger, Forsyth, Koopmann. En prenant z
pour variable indépendante, on pose

y=Uzt z=Vaz

On détermine les valeurs des constantes positives p et v telles qu'’il
puisse y avoir des solutions de (38) pour lesquelles U et V tendent
respectivement vers des limites finies b ct ¢ (bc £ 0), lorsque z tend
vers zéro. Ces valeurs p. et v sont en général rationnelles. On peut,
dans le cas de n =3, les déterminer [13, t. 3] par une construction
généralisant, dans P'espace, la régle du polygone de Puiseux. Les
limites b et ¢ sont, en laissant de coté certains cas d’indétermination,
données par deux équations algébriques. Sil'onap=r:¢,v=s:0;
les entiers r, s, o n’ayant pas de diviseur commun, posons

(39) z=2z], y=(>b+y)a], sz=(c+z)as.

On remplace le systéme (38) par un systéme transformé admet-
tant, en général, £, =y, = z,= 0 comme point singulier et 'on est
ramené & chercher les solutions algébroides nulles de ce systéme.
Aprés un nombre fini de transformations du type (39), on arrive
a un certain nombre de systémes de la forme

du

v =a't+bu+cv+[t u, v,

(40) dv
v Ekadas Bu+vyv+[t, u, vl

1

On est ainsi ramené soit au cas d’un point singulier simple, soit &
celui d’un point exceptionnel. Ce dernier cas se produit pour p > 1
oug>rI. ’

Maillet [b, c¢] a indiqué des procédés de recherche de solutions
holomorphes relatives a un point singulier multiple.

Rosenblatt [¢] a montré (¢f. n°® 21) que des catégories de solutions
algébroides qui disparaissent, dans des cas particuliers, sont rempla-
cées par des solutions de la forme

y = uzt(logz)h z = vxv(logz )k,
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p et v sont positifs et rationnels; & et & positifs ou négatifs; u et ¢
tendent vers des limites finies lorsque z tend vers zéro.

2° La méthode donnée pour n = 2 par Bendixson [d] est généra-
liséc de la fagon suivante [27, ¢; 11, m].

Appelons solution tangentée de (38) une solution nulle telle que
tous les quotients y : z, z : z, y : 5 tendent vers des limites finies ou
infinies, lorsque x, y, s tendent vers zéro.

Posant
y=Ug, z= Vo,

on cherche s’il y a des solutions tangentées telles que U et V tendent
vers des limites finies, qui peuvent étre nulles. Sauf cas particuliers
ouil y a une infinité de limites, tous les couples & et ¢ de valeurs
possibles des limites de U et V sont définis par deux équations algé-
briques. On pose

(41) X = Z, y:(b +_}’1).Z“, z=(c+3|)$1.

Sil'on veut chercher les solutions tangentées telles que V croisse

indéfiniment, on pose
rx=mzz, y=Tgs,

z, tend vers zéro. Si T ne crofit pas indéfiniment, T tendra vers une
limite finie b qui, sauf cas particuliers, sera fournie par une équation
algébrique. On pose

(42) x=m3, y=(b+y1)z, 3=z

Il est facile de montrer que toutes les autres solutions tangentées,
qui n’ont pas encore été considérées, seront obtenues en posant

(43) T = Y1, Y =X, 2= 21)1,

Zy, ¥1, % tendant simultanément vers zéro comme cela a lieu
pour (41) et (42). Chacun des changements de variables de la
forme (41), (42) ou (43) fournit un systéme transformé dont on est
ramené a trouver les solutions nulles pour le point singulier z, = o,
¥1=o0, 5, =o0. On se bornera a chercher les solutions tangentées de
chacun de ces systémes, en opérant sur lui comme sur (38).

On démontre qu'aprés un nombre fini de transformations ana-
logues a celles faites, on est ramené a chercher les solutions nulles
d’un certain nombre de systémes (40).
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Dans des cas parliculiers, on arrive a des systémes dont une ou
deux équations sont réguliéres.

Les solutions algébroides nulles de (38). étant des solutions tan-
gentées et fournissant des solutions tangentées des systémes trans-
Jormés, s'obtiendront donc par cette méthode; mais les équa-

tions (40) mettent de plus, en général, en évidence des solutions
nulles non algébroides.

IIl. — POINT SINGULIER NON MULTIPLE D’UNE EQUATION DU PREMIER ORDRE
ET DU PREMIER DEGRE.

13. Diverses formes réduites de 1'équation. — Pour étudier le
point singulier z = o, y = o de I'équation

(44) (az+ By +[7, yh)dy —(az + by + [, y]) dz =0,

il sera commode de la ramener & des formes réduites simples.
Soient 1, et A, les racines de I’équation caractéristique
(45) AN =(2—2)(h—X)—aj} =o.
On a la condition (a) (n°3) sini ), ni A, ne sont nuls, et si leur

rapport A n’est pas un nombre négatif. Une transformation réguliére
donne alors une équation réduite. On a les deux cas :

(A). On a les conditions (b) et (c). 1l en est ainsi, en particulier,
sini}, ni1:2n’est un entier. On al'équation

(46) udy —rvdu=o (M # o)

(B). On n’a pas les conditions (b) ou (c). n étant un entier (n21),
on a 'équation réduite

(47) udv — (ne + un) du = o,

Si Yon n’a pas la condition (@), on est dans 'un des trois cas sui-
vants :

(C). Niky, nidy ne sont nuls et leur rapport est négatif. Un
changement linéaire donne I’équation

(48)  (X-+[X, Y)Y +(=2Y +[X,Y)dX =0 (Aso).
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Cette équation admet (n* 9, 3°), [7], deux solutions holomorphes
nulles
Y—f(X)=0, X—g(Y)=0

En prenant pour variables « el ¢ les premiers membres de ces
relations, on obtient, aprés simplification, I'équation

(49) udv +o(v+[uvh)du=o0  (v>o)

(D). Une seule des racines 1., A, est nulle. Comme dans (C),
on obtient (48) avec A = o. Le point singulier z =0, y = o0 est un
point exceptionnel. Une transformation réguliére donne [11, b]
Péquation

(50) urtide = (av +[u, vlo)du  (a#o, n21).

(E). &, et 1, sont nuls. Une transformation linéaire donne (n” 4

et12)
(51) (Y +[X, Y dY = [X, Y],dX.

On a un point singulier multiple.

Remarque. — 1l est utile, surtout dans les applications, d’em-
ployer les procédés suivants pour distinguer les cas énumérés.
Les tangentes a I'origine aux solutions nulles de (44) vérifient

(52) (x+By)y—(ar+by)z =o.

Pour que ces deux droites se confondent, il faut et il suffit que
I’équation (45) ait une racine double.
Convenons de dire que les deux droites

(53) ax +By=o, axr +by =o0

sont confondues toutes les fois que ces deux équations se réduisent a
unc seule. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que I'équa-
tion (43) ait une racine nulle.

Si les droites (52) sont distinctes on les prendra pour axes et I'on
aura I’équation (48).

Si les droites (52) sont confondues suivant (D’) on prendra (D')
comme axe X = o, I'axe Y = o étant quelconque passant par O.



POINTS SINGULIERS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 25

On a les cas suivants :

1° Les droites (52) sont distinctes, ainsi que les droites (53). On
obtient I’équation (48) avec A £ 0 et A 3£ 1.

Si A est négatif on a le cas (C).

Si A n’est ni négatif ni un enticr ou l'inverse d’un entier positif,
on a le cas (A).

8i A est I'inverse d’un entier on peut, en permutant X et Y, sup-
poser X entier positif. 2 = n étant un entier positif. Suivant que 'on
a ou non la condition (¢) [n° 5], on sera dans le cas (A) ou (B). Pour
distinguer les deux cas, on cherche une solution de (48) de la forme

Y=a1 X +a X2+...+a, X2+....

Sil'on est arrété par une impossibilité dans la recherche de a,,
on a le cas (B). S'il ne se présente pas d’impossibilité dans la déter-
mination de a,, on a le cas (A).

2° Les droites (52) sont distinctes, les droites (53) ne le sont
pas. Onale cas (D):2=o.

3° Les droites (52) sont confondues, les droites (53) ne le sont
pas. L’équation devient

(X 4+ [XY]y)dY — (Y +cX +[X, Y],dX =o.

Pour ¢ 20 on a le cas (B). On ne peut avoir ¢ = o0 que si (52) est
ane identité. On a alors le cas (A), avec A =1.

4° Les droites (52) sont confondues. les droites (53) le sont
également. On a le cas (E).

Conclusion. — Pour étudier un point singulier non multiple, il
y alieu d’étudier le point u = o, v = o de I'une des équations (46),
(47), (49), (50). On appellera ces équations équations élémentaires,
ainsi que celles qui s’y raménent par un changement de variables
régulier.

14. Etude des équations réduites si 'on a la condition (a):
I. Cas (A). — Considérons les solutions

(54) v = cuh



26 H. DULAC.

de I'équation (46). Laissant de cété les solutions holomorphes u=o,
¢ = o0, on cherchera dans quel cas et comment ¢ tend vers zéro,
lorsque u tend vers zéro.

Si k est réel, A est positif [ condition (a)], ¢ tend vers zéro avec .

L’argument de v reste fini ou croit indéfiniment avec celui de u.

Si 4 est complexe A= — {3, on a [11, b] les résuliats suivants,
en posant u = 0, ¢ et 6 réels :

1° Pour que u et ¢ tendent simultanément vers zéro, il faut et il
suffit que le point de coordonnées ¢ et 6 reste dans un certain
angle AOB et que la distance de ce point aux deux cotés de l'angle
augmente indéfiniment.

2° Soient § et » les arguments de u et ¢. Si u et ¢ tendent simulta-
nément vers zéro, w et § croissent en général tous les deux infini-
ment. Ils ne peuvent rester tous les deux finis.

3° Pour a>o0, et seulement dans ce cas, on peut faire tendre
simultanément u et v vers zero de maniére que w ou 6 reste fini. On
peut, en particulier, faire en sorte que I'un d’eux tende vers telle
limite que I'on voudra.

4° Si Ton considére le rapport R=v¢:u', r étant un nombre
positif quelconque, on peut faire tendre u et ¢ simultanément vers
zéro de maniére que R tende soil vers zéro, soit vers I'infini, ou
encore ne tende vers aucune limite.

Il. Cas (B). — La solution générale de (47) est
(55) v =cut+ urtlogu  (u=1t-+1ib).

l0

v ne tend vers zéro avec u que si £ tend vers — oo et si le pro-
duit fe”t tend vers zéro.

2° u et ¢ tendant simultanément vers zéro,  reste fini ou croit
indéfiniment en méme temps que 6.

3° Considérons le rapport R =y¢ : u” pour 1> o0, u et ¢ tendant
simultanément vers zéro. Si l'on a r2n, R eroit indéfiniment. Si
l'on a r << n, R tend vers zéro ou croit indéfiniment én méme temps
que fel»—¢, Si cette expression ne tend ni vers zéro, ni vers U'infini,
R ne tend vers aucune limite.

15. Etude de I’équation donnée si Ion a la condition (a). — Etu-
dions [11, b, m] les solutions de (44) en exprimant z et y en fonc-
tion de u; ¢ étant donné par (54) ou (35). La transformation régu-
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liére qui conduit aux équations réduites peut. en général, s’écrire

(56 ‘z':u(l""[u’ 0]1)_‘1"')(1_‘_[9]1) (tha#o)’
y=v(+[u, o) —bus(x+[ul) (g21,b£o).

Le seul cas ou il peut éire nécessaire de permuter z et y dans (56)
est celui o les trois particularités suivantes se présentent a la fois :
1° On est dans le cas (B). On ne peut donc permuter u et ¢, comme
dans A; 2° 'un au moins des entiers p et ¢ est supérieur a un;
3° z et y ne joucnt pas le méme role dans la propriété a étudier. On
veut, par exemple, considérer ) comme fonction de z.

Sil'on a, dans (56), @ = o, (44) admet la solution z = o.

Pour p=¢ =1 on aa_ #4b. On peut trouver des nombres r et r’
tels que si I'on a

(57) lzl<r |y <r.

1° Toutes les séries entiéres en x et y qui figurent dans les calculs
sont convergentes.

2° Les formules (56) font correspondre a ces valeurs de z et y des
valeurs de u et ¢ qui tendent vers zero avec x et y.

On appellera domaine A du point singulier 'ensemble des valeurs
de z et y vérifiant les condiuons (57). Une valeur y telle que I'on
ait | y| << r' sera dite appartenir & A. On supposera dans ce qui suit
que z, y resle dans A.

Laissons de co6té les solutions holomorphes fournies par u=o
dans les cas (A) et (B) et par v = o dans le cas (A ), pour ne consi-
dérer que les solutions relatives a des valeurs initiales z,, y,, pour
lesquelles les valeurs correspondantes u,, v, ne sont pas nulles.

Certaines des propriétes des solutions de (44) seront différentes

selon que x = o sera ou non solution de (44) et selon que I'on est
dans le cas (A) ou (B).

I. Cas (A) : = o est solution ou n’est pas solution :

1° Si ) est réel et par suite positif, y tend vers zéro, lorsque
z tend vers zéro d’une fagon quelconque.

2° Si)\est complexe A = o + i3, on peul toujours faire tendre u
vers zéro de maniére que z et y tendent simultanément vers zéro. En
général, les arguments de 7 et ) croissent alors tous les deux indéfi-
niment.

3° Dans le cas ou 'on a @ > ¢, et ou 'on fait tendre u vers zéro
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avec un argument fini, et y tendent vers zéro avec un argument
fini. Le quotient »': z tend vers une limite finie, qui est le coeffi-
cient angulaire de la tangente en O & la courbe intégrale obtenue en
faisant ¢ — o dans (56).

Si l'on a a > p(a2+B3*) et si I'on fait tendre ¢ vers zéro avec un
argument fini, z ct y tendent vers zéro avec un argument fini, et
¥ .z tend vers le coefficient angulaire de la tangente en O & la courbe
intégrale fournic par u = o.

Les deux conditions o > ¢ et @ > p(a?+ f3?) sont incompatibles.

4° Si )\ est complexe et si les arguments de u et v augmentent
indéfiniment, lorsque u tend vers zéro, deux cas peuvent se produire.

SiYon a p=¢ =1, on peut faire tendre u vers zéro de maniére
que z et y tendent vers zéro avec des arguments finis. Un exemple
bicn connu de ce cas est celui d’une équation (44) a coefficients réels
pour laquelle A est complexe (cas d’un foyer). Les courbes intégrales
voisines de O admettent O comme point asymptote. z et y tendent
vers zéro, leurs arguments sont tantot zéro, lantdlL w, tandis que les
arguments de u et v augmentent indéfiniment.

5° Toutes les solutions sont holomorphes a I'origine, si A est un
entier ou l'inverse d’un entier. Elles sont algébroides, si A est
rationnel. Dans tous les aulres cas, =0 ¢st un point singulier
transcendant pour toutes les solutions y(z) considérées. Une infinité
de déterminations de y(x) nulles pour = o sc permutent autour
de z =o.

Il. Cas (B): z=o est ou n’est pas solution :

1° z et y tendent simultanément vers zéro si, en posant u = e+,
t tend vers — o ct 9e’’ tend vers zéro.

2° Les arguments de z et y restent finis, si 0 reste fini, lorsque z-
et y tendent vers zéro.

3° z=o0 est un point singulier transcendant des solutions y(z)
nulles pour z =o0. Une infinité de ces déterminations de y'(z) se
permutent autour de z = o.

II. Cas (A) et (B): z=o0 est solution :

1° On peut faire z = u; y s'exprime par une série entiére en z
et cz* dans le cas (A), en z et 2" (¢ + logz) dans le cas (B) [30, a,
29, c].

2° Dans le cas (B) ou le cas A avec A complere on peut, pour
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toutes les solutions y(x) considérées, obtenir selon la maniére dont
on fait tendre # vers zéro, les trois résultats suivants : y tend vers
zéro; y reste dans A, mais ne tend vers aucune limite; y sort de A.

3° On peut déterminer r et 7' tels que les solutions y(z) de (44)
n’aient pas de point critique pour |z | <<r, |v|<<r'.

IV. Cas (A) et (B): x = o n’est pas solution :

1° Siz tend vers zéro, ou bien y sort de A, ou bien y tend vers
une limite qui peut étre zéro.

2° y, étant arbitrairement choisi dans A, on peut trouver des
valeurs initiales z,, y, telles que la solution relative a zo, y, soit
holomorphe pour | z | << z, et soit égale a y, pour z = o.

3° Dans le cas (A) avec A complexe, il existe, pour chacune des
solutions y(x) considérées, des valeurs y, aussi voisines de zéro que
Pon veut, telles que I'on puisse faire tendre x vers zéro de maniére
que y tende vers y,.

Pour I'unc quelconque de ces solutions il existe dans A des points
critiques aussi voisins que I'on veut de zéro. Autour de chacun de
ces points se permutent des déterminations (dcux en général) dont
une au plus est nulle pour z = o. Lorsque partant de z =o avec
une détermination nulle de y (), on décrit un lacet autour d’un de
ces points critiques, ou bien on revient en £ = o avec une détermi-
nation non nulle, ou bien y est sorti de A.

4° Si )\ est réel et irrationnel,les énoncés de 3° doivent étre légé-
rement modifiés, les valeurs j, et les points critiques, toujours en
nombre infini, ne sont pas aussi voisins que l'on veut de zéro
[6, a, c], de plus la constante ¢ de I'équation (54) a un module qui
ne doit varier que dans certaines limites.

Remarque. — Si dans (44) B n’est pas nul, un changement de
variable y = s+ [2], raméne (44) a la forme

z2dz = (mx+ ns+ [z, z],)dr.

Les fonctions y(z), z(x) ont les mémes points critiques, Bou-
troux [a, c] a étudié¢ les permutations des solutions z(x).

16. Point singulier simple sans la condition (a). — On a le
cas (C). Dans (48) A est négatif. L’équation étant mise sous la forme

(58) zdy +y(v+A)dr=0 (v>o0, A=z y],
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cherchons, comme dans le cas de ) quelconque, a mettre l'intégrale
générale de (58) sous la forme

H(z, y)=yah(y, y)=C, Iz, y)=1+[2,75],
h(z, y) doil vérifier ’équation aux dérivées partielles

zhlyy— (v + A) b= A(z, y)h(Z, y).

Sivest irrationnel le développement k existe formellement, est
bien déterminé, mais est convergent ou divergent suivant les cas
(11, &]. .

Si v est rationnel, v=p:q (p et q premiers entre eux), il sur-
vient en général une impossibilité dans la détermination du coeffi-
cient ¢ d'un certain terme cx"? 4. L’entier r déterminé par (58) ne
dépend pas de la méthode suivie dans le calcul de 4. En général
r=n1. Si cette impossibilité ne se produit pas, on peut d’'une infi-
nité de fagons obtenir une série de h(zx,y) convergente {30, d,
p. 173; 2, b: 11 b; 27, b].

On a donc les trois cas suivants :

1° h(z, y) convergent, v rationnel ou irrationnel. — Les seules
solutions nulles sont z = 0, y = o. L’équation (44) n’a pas d’autres
solutions nulles que les deux solutions holomorphes;

2° vest irrationnel, h(z, y) est divergent. — Il n’existe, en dehors
de x =0, y = 0, aucune solution nulle de (58) telles que x ou y
tendent vers zéro avec un argument fini. Soient § et » les arguments
de z et y. On montre [ 11, b| que s’il existe des solutions nulles,
autres que x =o0, y=o0, les expressions |z"y™0| et |z", y™w|
croissent toutes les deux indéfiniment lorsque x et y tendent vers
zéro, m et n étant des entiers aussi grands que I'on veut;

3° v est rationnel et Uon est arrété par une impossibilité dans la
détermination de h(z, y). — On a toujours dans ce cas une infinité
de solutions pour lesquelles z et ) tendent simultanément vers zéro
[11, b; 27, b]. Pour toutes ces solution |2™y" 6| et |z™ y"w| croissent
indéfiniment si 'on a: m <rp, n<rg. On met en particulier en
évidence des solutions pour lesquelles z et y tendant vers zéro, le
module du rapport de "7 et z7 tend vers une limite finie et arbi-
traire, tandis que I'argument de zP”y"¢ tend vers une limite fixe.
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Dans le cas 1° une transformatfon réguliére metles équations (44 )
et (58) sous laforme (46). [l n’en esfjamais ainsi pour les cas 2° et 3°.

Si v est rationnel on ne connait aucune régle générale permettant
de décider si I'on est dans le cas 1° ou 2°. Dans le cas 2°, on ne sait
s'il existe ou non des solutions nulles autres que =0, y =o. Ce
sont la deux questions qu’il y aurait grand intérét a élucider. ~

Remarques. — 1. Les propriétés énoncées dans 2° ct 3° pour les
arguments de z et ) ne subsistent pour I'équation (44) que si cette
équation admet les solutions £ = o0, ) = o. S'il n’en est pas ainsi, il
peut y avoir des solutions non holomorphes de (44) telles que z et y
tendant vers zero leurs arguments restent finis. Cest ce qui se produit
pour le cas général rencontré par Poincaré [30, d; 29, ¢] dans la
théorie des centres. Si dans (44)anaoa=5b=0 et B +a=o, les
autres coefficients étant quelconques, P’équation (45) a pour racines
ai et —ai. Onad = —1. Dans le plan xOy des variables réelles les
courbes intégrales sont au voisinage de O des spirales asymptotes a O.

II. Les conditions pour que, v étant rationnel, on soit dans le
cas 2° sont en nombre infini. Elles sont distinctes si les coefficients
de A (z, y) sont en nombre infini etindépendants les uns des autres.
S’il n’en est pas ainsi, ces conditions en nombre infini peuvent se
réduire a un nombre fini de relations distinctes. G est ce qui a lieu si
les coefficients de dz et dy dans (44) étant des polynomes dont le
degré est donné, mais dont les termes de degré supérieur au premier
sont indéterminés, on cherche a déterminer ces termes de maniére
que, ) étant négatif et rationnel, on soitdans le cas 1°. Divers exemples
de ce genre ont été donnés [33; 20, a, b; U1, f].

IlI. Citons quelques résultats qu’il est parfois utile d’employer
pour ’étude des solutions de (58) dans les cas 2° et 3° :

1° On peut toujours supposer, a 'aide d’une transformation régu-
liére, que I'on a, dans (58):

(59) Az, y)=amy [x, y],

m et n sont aussi grands que I'on veut dans le cas 2°. Ils sont assujettis
aux conditions : m< pr, n<gr dans 3°.
Dans le cas 3" on peut mettre (58) sousla forme

z(q +axp yirydy +y(p + bxrrytr+zm ynB)dy =0 B=|=z,y],
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m et n étant aussi grands que 'on veut. On peut déterminer formel-
lement une transformation réguliére telle que B soit identiquement
nul, mais la série qui définit ce changement peut étre divergente
{11, g]. Si clle est convergente I’équation obtenue pour B = o0 a pour
intégrale générale

£Pt gt (1— raep? 39 logze yb) = const.
2° a et B étant nuls dans (44), « et b étant positifs, si 'on pose

x—b yo = goa—b, log— = u.

KRIR

Bendixson [ 5] a montré qu’on a une intégrale de la forme
P(p, u)=p+ 02Py(u) +. ..+ p"P, (1) +...= const.

Les P, sont des fonctions de u seul, holomorphes pour u=c.
P(p, u) converge pour (u|<<G, |pu| << 3. G peut étre choisi arbi-
trairement mais d est déterminé. La séiie P n’a pas sa convergence
démontréc lorsque y : z tend vers zéro ou l'infini, ¢’est-a-dire dans le
voisinage des solutions holomorphes nulles.

3° A(.r, y) ayant la forme (59) avec n 21, supposons « et 3 posi-
tifs et assez petits pour que la somme des valeurs absolues des termcs
de la serie A (a, ) soit inferieure av. L’équation (58) admettra une
intégrale de la forme

yri[1+axmyngy(x)+xmyrH gy () +...4+xmysy(x) +...] = const.

dont le premier membre converge dans le champ complexe, si|y|et
[ 2™ y"6| sont suffisamment petits (6 argument de z ) [11, b]. Dans le
champ réel, la série converge pour |z| <<a, |y|<<p[11,I].

Les g, sont des fonclions de z seul. Dans le cas 2°, ce sont des
polynomes en z¥ de degré égal a i. Dans le cas 3°, ce sont des poly-
nomes de degrei ¢cn z'?logx et de degré ¢_, en zv, Dans les dcux
cas les coefficients de ces polynomes sont des séries entiéres en z.

4° Boutroux [a] et Malmquist [ ] ont indiqué des séries dépendant
d’une constante arbitraire et représentant les solutions de (58) dans
une parlie deleur domaine d’existence, Ces séries ne convergent pas
pour z trés voisin de zéro.

17. Point exceptionnel. — Comme on I’a indiqué pour le cas C
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d’un point exceptionnel, prenons I’équation sous la forme
(6>) arttdy =[yN(z)+p2B(z, y)+ v F(z)|dz  (A(0) % 0),

A et F sont des fonctions de z seul, holomorphes pour z =o.
On aB(z,»)=[z, y]. n et r sont des entiers positifs, n est bien
déterminé par I'équation (44), r peut étre pris aussi grand que l'on
veut. Un changement de variables régulier permet de supposer que
I'on a A(z)=na+ bzx" et que B(z, ) contient z en facteur
[11, b, 1]. Sil’équation (60) admet une solution y = f(x) holomorphe
ct nulle pour x = o on peut supposer F(r) =o.

1. Solutions holomorphes nulles. — En général la seule solution
de (60) holomorphe nulle est # =o. Briot et Bouquet ont montré
qu'il existe une série
(61) V=CT A4 Cxr+. .+ Cp 4. ..,
vérifiant formellement (60). Dans le cas ou celle-ci est

(62) 2y =ay + & + g1 2%+ ..+ L@+,

la série correspondante (61) n’est convergente que si @ est un zéro
de la fonction entiére
x? zt
H(r)y=gi+g12+ Ba L

Watanable a donné la condition de convergence de (61) si dans (62)
a au lieu d’étre constant est égal 4 @ 4+ B2. Horn amontré [d, t. 120]
que si (60) est lineaire, il faut n conditions pour que la série (61)
soit convergente [30 bis]. On a été assez naturellement amené a en
conclure que la série (61) est en général divergente.

Rémoundes [a] pour justifier cetle assertion a mis en lumiére les
raisons de cette divergence et démontré [ a, d] les résultats suivants,
en considérant plus particuliérement le cas de n =1.

1° SiA (o) est positif, tandis que les autres coefficients des séries
A, B, F sont négatifs, la séric (61) est divergente;

2° Sil'on suppose tous ces autres coefficients fixes et donnés et si
'on désigne par L I'ensemble des valeurs de @ = A (o) telles que (61)
soit convergente, L ne comprend aucune aire dans des cas trés
généraux.

La série (61) étant supposée divergente, Borel [ @, b] a montré, dans

MEMORIAL DES SC, MATH, — N° 61, 3
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des cas particuliers, que sa théorie des séries sommables permet d’ob-
tenir en partant de (61) une solution y (z) nulle et fait voir qu'il en
était probablement de méme dans des cas beaucoup plus généraux.
Rémoundos a donné[c] une régle permettant de trouver des cas ou
la théorie de Borel s’applique. Voir également l'application faite par
Maillet [ @] d’une généralisation par Le Roy de la méthode de Borel.
La solution y(x) ainsi obtenue est définie dans un angle de
sommel z = 0, qui sera défini plus loin, et admel des dérivées de tout
ordre pour x = o.

Il. Solutions quelconques nulles. — Considérons1’équation (60)
ou 7 peut élre égal a un. Posons: A (o) = na. Appelons frontiéres
les droites du plan de la variable complexe z pourlesquelles la partie
réelle du quotient =« : z" est nulle. Ces droites divisent le plan
en secteurs. Appelons secteurs nuls ceux pour lesquels la pa#rtie
réelle de u est positive. Lorsque x tend vers zéro a 'intériear de 'un
de ces sectcurs e~" tend vers zéro.

Horn [¢c, d, e, f, ] et Chazy ont établi dans le champ complexe
les résultats suivants qui généralisent ceux obtenus par Bendixson
[c, d] et Picard [c]:

1° Désignons par V un angle de sommet s = o, intérieur ainsi que
ses cOtés & un secteur nul. Soient z,, y, des valeurs de module suf-
fisamment petit, z, étant dans V. ll existe deux arcs de courbes z, A/,
zoB' coupant les cotés de V en A’ et B’ distincts de O, tels que la
solution y (z) relative aux valeurs initiales, 2, y,, soit holomorphe
dans le domaine ouvert D limité par OA'zB’O. Celte solution tend
verszéro, lorsque z tend vers zéro d’une facon quelconque dans V [8].

2* Soil A un domaine ouvert constitué par la portion d’un secteur
non nul 2limité par un cercle de centre z = o et de rayon suffisam-
ment petit. Il existe une solution y () qui tend vers zéro lorsque x
tend vers zéro d’une facon quelconque dans A. Celle solution est
holomorphe dans A. C’est la seule solution qui tende vers zéro, si z
tend vers zéro suivant un chemin qui n’est pas tangent en x=o0 a
I'une des frontiéres de X.

3" Toutes les solutions nulles définies dans V, d’aprés 1°, ainsi que
I'unique solution nulle définie dans A d’apreés 2°, peuvent éire repré-
sentées quel que soit m par

(63) Y =CZT + Co¥2+...+ Crn@M3py,
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3, tendant uniformément vers zéro lorsque z tend vers zéro dans V
ou A. On dit que la série (61) représente asymptotiquement ces
solutions.

Malmquist [ 5] a montré que, dans tout angle V' intéricur (cotés
compris) a I'angle formé par un secteur non nul 2 etles deux secteurs
nuls adjacents, la solution qui tend vers zéro avec z, dans 2, peut
é&tre représentée par (63). 3, tendant uniformément vers zéro lorsque
z tend vers zéro dans V',

4° Si lon pose x =t)-, (60) fournit une équation (58) ou ¢ rem-
place z et v est égal a un. On peut montrer [11, m] que I'on est tou-
jours dans le cas 3° du n° 16. Il y a toujours infinité de solutions
nulles pour £ =0, ) = 0. On met ainsi en évidence |11, &] une infi-
nité de solutions nulles de (60). Ces solutions présentent les particu-
larités suivantes : L’argument de wu=a:z" tend vers 'une des

T .
valeurs - —~+Am; z tend donc vers = o suivant une courbe tangente

en z = o a une frontiére. L’argument o de ) augmente indéfiniment
de maniére que |z"w| ne tende pas vers zéro. Le module de y?: z
tend vers une limite finie, autre que zéro. Le quotient y : 2 croit
donc indéfinimént lorsque x et ) tendent vers zero. Les systémes de
valeurs de z et j ainsi obtenus ne peuvent étre les valeurs prises par
z et y pour les solutions de (60) définies, d’aprés 2° et 3°, dans un
angle V, car pour ces solutions } : z tend vers ¢,. Ce sont des valeurs
prises par z et y pour une solution definie d’aprés 1° dans V, lorsque
x sort de V et tend vers x = o suivant certaines courbes tangentes
en z =0 a une frontiére.

5° Cherchons [11, m] ce que devient » pour les solutions 1° et 2°.
Si I'équation (60) admet la solution 3 = o, on ne doit considérer que
les solutions, autres que y = o, définies, d’aprés 1°, dans un secteur
nul. wne reste fini que si la partie imaginaire de u =« : z" reste
finie lorsque z tend vers zéro. Il faut pour qu’il en soit ainsi (mais
cela n'est pas suffisant) que x suive une courbe tangente en x=o 4
la bissectrice du secteur nul.

Si (60) n’admet pas la solution z =0, o reste fini pour toute solu-
tion nulle quelle que soit la facon dont x tend vers zéro dans le sec-
teur considéré. Ces résultats montrent, comme on 'adéjavu(n°135),
que la possibilité de faire tendre simultanément x et y vers zéro,
avec un argument fini. dépend souvent non de la nature du point
singulier, mais du choix fait pour la fonction y ou la variable z.
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Conclusion. — On peut résumer d’une facon un peu sommaire ce
qui précéde en disant: Siz tend vers zéro dans un secteur ou les
solutions y () de
(E) ' y'=A()y,

tendent vers zéro, Uéquation (60) a une infinité de solutions qui
tendent vers zéro. Si x tend vers zéro dans un secteur ow les solu-
tions de E, autres que y = o, ne tendent pas vers zéro, une seule
solution de (60) tend vers zéro. Cette solution peut étre y = o.

Il. Représentations analytiques. — 1° Les solutions signalées
dans 1° et 2° ont été représentées au moyen de séries obtenues de
fagons fort diverses [18, ¢, e, f, i; 2, ¢, d; 29, ¢; 27, a; 8]. Parmi
ces séries les unes sont valables pour des angles intérieurs aux sec-
teurs nuls, les autres pour des angles intérieurs aux secteurs non
nuls. Certaines des représentations par des séries ou par des inté-
grales de Laplace sont valables pour un secteur non nul et les deux
secteurs nuls adjacents. Ce n’est que dans des cas trés particuliers
que 'on peut représenter par une formule ou une série unique une
solution dans tout son domaine d’existence.

2° On raméne, par une transformation réguliére a la forme (60),
P’équation

zmy'=x(a—+ [z, y ) +)" " ec+[y]) (ec#0), n>o,

si 'on a m = 1. Bendixson [c¢] et Horn[ &] ont étudié directement,
dans ce cas, les solutions réelles nulles pour 2 = o et ont donné une,
représentation de ces solutions.

Pour m > 1 Bendixson [¢, d] a étudié les solutions réelles nulles,
mais on ne connait pas de représentation de ces solutions. Ce point
singulier £ =0, y» = o, ainsi que celui dont nous parlerons dans 3°,
ne sont pas des points exceptionnels, mais des points singuliers mul-
tiples. Ils ne sont cités ici qu’en raison de 'analogie entre (60) et les
équations considérées.

3° Rosenblatt [b], considérant 'équation

zny'=byxP(1+[xh) + xy |2, y]+cxr(1+[y]) (be # o),

et supposant que 'ona n2>2m 22, p>1 et que ces exposants vérifient
certaines inégalités, a représenté, par des développements conver-
gents, la plupart des solutions y () nulles pour = = o.



POINTS SINGULIERS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 37

18. Solutions dans le voisinage d’une singularité essentielle. —
Si le second membre de (60) n’est convergent que pour y voisin de
zéro, on devra se borner a I'étude purement locale du point singu-
lier £ = o, y = o. 1l scrait artificiel de s’en tenir a ce point de vue,
forsque I'on a une équation valable pour y quelconque. Il y a lieu
de chercher ce que devient y lorsque z tend vers zéro. Cette étude
a été esquissée par Boutroux [¢, p. 183]. Supposons que I'équation,
qui a été mise sous la forme (60) pour la commodité de certains rai-
sonnements, soit

(65) Q) +zH(z. ) y'=P(y)+aG(z,y) (n21),

G et H sont holomorphes pour = =o0; P, Q, H, G sont des poly-
nomes en y. Supposons que P (y) n’ait que des racines simples qui
n’annulent par Q(y). Soit & I'une gnelconque des racines de P.
Posons

z=rped, P(b)=ncQ(b), c=aer (a>o0,0<x<2x).

La régle du n° 17, IIl, montre qu’une infinité de solutions de (65)
tendent vers b si z tend vers » = 0 dans I'un des secteurs tels que
_ _fuo:(n')—a) aslnlﬁ:ﬁf)
y=b+Ce ¥=b~+Ce L
tende vers b. Ces n secteurs définis parla condition cos (n9 — «) > o
seront appelés secteurs nuls pour b.

Si, comme on vient de le faire, on considére les solutions signalées
n® 17, IL, 1°, on fera tendre x vers £ == o, dans le domaine D ou ces
solutions sont holomorphes. On dira que, dans ce cas, x tend direc-
tement vers & = o. Il enest ainsi lorsque . tend vers zéro suivant une
droite. Si x tend vers « = o en restant dans un angle qui ne com-
prend a son intérieur ou sur ses cotés aucune frontiére, on dira que
tend normalement vers .« = o.

Si ., et y, — b sont suffisamment petits et si .z, est dans un sec-
teur nul pour b, y tend vers b si z tend directement vers 2 = o. En
dehors de cet énoncé, on ne peut affirmera priori, dans le cas d’une
équation génerale (63), que lorsque x tend vers zero (méme suivant
une droite) y tend vers une limite. Si y tend vers une limite cette
limite est 'une des racines &, de P ()-).

Dés que P est de degré supéricar a 2, il existe deux secteurs nuls
qui ont une partie commune A ; par exemple les secteurs nuls pour &,
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et pour b,. Si z tend vers £ =o, il y a une infinité de fonctions
yi(x) et y.(x) solutions de (65) qui tendent respectivement
vers b, et b,. Des exemples simples montrent que certaines de ces
fonctions peuvent éire des branches d’'une méme solution y (z) et
que ces deux déterminations se permutent lorsque . tendant vers
x =0 d’une facon quelconque, on tourne autour de points critiques
qui peuvent étre aussi voisins que 'on veut de z = o.

Le cas de n > 1 se ramene a celuide n == 1 en remplagant £” par z.
On introduit ainsi, en général, dans G et H (63) des puissances frac-
tionnaires. Cetle circonst'nce ne modific pas les énoncés du n° 17.
Elle oblige seulement a faire varier de o a 2n 1 1" irgument de la nou-
velle variable z, si G et H contiennent des puissances fractionn .ires.

Soient c, les valeurs de ¢ correspondant aux diverses racines b,. En
remplagant  par Az les ¢, sont divisés par k (pour n = 1). Si les rap-
ports des c, sont tous réels, on peut donc supposer réels tous les c,.

Afin d’avoir, dans un cas simple, un schéma des circonstances qui
semblent egalement devoir se présenter dans des cas plus genéraux
[6, ¢, p. 183], considérons I'équation [6, ¢; 8; 11, m]

(66) 22Q())) " =P().

Soient p et g les degrés de P et Q. Si 'ona ¢ = p — 1 le change-
ment de variable ) ==1:¢ donne une équation différenticlle ayant
=0, ¢=o0 pour point exceptionnel, comme les points x=o,
y = b, le sont pour (66). Nous supposerons : g<p — 1. L'intégrale
générale de (66) est .

(y—be(y—bys... (3 —b,)p=Ce .

Supposons d’abord que tous les ¢, soient réels. Il n’y a qu’une

frontiére : 9 — = + kn. Soient S le secteur pour lequel on a
3 I q

T td . . 3z
—5 < 0 < 5 et S’ celui pour lequel on as <0< Supposons que
pour r =1,2,....p',onaitc, >oet, pours =p' 41, p'+2,....
on ait ¢; < o.

Ne considérons dans ce qui suit qu’une solution quelconque y (x)
de (66), définie par une valeur de C différente de zéro.

Les diverses déterminations de y (x) tendent toujours vers une
limite finie ou infinie si x tend normalement vers x = o. Les limites
finies sont les b, pour S et les b; pour S'. Pour g <<p— 1, ¥ ne
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croft jamais indéfiniment si x tend vers r=o0. Pourg=p—1la
somme ¢ = ¢, + €a =+ ... - cp n'est pas nulle et des déterminations
de y croissent indéfiniment s1 . tend normalement vers » = o dans S
pour ¢ < o, et dans S' pour ¢ > o.

Toutes les determinations de y peuvent étre indéterminées si
tend vers # — o suivant une courbe quelconque tangente en z — 0 &
la frontiére.

Soient y,, une racinede Q () et v son ordre de maltiplicité. A cette
racine correspondent une infinité de points &, pour lesquels v + 1
déterminalions de y deviennent égales a y,,. Cesv + 1 déterminations
se permutent entre elles lorsqu’on tourne autour de .. Si I'on a
g=p—2—v avec v>o, il y a une infinité de points x,, pour les-
quels v 41 déterminations deviennent infinies et se permutent autour
de ce point. Chacun des ensembles de points z,, ou .z, est réparti sur
une circonférence C,, (variable avec la solution) tangente en .z =o0a
la frontiére. Aucun de ces ensembles n’admet d’autre point limite
que & = o, si les rapports de ¢, sont tous rationnels, c’est-a-dire si y
n'admet qu'un nombre fini de délerminations. S'il n’en est pas
ainsi, tout point de G, est point limite de '’ensemble situé sur C,,.

Si y a une infinité de déterminations, il n’y a aucune raison de
supposer que les déterminations qui se permutent autour d’un point
critique soient celles qui se permutent autour d'un autre point cri-
tiquc du méme ensemble. Il parait vraisemblable que chaque déter-
mination de y n’admet qu’un nombre fini de points critiques.

Si partant d’un point ., de S avec une détermination qui tend, par
exemple, vers b, lorsque x tend normalement vers « — o, on décrit
un lacet tournant autour de 'un des points critiques de cette déter-
mination, on revient en ., avec une autre détermination. Celle-ci,
lorsque x tend normalement vers .« = o. tend soit vers I'infini (sil’un
a ¢ < 0), soit vers I'un des b,. Elle peut tendre encore vers b,.

Si a est une valeur différente des b,, valeur qui peut étre « = o,
si 'un ag <<p—1, y(x) devient egal & « pour une infinilé de
points ., dont la disposition est exactement celle qui a été indiquée
plus haut pour les points .z,,.

On peut vérifier ces diverses propriétés par les équations :

2y =ya—yp), 22—y =y(yi+1),
rHy+0y'=y(y—n, 2zNy-—>)1y'=yi—.
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Dans le cas ou les rapports des ¢, ne sont pas tous réels des parti-
cularités nouvelles se présentent. Les frontiéres de sectcurs nuls rela-
tifs a deux racines b,, b ne coincident que si le rapportde c; etde ¢,
est réel. On aura en général p frontiéres pour ¢ <p—ietp+4
frontiéres pour ¢ = p —1. Ces droites divisent le plan en 2p ou
2p + 2 angles de sommet .« = o. Pour chacun d’eux, il y a un cer-
tain nombre de limites &, ou l'infini vers lesquelles peuvent tendre
une solution y (), si « tend normalement vers .« = o. Il existe effec-
tivement une infinité de délerminations de ) qui tendent vers cha-
cune de ces limites, si = tend directement vers & = o.

Contrairement & ce qui a lieu si les ¢, ont tous leurs rapports réels,
on peut faire en sorte que ) ne tende vers aucune limite lorsque x
tend normalement vers z = o. Il existe des courbes I ne rencontrant
pas les frontiéres, tangentes en O a une droite arbitraire et telles que
si x tend vers .« = o suivant I', y(.z) ne tende vers aucunc limite.

A chacune des racines deQ(y) et s'il y a lieu & ) =o corres-
pondent, comme dans le cas précédent, unc infinité de points cri-
tiques. Mais, dans ce cas, on peut pour I'un quelconqne de ces
ensembles de points .z, ou ., trouver des points se rapprochant
autant qu’on le veut de x = o et tels que A étant une droite arbitraire
issue de o =o, la droite joignant x =0 a =, tende vers A
lorsque x,, tend vers x =o. Si les ¢, n’ont pas tous leurs rapports
réels, les frontiéres n’ont plus le privilége d’étre les seules directions
d’'indétermination ou de voir se condenser dans leur direction les
points critiques voisins de & = o. Gitons comme exemple les équa-

tions
Yy —D )y =)r+1, 2y —1+ )y =r(—y).

IV. — POINT SINGULIER MULTIPLE.

19. Point dicritique. — On dira qu’un point singulier x =0,y = o0
est un point dicritique lorsque I'équation différentielle est de la
forme
(67) ( zP(z, y)+ F(2, )+ [2, y]las2) dy

+ (—yP(z, )+ G(2, ¥) + [, ¥ lnt2) dz = 0,

P, F, G sont des polynomes homogénes en x et y, P est de degré
n—1, F et G de degré n 4 1. On dira qu'une direction fx — ay =o
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est une direction singuliére si les polynomes
P(z, y), Qlr, y)=yF(z, y)+2G(z, y)
sont nuls simultanément pour # = «, y = . On montre [11, 2] que :

1° 8"l n’y « pas de direction singuliére, toute solution y (x)
relative 4 des valeurs initiales .z, y, suffisamment petites est, pour
| x| <o, ou bien holomorphe et tend vers zéro avec z ou bien algé-
broide et I'une au moins de ses déterminations tend vers zéro avec z.
Ces diverses déterminations tendent toutes vers zéro avec « si I'équa-
tion (67) admet la solution z = o.

2* Pour obtenir les solutions de (67) telles que lorsque .« tend vers
zéro, le quotient y: .« tende vers une valeur c arbitraire on pose
Yy =(c—+ y)x et on considére I'équation

(68)  (P(1, )+, yi ) dyit (QU, €) + [2, y1)) dw = o,

De méme pour trouver les solutions telles que y : x croisse indéfi-
niment, si « tend vers zéro, on pose:.r=.,y et l'on considére
I’équation
(69) (P(o, 1)+ [21, y 1) dzs = (Q(o, 1) +[21, y11) dy.

Si la direction y = cx, ou .= o0 n’est pas une direction singu-
licre I'équation (68) ou (6g) nous donne une solution et une seule
tangente en x = 0, y = 0 a la direction considérée. Cetlesolution est
holomorphe ou algébroide en » =0, y = o.

3¢ Toute solution nulle de (67) admet en x =0, y = o une tan-
gente. Si cette tangente y = cx coincide avec une direclion singu-
liére, on considére encorc l'équation (68), pour laquelle x=o,
1 = o est un point singulier. On esl ramené a chercher les solutions
nulles de cette équation (68). De méme, si # = o est une direction
singuliére, on considére I'équation (69 ) et I'on recherche les solutions
nulles de (69). Le point singulier x =0, 3y=0 ou x, =0, y =o,
que 'on est ainsi amené & étudier, sera, en général, un point simple,
mais il peut étre aussi absolument quelconque.

20. Solutions algébroides en un point singulier multiple. —
A et B étant des polynomes homogénes de degré n en z et y, consi-
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dérons I’équation

I(r, .}')({.)""' K(r, .}’)dx=0,

0
(70) { H=Az, y)+[2 ) |u+n, K=B(z, y)+[2 ¥+

Nous supposerons que H et K ne sont pas divisibles par un fac-
teur M(x, y) holomorphe et nul pour z =0, ) = 0. Nous laisserons
aussi de coté les deux cas déja examinés :

1°n =1, et I'équation (45) n’a pas deux racines nulles;

2° Le polynome

YA(z, y)+2B(3, )

est identiquement nul: z =y = o est alors un point dicritique.

Le point de départ de la plupart des méthodes employées pour
I'étude du point singulier multiple x = o0, ) == o est la recherche
des solutions algébroides nulles. On met ainsi en évidence, avec les
solutions algébroides, des solutions non algébroides nulles, ¢t 'on

étend au cas considéré beaucoup de résultats obtenus par un point
singulier simple.

1. Exposons d’abord, pour la recherche des solutions algébroides
nulles la méthode de Briot et Bougquet, complétée par divers tra-
vaux [7; 29, ¢; 18, a. 1; 13].

Les solutions algébroides fonl partie des solutions qui, si 'on posc
(71) .}‘_:‘,x,’ ‘T,'lzzrvr
jouissent, en choisissant v convenablement, de la propriété suivante :
si z tend vers zéro, Y et Z tendent vers les limites respectives & et vb,

avec b Zo.
1° Pour déterminer les valeurs possibles de b el v, écrivons (70),

(72) zH(x, y)y'+ rK(z, y)=o,
JH(z, y)=3A3y2x8, zK(1,))=2Bagyerd

Si I'on remplace dans (72) y et 2y par les expressions (71), on a

ZEAgpxBrvaYo—l 4 S BygrdtvaYe = o,

Soit m la plus petite valeur de 8 +4-vx. En divisant par 2™, on a
ZP(Y)+Q(Y)+...=o.

Les termes non écrits sont nuls pour x = o. Les valeurs possibles
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de b sont les racines Y = b de I'équation
(73) vYP(Y)+Q(Y)=o.

Cette équation, appelée indicatrice, fournira b lorsque v sera déter-
miné. Les termes de YP(Y)ctde Q(Y)s'obtiennenl en faisantz =1
et y =Y respectivement dans les termes de yIH et de 2K pour
lesquels on a B+ vz ==m. S’il n'y avait pas au moins deux de ces
termes, I'équation (73 ) ne pourrait admettre d’autre racine que Y = o,
valeur inacceptable pour b.

On déterminera v par la condition que les polynomes yII et zK
fournissent au moins deux termes pour lesquels 3 + v prennent la
valeur minimum. Dans ce bul, on construit un contour polvgonal
appelé figuratif, analogue au polvgone de Newlon-Puiseux. A
chaque terme de ) H et de zK, on fait correspondre un point
d’abscisse « et d’ordonnée 8. On trace un contour polygonal, dont
les sommets sont certains de ces points, dont les cotés ont des coefli-
cients angulaires négatifs et ne laissent au-dessous d’eux aucun autre
de ces points. Les axes ont la disposition habituelle. Par le point le
plus bas du contour, on méne une paralléle a O, ct par le point le
plus & gauche une paralléle 2 O 3. Il sera commode d’appeler pente
d’un co6té du contour la valeur absolue de son coefiicient angulaire.

Les valeurs possibles de v sonl données, les unes par des sommets,
les autres par les cotés du figuratif.

2" Valeurs de v fournies par les sommets. — Soit a, 3 un som-
met correspondant a la fois a un terme-de yH et a un terme de zK.
Ni Agq 4, ni By s ne doivent étre nuls. Si la valeur de v définie par

vAap+ Beg =0

est comprise entre les pentes des deux cotés du figuratif aboutissant
au sommel o, 3, il y a une infinité de solutions y(x) d’ordre v [18, a;
1; 11, 6, {]. A une valeur arbitraire b correspond une solution telle
que y : 2" tende vers b si x tend vers zéro. Pour v rationnel, v =r:s,
le changement de variable

(74) r=uxy, y=mne"

donne une équation admettant ry==0, y1=o0 comme point dicri-
tique.
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Cette équation fournit toutes les solutions y(z) algébroides
d’ordre v.

3° Valeurs de v fournies par les cétés du figuratif. — Soit v la
pente d’un des c6tés. Sa valeur est I'ordre infinitésimal de la fonc-
tion y () qui est définie en égalant a zéro la somme de deux termes
de yH ou zK représentés par deux points distincts situés sur ce cOté.
v est rationnel : v=r:s et le changement de variable

r=xzy, y=Yzx|
donne, aprés simplification, I’équation

x,(P(Y) -+ ‘L'l[.’ll', Y]) dY + (R(Y) -+ .Z‘ll.'l‘l, Y]) d$1= o,
R(Y)=rYP(Y)~+sQ(Y).

Dans le cas trés particulier ou R(Y) est identiquement nul & une
valeur arbitraire b correspond une solution algébroide y(z) telle
que Y tende vers b si x lend vers zéro.

Si I'on fait la transformation (74), toutes ces solutions sont fournies
par une équation admettant x,=o0, y,= 0 pour point dicritique.

En égalant a zéro le polynome R(Y ), on obtient 'indicatrice (73).
Soit b 'une de ses racines, le changement de variable

Y=0b +‘)’1
donne une équation appelée transformeée :
x| Hl(.'L’1, }1) d,Vi —+ Kl(.z‘” 1 ) d.L'l = 0.

4° On est donc amené a rechercher les solutions algébroides
nulles de la transformée. On a vu comment on trouve ces solutions
dans les deux cas suivants :

a. Le point singulier , = 0, )’y = o de la transforméc est un point
singulier simple ou cxceptionnel;

B. L’équation transformée admet zy—=o, yy=0 comme point
dicritique, et 'on considére celles de ses solutions algébroides nulles
qui ne sont pas tangentes en x, = o a une direction singuliére.

Si I'on n’est pas dans 'un ou l'autre de ces cas, on applique a la
transformée la méthode appliquée & I'équation (70) ou (67). On
démontre [1; 27, ] qu’aprés un nombre fini de transformations, on



POINTS SINGULIERS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 45

obtient des transformées pour lesquelles I'un des cas () ou (B) se
présente.

5° Conclusions. — a. Un nombre fini de changements de variables

x = us, y=ub(b+biu+...+ b umy)

raméne toujours la recherche des solutions algébroides nulles de (67)
ou (70), autres que z = o, a la recherche des solutions ¢(u) holo-
morphes nulles pour u = o, vérifiant une équation

U(u, v)dv + V(u,v)du =o,

qui est soit une équation élémentaire (n® 13), soit une équation dont
u=o0,v=o0 est un point dicritique, sans directions singuli¢res.

b. On peut toujours trouver un entier p. tel qu'en posant z == u¥,
toute solution algebroide nulle y(z) de (67) ou (70) devienne une
fonction y(u) holomorphe et nulle pour v =o.

¢. Si dans (70) le polynome A contient un terme e¢n y” et B un
terme cn xz* et si les coefficients de A et B sont quelconques,
(70) admet n + 1 solutions holomorphes, et il n’y a pas d’autres
solutions algebroides nulles. Si I'on n’est pas dans ce cas général,
il peut y avoir des solutions algébroides données par

r=w, y=w(b+3w), bzo, p(u)=[ul.

On suppose qu’il n'y a pas de diviseurs communs a r, s et aux
exposants des divers termes de ¢. Soit ¢ le plus petit des deux
entiers r et s. Les diverses solutions algébroides données par ces for-
mules comptent pour ¢ solutions.

On dit qu’elles forment un cycle. Elles vérifient la relation

Gz, y)=yr+gi(z) ' +. ..+ g—1(x)y + gs(x) =0,
g =brr+[z] 41

Les g, () sont des séries entiéres en z. Les termes de G sont de
degré égal ou supérieur a g.

Toute solution holomorphe nulle compte pour une solution algé-
broide. Il en est ainsi, en parliculier pour £ = o si dans (70) on
aH(o,y) =o0.

Avec ces conventions, on peut dire [11,0): en général, l'équa-
tion (70) admet n + 1 solutions algébroides nulles. Sielle a plus
de n + 1 telles solutions, elle en admet une infinité.
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1. Méthode de Bendixson. — Il est souvent commode, dans les
applications; de rechercher les solutions algebrowdes nulles de (70)
par la méthode employée par Bendixson [2, ¢, d] pour obtenir les
courbes intégrales passant par un point singulier.

On trouvera en particulier ces solutions en cherchant les solutions
tangentées (n° 12), c’est-a-dire telles que, lorsque z et y tendent
simultanément vers zero, ¥ : x tende vers une limite finie ou infinie.
Les tangentes en r = 0, ) = 0 a ces diverses solutions sont données
par I'équation
(75) YA(r, )+ 2B(r, y)=o.

Soit y = cz I'une de ces tangentes. En posant

y=(c+yz,

on obtient une équation différentielle, transformée de (50), dont les
solutions nulles fournissent les solutions de (70) tangentes & y = cx.
Si 2 = o est solution de (75). en posant

£ =),

on a une équation transformée de (70) dont les solutions nulles
fournissent les solutions de (70) tangentes & x = 0. Lorsque I'on est,
pour une transformée, dans le cas () ou le cas (), on sait trouver
les solutivns therchées.

Dans les autres cas, on est ramené a chercher pour chaque trans-
formee les solutions tangentées. On demontre encore [2, d| que, par
un nombre fini de changements de variable de 1'une ou I'autre forme
indiquee, on arrive toujours a des équitions transformées pour
lesquelles le cas (o) ou le cas ( 3) se présente.

21. Solutions non algébroides. — On a vu (n°® 20, 1, »°) que si la
valeur de v fournie par un sommet est irrationnelle et comprise entre
les pentes des deux cotes du figuratif aboutissant & ce sommet, il y a
une infinité de solutions y () non algébroides d’ordre v. 1l en est de
méme si la valeur de v donnee pir vA,34- B,g =0 est un nombre
complexe. Les solutions ainsi oblenues sont les seules |11, /] telles
que, v n’étant pas rationnel et pouvant étre complexe, y:z¥ tende
vers une limite finie lorsque z et y tendent vers zéro.

La circonstance qui vient d’étre signalée pour (70) peut se pré-
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senter pour l'une quelconque des transformées employées dans la
recherche des solutions algébroides. On oblient ainsi des solutions
nulles non algébroides.

Dans des cas assez généraux, mais qui ne se rencontrent cependant
que si des coefficients de (70) vérifient une certaine relation, on
trouve [11, b, ¢] une infinité de solutions nulles de (70) appartenant
4 'une des catégories suivantes :

1 Solutions d’ordre infini. — y:z™ tend vers zéro avec z si
grand que soit m.

Pour que I'équation (70) admette des solutions d’ordre infini, il
faut que I’on ait

K(z, r)=yF(z,y), F@y)=lrrlh

et il suffit ensuite qu'en considérant I’équation

H(z, o)dy + yF(z,0)=0
on obtienne, aprés simplification, une équation

arsdy + bydr = o (ab#o0,s>1).
Il en est ainsi pour toute équation de la forme

(76) (ax'+s+[z)psm+ylz, y))dy +y(bz"+ [ 2] +y[z, y)do=0o
ainsi qu'on le montre en faisant le changement de variable,

= p 1l

2° Solutions d’ordre nul. — y:x™ croit indéfiniment si petit que
soit le nombre positif m.

Pour que I'équation (70) ait des solutions y(z) d’ordre nul, il faut
et il suffit qu’clle admette des solutions z()) d’ordre infini en y. Des
conditions suflisantes pour qu’il en soit ainsi s’obtiennent en per-
mutant z el ) d'une part, H et K d’autre part dans ’énoncé donné
dans 1°.

Ces conditions sont satisfaites pour I'équation
(77) (@' + [ o+ 1[2, ¥1) dy + (D)5 4 [ J Jraesan + @[, ¥]) dor = 0.

3° Solutions d’ordre v—+o. — ) :x™ lend vers zéro avec z
pour m<v et croit indéfiniment pour m>v. Par exemple,
y = z":logx.
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Pour que (70) admette des solutions d’ordre v o, il suftit que la
pente d’un co6té du figuratif soit égale a v et que si I'on ne conserve
dans P'équation différentielle que les sculs termes correspondant a
I'extrémité gauche de ce coté, on obtienne, aprés simplification,
I'équation

rdy —vyde=o.

11 en est ainsi en particulier pour v =1, et I'équation
(z+ay+le, ) dy—(y+[ryh)de=0  (azo).

4° Solutions d’ordre v— o. — y:x™ tend vers zéro pour m <v
et croit indéfiniment pour m 2y lorsque z et y tendent vers zero. On
a des conditions suffisantes pour que (70) admette des solutions
d’ordre v — o en remplagant, dans ’énoncé donné dans 3°, « gauche »
par « droite ».

Rosenblatt a montré [a] que les solutions d’ordre v+ 0 ou v —o
peuvent étre représentées par

y =vav(logz)k,

v est une fonction de z qui tend vers une limite ¢, lorsque a tend
vers zéro. m étant un entier négatif ou positif, et A une constante
déterminée par (70), on a

—_ m —
km =1, vt =A.

A chaque racine v, correspondent une infinité de fonctions .

Si les coefficients des termes de yH et de zK représentés par des
points situés sur un coté du figuratif sont quelconques, ce coté
fournit un nombre de solutions algébroides égal au plus petit des
deux entiers mesurant la projection du c6té sur les deux axes de
coordonnées. Si, par suite de relations particuliéres entre les coef-
ficients, ce nombre de solutions algébroides fournies par ce colé de
pente v diminue, I'un au moins des deux cas suivants se présente

[1, 5, c] :

a. Il y a une infinité de solutions y(z) d’ordre v+ o ou vy — o;
b. lly a une infinité de solutions algébroides d’ordre v.

22. Propriétés des solutions. — Certaines propriélés des solutions.
de (70) dépendent de la possibilité d’avoir pour . et y voisins de
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zéro une intégrale générale de la forme

(78) Fla, )= f(2, et | [1r+2@)p =const.,

/=1

f(z,y) cst une fonction holomorphe pour £ =0, y = 0. On sup-
pose f(o,0)=1. Les exposants A sont des nombres quelconques,
A, peut étre nul. IT est le produil de puissances de m’ facteurs tels que
les équations

(79) y+eo(z)=0

définissent des solutions de (70) algébroides a I'origine.

On dira que (70) admet une intégrale (F) si elle admet une inté-
grale générale de la forme (58).

En général, on a m'=n ou m'==n +1 suivant que £ —=o est
solution ou non de (70), mais il peut en étre autrement [11, e]. Si
une solution algébroide faisant partie d’'un cycle est donnée par une
des équations (79), toutes les solutions du méme cycle sont données
par les équations (79) et figurent dans (78) avec le méme exposant.
On peut donc remplacer tous ces facteurs par leur produit et écrire

(80) F(r, )’)Ef(r,J‘)H(G.(x,y))hzconst.

=1

Soit ¢, le degré minimum des termes de G,. Si l’'on pose
m
X =2ql)‘” y =tr,
I

des circonstances spéciales se présentent si l'ona k=0 [11,d, ¢|. En
examinant seulement le cas de A% 0, on peut poser A =1 et (80)
devient

(81) Llt+ 2z L(t)+ 22Ly(t) +.. +]I(¢ — a,) = const.,

en supposant que ) = a,x soient les tangentes (autres que Oy) aux
diverses solutions définies par (79). Les L, sont des fonctions ration-
nelles de ¢ qui n’ont pas d’autres péles que les points ¢t = a,. On peut
se proposer de trouver directement une intégrale de la forme (81).

MEVORIAL DES SC, MAIH. — N° 61, 4
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En général, s’il existe une intégrale de cette forme, il existe une
intégrale (F) [11, d].

1° Sil'on rencontre dans la recherche des solutions de (70) algé-
broides a origine des transformées de la forme (76) ou (77) ou des
solutions d’ordre v+ o0, v — 0, ou encore une équation €élémentaire
se ramenant a la forme (47) ou(50), il n’y a pas d’integrale (F). Dans
tous ces cas, on a une infinité de solutions non algébroides passant a
Vorigine.

2° En général, il n’y a aucune ambiguité dans le choix des facteurs
qui figurent dans le produit II. Les valeurs d¢ a dans les diverses
équations élémentaires

(u—+lu, v].) do+(av +bu +[u, v],)du =0 (a3 0),

fournissant les solutions algébroides (79), déterminent les expo-
sants }, relatifs a ces solutions, en supposant 2 =1. En général, on
est arrété par une impossibilité dans la détermination des coeffi-
cients de f(z,y).

Pour déterminer un nombre fini de ces coefficients, on a plus
d’équations que d’inconnues. Si ces impossibilités ne se présentent
pas, on dira que f existe formellement.

3° St les A, ne sont pas tous positifs, on peut, sans cherchcer
si (F) cxiste ou non, affirmer qu’il y a une infinité de solutions
nulles, ¢n genéral non algébroides.

4° Quel que soent les ), si f n'existe pas formellement, il y a
une infinité de solutions nulles admettant, en général, z = o comme
point transcendant [11, b, d].

5° Si les), ne sont pas lous positifs et si f existe formellement,
celte série f(x,)") est comvergente. L'intégrale (F) existe.

6° N les ), sont tous positifs el si f(x,)) existe formellement,
on ales cas swwants 11, b, c] :

a. Les ), ne sont pas tous rationnels et f(z, y) est divergent;

b. Les 1, ne sont pas tous rationnels et f(x, )') est convergent:

c. Les ), sont tous rationnels. Dans ee cas, les coefficients de
f(z,y) dépendent de constantes arbitraires que l'on peut, d’une
infinité de fagons, determiner de fagon que f(z,) ) soit convergent.

Dans les cas 0 et c, il ne peut y avoir de solutions nulles autres
que celles données par les équations (79) ou par z ==o. Dans le



POINTS SINGULIERS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 51

cas a, il parait probable qu’il en est encore ainsi, mais cela n’est pas
démontré (cf. n° 16, cas 2°).

Etude du rapport t=y:z. — Si lon étudie ce que devient
ce rapport ¢ pour une solution de (70) lorsque x et y tendent
simultanément vers zéro, on démontre [11, d, e] que ¢ tend vers
une limite si 'on est dans I'un des trois cas suivants :

1 L’équation (70) admet unc intégrale (I7), et les exposants ;
sont tous réels, sans étre tous positifs;

2° L'équation (70) admet une intégrale (F), et la somme des
exposants est nulle;

3° L’équation admet .r = 0, y = o comme point dicritique.

Dans la plupart des autres cas, il y a une infinité de solutions telles
que ¢ ne tende vers aucune limite lorsque 2 et y tendent vers zéro. 11
en est ainsi en particulier §'il n’y a pas d'intégrale générale de la
forme (81).

Cette derniére propriété ct la considération des diverses trans-
formées ausquelles on aboutit dans la recherche des solutions algé-
broides a I'origine permeltent de trouver un ensemble de conditions
nécessaires pour que toutes les solutions passant a l'origine soient
algébroides a Porigine [11, e]. Ces conditions sont suffisantes si A
étant égal a un, aucun des i, n'est un nombre irrationnel positif.
S’il n’en est pas ainsi, le doute signalé ci-dessus (6°, @) ne permet
pas d’affirmer (ue ces conditions sont suftisantes.

23. Etude des solutions dans le voisinage d'un point singulier. —
On sait que les seules valeurs # = a qui puissent étre des points sin-
guliers transcendants des solutions y( ) d'une équation

(82) y'=g(e,y)

sont : 1° les abscisses  des points singuliers a. 3 de (82 ); 2° les valeurs
Z = a, qui sont des pdles de g(x, y) quel que soit y; 3° les valeurs
x = a, qui sont des points essentielsde g (z, )).

Pour éviter une confusion de ces valeurs avec les points singuliers
de (82), il conviendrait d’appeler ces valeurs & = «, points singuliers
fixes des solutions y(x).

Dans les cas 2° et 3, une de ces valeurs z = 2 peut—é

MATHL A JQLES
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singulier transcendant de toutes les solutions. Dans le cas 1°, que
nous continuerons a considérer seul, une de ces valeurs x — o ne
peut étre point singulier transcendant que pour les solutions jy ()
prenant la valeur 3 pour £ = a. Ainsiqu’on I'a vu, dans certains cas,
quelques-unes de ces solutions, ou méme toutes, peuvent admettre
x =a comme point critique algébrique, étre uniformes ou holo-
morphes pour x = «, mais en général £ = a sera pour une infinité
de solutions y(z) un point critique transcendant dans le voisinage
duquel se trouvent une infinité de points critiques algébriques
(n* 15, 18). Unc infinité de déterminations de y (x) s’échangent dans
le voisinage de # = a. La recherche des solutions relatives au point
a, 3 n’est qu'une partic de I'étude de ce point singulier [4]. Il y a lieu
dela compléter parlarecherche des points critiques voisins de z = «,
et 'étude de la fagon dont s’échangent les diverses déterminations.

« étant un point singulier fixe des solutions de (82), et y(x) étant
une de ces solutions, Boutroux |[a, b, c] s’est posé les problémes
suivants : « Obtenir 'ensemble total des determinations qui se per-
mutent au voisinage » de a, « déterminerle mécanisme suivant lequel
s’échangent ces déterminations ». Boutroux s’est attaché a étudier
d’abord le cas de ’equation

(83) 2y)'=ar+by (aetbconst),

el a montrer que ’étude des singularités présentées par les solutions
de (82) se raméne a I'étude des singularités de (83).

Malmquist [a, b, c], étudiant le méme probléme, a cherché a
obtenir une théorie aussi générale que possible. Il a distingué entre
les diverses déterminations d’une solution des branches principales
et des branches intermédiaires, précisé le domaine d’existence de ees
branches et montré comment on échange deux branches principales
en passant par une branche intermédiaire.

Burcau [7 bis. a, b] s’est atiaché a étudier avec une compléte

rigueur, dans des cas précis, le mécanisme des permulations de ces
diverses délerminations.

V. — EQUATIONS NON RESOLUES EN '
24. Définitions et remarques. — Soit 1'équalion
(84) f(.l‘, Y .}")=0,

JS est supposé holomorphe pour les valeurs initiales zy, y. 5, de
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z, ¥,y quel’on considére. Pour simplifier, f sera un polynome en y;
mais de légéres modifications dans I'exposé permettent de considérer
des cas plus étendus.

Une solution y(x) de (84) sera relative au point P, de coordonnées
Zos Yoy 30 de la surface (S) d’équation

(83) Sz, y,z)=0

silonay(z,) =y, ¥ (2) =53,

On appellera valeurs singuliéres ou point singulier de (84) un
ensemble de valeurs z,, yo, 2, coordonnées d’un point de (S) telles
que lapplication directe des théorémes généraux relatifs aux solutions
des équations différentielles ne donne aucun renseignement sur les
solutions de (84) relatives & ces valeurs initiales. D’une fagon plus
précise, des valeurs x,, y,, %, seront singuliéres seulement dans le
cas ou la recherche des solutions relalives a z,, )%, 2o ne peut se
ramener a la recherche des solutions relatives a des valeurs initiales
non singuliéres d’un systéme d’équations différentielles du premier
ordre et du premier degré.

Z,, vo ne peuvent faire partie d’un systéme de valeurs singuliéres
que dans les deux cas suivants :

1° L’équation (84) est vérifiée quel que soit y' pour x = x,,
» =y,- La recherche des solutions ) == g(z) passant par x,, Yo
fera connaitre les valeurs z, que l'on doit associer a z,, y, pour
avoir un point singulier. Ces valeurs 3, sont c¢n général bien
déterminées. Pour z, quelconque, on n'a pas de solution relative
A Zoy Yoy 30 [29, c; 33, a, b];

2° L’équation (85) admet une racine multiple s = z, pour z = z,,
y =Jyo. Conformément & la définition donnée ci-dessus d’un point
singulier de (84), on laissera de coté les cas suivants, bien connus,
qui ne fournissent que des points singuliers algébriques des solu-
tions y(x).

a. y' étant I'une quelconque des racines de (84) qui deviennent
égales & z, pour £ = z,, ¥ =", )" ou son inverse sont des fonctions
de .z et y holomorphes pour z =z, y = y,.

b. On est dans I'un des cas examinés par Fuchs [14]. Pour définir
ces cas, il est commode d’employer les locutions suivantes :

Soit T un arc de courbe du plan Oy admettant z,, ), pour point
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ordinaire. L’arc étant représenté par z = g(x), on dira que s déter-
minations de y' définies par (84) se permutent autour de T, si, en
posant )- — g(x) =v, ces s valeurs de y' sont des fonctions de v
et de z, qui se permutent, lorsque, x étant fixe et quelconque, on
tourne autour de ¢ = o dans le plan de la variable ¢. Le changement

de variable
y—guri=v=YY"

fournit pour étudier les solulions relatives a z,, y,, 5, et aux s déter-
minations considérdes I'équation

(86) YoordY = Y4| 2o £) + 2,(2)Y +...+]dr,

a,(2) n’étant pas nul, quel que soit x.

Si l'arc T est représenté par z = g(y), on permute le role joué
par z et ). En supposant que dans (86) n cst négatif, on considére le
cas ou s déterminations de )’ deviennent infinies sur I et se permutent
autour de T'.

Dans les cas considérés par Fuchs, en simplifiant (86), on a une
équation pour laquelle 7 = o0, Y = o n'est pas un point singulier.

Le cas ot I'ona s —1>net a,(r,) = o0 échappe a la discussion
de Fuchs. Il ¢n est dec méme, en particulier, lorsque les s détermi-
nations de )’ considérées se permutent entre clles ou avec d’autres
déterminations autour d’un arc I' distinct de T passant par z,, ¥,.

Dans tous les cas, que nous laissons de coté I'étude des solutions
relatives a un point zo. ). 5, de (83) se raméne a I’étude. pour une
équation differenticlle du premier degré, des solutions relatives a un
point non singulier.

On obtient donc, pour tous ces cas, un nombre fini de solu-
tions y (z) algébroides pour £ = z,.

235. Méthodes générales et applications. — Poincaré [d] a signalé
les méthodes suivantes, pour I'étude des solulions relatives a des
valeurs singuliéres :

1° Aux deux equations (83) et dy = zdz, équivalentes a (84), on
substituc le systéme
(87) dr dy dz
f,- ~./ “'.f.c "fr

dont on étudic les solutions relatives aux valeurs z,, y,, z,. Celles-ci
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(&)
Or

ne sont donc des valeurs singuliéres que si l'on a
(88) .f(‘r07 RET 3) =0, f,.:|,=07 f:.+ Zof.‘,‘l:O.

2° Une (ransformation birationnelle de surface a suiface fait corres-
pondre a (S) representée par (85) une surface F(X, Y, Z) =o et au
systéme (87) le systéme

X dY diL

(89) AXY.Z) BIX,Y,2)  GX, Y, Z)

Aux valeurs singuliéres de (87) correspondent des valeurs annulant
ala fois A, B, C. Cette transformation permet de faire disparaitre des
singularités de (S). Par exemple la transformation
é = ; = i, Z+3=1

fait correspondre & un point double de (S), supposé a I'origine. une
conique (C) située dans le plan Z == 1. L’étude des solutions de (84)
relatives & z = y» = y' = o est ramenée a I'étude des solntions de (89)
relatives aux divers points de (C).

3° Supposons que les coordonnees des points P de (S) voisins
de P, soient exprimées par des fonctions de u et ¢ holomorphes
pour u=o0, ¢=o0. P vient en P, pour u=v¢ =o0. La relation
dy = s dx fournira une équation du premicr ordre et du premier

degré. Les solutions de cette équation relatives a u = o, ¢ = o four-
nissent les solutions de (84) relatives a . Les coordonnées z,,
%o, 2o ne seront des valeurs singuliéres que si © =0, v =0 est un
point singulier de I'équation en du et dv.

Si P, est un point multiple de (S) ou sc coupent plusicurs nappes
de (S), etsi I'on a pour chacune de ces nappes une représentation
de la naturc indiquée, tout se passera pour chacune des nappes
comme si P, était un point simple de (5).

La méthode 2° presente l'inconvenient suivant : a des solutions
de (84) pour lesquelles x et ) tendent vers x, et 1, peuvent corres-
pondre des solutions de (89) pour lesquelles X, Y ou Z ne tendent
vers aucune limite. Indiquons deux applications simples [ 11, @, m |

de 3¢

I. Si le point P, est un point ordinaire de (S') un déplacement
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d’origine, dans le plan 2Oy, et le changement de la direction de Oz
permettent toujours de supposer que l'on a .ry=)y= 3, =o0. Ces
valeurs iniliales ne sont singuliéres que si la fonction f(x, y, 3) est
holomorphe et vérifie les conditions (88) pour z =) =z=o0. Le seul
terme du premier degré de f sera le terme en y. En résolvant (85)
par rapport a y, et se servant ensuite de dy = z dz, on aura

y=ax2+Burz+vyz2+|r, 2zl

(90) (2az+ (3—1)5+[w, 5])de+ (Br+2ys+[u, z],)dz=o.

Si les coefficients de dx et ds sont nuls simultanément par lous les
points d’une courbe du plan #0O z, passant par O, on est dans le cas
ou (84) admet une solution singuliére. Le point # =0, 3 =0 n’est
pas un point singulier de (go) et le point O de (S) n’est pas un point
singulier de (84). S’il n’en est pas ainsi, le point singulier z = o,
z=o0 de (9o) rentre toujours dans I'une des qualre catégories étu-
diées au Chapitre I1I. Le cas (E) (n* 13) ne peut se produire. Tous
les autres cas peuvent se présenter. En particulier pour a =y=o

et = %, on a un point dicritique. Les solutions de (go) relatives

au point singulier =0, y = o fourniront des solutions de (84)
relatives au point singulier x =y =z =

II. Supposons que le point considéré, o, o, z, soit un point
double de (S) et que deux valeurs seulement de j’ tendent vers la
limite finie z, lorsque . et ) tendent vers zéro. Ces valeurs sont don-
nées par

(91) ¥'=A(z, ) E\VP(2,¥), A=z+|z,yh, P=[z,rh

On laissera de coté le cas o P ne contient pas de termes du second
degré en x et y et celui ou P est le carré d’'une fonction de la
forme [z, y]i. Ce second cas est celui ou le point double fait partie
d’une ligne double de S. Le point o, o, 5, n’est pas dans ce cas un
point singulier de (84). Si les termes du second degré de P ne
forment pus un carré parfait une transformation réguliére rem-

place (g1) par
dY

(92) K:zﬂ+ax+bY+[X,Y]2ivW.

Si I'on pose :
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on voit que si (92) admet la solution singuliére Y = o, le point o, o, z,
n’est pas un point singulier de (84). Si Y = o n’est pas solution,
I'équation (g1) admet [ L1, m], en général, une infinité de solutions
nulles dont deux sont algébroides. 11 en est toujours ainsi lorsque z,
et a ne sont pas nuls simultanément. S¢ les termes du second degré
de P forment un carré parfait, unc transformation réguliere donne
une équation qui se déduit de (92) en remplacant y/X Y par /X7 — 4 Y"
ou {/Y2— X" (n>3). On posera

X =ur+on, Y = uy, ou X =up, Y =urn+ on,

et 'on obtiendra une equation admettant ¥ = o, ¢ = o pour point sin-
gulier, si (g91) n’admet pas une solution singuliére nulle.

L’étude des points singuliers de (84), dans le domaine complexe,
n’a fait I'objet que d’un nombre restreint de tiavaux. Les recherches
de Picard [c] et Wahlgreen sur les solutions réelles d’'une équation
du second degré en )7 permetient cependant de tiver des conclusions
pour le domaine complexe. Le scul probléme complétement traité est
celui de la recherche des solutions algébroides relatives a des
valeurs singuliéres.

26. Recherche des solutions algébrotdes. — Les valeurs singu-
liéres considérées étant z = o, 3 = o, Briot ¢t Bouquet, [7; 29, ¢]
ont recherché les solutions algébroides nulles par une méthode tout
a fait analogue a celle exposée au n® 20. Toutefois leur exposé pré-
sentait de nombreuses lacunes comblées par Autonne [1: 12; 19].

Les solutions algébroides font partie des solutions données par

(93) y=brv+ byt ...+ b, rin(1+ ¢),

e tend vers zéro avec z; b et b, sont des constantes; v etv, des nombres
positifs augmentant avec I'indice. On peut :

1° Determiner v et b;

2° Aprés avoir obtenu n termes de (g3), trouver le terme suivant;

3° Déterminer par un nombre fini d’opérations I'existence d’une
solution de la forme (93) et en donner une représentation ana-
lylique.

Les solutions (93) font partie de solutions telles que v étant conve-
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nablement déterminé, si 'on pose

(9%) y=VYz', z=xy =1Lz

et si l'on fait tendre z vers zéro, Y et Z tendent respectivement vers
des limites finics b et ¢, non nulles, liées par la relation

c=vb

En introduisant, dans (84), 5 = «)’ au lieu de y/, on a les équations

(95) g(r, ¥, 3)=o0, g=XAygyyrxda,
(96) rdy =zdr

1. En remplagant dans (95) y et 5 par les expressions (94) on a
gz, Y, Lry=uom(3(Y, L)+...+) =0,

m est la plus petile valeur de 3+ («—+7)v. Les termes qui suivent
¢(Y, Z) sont nuls pour = o. l.es limites b et ¢ sont une solution
Y = b, Z = c des equations

(97) =VY: :F(Yv Z)=o-

Le polynome ¢ ne peut se reduire a un seul terme, car on aurait la
seule solution b= c¢ = o, qui est inacceptable. Comme on le verra,
cette condition détermine v. Si on laisse pour le moment de cété le
cas ou les equations (97) ont une inlinite de solutions, les équa-
tions (97) fourniront, pour chaque valeur de v, un certain nombre
de valeurs de & et ¢ et le probléme 1° cst resolu.

Il. Supposons détermines les n premiers termes de l'expres-
sion (93) de y. Soient v, la somme de ces n termes et ¢, sa derivée.
Posons

(98) An= tn—"Vp_1, Y = Ou+ it hy, S=u oy L1 Ey.

A (95) ct (96) correspondent, apres simplification, les équations

En(y Yu, Bn) =0, ey y+ (vu1yn—3u)dc =o.

On est donc amené a chercher les premiers termes b, £™ et ¢, zM des
développements de y, et 5,. Ona, d’aprés (96), ¢, = v, b,. Sauf dans
un cas qui sera étudié a part, les v, sonl rationnels. Si s, est le plus
petit dénominateur commun de v, v;. ..., v,_, et si I'on pose z = z';
on obtient les équations

(99) Gll(‘rll,yln 311)'-—‘—0,
(100) -z'lrd)'n""' $n(Yn—t JYn—Zn) dzr,=o.
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La détermination de I'exposant s,2, et des premiers coefficients b,
etc, dey, et de 3, se fera par la méthode suivie pour v, b, c. Le pro-
bléme 2° est résolu.

HI. Les équations (99) s’appelleront transformées de (95). On
dira que la transformée (99) cst résoluble si G,, quiest holomorphe
et nul pour x, = ), = 7, = o, contient un terme du premier degré
en .x,, ¥, =, ou plus généralement si les coordonnées d’un point de
la surface (9g) peuvent dans le voisinage de I'origine s’exprimer au
moyen de fonctions de deux paramétres « et ¢ holomorphes et nulles
pour

Si (g9) est résoluble, en remplagant z,, j,, 5, en fonction de u
et ¢ dans (100), on a 'équation

(101) P(u, v)de = Q(u,v)du

admettant en général, = v, ¢ = 0 comme point singulier.

Dans tous les cas, la recherche des solutions nulles de (g9) et (100)
revient a la recherche des solutions nulles de (101). En particulier,
on trouve les solutions algébroides nulles de (gg) ct (100) en cher-
chant les solutions algébroides nulles de (101). On est donc ramené
au probleme traité au n® 20.

Si I'équation (9g) n’est pas résoluble, on opérera sur elle comme
on a opéré sur (95). On se servira, en particulier, sans aucune
modification de la rclation ¢,==v,b, ou v, est 'ancien exposant
de z qui figure dans (g3).

On continuera a opérer dec méme et & former des transformées
successives, jusqu’a ce qu'on arrive a une transformeée résoluble.

Autonne a montré que si les formules

r=g(r) s=r3z(7)

correspondant a une solution algébroide de y-(x) de (84) ne repré-
sentent pas une courbe lieu de points multiples de la surface (95),
on arrive aprés un nombre fini de transformations (8) 4 une
équation (gg) de la forme

(102) Ayy+Bsy+Cxp+|on, yur snh=0 (A, B, G consL.),

A et B n’étant pas nuls simultanément.
Silon a B34 o, on prendra z,=u, y,=¢. En tirant de (102)
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3, en fonction de u et ¢ et portant dans (100), on sera ramené a une
équation
udv + (av + bu+|u, vl.)du=o0 (a#o).

Si l'on a B =0, on prendra 2,= u, 3,= v et l'on obtiendra
ulu, v]do+ (v +bu+[u, v];) du=o.

Nous savons que ces équations ne fournissent, en général, & = o mis
a part, qu’une seule solution algébroide nulle. Celle-ci est alors holo-
morphe. Si 'on exprime pour cette solution, ou ces solutions algé-
broides « et ¢ au moyen de fonctions d’'un paramétre ¢ holomorphes
et nulles pour ¢ =o, la suite des transformations qui a conduit a
’équation (102) fournit, pour les diverses solutions de (84), .z, et y au
moyen de fonctions de ¢ holomorphes et nulles pour ¢ = o. Le pro-
bléme 3° est résolu.

IV. Détermination des exposantsv. — Ainsi qu'on I’a remarqué
4 propos des équations (97), il faut trouver des valeurs de v telles
qu’il y aitau moins deux termes de g (., ), 5) pour lesquels I'expres-
sion 3+ (a -+ y)v prenne la valeur mininum. On opere comme au
n® 20. La somme « + y remplace I'abscisse a considérée au n° 20.
On construit le figuratif. Il fournit deux catégories de valeurs possibles
pour v, données les unes par un cété; les autres par un sommet.

Considérons d’abord une valeur de v fournie par la pente d’un
eoté. Elle est rationnelle, v=r:s.

Les termes de g, dont les exposants ont fourni les points a + y, 8
situés sur le coté de pente v, donnent le polynome ¢.

Si b, c est une solution de (98), en posant

(103) Y=b+)y,L=c+ 3 r =z,

on obtient les équations (99) et (100) pour n=1. On a vu ci-
dessus (III) comment on doit employer (g99).

V. Valeurs de v fournies par un sommet. — Soit z9h(y, z)
I'ensemble des termes de g(.x, )’y 5) correspondant & un sommet de
coordonnées p, ¢ du figuratif. On a pour tous ces termes, § =g,
a + 7 =p, En faisant la transformation (94) dans (95) on a, aprés
division par z9+vp,

hY,Z)+x°H(z,Y,Z)=0 (¢ >o0),
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a condition que v soit compris entre les pentes m, et m, des deux
cotés du figuratif qui aboutissent au sommet. £(Y, Z) est un poly-
nome homogéne et de degré p. Le nombre v et les limites b et ¢
de Y et Z vérifient les équations

h(Y,Z)=o, Z=vY, h(x,v)=o.

Il n’y a donc de solutions y-(3) d’ordre v que si équation 2 (1,v)=o
admet une racine comprise entrc m, et m,. S'il en est ainsi, on
montre [ 1| que, sauf peut-étre pour des valeurs exceptionnelles de b,
a chaque valeur de b correspond une solution ) () de (84) ayant
ponr partie principale b..v. Ces solutions ne sont algébioides que si v
est rationnel. Dans les autres cas, on aura des solutions analogues
a celles signalées au n° 20, 1, 2°, et au début du n° 21.

La méthode employée par Wahlgreen [«, b], dans le cas ou le
degré m de l'équation (84) en y' est égal a 2, pour rechercher les
courbes intégrales réelles passant par le point singulier, fournirait
également, pour m quelconque, toutes les solutions algebroides
nulles. Cette méthode est la généralisation de la méthode donnée
par Bendixson [d] pour m =1 (n° 20).

27. Cas particuliers et solutions non algébrotdes. — Il y a lieu de
signaler des cas particuliers qui peuvent se produire aussi bien pour
I'équation (95), qui associée a (96) remplace (84), que pour les
équations transformées (9g) et (100). Considérons un coté du figu-
ralif, auquel correspondent les équations (97). Appelons, avee

Autonne, directrice la droite Z=vY et indicatrice la courbe
o(Y, Z) =o.

1° Si la directrice comcide avec une direction asymptotique de
I'indicatrice 'équation (84) admet une infinité de solutions y (.r)
d’ordre v — o.

2° Si la directrice est tangente en Y = o, Z=o0 a l'indicatrice,
I'équation (84) admet une infinité de solutions )-(.+) d’ordre v+ o.

3° Silindicatrice conlient la directrice. les limites b et ¢ ne sont
plus déterminees. Il ne subsiste que la relation ¢ =bv. A chaque
valeur de b arbitrairement choisie correspond, en général, une solu-
tion y(x) ayant b.¥ pour partie principale. ¢(Y, Z) est divisible
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par Z —vY. Sil'on fait la transformation
Z=v~+T, r =X,
en supposant v =1 : s on obtient les équations
(104) TUY, T)+XL(X, Y, T)=0, XdY —sTdX=o,

dontla premiére représente une surface 2 contenant 'axe X =o, T=o.

On démontre [11, m] qu’a tout point X=0. Y=10, T=0, qui
n’est pas un point multiple de X, et ou le plan tangent n’est pas con-
fondu avec \ = o, correspond une solution algebroide, ct une scule,
de partie principale b.v.

Dans les deux cas d'exception signalés, la recherche des solutions
algébroides ayant b..¥ pour partie principale se raméne a la recherche
de solutions algébroides nulles pour une équation (101).

4° On doit remarquer que chacune des équations (101), auxquelles
on aboutit dans la recherche des solutions algébroides nulles, admet,
en général, une infinité de solutions nulles non algébroides, qui
fournissent des solutions de méme espéce pour (84).
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