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PROPRIETES GENERALES

GROUPES DISCONTINUS

Par M. Th. GOT.

CHAPITRE 1.

GENERALITES SUR LES GROUPES DISCONTINUS.

1. Notion de groupe. Définitions et notations. — Tout ensemble G
de transformations T opérant sur les objets d’'un ensemble Q s’appelle
un groupe, au sens large, si:

1° Il laisse invariant I'ensemble Q. - ‘
2° Le produit T, T, de deux transformations, ¢'est-a-dire la trans-
formation résultant de I'exécution successive de T, et de T, est
encore une transformation T, de G.
On écrit (')
Ti‘T,',: = T,‘s. '

L’ensemble G forme un groupe au sens restreint, s'il remplit, en
outre, les deux conditions suivantes : '

3° 1l contient une transformation U et une seule laissant invariants
individuellement les objets de , on I'appelle transformation unité
ou transformation identique. et 'on a évidemment

TU =T, UT =T.

(*) Certains auteurs, notamment Jordan, Fatou, M. Fubini, emploient I'écriture
inverse Ty, Tiy = Ty,
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2 TH. GOT.

4° A toute transformationT correspond la transformation inverse'T’,
c’est-a-dire une transformation unique telle que P'on ait

TT = U.

Ne nous occupant que de groupes au sens restreint, nous les dési-
gnerons simplement par le nom de groupes.
Le produit d’'un nombre quelconque de transformations représenté
par
T, Ts... T,

n

est, par définition, la transformation obtenue en effectuant d’abord la
transformation T, puis T,, et ainsi de suite. Cette multiplication
symbolique est, en général, associative, mais pas toujours commu-
tative. Deux transformations, dont le produit est commutatif, sont
dites permutables ou éckangeables. Un groupe, dont toutes les
transformations prises deux a deux sont permutables, est dit abélicn.

La multiplication étant supposée associative, toute transfor-

mation T est permutable avec son inverse T’; car si T” est l'inverse
de T',on a

TT"=U, T(T'T)=TU=T, (TT)T'=T, UT"=T,
donc T"=T. A cause de cette réciprocité, T et T’ sont dites inverses
Uune de Uautre.

La signification de T™ et de T pour m, m' entiers ‘positifs est
évidente; si, de plus, on a m > m/, on aura

TmT'm = Tm—m',

Pour rendre cette formule générale, on emploie les exposants négatifs,
en posant '
T =T,
et I'on a, quels que soient les entiers m et n positifs, négatifs ou nuls,

TmTn— Tm+n’

To désignant, bien entendu, la transformation identique.

2. Groupes finis. Groupes infinis. — Nous appellerons groupes
finis ceux qui ne comprennent qu’un nombre Iimité de transfor-
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mations distinctes ('). Exemples : le groupe des permutations circu-
laires de n lettres; le groupe des superpositions d’un polyédre régu-
lier a lui-méme. Le nombre des transformations distinctes est I'ordre
du groupe. Ces groupes sont discontinus.

Les groupes infinis se divisent en deux classes :

1° Les groupes discontinus, composés d’une infinité dénombrable
de transformations. Exemple : le groupe des substitutions

=z4+mw-+mw

effectuées sur la variable complexe 3z, w et o' étant des constantes,
m et m' des entiers positifs, négatifs ou nuls.

2° Les groupes continus formés d’une infinité non dénombrable
de transformations. Exemple : les groupes des déplacements dans le
plan ou dans 'espace.

Il s’agit, dans ce fascicule, des groupes discontinus, mais un grand
nombre des propriétés étudiées leur sont communes avec les groupes
~ continus.

3. Transformations génératrices, structure. — SoientT,, T, ooy T
des transformations distinctes d’un groupe discontinu G. La transfor-
mation’

(1) THTE. .. T,

ou les a sont des entiers positifs, négatifs ou nuls quelconques, appar-
tient & G, ainsi que plus généralement,

(2) TO. L THTE T Th . T,
les &, B, ..., étant des entiers quelconques (2). La question se pose
immédiatement de savoir si, réciproquement, il existe dans G un
certain nombre de transformations T,, ..., T, dont toutes les
autres soient des combinaisons : de telles transformations s'appel-

(*) Dans sa théorie des groupes continus, S. Lie emploie le mot fini dans un sens
différent : les groupes finis sont ceux dont les transformations dépendent d’un
nombre fini de paramétres.

(?) Tous les exposants désignés par une méme lettre pouvant d’ailleurs étre nuls,
sauf un.
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leront alors transformations génératrices ou éléments générateurs
du groupe. La réponse est évidemment affirmative pour les groupes
discontinus finis. Il y a deux classes de groupes discontinus infinis,
suivant qu’ils contiennent ou non un nombre limité d’éléments géné-
rateurs: nous laisserons de coté les derniers dont I'étude, abordée
pourtant par Poincaré (groupes fuchsoides), est peu avancée.

Soient don¢ Ty, T, ..., T un certain nombre de transformations
engendrant tout le groupe.

Dans le cas simple d’un groupe abélien, les transformations étant
permutables, toute transformation sera de la forme (1)

T =THTE, .. TH,

Dans le cas général -toute transformation sera un produit d’expres-
sions analogues tel que (2).

T=H(Ti)=Tf‘---T%"-..T}*..,T}‘ﬁ_

Tutorime. — La condition nécessaire et suffisante pour que
chaque transformation du groupe ne puisse étre décomposée que
d’une seule maniére en un produit de transformations généra-
trices est que les transformations génératrices soient indépen-
dantes, c’est-a-dire que la transformation identique U ne soit pas
décomposable en un produit de transformations génératrices.

Car, d’'une part, s’il existait au moins une telle décomposition,
U = I (Ty).

une transformation quelconque, T =1II(T;), admettrait une infinité
de décompositions, par exemple, u et ¢ étant deux entiers quel-

conques,
T = n¢mm,

d’autre part, si une transformation T admettait deux décompositions
distinctes,
T = I(T;) = I'(T,),

il en résulterait une décomposition de U,

U =1 (T;) x [I(T)].

Tutorime. — S'il existe k(k > 1) transformations génératrices
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indépendantes Ty, il en existe une infinité (') d’autres, mais
le nombre de leurs éléments reste égal a k.

En effet :
1° On peut remplacer I’élément T, par exemple, par-
Ty =T, Tg... T§,
d’ou 'on déduit inversement

T, =T, (Tg... T%),

de sorte que toute transformation T — (T, T,,.. .y Tz)-s’exprime
a I'aide des nouveaux éléments T',, Ts, ..., Ty, qui sont évidemment
indépendants comme les anciens;

2° Le nombre des éléments générateurs indépendants ne peut étre
réduit, car si 'on pouvait exprimer les & transformations T; a I'aide
de k' << k éléments TI, je dis qu’il existerait k — &’ relations non
identiques entre les T;, qui, par suite, ne seraient pas indépendants;
on aurait, en effet,

Tj=1;(T:) (j=1,2,..., k),
et, d’autre part,
, _ Tp=I(T))  (J=K-+1,K+2,...,k),
c’est-a-dire
Tj = Wp{1;(T;)].

Définitions. Groupes libres. Groupes liés. — Nous appellerons
groupes libres les groupes engendrés par des éléments indépen-
dants et groupes liés céux qui ne peuvent étre engendrés par un
systéme d’éléments indépendants. D’aprés cela, un groupe abélien
n'est jamais libre, vu les relations de permutabilité T, T, =T 71 p

La structure d’un groupe lié résulte entiérement de la donnee des

r relations
m(T;)=U (I=1,2,...,7)

qui existent entre les éléments générateurs. Ces relations peuvent,
pour cela, s’appeler les équations de définition ou de constitution
du groupe, ou encore relations de structure.

Les transformations du groupe formant, par hypothése, un ensemble

(') Dans le cas des groupes infinis.
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dénombrable peuvent éire numérotées. On appelle table de multi-
plication du groupe le tableau qui donne le produit de deux élé-
ments quelconques
i Tn‘Tn,= Tn,
ou, plus simplement,

(n1, ny) = ns.

Les équations de définition peuvent se déduire de la table de
multiplication et réciproquement. — En effet, si 'on remplace dans
la table de multiplication tous ses ¢léments par leurs expressions en
fonction des éléments générateurs, chaque relation (n,,ny)=n;
donne lieu a une relation entre les éléments générateurs; il est clair
que ces relations se trouvent équivalentes aux r équations de défi-
nition. Réciproquement si, dans le produit T, T, on remplace T,
et T,, par leurs expressions en fonction des éléments générateurs, on
obtient 'expression d’un élément T, bien déterminé du groupe, d’ou
une relation (7, ny) = ny. Mais il importe de tenir compte de ce
que, dans les groupes liés, un méme ¢lément peut, en général,
s’exprimer de plusieurs facons en fonction des éléments générateurs. .
Le systéme des équations de définition lui-méme n’est pas, en général,
entiérement défini etil y en a d’autres qui lui sont équivalents (').

4. Isomorphismes. Sous-groupes. Composition des groupes. — On
appelle, d’aprés C. Jordan, holoédriquement isomorphes, deux
groupes Gy et G, de méme structure, c’est-a-dire entre les éléments
desquels existe une correspondance biunivoque telle que T, et T
étant deux éléments quelconques de G, et T leur produit, le pro-
duit T, des éléments T, et T, de G, correspondants a T, et T, est
I’élément de G, correspondant a T', et réciproquement.

On ' voit aisément que T7' correspond a TT (m entier positif,
négatif ou nul). Donc, en particulier, les ¢léments unités U, et U, se
correspondent. .

Soit S une transformation, appartenant ou non a un groupe G,
mais telle, en tout cas, que son inverse S~' soit définie et qu’on sache
les combiner avec elles-mémes et avec les transformations de G
(toutes ces combinaisons étant associalives suivant les hypothéses

(1) Voir § 5.
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fondamentales). La transformation T'=S—1 TS s’appelle transformée
de T par S ().

L’ensemble des transformés des éléments d’un groupe G par S
forme évidemment un groupe G’ qu’on appelle le transformé de G
par S; diilleurs, G est le transformeé de G' par S—'.

L’inverse du transformé de T est le traisformé de 'inverse de T.
L’élément unité U’ de G’ est le transformé de I'élément unité de G.

Une transformation T ne coincide avec sa transformée T/ = S—TS

que si l'on a
TS = ST,

C’est-a-dire si les transformations S et T sont permutables. Si S est
permutable & toutes les transformations de G, le transformé G’ coin-
cide avec G; dans le cas contraire, G’ n’est qu’holoédriquement iso-
morphe a G.

On appelle sous-groupe d'un groupe G tout groupe formé uni-
quement d’éléments de G.

En particulier, les puissances T™ (m entier positif, négatif ou nul)
d’une transformation T de G forment un sous-groupe G' de G. Un tel
groupe G’ s’appelle un groupe cyclique. 1l est d’ordre fini si ses élé-
ments se reproduisent périodiquement; le nombre de termes de la
période est le plus petit entier positif n, tel que l'on ait

Tr=1,
n s’appelle I'ordre du groupe cyclique ou 'exzposant de I’élément T.
Tout groupe dont tous les éléments sont d’exposant deuz est

abélien, car alors T2 =U donne T=UT~*=T-', toute transfor-’
mation est égale a son inverse, et 'on a, par suite,

TiTk= (TiTk)"‘i = TZ‘ TL_' = T]cTi.
Le transformé d’un sous-groupe quelconque G’ de G par une trans-

formation quelconque S de G est encore un sous-groupe G’ de G
qu’on peut désigner par la notation symbolique

G"'=S8—1G'S.

Ces sous-groupes G’ et G’ sont dits équivalents. Si S est permu-

(15 On dit encore que T et T' sont semblables.
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table a toutes les transformations de G/, G" coincide avec G'. Si un
sous-groupe coincide avec tous ses transformés, il s’appelle sous-
groupe invariant. D'aprés cela, tous les sous-groupes d’un groupe
abélien sont des sous-groupes invariants.

Indice d’un sous-groupe. — Soient U, T', T), ... les éléments,
en nombre fini ou non, d’un sous-groupe G’ de G.
Soit S, un autre élément de G. Tous les éléments de G :

USy, T,S,, T,S,,

sont distincts; ils sont aussi distincts des précédents, car si 'on avait

TS = T,
on aurait
Sy =(T)~'T},
et S, appartiendrait a G'.
Si G contient encore un ¢lément S, distinct des précédents, il con-
tient aussi tous les éléments

US,, T,S;, T,S,,

qui sont encore distincts, et distincts des précédents.
Si, en continuant ainsi, 'on parvient a épuiser tous les éléments
de G en écrivant une derniére ligne d’éléments

USp—t; T)Su—1y, ThSp, ..o,

on dit que G’ est un sous-groupe d’indice n. Si la suite des éléments
de G ne peut étre épuisée ainsi, G’ est d’indice infini. Dans un
groupe G d’ordre fini, tous les sous-groupes sont d’ordre fini et leurs
indices sont des diviseurs de 'ordre de G. Si G, est un sous-groupe
d’indice n, d’un groupe G (d'ordre fini ou non), et si G, est un sous-
groupe d’indice n, de G,, G, est un sous-groupe de G d’indice n, n,.

Compositiondes groupes. — Si deux groupes G et G' ont des élé-
ments communs, ces éléments forment évidemment un groupe D,
qu'on appelle le plus grand commun diviseur de G et G et que
Yon désigne par (G, G'). D peut se réduire a la substitution iden-
tique, G et G’ sont alors dits premiers entre eux. .

L’ensemble des produils formés d’éléments pris indifféremment
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dans G ou G’ forme aussi un groupe M; on dit qu'il résulte de
la composition de G et G, et on Yappelle le plus petit commun mul-
tiple de G et G'. On dit que G et G' sont des diviseurs de M. Ce sont
des sous-groupes de M, et s’ils sont d’indices finis, les deux groupes G
et G' sont dits commensurables (Poincaré).

Sous-groupes de groupes holoédriguement isomorphes. — Ils
sont eux-mémes holoédriquement isomorphes. Les éléments permu-
tables se correspondent, ainsi que les sous-groupes invariants.

Isomorphisme mériédrigue. — Deux groupes G et G, sont méri¢-
driquement isomorphes (C. Jordan) si, a tout élément de l'un,
G par exemple, correspond un élément bien déterminé de I'autre G,,
mais qu’a tout élément de G, correspondent plusicurs éléments de G
(en nombre fini ou non). On démontre, comme pour I'isomorphisme
holoédrique, que les éléments unités se correspondent.

Tutorime. — Les éléments d’un groupe G mériédriquement
isomorphe & un groupe G, qui correspondent i I’élément unité de
ce dernier forment un sous-groupe invariant I' du premier.

Soient, en effet, T, T' deux ¢éléments de G correspondant a I'élé-
ment unité U, de G,; TT' correspondra a U?, ¢’est-a-dire encore a U;
de plus, T-* correspond aussi a Uy, car si V, est I'élément corres-
pondant a T dans G,, on déduit de TT-'=U que U,V,=1,,
donc V,=U,. A

Soit, en outre, S un élément quelconque de G et T un élément
de T, si S, est le correspondant de S dans Gy, il correspondra au
transformé de T par S, c'est-a-dire ‘S TS, I'¢lément S7'U,S,,
c’est-a-dire U,, donc ce transformé appartient a T.

’ C. Q. F. D.

Ezemple. — Considérons les groupes de substitutions .

’

F=z+mw-+ mwv

effectudes sur la variable complexe z. Soit G un groupe corres-

pondant & un rapport non réel des périodes w et w'; soit G, un
groupe ou le rapport des périodes est réel, mais irrationnel; soit



10 TH. GOT.

enfin Gy un groupe ou le rapport des périodes est réel et rationnel,
de sorte que l'on ait
wy=p, wy=p'a,

p et p' élant deux entiers. G est holoédriqguement isomorphe a G;
il est mériédriqguement isomorphe a G, : 'élément unité de ce dernier
est obtenu pour tous les couples de-valeurs m = kp', m' = — kp et
le groupe g des substitutions

=3+ k(p'vw—pw),

ou k est un entier quelconque est un sous-groupe invariant de G.

B. Structure des groupes liés. — Tutorkme. — T'out groupe lié G
est mériédriqguement isomorphe au groupe libre G engendré par
le méme nombre de transformations génératrices.

Soient, en effet, T\, Ts, ..., Tp et Ty, Ta. ..., Trn deux systémes .
de transformations génératrices de G et G. A tout ¢lément P(T;) de G
correspond un ¢lément et un seul P(T;) de G. Mais a tout élément
de G correspondent une infinité d’éléments de G. Car, d’abord, si la
correspondance était biunivoque, groupes holoédriquement 1so-
morphes, les éléments T,, '_T‘_g, very Tm, ne pourraient étre liés par
aucune relation : le groupe G ne serait pas lié. Or, il existe au moins
une relation

P(T;))=T=1.

Les transformés de I'élément P,(T;) de G par tous les éléments
de G:1, T, T, ..., soient

Py(T;), T—-1Py(T)T, T—1P,(T,)T,
ont pour correspondants

P(T))=1, TP(T)T =1,

cey

ils correspondent, par suite, tous a 'élément unité de G, ainsi que
toutes leurs combinaisons par multiplication ou itération. Or, tous
ces éléments sont distincts et en nombre infihi; ils forment avec leurs
combinaisons un groupe I'y, qui, d’aprés ce qui précéde, est permu-
table avec toutes les substitutions de G, dont il est, par conséquent,
un sous-groupe invariant. '
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Quant aux éléments de G correspondants  un élément quelconque
Q(—f,) de G, ils sont donnés par

Q(Ti)) Q(Tl')nh Q(Tl)ﬂlly LY}

1, O, 0, ... désignant les divers éléments du groupe T,.
Supposons, d’une fagon générale, qu'il existe entre les éléments
de G £ relations distinctes,

(1) Pi(Ti)=I: PZ('X—‘l)=17 () Pl(rl_‘i)=l

A tout élément de G correspond un élément bien déterminé de G.
Mais & tout élément Q(T;) de G correspondent les éléments de G :

Q(Ty), Q(THu, Q(THI, ...,

I, 1, ... désignant cette fois d’abord les éléments P, (T;), Py (T}), .. .,
P.(T;), puis tous ceux qui s’en déduisent par itération, multipli-
~cation et transformation par les éléments de G et par combinaison de
tous ces éléments entre eux. Tous ces éléments II, I, ... corres-
pondent dans G a la transformation identique. Ils forment un

groupe I', produit des groupes Ty, Ty, ..., I} auxquels donnent res-
pectivement naissance les relations (1). I est évident que tous ces

groupes I'; qui sont déja des sous-groupes invariants de G le sont
aussi du groupe I. '

En résumé, Uadjonction au groupe libre G(T;) d’un groupe G
caractérisé par les relations P;,(T,): 1(h=1,2,...,k) définit
un sous-groupe invariant T de G, composé de tous les éléments
correspondants i U'élément unité de G, et le groupe G est le pro-
duit de ce groupe T et du groupe des éléments distincts qui cor-
respondent & des éléments tous distincts de G.

Etablir entre les transformations génératrices d’un groupe libre G

les k relations P4(T,)=1 revient a restreindre le groupe a celui G
des transformations encore distinctes eu égard a ces relations.

Généralisation. — On peutétablir, entre les sléments générateurs de
G, K relations P',L,(T_,-) =1, et définir ainsi, par ’ensemble des k& + k"
relations, un nouveau groupe G'. Les rapports mutuels de G et de G/



12 TH. GOT.

résulteront de ces relations P, —1 de la méme facon que les rapporis
entre G et G résultent des relations P,=1.

Ezemples simples de groupes liés. — On a déja signalé (§ 3) les
groupes abéliens comme groupes liés. Parmi les groupes non abé-
liens liés, signalons parmi les plus simples ceux qui contiennent au
moins une transformation T d’exposant fini n (§ 4), c’est-a-dire qui

contiennent au moins un sous-groupe cyclique. La relation de struc-
lure correspondante est alors

Tr=1.

Tel est, par exemple, le groupe engendré par les substitutions

(S) =3+ w,
ami
(T) Fd=2zen,

6. Représentation géométrique liée A la structure. — Soit d’abord
un groupe libre engendré par m transformations génératrices : S,,
Ssy ...y Sy etleurs inverses : ST, S3', ..., S;!. Il est possible d’évi-
ter I'emploi d’exposants négatifs par U'introduction d’une (m + 1)*™e
opération S, définie par la relation

8:8;...8mSu=1,
car on en tire successivement

ST':S:Sa...Sm Sn,
S;':Sas;...Sn Si,

STnl = Su Sl cee Sm—ssm.—h
S =58:8,... Slm—-1 S

‘Nous appellerons substitutions ou transformatiohs contigués a une
transformations T les n transformations TS; (i =1, 2, ..., n),

Pour avoir une représentation géométrique (ou mieux topolo-
gique) du groupe, il suffit de faire correspondre a chacune de ses
transformations T un polygone P (curviligne) a n sommets a,,
@3y ..., @y, correspondant chacun a une des opérations généra-
trices Sy, S, ..., S,, cette correspondance étant soumise aux régles
suivantes :

1° A une substitution T'="TS; contigué a T, correspondra un
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polygone P’ (représenté symboliquement par PS;) ayant en commun
avec P le sommet a; et nul autre point.

2° Deux polygones quelconques auront au plus un seul point
commun et ce sera alors un sommet de méme indice sur chacun
d’eux, de la résulte que les cotés devront étre tangents entre eux aux
sommets communs : les angles du polygone seront nuls.

3° L’ordre des indices des sommets sera le méme dans tous les
polygones pour un méme sens de rotation.

Par exemple, en raisonnant pour simplifier avec n =3, que l'on
prenne pour les sommets a,, @,, a; du polygone P, correspondant a
la transformation identique U =1, les sommets d’un triangle équila-
téral et pour les cotés de ce polygone les arcs de cercle intérieurs au
cercle circonscrit C et tangents en «,, ¢4, @3 aux rayons Oa,, Oa.,,
Oa; de ce cercle: qu’on isole ensuite ce polygone en I'entourant des
polygones symétriques de P, par rapport a chacun de ses cotés
(symétrie voulant dire inversion par rapport a un cercle), ces nou-
veaux polygones auront encore leurs sommets sur le cercle G, puisque
les circonférences de symétrie ou d’inversion sont orthogonales
a C;; les sommets recoivent le méme indice que leur symétrique; on
continue & former de nouveaux polygones et cela indéfiniment en
prenant les symétriques des polygones déja formés par rapport aux
différents cotés; enfin 'on couvre de hachures tous les polygones
déduits de P, par un nombre impair de symétries; il reste une
infinité dénombrable de polygones non hachurés répondant a toutes
les conditions requises. Pour obtenir la transformation du groupe a
faire correspondre a chaque polygone P, il suffit de multiplier par
S; (ou par S;', suivant le sens de rotation) la transformation corres-
pondant a celui P}, des polygones dont P; est déduit par deux
symétries successives autour de deux co6tés consécutifs abontissant
au sommet d’indice ¢ de Pz, et dont le premier appartient a P. Cette
double symétrie est, au point de vue purement topologique, une
rotation.

En procédant de proche en proche on peut donc, étant donnée une
transformation du groupe, trouver le polygone qui lui correspond, et
réciproquement (*). '

() Pour simplifier I’exécution de la figure, on a substitué au procédé d’inversion,
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On a marqué sur la figure 1 les transformations relatives aux
premiers polygones obtenus, savoir U, S,, S, S3, S;Sa, SaSs, S;5S,.
On vérifie aisément que le cycle des rotations successives autour

P

des sommets d'un polygone redonne ce polygone, conformément

a la relation
S1S.S;=1.

Le réseau de 'ensemble des polygones présente la méme disposi-
tion autour de chacun de ses éléments.

Si maintenant 'on considére un groupe lié, il existera, en vertu
des relations de structure, une infinité de polygones non contigus
correspondant a la transformation identique, et d’une facon générale
4 une transformation quelconque. Le réseau présente encore une

une simple subdivision progressive en parties égales — ce qui revient au méme au
point de vue topologique. ’ :
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isotropie comme pour le groupe libre, mais relative a ces ensembles
de polygones: La figure donne donc une représentation concréte de
la réduction opérée dans le nombre des produits distincts de trans-
formations par I'adjonction de relations de structure.

7. Groupes de substitutions synectiques. — Aprés 1'étude som-
maire précédente des propriétés générales communes a tous les
groupes discontinus, passons aux propriétés des groupes résultant de
leur définition analytique. Soient z,, s, ..., &, n variables indé-
pendantes (réelles ou complexes) et f; (21, Lay «oey Zns @4,y day vy A7)
autant de fonctions de ces variables et d’'un certain nombre r de para-
métres réels ou complexes. Les substitutions

(1) 2= fi(Z1, Loy ..., Tn} A1, Ay, ..., Qr) (i=1,2,...,n)

définissent un groupe dans un certain domaine, si les formules (1) et
les formules

(2) Zi=fi(x), o, ..., Tp; @), A0, ..., Ap) (i=1,2,...,n)
entrainent

(3) é’}:fg(x{,xg,.._.,xn;a’,',aé’,,...,q’}) (i=1,2,...,n),
avec

@) dh=wlan e e, a) (R=12, .00,

moyennant les conditions supplémentaires suivantes :

1° Les f; sont des fonctions synectiques des = (c’est-a-dire des
fonctions analytiques par rapport & chacune des variables z). ‘

2° Leur déterminant fonctionnel A = far ..o fn)
d(z1, ..., Zn)

quement nul, de sorte que les équations (1) définissent réciproque-
ment les z comme fonctions synectiques des x'.

n’est pas identi-

(5) Zi=fi(Z) Xoy ..oy Zp; Ay, s, ..., ar) (i=1,2,...,n)

la correspondance étant biunivoque.
3° On a identiquement

(6) Sy, ey .oy ®ns Aty Bay ooy @) =[1(Z1, Tay .., Bnj R, Oy ...,z',.)‘,

les.« étant des fonctions bien déterminées des a.
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4° Pour certaines valeurs a,, @y, ..., a, des @, on a identique-
ment

(7) xiEfl'(zly_le"'yx'l;a)‘;:, --;)al')y

c’est-a-dire la substitution identique. Le produit de deux transforma-
tions inverses

(T) x;':fi(xl: ey py Ary oeey ar);
(T-1) 2y =fi(xn, o0y Zuy 2, 0, a0),

devant donner la transformation identique, on doit avoir
(8) k= 91(@1, ..., Qr; 1y ..., %),

Moyernant les hypothéses précédentes, toutes les conditions du
paragraphe 1 sont satisfaites, comme on le vérifie immédiatement.

Notation. — On représente souvent une transformation T par la
notation abrégée [z;: fi(...x5...)].

Remarques. — 1. Les conditions précédentes trés restrictives
pourraient élre remplacées par des conditions plus larges. Par
exemple les puissances de la substitution :' 5'= z* définissent un
groupe de substitutions z' = 2", n entier positif, négatif ou nul; si z
est complexe, la correspondance n’est pas biunivoque, elle P'est au
contraire pour z réel.

II. Ilest toujours possible de représenter la transformation la plus
générale d’un groupe par un seul ensemble de formules [tel que (1)];
mais il peut y avoir intérét a distinguer plusieurs classes de trans-
formations suivant les valeurs des parameétres, et 'on peut alors
définir le groupe par une série de formules telles que (1), soit

zi=fu(xy, ..., 2y @, as, .. ar)  (i=1,2,....n; k=1,2,...,p).
Par exemple le groupe des puissances de la translation
F=z+h
dans le plan analytique, combiné avec la symétrie par rapport a

Vorigine

::-'--Z’
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peut étre représenté indifféremment soit par les formules

3'= 3+ nh et Fd=—3

mettant en évidence deux classes de substitutions, soit par la for-
mule unique
z'=(—1)"z + nh.

0L 11 peut arriver que les formules (1) de définition d’un groupe G
se répartissent en plusieurs séries de transformations opérant seule-
ment sur des portions distinctes de l’ensemble des n variables indé-
pendantes; soientz}'' (i =1,2, ...,ny), 23 ({=1,2,...,n,), ...,
2P (i=1, 2, ..., n); elles s’écrivent alors

x(il) =ﬂ£”(x‘1”,x<2‘) ,-Z‘sz,),a(') v an) (I=1,2,.... 1),

il K. ok .
2= fi ‘)(x"" e Ll e, ey (i=1,9, ..., ni)

avec
ny+ng+...+np=n, i Tet...4+rp=r.

En ce cas chacune des séries de formules définit un groupe, et le
groupe G est alors dit mixte ou composite; il est alors formé par la
réunion des groupes partiels Gy, G,, ..., Gz qui en sont d’ailleurs -
des sous-groupes.

8. Continuité et discontinuité. Interprétations géométriques. — Si
les paramétres peuvent varier d’une fagon continue, le groupe est dit
continu, fini ou infini (sclon la terminologie de S. Lie) suivant
qu’il y a un nombre fini ou une infinité de paramétres (bien que
dans le premier cas, comme dans le second, le groupe contienne une
infinité continue de transformations).

Dans le cas. conttaire, le groupe est discontinu et conlient seu-
lement un nombre fini ou une infinité dénombrable de substitutions.
Mais il y a des degrés dans la discontinuité et il est commode, pour
ces questions, d’avoir recours & des interprétations géométriques.

Considérons, d’une part, les valeurs, réelles ou complexes, des
paramélres d;, @a, ..., @, comme définissant un point A dans un
espace, & r ou & 2r dimensions suivant le cas : c’est l'espace de
groupe de M. Cartan. Le point A est le point représentatif de la
transformation. Définissons également, d’autre part, par les valeurs X
AW

MEMORIAL DES SC. MATII. — N° 60,
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Zgy ..y Zn, un point P dans un espace C a n ou a 2n dimensions
suivant qu’il s’agit de valeurs réelles ou complexes (*) : cet espace
s'appellera le champ opératoire du groupe. A chaque transformation
du groupe, c’est-a-dire & chaque point représentatif A correspond
une transformation de C en lui-méme, c’est-a-dire une correspon-
dance entre chaque point P et son transformé P’. Les points trans-
formés de P par les diverses transformations du groupe sont dits
équivalents a P, tous ces points sont d’ailleurs é¢quivalents entre eux.

Dans le cas des groupes continus finis, les points représentatifs
remplissent, d’une facon continue, I'cspace de groupe ou, tout au
moins, une portion de ce dernier ou d’une de ses variétés. De méme
les points équivalents a un point P remplissent d’une facon continue
tout ou partie du champ C ou d’une de ses variétés. Exemple : le
groupe des déplacements continus d’une figure invariable.

Dans le cas des groupes discontinus finis, les points représen-
tatifs forment des ensembles discontinus dénombrables; pouvant
étre infinis; mais les points P’ équivalents a un point donné P de G

sont toujours en nombre fini. Exemple : le groupe cyclique des
24T

substitutions : 5'=¢ ™ 3z, m enlier donné, A entier arbitraire.

Dans le cas des groupes discontinus infinis, les points représen:-
tatifs et les points équivalents forment toujours des ensembles
infinis discontinus, et nous bornons notre étude au cas ot ces
ensembles sont dénombrables. Les points représentatifs peuvent
alors étre numérotés, et les relations de structure (§ 3, 6 et 7) équi-
valent & des correspondances entre les points et les vecteurs qui les
unissent. '

9. Domaines équivalents. Discontinuité propre et impropre. Opé-
rations infinitésimales. Domaines fondamentaux. — Les différents
groupes discontinus infinis ne sont pas de la méme utilité au point
de vue des applications analytiques, applications pour lesquelles le
probléme capital est le suivant : déterminer toutes les fonctions
unirormEs des x qui demeurent invariantes par les transforma-
tions du groupe. Pour I'existence de telles fonctions, il est évidem-

(1) Il est important de remarquer que le groupe peut n’étre défini que pour une
région de l'espace de groupe et que de méme ses opérations ou Lransformations
peuvent ne porter que sur certaines régions de C.
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" ment nécessaire que, dans toute région bornée du champ opératoire,
les points équivalents entre eux soient en nombre limité. et cela
revient en définitive a 'existence d’un domaine fondamental (Poin-
caré) ou de discontinuité (Klein) ('), c’est-a-dire d’une région
comprenant un équicalent et un seul de tout point du champ opé-
ratoire.

Tel est le parallélogramme des périodes ( fig. 2) dans le cas du

Fig. 2.

B

A

groupe des substitutions 5=z 4+ mw + m'w’ des fonctions ellipti-
ques; d’unc fagon plus précise le domaine fondamental comprendl’inté-
rieur-du parallélogramme, la moitié du périmétre et le quart des
sommets, par exemple les cotés AB et AB’, points B et B’ non
compris : il s’agit donc d’un domaine ouvert.

La notion de domaine fondamental se rattache a celle de disconti-
nuité propre : un groupe est proprement discontinu dans un
domaine fermé D (c’est-a-dire frontiére comprise) du champ opé-
ratoire C, si le nombre des points de D équivalents entre eux est
limité; il est dit proprement disconlinu en un point P, s’il est pro-
prement discontinu dans un cercle, une sphére ou une hypersphére
de centre P (suivant le nombre des dimensions) frontiére comprise;
enfin il est proprement discontinu dans un domaine ouvert (c’est-
a-dire frontiére non comprise), s’il est proprement discontinu dans
tout domaine fermé D' intérieur & D. Le groupe est alors propre-
ment discontinu en tout point intérieur & D. Réciproquement s'il
est proprement discontinu en tout point intérieur a D, il Pest dans
tout domaine intérieur a D, en vertu du lemme de Borel-Lebesgue,
~ d’aprés lequel étant donné un ensemble parfait de points dans un’

(") Je propose aussi la dénomination de domaine ou champ réduit, qui rappelle
peut-étre mieux leur propriété. ’
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espace & n dimensions, s’il exisle une famille d’hyperspheéres, telle
que tout point de 'ensemble est intérieur, au sens éiroit, & au moins
I'une d’elles, il y a un nombre fini d’hypersphéres ayant la méme
propriété. On va voir dans ’étude des groupes automorphes que la
condition nécessaire et suffisante de discontinuité propre dans une
région de G est I'existence d’'un domaine fondamental.

D’apreés la délinition méme, une condition nécessaire de disconti-
nuité propre est ’absence de points d'accumulation de points
équivalents. De tels points existent toujours, si le groupe admet des
opérations infinitésimales, c’est-a-dire s'il existe une infinité¢ de
transformations "correspondant a des valeurs @ym, @om; - - -, @rm des
paramétres, telle que, 'entier m augmentant indéfiniment, les
points P, transformés de P tendent vers P, qui est alors point d’accu-
mulation de points équivalents (').

Mais la réciproque n’est pas vraie, et c’est ce qui complique ces
questions, il peut y avoir des points d’accumulation sans qu’il y
ait de substitutions infinitésimales.

Exemples :

1° Les rotations planes de centre O et d’angle « incommensurable
avec m forment un groupe cyclique défini par

Zy,= x cOsmo.— y sinma,
Ym=xsinma—+ ycosma.

Or, on peut approcher de irrationnelle 2= par des fractions 7'» telles
a -k

. que 'on ait (théorie des fractions continues)

I

<7‘,—2’

m o=
k o

el, par suite, _
|ma—2k=n| < -I—;-‘-,‘

Z,,, ¥, tendront donc vers z, y. Le groupe admet donc des transfor-
mations infinitésimales, et n’est donc pas proprement discontinu.

(1) Les groupes continus ont évidemment toujours des transformations infinité-
simales,
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2° Toutes les substitutions

,__az+b
T ez+d

effectuées sur la variable complexe a, b, ¢, d étant des entiers réels
vérifiant la condition _
ad—bc=1

forment un groupe, appelé groupe arithmétique. Ce groupe ne con-
tient pas de transformation infinitésimale, car la différence

,__az+b _ cz?+(d—a)z—b -
cz+d cz+d !

ne peut étre infiniment petite puisque ‘a, b, ¢, d ne prennent que des

valeurs entiéres. Cependant tout point d’abscisse rationnelle % de
'axe réel est équivalent au point a 'infini. L’équation

ad—bc=1

a une infinité de solutions entiéres en b el d (a et ¢ pouvant étre
supposés premiers entre eux); d’autre part, on peut approcher autant.
qu’on le veul par des fractions de toute valeur irrationnelle, de sorte

que tout point de U'axe réel est point d’accumulation de points
équivalents.

10. L’homographie cas le plus simple de groupes de transforma-
tions. — La forme la plus simple des fonctions qui satisfont aux
conditions (4) et (6) du paragraphe 7 relatives a la composition et &
Pinversion des transformations, est évidemment la forme linéaire.
Mais il en existe d’autres classes, par exemple, celles que l'on ren-
contre dans les transformations birationnelles de Cremona, qui se
réduisent 4 des combinaisons de transformations homographiques et

. . 1 I .
de la transformation quadratique, '= -, y'= —. Citons encore les
x v :

groupes hyperabéliens de M. Picard qui sont des groupes mixtes de
substitutions homographiques, formant des groupes de substitutions
quadratiques. On trouvera dans 1'Introduszione alla teoria dei
gruppi discontinui et delle funzioni automorfe de G. Fubini (19o8)
et dans les Legons sur les fonctions automorphes de G. Giraud (1920)
des généralisations diverses des classes de transformations précé-
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dentes. Une étude systématique de la nature des fonctions suscep-
tibles de représenter les transformations d’un groupe ne parait pas
avoir encore été faite.

Dans le fascicule actuel, nous nous bornerons a 'étude des groupes
de substitutions homographiques (ou linéaires)

, az-+b

cz+d

de la variable complexe. a, b, ¢, d pourront étre réels ou complexes,
“le déterminant ad — bc de la substitution sera toujours différent de
zéro (autrement on aurait z’' = const. ).

CHAPITRE II.

ETUDE DES TRANSFORMATIONS LINEAIRES DE LA VARIABLE COMPLEXE. CORRESPON-
DANCE ENTRE LE PLAN ANALYTIQUE OU LE DEMI-ESPACE DE POINCARE AVEC LE
PLAN OU L'ESPACE HYPERBOLIQUES DE LA GEOMETRIE PROJECTIVE DE CAYLEY.

14. Substitutions fuchsiennes et automorphes et géométrles pro-
jectives. — Les substitutions
, az-+b
T ez+d

ne dépendeht que des rapports de trois des coefficients au quatriéme ;
les substitutions & coefficients réels, appelées fuchsiennes, d’aprés
Poincaré, dépendent donc de trois parametres réels; les substitu-
tions & coefficients complexes, appelées automorphes, d’aprés
Klein, dépendent de siz parametres réels. :

L’un des exemples les plus simples de groupes automorphes est
celui des déplacements euclidiens dans le plan analytique, dépla-
cements représentés par la transformation

(0 = a ez,

ol @ est une quantité complexe quelconque et o un angle réel. Pour
a et o arbitraires, ce groupe est continu. Mais il devient discontinu
pour des valeurs convenables de ces parametres : par exemple, en

'prenant a—=o0 et a=mw + m' o’ dvec — non réel et m, m/ entlers

quelconques on a le groupe des translatwns multiples de » et de o',
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auquel se rattachent les fonctions doublement périodiques; en pre-

2mx . .
nant @ = o et « = —— (v entier fixe, m entier quelconque), on a le

. . . 2%
groupe cyclique des rotations multiples de Uangle TT autour de
lorigine.
Les déplacements euclidiens dans I'espace a trois dimensions ne
sont qu'un cas particulier des transformations homographiques
les plus générales dont I'expression en coordonnées homogénes est

(2) Z;= Q1 L1+ Qs Lo+ Ais T3+ Aj Ty (i=1,2,3,4).

Ils correspondent au groupe de celles de ces transformations qui
conservent le cercle de U'infini, ¢’est-a-dire la quadrique dégénérée
située dans le plan de Uinfini et inscrite dans le cone isotrope;
cette condition entraine ¢ relations entre les 15 paramétres de la
transformation : 6 restent donc arbitraires.

C’est sur une conception analogue que se fonde la géométrie pro-
jective de Cayley. Grace a la généralisation des notions de distance
et d’angle a l'aide du rapport anharmonique, invariant dans les
transformations homographiques, Cayley a pu construire des
géométries calqudes sur la géoméirie ordinaire, qui correspondent,
ainsi que Klein et Poincaré I'ont montré, aux géométries non eucli-
diennes de Lobatchewsky et de Riemann, et les groupes fuchsiens
et automorphes sont semblables aux groupes de mouvements cay-
leyens. Clest la I'un des résultats fondamentaux de- Poincaré qu’il
s'agit maintenant de démontrer.

12. Géométrie de Cayley. — Soit, en coordonnées homogénes
rectangulaires 3, 35, 33, 25, un ellipsoide réel, par exemple la sphére

i+ 23+33—33=0

(on peut toujours se ramener a ce cas par une transformation homo-
graphique). Cayley appelle cette surface I’absolu.

Cayley prend pour distance de deux points p, ¢ (a un facteur
constant prés) le logarithme du rapport anharmonique (p, q, a, b),
a et b étant les poinis de rencontre de pg avec I'absolu.

Il prend de méme pour valeur de I'angle de deux plans (a un
facteur constant prés) le logarithme du rapport anharmonigue
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(P, Q, A, B), A et B étant les plans tangents a 'absolu menés par -
Uintersection de P et Q.
En posant, pour abréger,

i+ 2§+ 23— 2= far, Y1+ ZoYr+ X Ys— i Yi =[xy

on trouve par un calcul facile pour cette distance.et cet angle :

Jer—+ szf_fxz'fyy
ftv - for—fttfyy
Puv—+ \/cPuv_ QuuPov
Puy— \/?uv—" Puu Pov

(1) £(pq) = klog

(2). A(PQ) = K log

en désignant par x, &3, T3, ZLi; Y1, ¥, ¥s, YV, les coordonnées
ponctuelles de p et g; par uy, uy, us, us; 04, va, 03, ¢; les coordonnées
tangentielles de P et Q, et enfin par-

D) 2
Punw = W] + @i+ wi—w},

le premier membre de 1’équation tangentielle de I’absolu.

La plupart du temps on se borne a considérer Uintérieur de
'absolu (appelé par Klein espace hyperbolique).

On obtiendra des valeurs réelles pour la distance de deux points
intérieurs et pour l'angle de deux plans dont la droite d’intersection
coupe l'absolu en prenant pour & une valeur purement réelle et pour

. .. 1 1
K une valeur purement imaginaire, par exemple &k = et K=~

Un calcul facile donne alors

(3) cos@ = P2,
. . \/?uu?vv

De ces définitions résultent les relations suivantes pour des segments
consécutifs ou des angles diédres adjacents :

(4) B(P1P2)+£’(P2P:s)=f(j)lps),
By © @(PyPy) + @(P,P3) = A(P,P;).

Les points de ’absolu jouent le role des poilits a 'infini, le rapport
~ anharmonique (pgab) devenant nul ou infini, si Lpoug viennent sur
la quadrique.

Enfin toute transformation homographique conservant le rapport
anharmonique des points alignés ou des faisceaux de plans, les
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déplacements cayleyens correspondent aux transformations homo-
graphiques qui conservent U’absolu. Nous appellerons ces transfor-
mations collinéations conservatices.

En géométrie euclidicnne il y a lieu de distinguer deux sortes de
déplacements ou plus exactement de congruence des figures : les pre-
miers se rapportent aux figures égales, c’est-d-dire superposables,
les seconds aux figures dont 'une est égale 4 une symétrique de
P’autre par rapport a un plan; on peut les appeler faux déplacements.
Il en est de méme en géométrie cayleyenne.

13. Expression générale des collinéations conservatives. — Remar-
quons avec Klein que les génératrices rectilignes de I'absolu sont
changées en génératrices par toute collinéation conservative: de plus,
comme seules se rencontrent des génératrices de systémes différents,
une collinéation conservative ou bien conserve chaque systéme, ou
bien permute les deux systémes.

Définissons les deux systémes par les équations.

1 B+ 23 Zi+ 13 — B+ &3 _ B— 1%

Zl—-iZQ - Zy— 33 - 3+ iz-z - Z,— B3

=M,

ou, en posant z; 4 33 =1, 3 + U3 =2, 31 — LB =3, 85 — 53 =Y 4,

(2) .‘_&-—-.‘y_‘zz)\’ —‘Z—1=&

Ja ' Je }"«:p‘

On peut alors exprimer les coordonnées homogénes auxiliaires ¥y
d’un point de I'absolu en fonction de A et p par les proportions

3) ViiYaiysiYe=ha AR,
et les coordonnées 5 par
(4) BBy Bl = A Pl —i(A—p) I Ap—I1iAp 41,

Les points réels de U'absolu correspondent donc & des valeurs
imaginaires conjuguées de ) et | et réciproquement.

La correspondance établie par la collinéalion entre les paramétres
A et p et leurs transformés 2’ et p' ¢tant algébrique et biunivoque
est nécessairement homographique de sorte que dans le premier cas
(ou chaque systéme est conservé) on a '

(5  w=0Eh W= BEL @—sn@—tno.
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Pour en déduire la collinéation correspondante de I'espace, il suffit

d’employer (3) qu’on écrit sous forme homogéne en posant A = ;—:1,
2
=
=g
(3 bis) }’i:}’z:)’st_}";=)\1m:)\1p2:)\.zy.,:p.lp.g.

D’ou par (5) rendu homogéne,

Yi= e y1+ alys-+Be y3+ Ly,
(6) Ya=anyi+abys+ Bny;s+ By,
‘ Y=Y y1+ Y{ya+0e y3+ 8 i,
Ya=10y1-+ Y02+ 81 y3+ 80y,

On en déduit

Y1Ve—rays= (28 —BY) (b — L) (15— yay3),

ces formules sont dues a Cayley. :
Pour avoir les collinéations de deuxiéme espéce, il suffit de per-
muter les systémes en écrivant

f_oop+3 i BT
() e Lk

‘cela revient & la substitution y', =y, yy =14, V=02 Yi=D ..
qu’il suffit de combiner avec les substitutions (6) pour avoir toutes
les collinéations de deuriéme espece, ou faux déplacements.

Collinéations réelles. — 1l est visible que pour rester dans le
domaine réel, il faut prendre des valeurs imaginaires conjuguées
pour A et p, ainsi que pour les coefficients correspondants de A et !,
c’est-a-dire (') :

(8) p=h, e=a, L=PF, nH=7, 0=8.

14. Classification des déplacements cayleyens. — Pour étudier les
déplacements cayleyens réels, on est conduit, par ce qui précéde, a
Pétude préalable des transformations linéaires de la variable
complexe. La classification des déplacements correspondants dans
I'espace hyperbolique sera ensuite facilitée par la considération du

() Nous désignons par z, I'imaginaire conjuguée de z. ;
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point associé a la variable complexe sur la sphére de Riemann. Cette
sphére estici (fig. 3) lasphére unité¢ de centre O, X2 Y2472 =1, qui
coincide avec I'absolu, si 'on prend X = ;ﬁ, etc. En projetant stéréo-
graphiquement a partir du pole P (o, o, 1) le point M(X, Y, Z) de

Fig. 3.

Y L

la sphére sur le plan XOY, on obtient le point L. de coordonnées
. X Y
Tz T

qui est le point représentatif de la quantité complexe A =§ + in;’
M est son image sur la sphére.

18. Etude géomsétrique. des substitutions fuchsiennes ou auto-
morphes. — La substitution

gz +B
T yz3+3

(18 - BY # 0)7

conserve les angles, puisque z' est 'une fonction analytique de z. Elle
peut se décomposer comme suit : : '

1° y5£o
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substitution qui résulte des quatre opérations successives suivantes :
.. 3 . qe .
Addition de 7 c’est-a-dire une translation;
. ] . 1 )
Inversion ;‘1- de z,=z + = le point z,= 7 est le symétrique par
rapport a I'axe réel de l'inverse du point z, par rapport au cercle

unité de centre O ; au lieu d’inversion on dit souvent symétrie;

v —ad
B{Y21 » 33— kz,; c’est une

Multiplication par la constante k =
homothétie de centre O avec ou sans rotation autour de O, suivant
que k est complexe ou réel; )

Enfin une translation z'= z;-+ .

2° y=o !

z=%z+%v

substitution qui revient a une homothétie de centre O avec ou sans
rotation suivie d’une translation.

De la cette conséquence importante : un cercle se transforme en
cercle.

Classification d’apreés la nature des points fixes et des multi-
plicateurs.

Les affixes des points doubles, c’esl-a-dire des points laissés fixes’
par. une substitution, sont donnés par 1'équation

(1) va2+ (3 —a)z—B=o.

"Ces deux points peuvent étre réels ou complexes, distincts ou
confondus.

1° Points doubles distincts ¢, et &s.

Vu la conservation du rapport anharmonique, la transformation
lingaire peut s’écrire

33—t _ 72—
53— _kZ—Cn’

substitution de points doubles ¢, et ¢, ez_cprimant la conservation du
rapport anharmonique puisqu’on a aussi pour un autre point z; et
son transformé

3 —C =kzl—c1

3 —0 21—

d’ou, par division, .
(CH :27 ‘_3,7 Z’|) = (CIy C:, Z, zl)-
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Elle peut encore s’écrire

(81,8, 2, 2) = &,
k s’appelle le multiplicateur. Soit k = pe’ (p et w réels).

Premier cas : p=1, k=e/. — La substitution cst dite ellip-
tique (Klein). Les circonférences passant par £, et {» sont changées
en circonférences passant par ¢, et ¢, et faisant ’angle w avec les pre-

miéres (pour le voir il suffit de prendre z et par suite 5’ infiniment

voisins de &, ce qui donne %‘: = /f). Les circonférences orthogonales

a celles-la sont conservées.

Deuxieme cas : ei® =1, k = p. — La substitution est dite Ayper-
bolique. Une circonférence passant par ¢, et {y est conservée (car la
transformée doit faire un angle nul avec la premiére); une circonfé-
rence orthogonale a celles-la est transformée en une autre circonfé-
rence orthogonale.

Troisieme cas : p Z 1, e 1. — La substitution est dite loxo-
dromique, la famille des circonférences d’axe radical ¢,¢. et des
circonférences orthogonales est conservée, mais aucune d’elles ne
I'est individuellement.

. . . a o
Pour calculer 4, il suffit de faire 5= oo et par suite z'= P d’ou

/, 2
: o 2l 2 8—ey(B—ay+ 4y
(@) a =% a+d—cy(d—a)rr By

. €=‘_|‘I)

(le double signe correspond au signe pris devant le radical dans
Pexpression de &,).

Il est toujours possible en multipliant les a, @3, y, ¢ par un méme
facteur (réel ou complexe) de rendre ad — Py égal & un. Alors
(8 — a)? 4 4By est égal & (2 + 3)>— 4 et l'on voit que les substitu-
tions sont elliptiques, hyperboliques ou loxodromiques, suivant que
a - 0 est réel et inférieur & deux en valeur absolue, réel et supérieur
a deux en valeur absolue, ou enfin complexe.

2° Points doubles confondus {y="=,{=¢. *
Dans ce cas, on a donc « -+ &= 2. Le multiplicateur doit étre -
considéré comme égal a un. La substitution, qui est dite parabolique, -
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peut s’écrire

o . Z—t.
F—t= m(z—0)+1"
ou
. 1
g "ttt

Un calcul simple montre que toutes les circonférences tangentes
en ¢ 4 une certaine droite sont conservées, tandis que celles du fais-
ceau orthogonal s’échangent par la substitution.

Transformation d’une substitution. — 1l est ais¢ de voir que
T—'ST est de méme nature que S, et les points fixes sont des points
équivalents a ceux de S.

Trajectoires. Lignes de niveau. — D’une facon plus précise,
considérons les groupes cycliques formés par les puissances d’une
substitution, c’est-a-dire n étant un entier quelconque positif, négatif
ou nul,

s’il s’agit d’une substitution & points doubles distincts ;

I I
=mn —+
z—

7

N

Fa)

s’il s’agit d’une substitution parabolique. '
Ils sont contenus dans les groupes continus & un paramétre
réel t:
7=t 5—4
=kt
B — C‘_’ 83— C‘l !

ou
1 1
= mt -+

—t 32—

W

Groupe elliptique. — Pour une substitution elliptiqﬁe k = eio,
w étant un angle réel. Si z est fixé, ' décrit lorsque ¢ varie une- tra-

jectoire
23— Cl
5 —0s

= const.

F—0 | _

!
g 4}

. .
“qui est une circonférence orthogonale au segment des points
doubles ¢, ¢,, et lorsque z varie toutes ces circonférences forment un
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faisceau ayant pour points de Poncelet ¢ et &. On les appelle
trajectoires de la substitution. Leurs trajectoires orthogonales,
appelées lignes de niveau, sont les circonférences passant par ¢, etls.

Groupe hyperboligue. — Alors k est réel, positif et différent de
un. Si s est fixé, ' décrit, lorsque ¢ varie, la trajectoire définie par

Arg z,:g: = Argizgiy

c’est-a-dire une circonférence passant par ¢, et L». Les lignes de
niveau sont les trajectoires orthogonales de celles-la. Les réles des
circonférences du cas précédent sont intervertis.

Groupe loxodromique. — Les trajectoires et les lignes de niveau
sont des spirales s'enroulant autour des points doubles qui sont des
points asymptotes.

Groupe parabolique. — Si 3 est fixé, &' déerit, lorsque ¢ varie,
une circonférence passant par le point double ¢. Toutes ces irajec-
toires sont tangentes en ¢, et les lignes de niveau forment le faisceau
orthogonal. :

En résumé une substitution conserve les trajectoires et permute les
lignes de niveau.

16. Etude géométriqlie des collindations de Vespace hyperbo-
lique. — La projection stéréographique conserve les angles (eucli-
diens) et change les cercles (euclidiens) en cercles. Par conséquent :

1° Une collinéation correspondant a une substitution elliptique
d’angle 6, laisse fixes deux points AyA, de la sphére de Riemann
prise pour absolu et, par suite, tous les points de la droite qui les
joint, cest une rotation cayleyenne, et I'angle cayleyen de cetie
rotation est égal a §: cela résulle aisément de la conservation des
angles euclidiens rappelée plus haut et de la formule de Laguerre. La
rotation conservant A, A, conserve aussi, mais non point par point,
la droite B,B, conjuguée de A A,, c’est-a-dire Uintersection des
plans tangents en A, et A,. Quant aux lignes de niveau et trajec-
toires sur la sphére, — perspectives de celles du plan — ce sont-
respectivement les cireonférences passant par A, et A, et celles dont
les plans passent par B, B,. Dans U'espace les trajectoires sont des
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cercles cayleyens d’axe A A,, c’est-a-dire des coniques bitangentes a
la sphére aux points de rencontre (imaginaires) avec B, B,.

2° Dans une collinéation ou rotation hyperboligue, les roles de
Ay A,, B, B, sont intervertis. L’angle cayleyen de la rotation est ima-
ginaire. Les transformés successifs d’un plan passant par B;B. par
les puissances de la substitution ont pour position limite les plans
tangents en A; et A,. Les trajectoires sont des coniques bitangentes
a la sphére en ces deux points.

3° Une collinéation parabolique peut étre considérée comme un
cas limite : les 4 points A, A,, B,, B, ¢tant confondus. Les cercles
passant par une langente AA, sont conscrvés, landis que ceux qui
passent par la tangente perpendiculaire B,B, sont échangés. Dans
I'espace les trajectoires sont des coniques surosculatrices en A, a la
sphére. On peut encore dire que le mouvement est une rotation
paraboligue, mais son angle est nul : c’est analogue d'une trans-
lation ou d’une homothétie cn géométrie euclidienne.

4° Collinéations loxodromiques; elles sont le produit d’une rotation
elliptique et d’une rotation hyperbolique d’axes conjugués AA,,
B,B. : on a l'analogue d’un mouvement hélicoidal; les trajectoires
sont des spirales s’enroulant autour des points A, et A, de la sphére;
les seuls points fixes sont les points A,, A,, By, By ().

Groupes de rotations. Géométries cayleyennes planes. — L’en-
semble des déplacements laissant fixe un point I forme évidemment
un sous-groupe du groupe général, qui est évidemment un groupe
de rotations.

Le groupe laisse fixe le plan polaire de I et son cercle d’intersec-
tion réel ou imaginaire avee I'absolu. On est ramené & un groupe de
mouvements plans : géométrie plane dite elliptique pour I intérieur,
hyperbolique pour 1 extérieur, parabolique pour I'sur la sphére.
Ces géométries sont, avec une dimension de moins, absolument ana-
logues a la géométrie cayleyenne de I’espace : la quadrique absolue
est ici remplacée par une conique; il n’y a rien a changer a la défini-
tion de la distance de deux points; quant a 'angle cayleyen de deux
droites d, d, il est le méme que celui des plans men¢s par les droites

(1) BB, étant les points de rencontre (imaginaires) de la sphére et de la droite
conjuguée de A A,.
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et la droite conjuguée de la polaire de leur point de rencontre par

rapport & la conique absolue, et une expression de ce dernier angle
est évidemment

A(d, ds) = Ziilog(ul, s, dy, dy),

Uy ct u, désignant les tangentes a la conique absolue menées par le
sommet. _
Ces groupes de mouvements plans sont les plus importants et
seronl étudiés plus loin en détail. Mais auparavant il est nécessaire
de compléter la correspondance entre les mouvements de I'espace ou
du plan cayleyen et les substitutions fuchsiennes ou automorphes.
En cffer, d’une part, les mouvements dé 'espace portent sur trois
variables indépendantes, — les coordonnées —, et les substifutions de
la variable s sur deux sculement: de plus on a ¢tabli une correspon-
dance entre la sphére absolue et le plan analvtique, mais non entre

ce dernier ct le plan cayleyen.

Demi-espace de Poincaré. — A chaque point P intérieur a'la
sphére correspond un cercle C de centre réel et de rayon purement
imaginaire suivant lequel son plan polaire coupe la sphére; sa pro-
jection stéréographique sur le plan des s est donc un cercle T de
_rayon purement imaginaire, mais dont le centre réel w est la perspec-
tive du point P, car ce dernier est le sommet du cone circonscrit a la
sphére suivant le cercle C. Ce cercle I' définit une famille de sphéres
ayant pour plan radical commun le plan des s : Poincaré fait
correspondre au point P le centre Il de l'une des deu.r sphéres de
rayon nul passant par T, par exemple celui dont la céte est posi-
tive. On obtient ainsi une correspondance biunivoque de I'espace
hyperbolique (intéricur de la sphére) avec un demi-espace eucli-
dien Ogng. La spheére elle-méme continue a correspondre au plan
des 3.

Formules de correspondance. — La cote du point I est égale au
rayon de I divisé par ¢; un calcul simple ou des considérations géomé-

triques (voir fig. 4) donnent pour coordonnées &, 0, § de ce point
(XYZ étant celles de P)

X X o W I=X Y It
sy AR AR =z

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 60, 3
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ou encore en employant les coordonnées homogénes (§ 13)

/72 9 s __ g2
.+ Ly I At Stk T
E_.L'.i,_-r:l’ n—.’l:;——.t'u, :_ - Ty— &y
Fig. 4.
Z|1%
v
P (X,YX)

0 y;Y

"n(gr?’;)

Xt

@ (§,1,0)
On ¢n déduit
, Ly == Ty
LY TIRERL N £
3 Sl "l - T — s
puis en introduisant les y,
. : »
P =33+ [r= 22,
s
- . V.
(1) = fin==2
b RAY
: . Va
)= —in = -
’ : K Y

A toul plan u,x,~+ usxs+ uyry+ uyry=o0 de l'espace hyper-
bolique, correspond un /Aémisphére orthogonal au plan des &n et
inversement,

(2) (wy=+ug) (B2 12— §2) + 20,5+ 20U+ Uy — uy = o.
Exceptionnellement aux plans p“nscant par le point de vue V

«correspondent des plans orthogonaux a :On.
A toute .droite, correspond par alllte une demi- cmconference



PROPRIETES GENERALES DES GROUPES DISCONTINUS. 35

orthogonale a ce plan. Exceptionnellement & toute droite passant
par V correspond une droite perpendiculaire a : Q.

‘Seculs les points intérieurs a U'absolu ont des correspondants réels
¢l l‘ccq)roqucmvm

Les dcplacemcnls dans le demi-espace sont définis par les formnles
suivantes dérivées des formules ( (6) du paragraphe 13 :

. . .
ST 72— 23y 5+ Braso+ 3By
. - ~rnr ' -r 3 - N NA) - R
TP = 803 -i- 670 B0+ 68
= : P ~r - Py
(3) & = ave gt ozo..z—!—B_o_q(.—i— Bdy

2
Y707t v 805 o AYeder 08y
o = 1% 22— ~{Boz — 0%y 59+ 0{30
0 '(Ioa O‘Y"ZU - 000

l

arar
B

0 o2

Langle cayleyen de deur plans est égal & Pangle euclidien
des sphéeres correspondantes. — En effet, on a trouvé pour 'angle
de deux plans

Cuo
cos@ = % __,

\V Quu oo
tandis que 'angle euclidien des sphéres est donné par

rrpr—

cos(l' = .
20r

r. r', d sont les rayons ct la'distauce des centres, en les calculant
d'aprés les équations des sphér(\s, on vérifie aisément I'égalité.

Quant a l’dquivaleht de la distance cayleyenne de deux points
elle va apparaitre plus nettement dans I'¢lude des mouvements plans.

Etude plus détaillée des moucements plans. — Le groupe des
déplacements plans correspond au groupe des rotations laissant fixe
le pole du plan. Il conserve par conséquent la conique (ici cercle)
d’infersection du plan avec I'absolu. Dans le demi-espace, on a un
groupe de transformations en lui-méme dun henuapher(- orthogonal
au plan des 5 avec conservation du cercle de base dans ce plan. Le
cas le plus simple est celni des plans passant par V, qui se trans-
forment en plans orthogonaux au plan des 5 avec conservation de la
droite d’intersection. On peut méme par une substitution linéaire
préalable T, envoyer le centre de rotation a Uinfini dans la direc-
tion On. L’ancien groupe G est transformé en un nouveau groupe
G'=T~'GT. Dans ces conditions, ona: n=o0, 3=, p?= 4 242,
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les formules deviennent

a0 %+ (@fy + B20)E 4+ BB, ,
1Yo e+ (Y 80—+ 870)E + 38,

¢ o= ayop? - (a 6y -+ 3x2))E+ B3, _ yree+(ad,+ 53‘0)&‘*‘630.
TYop*+ (Y80 070) 5+ 88— Y002+ (Y Bo+ 870)E + 85

2

e
(4)

Mais si Pon exprime que le point a I'infini de O, soit 5, — z, — Z,=o0
ou yy =)41==0, Ja==— y3==1i5, resitc invariant, on trouve facile-
ment que les coefficients o, ete., doivent étre proportionnels & des
quantites réelles, et comme ils ne sont définis qu’a un facteur pres,
il n’y a pas d’inconvénicnt a les supposer eux-mémes réels. Posons en
outre

(3) t+il=u dou 02 = uu,, EF+il'=u/, 2= u'uy,

un calcul facile a partir des formules précédentes conduit a Pune des
deux substitutions

-+ ' o+
(6) w="2 e ou u' = M,
YU —+8 YUy 8

mais comme on considére seulement le demi-plan ¢ > o, les seéondes
doivent étre laissées de coté, elles ne forment dailleurs pas un
groupe ('); enfin ad — By doit étre positif (pour que ¢ reste positif
dans les transformations).

au—+ 8

Yu+09 )
les déplacements plans cayleyens réels ont pour image dans le-
demi-plan analytique les transformations linéaires i coefficients
réels de la variable complexe; leur groupe est donc semblable a
celui du groupe fuchsien laissant invariant 'axe réel.

La substitution #'=: est une substitution fuchsienne, ainsi

Groupes a cercle principal. — Si Fon ne particularise pas les
axes, -on fait de méme correspondre aux déplacements plans cayleyens
réels les substitutions lin¢aives laissant fixe un cercle réel du plan
analytique, les groupes correspondants sont dits a cercle principal.

Constructions géométriques pour la correspondance. — Pour
établir une correspondance géoméirique aussi simple que possible

(') Ces substitutions correspondent aux fauz déplacements plans, c'est-a-dire
aux déplacements combinés avec des symétrics. Leur introduction deviendra utile
dans la recherche des domaines fondamentaux.
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entre le.plan hyperbolique et le plan analytique, prenons pour absoly
le cercle de centre O et de rayon un dans le plan XOZ; puis rabattons
sur le plan £0m autour de OF le plan £0¢ qui coincide avec XOZ;

et | ¢

soilL Ii..7 la position prisc dans ce rabattement par le point I du demi-
espace de Poincaré qui correspond au point P intéricur & I'absolu.
On a (fig.3)

y1—X2— 72

usﬂlzml'lz 1—7

s’
IL, est alors la projection centrale de point de vue V du poinL'P. de la
sphére qui se projette orthogonalement en P, car les triangles sem-
blables donnent bien
Vo I
mM=PP < o5 = —_— . Q. F.D.
Wil 1 IX\P PPtl—Z C.Q.F. D
~ En d’autres termes, les points correspondants du plan hyperbo-
lique et du demi-plan analytique sont les projections orthogra~
phique et stéréographique d’un méme point de la sphére.

Equivalent de la distance cayleyenne. — Soient (fig. 5)
P, Q deux points intérieurs a l'absolu, A, B les points de rencontre
de PQ avec 'absolu. Soit BP, Q, A l¢ demi-cercle de la sphére projeté
orthographiquement suivant BPQA, et soit B, K, sa projection
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stéréographique sur le plan analytique. La distance ea)leyenne est

£rQ = __ilog(_ ABPQ).
Mais on a ( fig. 6)

PA QA 1+cosy  1--cosd .Y ¢
(ABPQ) = 3 - OB~ 1—cosy " 1—cosd tangy - tangty
Fig. 6.
Q
&
A Q P B
et
Y
tany >
(;\BP1Q|)= ; ‘_ :(lﬂllqK]).
_ tang =
Done (fig. 7)
> tangv .
(9) £PQ = lox(«pT K1) = log tanggp. = £1LK,,
Fig. 7. l

o

¢

Cette formule définit la £ dans le plan analytique. — Par
suite les longueurs ainsi définies se conservent.
- Elément linéaire. — Soient I, fixe. K, variable, on a

I
A = v _ 2y ___rl_s,

T sinvcosvy  sin2v T

en désignant par s Uarc (euclidien) de la circonférence et v l'ordonnée
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de Pélément. On a de méme, pour les aires et volumes élémentaires,

d= . d=
dw = —-, de = —,
" W

do et dr ¢tant les éléments d’airve et de volume euclidiens.

Signification géométrique de Uaffice { =¢ -+ in par rapport au
plan hyperbolique. — 1.équation de I'absolu pouvant s’écrire

(8) YE=000.

on pcur, l'cpr(:sonlcr |mrennélri(pu-lm'ut cetie conique par
. |8

(9) VT =y =

L’équation d'une tangente au point 3 est alors
(10) yi—28pra =2 =o0,

et d'apres des formules antéricures, on a

(11) Pagr=, E=ct

Les ¢ des points de contact des tangentes i Uabsolu issues d’un
point Py va, yy) sont les affixes du point correspondant 11, et
de son conjugue.

Les droites.du plan hyperbolique se transforment en demi-circon-
férences orthogonales a 'axe réel et réeiprogquement. L'angle cay-leyen
de deux droites du plan hyperbolique est égal a Vangle euclidien des
circonférences corvespondantes dans le plan analytique.

11 est bon d'¢erire les formules de transformation qui correspondent
a ce cas particulier; clles se déduisent de celles du paragraphe 13 et
so reduisent i
V=22 =l B,

(12) b aydr== (28 - BBy,
L B D R R ) A

d’on

(13) M=o = (28 — BV —xi),

on vérifie immédiatement

RN R P 5 Y £ 3
U ay2— (a8 —-B){+B5 vL+38
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-17: Cas particulier de la géométrie elliptique. — Aprés les dépla-
cements laissant fixe un point extéricur a l'absolu, envisageons ceux
qui laissent fixe un- point intérieur : on peul supposer que c’est le
centre, par une transformation homographique préalable. Les dépla-
cements correspondants laissent fixe le plan de Iinfini (plan polaire
du centre) et le cone isotrope X2+ Y24 Z2 — o : ils coincident donc
avec les rotations euclidiennes de centre O. En projetant les dépla-
cements de la sphére du point de vue O sur le plan Z =1, par
exemple, on aura donc des collinéations laissant invariable le cercle
X?+Y?+1=0 de ce plan: c'est-a-dire les mousements de la géo-
métrie elliptique admettant pour absolu une conique sans points
réels.

En rfaisonnant comme au numéro précédent, en exprimant que le
point O reste fixe et en se bornant aux déplacements réels, on trouve
pour o, B3, y, 0 les expressions suivantes :

x= A+ Wi, B=v+ot, -v=—v-+oi 3=A—puli.
La substitution opérée sur les ¢ est donc

o= O 2 L At L
(—V42i)l+r—pi.

Fig. 8. } )
c i B

%

cv

Iciles deux valeurs g et¢,, de ¢ fournies par 'équation analogue a I'équa-
tion (10) du paragraphe précédent nc sont pas’ imaginaires conju-

. 1
uces, on trouve que §—=— -
)

)

On obtient une .correspondance trés simple entre les mouvements
sur la sphére; dans le plan elliptique 11 et les transformations du plan
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analytique de la facon suivante : a tout point P du plan elliptique

* (tangent en C a la sphére) correspondent ( fig. 8) deux points diamé-
tralement opposés Q et Q, de la sphére, dont il est la projection
centrale de centre O; puis aux points Q et Q, correspondent par une
projection stéréographique de pole C' diamétralement opposé a G les
points £ et ¢, du plan analytique (XOY). On est ainsi conduit & consi-
dérer I comme un plan double, dont chaque face correspond a P'uny
des hémisphéres. Les angles et les distances elliptiques ne sont autres
que les angles et les longucurs euclidiens sur la sphére : il n’y a par,
suite pas de points & U'infini dans le plan clliptique.

18. La géométrie plane euclidienne comme cas particulier. —
Considérons les rotations laissant fixe le point C (fig. g). Les for-
mules (6) et (8) du paravraphe 13 entrainent y = yo=o0. La substi-

tution prend la forme
ah

+

M= B-

‘>

Or, en projetant (fig. 9) un point quelconque P(X, Y, Z) de la

Fig. 9.

P4

Y
sphére du pomt de vue C sur le plan Z = o en p, l'affixe de ‘ce pomh ;
dans ce plan pris pour plan analytique est '

X+ZY

1—Z =2x

& =
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On peut toujours prendre ad — 8 =1, donc ici @6 = 1. En se bornant
aux valeurs telles que |&| =1}8| =1, la substitution

o 23—

&

~

o

représente lous les déplaeements cuclidiens.
Dans le cas général, o :é et z'= a2 s + ofs; homothéties directes

combinées avec des translations.

19. Particularités des substitutions pour les déplacements du plan
hyperbolique et du plan elliptique : I. Plan hyperbolique. — Les
déplacements sont donnés (§ 16) par les substitntions

o 2z—=f
ST v o9

ou a, B3, y, 8 sont réels. substitutions appelées fuchsiennes, d'aprés
Poincaré. On considére scalement celles de premiere espece pour les-
quelles ad — By est positif. ¢'est-a=dire celles qui conservent chacun des
deux demi-plans (n > o el n<<0). (En adjoignant 5'=-— . qui échange
les deux demi-plans, on obtient un groupe élendu dont le premier est
un sous-groupe d’indice 2.) On pent supposer ad - - By =1 ct la for-
mule (2) du paragraphe 15, montre alors qu'il #°y @ pas de substi-
tutions loxodromiques dans los groupes fuchsiens. L'équation (1) du
méme paragraphe montre que les points doubles sont 1'n1.(1g'in21,1'res con--
Jugués pour les substitutions elliptiques, réels et distincts pour les
substitutions hyperboliques, confondus sur I'ase réel pourles substi- .
lutions paraboliques.

L. Plan elliptiqgue. — On a va (§17) que les déplacements réels
du plan elliptique correspondaient aux subslitutions

i (A= i)s—v gl
T (—v-pl)a+ h—pi

<

(A 1, v, 2 réels).

Les points doubles sont donnés par
(v=20)+2pil+~v+pi=o.

Ils sont toujours distincts, car te discriminant p2 4 v? 4 p? est tou~
jours positif (ou nul pour p=v=p=o0, cas de la substitution


file:///jou~

PROPRIETES GENERALES -DES GROUPES DISCONTINUS. 43

identique). Il n'y a donc pas de substitutions paraboliques. Le mul-
tiplicatenur A (§ 15) a pour valeur

po AV v

— (e =1
ot iy/pta v g2 ) %

c’est donc toujours une quantité complere de module un. Donc.

toutes les substitutions du groupe sont elliptiques.

20. Composition des substitutions : Permutabilité de deux substi-
tutions. — Il est évident que deux substitutions de mémes points
doubles sont permutables; leur produil est une substitution de
meémes points doubles. dont le multiplicateur est égal au produit des

deux premiers multiplicateurs. On voit aisément que pour étre per-

mulables sans ayvoir mémes points doubles, deux substitutions doivent :

' étre elliptiques de période deua (rotations de 180°);

2 agcoir leurs axes dans un méme plan et orthogonauz (au’
sens cayleyen, c’est-a-dire conjuguds par rapport a la conique d’inter-\

section avec I'absolu).

Composition de” deux  substitutions quelconques. — Nous
emploierons les abréviations E, P, H ou L avec on sans indices pour
représenter des -,.ul)sntullons olhpuquc», paraboliques, hyperboliques
ou loxodromiques.

A. Meémes points doubles. — Le produit a mémes points doubles -

et un multiplicateur égal au produit des deux premiers. On a par

suite : )

E,E,=E, H, H,=H, EH =L, HE =L,

E/L,=L ou H, LiE;=L ou H, H,Ly=LouE, LiH =LoukE,
L.Ly=LouHouE,  P/P,=P. '

B. Un point double commun. — Le produit est une substitution
-ayant un point double confondu avec ce point double commun, de
mu]tlphcatem‘ égal encore an produit des multiplicateurs. Par suite :
E,E,—EouP, HH,—HouP, EH=L, HL=L),
ELi=LouH, LE=LouH, HL=LouE, LH=LouE,
LiL,=L ouH ou Eoup, E,P =E, HP =H, LP=L.

Dans le cas de deux substitutions S et $' de ce genre, la combinaison
S—1S=1SS est toujours parabolique.
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C. Pas de points doubles communs. — Bornons-nous a deux
substitutions elliptiques : leur produit est en ‘général loxodromique.
Pour qu'il en soit autrement il faut et il suffit que les points doubles
soient sur un méme cercle (c’est-a-dire que les axes correspondants
dans Uespace hyperbolique soient dans un méme plan). En effet nous
pouvons, par une transformation linéaire, préalable prendre o et @
pour points doubles de 'une des substitutions, qui seront alors

. az+ b _ . i .
(S) = (ad—bc_l,a+drt_el|a—;-(ll<2),
i0
7, ’ ez - . .
(5% 3= (de déterminant encore égal-a 1).
e 2

b et ¢ ne sont pas nuls puisqu’il n'y a pas de point double commun.

On trouve poui S8’ ‘
i0 0

e ae?z+ be?’
- i i0

ce *zrde *
de déterminant encore égal a 1 pour qu’clle ne soit pas’ loxodro-
L] i

mique, il faut donc et il suffit que ae® + de 7 soit véel, comme
a + d, ce qui s’éerit
i _i8 10 i
ae?—de *=aye ? +4(lue+ 2,
a—+d = ay+ dy,
i 10
(a —-'do)e 2 (d—ao)e _2 =0y
‘a—dy-+d—ay=o0,
ce qui entraine :
. dy=a, ' a,=d.
Dés lors «, B-¢tant les affixes des points doubles de S, c’est-a-dire
les racines de
: ¢zt+ (d—a)z—b'=o,
. a . , : . )
le rapport gost réel, car @ — d =-—(a,— d,),.a — d est purement
imaginaire |

a—d+({drar—§
a—d—\@drar—4

il . . . . .
estidonc le rapport de deux imaginaires pures. Les points doubles



PROPRIETES GENERALES DES GROUPES DISCONTINUS. 45

.de S sont donc alignés avec ceux (o et-w)’de ', et, en revenant au
cas général, on voit que les quatre points doubles sont sur un cercle.
C’est notamment ce qui a licu pour les groupes fuchsiens, les points
doubles d’unc substitution elliptique étant toujours symétriques par
rapporl & 'axe réel. La vérification analytique de la réciproqué est
immédiate. On voit aisément que 'axe de la rotation résultante n’est
‘pas dans un méme plan-avec ccux des rotations composantes.

ArpricaTioN. — Produit de deux rotations opposées autour
d’axes transformes Vun de Uautre par une rotation. — Soit S

une rolation d’angle 8 autour de AB, S' une rotation d’angle 6’ autour
-de A’B'. Le déplacement S" envisagé est

"= (S-18'-18)8S".

Soit A B, le transform¢ de A'B’ par S, qui est 'axe de la rotation
S—1S'—1S. A,B, et A'B’ sont concourants en méme temps que AB et
A’'B’. Donc si AB et A'B’ sont dans un méme plan, S” n’est pas-
loxodromique : si leur point de rencontre est intéricur a la sphére,
elle est évidemment elliptique, s’il est sur la sphére, clle est parabo-
lique; enfin s'il est extérieur, elle st hyperbolique, car on trouve (')
pour S” .
(" 2 (@ d— bcei®) s +ab(e‘0—1)

cd(e="—1)z +ad— bce -0’

d’ou :
a'+d'=2(ad—bccost) =2+ 2bc(1—cosh).
Mais, si le point de rencontre avec AB de A'B’, qui coincide ici avee.
“le diamétre OZ de la sphére, est extérieur, le rapport ¢ > doit &tre positif,
c'est-a-dire, comme les deux lermes de la fractlon sont des 1mag1~‘—
naires pures, le produit de ces deux termes doit-étre négatif ;.

(a—ay)—(a+a))*+4<o,
ou
1—aay< o,
cl, par aa, —be =1, '

bec > o, donc @'+ d'> 2 : c. Q- F. D.,

() En‘prenant S et S’ sousla forme préeédente (:.'?= as+ b pour S et z —ze *

+d
pour S’)
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Une conséquence remarquable est la suivante : fout groupe ne
renfermant que des substitutions elliptiques est contenu dans un
groupe de mouvements du plan elliptique; car les axes devant se
couper deux & deux a l'intéricur de lu sphére et n’étant pas dans un
méme plan passent par un méme point Jize intérieur.

Composition d’une rotation parabolique avec une substitution
quelconque. — Soient S et S’ deux substitutions :

, az--b
= ——
cz——d

=5+ h,

la substitution parabolique S’ avant éi¢ ramenée & avoir son point
q . p

double a 'infini SS™ est

o as+b o nh @Fnch)s + b+ ndh
ST es+d - cz—+d ?

substitution de déterminant ¢gal a un si Uon a pris ad — be = 1.
Pour n assez grand, a +- nch +d sera-aussi grand que Uon voudra

en madule, les substitutions SS'» finiront par étre hy perbotiques ou
loxodromiques. . '

Par conséquent si nn groupe renferme une substitution parabolique,
toutes les autres ¢tant elliptiques ou paraboliques, toutes les substi-
tutions onl un point Jixe commun; un point de 'absolu resle'ﬁxv;
le groupe est done semblable & un groupe de déplacements du plan
euclidien. '

2{. Tout groupe sans substitutions loxodromiques est un groupe
de rotations, c’est-i~dire a cercle principal (réel ou imaginaire). —
D’aprés ce qui précéde, il ne reste plus & le démontrer que pour les
groupes ayant une substitution hyperbolique, que I'on peut supposer
ramenée a la forme s'= ks (k réel et £ 1). I existera une substitu-
tion n’admettant ni zéro ni P'infini comme point double. En effet il ¥,
a dey substitutions n'admettant pas zéro comme point double, autre-
mient on retomberait sur un cas précédent, soit S, 'une d’clles: de
méme soit.S, une substitution n’admettant pas l'infini comme point
double. Alors soit S, soit -S., soit $,S, n'admettra ni o ni % comme
point double; soit (S) cette substitution — qui n’est pas loxodromique



PROPRIETES GENERALES DES GROUPES DISCONTINUS. 47
par hypothése — et (8') la substitution hyperbolique

- . ,_az+b
($) Y= xd
S
: 3
(S’) 5= kz,:
T

ad —be =1, be 7 o puisque ni o ni w ne sont points doubles, enfin .
a + d est réel, puisque S n’est pas loxodromique.
Exprimons maintenant que SS' n’est pas loxodromique; il faut que

|+|—

ak2+ dk~

soit réel, donc, comme a +d l’est :mssi, que @ et d le soient,-On

peut supposer ¢ réel, en faisant au besoin un changement de variable

ard — 1 . . . : A :

alors b = ——— l'est aussi. Soil maintenant X nne substitution quel-
conque du groupe

,_ A5+

I =

e

24

3-1—

(15—-—[3:.’:1).

On démontrera par le méme raisonnement que « et ¢ “sont, réels.
ainsi que les coefficients extrémes de la substitution X8, c’est-a-dire.
aa—+cB et by -+ cd; donc B et y sont aussi réels. On a donc un,
groupe fuchsien.

En résume, affectons de Uindice 1 les groupes de substitutions
3'= zei+ b, contenus dans celui des mouvements plans euclidiens,
de l'indice 2 ceux de substitutions s'=p3+b (p réel), contenus
dans celui des homothéties directes et translations planes, de 'indice 3 .
les groupes laissant fixe le cercle 530+ 1=o0, de lindice 4 les:
groupes de substitutions a cocfficients réels vériliant ad —be =1
(groupes fuchsiens) :

° Tout groupe de substitutions linéaires xans substitutions loxo-
dromiques est semblable a un groupe gi. g:. gu ou g (§ 18 et 20);
2° Tout groupe n'ayant que des substitutions (‘“lpllqlle est sem-
blable a un groupe g, (b 20);
3° Tout groupe qui renferme au moins une substitution parabo-
lique mais pas de substitutions hvpcrbohque\. ni loxodromiques est

semblable a un groupe g (§20);
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4° Tout groupe g, (fuchsien) a des substitutions hyperboliques, &
moins que toutes ses substitutions aient lenrs points fixes communs

(§ 20).

CHAPITRE I11.

' CONDITIONS DE DISCONTINUITE PROPRE DES GROUPES
DE SUBSTITUTIONS LINEAIRES.

92, Substitutions infinitésimales. — On a vu (§ 9) qu'une premiére
condition pour qu'ungroupe soit proprement discontinu, c’est qu'il
ne contienne pas d’opérations infinitésimales. Cherchons donc a
az-+b
cz +d
male. Nous supposerons ad — bc borné en module, et nous prendrons
d’abord ad — bc=1. Apphquons la substitution a deux points 3
et 55, On 2

quelle condition une substitution lindaire z'= est infinitési-

’ ’ B1— 39
Fy— Z9 =

T (ezm+d)(cz+d)

&, — %, devant tendre vers 5, — 3, le dénominateur doit tendre
vers un, quels que soient 3, et z.; c et d sont donc bornés en module,
car autrement pour des valeurs convenables de z, et z,, le dénomi-
nateur augmenterait indéfiniment; alors ¢ doit tendre vers zéro,
autrement la limite du dénominateur dépendrait de z, et s, ; donc d?
doit tendre vers un, c’est-a-dire d vers &=1 et, comme ad — bc =1,
a doit tendre vers la méme valeur; d’ailleurs, z” devant tendre vers z,
b doit tendre vers zéro, En résumé, pour qu’une substitution soit
infinitésimale, il est nécessaire que

(1) imb =lime =lim(a—d) =o.

Ces conditions sont ¢videmment suffisantes et valent encore pour
ad — be différent de 1.

Exemples de groupes discontinus ayant des substitutions infi-
nitésimales et n’étant pas par suite proprement discontinus :

1° le groupe des substitutions paraboliques :

F=z+mw-+muv . (m,m' entiers)
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. w’ Ly
si le rapport —estun nombre réel incommensurable : ¢ =a —d =0
et Pon peut faire varier m ¢t m' de maniére a faire tendre

b=mo-+m'ov
vers z€ro.
2° le groupe cyclique des substitutions elliptiques

3 —a

s—a

— e2imml)

P Py (m entier)

'

si 6 est réel et irrationnel. Car on peut s'approcher autant qu’on le
veul de 6 par des fractions -'—7’% de telle sorte que |m6 — n | soit infé~

rieur & -nll et par suite e2™”0 infiniment voisin de l'unité [on vérifie-
rait sans peine les conditions (6)]. Si 6 est rationnel le groupe est
fini.

Plus généralement, tout groupe formé uniquement de substitu-
tions elliptiques est fini, s'tl n’a pas de substitutions infinitésimales
(groupes g3, mouvements sur la sphére). :

En effet, pour tous les angles de rotation 279, les 8 sont alors ration-
nels, soit % leur expression irréductible : 1°les v ne peuvent avoir une

‘infinité de valeurs distinctes, car il est possible de déduire des puis-
©

-
v

substitution infinitésimale; 2° les v étant en nombre limité, ne peuvent
correspondre a une infinité¢ d’axes A, B,, ..., A,;B,, ..., ayant pour
limite AB, car la composition de deux substitutions S;' et S, cor-
respondant a la méme valeur de v, d’angles opposés, et d’axes infini-
ment voisins donne ¢videmment une substitution S=S5'S,,, infinit¢-
simale. '

. . 27 . o
sances de la rotation 27 une rotation 5! qui correspondralt a unce

23. Conditions de discontinuité propre d’'un grgupe sans transfor-
mations infinitésimales.

Trtorime. — Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un.
groupe de substitutions linéaires soit proprement discontinu
dans un domaine sont : 1° qu’il n’ait pas de transformationsinfi-
nitésimales, 2° que les fonctions linéaires exprimant ses substitu- -
tions y forment une famille normale [au sens de M. Montel (*)].

(') Voir P. MoNTEL, Lecons sur les familles normales de fonctions analytiquei
(-Gauthier-Villars, 1927).

MEMORIAL DES 8C. MATH. — N° 60. 4
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.Un cnsemble de fonctions analytiques méromorphes daps un
domaine D est, d’aprés M. Montel, une famille normale, si de toute
suite infinic de fonctions-de cct ensemble on peut extraire une nou-
velle suite infinie qui converge uniformément vers une fonction
limite- : celle-ci est nécessairement méromorphe, a moins de se
réduire & une constante (finie ou non).

Lemwe. — Des fonctions linéaires qui ne prennent jamais dans D
deux valeurs A et B y forment une famille normale.

On peut supposer A = o ¢t B = w0 en cffectuant au besoin la trans-
formation
o a(s)—A
cf”(") - ﬁ’n(Z)—B
Une fonction f,(z) quelconque de la famille a 'une des trois.
.expressions :

Cp-

cp(ap— 232 . .
Cu (20— %) s ca(an—3), T, lavece, # 0, 2, 0, 3, £ 0).
. Pn

€]
on—23

Supposons que D soit le cercle de centre O ct de rayon R. Pour Ia
premiére forme, posons
Su(3) . @p—2 B .
f,,(O) Zn :311—2

on(3) =

D’apreés Phypothése a, et 3, doivent étre supérieurs 4 R en module.
On aura donc pour 5<p << R, les inégalités

R—o @n— 3 R+ _ R’
RSe[|SO R+'<|i,,—-z <R=¢’'
et par suite
Rl <lrala) < EE
R+p izl R—p .

Mais de toute suite infinie de fonctions f,(.3). on peut en extraire une
autre pour laquelle a, et 3, auront des limites a et @3, finies ou infi-
nies, et par suite ¢,(z) tendra uniformément vers

—z P

x 33—z

N e 4
¥(z)=

fonction réguliére, bornée et non nulle ni infinie pour|.s|<p. Mais
on peut en outre choisir les n de maniére que f,(0) ait une limite a
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finie ou infinie, done que f,,(3) ait pour limite f(z)=ao(z), c'est-
a-dire soit une fonction linéaire non nulle ni infinie pour 5<p, o
bien I'une des constantes o ou eo.

Méme démonstration pour les auntres formes de Sal(5)-

Quant a la restriction relative au choix du domaine, elle se leve
facilement. Car on peut déduire de ce qui précéde, qu'une suite de
fonctions linc¢aires jamais nulles ni infinies dans un domaine D,
converge uniformément dans tout domaine intérieur 4 D poursu
qu'clle converge en une infinit¢ de points avant au moins un point
limite intérieur a D.

D’apres cela, les puissances d'une substitution hyperbolique. ou
loxodromique

Z,—z Z—a
7=k =g (k=D

forment une famille normale dans tout domaine ne contenant ni o
ni {3, mais non en ces poinls cux-meémes, car, n augmentant indéfini-
ment avec un signe convenable, ' tendra par exemple vers 3, tandis que
pour z =, 3’ est aussi égal a « et la suite n'est done pas normale
autour de a. Il en cst de méme poar la suite parabolique

1
- = —+ nh

S — 2 22— 2
'parl(mt. normale sauf au point «.

Démonstration du théoréme : 1° Les conditions sont nécessaires.
— On I'a déja vu pour la premiére. Quant a la seconde, puisque le
groupe est proprement discontinu dans D. deux points quelconques
5, ¢t 55 de ce domaine n’y ont qu'un nombre limité de points équi-
valents : donc les fonctions linéaires du groupe, & part un nombre
fini d’entre elles, ne prennent jamais les valeurs 5, el 5, dans D et
¥ forment par suite une famille normale.

2° Les conditions sont suffisantes. — En effet, d’abord va
Iabsence de substitutions infinitésimales une fonction limite est une
constante, car autrement soil f(.3) unc fonction limite non constante
de substitutions S;, S,. .... Un cercle C, de centre P, se transforme
par Sy, Sy, ..., en G;. Gy, ..., ayant pour limite, C transformé de

C, par la substitution limite S qui correspond a f(z), et le_point
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P =P,S est intérieur:a C. La substitution S;'S,y, serait infinitési-
male dans toul cercle I'-entourant P.

Soit alors ¢ la limite fixe de 55, indépendante de la position de z
dans C,. A parlir d'un certain rang les cercles Gy, Cay ..., Gy ...
entoureront { en-tendant vers zéro. ¢ ne peut étre intérieur a G,
-parce-que, a partic-d’un certain rang, les C, seraient cux-mémes inté-
rieurs a G, les S, seraient k) perboliques ou loxodromiques et-auraient
un point double dans C,. la famille ne scrait pas normale..Si ¢ est
-extérieur, il en sera-de méme des C, a partic d’un cerlain rang. Si¢
est sur G il saffit de partic d’un cercle concentrique a C, et plus
‘petit. En résumé, si les fonctions linéaires du groupe forment une
famille normale autour de P, les transformés d’un cercle de centre P,
lui sont extérieurs a partic d'un certain rang, c’est-a-dire que le
groupe est proprement discontinu en P, ct, par suite, dans D,

puisque P, est arbitraire dans D (').. C. Q. F. .
Cororramre. — L. Du théoréme précédent résulte aisément que

dans tout domaine fermé intérieur a un domaine de discontinuité
propre il n'y a qu'un nombre fini de points doubles de substitutions
du groupe. Car dans Ic cas contraire ils auraient un point limite, et,
dans son voisinage, il y aurait une infinité de points ¢quivalents. .

. NPT —_— az+b
II. Les groupes fuchsiens, ¢'est-a-dire de substitutions 5'=
cz+d .

a coefficients réels et délerminant positif sonl proprement discon-
tinus dans chacun des deux demi-plans sépards par Vaxe réel, s'ils
az+b
pouvant prendre les valeurs o ou o pour-des valeurs non réelles de 'z
y forment une famille normale.

sont sans substitutions infinitésimales, car les fractions ne

24. Les frontidres des domaines de discontinuité propre. — Il .
résulte de ce qui précede que les points fixes de substitutions ellip-
tiques (périodiques, pour qu’il n'y ait pas de substitutions infinité-
simales) nc sont pas points frontiéres du domaine de discontinuité
propre. Au contraire Lout point fixe de substitution non périodique

(') On voit le rapport étroit qui.existe entre la notion de discontinuité propre et
le grand théoréme de M. Picard sur les valeurs d’exception pour les fonctions ana-
lytiques, théoréme dont 'le réle capital apparait ici une fois de plus.
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(donc parabolique, hyperbolique ou loxodromique) fait partie de la
frontiére, les substitutions ne formant pas une famille normale dans
leur voisinage. En dehors de ces points peuvent seuls faire partie de
Ucensemble frontiére les points de condensation de points équiva-
lents & un point quelconque du plan (a.Vexception possible d’un
point double qui serait commun it toutes les substitutions du groupe).
Car les fonctions f,(z) ne formant pas unc famille normale dans le
voisinage du point frontiére, ou bicn elles Yy prennent toutes les
valeurs, et, par suite, ce point est infiniment ‘voisin de points équi-
valents & un point quelconque du plan, ou bien elles Y prennent
loutes les valeurs sauf une exceptionnelle ¢ ¢t comme tous les trans-
formés de e sont encore exceptionnels, ils doivent coincider avec e qui
est donc un point fixe commun i toutes les substitutions du groupe.

La frontiére d'une région de discontinuilé propre est -donc un
cnsemble nécessaivement fermé, qui n'est dense en aucune région
du plan (puisque chacun de ses points est limite de points ou le
groupe est proprement discontinu ).

25. Classification des groupes proprement ‘discontinus d’aprés la
nature de la frontiére de leur domaine de -discontinuité propre. —-
L’analyse précédente conduil, par ordre de complexité, ala classifica-
tion suivante, selon la nature de la frontiére du domaine de discon-
tinuité propre. '

A. Groupes proprement discontinus dans tout le plan analy-.
tique. — Ils nc doivent contenir aucune substitution nor périodique,
donc ils sont formés uniquement de substitutions elliptiques pério-
diques ct cn nombre fini (§22) : c'est un groupe semblable aux
groupes discontinus de mouvements du plan clliptique, ou encore
de mouvements sur la sphére, ces derniers groupes sont, comme on
sait, ceux du diédre (groupe cyclique), du tétraedre, de Voctaedre
et de Vicosaedre réguliers (').

La frontiére est nulle.

B. Groupes proprement discontinus dans tout le plan'sauf en
un point. — Il est nécessaire que ce point soit un point double
commun & toutes les substitutions du groupe (§ 24). On peut le sup-

(M) Voir ‘J. HapavaRrD, Lecons de géometrie élémentaire (Atmand Colin),
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poser a linfini. Les substitutions sont nécessairement elliptiques ou
paraboliques (§ 23), soit

s’=as-~b avecja|=1.,

Ce sont les mouvements du plan euclidien (groupes g, § 21).

Si @a=1 pour toutes les substitutions, elles sont toutes parabo-
liques et les groupes proprement discontinus correspondants se
réduisent a ceux de :

5'= 35—+ mw (m entier quelconque, groupe des fonctions pério-
diques).
' ™ fontiane @ .
=2z -+ me+m'e { m, m'cnters, — non réel, groupe des fone-
tions doublement périodiquo»*).
[On ne peut avoir plus de deux périodes, le groupe des

F=z4+mo+moe+mo
a des substitutions infinitésimales ; (Jacobi)].

Si. pour certaines substitutions, « différe de 1'unité, le groupe doit
contenir aussi une substitution parabolique, @ =1, car autrement on
aurait un groupe cyeligue elliptique, on scrait dans le cas A. Soit
3'= 5+ w cette substitution parabolique P el soit 5’=a s+ b unc

20T
substitution elliptique périodique E\ @ :eT). Le groupe contient
la substitution E-2PE" ¢’est-a-dire 5'= 5+ a"w. On a .donc aussi
toutes les substitutions

F=3+mn-4-matw.

Vu Pabsence de substitutions infinitésimales, il 3 a une période de
module minimum, on peut supposer que c¢’est w et il faudra par suite
avoir

jar==1]21
(pour n =£ o, modv). Cette inégalit¢ entraine v<6 (le coté de ’hexa-

gone régulier étant ¢gal au rayon).
T

e’ + 1‘ coté du décagone régulier dans

v =5 est impossible car
le cercle de rayou 1, est inférieur a 1. Restent les valeurs 2, 3, 4, 6.
On voit aisément que tous les multiplicateurs figurant dans le groupe
sont les puissances d'une racine primitive @q de I'unité appartenant a
I'exposant maximum v, figuranl dans le groupe. Les substitutions sont
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donc toutes de la forme

3'=alls+miw— maa'e (0 et n entiers Svo—1).

Le groupe correspondant est sans substitution infinitésimale et pro-
‘prement discontinu dans tout le plan sauf au point a 'intini, peint
limite de points équivalents a un point quelconque.

C. Groupes proprement discontinus dans tout le plan sauf en
deux points. — Supposons d’abord qu'il 3 ait au moins une substi-
tation S hyperbolique ou loxodromique parmi les substitutions du
groupe. lesquelles ont par hypothese un point double commun, sup-
posé¢ a l'infini. Je dis que, s'il existe unc autre substitutionT n'ayant pad
son second point double confondu avee celui de S (qu’on peut sup-
pos¢ ramené a I'origine), il ¥ a des substitutions infinitésimales. Car’
on déduit de S, F=/ks avec |[k|FZ1 et T, S=as+0b, b0 la
substitution S~=T—18=T :

3 =z+b(1—Ikm).
On aurail donc les substitutions
i
Z=z+pb(1—km) et 3= z-=pbli—km)+ qb(1— k")

et en particulier )
=3 b(kn—Fkm)
qui est infinitésimale pour m et n de signes convenables.

Toutes les substitutions du groupe doivent donc avoir lés  deux
mémes poinls doubles. Mais le groupe ne sera proprement discontinu
-que :

1 it est formé des puissances d'une Seule substitution hyperbo-
lique ou loxodromique; :

2° si, avec une telle substitution S, 3'=/As. il y a au plus une
autre subslitution de mémes points doubles §', 5'= k's, pourvu que
Pon ait A* k=1 (n ct n' entiers), autrement il y aurait des substi-
tutions 3'= A™ k" 5 infinitésimales.
© (On ne peut avoir plus de deux substitutions de mémes points
doubles sans avoir de transformations infinitésimales, cela revient an,
théoréme de Jacobi.)

Supposons cn second lieu qu’en plus des substitutions précédentes
il y en ait d’autres n’ayant pas de points doubles communs avee clles
mais elliptiques et permutant simplement les deux points doubles.
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Leur introduction n'ajoutera pas de nouveaux points frontiéres, mais
ceux-ci deviennent points limites d'unc infinité de points fixes cllip-
llques.

D. En dehors des cas précédents, il y a une infinité de points
doubles de substitutions hyper boliques ou lozodromiques, et par.
suite de poznts frontteres.

En ecffet, soient S :5'= ks | k| 3£ 1 une subslitution hyperbolique
az+b
' . o cz+d
du groupe de points doubles différents (donc be £ 0) et ne permutant
pas les points o et o (donc « et d non nuls simultanément). La sub-

stitution TS~ ¢'est-adire

ouloxodromique dugroupe, et T': 5/ = s une aulre substitution

’

3 =

n n
akz2+ bk
— _n  _x

ckz 4-dk

de déterminant égal & un, si l'on a pris ad — ‘be =1, sera hyperbo-
lique ou loxodromique si I'on a
n n
ak? + dk_‘?] >h
ce qui aura licu pour n assez grand et de signe convenable. Quant
aux points doubles donnés par

cz?-e—(d——alg'l)z—bk'l_: o,

o . ., . . b . .
il y en a une infinité, puisque le produit — k" des racines prend
une infinité de valeurs distinctes.

26. Ensemble frontiére et domaine de discontinuité propre dansle cas’
général — L'ensemble frontiére & comprend tous les points doubles .
de substitutions hyperboliques ou loxodromiques, dont il existe une
infinité dénombrable et en outre tous les points limites de tels points
doubles. Drailleurs aucun de ces points doubles n’est isolé dans. F.
11 suffit de le monlror. sices pomte sont o et o; or c’est ce qul resulte’
il
suffira de prendro n pouuf et assez grand pour avoir des racines de
I'équation précédente croissant indéfiniment, et par suite des points,
de & s’¢loignant & U'infini. De méme pour le point zéro, L'ensemble F -
est donc parfait et par suite non dénombrable.

Quant au domaine de discontinuité propre il peut étre formé d’une,
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seule région R ou de plusieurs R, R/, ... d’'un seul tenant. Dans 1é-
second cas, les régions R, R/, .., sont simplement échangées par

les opérations du groupe, et I'on s’occupe, en général, seulement du
sous-groupe qui laisse 'une d’elles invariante. Dans le cas particulier
important ou le nombre des régions est égal a deux, elles sont doné

séparces par un continu linéaire. Alors ce continu ne peut étre qu’une -

droite, une circonférence ou une courbe non analytigue. Les deux
premiers cas sont ceux ou il n’y a pas de substitutions lozodromiques
(sauf peut-étre des opérations a multiplicateur réel et négatif permu-
tant les deux régions). Les groupes correspondants font partie des
groupes fuchsiens laissant fixe chacun des demi-plans limités par
1’axe réel (auxquels on peut ramencr les groupes laissant fixes deux
demi-plans limitrophes quelconques ou Pintéricur ot extérieur d’un
cercle, tous ces groupes étantles g groupes dits & cercle principal qui
seront ¢tudiés en détail dans un fascicule spécial du Mémorial). Si au
contraire il y a des substitutions loxodromiques, le continu linéaire &
renferme une infinité partout dense de points fixes de substitutions
loxodromiques, & multiplicateurs d’argument non multiple de = :

d’aprés ce qu'on a vu des trajectoires des groupes cycliques loxodro-
miques, la courbe n’a pas de tangente en ces points : elle n’est paS“

analytique.

Enfin il peut arriver qu’un groupe discontinu ne soit proprement
dwcontmu nulle part. Tel est le cas du groupe de Ptcardformc, /

parles ‘
, az+b
z:——~l—_(l_’ ad —bec =1
c3

dontles coefficients sont des entiers de Gauss ¢’est-a-dire de laforme -
a=a +da'i,...;a,d, ... étant des entiers ordinaires (et qui, ‘par

suite, n’a pas de transformations infinitésimales ).

On peut en effet approcher d’uné valeur complexe quelconque ¢
par une série de fractions de Gauss irréductibles = auxquelles cor=:

respondent toujours des solutions de I'équation ad —bec=1 en
entiers de Gauss d et b, si bien que tout point ¢ du plan analytique .

est point llmlte de points équivalents au pomt 3 =oc0.

97. Propriétés générales des domaines de discontinuité des prin®

‘cipales classes de groupes :

I. Groupes a cercle principal. — On ne restreint pas la géner‘a—
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lité en se bornant aux groupes fuchswm qui laissent fixe I'axe réel.
A part les cas des groupes cycliques simples ou des groupes mixtes

I . , .
(z':k”z. 5'=-— =, aprés changement de variable préalable, si
nécessairv) — cas ou {F comprend deux points au plus — & est un

ensemble parfait de points de Uaxe reel.

Alors & (om[)rend cet axe tout entier ou n'en comprend aucun
segment. Car si F comprend un segment s de cet axe, tout segment
de T'axe comprend des points de & : autrement & dont tous les
points seraient limites de segments équivalents a s ne serait dense
nulle part. Dés lors tout point de 'axe fait partic de .

Si don¢ & n’est pas 'axe tout entier, il est constitué par un
cnsemble parfait par towt discontinu de points de cet axe.

Dans le premicer cas, il v a donc deur régions de dzscontmuzte
propre, et dans le second wne seule région, mais d'un ordre de
connexion infini.

Comme exemple du premier eas, on a le groupe arithmétique

s —

, . -b .
formé des substitutions :’_ =’ ad —be =1, a, b ¢, d cnlers

ovdinaires; méme raisonnement quo pour le groupc de Picard.

IL. Groupes automorphes (autres que ceux des types g1, oy g3,
253 §21). — On a vu sur un exemple (groupe de Picard), que ces
groupes peuvent étre sans transformations infinitésimales sans étre
proprement discontinus: mais il r'en est plus de méme pour les
groupes de déplacements correspondants dans Uespace /l) perbo—
lique. Dans cet espace — et par suite dans le demi-espace de
Poincaré — un groupe sans transformation infinitésimale est
proprentent discontinu.

Démonstration par U'absurde. — On va voir que si un groupe G
n’est pas proprement discontinu, il a des transformations infinité-
simales.

Soit en cffet P un point ou G est improprement discontinu, c’est-
a-dire qu'’il existe unc infinité de points équivalents tendant vers P.
Soit Q, Q' un couple de points ¢équivalents tendant vers P; soient
Q'=QS et P'=PS. Donc £(PQ)= £2(P'Q’), et £(PQ) tendant
vers z¢ro, il en est de méme de £(P'Q’) et par suite des longueurs
(ordinaires) PQ, P'Q". Dés lors PQ, QQ' et P'Q’ élant infiniment
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petits, il en est de méme de PP':il y a done une infinité de points
équivalents & P tendant vers ce point.

S qui change P en P’ est en général lorodromique, ¢’est-a-dire est
le produit de deux rotations elliptique ¢t hyperbolique E et H autour
de deux axes AB et CD conjugués par rapport a la quadrique absolue.
Si AB et CD nc¢ deviénnent pas infiniment voisins de cette quadrique.
la rotation H est infiniment petite, parce que PP’ tend vers zéro.
Soit Py="PLE. Alors P'=P,H: P, P’ est donc infiniment petit,
comme PP’ ¢t il en est done de méme de PPP,. Cela peut tenir a ce
que le mouvement S = EH est infinitésimal. Dans le cas contraire
c’ost que I'axe AB de E est infiniment voisin de P : donc il existe une
infinité de substitutions S;, Sy, ..., S,. ... telles que les axes ellip-
tiques A, B, A,Bs, ..., AxB,, ... correspondants ont une posi-
tion limite AB passant par P, les angles des rotations elliptiques
ayant d'ailleurs une limite 6. Alors Ia substitution (S,)7'S,,, est
infinitésimale. 1) est aisé de voir que la conclusion subsiste si AB
et CD sont infiniment voisins de la quadrique.

Il ne suffit pas qu'un groupe automorphe soit proprement discon-

tinu dans l'espace cayvleyen ou le demi-cspace de Poincaré pour I'étre
sur la quadrique ou dans le plan analytique (exemple du groupe
de Picard qui n'a pas de transformations infinitésimales, et qui est
par suite proprement discontinu dans 'espace cayleyen).

© Poincar¢ a appelé kleinéens ceux de ces groupes qui sont encore
proprement discontinus dans le plan analytique. Fricke et Klein

“appellent ]}ol)fg'onaltav ces mémes groupes, tandis qu'ils appellent
polyédriques, ceux qui, comme le groupe de Picard, ne sont propre-

ment discontinus que dans I'espace a trois dimensions. La raison de
ces derniéres dénominations se¢ rattache a la nature des domaines
fondamentaux. L'étude des domaines fondamentaux fait objet d'un
fascicule spécial du Mémorial.
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