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LES

GROUPES DE TRANSFORMATIONS LINEAIRES

DANS

L’ESPACE DE HILBERT

Par M. Jean DELSARTE

—— ) C—

CHAPITRE 1.

LA NOTION DE LIMITE DANS L’'ESPACE DE HILBERT.

1. L'espace de Hilbert. — Cet espace, désigné quelquefois par la
notation E,, est 'espace fonctionnel des fonctions f(s), réelles, de
carrés sommables, définies dans un intervalle fixé une fois pour

toutes, (o —1) par exemple. Cet espace est distancié, la distance des
deux fonctions f(s) et g(s) élant

r= [ f (f(s) —&(s)] ds] :

Pour que cette distance soit nulle, il faut et il suffit que la diffé-
rence f(s)— g(s) soit presque partout nulle, c¢’est-a-dire que f(s)
et g(s) ne différent que sur un ensemble de mesure nulle. Au point

de vue ou nous nous plagons, deux telles fonctions ne seront pas
considérées comme différentes.

La distance de la fonction f(s) a la fonction o,

[. [ L dsr,

s'appelle la norme de f(s).
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L’intégrale
1
[ rrst)ds

qui existe, d’aprés la formule de Schwarz, dés que f(s) et g(s) sont
de carrés sommables, s’appelle le produit scalaire de f(s) par g(s);
nous le désignerons toujours par la notation abrégée

[f-&]

Ces définitions trés simples, obtenues par la méthode du passage a la
limite de Volterra [29-30], remplacement des sommations par des
intégrations, suffisent & la construction d'une géométrie métrique dans
I'espace de Hilbert; construction réalisée par certains auteurs [27].
Enfin il est a peine besoin de dire que toutes les intégrations indi-
quées sont prises au sens de Lebesgue [18]. C'est bien nécessaire
d’aprés le champ fonctionnel choisi.

9. La convergence forte. — La considération de cette conver-
gence résulte immédiatement de la définition de la distance de deux
fonctions. Une fonction f, (s) de I'espace E,, dont la forme varie sui-
vant les valeurs prises par l'indice entier n, tend fortement vers une
foncuion f(s) déterminée de E,, si la norme de la différence

S(s)—fu(s)

. £ 1 .. , .
tend vers zéro avec -- La condition nécessaire et suffisante de conver-
gence forte d’une suite de fonctions f, a été déterminée par MM. Fis-
cher et Fr. Riesz [7-264; elle est de méme forme que la condition
” . . . ~
nécessaire et suffisante de convergence ordinaire de Cauchy :

Pour que la suite de fonctions f, ait une limite forte, il est
nécessaire et suffisant, qu’étant donné un nombre positif ¢, aussi
petit qu'on le veut, il soit possible de déterminer un entier N tel
que, quel que soit U'entiér n, supérieur a- N, et quel que soit
Dentier p positif, la norme de la di fférence

fn+p _fn

soit inférieure a e. La’ démonstration de cette proposition, assez
délicate, fait appel a la théorie des ensembles; nous ne la reprodui-
rons pas.
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On constate sans difficulté que si les deux suites f, et g, ont pour
limites fortes f et g, la suite af,+B g, ou o et sont des cons-
tantes, a pour limite fortc af + 32, et le produit scalaire [ f,.g.] a
pour limite [ f. g].

11 est souvent trés utile de coordonner l'espace de Hilbert a I'aide
d'un systéme de fonctions, orthogonal, normal et complet; c’est-
a-dire d’'un ensemble dénombrable de fonctions de carrés som-
mables ¢;(s) ou l'indice ¢ prend toutes les valeurs entiéres de 1 a
Iinfini, par exemple; ces fonctions ayant les propriéiés suivantes :

¢;.9;j]=o0 pour {#j  (systétme orthogonal),
[e3]=1 (systéme normal),

quelle que soit la fonction f de carré sommable, non presque partout
nulle, les produits scalaires [f.¢;] ne sont pas tous nuls. Le sys-
téme 9; est alors complet. Si nous prenons une fonction f(s) de E,,
les produits scalaires

zi=[f.9:]

sont les coordonnées de cette fonction ou ses coefficients de Fourier,
et la série
2 w5
i

est la série de Fourier de la fonction f relativement au systéme o;.
D’aprés l'inégalité de Bessel, classique dans la théorie des séries de
Fourier, la série numérique

2t

est convergente et a une somme au plus égale a [ f?]. Si l'on désigne
alors par f,, la fonction

Suls) =, @i0u(s);

i=1

21=3 e

i=1

on constate que

ct que
n—+p
[Frrp—fa)2)= D) 225

i=n+1t R



4 JEAN DELSARTE.

dés lors, d’aprés le théoréme de Fischer-Riesz, la suite f,, converge
fortement. Sa limite forte a évidemment les mémes coefficients de
Fourier, relativement au systéme ¢;, que la fonction f, c’est donc la
fonction f elle-méme, puisque le systéme o; est complet. Il résulte de
1a que tout ensemble dénombrable de nombres réels

Zyy Lay ...y Tpy

o
lei
i

définit une fonction de I'espace de Hilbert, une fois choisi le systéme
coordonné ¢;, et inversement. Il y a identité entre 'espace E, et
I'espace dont chaque point est défini par une infinité de coordonnées
réelles

rendant convergente la série

Ly Tay ey Tpy

2: 2
L.
i

L’espace de Hilbert apparait donc maintenant comme une extension
de I'espace euclidien & n dimensions.

Ajoutons enfin que si deux fonctions de cet espace ont respective-
ment pour coordonnées, relativement au systéme o,

rendant convergente la série

. ) Ty, Ty, ...y Ty
pour la premiére f,
,}’h .}’z’ ey .}’m

pour la seconde g, on a
=Xt [g1=Xrh

[f-&) =2 2y,

[(f— &)l = (@i—yir.
i

3. Convergence faible. — La convergence forte, qui est dans
I'espace de Hilbert extension naturelle de la convergence ordinaire
dans les espaces a n dimensions, ne conserve pas toutes les propriétés
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de cette convergence ordinaire; en particulierle principe de Bolzano-
Weierstrass ne s’applique pas a la convergence forte. C'est 1a une
lacune trés importante, étant donné le role fondamental joué par ce
principe en analyse. C’esl pour cette raison que Hilbert [14]a da
introduire dans D'analyse fonctionnelle des fonctions de carrés som-
mables une autre espéce de convergence, la convergence faible.

On dit qu’une suite de fonctions de carrés sommables

flJ fZ’ sy fu, ces
converge faiblement quand les
[fi-9]

ont une limite quelle que soit la fonction de carré sommable ¢. On a
le théoréme suivant qui est da a M. A. Weil [33]:

Les fonctions f; sont & normes bornées dans leur ensemble si la
suite f; conver ge faiblement.

La démonstration se fait par I'absurde; nous nous bornerons a
indiquer son principe.

Prenons un systéme orthogonal normal et complet de fonctions
coordonnées. Soit g;. Introduisons les coefficients de Fourier de la
suite f; et posons

(fi-9j]= =}

Supposons que les f; ne soient pas bornées dans leur cnsemble, nous
allons montrer qu'il est alors possible de construire une fonction g,
de carré sommable, telle que les [ f;.¢] ne convergent pas, ce qui est
contraire a 'hypothése. Cette fonction sera déterminée par ses coef-
ficients de Fourier

[¢.9;]=aj.

Nous remarquerons que la suite f; élant faiblement convergente
les :z;; ont des limites pour ¢ infini, et nous poserons
H i
_]lm rj=Ej.
i==»
La fonction ¢ est alors construite de la maniére suivante :

On déterminc de proche en proche deux suites d'indices
=1, da, dy, ey dmy een

Ny, Ny Ny, oty Npyooo

*
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on pose
j==
i1 = Z (-‘L'l"+1
J=Np+1
et
xi""‘l
aj= —L “pour N, <7< Ny
NGni1

On constate immédiatement que
J=Nn+1

. L J=N,+1
par suite la série

est convergente et les a; sont les coefficients de Fourier d’une fonc-

tion ¢; on a de plus
fl) ? 2 al"l"t

j=1

I1 suffit de montrer que I'on peut choisir les indices i, et N,, de telle
sorte que

[f’n'?]
croisse indéfiniment avec n. Indiquons seulement le résultat : les
indices ¢ et N étant choisis jusqu’a ¢, et N,;; et ¢ étant un nombre:
positif assez petit, on choisit i, ., par la condition que

; € .
|E,~——x}”'|<; pour j=1,2,..., N,,
t gque
etq 2 4
e > N

Nn
>gn? ZE)‘],
- _

ce qui est possible puisqu’on suppose que les f; ne sont pas a normes
bornées dans leur ensemble. On détermine cnsuite N, , comme étant
le plus petit entier supérieur a N, tel que

j=w

Z (x;:n+x)‘z< €2,

J=Npii+1

On constale alors que [ f;, . ¢] croit indéfiniment avec n.
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1l résulte immédiatement du théoréme de A. Weil, a savoir que
les

(/2]

sont bornées dans leur ensemble, qu’il existe un nombre positif M tel
que.
[f2I<M,

quel que soit . Par suite la série
2 &)
j=u
eonverge et a une somme au plus égale 8 M. De méme la série

i'“’iE/‘

j=1

L]
2

j=1

converge dés que

converge. On voit donc que les &; sont les coefficients -de Fourier
d’une certaine fonction f telle que

LS

Montrons encore que ¢ étant une fonction quelconque, et z; ses
coefficients de Fourier, on a

,-';";[ixfxz’] =i @18

s . j=1 =1L
c’est-a-dire

lim[fi.9]=[f.91

11 suffit de remarquer que

® j=n | o %
‘in(ﬁi—’”}) <| Q=i Ei—=)) .+2[ > (xf)’]
j=t j=1 i=n-+1

x;[ 2 (x}:)g]-l—[ 2 (Ei)”]g2
j=n+1 Jj=n+1
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Prenant alors & positif et aussi petit qu’on le veut et n assez grand
pOlll' que

©

Y (@r<e

j=n-+)
puis n étant choisi, i assez grand pour que

[.l,;c\—skl< ns pour k=1,2,...,n

Zl‘”ﬂ

=1

et tenant compte de

Ny, Y Er<m,
= =1
on voit que = !

iw,(-’t}—e,)\< e[2v2M 1]

“En résumé : Si une suite f, converge faiblement, c’est-a-dire si
[fi-9]

a une limite quel que soit ¢, la suite f, est bornée en normes dans

son ensemble
[f21<M

et il existe une fonction f

[f21EM,
Jim [fi.e]=[f.2],

telle que

S est la limite faible de la suite.

On peut maintenant conslater ce fait trés important, et qui justifie
I'introduction de la notion de convergence faible.

Il y a un principe de Bolzano-Weierstrass pour la convergence
Jaible.

La démonstration est une application du procédé classique, appelé
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procédé diagonal. Soit une suile bornée en norme f;. Désignons tou-
jours par ¢; le systéme orthogonal normal complet, coordonné, et
posons comme plus haut

[fi'q’i] = .l‘;:,

<M, (g))<™m

on a

De la‘suite bornée
z|, =i, i, .5, &, ..

on peut extraire une suite convergente

zh.. i in .
Ty T e, Ty

de la suite bornée

1 ! . i
zy, =, ..., @, ..,

on peut extraire une suile convergente

Y O £
On prend ensuite la suite diagonale des indices, et 'on constate que
la suite

i A ill
zh, xli.Z, Z3, ...

converge quel que soit j. Prenons alors la suite de fonctions
fu, fu, Sfin

extraite de la suite donnée. Ces fonctions sont bornées en normes
dans leur ensemble et leurs coefficients de Fourier ont des limites.
On démontre comme plus haut que cette suite converge faiblement
vers une fonction f ayant pour coefficients de Fourier les limites des
coefficients de Fourier des fonctions de la suite.

Ajoutons que si les suiles f; et g; convergent faiblement vers f
et g, la suite af;+ B gi, ou « et B sont des constantes, converge fai-
blement vers a f + 3 g. Mais contrairement a ce qui se passe pour la
convergence forte, [fi.g;] n’a pas en général de limite. On doit
cependant noter le point suivant : si la suite f,(s) tend faiblement
vers f(s), et si la suite g, (s) tend fortement vers g(s), le produit

scalaire [ f,,. ga ] tend vers [ f. g].
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CHAPITRE II.

LES TRANSFORMATIONS LINEAIRES CONTINUES DANS Ew.

4. La fonctionnelle lméa.lre continue. — Un nombre A[ /] dépen-
dant de la fonction de carré sommable f(s) est une fonctionnelle
de f(s), ou une fonction de point définie dans 'espace de Hilbert.
On dit que cette fonctionnelle est homogéne et linéaire lorsque les
conditions suivantes sont remplies :

Alol=0, Alf+gl=Alf1+Alg], Al=fl=2Alf],

a étant une constante. Une telle fonctionnelle est dite fortement con-
tinue, lorsque la suite de fonctions f,(s) tendant fortement vers f(s),

A[fu] tend vers A[ f]. Nous allons d’abord déterminer la forme des
fonctionnelles linéaires fortement continues.

Prenons un systéme de fonctions ¢;(s) orthogonal, normal et com-
plet, et posons

Algi]=ai.
Sil'on considére alors une fonction f(s) de la forme
f(S): Z1Q1 = X Qo o= Ty P,
on aura, d’aprés, les propriétés des fonctionnelles linéaires et homo-
génés,
N A[f]=q.x1+a2x2+...+aux,,.

Si enfin on prend une fonction quelconque de carré sommable f(s)
de coefficients de Fourier

[f-e:i]l= =2
cette fonction est la limite forte de la suite f,(s),
Sn(s) =201+ 2292+, .. 2,8,
comme A[ f] est fortement continue, et comme

. A[fn]=al-"«‘1+...+aua}‘,,,
on devra avoir

) ALf] =2 azs.

i=1
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La série figurant au second membre devra donc étre convergente
toutes les fois que

®

(2) (@

i=1

convergera. On constate sans peine qu’il en sera ainsi, d’aprés la
formule de Lagrange, si

(3) 3

i=\

converge. M. Landau [17] a démontré que cette condition suffisante
est aussi nécessaire. Supposons en effet que

i(ai)’
i=1

diverge; il est alors aisé de trouver une suite de nombres z; rendant
(2) convergente et (1) divergente. Posons

n
cn=2 (ai)?,
i=1

o, croit indéfiniment avec n puisque (3) diverge, et il est possible de
trouver une suite d’indices
: Ry, Noy ooy MNp, eey
telle que o :
On,— c,,',_ig 2F;
posons alors
ai

Zyj= ————  pOUr i=np T, Npy1+2, ..., Np.
Sn,— Tnp—, ;

Il est clair que

et par suite que la série (1) diverge, tandis que I'on a
np p »
2 . — I .
in =Z[°'nq—°'n,,—-] 1< 22’
i=1 qg=1 g=1

ce qui montre que la série (2) converge. Ce résultat est contraire a
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’hypothése, et il est bien nécessaire que (3) converge pour que la
fonctionnelle homogeéne et linéaire

ALf] =2 a;z;
i

soit fortement continue. Les a; peuvent alors étre considérés comme
les coefficients de Fourier d’une certaine fonction de carré sommable
relativement au systéme coordonné ¢;; et ’on peut écrire

Alf1=1/-9],

forme que nous adopterons pour la fonctionnelle linéaire homogéne
fortement continue. C’est la forme de Fréchet [8]. Il apparait que la
fonctionnelle A[ /] est aussi faiblement continue. Bien plus, la défi-
nition de la convergence faible est impliquée, en quelque sorte, par
la forme méme de la fonctionnelle linéaire.

Remarquons enfin que la fonctionnelle linéaire est bornée. 11 existe
un nombre positif M tel que

[f-ePEM2[ /2],
quelle que soit f. Il suffit de prendre, d’aprés la formule de Schwarz,
M2 =[¢2].
B. Les transformations linéaires fortement continues. — Ce sont
les transformations ponctuelles, définies dans I'espace de Hilbert,
g=A[f]

et ayant les propriétés suivantes :
Alol=o0, A[f+fil=ALf1+ALfi), Alafl=aA[f];

o étant un nombre. De plus elles sont fortement continues dans E,,

c’est-a-dire qu’elles transforment une suite de fonctions f, conver-

geant fortement vers f, en une suite de fonctions g, convergeant for-
tement vers A[f]. Sil'on prend alors un systéme orthogonal, normal

et complet de fonctions coordonnées ¢;, les coefficients de Fourier

[g-9:]=[ALf]-9]

de la fonction g seront des fonctionnelles linéaires et homogénes,
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fortement continues, de f; et 'on aura
[&.2:]=[f-],

les g; formant un certain systéme de fonctions dans E,. Ce systéme
définit la transformation linéaire A[f] une fois choisi le systéme
coordonné. Il n’est d’ailleurs pas quelconque; il est nécessaire, en
effet, pour que g existe, que la série

Z [f.ol?

converge quelle que soit la fonction de carré sommable f. Tout sys-
téme o; vérifiant cette condition sera appelé systéme L.

Inversement, soit ¢; un systéme L. A toute fonction f de E,, on
peut faire correspondre une fonction g de E,, définie par

[g.9:]=[f.o1],

et il est clair que la correspondance_ainsi réalisée entre f et g est
linéaire et homogéne. Reste a savoir si elle est fortement continue..
La réponse est affirmative. Nous montrerons d’abord que cette cor-
respondance est faiblement continue. Considérons pour cela une

fonction ¢ quelconque de E,,, et la fonctionnelle
le-81

qui est évidemment une fonctionnelle homogéne et linéaire de f.
¢ est la limite forte d’une suite ¢”

n
12 =2,¢‘i?i .
i=1
avec, .
zi=[e.9:];

done [¢. 2] est la limite de [¢7.g]. Or

[en.81= Y, @i[5:-8] =Z zilorf1=[/-4"}

i=1 i=1

n
!.P" = E ZiGi.

=1

-avec

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 57,
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Quelle que soit f, [¢". g] a une limite [¢.g]: donc quelle que soit f,
[¢7./] a une limite [¢.g], et par conséquent la suite " converge

faiblement vers une fonction ¢ qui ne dépend évidemment que de 9,
etl'ona

[V Sf]l=[s.8]

Soit alors une suite f; convergeant faiblement vers f. [ f;.¢] a pour.
limite [ £.¢], et si ’on pose

gi=A[fi],
[¢.5:]1=[b.fi],

et Ion voit que [¢.g;] aura une limite [{.f] quel que soit ¢, d’ou.
résulte que la suite g; converge faiblement vers une fonction g telle

que

on aura’

[¢-81=[f-¥]
En particulier pour ¢ =ov;, on a § =g; et
lei-gl=Lfa];
g=Als]

et la correspondance g = A[f], définie par le systéme L, o;, est fai-
blement continue. De plus le raisonnement précédent met en évi-
dence une autre transformation fonctionnelle linéaire, celle qui fait
correspondre la fonction ¢ a la fonction . Elle est caractérisée par
le fait que

donc

[e-AL/1] =[4-S]

et il est facile de déterminer le systéme L qui lui correspond; il suffit
de faire f = ¢;, ce qui donne
[o-Al9:l] =T[9:.f].
Le systéme de fonctions
pi=Alei]
est donc un systéme L, et c’est le systéme L de cette nouvelle trans-
formation que nous appellerons transformation associée de la trans-

formation A considérée; on la désignera souvent par le symbole A.
On a, quelles que soient les fonctions f et f,,

[f-ALAL = [A-KLA)
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Inversement la transformation A est Uassociée de A, on a donc
si=Ale:], pi=Al%:],

formules qui donnent les systémes L de deux transformations asso-
ciées. On peut remarquer qu'un systéme orthogonal et normal tel
que g; est un systéme L particulier, et que, plus généralement, si o;
est un systéme L quelconque, il en est de méme du systéme 3;,

transformé de o; par A,
8i=Afa].

Clest évident, car, quelle que soit f, on a

If-Bi) = [f-Ala]] = [ALf] ]

PRI

converge puisque le systéme «; est L. Les transformations linéaires
envisagées invarient donc I'ensemble des systémes L.

Ces transformations sont faiblement continues; on peut en déduire
un théoréme qui fut démontré pour la premiére fois par MM. Hel-
linger et Teeplitz [ 12], a savoir que ces transformations sonl bornées,
c’est-a-dire qu’a chaque transformation A, correspond un nombre
positif M, tel que, si

et

on ait, quelle que soit f (),
[gr]sM2[f2].

En effet, si une telle borne n’existait pas, on pourrait trouver une
suite de fonctions f;, de normes unités, telles que les fonctions de la.

suite-correspondante
gi1=Alfi]

aient des normes croissant indéfiniment. Or la suite f; étant bornée
en normes, on peut en tirer, par le procédé diagonal, une suite par-

(') Cetle démonstration du théoréme de Hellinger el Teeplitz est due a M. A. Weil,
elle est beaucoup plus simple que celle des auteurs et met bien en évidence le réle
essentiel joué par la convergence faible, qui admet un principe de Bolzano-
Weierstrass.
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tielle
fiw fia’ ey fina

convergeant faiblement; la suite correspondante
iy Sl ey Ein

convergera aussi faiblement, d’aprés ce qui précéde; donc les normes
des fonctions g;, seront bornées dans leur ensemble, ce qui est con-
trad1cto1re, et le nombre M existe.

Il n'y a plus alors aucune difficulté & montrer que toute transfor-
mation linéaire A, donnée par un systéme L,

Gy, Oz, ..., Op,

est fortement continue.

La borne de la transformation A sera souvent désignée par la nota-
tion M,.

Une fois acquise la notion de transformation linéaire, il est aisé de
définir les fonctionnelles bilinéaires et les fonctionnelles quadratiques
fortement continues.

Une fonctionnelle bilinéaire définie dans 'espace de Hilbert est un
nombre

adf, &)

dépendant de deux fonctions de carrés sommables quelconques f
et g, et qui est une fonctionnelle linéaire et homogéne de chacune
d’elles. C’est une fonctionnelle bilinéaire fortement continue si elle
est fonctionnelle linéaire fortement continue de chacune d’elles.
g étant fixée, A(f, g) est une fonctionnelle linéaire fortement
continue de f, et est de la forme

alf, g)=L11-#1;

de plus la fonction ¢ ne dépend que de g et doits’en déduire par une
transformation linéaire fortement continue; on a donc

al, e)=[rAlgl] =[5-ALA1);

A étant une transformation fonctionnelle linéaire du type précité.

La forme générale d’'une fonctionnelle quadratique fortement.
continue se déduit de la forme générale d’une fonctionnelle bilinéaire
fortement continue en,y faisant

f=g
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Une telle fonctionnelle est donc de la forme
[f-ALA) = [ AL

La borne d’une transformation linéaire A[f] est le plus petit des
nombres M, tels que, quelle que soil f, on ait

[22]=[(ALFI» | s M2[12];

1
c’est aussi la borne supérieure précise M, de ['g?]* quand [f*]=1.
De la méme maniére la borne d’une fonctionnelle bilinéaire est la
borne supérieure précise de

quand [f2]=[g*]=1.
C’est donc aussi M,. Or la fonctionnelle bilinéaire envisagée a
également pour expression

[f-ALs]]

| AT/l ]
par suite les deux transformations associées A et A ont méme borne
1\’IA= MK.
Terminons en indiquant les principales opérations qu’on peut effec-
tuer sur les transformations linéaires. On définit sans difficulté la
somme de deux transformations linéaires, €t le produit d’une trans-

formation linéaire par une constante. A ct B étant deux transforma-
tions linéaires el « et B deux constantes, la transformation

C=0:A+?;B
CLfl= o A[f]+BB[f].

Si g;et 6;sont les systémes L déterminant A et B relativement a un
certain systéme coordonné, le systéme L ‘déterminant G est

est définie par

pi= ag;-+ Boi.

On a de plus ~ B

C=aA + (B.
On dit qu'une transformation A est symétrique quand elle est iden-
tique a son associée, c’est le cas de la‘transformation A + A, A étant
quelconque. On dit qu’une transformation est symétrique gauche
quand elle est opposée a son associée, c’est le cas de la tragsforma-
tion A — A, A étant quelconque.
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La forme normale d’une fonctionnelle quadratique
|r-ALF]
[/-sLr1);

sera donc

S étant une transformation symétrique, a savoir
S = —;— (A+A).

On constate sans peine que
Mas=]a|M,,
o étant une constante, et que
My S Mp+ Mg,
d’aprés la définition de M, et en tenant compte d’une inégalité clas-
sique.
Le produit C = AB de deux transformations linéaires A [ /] et B[ f]
prises dans cet ordre se définit de la maniére suivante :
k=C[f]1=Bl[g] avec g=A[fl

Il sera en général différent du produit BA. Si AB=BA on di{ que
les deux transformations A et B sont permutables.

La transformation associée de C est C = BA.

Soient ¢; le systéme orthogonal, normal, complet des fonctions
coordonnées, et o;le systéme L qui définit la transformation B. Le
systéme L qui définit la transformation C est alors

p1=Cle:]=A[Blo:]] = A[ai].

On retrouve ici le fait qu'une transformation linéaire telle que A:
ou B transforme un systéme L quelconque en un autre systéme L.
Signalons enfin que la suite des fonctions

G1, Jay  «eey Ony

formant un systéme L, est une suite faiblement convergente vers la
fonction o, car quelle que soit f, la série

Dl ar
~
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converge, et par suite [ f.o;] tend vers zéro. C’est la une condition
nécessaire, mais non suffisante, pour qu’une suite de fonctions forme
un systéme L.

CHAPITRE III.

SUITES ET SERIES DE TRANSFORMATIONS LINEAIRES.

6. Convergence faible d'une suite de transformations. — On dit
qu’une suite de transformations linéaires

Ay, Ay .o, Ay

converge faiblement, si, quelle que soit la fonction f, la suite

gi=Ailf]
est une suite faiblement convergente. Soit
g=Alf]

la limite faible de la suite g;. Introduisant le systéme coordonné;
orthogonal, normal et complel ¢,

[e/-Adf1]
[oi-ALA1}:

tend vers

Mais si Ion désigne par o/ le systéme L définissant A;, on voit que,
quelle que soit f, '
[ol.f]=[2;- Al S]]

a une limite quand ¢ devient infini, donc la suite
cjp Gl:_n c’;',) EAES) °4; )
converge faiblement vers une fonction o}, et 'on‘a

[o7-ALFY] =S o1,

ce qui prouve que g est un systéme L, et qui montre que A {f] est
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une transformation linéaire fortement continue, définie par ce sys-
téme L. Nous dirons que les A; convergent faiblement vers A.

Il est facile de constater que, si une suite de transformations
linéaires A; converge faiblement, ces transformations sont bornées
dans leur ensemble, c’est-a-dire qu’il existe un nombre positif M tel
que. Pon ait.

[(AdrDe] EMeLre]

quelle que soit f et quel que soit i. En effet, dans le cas contraire,
étant donnée une fonclion f de norme unité, on pourrait tirer de la
suite A; une suite partielle

.Al'n Al'n LEP) Ai,n

telle que les fonctions

gu=Aulf), -, &L= ALLS],

aient des normes croissant indéfiniment; ce qui est impossible puisque
la suite g, doit converger faiblement.

On peut montrer inversement qu’il existe un principe de Bolzano-
‘Weierstrass pour la convergence faible des transformations linéaires,
c’est-a-dire que si les transformations d’une suite

Ay, Ay s, Ay

sont bornées dans leur ensemble, on peut tirer de cette suite une
suite partielle de transformations convergeant faiblement. Il existe
en effet un nombre positif M tel que’on ait, quel que soit { et quelle
que soit f, ‘

[(AdsDr]smerre),  [(RulfR)?]smeLre];

en particulier, si ¢/ est le systéme L qui définit A;, on a

o = Ai[9;]
et .
, [(ah)*]sme.
Les fonctions de la suite
e}, oy, o, ..., o},

sont donc bornées en normes, et 'on peut tirer de cette suite une
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suite partielle

cl‘g ci‘,) ci‘,: L] di',.{
faiblement convergente; de la méme maniére, on peut tirer de la
suite

2 2
. R Si Tip 612,; ) 012,,7 -
une suite partielle
2 2 2 2
Oy Siyy Oy ..oy Ohy ees

faiblement convergente; et ainsi de suite, le procédé diagonal s’ap-
‘plique sans difficulté et la suite

oy o o, .., T
iy? i 3] ) iin—1)y

converge faiblement quel que soit j. Désignans par o; sa limite faible, -
ona

p w
N [fochen <D [fohe I = [(Agpn A1 SM2Lf2);
i=1 i=1
puis faisant » infini
p
D LM,

i=1

Ceci ayant lieu quelle que soit f et aussi grand que soil p, on voit
que la suite

G1, Ogy cvy Ony

est un systéme L qui définit une transformation linéaire continue A,
on a de plus, quelle que soit f,

[(ALFD] g M2 2.
On constate ensuite sans peine que la suite de transformations
Al‘, Ai’;: Aig, ey Ail""““,

‘ convérge faiblement vers A. Montrons en effet que, quelle que soit f,
la suite de fonctions

gan=Agp-v[f]
converge faiblement vers A [ f]. Le produit scalaire

[gn-9i1= [f-cf-'«nn—n] .
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tend vers [ f.a;], puisque la suite

; :
% 65’._,! A c{;‘n—l)

converge faiblement vers ¢;. On montre alors, comme au paragraphe 3,
que la suite g, converge faiblement vers la fonction g définie par

c’est-a-dire vers A[ f]. [&-21]1=1f-5i];

7. Suite de transformations linéaires uniformément convergentes
[28]. — On dit qu’une suite de transformations A, tend uniformé-
ment vers une substitution A quand la borne M, _,, de la substitu-
tion A — A, tend vers zéro. f désignant alors une fonction quel-
conque, on a

[ CALAT— Nl D2 | S ME-s,[ 2]

et A,[f] tend fortement vers A[f]. Par conséquent A, tend aussi
vers A faiblement. Bien plus, les A, [ f] tendent fortement vers A[ f],
et méme uniformément, si les f restent intérieures 4 un domaine
horné de l'espace E,, c'est-a-dire restent bornées en normes dans
leur ¢nsemble. ,
La condition nécessaire et suffisante pour que les A, convergent

uniformément est que
Man s p—an

puisse étre rendue aussi petite qu’on le veut, en prenant n assez
grand et p positif. C'est bien nécessaire car

M p—anS Maa,+ Maay .
Cette condition est aussi suffisante. En effer, I'inégalité

[(Gl;z+p— G{l )l] = [(.f—\_n+p[?i 1— K/z[‘?i])g] < Mg,ﬁ.,,——A,’,
montre, en désignant par 0'{; le syst¢tme L définissant A,, que la
suite ¢/, tend fortement vers une fonction o;; éL 'inégalité
IMap = Man | <Mapy s

prouve que les M, ont une limite déterminée pour » infini. I en.
résulte que les A, sont bornées dans leur ensemble, et a cause de

i [f-oh ]S MEL L]
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que le systéme o; est un systéme L. 11 définit donc une transforma-
tion linéaire A qui est la limite faible des transformations A,. Cela
étant, I'indice-n étant fixé, la transformation A,,,— A, tend faible-
ment vers A — A, et sil’on prend n assez grand pour que

MAn+p—An < &,
on aura

My, <,

ce qui prouve que la condition est suffisante.

Indiquons maintenant un théoréme important : Si A, et B, tendent
uniformément vers A et B, la suite des transformations produit A,B,
tend uniformément vers AB.

On a en effet

Mag—a,b, = MAB—B,)1+A—2n8,S M8, + Ma_a,8<< MaMp_g, + Ma_p, Mg,

et comme M,_, et My_; tendent vers zéro, il en sera de méme de
MaB—Au84
ce qu'il fallait démontrer.

Ce théoréme n’est pas exact pour la-convergence faible, et il est,
aisé d’en donner des exemples, mais il y a encore un cas trés impor-
tant, ou I'on peut affirmer que A,B,—AB, c’est celui de la conver-
gence forte des transformations linéaires. Cette convergence est I'in-
termédiaire entre la convergence faible et la convergence uniforme.
On dit qu’une suite de transformations A, converge fortement vers
la transformation A, quand, quelle que soit f, la suite de fonctions
gn=A,[f] converge fortement vers g = A[f]|. La considération

des fonctionnelles bilinéaires [ S ALf ]] montre que A, converge
fortement vers A. Il en résulte que, 51 o/ estle systéme définissant A,
et g; le systéme L définissant A, o/ tend fortement vers o;. Il est a
peine besoin d’ajouter que la convergence faible comprend comme
cas particulier la convergence forte. Montrons maintenant que A,
et B, tendant fortement vers A et B, A,B, tend fortement vers AB:
Il suffit de montrer que AB — A,B, tend fortement vers la transfor-
mation (o). Or

AB—A,B,=A(B—B,)+(A—A,)B,.
Soit f une fonction quelconque, et

&=Alf) &n= Anlf];
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ona ]
{A(B—Bn) ([f]1=B[g]—Balg),

qui tend fortement vers zéro puisque B, tend fortement vers B.
De méme

{(A—An)Ba{[f]1 =B8] —Balga):
et & — gn» tendant fortement vers zéro, il en sera de méme de

B.[g]—Br[&r],

car les B, sont bornées dans leur ensemble. Finalement, quelle que

soit f,
{AB—A,,B,,}[f]

tend fortement vers zéro’ et le théoréme est démontré.

8. Application 2 'inversion des transformations linéaires. — Nous
désignerons par E la transformation linéaire identique. Relativement
4 un systéme coordonné, orthogonal, normal et complet quelconque,
i, la transformation E est définie par le systéme L

G, = 9i.

Etant donnée la transformation linéaire continue A, le probléme
se pose de déterminer, si elle existe, la transformation inverse A~!

telle que l'on ait
E=AA1=A—tA,

11 est facile de constater, quand A~' existe, que ces deux conditions
sont équivalentes, et qu’une seule suffit pour déterminer A",
On a de méme

E=E=A-1.A=AA,
ce qui prouve que si A~' existe, I'inverse de A existe aussi et n’est
autre que I'associée de A=,
. Soit ¢; le systéme des fonctions coordonnées, et désignons par o;

le systéme L définissant A relativement 4 ce systéme. Supposons
que A~ existe, on a '

[o0- A= o] = [Alod A= Les]] = [ 2. (A1 A) [ 9]) = [2-95] = ez

avec .
w=1, =0 (z#\;)
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Le systéme o; est donc biorthogonalisable par le systéme
bi= Ao,

lequel est un systéme L. Inversement, A étant une transformation
continue quelconque, supposons que son systéme L, o;, soit biortho-
gonalisable par un autre systéme L, {;,

[oibj]=e;

et soit B la transformation linéaire continue définie par ce systéme L
(relativement au méme systéme coordonné). On a

Loed;]=[Kl9:].Ble;]] = [00-(BA) [;]] =555

le systéme des fonctions

(BA) [ ;]

biorthogonalise donc le systéme orthogonal, normal et complet o;;
ce qui ne peut avoir lieu que si

(BA)[2:1]= 9

et il résulte aisément de 1 que BA se réduit ala transformation iden-
tique. A—' existe donc et n’est autre que B.
La condition nécessaire et suffisante pour que l'on puisse inver-

ser la transformation A, est que son systeme L soit biorthogonali-
* sable par un autre systéme L.

On a donné d’autres conditions nécessaires et suffisantes pour
~ qu’on puisse inverser une transformation continue A. Nous ne pou-
vons ici que renvoyer aux mémoires originaux [25-28].

Il est particuliérement instructif d’étudier la transformation inverse .

de .
E— XA,

A étant une transformation continue quelconque, et A un paramétre
variable, lorsque cette transformation inverse existe. Il y a évidem-
ment deux catégories de valeurs de A, celles pour lesquelles

(E—2A)1
existe, ce sont les valeurs ordinaires; et celles pour lesquelles

(E—2A)—



26 JEAN DELSARTE.

n’existe pas, ce sont les valeurs singuliéres. A = o est évidemment
une valeur ordinaire. On peut se demander alors, si, par continuilé,
E — 2 A n’est pas résoluble pour des valeurs de A suffisamment petites
en modules. La réponse est affirmative.
Hilb [13], le premier, a considéré la série de transformations
linéaires
S=E+ 2 A+ A2+ WA, MmAn .

qui vérifie formellement la relation
(E—2A)S=E
comme on le constate sans peine. Examinons dans quels cas celte

série a un sens. Soit M, la borne de la transformation continue A, et

posons
Sy=E-+ XA ...+ ArA",

La borne de la transformation A%2A” est certainement inférieure
a|A|*(M,)", et par suite

MS,,+,,—S,.§ 1 A “"'H)(MA)"'H -+ | A l(u+-:’.](MA)n+2+_ co N I('H'P)(MA)"""’.

I1 apparait que pour
M < 3r

S..p—s, PeUt &lre rendue aussi petite qu’on le veut. Donc la trans-
formation S, converge uniformément vers une transformation S qui
est la somme de la série de Hilb, pour ces valeurs de A. On constate

de plus que

(E—2A)S,=E — Av+t Ani,
La transformation A*+'A"*! converge uniformément vers la trans-
formation o, quand |A|<C VII_A’ donc E — }»+! An*t converge unifor-

mément vers la transformation identique. D’autre part (E —2A)S,
converge uniformément vers (E—2A)S, on a donc

(E—%A)S =E,
et pour ces valeurs de A, (E —21A)™* existe et est la somme de la

série uniformément convergente de Hilb.
Les transformations A", puissances successives entiéres positives
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de A, qui figurent dans cette série, s’appellent les transformations
itérées de A.

Pour les valeurs ordinaires de A, on pose
(E—2A)t=E= LA,
A, est la résolvante de A. Pour ) assez petit en module on a
Apm A 4 A2 J2AI 4. WA

et par continuité
Ao = A.

Nous allons indiquer les principales propriétés de la résolvante A,,
dans le domaine des valeurs ordinaires de A. Pour deux tclles valeurs
Aetp,ona

E—NA=(E+23A,)Y, E—pA=(E+pAy)
et par soustraction
(p—ME=p(E+2A) 1 —A(E+pAy)".
Une combinaison évidente donne\ensuite
(1 — 1) (E+ 2 A) (E +pAy) = p(E + pAy) — A(E +AAy).
et en simplifiant
MfA—Ap+(p—2) A A ]l=o0.
Si A est différent de zéro, on en tire
W A=Ay (it — M)Ay Ay =0,
et cette relation s’étend facilement au cas ou Au est nul. En permu--
tant A et 1, on constate que
A)‘Au= Ap.A)\; .

Ay et A, sont donc des transformations permutables.

1l résulte de ’équation (1) que A, est, d’une certaine maniére, une
fonction continue de A. Plus précisément, si une suite de valeurs
ordinaires

-

Ai) )\n, ceny )\", cee

converge vers A, et si les M, restent bornées dans leur ensemble,
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A est aussi une valeur ordinaire. On a, en effet d’apreés (1),
Ma, sy S hm— o [May My, <[ hm— An [ME,

puisque

1 My, <M
et M, _,, beut étre rendue aussi petite que I'on veut. A, tend donc
uniformément vers une substitution B. E+ 2, A, tend uniformément
vers E4-1B; (E—21,A)(E4-},A,) ainsi que (E4-2,A; ) (E—2,A)
tendent uniformément vers (E—3AA)(E +2B) et (E4+1B)(E —2A),
les termes de ces deux derniéres suites étant tous égaux a E, on voit
que E-- 2B sera I'inverse de E — A A.

Enfin on peut montrer que M,, est fonction continue de 1 car
| MA'A_ MA:J‘ ! é l A— “~ |MA)‘MA?.,
on en déduit, si M,, £ o, M‘a# o,

I I
—_ e — <L —
MAK MA]I-|=I>\ ®

. I . . *
ce qui prouve que yr- et M,, sont des fonctions continues de.A.

D'ailleurs 'hypothése faite : M, %o, M‘;A# o0, revient a Ay o,
A 4 0; et cela est bien réalis¢, car Ay=o équivaut a A=o,
d’apres (1)

Nous allons montrer maintenant que I’ensemble des valeurs ordi-
naires de 1, est un ensemble ouvert, c’est-a-dire que si A est ordi-
naire, et | — 1| suffisamment petit

I
— A —_
[P’ I<MA}"

(- est aussi ordinaire. En effet, d’apreés les propriétés de Ay, on peut
écrire
E—pA=E—2A—(p—2MN)A
—E—XA—(p—A)[E—XAJ[E+2A3]A
=E—2A—(p—2)[E—2A]A,
=[E—2AJ[E—(p—2)A]

Sur cette forme de E—p A on constate que le premier facteur E — A
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a une réciproque, par hypothése, et qu’il en est de méme du second,
d’aprés ce qui a été supposé sur | — 1|, et le raisonnement fait &
propos de la série de Hilb. [E — pA]~! existe donc et a pour valeur

[E—pAl'=E+pAy=[E—(p—2)A; ] [E—2A]
=[E—(u—2)A ] [E+ 2 A ]

On peut.appliquer la série de Hilb a [E — (. —2)A;]~*, ce qui donne
[E— (1t — WA = E + (g — M)Ay - (p — 2)2AZ ek (o — M)A S e
et par multiplication

E+pAy=E+pA;+p(p—2)AR

o — AR (p— AR

finalement
2 : S e+
A=A+ (L —NAN+ (=22 AN+ (= 2)"AYT +...

ou plus symétriquement
(2) App= A+ p A+ 2 A L AT
A;, considérée comme fonction de A, admet donc comme dérivées
successives
' 1PAS, 21AL, L nl ALY

Succinctement, on peut dire que, pour X ordinaire, A; est une fonc-
tion holomorphe de . Cette remarque a conduit certains auteurs [25]
a considérer A; comme une fonction analytique de 2, et a lui appli-
quer tout 'appareil de Cauchy. Par exemple on définit les résidus
de A; comme étant les transformations

Al — -——I‘f)\"‘/"A‘A d,
: 27 C

ou k est un entier quelconque et ou la courbe C ne passe que par
des valeurs ordinaires de ). Nous ne pouvons que mentionner ces
recherches grace auxquelles il ‘est possible de préciser la structure
de I'ensemble singulier de A;, considérée comme une fonction analy-
tique, et aussi les propriétés de E — 7. A pour ces valeurs singuliéres.

Nous nous bornerons ici & indiquer un cas particulier important,
celui ou A est une transformation complétement continue.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 57, 3
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9. Les transformations linéaires complétement continues. — Une
transformation continue A quelconque est faiblement continue,
c’est-a-dire qu’elle transforme une suite de fonctions [ faiblement
convergente, en une suite g, = A[f,] qui est aussi faiblement con-
vergente; elle est fortement continue, c’est-a-dire qu'elle transforme
une suite f, fortement convergente, en une suite g, = A [ f,] qui est
aussi fortement convergente. On dit que A est complétement continue
si elle transforme toute suite f,, faiblement convergente en une suite
gn=A[fa], toujours fortement convergente.

La fonctionnelle bilinéaire

[fi-ALfT) = [/ALAY)

est dite alors complétement continue. Sa considération montre que

la transformation A est aussi complétement continue. o; désignant
comme de coutume le systéme orthogonal, normal, complet des fonc-
tions coordonnées, le systéme L, définissant A relativement a o;, est

oi=Al].

Or la suite ¢; converge faiblement vers zéro. A étant complétement
continue, on voit que la suite ¢; converge fortement vers zéro. Pour
que A soit complétement continue, il ést donc nécessaire que tout sys-
téme L, définissant A, forme une suite de fonctions convergeant -
fortement vers zéro. On démontre que cette condition est suffisante.

Notons encore le fait suivant. A étant une transformation complé-
tement continue, et B une transformation linéaire continue quel-
conque, AB est complétement continue, ainsi que BA. La démons-
tration est immédiate.

L’intérét principal des substitutions complétement continues réside
dans le théoréme suivant. A étant complétement continue et A étant
une valeur ordinaire au sens précité plus haut, si 'on pose

(E—AA)1=E+ Ay, +

A;, considérée comme fonction analytique de A, est indéfiniment
méromorphe. L’ensemble singulier de Ay se compose donc d’une
infinité dénombrable de points isolés.

Nous ne pouvons qu’indiquer, ici, le principe de la démonstration.
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Soit o; le syst¢me L définissant la transformation complétement
continue’ A. Soit A, une transformation ayant pour systéme L, rela-
tivement aux mémes fonctions coordonnées, la suite

sit=o0; pour ¢ £ n,

ol=o0 pour i >n

et R, une autre transformation ayant pour systéme L

sll=o0 pour ¢ £ n,
ol =a; pour ¢ > n.
On a
A=A,+R,;

de plus, A étant complétement continue, My tend vers zéro. En
effet
Mg, < Oy,

en désignant par 1L, la borne supérieure des normes des fonctions g;,
pour i > n. Or g; tend fortement vers zéro, donc [o7 ] ainsi que I,
et My, tendent vers zéro. Il sera donc possible, étant donné un
nombre positif i quelconque, de choisir r suffisamment grand pour

que
(E— %Ry =E + ARp,

existe et soit donnée par la série de Hilb, pour [k | < r.
D’autre part, on constate sans peine que I'inversion de la transfor-
mation
E—2XA,

revient a la résolution d'un systéme fini de n équations linéaires a
n inconnues, de sorte que A, définie par

(E—2A)=E+ Ay,

est une fonction rationnelle de X a n poles. Dés lors une décomposi-
tion convenable de (E—2A)~! en fonction de A,, R,, A, R,
permet d’affirmer que A; n’a comme singularités qu’un nombre fini »
de poles dans la région du plan complexe des A définie par |A|<r,
et cela aussi grand que soit r.
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CHAPITRE 1V.

LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS LINEAIRES.

10. Les groupes fonctionnels. — La notion de groupe s’étend sans
difficulté aux espaces fonctionnels, et cette extension peut se faire de
bien des maniéres. On sait que dans la théorie des groupes, on cons-
tate rapidement que les propriétés les plus essentielles d’un groupe
ne dépendent nullement de la nature de I'élément analytique sur
lequel opérent les transformations du groupe. Ce qui au contraire
joue un role fondamental, c’est la nature géométrique, le nombre des
dimensions de ce qu'on a appelé l'espace du groupe, c’est-a-diré
'espace abstrait ayant pour éléments les diverses transformations du
groupe. Cette remarque nous prouve que tant qu’on se bornera a
considérer les groupes fonctionnels — c’est-a-dire opérant dans des
‘espaces fonctionnels — qui n’ont qu’un nombre fini de paramétres,
on n’obtliendra rien d’essenticllement nouveau. Ces groupes seront
trés analogues aux groupes de Lie. Il est au contraire trés indiqué
d’étudier les groupes ayant pour espace de groupe des espaces fone-
tionnels, c’est-a-dire des espaces de complexité variable ayant une
infinité de dimensions. 1l sera d’ailleurs utile de faire opérer ces
groupes dans des espaces fonctionnels, et c’est souvent dans cette
condition qu’ils se présenteront le plus naturellement. En particulier
on tirera avantage de l'analogie entre certains groupes fonctionnels
et certains groupes a un nombre fini de paramétres opérant dans un
espace a un nombre fini de dimensions. _ .

Disons tout de suite qu’une premiére difficulté se présente, laquelle
tient en somme a ce que le sujet ainsi défini est trop vaste.

Dans le cas simple des groupes finis, c’est le nombre des paramétres
qui définit 'étendue du groupe. Au contraire dans le cas des groupes
a une infinité de paramétres, bien des hypothéses sont possibles. On
peut concevoir par exemple des groupes dont la transformation géné-
rale dépend d’une fonction arbilraire d’un argument et d'un nombre
fini » de paramétres numériques. On pourra dire qu’un tel groupe
dépend de © - rr paramétres, en désignant par » le premier nombre
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transfini. Mais on peut imaginer aussi des groupes dont la transforma-
tion générale dépend d’une fonction arbitraire de deux arguments,
d’un nombre fini s de fonctions arbitraires d’un seul argument, et
d’un nombre fini r de paramétres numériques. On dira qu'un tel
groupe dépend de w?—sw —+ r paramétres. On peut continuer ainsi
en suivant les degrés successifs de la classification cantorienne des
nombres transfinis.

Il serait évidemment prématuré de faire une théorie générale de
tous ces types de groupes, d’autant qu’une telle théorie ne serait
qu’une forme vide étant donné le petit nombre de groupes fonction-
nels & une infinité de paramétres effectivement connus.

Le premier exemple de groupes de cette nature a été donné, sauf
erreur, par M. Pérés [23-31]. Cest le groupe des transformations
conservant la composition, qui joue un réle important dans la théorie
des noyaux permutables de premiére espéce de M. Volterra.

I1 parait donc beaucoup plus indiqué de chercher d’abord a former
des exemples variés de groupes fonctionnels, et d’examiner si ces
groupes ont en quelques maniéres des propriétés voisines de celles
des groupes finis. C’est ce a quoi nous nous bornerons ici.

11. Les groupes de transformations linéaires fonctionnelles. — Il
résulte des travaux de Lie, Engel, Killing et M. Cartan [1-6-15-21]
‘que les quatre grands types de groupes simples finis continus se ren-
contrent parmi les sous-groupes du groupe linéaire a n variables et n?
paramétres le plus général. La considération du groupe paramétrique
d’un groupe continu fini quelconque montre d’ailleurs qu’un tel
groupe admet au moins un représentant linéaire. Pour ces raisons
nous chercherons des exemples de groupes fonctionnels parmi les
groupes de transformations linéaires fonctionnelles. Comme Pespace
de Hilbert est, de tous les espaces fonctionnels, celui qui a les pro-
priétés les plus voisines de celles de I'espace euclidien a 7 dimensions,
espace dans lequel opérent les transformations linéaires a n variables,
nous chercherons ces exemples parmi les transformations linéaires
opérant dans I'espace de Hilbert, transformations dont I'é¢tude a fait
I'objet des chapitres précédents.

Nous restreindrons méme encore le sujet. En effet, dans la théorie
des groupes continus finis, deux hypothéses jouent un role essentiel,
ce sont les suivantes : le groupe contient la transformation identique,
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les transformations du groupe sont résolubles, du moins tant qu’elles
restent dans le domaine de la transformation identique.

Pour cette raison nous mettrons les transformations des groupes
linéaires considérés sous la forme

E+A

pour M, suffisamment petit ces transformations seront résolubles; de
plus, pour éviter toute difficulté due a la complexité de I'ensemble
singulier de A; dans le cas général, el pour nous rapprocher le plus
possible du cas des espaces & un nombre fini de dimensions, cas dans
lequel Ay est une fonction rationnelle de 2, nous supposerons que A
est complétement continue. Dans ces conditions A; est indéfiniment
méromorphe.
Il est facile de constater qué les transformations de cette forme

E <+ A,

A étant complétement continue, forment un groupe. En effet le pro-
duit de E + A par E + B est

E +~ A + B+ AB..

Or AB est complétement continue si A et B le sont, donc il en est
de méme de A 4+ B 4+ AB.

Le groupe formé par ces transformations jouera le réle de groupe:
linéaire général. Une transformation de ce groupe E + A, sera en
général résoluble, si — 1 n’appartient pas a 'ensemble des poles de A;.
Nous considérerons quelquefois un sous-groupe de ce groupe, sous-
groupe qui n’est autre que le groupe de Fredholm.

Remarquons en effet que les transformations de Fredholm de pre-
miére espéce, définies par la formule

z<s>=f1K<sz>-f<t>dz,
0

sont des transformations complétement continues particuliéres. Nous
supposons ici que le noyau K(s¢) est de carré sommable relativement
aux deux variabless et ¢ prises séparément. Il en résulte que la théorie
de Fredholm [10-11-16] s’applique a ces noyaux, leur premier noyau
itéré étant borné, d’aprés la formule de Schwarz. De plus

1, P2y ..oy Py
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désignant un systéme orthogonal complet de fonctions coordonnées,
le systéme L correspondant définissant la transformation considérée
est donné par

5 (s) =f'K<ts>m<z>d.t-

Les o; peuvent donc étre considérés comme les coefficients de Fourier
d’une fonction de deux variables de carré sommable. La série

pRAC

i

est donc convergente quel que soit s, par suite o; tend fortement vers
zéro, et les transformations de Fredholm de premiére espéce sont
complétement continues. Dés lors les transformations de Fredholm
de seconde espéce, de la forme

1
g(s)=f(s)+f K(st) f() dt,
0

appartiennent au groupe linéaire général. Elles forment d’ailleurs un

groupe, sous-groupe de celui-la, que nous appellerons le groupe de
Fredholm.

12. Groupe linéaire invariant une forme quadratique fonctionnelle.
— Parmi tous les sous-groupes du groupe linéaire a n variables, on’
sait qu’on doit distinguer particuliérement les groupes suivants :

1° Le groupe linéaire spécial & n2— 1 paramétres, qui invarie I'élé-
ment de volume de I’espace;
2° Les groupes invariant une forme quadratique a » variables, ils .
n(n—u)
2%

_sont a paramétres et ont deux types de structures, suivant

que n est pair ou impair;
3° Les groupes invariant un complexe linéaire dans 'espace a

. . . n(n-—+1
n dimensions, ils sont & ——T——}

paramétres,
Ces trois groupes donnenl quitre types de structure lrés impor-
tants, car ce sont les quatre grands types de structure généraux. Un

groupe simple continu fini quelconque est isomorphe a un groupe
linéaire de 'une de ces quatre catégories, sauf un petitnombre de cas
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particuliers. Il parait donc tout a fait indiqué d’examiner si ces
groupes ont leurs correspondants dans le domaine fonctionnel.

Des recherches récentes [9-19-20] ont montré qu'il fallait renoncer
a définir, dans les espaces fonctionnels un élément de volume ou de
probabilité. 1l y a donc peu de chances qu’un groupe analogue au
groupe linéaire spécial subsiste dans 'espace de Hilbert. Nous com-
mencerons donc tout de suite par examiner s’il existe des groupes de
transformations linéaires fonctionnelles, invariant une forme quadra-
tique fonctionnelle donnée [2-3-4-3].

Soit une fonctionnelle homogéne quadratique continue dans I'es-
pace de Hilbert

[/-8LA1)s

8[ f]est nne transformation linéaire continue et symétrique que nous
supposons quelconque. Nous allons chercher les transformations
linéaires invariant cette forme quadratique, soit £ une telle transfor-
mation, on aura

[L1-5[e071]] = [£-5171]

ou

[/ (2.8B)[f1] = [£-81f1]
quelle que soit la fonction f, il est donc nécessaire et suffisant que
Pon ait

maettons £ sous la forme

L=E+A;

nous ne supposons pas pour le moment que A soit complétement -
continue, mais seulement que — 1 ne soit pas une valeur singuliére
de la réselvante A,, nous aurons alors

(E+A)S=8(E+A)™".

Notons d’abord que E—+ XA et son associée E 4+ A élant réso-
lubles en méme temps, et ayant alors pour inverses deux transfor-

mations associées, A a pour résolvante l'associée de A;; et A; et A,
ont méme ensemble singulier. On peut donc écrire dans le cas actuel

(E+A)S=58S(E—A_),
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et en simplifiant
A$ =—$X_|,

puis pour A quelconque
(E+2A)5 =8(E—2A_,);

mais — 1 étant une valeur ordinaire pour A, il est toujours possible,
puisque I'ensemble des valeurs ordinaires est ouvert, de prendre A —1

assez petil en module pour que E42AA et E — AA_, soient résolubles,
on peut alors écrire

S(E—2A_) ' =(E+2A)1S;
or d’aprés la formule (2) du chapitre précédent, on a
(E—2A_ ) '=E+ »Ay_y;
-donc, en simplifiant, il vient
SA1=—ALS.

Supposbns encore qu¢ A =— -;- ne soit pas une valeur singuliére
de A;, faisant alors dans cette condition, A = i yona

SA
Orla transformation' S est symétrique, de sorte que 3K_ 1 est 'associée
de A &; onpeut donc traduire larelationobtenue en disant que A | S

doit étre une transformation symétrique gauche. On constate sans
peine que la condition est suffisante. Remarquant alors que si ’on
pose

on a

on voit qu’on obtient le groupe cherché en prenant

L =E+a,
2

la transformation « étant telle que =S soit symétrique gauche, et
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I . . . . . .
que > soil une valeur ordinaire de «;. En particulier, si la transfor-
mation & est résoluble on a
o= h3s1,

en désignant par h une transformation symétrique gauche.

_ Ajoutons enfin que si 'on suppose A complétement continue, il en
est de méme de A;, et de A;,S quelle que soit 8, de sorte que la trans-
formation symétrique gauche

h=a$=A_ S

|~

doit alors étre complétement continue.
On constate facilement que les transformations obtenues forment
un groupe. Si en effet £ et I satisfont aux conditions

LSE =8, ISM=S8,
il en est de méme de LI, car

LMSME = LSE=S.

Supposons maintenant qu’au lieu de chercher en toute rigueur les
transformations £ invariant la forme quadratique [f.S[f]], on se
borne a chercher les transformations

L=E+A

invariant cette forme, en supposant que la transformation A soit infi-
niment voisine de la transformation o, c’est-a-dire que la borne M,
de cette transformation soit infiniment petite, de telle sorte que la
transformation AA puisse étre considérée comme négligeable. La

condition
LSE=S8
donne alors
S+AS+SA+ASA =15

et en négligeant ASA
AS +SA =o;

on voit que A8 est symétrique gauche, A est donc une transforma-

tion o, et en prenant la résolvante de a pour A= -;- on obtient les
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transformations A telles que E + A invarient la forme quadratique
considérée. Ceci prouve de plus que les transformations E—4-a
peuvent étre considérées comme les transformations du groupe infi-
niment voisines de la transformation identique. La transformation

g =qalf]

est donc une transformation infinitésimale du groupe, au sens habituel,
Donnons maintenant quelques exemples intéressants [2-4].
Supposons d’abord que la transformation symétrique S se réduise
a la transformation identique; la forme quadratique [ f . S[f]]
devient alors le carré de la norme de la fonction f. Les transfor-
mations linéaires et homogénes invariant cette norme, sont donc des
rotations invariant l'origine, dans I'espace de Hilbert. Elles méritent
donc le nom de « rotations fonctionnclles » et invarient les distances
et les angles. Dans ce cas trés simple, la transformation « est une
transformation symétrique gauche quelconque, et1'on obtient les rota-
tions fonctionnelles de la forme E—+ A en prenant pour A la résol-
vante o, d’une transformation symétrique gauche. Remarquons que

la condmon nécessaire et suffisante pour que £ soit rotation fonc-
tionnelle est

(£2)=E

de sorte que £ est alors 'inverse de £. 1l est facile d’en déduire que
le systéme L d’une rotation fonctionnelle est un systéme orthogonal,
normal et complet. C'est nécessaire et suffisant. On peut, grice a
I'emploi des rotations fonctionnelles, définir d’une maniére compléte
le groupe des déplacements dans I'espace de Hilbert. Ce groupe
est naturellement appelé a jouer un grand role dans nombre de
recherches de géométrie fonctionnelles. Il est possible, par exemple,
de construire une théoric analogue a celle du triédre mobile, et
~de chercher & en tirer parti dans certaines recherches de géométrie
infinitésimale fonctionnelle.

Prenons maintenant deux transformations linéaires £ et J1U et sup-
posons que l'on ait

£ = I,

R

et de plus que £ soit résoluble. Posons, quelle que soit f,

g§=~LIf], k=0[f],
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on a

(1= (eB)[f]], [k]=[r.(oMR)[f]]

[87)=T1k1.-

et donc

Mais £ étant supposée résoluble, g peut étre considérée comme
quelconque, f étant définie par

: f=£7¢]
et si I’on pose
I6 = £,
ona
h=[g],

et comme [ g2] =[f?] quelle que soit g, la transformation I est une
rotation fonctionnelle. Il en résulte que si les transformations £ et N

sont telles que ££ = IMIIL, on a

£ =R,

en désignant par R une rotation fonctionnelle, pourvu que I'une ou
Pautre des transformations £, J1U soit résoluble.

Remarquons encore que quelle que soit la transformation £, la
forme quadratique qui correspond a la transformation symétrique £12,
est essentiellement positive; c’est bien clair puisque

[2LA1] =[f-(e2) 1)

Ceci étant posé, considérons une forme quadratique de seconde
espéce, du type de Fredholm,

fo1fz(s)ds+£1[‘s(sz>f(s)f(z)dsdt,

le noyau S(st) étant symétrique. Si — 1 n’est pas une valeur singu-
liére du noyau, cette forme n’est jamais nulle, quelle que soit f. Nous
supposerons de plus qu’elle est définie positive. Une condition néces-
saire pour qu'il en soit ainsi est queles valeurs singuliéres du noyau §
soient extérieures a 'intervalle (0, — 1), comme on le constate sans
peine en calculant la valeur de la forme quadratique considérée pour
les fonctions fondamentales .du noyau &. Cette condition est suffi-
sante; on le montre en prouvant qu'il est alors possible de construire
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un noyau symétrique o(st), tel que 'on ait
1
20(st) +f o(su)a(ut)du = S(st).
0

Cette condition revient a écrire que le carré de la norme de la
fonction
L
) =S5)+ [ o(s)f(1) e
0

a pour valeur

[ge]=f f"(s)ds-a—ff S(st) f(s) f(2) ds dt.

On peut montrer [4] que, si cette condition est remplie, les deux
noyaux & et ¢ ont les mémes fonctions fondamentales, et que les
valeurs singuliéres 2 du premier sont liées aux valeurs singuliéres p
du second par la relation

1_2 1
r Tl

/ I
=—1 1+ =
)\)

[ est certainement réelle puisque A est extérieure a U'intervalle (0, —1).
En prenant alors pour les diverses valcurs de p. un nombre fini de

signes — devant le radical, de telle sorte que la série Zé converge,
]

Flw

d’oul’on tire

Tlm

, . 1 .
comme la série 27_;, on constate que le noyau o est défini par un
]

développement de Fourier convergeant fortement. Il y a une infinité
dénombrable de noyaux ¢ possibles. La condition obtenue pour les
valeurs singuliéres de & est donc bien suffisante pour que ce noyau
définisse une forme quadratique positive.

Si maintenant on considére un noyau quelconque K(st), et qu'on
désigne par K la transformation du groupe de Fredholm admettant
ce noyau, la forme quadratique

[/ (KK)[1]]

est définie positive. Elle est du type de Fredholm, et il est possible,
d’aprés ce qui précéde, de trouver un noyau symétrique o (st) tel que
I'on ait )

[£-(e2) 111] =[ /- (KK) [ £1],
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si le noyau K{st) est résoluble, on aura donc
K= O'R,

ot R est une rotation euclidienne qui appartient évidemment au
groupe de Fredholm. Toute transformation de ce groupe, &4 noyau
symétrique, peut étre considérée comme une dilatation de I'espace
fonctionnel, comme on s’en rénd compte en examinant leffet de cette
transformation sur le systéme orthogonal complet de ses fonctions
fondamentales. Le résultat précédent peut donc s'énoncer ainsi :
Toute transformation du groupe de Fredholm peut, d’une infinité
dénombrable de maniéres, étre considérée comme le produit d’une
dilatation fonctionnelle et d’une rotation fonctionnelle appartenant
toutes deux au groupe.

Ce théoréme s’étend d’ailleurs au groupe linéaire général.

Il n’est pas difficile, en partant des derniers résultats obtenus, de
donner une définition directe du sous-groupe du groupe de Fredholm
qui invarie la forme quadratique définie positive

./0‘1f=(8)ds+~[1‘/0‘lS(st)f(s)_f(,;)dsdz‘

Nous ne nous y attarderons pas, nous contentant de renvoyer le lec-
teur a d’autres travaux [4-5].

11 est possible aussi, en continuant a se laisser guider par ’analogie
géométrique, de définir les groupes de la géométrie cayleyenne et de
la géométrie conforme dans I'espace de Hilbert [3]. Des considéra-
tions tout a fait semblables a celles qui sont classiques dans cet ordre
de questions, pour I'espace 4 n dimensions conduisent a rechercher
les transformations linéaires invariant certaines formes quadratiques
simples dans des espaces & w -+ 1 dimensions ou -+ 2 dimensions,
espaces obtenus en adjoignant a chaque fonction de carré sommable,
représentée par un point de 'espace de Hilbert, une ou deux quan-
tités numériques jouant le réle de coordonnées supplémentaires. On
obtient ainsi les transformations homographiques fonctionnelles inva-
riant une hyperquadrique donnée, et les transformations circulaires
dans I’espace de Hilbert. Nous ne pouvons insister davantage sur ces
applications.

Nous allons maintenant, en nous plagant uniquement dans le groupe
de Fredholm, nous occuper des valeurs singuliéres et des fonctions
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fondamentales des noyaux des transformations invariant une forme
quadratique fonctionnelle donnée. Bon nombre des résultats obtenus
pourraient d’ailleurs s’étendre au cas des transformations appartenant
au groupe linéaire général.

Soient donc une transformation symétrique continue quelconque,
et la fonctionnelle quadratique correspondante

[£.5171]

Soit E 4 A une transformation du groupe de Fredholm, invariant
cette forme quadratique. A est une transformation de Fredholm de
premiére espéce dont on désignera le noyau par A(st). On a

A_:dl,
B

a, est la résolvante de la transformation « pour A = - et la transfor-

mation de premiére espéce o vérifie la condition que
ad

soit symétrique gauche. 1l est & remarquer que, quelle que soit la
transformation continue &, la transformation 'S est encore une trans-
formation de Fredholm de premiére espéce. En effet soit o, le sys-
téme L de S. On a vu que
2 [:.f]
13

converge quelle que soit f, c’est nécessaire et suffisant pour que
soit définie et continue. En particulier «(st) étant un noyau quel-
conque, de carré sommable par rapport a s et a ¢, on peut toujours
définir un autre noyau

B(st) = S[a(st)}

par les formules
1 1
B(st) 9,(s)ds = 1) o.(8) ds,
S pen s foa(m(s) 2

en désignant par ¢,(s) le systéme orthogonal auquel est rapporté
I'espace.
On a d’ailleurs, quelle que soit f,

k= (a8)[f]=[sLf]] = S[s],
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en posant

g(s)=alf]= f a(st) f(2) dt

et par suite

11
1k.<p,]=[g.c,]=f0j a(st) f(1) a,(s) ds dt
= [ [ Benf) as)dsa,

k(s)= j B(st) f(2) dt;

ce qui prouve que

on a donc
8 = p:

ce qui démontre notre assertion. Nous voyons donc qu’on peut dire
que les noyaux des transformations infinitésimales du groupe consi-
déré sont symétrisables gauches par la transformation continue
symétrique droite S. Nous généralisonsici trés largement une notion
quifutintroduite par Marty [22]. 11 est possible, malgré cette généra-
lisation, d’étendre a ces noyaux « les principaux résultats de Marty.

Désignons par h la transformation de premiére espéce symétrique
gauche 8. Considérons une valeur singuliére A de «(st) etla fonda-
mentale ¢ correspondante. On a

?=hafe],
puis successivement, puisque % est symétrique gauche
$=3[e]=2(a8)[9]=Ah[g]l=—2h[e]=—2(Sa) [s] =—ha[¥],

ce qui prouve que § = S[o] est une fonction fondamentale du noyau
associé a«, correspondant a la valeur singuliére — %, pourvu que S[¢]

ne soit pas identiquement nulle. Nous supposerons que la fonction-
nelle quadratique

[/ SLA1]

est définie positive, de telle sorte ue, sauf pour f presque partout
nulle, S[f] n'est jamais nulle. Il résulte alors de ce qui précéde que
les valeurs singuliéres de o sont deux a deux égales et opposées.
Considérons I'une d’entre elles

A=a-+ib,
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a laquelle correspond la fondamentale © + iv. « étant réel @ — ib est
aussi valeur singuliére et il lui correspond la fondamentale u — iv.
S[u — iv] est une fondamentale de « (ui correspond a la valeur
singuliére — a - ib. Si a n’est pas nul, @+ b ¢t —a—-+ib sont
différents, et d’aprés un théoréme classique, les fonctions u - i¢
et 8[u — iv] sontorthogonales, on a

[(u + iv].‘«S[u—iv]] = [u&[u]] + [03[0]] =o.

Or une telle relation est impossible, pour u et ¢ non presque par-
tout nulles, puisque [f.8[f]] est définie positive. Il faut donc que @
soit nul, et les valeurs singulié¢res de a sont imaginaires pures.
pi étant 'une d’elles, non nulle, et v+ iv la fondamentale corres-
pondante, S|« i¢] est la fondamentale de « correspondant ala sin-
guliére — p.i; et la relation

[(u+iv).S[u+iv]] =0
donne

[uIS[u]] = [v.ZS[v]],
l_u.$[v]_l =o.

En résumé, on peut dresser le tableau suivant :

Fondamentales

o~

Singuliéres de « et a. de a. de z.
wi U+ v Slu]—iS[v]
— i u—iv Slul+ iS[v]
¢t comme

[(u+ i0).Su— iv]J =[u.‘§[u]] —+ [u.IS[v]J > o,

‘les deux fondamentales u + v de «, et S[u — iv] de «, correspon-
dant & la méme valeur singuliére ;.i, ne peuvent étre orthogonales,
ce qui prouve, d’aprés une proposition classique de la théorie des
équationsintégrales, que la déterminante fondamentale du noyau a(st)
n’a que des racines simples.

Jusqu’alors nous avons admis I'existence des valeurs singuliéres
de a. Il est aisé de montrer cette existence. Soient o” les puissances
successives positives de la transformation a. Posons

n=2ans8,
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On a successivement
n=atS =an1aS =arth=—atth=—ar—1Sa =+ a5 =
et en général
hp=(—19aPSas, hp=(—1)ParSa? (p+g=n)
et done
hn=(—1)"hn,

les transformations &, sont symétriques gauches pour n impair et
symétriques droites pour r pair.

Ajoutons, d’aprés une remarque faite plus haut, que le noyau de
la transformation h,, peut s’écrire

ha(st) = 8[an(st)],

formule, dans laquelle, en appliquant la transformalion § au
noyau «”"(st), on le considére comme fonction de s seul. On peut .
donc écrire d’aprés cela

hop(st) = (—.-I)Pflocf’(us)$[al’(llt)]du
et

hop(ss) = (—I)Pf ’ aP (us) S[ar(us)]du.

0

Nous allons d’abord montrer que la suite des noyaux 4, est illimitée,
sauf si le premier A, (st) = h(st) est identiquement nul. Si Ay, (st)
était nul identiquement, il en serait de méme de h,, (st) car

hip(st) =—fl‘a:(us) S[a2r—1(ut)] du;
o

donc si Ayp_y (st) ou hyp(st) est nul, on a

hop(ss)=o
et

flal’(us) S[ar(us)]du=o.

La fonctionnelle quadratique [f.S[f]] étant définie positive, on a,
d’apres la formule de Schwarz,

[£-8181]'<[f-81r1] [¢-SLe]]
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et en particulier, quelle que soit f,

[flf(u)$[al'(us)]clu]“gl_f.S[f]] [flaﬂ(lts)$[ap(lts)]dz¢] =o,

on aurait donc

/lf(u) S[ar(us)]du=o0

et S[aP(us)] serait presque partout nul, donc aussi
hp(st), hpia(st), ..., hop_i(st)

en raisonnant de proche en proche on voit que k,(st) serait aussi
presque partout nul.

Montrons maintenant que «(st) a au moins une valeur singuliére.
Il suffit de faire voir que

o (st) = 2(st) + X 2°(st) +...4= Ar—Lan(st)+...
n’est pas une fonction entiére de }, ou encore que

S[a(st)] = h(st) + X Ao (st) 4. . o0 AL By () 4. ..

et aussi
h(ss)+ Xho(ss) ...+ A2 h,(ss)+...

ne sont pas des fonctions entiéres de A. Orona

1
hop(ss) = (— I)P-if aP—1(us) S [aP+t(us)] du,

0

et d’aprés la formule de Schwarz
[Ayp (s8)]2S [f aP—‘(us)tS[aP—l(us)]du-l

* [flaP'*‘l(us)tS[xP"'i(us)]du], aee

ou
[hap(s8)] S hpo—sr(s$) hopa(ss),

cette inégalité suffit a prouver, en employant une méthode classique,

2 A=t by, (ss)

que la série
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a un rayon de convergence fini. Le noyau a(st) a donc au moins une
valeur singuliére.

On démontre, dans la théoric des équations intégrales, qu’'une
condition nécessaire pour que «[f] soit nul est que la fonction f soit
orthogonale a toutes les fonctions fondamentales de la transformation
de premiére espéce associée . Cette condition est suffisante si la
transformation de premiére espéce o est symétrique. Nous allons

montrer qu’elle 'est aussi dans le cas présent. On sait en effet que si
la condition est remplie,

[ f]

est une fonction entiére de 1. ainsi que

@)A1 e [£8[alr]]

Or, les formules déja plusieurs fois employées montrent que

(aS)[fl=A[f]1+ 1 h[f]+...+ 2=V R, [ f]1+...
et que

[f,:S[oq[f]]] = Ayt Mot Mt A
avec

1 1
A, = hn dsd
fo f tn(st) f() f(2) ds
Posant alors

fP=°‘P[f})

et tenant compte de

hp(st)= (—I)qflaq(us)§[ap(ut)] du (p+qg=n),
on a ’

An=(—10[fe-80f,]] (P+g=n)
puis par la formule de Schwarz

A}, SAsp—sAgpia.
La fonction 21"—' A, ne peut alors étre une fonction entiére de 1
n

que si A,=o pour n24. A,= o donne d’ailleurs f,=o0 puisque
[f-8[f]] est une forme définie positive; f, étant nulle il en résulte
a?[f]=o, puis A;[f] = (2*8)[f] =o0 et A,=o0; donc fi=o0, ce

qu’il fallait prouver.
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13. Groupe de transformations linéaires invariant une forme grass-
mannjenne du second degré. — Nous avons rappelé que dans l'espace
euclidien a n dimensions, un autre grand type de groupes de trans-
formations linéaires, était formé des groupes laissant invariant un
complexe linéaire. Il revient au méme de dire que ces groupes inva-
rient une forme quadratique extérieure a n variables,

E“u(‘z‘t}’/—'xi)’z)

Yy
avec

A+ a;;=o.

Dans 'espace de Hilbert on définira de méme des formes fonction-

nelles extérieures. Une forme fonctionnelle quadratique extérieure
sera du type suivant :

1 1
fofoh(st)[f(s)g(t)—f(t)g(s)]dsdz,

ot h(st) est un noyau symétrique gauche. Plus généralement, une
telle forme sera

[.f-2¢l 1],

ou H désigne une transformation fonctionnelle linéaire continue,
symétrique gauche. Déterminer le groupe des transformations
linéaires £ invariant une telle forme, revient, comme on le constate

sans peine, a chercher toutes les transformations vérifiant la condition

/
LIR = 3.

Cette détermination se fait par la méme analyse que dans le cas des
formes quadratiques ordinaires. Mettant £ sous laforme £ =E A,
et supposant que A, et A , existent, on a

A=a,
2

la transformation « étant telle que a I soit une transformation symé-
trique droite.

Bornons-nous ici a indiquer les propriétés des transformations «
quand on les suppose de Fredholm et de premiére espéce, au point
de vue des valeurs singuliéres et des fonctions fondamentales.

Les propriétés si simples que nous avons rencontrées dans le cas
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des transformations invariant une forme quadratique définie positive
disparaissent presque complétement. Le seul résultat qui subsiste est
le suivant : Si ¢ est une fondamentale du noyau « correspondant a la
valeur singuliére 4, JC[¢] est une fondamentale du noyau de la trans-
formation associée « correspondant a la valeur singuliére — 1, pourvu
que JC[o] ne soit pas nulle. Si donc la transformation symétrique
gauche JC est telle que JC[f] ne soit nulle que pour f nulle, on peut
affirmer que les valeurs singuliéres de «, si elles existent, sont deux
a deux égales et opposées.

14. Structure des groupes linéaires obtenus. — Nous allons exa-
miner comment se présente la notion de structure pour les groupes a
une infinité de paramétres dont nous venons de donner quelques
exemples.

Nous avons remarqué que, pour le groupe des transformations
linéaires invariant la forme quadratique fonctionnelle

Lrsurl)s
les transformations jouant le réle de transformations infinitésimales
étaient les transformations « telles que
as
soit symétrique gauche. De la méme maniére, les transformations
infinitésimales du groupe invariant la forme grassmannienne

[f-%¢[51]

sont les transformations « telles que
adt
soit symétrique droit.

Si donc « est une transformation infinitésimale d’un de ces groupes,
transformation dont on peut supposer la borne infiniment petite,
P'inverse de la transformation E - «, infiniment voisine de l'identité,
est E — «; et la transformée de E + 3 par E + «, en supposant aussi
que B est de borne infiniment petite, est

(E+2)(E+B8)(E—2)=E+f+af —Ba+....

La transformation af3 — {37 dont a varié E+ , quand on I’a trans-
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formée par E +- «, s'appelle le crochet de a et de 3. Nous la désigne-
rons par la notation
[23] = «ff — Ba.

Voyons ce qu’on peut dire sur ces crochets. Plagons-nous dans le
cas du groupe invariant la forme quadratique [/-8[f]]. Le résultat
serait le méme pour le groupe invariant une forme grassmannienne.

Alors
) 28+ 8a=o, BS + 8B =o;
puis
SuB=—aSE=0aPS, SBa=—pSa=paS
de sorte que
(2B —B2)S + S(Ba—afB) =o.

Le crochet [ 28] est donc aussi une transformation infinitésimale
du groupe considéré. Nous arrivons ainsi & la notion de structure
infinie de transformations linéaires. On dira qu’un ensemble de trans-
formations linéaires forme une structure, quand la somme de deux
transformations de 1’ensemble appartient a 'ensemble, et quand le
crochet de deux transformations de I’ensemble appartient a l'en-
semble. Un tel ensemble pourra avoir la puissance du continu; cas
qui correspond aux groupes linéaires fonctionnels 2 un nombre fini
de paramétres. ou une puissance supérieure; on dira alors que la
structure est infinie. Nous sommes donc en possession, a4 'heure
actuelle, de deux exemples généraux de structures infinies, corres-
pondant au cas d’un groupe invariant une fonctionnelle quadratique
continue quelconque, et au cas d’un groupe invariant une fonction-
nelle quadratique extérieure quelconque.

On pourra aussi, plus particuliérement, considérer des structures
infinies de noyaux; la plus simple d’entre elles est la structure infinie
des noyaux symétriques gauches, qui correspond au groupe formé
par les rotations fonctionnelles appartenant au groupe de Fredholm.

Il est a remarquer que dans cette notion de structure infinie, rien
ne joue le role des conslantes de structure de la théorie de Lie. On
pourrait d’ailleurs combler cette lacune, mais sans grand avantage
pour le moment, semble-t-il.

Comme dans la théorie de Lie, la recherche des sous-groupes &
deux paramétres du groupe infini considéré, pose le probléme de la
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infinitésimale o dans une structure donnée. Il s’agit de trouver les
nombres p et les transformations infinitésimales 3 de la structure,

tels que ’on ait
[x3] = u3.

Cette question conduit, dans la théorie des groupes finis, a la for-
mation de I'équation de Killing qui joue, comme on sait, un réle
fondamental. Ici, il n’y a rien d’analogue. Plagons-nous dans un cas
particulier. Supposons que la structure infinie considérée soit une
structure de noyaux. Nous allons d’abord chercher, étant donnés le
noyau a(st), tous les nombres p et tous les noyaux f3(st) tels que
I'on ait

[23] = w3

Nous supposerons que « et 3 ont des valeurs singuliéres et des
fonctions fondamentales.

Si ¢ est une fondamentale de «, nous dirons (ue p est une valeur
spectrale de o, si a[@] = po; cette valeur spectrale est donc liée a la
valeur singuliére correspondant a la fondamentale o, par la for-
mule p = %, en désignant par k cette valeur singuliére. A une valeur
spectrale différente de o, correspondent, pour « comme pour a, un
nombre fini de fondamentales linéairement indépendantes. A lavaleur
spectrale nulle, si elle existe, peuvent correspondre, pour a comme
pour «, une infinité de fondamentales linéairement indépendantes.

Soient f une fondamentale de «, et ¢ une fondamentale de o,
correspondant a la méme valeur spectrale p. On a

a[fl=of, gl=rs.

8[f1=h, Blg]= k.

Posons

I1 vient alors

[B810f1 = 8[ (S]] — 2| B[] = s b — 2l k],
[<Blis1=3[2[&]] —=[Bls]] = ¢ k— %[ £];
or
[«f1=p3, [28]l=—uB;
810/ =ph, [2Bllg)=—rpk;

d’ou les deux équations en 4 et £,

par suite

alh|—(p+n)h =0, k] —(p—p)hk=o0:
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Suivant les valeurs de p et de p, elles peuvent étre des équations
de Fredholm de premiére ou de seconde espéce, mais elles sont
toujours homogénes et admettent toujours les solutions

/l:O, h=o.

Ces solutions seront, ou ne seront pas, uniques, suivant que p -+ i,
€t p — ., seront, ou ne seront pas, valeurs spectrales de o.

Nous dirons que le nombre p est une raison spectrale pour le
noyau a(st), s'il existe au moins un couple de valeurs spectrales de «,
dont la différence soit égale a p.

Si donc, dans le cas actuel, p n'est pas une raison spectrale
pour a(st), p étant spectrale, on peut affirmer que p 4. et p— 2 ne
le sont pas; de telle sorte que /2 = o et & = o sont les seules solutions
du systéme précédent. Il en résulte que pour toute fondamentale f
de , et pour toute fondamentale g de a, on a

Blfl=0,  Blgl=o.

Les noyaux (3(st), s’ils existent, correspondant a une telle valeur
caractéristique 1, sont donc orthogonaux a gauche aux fondamen-
tales de «, et orthogonaux a droite aux fondamentales de o. Dans cet
énoncé, on a étendu la dénomination de fondamentales de o et
de o, aux fonctions orthogonales a a(st) et a a(ts). B(st) est donc
orthogonal, a droite et a gauche & tous les noyaux principaux de e (st).
On peut en conclure que les transformations of3 et 3 sont nulles,
quand les fondamentales de « et de « forment un systéme complet
dans 'espace de Hilbert. On dit alors que o (st) est symétroide [4-5].
Ce cas, trés important, se présente quand o est symétrique, symé-
trique gauche, et plus généralement, quand a(s¢) est le noyau d’une
transformation infinitésimale d’un groupe invariant une fonctionnelle
quadratique définie positive.

Supposons donc a(st) symétroide. On voit que si ;1 n’est pas
raison spectrale de «, le crochet de a et de 8 est certainement nul.
11 faut donc prendre, ou 8 (st) = o, ou p = o, 3(s¢) étant orthogonal
a droite et & gauche a «(st). Les valeurs caractéristiques ne donnant
pas ces solutions banales de I'équation

(28] =pu8

appartiennent donc a I'ensemble des raisons spectrales de a.
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Dans tout ce qui précéde nous n’avons nullement fait intervenir le
fait que B(st) doit faire partie de la structure donnée, a laquelle
appartient a(st). Il est temps de tenir compte de cette condition.
Nous ne pouvons le faire, ici, que dans un cas trés simple, celui de
la structure infinie des noyaux symétriques gauches.

Soit un tel noyau a(st). Ses valeurs spectrales sont imaginaires
pures et deux a deux opposées. Nous supposerons que ce noyau ne
présente pas de singularités spectrales. Voici ce que nous entendons
par la : Les raisons spectrales 1 d’un tel noyau le sont en général de
deux maniéres différentes; si en effet p et p’ sont deux valeurs spec-
trales du noyau, il en est de méme de — p et — p', et

p=p—p=(—p)—(—¢)

Nous dirons qu’il n’y a pas singularité spectrale si toutes les raisons
spectrales du noyau sont raisons spectrales de deux maniéres seule-
ment. Cherchons, dans ces conditions, les noyaux symétriques
gauches 3(s¢) tels que 'on ait

[«f1 =B,
[~ étant une raison spectrale :
p=p¢—p

Supposons encore, pour avoir le maximum de simplicité, qu’a
chacune des valeurs spectrales p et p’ correspondent une seule fonda-
mentale pour «, et une seule fondamentale pour a. Désignons par
f3 /'3 fo; [y ces fondamentales. f et f, sont imaginaires conjuguées,
ainsi que f’ et f. D’aprés les propriétés des noyaux symétriques
gauches, on a

df 1= ofs  olf 1= o afd= efe xfil= efi
alfol=—refo,  alfi]=—¢fo, olfl=—ef, S I=—¢f,
1= 1= 1R1= 121 = L1 = fil = IS Sfil = [f Sl =0:

on peut supposer de plus
[fSfol =1 fol=2.

On détermine le noyau $(st) en se servant des équations intégrales
homogeénes obtenues plus haut. Nous nous bornerons ici a vérifier
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que le noyau symétrique gauche
A
Blst)= S LS ()N —fo(s)f (1]
satisfait bien 4 la condition. On a en effet

«f

Il

2 [l O fe) =l A1/ (1))
= S 16 S) S0+ e folsy SO,

puis

B = 2 [F (0 alhO1—A) A1)

I

s A+ ) S D)
et donc
[2B8] = (¢"—p)B=1p3d.

Ce calcul suppose qu'aucune des valeurs spectrales p, p’ n’est nulle.
Dans le cas ot I'une d’entre elles est nulle, on a une solution de forme
un peu différente. On démontre d’ailleurs que ces solutions sont
uniques a la constante multiplicative A prés.

Nous voyons donc que, dans ce cas trés simple, toutes les rai§ons
spectrales sont des valeurs caractéristiques de la transformation
infinitésimale o.. Jusqu’a quel point ce résultatest-il général? C'est une
question sur laquelle il faudrait revenir. Remarquons seulement que
les valeurs caractéristiques forment un ensemble dénombrable, mais
qu'on n’apergoit pas de fonction entiére simple, jouant le réle du
premier membre de 'équation de Killing. De plus, la série double

Z(p'—p)

est en général divergente. La forme quadratique des paramétres d’une
transformation infinitésimale, égale a la somme des racines de I'équa-
tion de Killing de cette transformation, forme quadratique qui joue
un si grand role dans la théorie des groupes finis, n’existe plus,
semble-t-il, dans le cas des structures infinies. Mais on peut remar-
quer que c’est surtout le signe de cette forme quadratique qu'’il est
utile de considérer; et observer que toutes les valeurs caractéristiques
sont purement imaginaires, c’est le cas dans I'exemple qu’on vient de
traiter, revient a dire que cette forme, quand elle existe, est définie
négative.



56

o

10.

11,
12,

13.

14e

15.

16.

17.

18.

19.
20.

JEAN DELSARTE.

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE.

. CArTAN. — Sur la structure des groupes de transformations finis et continus

{Vuibert et Nony, Paris, 1894).

. DeLsARTE. — Les rotations fonctionnelles (Annales de la Faculté des Sciences

de Toulouse, 1928).

. DersarTeE. — Les groupes finis de rotations fonctionnelles (Rendiconti del

Circalo Matematico dv Palermo, t. 83, 1929).

. DrisarTE. — Les sous groupes du groupe de Fredholm (Annales de Iz

Société polonaise de Mathémaliques, ¢. 8, 1929).

. DeLsaRTE. — Notes aux Comples rendus de I’ Académis des Sciences (1928-

1929-1930).
ExceL. — Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformationgruppen

(Leipziger Berichte, 1886, p. 83 91; 1887, p. 89-99).

. Fiscirr. — Note aux Comples rendus de U Académie des Sciences, t. 144,

1907, p. 1022,

. FrécHET. — Sur les opérations linéaires (Tmnsaclwns of the American

Mathematical Society, t. B, 1904, p. 493 499; t. 6, 1905, p. 134 140).

. Frécuer. — Sur 'intégrale d’'une fonctionnelle étendue & des ensembles

abstraits (Bulletin de la Société mathémalique de France, t. 43, 1915).

Gougrsar. — Traité d’Analyse, t. III, Chap. XXX et suiv. (Gauthier-Villars,
Paris, 1922).

Hevwoop et FrEcuer. — L’équation de Fredholm (Hermann, Paris, 1912).

Heiringer et Toeprirz. — Grundlagen fur eine Theorie der unendlichen
Matrizen (Mathemalische Annalen, t. 69, p. 289-330).

Hiip. — Ueber die Auflésung von Gleichungen mit unendlichen vielen
Unbenkannten (Sitzungsberichte d. phys. med. Sozietit., Erlangen, 1908,
p- 84 89).

HiiperT. — Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral-
gleichungen (Nachrichten der koniglichen Gesellschaft der VVissenschaften
zu Gotlingen, 1906).

Kirvineg. — Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transformation-
gruppen (Math. Annalen, t. 31, 33, 34, 36, 1888-1890).

Largsco. — Introduction a la théorie des équations intégrales (Hermann,
Paris, 1912).

Lanpau. — Ueber einen Konvergensatz (Nachrichien Gesellschaft Wissen-
schaften Gottingen, 1907).

LepesGUE. — Lecons sur I'intégration ét la recherche des fonctions primi-
tives (Gauthier Villars, Paris, 1912).

Levy. — Lecons d’Analyse fonctionnelle (Gauthier-Villars, Paris, 1922).

Lfvy. — Sur les lois de probabilité dans les ensembles abstraits (Revue de
M étaphysique et de Morale, t. 33, 1925, p. 149-174).



LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS LINEAIRES DANS L'ESPACE DE HILBERT. 57

/

. Lie. — Theorie der Transformationgruppen (Teubner, Leipzig, 1888-1893).
. MarTy. — Sur les noyaux symétrisables (Comples rendus de I' Académie des

Sciences, 6 juin 1910).

. PrrEs. — Sur certaines transformations fonctionnelles et leur application

aux fonctions permutables (Annales de I'Ecole Normale, 1919, p. 37).

. Prancrerer. — Sur le théoréme de Fischer-Riesz (Rendiconti del Circolo

Matematico di Palermo, 1910, p. 299).

. Riesz. — Les systémes d’équations linéaires 4 une infinité d’inconnues

(Gauthier-Villars, Paris, 1913).

. Riesz. — Sur la convergence en moyenne (Gétiinger Nachrichten, 1907).
27. Scamipt. — Ueber die Auflosung linearer Gleichungen mit abzdhlbar

unendlich vielen Unbekannten (Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, t. 25, 1908, p. 53 77).

. Toeprrtz. — Die Jacobische Transformation der quadratische Formen von

unendlich vielen Verdnderlichen (Nachrichien der Gesellschaft der Wissen-
schaften, 1907, p. 101-109).

. Vorrerra. — Lecons sur les fonctions de lignes (Gauthier Villars, Paris,

1913).

. VoLTERRA. — Legons sur les équations intégrales et intégro-différentielles

(Gauthier-Villars, Paris, 1913).

. VoLTERRA. — Lecons sur la composition et les fonctions permutables (Gau-

thier-Villars, Paris, 1924).

. Vitari. — Geometria nello spazio Hilbertiano (Atli del R. instituio Venelo

di Szienze, Lellere e Arti, 1927-1928, t. 87, parte seconda).

. WEIL. — Sul Calcolo funzionale lineare (Rendiconti della R. Academia Nazio-

nale dei Lincei, 15 Maggio 1927).






TABLE DES MATIERES.

CHAPITRE I.

LA NOTION DE LIMITE DANS L’ESPACE DE HILBERT.

. L’espace de Hilbert..............o i iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinee. I
. Laconvergence forte...c...oovveiiiiiiimiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeee. 2
. Convergence faible............coiiiimreerenennnennnenncnnennenne 4

O 19

CHAPITRE II.

LES TRANSFORMATIONS LINEATRES CONTINUES DANS E.

4. La fonctionnelle linéaire continue..........covviiiiiieneeeeienenne. 10
5. Les transformations linéaires fortement continues................... 12
CHAPITRE IIL
SUITES ET SERIES DE TRANSFORMATIONS LINEAIRES.
6. Convergence faible d’une suite de transformations..........c.ovvvve. 19
7. Suite de transformations linéaires umformément convergentes ......... 22
8. Application a 'inversion des transformations linéaires......... cee 24
9. Les transformations linéaires complétement continues......... ... 3o

CHAPITRE IV.

LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS LINEAIRES.

10. Les groupes fonctionnels...........ooiiiviiiiiiiiaans
11. Les groupes de transformations linéaires fonctionnelles ........
12. Groupe linéaire invariant une forme quadratique fonctionnelle......... 35

13. Groupe de transformations linéaires invariant une forme grassmannienne
du second degré.......c.coeiiiininnieiiiiieaierarassanarianaaaes 49
14. Structure des groupes linéaires obtenus............c.ciieiieeaea.. 50

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE.: e s ssveessnnencsancsessacassassesssasass D0

TABLE DES MATIERES .u v vuveneennnaneeonsonsonncenasenssansaness 59



