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LES

SINGULARITES DES FONCTIONS ANALYTIQUES

REPRESENTEES PAR UNE SERIE DE TAYLOR

Par M. S. MANDELBROJT,

Professeut a4 la Facultc des Sciences de Clermont-Ferrand.

— O ——

CHAPITRE I.

INTRODUCTION.

1. Définitions et généralités. — Considérons dans le plan de la
variable complexe 5=z -+ iy un domaine connexe D. A chaque’
point z de ce domaine attachons une quantité complexe

S(B) = fi(e, y)+ 1 filz, y)
jouissant des propriétés suivantes :

1° f(z) est continue; ceci s’exprime par le fait que les deux fonc-
tions de deux variables réelles f, et f sont continues dans D.

2° f(z) est dérivable : 5, étant un point quelconque de D, la
quantité

lim

3

f(z)_f(ZO) =f’(50)

zZ— 39

est déterminée et ne dépend pas du chemin € que parcourt z en ten-

dant vers z, (cette limite ne dépend que de z).
1l faut pour ceci qu’on ait dans D

of _
dr ~  Jdy
(1) J
o __ o,
\())’ - dx

3° f'(z) est continue dans D.
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Goursat a démontré que 3° résulte de 1° et 2° [22]. Montel a
démontré [42, c| que, pour que 2° soit vérifié, il suffit que pour
un point 5, quelconque de D la quantité

! lim J(3)— f(=0)
[} 5=1z, 3 — 2%

.=f'(zo)
existe et aitlaméme valeur quand 5 s’approchede 5, parles deux droites
x =z, Yy =Jxo (zo=Zo+ L ¥0).

1lsuffit méme que (1) soitvérifié presque partout dansD (Montel) (')
[42, c¢] (voir aussi [37]).
On doit a Cauchy I'égalité fondamentale :

(2) =55 [

quelle que soit la courbe fermée rectifiable G située a l'intérieur
d'une partie simplement connexe de D, s étant un point intérieur a
cette courbe.

Il résulte de (2) que f(z) admet des dérivées de tout ordre.

JS(z) est dite analytique et holomorphe dans D.

2. Le développement en séries de Taylor et le prolongement ana-
lytique. — En s’appuyant sur la formule (2) et sur le développement

| S (z—a)n -
C_-—-Z_C—Z—'-..._._(:——I)""Tl ey
valable lorsque
z—a|
=

on démontre que la fonction f( ) est développableen série de la forme
(3) f(s)=as+a(z—a)+...,

ou les quantités a,, @,, ... sont des constantes complexes; ce déve-
loppement converge dans tout cercle de centre a, ou f(3) est
holomorphe.

Réciproquement, il est évident que, dans tout domaine C ou la
série (3) converge uniformément, elle représente une fonction holo-
morphe.

(') 1° ayant lLieu, et f, et f, possédant des dérivées premiéres finies dans D.
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D’ailleurs si (3) converge en un point 3, situé sur un cercle C de
centre o, elle est absolument convergente a l'intéricur de C et uni-
formément convergente dans tout domaine fermé intérieur a C.

Si au contraire la série (3) est divergente en un point z, elle est
aussi divergente en tout point 3 tel qu’on ait

|z—2|>]|5—a.

11 existe alors un nombre non négatif R (qui peut aussi étre égal a o)
tel que (3) est convergente pour 3 tel que

lz—=| <R
est divergente pour 3 vérifiant
z—a|>R;

R est appelé rayon de convergence de la série de Taylor (3).
Soient I) et D, deux domaines simplement connexes ayant une
partie commune constituée par le domaine connexe D'.

A. Soient f,(3) et f>(=z) deux fonctions analytiques, la premiére
holomorphe dans D et la deuxiéme dans D,; si les deux fonctions
coincident dans un domaine situé a 'intéricur de D', elles coincident
dans D'. f.(z) est dite le prolongement analytique de f,(3)
dans D,.

Le prolongement analytique sert de base a la théorie de Méray-
Weierstrass.

Un point 3’ du plan étant donné, considérons une suite de cercles
Gy, C,, ..., G, le cercle C, admettant comme centre le point «, le
cercle C, contenant z' 4 son intérieur et dcux cercles successifs
G, C(i=1,2, ..., k—1) ayant une partie commune D, (qui ne
se réduit pas a un point). Soient a, = a, a,, ..., a; les centres suc-
cessifs des cercles G;, C,, ..., Cs. Par f,(z) désignons un dévelop-
pement de la forme

®

(3) =N ap(z—z)  ((=1,2% .. k)

convergent dans C;
Supposons que dans D, :
fl(:):fl+l(z) (i=1,2,..., k—1),

Ji(z) = 1(3), all)=a, (n=o0,1,2,...).
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Considérons maintenant une autre suite de cercles C,, C,, ...,
4, — G admettant encore comme centre le point o et C; contenant
4 son intérieur le point 5. Par D, désignons la partie commune
de G, etC, , (i=1,2,..., L —1).
" Les points a,=a, o), ..., o étant les centres des cercles C,,
C,, ..., Gy désignons par

-

Sz = bz —a)n
n=u

(i =T, .0, l"r ].l =f7 blll= all)r
un développement convergent dans C,, et supposons que

dans D’ . Ji(3) = Firi(3)

En désignant par @ le domaine formé par la réunion de tous
les points intérieurs successivement @ C,, Cy, ..., Cx et par ' le
domaine formé par la réunion des points intérieurs & C,, C,, ...,
Ciy supposons qu'il existe un arc simple L intérieur & la fois
a @ et A et passant par les points 5', a, et o, les points de
Uarc a,a, (a,a, ) de L appartenant ¢ C, ou C.., (C, ou C,,,),
Uarc 5'ax(3'2),) appartenant a C,(C)).

Alors il résulte du fait A que

Su(3) = fu(3).

B. Donc, un point 5’ et une courbe L sans point double liant ce
point au point «, étant donnés, il résulte d’aprés ce qui précéde que,
quelle que soit la suite G, G, ..., Ci de cercles jouissant des pro-
priétés indiquées, dont les centres sont distribués sur L de la maniére
indiquée, la valeur f;(s') est déterminée d’une seule maniére; les
fonctions f,( ) étant déterminées comme précédemment.

C. Les valeurs f;.(s') et fx(3z') ne peuvent étre distinctes que si
les domaines (@ et @' ne contiennent pas dans leur intérieur une
courbe commune I. sans point double liant « a 3’ et possédant les
propriétés indiquées.

On voit donc qu’un développement (3) étant donné on détermine,
en considérant tous les points du plan z et toutes les suites pos-
sibles Gy, Cs, ..., G4 attachées a chaque point déterminé, une
fonction uniforme ou multiforme, suivant que G se présente ou
non, définie pour tous les points 5’ pour lesquels (en partant d’une



FONCTIONS ANALYTIQUES REPRESENTEES PAR UNE SERIE DE TAYLOR. 5
suite G, G;, ..., Cy) les fonctions f,(3) jouissant des propriétés
précédemment indiquées existent.

Le développement (3) définit donc complélement une fonction
analytique, holomorphe dans tout son domaine d’existence.

Un développement (3) étant donné, on dit qu'un point z, est sin-
gulier pour la fonction représentée par celte série s’il n’existe aucune
suite C;, C,, ..., C;a laquelle correspond une suite de fonctions
Si(3), .... fx(3), ces deux suites jouissanl des propriétés indiquées (*).

Pour les fonctions multiformes () un tel point est encore appelé
point singulier, mais il y a pour ces fonctions des points qui doivent
étre considérés comme singuliers et pour lesquels la définition telle
que nous l'avons donnéc n’est pas applicable.

W étant le domaine d’existence d'une fonction uniforme, sa fron-
tiere fait partie de ’ensemble des points singuliers de cette fonction;
les points extérieurs de W sont aussi, d’aprés la définition donnée,
des points singuliers de cette fonction.

R étant le rayon de convergence de (3) et 5, un point situé sur la
circonférence G de centre o et de rayon R, nous dirons que ce point
est singulier pour la série (3) s'il n’existe pas de fonction f,(z)
analytique et holomorphe a l'intérieur d’un cercle C contenant z,
dans son intéricur, f,(s) coincidant avec f{z) dans la partie com-
mune aux cercles C et C.

Par branche du prolongement analytique de f(s) partant de « et
aboutissant & un point 3, nous comprenons unc fonction fi(s) holo-
morphe dans unc bande contenant les points |5 — 2| <<R el entou-
rant unc courbe L liant o a z,, cette fonction coincidant avec f(z)
a lintérieur de C; les points de la bande autres que les points
| 35— a| <R sont supposés assez voisins des points de L pour que
JS1(3) soit parfaitement déterminée dans cette bande. Si f, (s) définie
dans la bande en (uestion admet le point 5, comme point singulier,
c’est-a-dire s’il n’cxiste aucun domaine connexe D contenant 3, et z,

(') Dans la suite nous donnons des définitions des singularités particuliéres, les
seules que nous considérons dans cet Ouvrage. Nous ne donnons pas de définitions
générales, ce qui serait trop délicat ct exigerait plusieurs pages pour les exposer
en toute rigueur. Les définitions données dans quelques-uns des traités ne nous
semblent pas assez rigoureuses |voir a ce sujet I'article de M. Bieberbach (dans
YEncyclopedie des Sciences mathematiques) sur les fonctions analytiques (1918)].

(%) Voira ce sujet Zorelti [0]. !
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et tel que dans ce domaine il existe une fonction holomorphe f;(3z)
comcidant avec f, () dans la partie commune de D et de la bande,
ce point est dit singulier pour la branche.

3. Singularités spéciales. — La fonction représentée par une série

(4) 9(2)= - A N A

33— 0 (,Z—-—Ul)2 (z_a‘)ﬂ

supposée convergente partout sauf au point «,, admet le point «,
comme point singulicr qui est is0lé non critique.
Si

(5) Ap=o0 (¢=1,2,...), Anp#o,

a, est dit pole de degré m.
Si pour une infinité de m, A, 3£ o, ce point est singulier essentiel.
Si une fonction §(z) peut étre mise sous la forme

0(2) =4(2) +9(2),

ou §(z) représente une branche holomorphe d’une fonction, partant
de a et aboutissant a &y et ou ¢(3) est une série de la forme (4), alors
oy est dit point singulier essentiel de 6(z) pour la branche corres-
pondante.

Si ay est un pole pour ¢(3) il est aussi dit pole de la branche cor-
respondante de 6(z).

SiT'on peut écrire

Taps"=¢(3)+ Ib, 3",

ou a, est situé sur G, la série 2b, z" étant réguliére en a,, a, est
dit point essentiel ou pdle de la série (3) sur le cercle de conver-
gence.

4. Le probléme des singularités. — La série (3) permet dec déter-
miner complétement (dans tout le domaine d’existence ct toutes les
branches, c’est-a-dire toutes les déterminations en un point s quel-
conque), du moins théoriquement, la fonction analytique corres-
pondante.

Mais, au fond, ce fait ne constitue que ce qu’on peut appeler,
comme dans la théorie des equations différentielles, le théoréme
d’existence.
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Il s’agit de déterminer d’une maniére efective la fonction repré-
sentée par (3). Donner, par exemple, I'allure de cette fonction dans
tout le plan et déterminer toutes ses singularités. C’est ce dernier
probléme qui va nous occuper dans ce volume.

CHAPITRE II.

THEOREMES D’HADAMARD ET LES RECHERCHES QUI 8'Y RATTACHENT.

5. Le rayon de convergence. — Sur lc cercle de convergence,
c’est-a-dire sur la circonférence de rayon R, tel que la série (3) con-
verge pour les points 3 satisfaisant a 'inégalité

|z—a2| <R
et diverge pour les points s tels que
|z—a|>R,

la série (3) admet au moins un point singulier. Cette série étant
donnée il s’agit de déterminer d’abord la quantité R.

En désignant par limA, la borne supérieure de I'ensemble dérivé
de I'ensemble composé par les quantités A, on a d’aprés Cauchy et
Hadamard la formule [23. b]

I

=~

lim yia.|

Remarquons que sil’on suppose que la fonction représentée par (3),
ou 'on suppose o =0, R=1. (ceci ne restreint pas la généralité,
la transformation s|Rz + « ramenant le cas général a celui-ci) est
uniforme et n'admet des singularités que sur le cercle de conver-
gence, la quantité

—Tim ’\l/l Ajarl =¥

DY

représente le cosinus de I'argument d’un point singulier [38, a].

8 bis. Mandelbrojt a démontré que pour la détermination de 'ar-
gument d’un point singulier on peut employer des expressions liées
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a f(=) et qui sont analogues aux coefficients de la série de Taylor.
Remarquons d’abord que si R > 1, f(1) = f'(1) = o0 on a, en dési-
gnant par C, le coefficient de la série de Taylor qui représente la

zf(z)

fonction —/—L,
(1—3z)?

I +»
Com—iz ARy ds,
ou ¢ est I'argument de 3; cette derniére quantité variant sur une cir-
conference de rayon un.

Les quantités G, déterminent f(3).
- Toutes les lois qui permettent de tirer de la connaissance de la
suite @, V'allure de f(z)sont donc les mémes s'il s'agit de reconnaitre
les propriétes de f(s) en partant des quantités C,,.

Ainsisi R >1,0na

T LIGal
n

logR =—hm

Supposons que f(z) est bornée sur une demi-droite issue de I'ori-
gine et qui forme un angle 6 avec Oz (0O << < 27) et considérons
les quantités

~4-cos
l A=) ’
o, = Ef S(2)z—np~2 dp’,

ou
¢'=lozz=1log|z|+ 0, T = e—lnI0gE,
z variant sur la demi-droite en question. Les «,, nous le verrons,
jouent par rapport aux arguments des points singuliers de f(s) le
méme réle que jouent les a, ou C, par rapport au module.
Ainsi, par exemple, en supposant que
LI An |

b = Tom =¥l
o = 1im o
' n > ’

le fait que, dans I'angle borné par les droites formant avec Oz respec-
tivement les angles 6 4-¢,  —e¢, la fonction f(3) reste bornée quand
on exclut les singularités éventuclles, supposees toutes situées a dis-
tance finie et non critiques, par des cercles de rayon v arbitrairement
petit (le méme pour toutes les singularités) — implique I'existence
méme de singularites dans cet angle.

Ceci a donc lieu si f(3) est holomorphe & Uinfini.
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Si cette derniére condition a lieu et si f(z) n'a qu'un nombre fini
de points singuliers, § représente 'argument d’un point singulier, f(3)
restant holomorphe a 'intérieur de 'angle formé par les droites d’argu-
ment § et 4. Si en plus f(z) n’est pas uniforme autour de I'origine,
¢ donnera 'argument d’un point singulier d’'une branche, le nombre
de tours qu'il faut effectuer (a partir de la droite d’argument ©)
étant égal au nombre de fois que 27 est contenu dans ¢ —¥6.

Hadamard, FFabry et Pringsheim [23, ; 16, «; 54, ¢] ont donné
des conditions pour qu'un point situé sur le cercle de convergence
soit singulier.

Soient R=1, a = 0; pour que le point 5(| 5| =1) soit singulier
tl faut et il suffit que

2n

n 3

lim E Cra,zv= .
li
3

11 en résulte, en particulicr, que si @,20 (R =1, 2=0) le point
d’affire un est singulier |34, c]. Dienes a généralisé ce dernier fait
de la maniére suivante : = =1 est singulier si

oS Arga, < Z_; [11, a].

Tsuji a démontré qu’il suffit que la derniére condition ait lieu
pour tous les n sauf pour n =, avec

. )wu
lim e [26, b].

Une généralisation analogue du théoréme de Pringsheim (a,>0)a
été donnée par Szasz [39] (voir aussi la généralisatlon de Kossler

[30, 5].)

6. singularités polaires. — Un des premiers auteurs qui cherchait
a évaluer effectivement les quantités @,, d’aprés’allure de la séric (3)
sur le cercle de convergence, fut Darboux.

Hadamard, dans sa célébre These [23, b], a été le premier a poser
nettement le probléme inverse et a élucider les questions les plus
importantes qui se rattachent au sujet qui nous intéresse. Supposons
que sur G il n’y aque p poles (s'ily a des poles multiples, on compte
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chacun d’eux autant de fois qu’il y a d’unités dans son degré de mul-
tiplicité).

Désignons par Dy, , le déterminant

am Am+1 <o Amaip

(2777775 [ tee eeees
Dm,p =

Am+p Cm+2p

Hadamard démontre d’abord que l’on a

oY e —— I I
(6) lim ¢| Dypi = R < R
(donc R">R).
Le méme auteur démontre ensuite que si pour une série (3) on a

Tomye I

(7) i "V Dwp | < g

et

(8) Tiot ViDpmt | = 150

alors la quantité \/|Dn,,_, | tend réguliérement vers ‘RIF’ c’est-

a-dire
. ' - I

(9) fim VI D,p—s | = 5 5

et (3) a sur C exactement p péles.

On a par conséquent (g) si (3) a p poles sur C.

Pélya et Ostrowski ont simplifié un point difficile de la démonstra-
tion du théoréme d'Hadamard [52, a; 49, g].

Ces considérations permettent 3 Hadamard de déterminer le poly-
nome P(z) tel que la séric f(2) P(3) soit convergente dans un cercle
de rayon R’> R.

Des considérations du méme genre permettent, d’ailleurs, d’aller
plus loin et de trouver les poles situés au dela de C, tant que ceux-ci
sont plus rapprochés de I'origine que toute autre singularité.

Désignons par I, la quantité

Iim ”\l/l Dupi

m==x

en donnant a P des valeurs entiéres supérieures a p. On peut alors
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démontrer que [23, b] :

lp_o lp_|
<=
(IO) lp_, = Ip

Si pour P = ¢ I'inégalité a lieu, c’est-a-dire si 'on a

lg— lg—
R, =2 72
1 I, >l,,_;’

alors la série (3) a exactement ¢ poles dans le cercle de rayon R;.
%y, %ay ..., o étant ces poles, leurs affixes vérifient I'égalité

. Dpg—
@y ... 0g=lim 71,
Dytt,q—1

Une discussion de la croissance de la suite

bbb
L ’ T,

permet d’établir le cas ou (3) représente une fonction n’ayant que
des poles dans tout le plan, ou le cas contraire ou il cxiste une
quantité R telle que dans le cercle de ce rayon f(<) a, au moins, un
point singulier qui n’est pas pole [23, b].

7. L’ordre des points singuliers. — On a pu déterminer les péles
du fait que la quantité

— Tim Llaa i = logR
n==» n

diminuait dés qu’on multipliait f(z) par P(z).

Si f(3), n’ayant que des poles sur le cercle de convergence, enaun
dont le degré de multiplicité est supérieur a celui de tous les autres
et qui est d’affixe z,, alors en multipliant f(z) par z — z, on abaisse
la quantité

(11) hm 22l ),
D’ailleurs chaque fois que f(z) peut étre mise sous la forme
(3—20) 7 (z—z1)~"1... (53— 3a) M f1(3),

ou A > o est supérieur a toules les quantités 1, A,, ..., 4, également
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positives, ou

[30l=|z|=...=|3,|=R
et ou f\(z) désigne une série dont le rayon de convergence autour
de « est supérieur a R, — la quantité (11) correspondant a la série
J(5)(3—3,) a une valeur moindre que celle établie en partant
de f(3).

Hadamard le démontre par une méthode analogue a celle qui lui
sert pour délerminer les singularités polaires.

D’ailleurs sa méthode a une portée beaucoup plus grande, comme
nous allons le voir d’apreés les recherches qui suivent.

La quantité w=0,+1 déterminée d'aprés la formule (11) est
appelée par Hadamard ordre de la série (3) sur le cercle de conver-
gence (a =0, R=1).

Cette quanlité jouit des propriétés suivantes :

En désignant par D;*f(s) la dérivée généralisée de Riemann-
Liouville de f(s) d’ordre =, on a :

1° D% f(z) est finie et continue sur C pour & > .
2° Cetle expression avee a > w, est & écart fini sur C, ¢’est-a-dire
toutes les intégrales trigonométriques

2

2R 2T
mf cosmODZ* f(z) b, mf sinm 0Dz f(z) 0
0

U}
(m=1,2,...)

(en posant dans D:*f(z), 5= "), restent inféricures, en valenr
absolue, & un nombre fixe I.
3° Une des propriétés précédentes n’a pas lieu pour « < w.

En exigeant que les conditions 1°, 2° et 3° soient vérifiées sur
un arc AB du cercle C on déterminera I'ordre de f(z) sur cet arc.

Remarquons que toute fonction a variation bornée est a I'écart fini.
La réciproque n’est pas vraie. (Bray [7]).

De méme Hadamard définit Pordre en un point quelconque de C,
en faisant tendre vers ce point les points A et B entre lesquels ce point
est situé et en prenant la borne inféricure des ordres successifs sur
les arcs AB.

L’ordre de f(z) sur G est la borne supérieure des ordres des diffé-

“rents points de C.
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Alors, s’il n’y a qu’un point 5, dont I'ordre est celui de C

— L|a
w=hmM+

Lm ’

I'ordre sur C de la série f(3) (5 — 5,) est inférieur a w.

Ce fait permet, comme dans’ les cas précédents, de déterminer la
quantité 3.

Il est aussi évident que si, au contraire, I'ordre de f(z)(z— 3,)
sur C est inférieur a  le point 3, est le seul point dont’ordre soitw.

Ceci permet dans certains cas de déterminer toutes les singularités
de f(5) sur C.

En outre ' étant une quantité positive supérieure a w supposé fini,
et 5, un point régulicr de f(3) sur G, on a

. an G+ a1 30GY_ . apy
Sz =i G ’
ou G% est le coefficient de s dans le développement de (1 — z)®’,
Fabry a montré que 'ordre de /() en un point change en général
avec le centre o autour duquel le développement (3) de f(z) a été
formé [16, e, f|.
Le méme auteur démontre que I'axe de convergence ¢ = p, de la
série de Dirichlet

— (s =10+1i1),

satisfait a P'inégalité (')
wo—1iplu.
Cette quantité p, supposée positive, coincide avec le degré d’infi-
nitude de f(z) au point un si ce point est le seul point singulier de
cette fonction sur G. Clest-a-dire que p est la borne inférieure des

quantités v telles que
lim(z—1)¥ f(z) =o.
I>1

Il faut d’ailleurs supposer que z—>1 le long d'une courbe quel-
conque, on doit aussi considérer les courbes tangentes 3 C au
point un.

(1) La série donnce converge pour s > p et diverge pour ¢ < p.

MEBMORIAL DES SC. MATH. — N°o 5%, 2
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p reste le méme pour tout développement de f(5) en une série
de Taylor autour d’un point quelconque o' intérieur a G (les deux
cercles, I’un correspondant au développement (3) el I'autre au déve-
loppement autour du point o' étant tangents au point singulier con-
sidéré), sil'on a

T
p>m——)-.

D’ailleurs les exemples de Borel, Fabry, Dienes, Toéplitz [3, b;
16,e; 11, b: 61] montrent que le degré d’infinitude au sens commun
(c’est-a-dire en excluant les chemins tangents a C) ne coincide pas
avec 'ordre en un point au sens d’'Hadamard.

Citons le théoréme suivant di a Hardy [24, a, b] : St

(l—lZl)“’lf(z)l<C, w>o,
lorsque

|z|<1(R =1, a=0),
on a, en posant

g(s)=2|an| 3",
pour z réel <1, Uinégalité

1
(1— z')m+-‘g(z) < Gy

D’ailleurs, o - é ne peut étre remplacé par un exposant inférieur,
comme le montre un exemple de Hardy.
Toéplitz démontre aussi I'inégalité

— log=m —_— ]0“‘7t'
o —1<lim —2 = lim —=—* <,
Tn=w 10::”/ n=w» 10gn =
ou
ma=max|P,(x, y)| =max|ao(z1y1+...+ Zn¥n)
+a(Z\ Ya+. T paYu)Fe i+ Qa1 Yol
avec
(1) 1T+ 2, Tp=1 (1),
(2) VT4 YaFn=1
et

7, = max P,(z, 7),

les z, satisfaisant a la condition (1).

.

(1) Z désigne I'imaginaire conjugué du nombre Z.
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Les questions concernant I'ordre sont étudiées d’'une maniére
détaillée dans les livres de Norlund [46] et Dienes [11, b].

CHAPITRE III.

LES COEFFICIENTS DES SERIES DE TAYLOR AYANT UN SEUL POINT SINGULIER
ET LES RECHERCHES QUI S'Y RATTACHENT.

8. Théorémes de Leau et Faber. — Si f(z) est de la forme

Ay + A, i A
3—1  (s—1) 77 (z—1)m?

(12) J(a) =

alors en développant f(z) série de Taylor, on voit qu’il y a un poly-
nome en n, P(n) de degré m —1 tel qn’on ait

a,=P(n).

Une des premiéres questions a se poser est la suivante : quelle est
la forme des a, quand f(z) est de la forme

AL A LA
z——1  (z—1) T (g—1)b TV

lim {/A,, = o,

(13) flsr=

’est-a-dire quand le point d’affixe un-est le seul point singulier
de f(z), d’'ailleurs essentiel, f(z) restant holomorphe dans le reste
du plan, le point a 'infini compris. D’aprés ce que nous venons de
dive sur le développement de (12) la réponse a la question posée est
intuitivement presque évidente.

Le theoréme de Faber est le plus important a ce sujet, étant
donné qu’il fournit la condition nécessaire et suffisante [13, 0] :

La condition nécessaire et suffisante pour que (3) (a¢=o)
représente une fonction uniforme et holomorphe dans tout le
plan, sauf au point d’affixe un. est qu’on puissse mettre

a, = g(n) (n=1,2,...),

ot g(z) est une fonction enticre telle que quel que sott ¢ >o il
existe un r, tel que pour r >r, on ait

(14) lg(z)|<er (s=reld).
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Si g(z) n’est pas un polynome le point un est un point singulier
essenticl.

Les fonctions entiéres g,(z) d’ordre inféricur & un vérifient évi-
demment la condition (14), donc les fonctions 2 g, (n)z" admettent
un seul point singulier, qui est d’affixe un, dans le plan tout entier.

Ce dernier énoncé est di a Leau [33, d].

Wigert a démontré indépendamment de Faber que les conditions
qui interviennent dans le théoréme de ce dernier sont suffisantes [68].

9. Théorémes de Le Roy, Lindelof. — En généralisant un théo-
réme de Le Roy, Lindelof démontre par I'application du calcul des
résidus le théoréme suivant [36. c] :

Sidans (3) (x=o0)ona

a,=g(n),

2(3) étant une fonction holomorphe dans le demi-plan x> a
(2= + iy) et satisfaisant dans ce demi-plan & la condition

lg(a=+r ezO) | < eld+ey

quel que soit € > o, pour r>re, I étant fixe et inférieur & w,
alors la séifie (3) peut étre prolongée dans toute la partie du plan

2 —I>9>7T, op<<m (3=pew?).

Carlson et V. Bernstein |8, b; 4, a, b] ont généralisé le théoréme
de Lindelof et ils ont montré que leur nouvelle généralisation admet
une réciproque compléte (le théoréme de Lindeldf ainsi que celui de
Carlson et Bernstein donnent des renseignements sur 'allure de f(z)
a I'infini).

En appliquant le théoréme de Faber on peut démontrer le fait sui-

vant [ 38, f].

Si f(3) représente une fonction holomorphe dans tout le plan
sauf en un nombre fini de points 5y, za, ..., 5, situés sur le
cercle de convergence (R =1, a = o) et tels que

largs | <5, ..., jargs| <9,
ces points n’étant pas critiques, alors on a

an=g(n),
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£(3) étant une fonction entiere de la forme

g(2) | e+ (5=red)

10. Théorémes de Leau, Fabry, Soula. — Dans un ordre d'idées

qui se rapproche des considérations précédentes il faut citer les théo-
rémes de Leau, Fabry, Soula :

Sia, =g (%) ot g(5) est une fonction holomorphe & Uorigine,

alors f(z) n’a qu'un seul point singulier qui est d'affixe un
[Leau, 33, d].

En supposant que g(z) est holomorphe dans un angle dont le
sommet est 'origine et qui contient a son intérieur la droite (0, 4 )
et telle qu’on ait

[z]Lig(a)|<s (3] <re),

quand z est dans cet angle, Fabry démontre que f(z) n’a que le
point singulier un sur G [16, ¢].

Le théoréme de Soula [56, a] qui généralise celui de Leau peut
s’énoncer de la maniére suivante :

\

Soit (3) (o = o) holomorphe dans tout domaine qui ne contient
pas la demi-droite (y = o, x >1) ainsi que dans tout domaine
qui ne contient pas une demi-droite fixe différenie de la précé-
dente et également issue du point un.

Supposons que dans le voisinage du point un, et pour tout
point z situé dans un des domaines précisés on ait

f(3) < —2 (g <n.

|z—1|7
Alors, g(z) étant holomorphe & lorigine, on peut affirmer
que 2g(az)z" admet le point un comme seul point singulier.

La démonstration de Soula est remarquable par le rapprochement
des questions qui nous intéressent a la théorie des équations inté-
grales de Fredholm.

Pour avoir un exemple ou les o, (voir p. 8) fournissent des ren-
seignements précis, énongons le théoréme suivant : si les conditions
de la page 8 sont conservées et si, en désignant par ¢ .
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d’un point singulier quelconque de f(z) dans Uangle (0 +¢,§ —¢)
on sait que Arg{ = et que pour tout { on a

I c I = e24m
ot k est un entier, alors

a,=er¥g(n)+ 8,
ol
lg(z)|<elzl  etou  Timy/[Bn|<eb.

CHAPITRE 1V.

THEOREME D'HADAMARD SUR LA MULTIPIICATION DES SINGULARITES
ET LES RECHERCHES QUI S'Y RATTACHENT.

ll. Théoréeme d’Hadamard. — Une fois établi la dépendance qui
existe entre les coefficients «, et les singularités de la fonction cor-
respondante dans les cas les plus simples, il s’agit de pouvoir passer
aux cas plus compliqués par I'intermédiaire des opérations sur les
coefficients «,.

Un théoréme permettant un tel passage est di a Hadamard [23, b]:

Soient f(z) = 2a, 5" et 9(3) = Lb,3" deux séries entiéres.

y étant Uaffixe d’un point singulier de la série 2a, b, s, deux
cas sont possibles : 1" il existe une quantité o qui est Uaffize
d’un point singulier de la série f(z) et une quantité 3 qui est
Uaffize d’'un point singulier de la série ¢(s) et telles que
(15) Y =a.3.

2° toute courbe a distance finie, liant y au point O passe par
un point de la forme «.3.

Remarquons que pour les fonctions multiformes, une branche de
la fonction représentée par 2a, b, 5" peut admettre le point d’affixe O
comme point singulier. La démonstration d'Hadamard se base sur la
formule

(16) F(2) = Ya,b,z" = -)%lf(x):p(i) %‘f,

C etant une courbe fermée intérieure au cercle de rayon RR’ ou R est
le rayon de convergence de f(5) et R’ celui de ¢(z). La formule (16)
montre de plus, dans le cas ou les séries f(2) et o(3) ne représentent
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pas des fonctions uniformes, quelles sont les branches respectives
de f(3), ¢(5) et F(z) dont les singularités sont liées par la for-
mule (15). Faber a complété en certains points la démonstration

d'Hadamard [15, e].

12. Recherches de Borel, Faber, Soula, Pélya, Mandelbrojt. —
a étant un point singulier de f(s) et § un point singulier de ¢(32),
supposons que ces deux fonctions n’ont pas d’autres points singu-
liers, — respectivement o' et B’ — tels que

(17) a3 = af.

Borel a indiqué que dans ce cas, I'allure de F(z) autour de y =of
ne dépend souvent que de 'allure de f(z) autour de « et de celle
de ¢(z) autour de f.

Ainsi si o est un péle de degré k et 3 un péle de degré m, y est
un péle de degré m + k —1 [8, 1].

7 est certainement un point singulier de ¥ (z) si a et 3 sont isolés
et si au moins un de ces deux points n’est pas critique [18, e].

Les propositions de Borel et Faber (celle-ci pour le cas ou ni « ni
ne sont critiques) peuvent étre démontrées d’'une maniére analogue.
Pour le premier cas, comme les a, et les b, sont des polynomes res-
pectivement de degré A —1 et m —1 (on peut évidemment sup-
poser o« =3 =y =r1), les produits a,b, sont aussi des polynomes
en n de degré k +-m — 2,et y est un pole de degré m + k —1[3, (.

Dans le deuxi¢me cas du fait que les a, et les b, sont de la
forme g(n) avec | g(s). <<eer il résulte que les coefficients a, b,
Jouissent de la méme propriété, le produit de deux fonctions entiéres
satisfaisant a celte condition, la vérifie encore. Soula a montré par
un exemple que y n’est pas nécessairement point singulier de F(3)
méme si (17) n’a pas lieu [ 36, a].

Soula a démontré le théoréme suivant : St ¢(s) n’a qu’un point
singulier 3, pour que y soit un point singulier de ¥ (3) il fautet il

.n . e o "y
suffit que lim\/ | b,| soit différent de séro et queZ—bT' n'ait que le
point singulier %3 [56, a].
A ce théoréme on peut joindre le théoréme suivant :

Silim{/Tb,| =1, si les b, sont réels et si 9(5) n’a sur le cercle
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de convergence que le point un comme point singulier, alorsou la
. zn
Jonction ¢, (=) :2[7— admet le cercle de convergence comme cou-
n

pure ou elle n’a que le point un comme point singulier [36, c].

Le théoréme de Faber a été généralisé par Pélya. Cet auteur appelle
un point singulier 7 situé sur le cercle de convergence, semi-isolé, si
dans un cercle autour de 7 et de rayon assez petit f(s) ne posséde
des singularités que sur le rayon issu de Porigine et passant par 1.

Si o et B sont les seuls points singuliers sur le cercle de conver-
gence respectivement de f(3) et o(5) si un de ces points est semi-
isolé et l'autre isolé y = af est nécessairement un point singulier
de F(s5)=2a,b,:[52, c].

Si entre deux points singuliers a et o' situés sur le cercle de
convergence il existe un arc ao' ot f(z) est holomorphe et si 3 est
isolé non-critique de (=) et est unique sur | z| =R/, les points af
et o' 3 sont nécessairement singuliers de F () [52, d].

Mandelbrojt [38, 0] a ¢tabli des conditions pour qu’un point af
soit nécessairement singulier, en partant d’un point de vue différent.

Soit y un point singulicr quelconque de 2a, b, 5" et soit w un mul-
tiple d’un nombre quelconque de facteurs dont chacun est une puis-
sance de degré g2>o d’un affixe d’un point singulier quelconque
de f(s); désignons par E I'ensemble de tousles points yw. Soit & ¢ la
partie de la la frontiére de Iétoile de Mittag-Leffler (') formée a partir
delensemble E + E/ (E' est 'ensemble dérivé de E) qui est a Pintérieur
d’un cercle C de rayon R autour de lorigine.

Si &y est composé d’un nombre fini & de segnients de longueurs
respectives Uy, Iy, ..., {4 et d’'un nombre fini p de domaines D,,
D,, ..., D, dont les longueurs de frontiéres (sans compter les arcs
de cercle G qui forment une partie de la frontiére de chacun de ces

(') On appelle étoile de Mittag-Leffler de 1’ensemble A, qui ne contient pas le
voisinage de o, le domaine complémentaire A I'ensemble A, (omposé des points
des segments ge'*(p <p,), telles que les points pe'? n'appartiennent pas 4 A, le
point g e'? lur appartenant.

L’étoile de Mittag-Leffler de Sa, 5" est I'étoile de I'ensemble B composé des
points g,e'? tels que Sa, 3" et holomorphe pour 5 = pe'?(p < g,), po€'? étant un point
singulier de la branche de =a, 3" correspondant & la droite ge?(0 <o <)
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domaines), sont [, {,, ..., [,, nous poserons

A P
CR,E= 22 l, +2 l;
1 1
Nous supposerons dans ce qui suit que & et p sont bornés.

Supposons qu’en posant 6(s)=f(z) — ﬁ on ait dans le
domaine fermé D dont la frontiére est composée de Cyy. et de la
circonférence G, (' | =R)

) (|+R)(CR,|‘_2-T|E-I:1:R)|0(Z)| <1

Alors la frontiére de 'étoile relative a ’ensemble E + E' con-
tient tous les points singuliers de ¢(3) situés dans C.

En particulier :

St f(s) n’admet que le point an comme point singulier et si (I)
a lieu (cette condition dans ce cas est simple) les parties corres-
pondantes des étoiles de Mittag-Leffler des deux fonctions ¢(z)
et F(5), contenues a ’intérieur de C sont les mémes.

On peut évidemment construire des fonctions vérifiant (/) etayant
comme singularites des points donnés a 'avance.

CHAPITRE V.

THEOREME D'HURWITZ-PINCHERLE ET LES RECHERCHES QUI S’Y RATTACHENT.

13. Théoreme d'Hurwitz-Pincherle. — Par analogie avec le théo-
réme d'Hadamard sur la multiplication des singularités, auquel nous
avons consacré le Chapitre précédent, Hurwitz et Pincherle ont
démontré le théoréme suivant [26, c¢; 51, a, b] (Hurwitz dans le cas
des poles et Pincherle dans le cas général): y étant Uaffize d’un
point singulier de la série

F(z) =2 2 30~ Chy@met P14+ ..+ Bm %o

zln—'—i

m=0

(o Ch désigne le coefficient binomial), deux cas sont possibles :
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1° il existe un point singulier a de la série

%o oy
d_:(z):;+—,,+...

et un point singulier (3 de la série

tels que
(18) a+B=1,

2° toute courbe continue liant y & Uinfini passe par un
point a— (.

On démontre ce théoréme en s’appuyant sur |’égalité

» m

. 1
a9) B X i Jsmmi= [y —m)dn,
27 c
m=o \x=0
C étant un cercle autour de 'origine de rayon assez grand.

Cette derniére formule permet d’ailleurs, comme nous 'avons vu
pour le théoréme d’Hadamard, de discerner quelles sont les branches
des trois séries dont les singularités sont liées par (18). Remarquons
que les séries qui interviennent dans cc chapitre peuvent étre consi-
dérées comme des séries de Taylor avec o =cc.

Le théoréme d'Hurwitz-Pincherle jouc un rdle semblable a celui
d’Hadamard, en ce sens qu’en connaissant les singularités des
séries relativement simples on peut en tirer des renseignements pour
les singularités des séries plus compliquées.

14. Théorémes de Lindelsf et Mandelbrojt. — Mandelbrojt [38, b]
a fait remarquer que le théoréme d’Hurwitz-Pincherle peut étre con-
sidéré comme une généralisation du procédé qui correspond a la trans-
formation d’Euler effectuée sur la série entiére

0(3)=90+ 13+ 7532+4....

On sait, en effet, qu’en posant

3

Y1z
on a

©

- 3 \4 Afa 1
(20) O(Z)=2<l—z> I_;: 1_32Ak1°yk’

k=0 k=0
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ou Akey désigne la A" différence par rapport au coefficient a, dans
la suite ’

%oy, Oy, ..., Op,
c'est-a-dire 'égalité suivante a lieu :
ARag=a;— Clar_1+ Clagp_+...%= ap.

D’autre part, on voit qu’en posant

(21) §(e) =

I'opération qui intervient dans le théoréme d’Hurwitz-Pincherle, on
obtient la série

®

-
ﬁ:"uz—C/In:?’m—l‘*'---"'0‘0_ Ak oy
gm+1 . - Zh+1

m=0 =

En posant dais cette série et dans (21)

1

s =

g

on voit qu’on arrive ainsi a associer A la série

gl + af24...
la série -
Agool +Alag 02 4. . .= (Ayao+ Alopl+...)

qui est, a la variable et & un facteur prés, de la méme forme que la
série qui constitue le premier terme de la formule (20).

Ces considérations permettent de voir que les résultats obtenus en
appliquant le théoréme d’Hurwitz-Pincherle seront plus généraux
que ceux obtenus en appliquant la transformation d’Euler.

En s’appuyant sur le théoréme d’Hurwitz-Pincherle, Mandelbrojt
démontre le théoréme suivant :

Soit

(22) F(a)=ap+aiz+...
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une série de rayon de convergence égal & un. Si F(z) n’a des
points singuliers que sur le cercle de convergence, la quantité

J— kZ\
p=arccos(1— — )

avec
k=1Tim \ Ty ],

Ym=@n1 £(1)—Clang(2)+...=a,g(m+1),
g(3) étant une fonction entiére satisfaisant a la condition
lg(z)|<ex (z=re) pourr>1: (e posuttf quelconque),
représente un argument d’un point singulier de F(3).

est-a-dire qu’un des deux points ¢™% est un point singulier.
C’est-a-dire qu’un des d points ™% est point singul
est d’ailleurs le point singulier le plus rapproché du point — 1.

Clest d’aill le point singulier le pl pproché du point

Ce méme théoréme permet de distinguer lequel de ces deux
points ¢'? ou ¢~ est singulier.

Ainsi aprés avoir détermine la quantité || il suffit de voir pour
aquelle des deux quantités ou — a quanti inie res-
laquelle des d quantit @ |¢| la quantité k défi
pectivement pour les deux séries

Zan eT—1olyzn et xan en(T+1Ql) zn
est égale a 2.
En posant en particulier

£(2)=-comst.=1,

on a le fait signalé a la page 7.

Remarquons que le critére [avec g(3) =1], qui résulte du théo-
réme général établi et qui serta distinguer lequel des deux points e*®
est singulier, une fois la quantité | ¢ | déterminée, résulte aussi d’un
théoréme de Lindelof d’aprés lequel : La condition nécessaire et
suffisante pour que le point e*® soit singulier est qu’on ait

o
Il /|3, 60| =,

en posant b,= a,e™ ¥ [36, a]. (Comparer au théoréme de Prin-
gshein, page 9.)

Les deux premiers théorémes de ce numéro permettent de déter-
miner tous les points singuliers de (22) si F(z) n’a qu'un nombre
fini de points singuliers, tous situés sur le cercle de convergence.
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CHAPITRE VL

LES SERIES ADMETTANT LE CKRCLE DE CONVERGENCE COMME COUPURE
ET QUELQUES THEOREMES GENERAUX.

15. Exemples de Weierstrass et Fredholm. — Il y a un cas qui
semble étre au premier abord tout a fait particulier et ou le probléme
du prolongement analytique ne se présente plus. C’est le cas ou le
domaine d’existence de la fonction représentée par une série entiére
est le cercle de convergence de celle-ci. Tous les points de sa circon-
férence sont singulicrs pour cette série. On dit dans ce cas que le
cercle de convergence est une coupure pour la série.

Déja les premiers auteurs qui ont traité les fonctions analytiques
en partant des séries entiéres ont remarqué de telles séries

Citons I'exemple de Weierstrass | 67], a savoir la série

n
Sqn bt

ou a est positif et o b est entier supérieur a un.

Remarquons tout de suite que les puissances 6" de s qui corres-
pondent aux coefficients ne s’annulant pas sont trés écartées les unes
des autres.

Dans le cas de I'cxemple de Weierstrass le fait que le cercle de
convergence est une coupure est une conséquence particuliérement
simple de la structure arithmétique des quantités b® (voir [23, b]).
Une autre séric, due a Fredholm [19],

az+ alst4.. .4+ anz®, ..,

représente également une fonction admettant le cercle de convergence
comme coupure; les puissances correspondant aux cocfficients non
nuls sont encore rares, mais les considérations arithmétiques qui
pouvaient servir pour la série de Weierstrass ne s’appliquent plus
dans ce cas.

16. Théoréme d’Hadamard. Généralisations de Borel et Fabry. —
Hadamard a eu l'idée de considérer en général les séries de la forme

(23) Xa, 3,
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ou la suite n, tend vers l'infini trés rapidement, et il a démontré un
théoréme qui généralise de beaucoup I'exemple de Weierstrass.
Voila I'énoncé du théoréme d’Hadamard [23, b] : La série Za, 5™
admet le cercle de convergence comme coupure si
.. n —n
lim 22—~

> o.

— n,

Borel [5, /] a remplacé cetie derniére condition par la suivante

Jim et e 0,

- n,
et enfin Fabry a démontré [16, a] que le cercle de convergence
de (3) est une coupure si, A étant une quantité fixe, (o <A <1)
pour une infinité d’entiers m, il ne reste entre

m(1—2) et m(1+ 1)

. 0 Lia
que p entiers n tels que les a, sont non nuls, = et Lianl tondant
m m
vers zéro. .
Il résulte des théorémes de Fabry que (23) admet le cercle de
convergence comme coupure si '
lim (n,qp1—n,) =
. 1 =wm
ou si
n,

’li_n; == (voir [13, ¢]).

Fabry tire son théoréme comme conséquence d’un théoréme i)lus
général qui lui est également di [16, a] et qui s'énonce de la
maniére suivante : soit R=1; y, étant un arc qui dépend de n,
soit s le nombre de changements de signe de la partie réelle a,
de ajettelorsque gvarieden —An @ n+-An. Si l'on peutchoisiry,
en fonction de n de telle maniére que, pour une infinité de valeur

. 1 s ’ .
de n, les quantités ~L|a, | et — tendent vers zéro, le point z =1

est singulier.

17. Théorémes de Braitzeff et Subbotin. — En s’inspirant d’un
autre théoréme de Fabry [16. a, e], Braitzeff démontre le théoréme
suivant : Si les autres conditions du théoréme précédent ont lieu,
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etsil’ona

la fonction f(z) possede un point singulier dont 'argument est
compris entre — mo et o,

Si f(s) n’a qu’un point singulier sur le cercle de convergence,
son argumeut est précisément égal a une des quantités -+ ma
owra[6, a, b].

On peut, d’ailleurs, déterminer lequel des deux points e=*™ est
effectivement singulier. Si, cn désignant par s’ le nombre de change-
ments de signe de la partie réelle ) de a evn® on § = ar,
lorsque g varie entre n — An et n—An, — onvoit que pour une infi-
nité de n on a

U
.1 .
lim—-L|aj,|=o0 et lim - =o,
n n

alors d est Uargument du point singulier.
Braitzeff fait correspondre a f(z) la fonction

So(3) =23‘(ne'?)z",

®

S(new) = 2 as—(gfi—q))-s
0
(voir aussi [5, j]) et il remarque que si le rayon de convergence
de f,(5) est supérieur & un et si la droite, issue de I'origine et faisant
l'angle ¢ avec Oz, ne rencontre pas un sommet du polygone de
Borel [3, j] alors f,(2) n’a qu'un point singulier sur son cercle de
convergence. Le théoréme précédent lui permet donc de calculer
laffixe de ce point. Soient [(¢) et o(¢) respectivement son module
et son argument. Dans ces conditions le point

ey

<= U(o)+ is(o)

est un point singulier de f(z).

Subbotin [58, a] a simplifié quelques résultats de Braitzeff. Ces
deux auteurs ont donné une théorie assez compléte de la recherche
effective des points singuliers d’une série de Taylor.
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Revenons aux séries admettant le cercle de convergence comme
coupure.

18. Théoréme de Pélya. — Le théoréme suivant di a Pdlya et
concernant les séries admettant le cercle de convergence comme
coupure montre le role général que peuvent jouer les quantités D, ,
introduites précédemment :

. ..o n .
Si les quantités 5 restent bornées, pour que le cercle de conver-

gence ne soit pas une coupure il faut que

1
lim | Dy, pi | 1FP=1IP < L
,7:@ R

Ce théoréme n’est d’ailleurs qu’un cas particulier d’un autre théo-

réme [52, f] pour I'énoncé duquel il faut introduire quelques nou-
velles notions.

Soit E un ensemble borné et fermé.

Soit T, () un polynome qui parmi tous les polynomes de degré n
et dont le coefficient du plus haut degré est égal & un s’écarte, dans E,
le moins possible de O.

On appelle d’aprés Fekete [18] diamétre transfini de E la quan-
tité lim {/z, o
T,=max|T,(z)], 5 variant dans E.

On peut alors démontrer le théoréme suivant :

Soit f(z) uniforme; en désignant par t le diametre transfini
. . | . . .
de l'ensemble E des points - Ot aest un point singulier quelconque

de f(z) et par o la distance du point de condensation deE le plus
éloigné de Uorigine, & tout ¢ > o asses petitet w > o asses grand
correspond un K tel que si

nlop, p>K,
alors

1 n p—I
B e S ) A CE o O

(!) On démontre cette inégahté lorsqu’en conservant les autres notations, on
désigne par E un ensemble borné et fermé, la fonction f(% étant holomorphe dans
I’ensemble complémentaire E, de E (E, étant supposé connexe).
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On passe de ce théoréme au théoréme cité plus haut en remarquant
que le diamétre transfini d'un ensemble borné et fermé E, dont 'en-
semble complémentaire est connexe, est le rayon du cercle dont
I'extérieur peut étre représenté conformément sur 'ensemble com-
plémentaire de E, en laissant le point a l'infini et son élément
linéaire invariants.

19. Remarque de Borel-Pringsheim. — Bien que tous ces théo-
rémes concernant les fonctions admettant le cercle de convergence
comme coupure paraissent avoir un caractére bien particulier, cer-
tains raisonnements ont permis a Borel et Pringsheim d’affirmer le
fait intuitif, que le cercle de convergence est, en général, une
coupure.

Ceci voulant dire, grosso modo, qu’'on a plus de chance de tomber
sur une telle série que sur une série prolongeable au dela du cercle
de convergence.

Evidemment, si I'on se rapporte au point de vae de la puissance
des ensembles, cette remarque n’a pas de sens sil'on ne borne pas la
classe de séries que 'on considére, car la puissance de I’ensemble
des séries admettant le cercle de convergence comme coupure, et la
puissance de 'ensemble de toutes les autres séries est la méme (on
considére évidemment les séries ayant le méme rayon de conver-
gence) [52, g .

Le théoréme d’Hadamard et celui de Fatou-Pélya|27] sont signifi-
catifs a ce point de vue.

20. Théoréme de Fatou-Polya. — L’énoncé du théoréeme de Fatou-
Pélya est le suivant [17; 27] :

1l suffit de changer en (3) le signe d’une infinité de coeffi-
cients, dont les indices sont convenablement choisis (ce choix
dépend de la série en question) pour que le cercle de convergence
devienne une coupure.

Le théoréme d’Hadamard peut étre traduit de la maniére suivante :

On peut fixer les modules des coefficients d’une série (3), de
maniére que, quels que soient les arguments de ces coefficients,
le cercle de convergence soit une coupure.

Le théoréme de Fatou-Pdlya montre, au contraire, qu’il est impos-

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 54, 3
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sible de fixer les modules de maniére que le cercle de convergence
ne soit pas une coupure quels que soient les arguments.

Donc on peut former des classes de séries admettant le cercle de
convergence comme coupure en fixant les modules, et I'on ne peut

pas, au contraire, former de telles classes pour des séries prolon-
geables.

21. Recherches de Borel. — Il convient de donner dans ce cha-
pitre une classe de séries, admettant le cercle de convergence comme
coupure. due a Borel [3, f, 2|.

Cet auteur dit que deux séries entiéres appartiennent a la méme
classe lorsque les puissances de s, dont les coefficients ne sont pas
nuls, sont les mémes dans les deux séries.

L'enscmble de toutes les séries appartenant a une classe donnée,
et dont les modules vérifient certaines inégalités (les arguments
restant arbitraires), est appelé sous-classe.

Une sous-classe est dite impropre lorsque les inegalités qui la
définissent sont telles que toute série de la sous-classe est la somme
d'une série appartenant a une classe moins étendue (ayant plus de
lacunes) et d’une série ayanl un rayon de convergence plus grand.
Dans le cas contraire, clle est dite propre.

Une classe est dite singuliére si toutes les séries de cette classe
admellent le cercle de convergence comme coupure.

Borel démontre le théoréme suivant :

Pour qu'une classe soit singulicre, il suffit que cette classe
renferme une sous-classe propre S ayant la propriété suivante :
« Une série arbitraire o de cette sous-classe S étant donnée, il est
possible de former une autre série § dans laquelle les puissances
de la variable figurant effectivement dans la série donnée ¢ ont
les mémes coefficients que celle-ci, les autres coefficients de §
étant quelconques, cette série ¢ n’ayant sur le cercle de conver-
gence qu’un nombre fini de points singuliers. »

22. Démonstrations du théoréme d’Hadamard-Fabry. Théoréme
d’Ostrowski. Démonstration du théoréme Fatou-Polya. Théorémes
de Fabry et Mandelbrojt. — Pour les théorémes d’Hadamard et celui
de Fabry, remarquons que, outre les démonstrations dues a8 Hadamard
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et Fabry eux-mémes qui consistent a remplacer dans 'étude du pro-
longement analytique d'unc série (3) (en donnant des conditions
pour qu’un point sur le cercle de convergence soit singulier), le

coefficient

n—1
(1) A= Qpy~+

A B+ + C“H—pam+n B" ...

correspondant & un point 3 intérieur au cercle de convergence
de (3) (« =o0) par une quantité qui ne contient qu’un nombre fini
de termes intervenant dans la partie droite de (24), — il existe plu-
sienrs autres démonstrations du théoréeme d’Hadamard: celle de
Faber [ 15, bc] retrouvée par Mordell [43], celle de Szasz [59], celle
de Carlson-Landau [9], et enfin celle de M. Ostrowski [49, b].

Celle de Faber-Mordell consiste dans I'application de la transfor-

mation
2P + zpt+l

g — .

2

La démonstration d’Ostrowski s’appuie sur son théoréme que
voici :
Si dans la série (23), on a

Ryt — 1,

n
", ) > o,
n,

alors en posant
Sn, = an, 3"+ ...+ Qp, sMm,

on peut affirmer que Sy, (s) tend uniformément vers f(z) dans
Uentourage de tout point régulier sur le cercle de conver-

gence [49, b].

Signalons qu’Ostrowski a donné une élude trés approfondie des
expressions (ui ne sont composées que d’un nombre fini de termes et
qui jouent le réle des a;, de 'égalité (24).

Le théoréme de Fatou-Pélya peut étre considéré comme consé-
quence du théoréme de Fabry. Cette démonstration générale est due
a Polya [27].

Fatou lui-méme |17] a démontré un cas particulier de ce théo-
réme, mais il a prévu sa généralité.

Le théoréme de Fatou-Polya a été généralisé par Mandelbrojt[ V1]
de la maniére suivante :

On peut changer le signe d'une infinité de coefficients d’une
3
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série entiére pour que tous les points sur le cercle de convergence
soient singuliers du méme ordre o qui est celui de la série sur
le cercle de convergence.

Pour démontrer ce théoréme il suffit d’employer la méthode
d’'Hurwitz [27] (quiluiaservi pour démontrer le théoréme de Fatou-
Pélya) et de tenir compte du théoréme suivant da & Fabry [16, f] :
La série 2a,s'» (R =1) admet tous les points du cercle de conver-
gence comme singuliers du méme ordre » si

Mgy — > 2 \,/)wt L)wz, (9‘ > o).

23. Recherches de Polya. — Les remarques de Borel-Pringsheim
sont justifiées par les recherches de Pélya.

Pélya arrive & des résultats remarquables en considérantI’ensemble
de toutes les séries de rayon de convergence un autour de l'origine
comme un ensemble de points 4 une infinité de dimensions, dont les
coordonnées sont les coefficients | 52, g].

Il a remarqué qu’on peul transporter & ces ensembles différentes
définitions de la théorie des ensembles. Soit ¢,20. Polya appelle
voisinage (€g, &y -+., €4, ...) du point (@, ..., ...) ensemble des
points (&g, ..., Uy, ...) tel qu'on ait | u, — a, |<e,.

1 ]

Silime? =1 sans que lime =1 le voisinage est dit d’une direc-
tion. Le voisinage est dit proche si lim '\'/I| Up—ay, | <1.

L'ensemble M est dit partout dense, en toute direction, si dans
tout voisinage d’une direction autour de chaque point il existe un
point appartenant & M et n’appartenant pas au voisinage proche du
point,

Les autres définitions qui interviennent dans la suite sont analogues
a celles de la théorie des ensembles ordinaires.

Pdlya démontre alors les théorémes suivants :

L’ensemble des séries entiéres non prolongeables au dela du
cercle de convergence est partout dense en toute direction et ne
contient que des points intérieurs. '

L’ensemble des séries prolongeables est « jamais dense » et

parfait.

24. Théoréme de Mandelbrojt. — Un autre fait dans le méme
ordre d’idées est dit & Mandelbrojt [ 38, 4].
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Etant données une série

Ta,z"
et une suite d’entiers n; telle que
lim(n; 4—n;) =0,

Ty
lim lan | =1

(R=1), on peut former une infinité, ayant la puissance du
continu, de séries

’ ! ’ .
Za),z" (a,,,: an e'® et a, = a, si n # n;j),

telles que les fonctions correspondantes admettent le cercle de
convergence comme coupure et seulement une infinité dénom-

brable de séries de la méme forme prolongeables au dela de ce
cercle.

CHAPITRE VII.

SERIES LACUNAIRES.

25. Le role de lacunes. — Remarquons qu’en se rapportant au
point de vue de Méray-Weierstrass, on peut indiquer a priori
quelgues propriétés des coefficients qui pourraient fournir des ren-
seignements sur les singularités des fonctions analytiques.

Une telle propriété doit resler invariante par rapport a l'inté-
gration et la dérivation, étant donné que les singularités ne changent
pas considérablement quand on effectue ces deux opérations. .

La propriété la plus simple de ce genre est fournie par le fait qu’il
y a une infinité delacunes (c’est-a-dire de coefficients qui sont nuls);
la largeur (') et la distribution de ces lacunes restant invariantes par
rapport aux opérations indiquées.

Cette propriété intervient déja dans le théoréme d'Hadamard-

(') Nous appelons largeur d’une lacune d’ordre n, le nombre £, tel qu'on ait
An+1=0, Qn~+2 =0, ce s QAn,+lky, =0 (an, # o, An+k+1 Z 0).

Les nombres », indiquent la distribution des lacunes; par la dérivation ou 'intégra-
tion, les lacunes se transportent toutes & la méme distance & gauche ou i droite.



34 S. MANDELBROJT.

Fabry, remarquons aussi que la plupart des autres théorémes ou les
lacunes n’interviennent pas explicitement peuvent étre considérés
comme donnant des renseignements sur les lacunes. Ainsi, par
exemple, le théoréme de M. Leau.

En effet, ’hypothése de ce théoréme montre entre autres, que si

a);,=g1()‘lll)=0y

ou g,(z) est une fonction entiére (qui intervient dans ce théoréme,
voir page 16), d’ordre s la série

I
2= >0
‘n

converge pour ¢ positif quelconque.

Dans le cas ou I'on étudie les singularités sur le cercle de conver-
gence de rayon 1, une série 2b,z" avec des coefficients b,, tel qu’il
existe une suite A, donnant lieu a I’égalité

— Py
lim {16, | =3 <1

peut étre considéréc comme une série ayant des lacunes qui corres-
pondent aux indices X,. Les coefficients b;, peuvent étre considérés
comme étant égaux a zéro, et les théorémes I et Il de ce chapitre
peuvent étre appliqués dans ce cas.

Il sera commode de dive que la suite {/| @, | tend vers un si le rayon
de convergence de (3) est égal a un (nous le supposerons d’ailleurs
dans la suite).

Pourtant si 'on n’a pas

]im"'/i a,| =1,

nous dirons que {/[a,| tend vers un irréguliérement. Quand la
série Za,z" admet des lacunes, la suite {/[a, | tend vers un irrégulie-
rement d’une maniére manifeste.

D’apreés les théorémes qui sont exposés dans ce chapitre, on peut
ajouter au théoréme de Cauchy-Hadamard que c’est justement la
maniére dont {/| @, | tend vers un (réguliérement ou irréguliérement)
qui fournit des renseignements sur les singularités de la série (3)
(R=1).

Les théorémes de ce chapitre peuvent éire résumés de la maniére
sulvante :
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Si Pirrégularité de la suite {/a, | (c'est-a-dire l'irrégularité avec
laquelle cette suite tend vers 1) caractérisée par une propriéié (a)
(par exemple, I’hypothése du théoréme T de ce chapitre) ayant lieu,
les singularités de la série Za, s ne peuvent pas éire de la nature
caractérisée par une certaine propriété (A) (voir la conclusion du
théoréme 1), I'irrégularite plus forte de la suite V/ca| (c'est-a-dire
la présence d’un nombre plus grand de lacunes) caractérisee par
une propriéte (a') (voir I'hypothese du théoréme 1) entraine le
fait que les singularites de Xc,3” ne peuvent pas jouir d'une pro-
priété (A') (vorr la conclusion du théoreme Il1); les propriétés (A)
et (A') étanl entre elles dans le rapport suivant : tout ensemble de
points singuliers jouissant de la propriété (A) jouit, a plus forte
raison, de la propriété (A'); mais il existe, au contraire, des
ensembles jouissant de la propriété (A') sans qu’ils jouissenl de la
propriété (A).
D’ailleurs, il serait impossible de donner des renseignemeuts plus
précis sur les singularités en ne considérant que les modules des
coefficients, ceci résulte du theoréme de Fatou-Pélya (voir p. 29).

En effet, soient deux suites {/[a,| et {/[¢,|, la premiere tendant
réguliérement vers w«n, la seconde, au contraire, tendant vers un
irréguliérement; on pourrait toujours former une serie X(— 1)"»a, 5"
ayant le cercle de convergence comme coupure, la serie Xc, 3" pou-
vant étre supposée prolongeable.

Ce dernier fait n’est pourtant pas en contradiction avec laremarque
que nous venons de faire : la série X(-—1)"""a, 3" peut étre considérée
comme la somme d’une série n’ayant pas de lacunes (Za,:") et

®©

d’une série lacunaire (—— 2 Ea,,," sn

n=I

Nous commengons par le théoréme suivant.

26. Quelques théorémes sur les séries lacunaires de Mandelbrojt.
— 1. 8¢ la série

(»3) Elanz""

n=t

est telle que :

1° H;r-;()\n+l— An) = o,
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elle a sur le cercle de convergence un point singulier au moins
qui n’est pas polaire.

Pour le démontrer, on s’appuie sur le lemme suivant [38, d] :

Si dans la série (25) il y a une infinité de 1, tels que :
20 ;~n,+l—' )\n,> k,

ot k est un entier positif, cette série admet au moins k +1 pdles
sur le cercle de convergence, ou bien elle a, sur ce cercle, des
points singuliers autres que des pdles.

Ostrowski a remarqué que, dans ces conditions, si ¢(z) n’a que des
poles sur le cercle de convergence, elle y admet au moins & + 1 péles
du plus haut degré [49, c].

-Mandelbrojt a démontré le lemme précédent, en s’appuyant sur le
fait que I'expression
1
b busr oo burp |

.......................

busp oeeen U

doit tendre réguliérenent vers 1 si la série Xb,z" a exactement

p + 1pdlessurle cerclede convergence etn’y admet pas d’autres points

singuliers (voir le théoréme d’Hadamard, p. 10), voir aussi [3, a].
Il résulte immédiatement du théoréme | que si (R =1).

(26) Im(kpri—ghu) =% (g entier),
25) ne peut pas étre mise sous la forme ——?'(—z), ot P(z) estun poly-
peutp T poly
[P(z)]+

nome et ou ¢,(z) = 2¢,5" avec lim{/[¢, [ <1.[49, c.]

27. Théoremes de Tsuji, Polya, Obrechkoff, Schimizu, Izumi et
Narumi. — Ce théoréme a é1é généralisé de plusieurs maniéres.

Voici une généralisation de Tsuji :

Si 2° a lieu, (25) admet sur le cercle de convergence au
moins k41 points singuliers algébriques ou bien elle a, sur ce
cercle, des singularités autres qu'algébriques [62, a]. Schimizu a
remplacé dans ce théoréme le mot algébrique par le mot « semi-
algébrique ». Cet auteur dit : le point w, est une singularité semi-
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algébrique si 6, 9,, 8, et ¢ étant des quantités positives arbitraires
on a dans D, défini par

3
[— — <8I,
v,

l

3

Sf(z)= (I—— —)X‘[B + h(32)];

),

h(z) étant holomorphe dans D, et de la forme

. .
s
(B et 2, réel sont des constantes) [ 55, a]. Citons le théoréme suivant
de Pélya [52, b] (voir aussi Tsuji [62, a]) :

Sisur le cercle de convergence, qui est de rayon un, f(z)n’aque

des points algébrico-logarithmiques, on peut trouver deux entiers
8 ,

nonnégatifs p et ¢, un nombre positif a et un nombre réel o tels que

h(z):o(

max(|a, |, |@n—i |, .-, l@n—p|) > an%(logn)t.

Donc, si (25) posséde des lacunes de la forme (1°), elle ne peut
pas posséder sur le cercle de convergence que des points algébrico-
logarithmiques.

Obrechkoff a généralisé le théoréme 1 d’une maniére différente
[47, b]. Izumi et Schimizu ont complété le théoréme d’Obrechkoff
[28; 55, a]-.

Si f(z) ne posséde sur le cercle de convergence (R =1) que
k points singuliers, o, ..., w;, tous semi-algébriques, alors :

ArndSlan,, | +...+an, | < Agnjf,

™=

ol
ny,=vquy+ p—I (v=o0,1,...50=1,2,...,k)
ou
llm % = 0,
V= ‘/;
et olt
a=—1—min(A, ..., z) [188a].
98. Théoréme d’Ostrowski. — Le théoréme suivant est da a

Ostrowski [49, ] :
Si(25) est telle que

T A
llm——i=oo, R
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cette série représente une fonction uniforme dans tout le domaine
de son existence et la suite

8,,(3)=a M @zl 4, 3,

. LA
(27) lim 22+ —
1=« hn,
tend uniformément vers la fonction dans tout domaine borné et
Jermé intérieur au domaine d'existence de la fonction; ce
domaine étant simplement connexe.

En s’appuyant sur le fait que « si un ensemble fermé et borné E
n’est pas un continu et si E; est un sous-ensemble fermé de E tel
que E ne contient aucun sous-ensemble continu contenant E, alorsil
existe un sous-ensemble de E, qui peut étre entouré d’une couronne
qui ne contient aucun point de E et dont chaque point est aussi peu
éloigné d’un point de E, que I'on veut » et sur un théoréme classique
de Weierstrass, Mandelbrojt a tiré du théoréme précédent la conclu-
sion suivante :

II. Siles ), extraits de la suite ), satisfont a la condition (27),
les seules singularités possibles de la fonction représentée par la
série (25) sont des continues s’élendant a Uinfini |38, d].

Un cxemple d’Ostrowski [49, @] montre I'existence de telles
séries prolongeables au dela du cercle de convergence.

29. Autres théorémes sur les séries lacunaires. — Mandelbrojt a
donné un exemple d’une série vérifiant la condition (1°) et n'ayant
qu’un seul point singulier dans tout le plan [38, d|. Faber a donné

- = A
un exemple d’une série telle que lim 711‘- = o ¢t n’ayant qu’un seul

point singulicr sur le cercle de convergence mais admettant pour-
tant la lemniscate |3(s—2)| comme coupure {15, d]. Popoff et
Obrechkoff [53; 47, a| ont, au contraire, donné des conditions aux
lacunes pour qu’une série les possédant ne puisse pas aveir un seul
point singulier dans le plan.

Les théorémes cités justifient déja la remarque faile a la page 35,
les propriétés (A) et (A') se rapportanta la nature des points singu-
liers; nous allons énoncer un théoréme donlt les conclusions éclair-
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cissent encore la remarque en question et ou les propriétés (A)
et (A') se rapportent au nombre de points singuliers :

Une suite d’entiers positifs A, étant donnée, nous désignerons
par 1, la suite complémentaire, c’est-a-dire la suite telle que les}) et
les A, forment ’ensemble de tous les entiers positifs, aucun A, n’étant
égal a aucun 1),.

S’il existe une série ¢ (z) = Za, 3™ qui admet un seul point
singulier sur le cercle de convergence, aucune série 2b,z . (o&
les b, sont quelconques) n’a sur le cercle de convergence des

péles dont la partie principale se réduit a un seul terme Gz’

En particulier, il n'y a pas de pdles simples sur le cercle de con-

vergence [ 38, d |.

On pcut conclure en partant des recherches de Faber [15, c] que
si9(z)n’aqu’un seul point singulier dans le plan tout entier toute
série de la forme 2b,z", admet le cercle de convergence comme
coupure [ 38, g].

On a posé la question [IV] & savoir si ’hypothése du premier de
ces deux derniers théorémes n'entrainerait pas la conclusion du

second. Polya a donné la généralisation suivante du premier théo-
réme [52, b].

Si ¢(z) n’a qu’un point singulier sur le cercle de convergence,
aucune série 2b, 3%, ne peut admettre parmi ses points singuliers
sur le cercle de convergence ni des points algébrico-logarithmi-
ques ni des points isolés non critiques.

Cet auteur a introduit la notion de densité des coefficients non
nuls qui permet de donner un apergu synthétique de l'influence des
lacunes [52, e].

30. Théorémes de Polya. — Désignons par N (r) le nombre des
coefficients non nuls dont I'indice ne surpasse pas r. La quantité
i N0,

si elle existe, est appelée densité des coefficients non nuls. De toute
3
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fagon les expressions

lim  Gim YO =NCH o N g N,
€=1—°;—=—'-: 7"""5 =) r r=w r
lim  Tim N —=N(rE)
E=1—0r=w r—rt

ont toujours un sens et on les appelle respectivement :

Densité minima, densité inférieure, densité supérieure, densité
mazxima.

On démontre alors les théorémes suivants :

Si la densité inférieure des coefficients non nuls est zéro, f(3)
est uniforme et son domaine d’existence est simplement connexe
(il n'existe donc pas de points isolés). S’il n’y a qu’un point semi-
isolé sur le cercle de convergence la densité supérieure des coef fi-
cients non nuls est ¢gale a un [52, e].

1l suffit de remarquer que la somme de la densité inféricure d’une
suite et de la densité supérieure de la suite complémentaire a la pré-
cédente, est égale 4 un, pour voir comment on peut passer des deux
derniers théorémes a un théoréme méme plus général que celui de la
page 39 [52, e].

Un théoréme important qu’on peut faire remonter au travail de
Fabry [16, d] peut étre énoncé de la maniére suivante [15 b, 52, €] :

Si la densité maxima des coefficients di fférents de zéro est égale

a9, f(s) admet des points singuliers sur tout arc fermé de lon-
gueur 2moR. :

31. Propriétés arithmétiques des A,. — Nous énongons le corol-
laire suivant du théoréme de la page 39, da 8 Mandelbrojt.

Si la suite )\, ne contient qu’'un nombre fini de multiples
de chaque nombre p, appartenant a une suite quelconque de
nombres premiers py, psy ..., Piy .... la série (25) a, sur le
cercle de convergence, un ensemble non réductible de points

singuliers |38, d].

Des théorémes de ce genre ont été généralisés par Ostrowski.
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Citons le théoréme suivant dii & cet auteur [49, c] :

Si les ), sont tels qu'il existe au plus r—+1 entiers 1(1<<q)
ou g est un nombre premier, tels que

hn=1+ mgq,

ot m est un entier quelconque, alors la série (25) admet sur le
cercle de convergence au moins q—r points singuliers et en
général : si a est un point singulier sur le cercle de convergence
de f(3) cetle fonction admet au moins encore ¢ —r— 1 points
singuliers sur le cercle de convergence qu’on obtient en multi-
pliant « par les racines de degré q de l'unité.

Citons enfin le théoréme suivant da a Tsuji [62, a] : Sif(3)a
sur le cerle de convergence (R =1) k points singuliers, tous
algébrico-logarithmiques, alors quelle que soit la suite d’entiers

ko, ko—!—l, ‘e ko+k,

on peut y trouver un entier p tel que pour tout entier positif q
on ait

| @ptng | + | @pinrnyg | - oo+ | Gprinri—ng | = @(n7)  (1).

’32. Lacunes généralisées. — Considérons les séries entiéres dont
les modules de coefficients tendent vers I'infini. Parmi ces séries, la
série Zm z™ est la plus simple. L’expression 'Y/m tend réguliérement
versun, etil y a méme lieu de la considérer comme une expression
tendant vers uzn de la maniére la plus réguliére possible (parmi les
expressions /| @, |, avec lim | @,| =o0). Remarquons alors que g(z)
étant une fonction entiére d’ordre inférieur a un, la série X g(m)z™
ne peul pas avoir trop de lacunes (voir page 34).

Supposons au contraire qu’on ait une série Z b, 2™ dont les coeffi-
cients sont les suivants :

(28) bmy=m ™ (x>0; i=1,2,...),

la suite m, étant une suite donnée a 'avance, et pour tous les autres
entiers positifs m

(29) bp=m (m # m,).

La suite '/, tendant encore vers un ( réguliérement mais pas de

(*) A(n) = Q[B(n)] signifie que A(n) est du méme ordre de grandeur que B(n).

-
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la méme maniére que la suite Y/m), on voit quon peut former une
fonction entiére d’ordre inféricur a un et telle que la série Z g (bn)s™
ait autant de lacunes que I'on veut, pourvu que la suite m, soit bien
choisie.

Le fait qu'une série X g (b, ) 5™ puisse avoir plus de lacunes qu’une
autre série g (a,)s™ dépend du fait que la suite m\/ | b tend vers
un d’'une maniére moins réguliére que la série "\L/ | @n |, dans un sens
plus précis qu’avant; par exemple si @, = m, et si les b,, sont définis
par (28) et (29), une semblable dlﬁ'erence de régularité existe
entre la suite /|4, et 'Ya,, bien que les deux suites tendent vers un
réguliérement.

Ces remarques intuitives, d’une part, et l'existence d’un rapport
intime entre les singularités des fonctions Za,:" et 2g(a,) 3,
d’autre part (voir p. 17 un exemple a ce sujet), justifient la deﬁmuon
des « lacunes généralisées » introduites par Mandelbrojt | 38, 2].

Soit 2@, 5" une série entiére (ou l'égalité limy/[a,|=1 peut
avoir lieu, en supposant le rayon de convergence égal a un). Si la
série 22 (a,)s" ou g(z) est une fonction entiérc admet des coeffi-
cients d'indice 4,, comme lacunaires, c’est-a-dire tels que

T /g ()T < g

R élant le rayon de convergence de la série 2 g (an) 5™, supposé fini,
on dira que la série 2a, 2" admet des lacunes généralisées, les coef-
ficients lacunaires étant d’indice %,.

Il est évident qu’une série n’ayant pas de lacunes au sens strict de
ce mot, peut en avoir au sens général (lacunes généralisées), ces
lacunes étant engendrées par 'emploi d’une fonction entiére g(z).

On peut démontrer par un exemple cffectif [38, ~] que des lacunes
généralisées (par rapport a une g(z) convenablement choisie)
peuvent encore donner des renseignements sur les singularités.
Mais il est évident que ces lacunes ne peuvent pas donner autant
de renseignements que les lacunes ordinaires, car l'irrégularité
de la décroissance de la suite '\l/ | @, | vers un est dans le premier cas
moins exprimée que dans le dernier.

Gergen [20] a obtenu des résultats généraux en partant de la notion
des lacunes généralisées. Il a aussi donné une interprétation intéres-
sante de ces lacunes. Citons le théoréme suivant de cet auteur :
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Supposons que f(z)= Za, " posséde sur son cercle de conver-

gence (a = o0, R =1) un seul point singulier, qui est d’affize un,
Yy . ' . . o . . . .
Soit X, nne suite d’entiers positifs tels qu’il existe une série

o(2)= Eb,leL

admettant un point algébrico-logarithmique sur son cercle de
convergence. Supposons encore qu’il existe une fonction entiére

&(z)=Zua,z" avec ”\l/ || = Ofe—2lg+1m |

et telle que g(ay,)=o. Supposons enfin, que pour un ko
appartenant & la suite complémentaire de X, on ait g(a,,) # o.
Alors, ou bien f(3z) posséde au moins deux points singuliers dans
le plan tout entier (I’infini compris) ou bien le point un est un
point singulier d’ordre exponentiel supérieur & q. C’est-a-dire :
Z-+1

la fonction entiére f( ):: F(z) est une fonction entiére

d’ordre apparent supérieur a q.

CHAPITRE VIII.

PROPRIETES ARITHMETIQUES DES COEFFICIENTS.

33. Théoremes d'Eisenstein et von Koch-Subbotin. — Comme les
lacunes, les propriétés arithmétiques des coefficients restent inva-
riantes par rapport a la dérivation (et quelques-unes par rapporl a
Vintégration). Les propriétés arithmétiques des coefficients doivent
donc fournir des renseignements sur les singularités des fonctions
analytiques.

Un des théorémes les plus anciens sur ce sujet est le théoréme

d'Eisenstein [ 14].
Si(3) représente une fonction algébrique, les a, étant ration-
nels, il existe alors un entier K tel que les quantités

an Kn
sont entiéres.

Ce théoréme ainsi que sa démonstration portent un caractére élé-
mentaire.
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Il résulte d’aprés un théoréme de von Koch [66] corrigé par
Subbotin [58, b] gu’il existe une suite d’entiers

o o5 Y Yo

tels que
a,= :%{V—v_—ly Yy= (V +l()v.:;(1§!v— 2) Svev—1 (mOdY); (v — n____ k)

ol k est un entier positif.

Plusieurs auteurs ont pu généraliser ce théoréme en remplagant
les fonctions' algébriques par les intégrales des équations différen-
tielles algébriques [51, b; 66; 44; 60].

Ainsi on doit & von Koch un théoréme ou le fait que (3) représente
une fonction algébrique est remplacé par celui que cette fonction
vérilie une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont
des polynomes en z.

34. Théorémes de Polya, Carlson, Mandelbrojt, Haussdorf. — Pélya
adémontré la réciproque suivante du théoréme d’Eisenstein [52, f]:

Si (3) est une série a coefficients rationnels tels que l’on puisse
choisir un entier XK tel que les quantités

AnKn
soient entiéres el si la fonction représentée par (3) est uniforme

et n’admet qu’un-ensemble dénombrable de points singuliers, elle
est rationnelle.

Ajoutons que si les mémes propriétés que dans le théoréme pré-
cédent relatives aux a, ont lieu et si toutes les singularités de f(z)

(=0, R=1) sont dans le cercle fermé de rayon Fcic:—l autour

>

du pointac——‘zc_—l[le point o étant régulier pour f(s)], f(3) peut

étre mise sous la forme suivante

P(z)
—3p’

o P(z) est un polynome, et ot h est un entier positif | 38, b].

Akhyeser [2] a simplifié¢ la démonstration du dernier théoréme.
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1l résulte du dernier théoréme que sil'on désigne par ¢ la distance
du point «n au point singulier le plus éloigné de celui-la, on peut
écrire

K>—19

o =

11 est évident qu’on ne peut pas songer a donner une réciproque
compléte du théoréme d’Eisenstein, c’est ce qu’on voit en partant du
théoréme de Fatou-Pélya.

Si dans (3) les a, sont entiers et si f(z) n'a que des points
isolés, elle est rationnelle (Pélya |52, f]). Et enfin voici le théoréme
de Carlson :

Si les a, étant entiers le rayon de convergence est égal & un
(e=0), alors ou bien le cercle de convergence est une coupure,
ou bien f(z) est de la forme

n_ _P(2)
Zanz = m)

oi P (z) est un polynome et ot p et q sont entiers positifs.

Si I'on combine ce théoréme avec celui de la page 35 on obtient
le résultat suivant :

Si dans (25) les a, sont entiers, si le rayon de convergence est
égala un et si les Ay vérifient la condition 1°, le cercle de conver-
gence est une coupure [38, j].

Remarquons qu’en partant du théoréme de Carlson on démontre
facilement (en se basant sur des considératious empruntées & la
théorie des ensembles) que si l’on considere toutes les séries
Sa,z" (R =1) dont les a, sont entiers, il n'existe qu’un ensemble
dénombrable de telles séries prolongeables. L'ensemble de telles
séries non prolongeables a la puissance du continu (Haussdorf)
[28]. (Comparer ce théoréme a la remarque de Borel-Pringsheim
du n° 19 et aux n°* 23 et 24).
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