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LES 

SINGULARITÉS DES FONCTIONS ANALYTIQUES 

REPRÉSENTÉ ES PAR UNE SÉRIE DE TAYLOR 

Par M. S. MANDELBROJT, 
Professeui a la Fa< ult< des Sciences de Clermonl-Ferrand. 

CHAPITRE I . 

INTRODUCTION. 

1. Définitions et généralités. — Considérons dans le plan de la 
variable complexe z = x-\- iy un domaine connexe D. A chaque 
point z de ce domaine attachons une quantité complexe 

f(z)-=fx(jc,y) + if,(x:y) 

jouissant des propriétés suivantes : 

i° f(z) est continue; ceci s'exprime par le fait que les deux fonc­
tions de deux variables réelles fK e t / 2 sont continues dans D. 

2° f(z) est dérivable : z0 étant un point quelconque de D, la 
quantité 

i i m / ( * > - / < ?«> = / ( , . ) 
z=z0 Z 3 0 

est déterminée et ne dépend pas du chemin (3 que parcourt z en ten­
dant vers z0 (cette limite ne dépend que de z0). 

11 faut pour ceci qu'on ait dans D 

[ àfy = àf2 

( I ) ) d x ù ^ 

\ ôy ôx 

3° f'{z) est continue dans D. 
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Goursat a démontré que 3° résulte de i° et 2° [22]. Montel a 
démontré [42, c] que, pour que 2° soit vérifié, il suffit que pour 
un point ^0 quelconque de D la quantité 

lim f(z)-f^=f>{Zo) 

existe et ait la même valeur quand z s'approchede z0 parles deux droites 
x = x0, 7 = 7 0 (so = ^0-+- *>o). 

llsuffit même que (i)soitvèrijiè presque partout dansT) (Montel) (*) 
[42, c] (voir aussi [37]) . 

On doit à Cauchy l'égalité fondamentale : 

*->-èm dZ, 

quelle que soit la courbe fermée rectifiable C située à l'intérieur 
dune partie simplement connexe de D, z étant un point intérieur à 
cette courbe. 

Il résulte de (2) q u e / ( s ) admet des dérivées de tout ordre. 
f(z) est dite analytique et holomorphe dans D. 

2. Le développement en séries de Taylor et le prolongement ana­
lytique. — En s'appuyant sur la formule (2) et sur le développement 

1 _ 1 ( z — a)" 
ï^~l ~ ç3T;-h---"+" ( ;_ a) / i+i "•-•••» 

valable lorsque 

on démontre que la fonction f(z) est développableen série de la forme 

(3) / ( s ) = a0 + a i ( 3 - a ) + . . . , 

où les quantités a0, atJ . . . sont des constantes complexes; ce déve­
loppement converge dans tout cercle de centre a, où f(z) est 
holomorphe. 

Réciproquement, il est évident que, dans tout domaine C où la 
série (3) converge uniformément, elle représente une fonction holo­
morphe. 

( l ) i° ayant lieu, et / , et ft possédant des dérivées premières finies dans D. 
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D'ailleurs si (3) converge en un point Z\ situé sur un cercle C de 
centre a, elle est absolument convergente à l'intérieur de C et uni­
formément convergente dans tout domaine fermé intérieur à G. 

Si au contraire la série (3) est divergente en un point zt elle est 
aussi divergente en tout point z tel qu'on ait 

| 3 — a | > | 3 , — a | . 

11 existe alors un nombre non négatif R (qui peut aussi être égal à oo) 
tel que (3) est convergente pour z tel que 

| - — a | < R 

est divergente pour z vérifiant 

| s — a | > R ; 

R est appelé rayon de convergence de la série de Taylor (3) . 
Soient D et D, deux domaines simplement connexes ayant une 

partie commune constituée par le domaine connexe D'. 

A. So i en t^ (z) et /2(z) deux fonctions analytiques, la première 
holomorphe dans D et la deuxième dans D,; si les deux fonctions 
coïncident dans un domaine situé à l'intérieur de D', elles coïncident 
dans D'. / 2 ( s ) est dite le prolongement analytique de f\(z) 
dans D, . 

Le prolongement analytique sert de base a la théorie de Méray-
Wcierstrass. 

Un point z' du plan étant donné, considérons une suite de cercles 
C,, Cj, . . . , C„, le cercle C, admettant comme centre le point a, le 
cercle C„ contenant z' à son intérieur et deux cercles successifs 
C,, C , + ) ( Ï = i, *>.,..., A'— 1) ayant une partie commune D, (qui ne 
se réduit pas à un point).. Soient <x, = a, a2, . . ., a* les centres suc­
cessifs des cercles C,, C_>, . . . , C*. Par ft(z) désignons un dévelop­
pement de la forme 

OB 

(3') / ( S ) = 2 < i ( 3 - ^ ) " ( 1 = 1 , 2 , . . . , * ) 
« = 0 

convergent dans C/ 
Supposons que dans D, : 

fi(z)=fi+i(z) (* = I, ? , . . . , * — l), 

/ l ( « ) = /(*)> ^V - an (n = O, Iy2, . . . ) . 
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Considérons maintenant une autre suite de cercles G',, G!,, . . . , 
(j\>, — G, admettant encore comme centre le point a et G^ contenant 
à son intérieur le point z'. Par D', désignons la partie commune 
de CJ et C)+l ( i = i, 2, . . ., A' — i). 

Les points a\ = a, a',, . . . , ak, étant les centres des cercles G,, 
C'2, . . ., C^ désignons par 

(« = i, . . . , A',/, = / , bjL=an)} 

un développement convergent dans C,, et supposons que 

, _ 7i(=) =/«-"(* ) 
dans D, . 

En désignant par CD le domaine forme par la réunion de tous 
les points intérieurs successivement à C,, C2, . . ., C* et par CD' le 
domaine formé par la réunion des points intérieurs à G,, G2, . . . , 
Ci», supposons qu'il existe un arc simple L intérieur à la fois 
à CD et CD' et passant par les points zr, a, et aiL, les points de 
Parc a,al+i(afa,'l+l) de L appartenant à C, ou C /+1 (G] ou C,'+1), 
Tare s ' a^s 'a^ , ) appartenant à C*(C'A,). 

Alors il résulte du fait K que 

B. Donc, un point z' et une courbe L sans point double liant ce 
point au point a, étant donnés, il résulte d'après ce qui précède que, 
quelle que soit la suite C,, C2, . . . , C* de cercles jouissant des pro­
priétés indiquées, dont les centres sont distribués sur L de la manière 
indiquée, la valeur fk(z') est déterminée d'une seule manière; les 
fonctions ft(z) étant déterminées comme précédemment. 

G. Les valeurs f,x>(zf) et //1(3') ne peuvent être distinctes que si 
les domaines CD et CD' ne contiennent pas dans leur intérieur une 
courbe commune L sans point double liant a à z' et possédant les 
propriétés indiquées. 

On voit donc qu'un développement (3) étant donné on détermine, 
en considérant tous les points du plan z et toutes les suites pos­
sibles Ci, C2, . . . , GA attachées à chaque point déterminé, une 
fonction uniforme ou multiforme, suivant que C se présente ou 
non, définie pour tous les points z' pour lesquels (en partant d'une 
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£uite G n Co, . . . , C#) les fonctions J](z) jouissant des propriétés 
précédemment indiquées existent. 

Le développement (3) définit donc complètement une fonction 
analytique, holomorphe dans [oui son domaine d'existence. 

Un développement (3) étant donné, on dit qu'un point z0 est sin­
gulier pour la fonction représentée par cette série s'il n'existe aucune 
suite C|, CM, . . ., CA: à laquelle correspond une suite de fonctions 
y, (z), . . . , / / t ( s ) , ces deux suites jouissant des propriétés indiquées ( '). 

Pour les fonctions multiformes (-) un tel point est encore appelé 
point singulier, mais il y a pour ces fonctions des points qui doivent 
être considérés comme singuliers et pour lesquels la définition telle 
que nous l'avons donnée n'est pas applicable. 

W étant le domaine d'existence d'une fonction uniforme, sa fron­
tière fait partie de l'ensemble des points singuliers de cette fonction; 
les points extérieurs de W sont aussi, d'après la définition donnée, 
des points singuliers de cette fonction. 

R étant le ra>on de convergence de (3) et z{ un point situé sur la 
circonférence C de centre a et de rayon R, nous dirons que ce point 
est singulier pour la série (3) s'il n'existe pas de fonction fK (z) 
analytique et holomorphe à l'intérieur d'un cercle C contenant zK 

dans son intérieur, f\(z) coïncidant avec f(z) dans la partie com­
mune aux cercles C et (T. 

Par branche du prolongement analytique de J\z) partant de a et 
aboutissant à un point z0 nous comprenons une fonction /\(z) holo­
morphe dans une bande contenant les points \ z — a | < R et entou­
rant une courbe L liant a à z0, cette fonction coïncidant avec f(z) 
à l'intérieur de G; les points de la bande autres que les points 
\ z — a | <C R sont supposés assez voisins des points de L pour que 
f\(z) hoit parfaitement déterminée dans cette bande. S i / , (z) définie 
dans la bande en question admet le point z{ comme point singulier, 
c'est-à-dire s'il n'existe aucun domaine connexe D contenant ; 0 et zx 

( l ) Dans la suite nous donnons des définitions des singularités particulières, les 
seules que nous considérons dans cet Ouwage. Nous ne donnons pas de définitions 
générales, ce qui serait trop délicat et exigerait plusieurs pages pour les exposer 
en toute rigueur. Les définitions données dans quelques-uns des traités ne nous 
semblent pas assez ngoureuses [voir à ce sujet l'article de M. Bieberbach (dans 
l'Encyclopédie des Sciences mathématiques) sur les fonctions analytiques (1918)]. 

(J) Voir à ce sujet Zorctti [70]. 
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et tel que dans ce domaine il existe une fonction holomorphe/^(^) 
coïncidant avec/^a?) dans la partie commune de D et de la bande, 
ce point est dit singulier pour la branche. 

3. Singularités spéciales. — La fonction représentée par une série 

A, \> A„ 
(4) ?(*) = 

-c/, (z—ofi)1 '" ( s — a i ) " 

supposée convergente partout sauf au point «i, admet le point <xt 

comme point singulier qui est isolé non critique. 
Si 

(5 ) A / n + i = o 0 = 1 , 2 , . . . ) , A m ^ o , 

cct est dit pôle de degré m. 
Si pour une infinité de m, A.ni^é o, ce point est singulier essentiel. 
Si une fonction ft(z) peut être mise sous la forme 

e(o = <KO-+-?(o, 

où <\>(z) représente une branche holomorphe d'une fonction, partant 
de a et aboutissant à ai et où <p(s) est une série de la forme (4)? alors 
a, est dit point singulier essentiel de Q(z) pour la branche corres­
pondante. 

Si a0 est un pôle pour <p(z) il est aussi dit pôle de la branche cor­
respondante de Q(z). 

Si l'on peut écrire 
S a l 4 z « = 9 ( s ) - t - S & l £ s « , 

où <xx est situé sur C, la série jLbnz
n étant régulière en <xu aK est 

dit point essentiel ou pôle de la série (3) sur le cercle de conver­
gence. 

A. Le problème des singularités. — La série (3) permet de déter­
miner complètement (dans tout le domaine d'existence et toutes les 
branches, c'est-à-dire toutes les déterminations en un point z quel­
conque), du moins théoriquement, la fonction analytique corres­
pondante. 

Mais, au fond, ce fait ne constitue que ce qu'on peut appeler, 
comme dans la théorie des équations différentielles, le théorème 
d'existence. 
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Il s'agit de déterminer d'une manière effective la fonction repré­
sentée par (3). Donner, par exemple, l'allure de cette fonction dans 
tout le plan et déterminer toutes ses singularités. C'est ce dernier 
problème qui va nous occuper dans ce volume. 

CHAPITRE II. 

THÉORÈMES D'HADAMARD ET LES RECHERCHES QUI S'Y RATTACHENT. 

5. Le rayon de convergence. — Sur le cercle de convergence, 
c'est-à-dire sur la circonférence de rayon R, tel que la série (3) con­
verge pour les points z satisfaisant à l'inégalité 

| s — a | < R 

et diverge pour les points z tels que 

| s - a | > R , 

la série (3) admet au moins un point singulier. Cette série étant 
donnée il s'agit de déterminer d'abord la quantité R. 

En désignant par lim A;i la borne supérieure de l'ensemble dérivé 
de l'ensemble composé par les quantités Aw, on a d'après Cauchy et 
Hadamard la formule [23, b~\ 

Jim 's/'\au\ = -^. 

Remarquons que si l'on suppose que la fonction représentée par (3), 
où l'on suppose a = o, R = i, (ceci ne restreint pas la généralité, 
la transformation z \ Kz + a ramenant le cas général à celui-ci) est 
uniforme et n'admet des singularités que sur le cercle de conver­
gence, la quantité 

i —-lim vM A£ai I = ï 

représente le cosinus de l'argument d'un point singulier [38, a]. 

5 bis. Mandelbrojt a démontré que pour la détermination de l'ar­
gument d'un point singulier on peut employer des expressions liées 
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à f(z) et qui sont analogues aux coefficients de la série de Taylor. 
Remarquons d'abord que si R > i, / ( i ) —y ' ( i ) = o on a, en dési­

gnant par Cn le coefficient de la série de Taylor qui représente la 

fonction -r--—'- > 
(i — z)-

i r^x 

où 9 est l'argument de z\ cette dernière quantité variant sur une cir­
conférence de rayon un. 

Les quantités G/{ dé terminent / (^) . 
' Toutes les lois qui permettent de tirer de la connaissance de la 
suite an l'allure def(z) sont donc les mêmes s'il s'agit de reconnaître 
les propriétés de f(z) en partant des quantités Cn. 

Ainsi si R > i, on a 

Supposons que f(z) est bornée sur une demi-droite issue de Pori-
gine et qui forme un angle 9 avec Ox (O <.Q < 2 7r) et considérons 
les quantités 

ou 
p' = \o±z = log|,z | -h *0, z~ln = e-in^sz} 

z variant sur la demi-droite en question. Les <x„, nous le verrons, 
jouent par rapport aux arguments des points singuliers de f(z) le 
même rôle que jouent les a,, ou Cn par rapport au module. 

Ainsi, par exemple, en supposant que 

Ï — • LI a « I à = hm ' ' > o , 

le fait que, dans l'angle borné par les droites formant avec Ox respec­
tivement les angles 8 + s , ^ — s, la fonction / ( 3 ) reste bornée quand 
on exclut les singularités éventuelles, supposées toutes situées à dis­
tance finie et non critiques, par des cercles de ra>on ri arbitrairement 
petit (le même pour toutes les singularités) — implique l'existence 
même de singularités dans cet angle. 

Ceci a donc lieu si f(z) est holomorphe à Vinfini. 
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Si cette dernière condition a lieu et si f(z) n'a qu'un nombre fini 
de points singuliers, ty représente l'argument d'un point singulier, /'(5) 
restant holomorphe à l'intérieur de l'angle formé par les droites d'argu­
ment 0 et 'l. Si en plus f(z) n'est pas uniforme autour de l'origine, 
4 donnera l'argument d'un point singulier d'une branche, le nombre 
de tours qu'il faut effectuer (à partir de la droite d'argument 0 ) 
étant égal au nombre de fois que 2ÎT est contenu dans ty— 0. 

Hadamard, Fabry et Pringsheim [23, b ; 16, a) 54 , c] ont donné 
des conditions pour qu'un point situé sur le cercle de convergence 
soit singulier. 

Soient R. — i, a = o ; pour que le point z( \ z \ = i) soit singulier 
il faut et il su fût que 

Il en résulte, en particulier, que si a „ > o (R = i , a = o) le point 

d^affixe un est singulier [34, c]. Dienes a généralisé ce dernier fait 
de la manière suivante : z = i est singulier si 

og Arg«„<. - [11, a]. 

Tsuji a démontré qu7/ suffit que la dernière condition ait lieu 

pour tous les n sauf pour n = \m avec 

l i m ^ =oo [26, 61. 
m 

Une généralisation analogue du théorème de Pringsheim ( a « > o ) a 
été donnée par Szàsz [ 3 9 ] {voir aussi la généralisation de Kôssler 
[30, b].) 

6. Singularités polaires. — Un des premiers auteurs qui cherchait 
à évaluer effectivement les quantités an> d'après l'allure de la série (3) 
sur le cercle de convergence, fut Darboux. 

Hadamard, dans sa célèbre Thèse [23 , 6 ] , a été le premier à poser 
nettement le problème inverse et à élucider les questions les plus 
importantes qui se rattachent au sujet qui nous intéresse. Supposons 
que sur C il n'y a que p pôles ( s ' i ly a des pôles multiples, on compte 
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chacun d'eux autant de fois qu'il y a d'unités dans son degré de mul­
tiplicité). 

Désignons par Dm?/, le déterminant 

D nt,p '• 

&rn &m-+-l • • • &m-\-p 

«/«-H 

a/n-+-p " am+ip 

Hadamard démontre d'abord que Von a 

( d o n c ï V > R ) . 
Le même auteur démontre ensuite que si pour une série (3) on a 

(7) l h n " 7 r 5 ^ T < H ^ i 

et 

(8) ÏÎ^7|D,„,,_M = R^> 

alors la quantité \f\Hm,p-\ \ tend régulièrement vers ^p» c'est-

à-dire 

(9 ) l»m 7\ Vm,P-i | = j|p ; 

et (3) a sur G exactement p pôles. 
On a par conséquent (9) si (3) a p pôles sur C. 
Pôlya et Ostrovvski ont simplifié un point difficile de la démonstra­

tion du théorème d'Hadamard [52, a ; 49, g\ 
Ces considérations permettent à Hadamard de déterminer le poly­

nôme P(^) tel que la s é r i e / ( s ) P(s ) soit convergente dans un cercle 
de rayon R ' > R. 

Des considérations du même genre permettent, d'ailleurs, d'aller 
plus loin et de trouver les pôles situés au delà de C, tant que ceux-ci 
sont plus rapprochés de l'origine que toute autre singularité. 

Désignons par /P la quantité 

h m Vl Dm,P | 

en donnant à P des valeurs entières supérieures à p. On peut alors 
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démontrer que [23, b] : 

(10) ^=2 <*£=!. 

Si pour P = q l'inégalité a lieu, c'est-à-dire si l'on a 

/ y - l /r/-2 
K l — —r- > j > 

Ç 7—l 

alors la série (3) a exactement q pôles dans le cercle de rayon R,. 
a,, a2, . . . , 0Lq étant ces pôles, leurs affixes vérifient l'égalité 

ai a2 . . . ?0 = l im 
Dm,<jr—1 

9 = , 1 1 U r; • 

Une discussion de la croissance de la suite 

l\ l<2 tn—\ 

l* t- l /i 

permet d'établir le cas où (3) représente une fonction n'ayant que 
des pôles dans tout le plan, ou le cas contraire où il existe une 
quantité R telle que dans le cercle de ce rayon f(z) a, au moins, un 
point singulier qui n'est pas pôle [23, b]. 

7. L'ordre des points singuliers. — On a pu déterminer les pôles 
du fait que la quantité 

— l i m = log R 

diminuait dès qu'on mult ipl iai t /(^) par P (^ ) . 
S i / ( s ) , n'ayant que des pôles sur le cercle de convergence, en a un 

dont le degré de multiplicité est supérieur à celui de tous les autres 
et qui est d'affixe z0f alors en mult ipl iant /(s) par z — z0 on abaisse 
la quantité 

( n ) ÏTm" LJLffîil = 0 ) 1 . 
/n=z & L> ni 

D'ailleurs chaque fois que f(z) peut être mise sous la forme 

( s - * o ) - H * - * t ) - '» . . - (*-* i . ) -Vi(*)> 

où A > o est supérieur à toutes les quantités Ai, A2, . . . , X„ également 
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positives, où 
I*O| = I J I : = . . . = i*„i = R • 

et où / , (z) désigne une série dont le rayon de convergence autour 
de a est supérieur à R, — la quantité ( n ) correspondant à la série 
f(z)(z — z0) a une valeur moindre que celle établie en partant 
def(z). 

Hadamard le démontre par une méthode analogue à celle qui lui 
sert pour déterminer les singularités polaires. 

D'ailleurs sa méthode a une portée beaucoup plus grande, comme 
nous allons le voir d'après les recherches qui suivent. 

La quantité w — co,-f-i déterminée d'après la formule (1 1) est 
appelée par Hadamard ordre de la série (3) sur le cercle de conver­
gence (a = o, R = i ) . 

Cette quantité jouit des propriétés suivantes : 
En désignant par D ~ a / ( c ) la dérivée généralisée de Riemann-

Liouville def(z) d'ordre a, on a : 

] 0 D 7 a / ( s ) est finie et continue sur C pour a > w. 
2° Cette expression avec a > w, est à écart fini sur C, c'est-à-dire 

toutes les intégrales trigonométriques 

m cos»iODra/(s)^0, m s inmôDr a / ( s) rfO 

(//? = i , •>, . . . ) 

(en posant dans D r a / ( s ) , z = el(i), restent inférieures, en valeur 
absolue, à un nombre fixe I. 

3° Une des propriétés précédentes n'a pas lieu pour a < w. 

En exigeant que les conditions i°, 2° et 3° soient vérifiées sur 
un arc AB du cercle C on déterminera l'ordre de f(z) sur cet arc. 

Remarquons que toute fonction à variation bornée est à l'écart fini. 
La réciproque n'est pas vraie. (Bray [7]). 

De même Hadamard définit l'ordre en un point quelconque de C, 
en faisant tendre vers ce point les points A et B entre lesquels ce point 
est situé et en prenant la borne inférieure des ordres successifs sur 
les arcs AB. 

L'ordre def(z) sur G est la borne supérieure des ordres des diffé-
" rents points de G, 
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Alors, s'il n'y a qu'un point z0 dont l'ordre est celui de C 

w = l i m — j H - Ï , 

l'ordre sur C de la série f(z)(z — z0) est inférieur à co. 
Ce fait permet, comme dans* les cas précédents, de déterminer la 

quantité z{). 
Il est aussi évident que si, au contraire, l'ordre de f(z)(z — z0) 

sur C est inférieur à w le point z0 est le seul point dont l'ordre soitw. 
Ceci permet dans certains cas de déterminer toutes les singularités 

de f(z) sur C. 
En outre &>' étant une quantité positive supérieure à w supposé fini, 

et Z\ un point régulier de f(z) sur C, on a 

j{z.,) = \\m —p , 

où G"' est le coefficient de zm dans le développement de (i — z)™'. 
Fabry a montré que l'ordre de f(z) en un point change en général 

avec le centre a autour duquel le développement (3) de f(z) a été 
formé [16, e, / ] . 

Le même auteur démontre que l'axe de convergence o"=/>, de la 
série de Dirichlet 

00 

satisfait à l'inégalité ( ' ) 

Cette quantité/?, supposée positive, coïncide avec le degré d'infi-
nitude de f(z) au point un si ce point est le seul point singulier de 
cette fonction sur C. C'est-à-dire que p est la borne inférieure des 
quantités v telles que 

I i m ( » - i ) v / ( s ) = o. 

Il faut d'ailleurs supposer que z -> i le long d'une courbe quel­
conque, on doit aussi considérer les courbes tangentes à C au 
point un. 

(1) La série donnée converge pour s > p et diverge pour a < p. 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N» 5 4 . 2 
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p reste le même pour tout développement de f(z) en une série 
de Taylor autour d'un point quelconque af intérieur à C (les deux 
cercles, l'un correspondant au développement (3) et l'autre au déve­
loppement autour du point a' étant tangents au point singulier con­
sidéré), si l'on a 

D'ailleurs les exemples de Borel, Fabry, Dienes, Toëplitz [o, 6; 
16, e\ 11, b\ 61] montrent que le degré d'intinitude au sens commun 
(c'est-à-dire en excluant les chemins tangents à C) ne coïncide pas 
avec l'ordre en un point au sens d'Hadamard. 

Citons le théorème suivant dû à Hardy [24, a, b\ : Si 

( l - | a | ) « | / ( 3 ) | < C , U) > 0 , 

lorsque 
| . « | < i ( R = i , a = o) , 

on a, en posant 
ff(z) = L\an\z»i 

pour z réel < i, l'inégalité 
i 

<0-H 

(I — -S) ^ ( ! ) < C i . 

D'ailleurs, co —|— ne peut être remplacé par un exposant inférieur, 
comme le montre un exemple de Hardy. 

Toëplitz démontre aussi l'inégalité 

. p — l0£TC;i -rr- l0gïu'„ 
OJ — i < l i m - p ^ — = h m . n <co. 

"/1=00 loj ï / i /J = a8 \ogn -
OU 

avec 

izn = max| PM(a:, y)\ = ma \ | « o O i J i -+-. •.-+- ^ « 7 « ) 

-h a ^ ^ i / a - t - . . .-H .r / t_1tx„) - h . . .-+- a , , . , ^ , ^ | 

(i) ^^1-+-...-+-^,,^^=1 (i), 

(2) ^71-+-...-+-7,,7,, = 1 

et 
7u'„ = max Pn(xt x), 

les xt satisfaisant à la condition ( i) . 

(1) Z désigne l'imaginaire conjugué du nombre Z. 



FONCTIONS ANALYTIQUES REPRÉSENTÉES PAR UNE SÉRIE DE TAYLOR. IÔ 

Les questions concernant l'ordre sont étudiées d'une manière 
détaillée dans les livres de Norlund [46] et Dienes [11, b]. 

CHAPITRE III. 

LES COEFFICIENTS DES SÉRIES DE TAYLOR AYANT UN SEUL POINT SINGULIER 

ET LES RECHERCHES QUI S'Y RATTACHENT. 

8. Théorèmes de Leau et Faber. — Sif(x) est de la forme 

Ai A, Am 
(12) f(z) : 

(z — iy '" (z — i)'"' 

alors en développant f(z) série de Taylor, on voit qu'il y a un poly­
nôme en /i, P(/ i ) de degré m — i tel qn'on ait 

aH = P ( / t ) -

Une des premières questions à se poser est la suivante : quelle est 
la forme des an q u a n d / ( s ) est de la forme 

(13) / ( 5 Ï = - ^ - - 1 - , - ^ 7 + . . . - + - T-^-TT + . . . , 
v ' JK z — i (z — i)1 (z — i)k ' 

lim \/A„ = o, 

c'est-à-dire quand le point d'affixe ufi-esl le seul point singulier 
de / ( * ) , d'ailleurs essentiel, f(z) restant holomorphe dans le reste 
du plan, le point à l'infini compris. D'après ce que nous venons de 
dire sur le développement de (12) la réponse à la question posée est 
intuitivement presque évidente. 

Le théorème de Faber est le plus important à ce sujet, étant 
donné qu'il fournit la condition nécessaire et suffisante [13, 6] : 

La condition nécessaire et suffisante pour que (3) (a = o) 
représente une fonction unifoi me et holomorphe dans tout le 
plan, sauf au point d'affixe un. est qu'on puissse mettre 

a't~= g(n) (n = 1, 2, . . . ) , 

oà g(z) est une fonction entière telle que quel que soit e > o il 
existe un r0 tel que pour r > r0 on ait 

(U) l ^ ( * ) K « l / (a = rc«0). 
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Si g(z) n'est pas un polynôme le point un est un point singulier 
essentiel. 

Les fonctions entières g\{z) d'ordre inférieur à un vérifient évi­
demment la condition (i4)? donc les fonctions Iig{(n)zn admettent 
un seul point singulier, qui est d'affixe un, dans le plan tout entier. 

Ce dernier énoncé est dû à Leau [33, rf]. 
Wigert a démontré indépendamment de Faber que les conditions 

qui interviennent dans le théorème de ce dernier sont suffisantes [68]. 

9. Théorèmes de Le Roy, Lindelof. — En généralisant un théo­
rème de Le Roy, Lindelof démontre par l'application du calcul des 
résidus le théorème suivant [36. c] : 

Si dans (3) (a = o) on a 

"n = g(n), 

g(z) étant une fonction holomorphe dans le demi-plan x > a 
(z = x -f- iy) et satisfaisant dans ce demi-plan à la condition 

\g(a-+- re^)\ < e (•*+£)# 

quel que soit s > o, pour r >> /g, 2f étant fixe et inférieur à TT, 
alors la série (3) peut être prolongée dans toute la partie du plan 

27: — & > < p > 2 r , o < p < o o (s = pe'?). 

Carlson et V. Bernstein [8, è; 4, a, b] ont généralisé le théorème 
de Lindelof et ils ont montré que leur nouvelle généralisation admet 
une réciproque complète (le théorème de Lindelof ainsi que celui de 
Carlson et Bernstein donnent des renseignements sur l'allure de f(z) 
à l'infini). 

En appliquant le théorème de Faber on peut démontrer le fait sui­
vant [ 3 8 , / ] . 

Si f(z) représente une fonction holomorphe dans tout le plan 
sauf en un nombre fini de points z{) z2, . . . , za, situés sur le 
cercle de convergence (R = i, a = o) et tels que 

[arç*! |<2r, . . . , | args* | < 2r, 

ces points n'étant pas critiques, alors on a 
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g(z) étant une fonction entière de la forme 

| g(z) 1< e&+*)r ( s = re*). 

10. Théorèmes de Leau, Fabry, Soula. — Dans un ordre d'idées 
qui se rapproche des considérations précédentes il faut citer les théo­
rèmes de Leau, Fabry, Soula : 

Si an = g l-\ où g(z) est une fonction holomorphe à l'origine, 

alors f(z) n'a qu'un seul point singulier qui est d'affixe un 
[Leau, 33, d]. 

En supposant que g(z) est holomorphe dans un angle dont le 
sommet est l'origine et qui contient à son intérieur la droite (o, +00) 
et telle qu'on ait 

l * | L | £ C O | < e , (\*\<re), 

quand z est dans cet angle, Fabry démontre que f(z) n'a que le 
point singulier un sur C [162 c] . 

Le théorème de Soula [56, a] qui généralise celui de Leau peut 
s'énoncer de la manière suivante : 

Soit (3) (a = o) holomorphe dans tout domaine qui ne contient 
pas la demi-droite ( 7 = 0, x^>i) ainsi que dans tout domaine 
qui ne contient pas une demi-droite fixe différente de la précé­
dente et également issue du point un. 

Supposons que dans le voisinage du point un, et pour tout 
point z situé dans un des domaines précisés on ait 

I /Ol<-17^7, , <*<»• 

Alors, g(z) étant holomorphe à Vorigine, on peut affirmer 
que Itg(an)z

n admet le point un comme seul point singulier. 

La démonstration de Soula est remarquable par le rapprochement 
des questions qui nous intéressent à la théorie des équations inté­
grales de Fredholm. 

Pour avoir un exemple où les an (voir p . 8) fournissent des ren­
seignements précis, énonçons le théorème suivant : si les conditions 
de la page 8 sont conservées et si, en désignant par Ç unaffixe 
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d'un point singulier quelconque def(z) dans l'angle (0 4- £, ty — s) 
on sait que ArgÇ = vp et que pour tout Ç on a 

| Ç | = «'** 
ow A* es£ w/i entier, alors 

a#*=e"*^(i)+ ?«, 
où 

|*(*)|<*e>*l et où 1T5 v/|"p7î < c*. 

CHAPITRE IV. 

THÉORÈME D'HADAMARD SUR LA MULTIPIICATION DES SINGULARITES 

ET LES RECHERCHES QUI S'Y RATTACHENT. 

11. Théorème d'Hadamard. — Une fois établi la dépendance qui 
existe entre les coefficients an et les singularités de la fonction cor­
respondante dans les cas les plus simples, il s'agit de pouvoir passer 
aux cas plus compliqués par l'intermédiaire des opérations sur les 
coefficients an. 

Un théorème permettant un tel passage est dû à Hadamard [23, 6] : 

Soient f(z) = 2#„ zn et cp(s) = 2bnz
n deux séries entières. 

y étant Vaffixe d'un point singulier de la série ia,ibnz
nj deux 

cas sont possibles : i° il existe une quantité a qui est Vaffixe 
d'un point singulier de la série f(z) et une quantité (3 qui est 
Vaffixe d'un point singulier de la série y(z) et telles que 

2° toute courbe à distance finie, liant y au point O passe par 
un point de la forme a. (3. 

Remarquons que pour les fonctions multiformes, une branche de 
la fonction représentée par 2anbnz

n peut admettre le point d'affixe O 
comme point singulier. La démonstration d'Hadamard se base sur la 
formule 

(.6) F(.) =1«.*.*. = 7 ^ / ( ^ ( ¾ ^> 

C étant une courbe fermée intérieure au cercle de rayon RR' où R est 
le rayon de convergence def(z) et R' celui decp(^). La formule (16) 
montre de plus, dans le cas où les séries/(,z) et cp(^)ne représentent 
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pas des fonctions uniformes, quelles sont les branches respectives 
^ e f(z)i 9(z) e t F(-^) dont les singularités sont liées par la for­
mule ( i5) . Faber a complété en certains points la démonstration 
d'Hadamard [13, e]. 

12. Recherches de Borel, Faber, Soula, Polya, Mandelbrojt. — 
a étant un point singulier de f(z) et [3 un point singulier de 9(2) , 
supposons que ces deux fonctions n'ont pas d'autres points singu­
liers, — respectivement a' et (3'— tels que 

(17) a ' j i '=aS . 

Borel a indiqué que dans ce cas, l'allure de F(z) autour de y = «(5 
ne dépend souvent que de l'allure de f(z) autour de a et de celle 
de o(z) autour de (3. 

Ainsi si a est un pôle de degré k et (3 un pôle de degré m, y est 
un pôle de degré m + k — 1 [3 , i]. 

y est certainement un point singulier de V(z) si <xet (3 sont isolés 
et si au moins un de ces deux points n'est pas critique [15, e]. 

Les propositions de Borel et Faber (celle-ci pour le cas où ni a ni(3 
ne sont critiques) peuvent être démontrées d'une manière analogue. 
Pour le premier cas, comme les an et les bn sont des polynômes res­
pectivement de degré k — 1 et m — 1 (on peut évidemment sup­
poser 02==(3 = ^= :1 ) , les produits anbn sont aussi des polynômes 
en n de degré k -+- m — 2, et y est un pôle de degré m -i- k — 1 [3, / ] . 

Dans le deuxième cas du fait que les an et les bn sont de la 
forme g(n) avec \g(z) < <Crzr il résulte que les coefficients anbn 

jouissent de la même propriété, le produit de deux fonctions entières 
satisfaisant à cette condition, la vérifie encore. Soula a montré par 
un exemple que y n'est pas nécessairement point singulier de F ( ^ ) 
même si (17) n'a pas lieu [36, a]. 

Soula a démontré le théorème suivant : Si y(z) n'a qu'un point 
singulier [3, pour que y soit un point singulier de F(z) il faut et il 

suffit que lim y/ | bn\ soit diffèrent de zéro et que 7 ^- n'ait que le 

point singulier «[56, a], 

A ce théorème on peut joindre le théorème suivant : 

Si limy | bn\ = 1, si les bn sont réels et si cp(^) n'a sur le cercle 
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de convergence que le point un comme point singulier, alors ou la 

fonction cp, (z) =^ ,7— admet le cercle de convergence comme cou­

pure ou elle n'a que le point un comme point singulier [36, c]. 

Le théorème de Faber a été généralisé par Pôlya. Cet auteur appelle 
un point singulier rj situé sur le cercle de convergence, semi-isolé, si 
dans un cercle autour de n et de rayon assez petit f(z) ne possède 
des singularités que sur le rayon issu de l'origine et passant par n. 

Si oc et (3 sont les seuls points singuliers sur le cercle de conver­
gence respectivement de f(z) et y(z) si un de ces points est semi-
isolé et l'autre isolé y = a(3 est nécessairement un point singulier 
de¥(z) = ïaltbnz"[o% c]. 

Si entre deux points singuliers a et ocf situés sur le cercle de 
convergence il existe un arc ococ' où f(z) est holomorphe et si$ est 
isolé non-critique de y (z) et est unique sur | z | = R', les points a(3 
et a'(3 sont nécessairement singuliers de ¥(z) [32, d\. 

Mandelbrojt [38, 0] a établi des conditions pour qu'un point a[3 
soit nécessairement singulier, en partant d'un point de vue différent. 

Soit y un point singulier quelconque de la,,b/lz
n et soitco un mul­

tiple d'un nombre quelconque de facteurs dont chacun est une puis­
sance de degré q^>o d'un affixe d'un point singulier quelconque 
de f(z) ; désignons par E l'ensemble de tous les points yco. So i t ë R E la 
partie de la la frontière de l'étoile de Miltag-Leffler ( ' ) formée à partir 
de l'ensemble E + E' (E' est l'ensemble dérivé de E) qui est à l'intérieur 
d'un cercle C de rayon R autour de l'origine. 

Si <§R,E est composé d'un nombre fini k de segments de longueurs 
respectives /,, l2, . . . , lk et d'un nombre fini p de domaines D, , 
D2 , ..., Dy, dont les longueurs de frontières (sans compter les arcs 
de cercle G qui forment une partie de la frontière de chacun de ces 

(1) On appelle étoile de Mittag-Leffler de l'ensemble A, qui ne contient pas le 
voisinage de 0, le domaine complémentaire à l'ensemble A,, composé des points 
des segments pe,J!(p <p„), telles que les points pe'f n'appartiennent pas à A, le 
point o0e'i lui appartenant. 

L'étoile de Mittag-Leffler de 2>anzn est l'étoile de l'ensemble B composé des 
points p0e'* tels que Zanz" et holomorphe pour z = pe'f(p ^ p0), p0e'f étant un point 
singulier de la branche de S«n5" correspondant à la droite pe'f (o< p < p0). 
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domaines), sont /',, l2, . . ., l'p, nous poserons 
A P 

1 1 

Nous supposerons dans ce qui suit que A' et p sont bornés. 

Supposons qu'en posant Q(z)=f(z) — -; on ait dans le 

domaine fermé D dont la frontière est composée de CRn et de la 
circonférence G, ( ' r | = R) 

, ,v ( i - » - R ) ( C R . L + ^ R ) | e ( g ) i ^ T 
K) 27UR < I * 

Alors la frontière de l'étoile relative à l'ensemble E-+-E' con­
tient tous les points singuliers de y(z) situés dans C. 

En particulier : 

Si f(z) n'admet que le point un comme point singulier et si (i) 
a lieu {cette condition dans ce cas est simple) les parties corres­
pondantes des étoiles de Mittag-Leffler des deux fonctions cp(s) 
et F ( ^ ) , contenues à l'intérieur de C sont les mêmes. 

On peut évidemment construire des fonctions vérifiant (i) et ayant 
comme singularités des points donnés à l'avance. 

CHAPITRE V. 

THÉORÈME D'HURWITZ-PiLNCHERLE ET LES RECHERCHES QUI S ^ RATTACHENT. 

13. Théorème d'Hurwitz-Pincherle. — Par analogie avec le théo­
rème d'Hadamard sur la multiplication des singularités, auquel nous 
avons consacré le Chapitre précédent, Hurvvitz et Pincherle ont 
démontré le théorème suivant [26, c; 31, a, b] (Hurwitz dans le cas 
des pôles et Pincherle dans le cas général): y étant Vaffixe d'un 
point singulier de la série 

'(«>=2J , po -+- G/,, am_! pi •+-. . . -+- \im a0 

(où C^ désigne le coefficient binomial), deux cas sont possibles. 
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i° il existe un point singulier a de la série 

z z-

et un point singulier (3 de la série 

(18) « + P = Ï, 

2° /ow/e courbe continue liant y à l'infini passe par un 
point a -f- [3. 

On démontre ce théorème en s'appuyant sur l'égalité 

(19) 2 ( 2c*"a" i-'t^)3-" i_1=2"ii/'!'(T,)5(z~ i , i )rfTi' 

C étant un cercle autour de l'origine de rayon assez grand. 
Cette dernière formule permet d'ailleurs, comme nous l'avons vu 

pour le théorème d'Hadamard, de discerner quelles sont les branches 
des trois séries dont les singularités sont liées par (18). Remarquons 
que les séries qui interviennent dans ce chapitre peuvent être consi­
dérées comme des séries de Taylor avec ot=oc. 

Le théorème d'Hurvvitz-Pincherle joue un rôle semblable à celui 
d'Hadamard, en ce sens qu'en connaissant les singularités des 
séries relativement simples on peut en tirer des renseignements pour 
les singularités des séries plus compliquées. 

li. Théorèmes de Lindelof et Mandelbrojt. — Mandelbrojt [38, 6] 
a fait remarquer que le théorème d'Hurvvitz-Pincherle peut être con­
sidéré comme une généralisation du procédé qui correspond à la trans­
formation d'Euler effectuée sur la série entière 

0 ( 3 ) = 70~+- a l Z -+• 7 2 3 2 H - , . . . 

On sait, en effet, qu'en posant 

y - —-—' 
J i — z 

on a 
<-» •o-Ste)'^-^" 

v* A*a f t 

/ 1 — z «or*, 
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où A*a0 désigne la £ieme différence par rapport au coefficient a0 dans 
la suite 

c'est-à-dire l'égalité suivante a lieu : 

A*a0 = <xk— Cjfc«A-—i-»- G/ raA_ 2-H-. . .±:ao. 

D'autre part, on voit qu'en posant 

(21) ? ( s ) = - I _ _ L + _ i _ . . . 

z z2 z* 

et, en effectuant sur cette série et la série 

l'opération qui intervient dans le théorème d'Hurvvitz-Pincherle, on 
obtient la série 

V ^ - ^ ^ - 1 + -

En posant daris cette série etdans (21) 

1 

on voit qu'on arrive ainsi à associer à la série 

' a 0 Ç - f - a Ç 2 - h . . . 

la série 

qui est, à la variable et à un facteur près, de la même forme que la 
série qui constitue le premier terme de la formule (20). 

Ces considérations permettent de voir que les résultats obtenus en 
appliquant le théorème d'Hurvvitz-Pincherle seront plus généraux 
que ceux obtenus en appliquant la transformation d'Euler. 

En s'appuyant sur le théorème d'Hurwitz-Pincherle, Mandelbrojt 
démontre le théorème suivant : 

Soit 

(22) F(z) = a0-i-alz-h... 

«r. _ ^ A* a0 
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une série de rayon de convergence égal à un. Si F(z) n'a des 
points singuliers que sur le cercle de convergence, la quantité 

•(-?) 
avec 

k = l im v' | Y«l> 
où 

Tm= a « + i # ( i ) — C;wam ^ ( 2 ) H - . . . ± a i # ( i n -+-1), 

g(z) étant une fonction entière satisfaisant à la condition 

l ^ ( s ) | < e : / (z = relù) p o u r r > / ; (e positif quelconque), 

représente un argument d'un point singulier de F(z). 

(C'est-à-dire qu'un des deux points e±l(? est un point singulier.) 
C'est d'ailleurs le point singulier le plus rapproché du point — i . 
Ce même théorème permet de distinguer lequel de ces deux 

points elV ou e~lJt est singulier. 
Ainsi après avoir détermine la quantité | © | il suffit de voir pour 

laquelle des deux quantités | <p | ou — | cp | la quantité k définie res­
pectivement pour les deux séries 

ï a „ eim7Z-]^)z11 et S a „ e
m<^+[(Wzn 

est égale à 2. 
En posant en particulier 

g(z)= cofist . = I, 

on a le fait signalé à la page 7. 
Remarquons que le critère [avec g(z) = 1], qui résulte du théo­

rème général établi et qui sert à distinguer lequel des deux points e±£<P 
est singulier, une fois la quantité | 9 | déterminée, résulte aussi d'un 
théorème de Lindelof d'après lequel : La condition nécessaire et 
suffisante pour cjue le point el(? soit singulier est qu'on ait 

lim '{/\\Hb0 | = >, 

en posant bn= ane
ul{,K ^ [36, a ] . (Comparer au théorème de Prin-

gshein, page 9.) 
Les deux premiers théorèmes de ce numéro permettent de déter­

miner tous les points singuliers de (22) si F(z) n'a qu'un nombre 
fini de points singuliers, tous situés sur le cercle de convergence. 
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CHAPITRE VI. 

LES SÉRIES ADMETTANT LE CKRCLE DE CONVERGENCE COMME COUPURE 

ET QUELQUES THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 

13. Exemples de Weierstrass et Fredholm. — H y a un cas qui 
semble être au premier abord tout à fait particulier et où le problème 
du prolongement analytique ne se présente plus. C'est le cas où le 
domaine d'existence de la fonction représentée par une série entière 
est le cercle de convergence de celle-ci. Tous les points de sa circon­
férence sont singuliers pour cette série. On dit dans ce cas que le 
cercle de convergence est une coupure pour la série. 

Déjà les premiers auteurs qui ont traité les fonctions analytiques 
en partant des séries entières ont remarqué de telles séries 

Citons l'exemple de Weierstrass [67], à savoir la série 

^a»zbn, 

où a est positif et où b est entier supérieur à un. 
Remarquons tout de suite que les puissances 6" de z qui corres­

pondent aux coefficients ne s'annulant pas sont très écartées les unes 
des autres. 

Dans le cas de l'exemple de Weierstrass le fait que le cercle de 
convergence est une coupure est une conséquence particulièrement 
simple de la structure arithmétique des quantités bn (voir [23, &]). 
Une autre série, due à Fredholm [19], 

représente également une fonction admettant le cercle de convergence 
comme coupure; les puissances correspondant aux coefficients non 
nuls sont encore rares, mais les considérations arithmétiques qui 
pouvaient servir pour la série de Weierstrass ne s'appliquent plus 
dans ce cas. 

16. Théorème d'Hadamard. Généralisations de Borel et Fabry. — 
Hadamard a eu l'idée de considérer en général les séries de la forme 

(23) ^atz% 
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où la suite nt tend vers l'infini très rapidement, et il a démontré un 
théorème qui généralise de beaucoup l'exemple de Weierstrass. 

Voilà l'énoncé du théorème d'Hadamard [23, b] : La série 2a,zHl 

admet le cercle de convergence comme coupure si 

/*,_H — nt l i m ^ - ' > o . 
" i 

Rorel [3, /] a remplacé cette dernière condition par la suivante 

/ i ,+ i — / ? , I i m " w " ' > o , 

et enfin Fabry a démontré [16, a] que le cercle de convergence 
de (3) est une coupure si, A étant une quantité fixe, (o < X < i) 
pour une infinité d'entiers m, il ne reste entre 

m(i— À) et m(i -h X) 

que o entiers n tels que les an sont non nuls, — et ——— tendant 
* r * ' m ni 

vers zéro. 
Il résulte des théorèmes de Fabry que (23) admet le cercle de 

convergence comme coupure si 
Jim («n_ i — nt) = x 

/ = 00 

ou si 
lim — = x {voir [15, c]). 

Fabry tire son théorème comme conséquence d'un théorème plus 
général qui lui est également dû [16, a ] et qui s'énonce de la 
manière suivante : soit R = i; ytl étant un arc qui dépend de n, 
soit s le nombre de changements de signe de la partie réelle a 
de aqe

lYn lorsque q varie de n — X n à n-{-\n. Si Von peut choisir yn 

en fonction de n de telle manière que, pour une infinité de valeur 

de n, les quantités - L | an \ et - tendent vers zéro, le point z = i 

est singulier. v& • 

17. Théorèmes de Braïtzeff et Subbotin. — En s'inspirant d'un 
autre théorème de Fabry [16. a, e], Braïtzeff démontre le théorème 
suivant : Si les autres conditions du théorème précèdent ont lieu, 
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et si l'on a 
i - s 

l im —-— = a, 
2 A ri 

la fonction f(z) possède un point singulier dont l'argument est 
compris entre — na et TZOL, 

Si f(z\ n'a qu'un point singulier sur le cercle de convergence, 
son arg urne ut est précisément égal à une des quantités -*- noc 
ou noc [6, a, b]. 

On peut, d'ailleurs, déterminer lequel des deux points e±l0L7Z est 
effectivement singulier. Si, en désignant par s' le nombre de change­
ments de signe de la partie réelle a"(f de a7e'T«+*^8 où O = ±OCT:, 

lorsque q varie entre // — I n et n-{-ln, — on voit que pour une infi­
nité de n on a 

Jim - L I a" I = o et lim — = o, 

alors d est l'argument du point singulier. 
Braïtzeff fait correspondre à f(z) la fonction 

ou 
as(nei(?)s 

Mz)=^(ne^)zn, 
0 

(voir aussi [5, j"\) et il remarque que si le rayon de convergence 
defy(z) est supérieur à un et si la droite, issue de l'origine et faisant 
l'angle 9 avec Ox, ne rencontre pas un sommet du polygone de 
Borel [3 , y ] alors f^(z) n'a qu'un point singulier sur son cercle de 
convergence. Le théorème précédent lui permet donc de calculer 
l'affixe de ce point. Soient /(<p) etc(cp) respectivement son module 
et son argument. Dans ces conditions le point 

r — c l ? 

/ (cp)-H lff(<p) 

est un point singulier de f(z). 
Subbotin [58, a] a simplifié quelques résultats de Braïtzeff. Ces 

deux auteurs ont donné une théorie assez complète de la recherche 
effective des points singuliers d'une série de Taylor. ' 
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Revenons aux séries admettant le cercle de convergence comme 
coupure. 

18. Théorème de Polya. — Le théorème suivant dû à Pôlya et 
concernant les séries admettant le cercle de convergence comme 
coupure montre le rôle général que peuvent jouer les quantités D,hp 

introduites précédemment : 

Si les quantités - restent bornées, pour que le cercle de conver­

gence ne soit pas une coupure il faut que 

1 
l im | D / I f / I _ , \(n+p-l)P< 

Ce théorème n'est d'ailleurs qu'un cas particulier d'un autre théo­
rème [ 3 2 , / ] pour l'énoncé duquel il faut introduire quelques nou­
velles notions. 

Soit E un ensemble borné et fermé. 
Soit T„(^) un polynôme qui parmi tous les polynômes de degré n 

et dont le coefficient du plus haut degré est égal à un s'écarte, dansE, 
le moins possible de O. 

On appelle d'après Fekete [18] diamètre transfini de E la quan­

tité lim yTn où 
~n= m a x | T ; i ( s ) | , z variant dans E. 

On peut alors démontrer le théorème suivant : 

Soitf(z) uniforme; en désignant par z le diamètre transfini 

de il'ensemble E des points - où oc est un point singulier quelconque 

de f(z) et par <J la distance du point de condensation de E le plus 

éloigné de l'origine, à tout s >> o assez petit et co > o assez grand 

correspond un K tel que si 

n < w/>, p > k, 
alors 

i n p— l 

! Un,p-i \(n+P-i)P<(<j+z)n+r>-*(z -4- O " - ^ - 1 ( 1 ) -

( l) On démontre cette inégalité lorsqu'en conservant les autres notations, on 

désigne par E un ensemble borné et fermé, la fonction / ( - ) étant holomorphe dans 

l'ensemble complémentaire E, de K (E t étant supposé connexe). 
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On passe de ce théorème au théorème cité plus haut en remarquant 
que le diamètre transfini d'un ensemble borné et fermé E, dont l'en­
semble complémentaire est connexe, est le rayon du cercle dont 
l'extérieur peut être représenté conformément sur l'ensemble com­
plémentaire de E, en laissant le point à l'infini et son élément 
linéaire invariants. 

19. Remarque de Borel-Pringsheim. — Bien que tous ces théo­
rèmes concernant les fonctions admettant le cercle de convergence 
comme coupure paraissent avoir un caractère bien particulier, cer­
tains raisonnemenls ont permis à Borel et Pringsheim d'affirmer le 
fait intuitif, que le cercle de convergence est, en général, une 
coupure. 

Ceci voulant dire, grosso modo, qu'on a plus de chance de tomber 
sur une telle série que sur une série prolongeable au delà du cercle 
de convergence. 

Evidemment, si l'on se rapporte au point de vue de la puissance 
des ensembles, cette remarque n'a pas de sens si Ton ne borne pas la 
classe de séries que l'on considère, car la puissance de l'ensemble 
des séries admettant le cercle de convergence comme coupure, et la 
puissance de l'ensemble de toutes les autres séries est la même (on 
considère évidemment les séries a}rant le même ra)on de conver­
gence) [32, g]. 

Le théorème d'Hadamard et celui de Fatou-Pôlya [27] sont signifi­
catifs à ce point de vue. 

20. Théorème de Fatou-Polya. — L'énoncé du théorème de Fatou-
Pôlya est le suivant [17; 27] : 

Il suffit de changer en (3) le signe d'une infinité de coeffi­
cients, dont les indices sont convenablement choisis [ce choix 
dépend de la série en question) pour que le cercle de convergence 
devienne une coupure. 

Le théorème d'Hadamard peut être traduit de la manière suivante : 
On peut fixer les modules des coefficients d'une série (3) , de 

manière que, quels que soient les arguments de ces coefficients, 
le cercle de convergence soit une coupure. 

Le théorème de Fatou-Pôlya montre, au contraire, qu'il est impo§-
MÉMORIAL DES SG. MATH. — IS° 5 4 . 3 
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sible de fixer les modules de manière que le cercle de convergence 
ne soit pas une coupure quels que soient les arguments. 

Donc on peut former des classes de séries admettant le cercle de 
convergence comme coupure en fixant les modules, et l'on ne peut 
pas, au contraire, former de telles classes pour des séries prolon­
geâmes. 

21. Recherches de Borel. — Il convient de donner dans ce cha­
pitre une classe de séries, admettant le cercle de convergence comme 
coupure, due à Borel [ 3 , / , g \. 

Cet auteur dit que deux séries entières appartiennent à la même 
classe lorsque les puissances de z, dont les coefficients ne sont pas 
nuls, sont les mêmes dans les deux séries. 

L'ensemble de toutes les séries appartenant à une classe donnée, 
et dont les modules vérifient certaines inégalités (les arguments 
restant arbitraires), est appelé sous-classe. 

Une sous-classe est dite impropre lorsque les inégalités qui la 
définissent sont telles que toute série de la sous-classe est la somme 
d'une série appartenant à une classe moins étendue (ayant plus de 
lacunes) et d'une série ayant un rayon de convergence plus grand. 
Dans le cas contraire, elle est dite propre. 

Une classe est dite singulière si toutes les séries de cette classe 
admettent le cercle de convergence comme coupure. 

Borel démontre le théorème suivant : 

Pour qu'une classe soit singulière, il suffit que cette classe 
renferme une sous-classe propre S ayant la propriété suivante : 
« Une série arbitraire cp de cette sous-classe S étant donnée, il est 
possible de former une autre série ty dans laquelle les puissances 
de la variable figurant effectivement dans la série donnée cp ont 
les mêmes coefficients que celle-ci, les autres coefficients de ty 
étant quelconques, cette série ^ n'ayant sur le cercle de conver­
gence qu'un nombre fini de points singuliers. » 

22. Démonstrations du théorème d'Hadamard-Fabry. Théorème 
d'Ostrowski. Démonstration du théorème Fatou-Polya. Théorèmes 
de Fabry et Mandelbrojt. — Pour les théorèmes d'Hadamard et celui 
de Fabry, remarquons que, outre les démonstrations dues à Hadamard 
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et Fabry eux-mêmes qui consistent à remplacer dans l'étude du pro­
longement analytique d'une série (3) (en donnant des conditions 
pour qu'un point sur le cercle de convergence soit singulier), le 
coefficient 

( > 1 ) «m = am -+- '— tfm_H (3 H- . . . -h a/n+/,am+n 0/' -+-. . . 

correspondant à un point (3 intérieur au cercle de convergence 
de (3) (a = o) par une quantité qui ne contient qu'un nombre fini 
de termes intervenant dans la partie droite de (24)7 — il existe plu­
sieurs autres démonstrations du théorème d'Hadamard : celle de 
Faber [13, bc] retrouvée par Mordell [ i 3 ] , celle de Szasz [39], celle 
de Carlson-Landau [9] , et enfin celle de M. Ostrowski [49, 6] . 

Celle de Faber-Mordell consiste dans l'application de la transfor­
mation 

I z\> _+. zp+\ 

La démonstration d'Ostrowski s'appuie sur son théorème que 
voici : 

Si dans Ta série (23), on a 

alors en posant 
S ; I | = aHlz"i-

> 8 > o , 

on peut affirmer que Sn. (z) tend uniformément vers f(z) dans 
l'entourage de tout point régulier sur le cercle de conver­
gence [49, b]. 

Signalons qu'Ostrowski a donné une élude très approfondie des 
expressions qui ne sont composées que d'un nombre fini de termes et 
qui jouent le rôle des am de l'égalité (^4)-

Le théorème de Fatou-Pôlya peut être considéré comme consé­
quence du théorème de Fabr>. Cette démonstration générale est due 
à Pôlya [27]. 

Falou lui-même [17] a démontré un cas particulier de ce théo­
rème, mais il a prévu sa généralité. 

Le théorème de Fatou-Pôlya a été généralisé par Mandelbrojt [VI] 
de la manière suivante : 

On peut changer le signe d'une infinité de coefficients d'une 
3 
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série entière pour que tous les points sur le cercle de convergence 
soient singuliers du même ordre co qui est celui de la série sur 
le cercle de convergence. 

Pour démontrer ce théorème il suffit d'employer la méthode 
d'Hurwitz [27] (qui lui a servi pour démontrer le théorème de Fatou-
Pôlya) et de tenir compte du théorème suivant dû à Fabry [ 1 6 , / ] : 
La série 2anz

,n (R = i) admet tous les points du cercle de conver­
gence comme singuliers du même ordre co si 

Aw+1 — A „ > a \i\nh\n, ( a > o ) . 

23. Recherches de Polya. — Les remarques de Borel-Pringsheim 
sont justifiées par les recherches de Pôlya. 

Pôlya arrive à des résultats remarquables en considérant l'ensemble 
de toutes les séries de rayon de convergence un autour de l'origine 
comme un ensemble de points à une infinité de dimensions, dont les 
coordonnées sont les coefficients [32, g]. 

Il a remarqué qu'on peut transporter à ces ensembles différentes 
définitions de la théorie des ensembles. Soit £„^o. Pôlya appelle 
voisinage (s0, e,, . . . , £ „ , . . . ) du point (a0 ... a,, . . . ) l'ensemble des 
points (u0, . . ., u„, . . .) tel qu'on ait | un— an |<£//. 

i \_ ~~ 

Si]ims£ = i sans que lim£" = i le voisinage est dit d'une direc­

tion. Le voisinage est dit proche si lim \J \un — an | <C i. 
L'ensemble M est dit partout dense, en toute direction, si dans 

tout voisinage d'une direction autour de chaque point il existe un 
point appartenant à M et n'appartenant pas au voisinage proche du 
point, 

Les autres définitions qui interviennent dans la suite sont analogues 
à celles de la théorie des ensembles ordinaires. 

Pôlya démontre alors les théorèmes suivants : 
L'ensemble des séries entières non prolong^ables au delà du 

cercle de convergence est partout dense en toute direction et ne 
contient que des points intérieurs. 

L'ensemble des séries prolongeables est «jamais dense » et 
parfait. 

24. Théorème de Mandelbrojt. — Un autre fait dans le même 
ordre d'idées est dû à Mandelbrojt [38, d]. 
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Etant données une série 
2anzn 

et une suite d'entiers nj telle que 

l i m ( / z / + 1 — n,) = oo, 

lim {/\ aU} | = i 

(R = i), on peut former une infinité, ayant la puissance du 
continu, de séries 

Sa',, zn (a,tj= aHj e1? et a'n = an si n ^ nj), 

telles que les fonctions correspondantes admettent le cercle de 
convergence comme coupure et seulement une infinité dènom-
brable de séries de la même forme prolongeables au delà de ce 
cercle. 

CHAPITRE VIL 

SÉRIES LACUNAIRES. 

25. Le rôle de lacunes. — Remarquons qu'en se rapportant au 
point de vue de Méray-Weierstrass, on peut indiquer a priori 
quelques propriétés des coefficients qui pourraient fournir des ren­
seignements sur les singularités des' fonctions analytiques. 

Une telle propriété doit rester invariante par rapport à l'inté­
gration et la dérivation, étant donné que les singularités ne changent 
pas considérablement quand on effectue ces deux opérations. • 

La propriété la plus simple de ce genre est fournie par le fait qu'il 
y a une infinité de lacunes (c'est-à-dire de coefficients qui sont nuls); 
la largeur (1 ) et la distribution de ces lacunes restant invariantes par 
rapport aux opérations indiquées. 

Cette propriété intervient déjà dans le théorème d'Hadamard-

(1) Nous appelons largeur d'une lacune d'ordre nt le nombre kL tel qu'on ait 

«z^+i = o, an,+i = o, . . . #/̂ +/.-, = o (an, T̂  o, ant+kt+\ 7̂  o). 

Les nombres nt indiquent la distribution des lacunes; par la dérivation ou l'intégra­
tion, les lacunes se transportent toutes à la même distance à gauche ou à droite. 
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Fabry, remarquons aussi que la plupart des autres théorèmes où les 
lacunes n'interviennent pas explicitement peuvent être considérés 
comme donnant des renseignements sur les lacunes. Ainsi, par 
exemple, le théorème de M. Leau. 

En effet, l'hypothèse de ce théorème montre entre autres, que si 

où g\(z) est une fonction entière (qui intervient dans ce théorème, 
voir page 16), d'ordre s la série 

2 ^ <•>.. 

converge pour £ positif quelconque. 
Dans le cas où l'on étudie les singularités sur le cercle de conver­

gence de rayon i, une série 2bnz" avec des coefficients bn, tel qu'il 
existe une suite Xn donnant lieu à l'égalité 

lim \f\b,> \ — S < i 

peut être considérée comme une série ayant des lacunes qui corres­
pondent aux indices A'„. Les coefficients b,n peuvent être considérés 
comme étant égaux à zéro, et les théorèmes I et II de ce chapitre 
peuvent être appliqués dans ce cas. 

Il sera commode de dire que la suite \/\ an | tend vers un si le rayon 
de convergence de (3) est égal à un (nous le supposerons d'ailleurs 
dans la suite). 

Pourtant si l'on n'a pas 

lim ^\ a„ | = i , 

nous dirons que \/\ an | tend vers un irrégulièrement. Quand la 

série ^anz
n admet des lacunes, la suite \/\ an | tend vers un irréguliè­

rement d'une manière manifeste. 
D'après les théorèmes qui sont exposés dans ce chapitre, on peut 

ajouter au théorème de Cauchy-Hadamard que c'est justement la 
manière dont \/\ an | tend vers un (régulièrement ou irrégulièrement) 
qui fournit des renseignements sur les singularités de la série (3) 

Les théorèmes de ce chapitre peuvent être résumés de la manière 
suivante : 
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Si l'irrégularité de la suite \/\ an | (c'est-à-dire l'irrégularité avec 
laquelle cette suite tend vers i) caractérisée par une propriété (a) 
(par exemple, l'hypothèse du théorème I de ce chapitre) ayant lieu, 
les singularités de la série 2anz" ne peuvent pas» être de la nature 
caractérisée par une certaine propriété (À) (voir la conclusion du 
théorème 1), l'irrégularité plus forte de la suite '\/\ cn | (c'est-à-dire 
la présence d'un nombre plus grand de lacunes) caractérisée par 
une propriété (a1) (voir l'hypothèse du théorème II) entraîne le 
fait que les singularités de ~cnz" ne peuvent pas jouir d'une pro­
priété (A ;) (voir la conclusion du théorème I I ) ; les propriétés (A) 
et (A') étant entre elles dans le rapport suivant : tout ensemble de 
points singuliers jouissant de la propriété (A) jouit, à plus forte 
raison, de la propriété (A ' ) ; mais il existe, au contraire, des 
ensembles jouissant de la propriété (A') sans qu'ils jouissent de la 
propriété (A). 

D'ailleurs, il serait impossible de donner des renseignemeuts plus 
précis sur les singularités en ne considérant que les modules des 
coefficients, ceci résulte du théorème de Fatou-Pôlya (voir p . 29). 

En effet, soient deux suites \/| an \ et \ / |c # l | , la première tendant 
régulièrement vers un, la seconde, au contraire, tendant vers un 
irrégulièrement; on pourrait toujours former une seiie 2(— i) '""^,^" 
ayant le cercle de convergence comme coupure, la série %cnz

n pou­
vant être supposée prolongeante. 

Ce dernier fait n'est pourtant pas en contradiction avec la remarque 
que nous venons de faire : la série 2(—i)" ' "^ , sapent être considérée 
comme la somme d'une série n'ayant pas de lacunes ( ! « „ ; " ) et 

d'une série lacunaire I — 1 2uamnZ"'n )• 
/* = i / 

Nous commençons par le théorème suivant. 

26. Quelques théorèmes sur les séries lacunaires de Mandelbrojt. 
— I. Si la série 

est telle que : 

l i m ( A „ - H — X w ) = <*>> 
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elle a sur le cercle de convergence un point singulier au moins 
qui n'est pas polaire. 

Pour le démontrer, on s'appuie sur le lemme suivant [38, d] : 

Si dans la série (25) il y a une infinité de A„t tels que : 

2° À/i.+i — A / I f > k, 

où k est un entier positif, cette série admet au moins k -f- i pôles 
sur le cercle de convergence, ou bien elle a, sur ce cercle, des 
points singuliers autres que des pôles. 

Ostrowski a remarqué que, dans ces conditions, si y(z) n'a que des 
pôles sur le cercle de convergence, elle y admet au moins k -f-1 pôles 
du plus haut degré [49, c]. 

•Mandelbrojt a démontré le lemme précédent, en s'appuyant sur le 
fait que l'expression 

bH. +t> 

bn-i-p b?t-+-2p 

doit tendre régulièrenent vers i si la série 2bn zn a exactement 
p + i pôles sur le cercle de convergence et n'y admet pas d'autres points 
singuliers (voir le théorème d'Hadamard, p. io) , voir aussi [5, a]. 

Il résulte immédiatement du théorème 1 que si ( R = i). 

(26) hm(X„_ H l —q\ / i ) = <x> ( ^ e n t i e r ) , 

(26) ne peut pas être mise sous la forme —' ' z\ ? où P (z) est un poly-

\p(*)F* 
nome et où cp, (z) = 2cnz

n avec lim '{/ | cn \ < 1. [49, c] 

27. Théorèmes de Tsuji, Polya, Obrechkoff, Schimizu, Izumi et 
Narumi. — Ce théorème a été généralisé de plusieurs manières. 

Voici une généralisation de Tsuji : 
Si 20 a lieu, (2b) admet sur le cercle de convergence au 

moins k-\-i points singuliers algébriques ou bien elle a, sur ce 
cercle, des singularités autres qu'algébriques [62, a]. Schimizu a 
remplacé dans ce théorème le mot algébrique par le mot « semi-
algébrique ». Cet auteur dit : le point co, est une singularité semi-
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algébrique si ô,, ô\, <53 et £ étant des quantités positives arbitraires 
on a dans D, défini par 

z 
i .„ » — 8 j < A r g ( i . - i ) < ^ + . , , 

/(z) = ( I~è)A' [B + AU)]; 

h(z) étant holomorphe dans D, et de la forme 

A ( , ) = o ( i £ - r ) 
(B et X, réel sont des constantes) [55, a]. Citons le théorème suivant 
de Pôlya [52, b] (voir aussi Tsuji [62, a ] ) : 

Si sur le cercle de convergence, qui est de rayon un, f(z) n'a que 
des points algèbrico-logarithmiques, on peut trouver deux entiers 
non négatifs p et q, un nombre positif a et un nombre réel a tels que 

nidx(|a„ |, \aH-\ [, . . . , | «„_,, | ) > an*(\o«n)(/. 

Donc, si (25) possède des lacunes de la forme ( i°), elle ne peut 
pas posséder sur le cercle de convergence que des points algèbrico-
loga rithmiq ues. 

Obrechkoff a généralisé le théorème 1 d'une manière différente 
[47, 6] . Izumi et Schimizu ont complété le théorème d'Obrechkoff 
[28; 55, a]. 

Si f(z) ne possède sur le cercle de convergence (R = i) que 
k points singuliers, &>,, . . . , co/,, tous semi-algébriques, alors : 

OÙ 
n^,= ^JJLVH- K — i (v = o , i , . . . ; {A = i , 2, . . . , k) 

OÙ 

lim Ï21=o, 

et où 
a = —i—min(X], .. .,Xyt) [155a]. 

28. Théorème d'Ostrowski. — Le théorème suivant est dû à 
Ostrowski [49, a] : 

Si (25) est telle que 
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cette série représente une fonction uniforme dans tout le domaine 
de son existence et la suite 

S>|;| ( z) = ai 3X1 -4- a2 z'^ -f-... -f- atlL z1 "*, 

où 

( 2 7 J 11 m * = 00 

tend uniformément vers la fonction dans tout domaine borné et 
fermé intérieur au domaine d existence de la fonction; ce 
domaine étant simplement connexe. 

En s'appuyant sur le fait que « si un ensemble fermé et borné E 
n'est pas un continu et si JLA est un sous-ensemble fermé de E tel 
que E ne contient aucun sous-ensemble continu contenant E, alors il 
existe un sous-ensemble de E, qui peut être entouré d'une couronne 
qui ne contient aucun point de E et dont chaque point est aussi peu 
éloigné d'un point de E, que l'on veut » et sur un théorème classique 
de Weierstrass, Mandelbrojt a tiré du théorème précédent la conclu­
sion suivante : 

IL Si les X„t extraits de la suite ~kn satisfont à la condition (27), 
les seules singularités possibles de la fonction représentée par la 
série (25) sont des continues s'étendant à l'infini [38, d]. 

Un exemple d'Ostrowski [49, a] montre l'existence de telles 
séries prolongeâmes au delà du cercle de convergence. 

29. Autres théorèmes sur les séries lacunaires. — Mandelbrojt a 
donné un exemple d'une série vérifiant la condition (i°) et n'ayant 
qu'un seul point singulier dans tout le plan [38, d]. Faber a donné 

un exemple d'une série telle que lim — = 00 et n'ayant qu'un seul 

point singulier sur le cercle de convergence mais admettant pour­
tant la lemniscate \z(z — 2 ) | comme coupure [15, d]. Popoff et 
Obrechkoff [53; 47, a\ ont, au contraire, donné des conditions aux 
lacunes pour qu'une série les possédant ne puisse pas avoir un seul 
point singulier dans le plan. 

Les théorèmes cités justifient déjà la remarque faite à la page 35, 
les propriétés (A) et (A') se rapportant à la nature des points singu­
liers; nous allons énoncer un théorème dont les conclusions éclair-
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cissent encore la remarque en question et où les propriétés (A) 
et (A') se rapportent au nombre de points singuliers : 

Une suite d'entiers positifs X„ étant donnée, nous désignerons 
par l'a la suite complémentaire, c'est-à-dire la suite telle que les X̂  et 
les X„ forment l'ensemble de tous les entiers positifs, aucun ln n'étant 
égal à aucun X'm. 

S'il existe une série y(z) = 1anz
ln qui admet un seul point 

singulier sur le cercle de convergence, aucune série 2bnz^(i (où 
les bfl sont quelconques) n'a sur le cercle de convergence des 

A 
pôles dont la partie principale ,se réduit a un seul terme . -^ 1 ± {Z ZQ)V 

En particulier, il n'y a pas de pôles simples sur le cercle de con­
vergence [38, d\. 

On peut conclure en partant des recherches de Faber [15, c] que 
si cp(s) n'a qu'un seul point singulier dans le plan tout entier toute 

série de la forme IibnzKi admet le cercle de convergence comme 
coupure [38, g~\. 

On a posé la question [IV] à savoir si l'hypothèse du premier de 
ces deux derniers théorèmes n'entraînerait pas la conclusion du 
second. Pôlya a donné la généralisation suivante du premier théo­
rème [52, b\. 

Si <f(z) n'a qu'un point singulier sur le cercle de convergence, 
aucune série 26„sA« ne peut admettre parmi ses points singuliers 
sur le cercle de convergence ni des points algèbrico-logarithmi-
ques ni des points isolés non critiques. 

Cet auteur a introduit la -notion de densité des coefficients non 
nuls qui permet de donner un aperçu synthétique de l'influence des 
lacunes [52, e]. 

30. Théorèmes de Pôlya. — Désignons par N ( r ) le nombre des 
coefficients non nuls dont l'indice ne surpasse pas r. La quantité 

l im — - — » 
r 

si elle existe, est appelée densité des coefficients non nuls. De toute 
3 
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façon les expressions 

N ( r ) — N(/-S) .. N ( r ) -yr- N ( r ) 
lim lim —̂ —* j r - ^ J lim —^-^ lim -^—> 

? = i - 0 F ^ ' • — r 5 7 = ^ r r = . r 

£ = 1—0r=oo r— 7'Ç 

ont toujours un sens et on les appelle respectivement : 

Densité minima, densité inférieure, densité supérieure, densité 
maxima. 

On démontre alors les théorèmes suivants : 

Si la densité inférieure des coefficients non nuls est zéro, f(z) 
est uniforme et son domaine d'existence est simplement connexe 
(il n'existe donc pas de points isolés). S'il n'y a qu'un point semi-
isolé sur le cercle de convergence la densité supérieure des coeffi­
cients non nuls est égale à un [52, e\ 

Il suffit de remarquer que la somme de la densité inférieure d'une 
suite et de la densité supérieure de la suite complémentaire à la pré­
cédente, est égale à un, pour voir comment on peut passer des deux 
derniers théorèmes à un théorème même plus général que celui de la 
page 3 9 [52, e]. 

Un théorème important qu'on peut faire remonter au travail de 
Fabry [16, d] peut être énoncé de la manière suivante [15 b, 52, e] : 

Si la densité maxima des coefficients différents de zéro est égale 
à 8, f(z) admet des points singuliers sur tout arc fermé de lon­
gueur 2 7T<5R. 

31. Propriétés arithmétiques des ln. — Nous énonçons le corol­
laire suivant du théorème de la page 3g, dû à Mandelbrojt. 

Si la suite "kn ne contient qu'un nombre fini de multiples 
de chaque nombre pt appartenant à une suite quelconque de 
nombres premiers p\, p2, ..., pi, . . . . la série (a5) a, sur le 
cercle de convergence, un ensemble non réductible de points 
singuliers [38, d~\. 

Des théorèmes de ce genre ont été généralisés par Ostrowski. 
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Citons le théorème suivant dû à cet auteur [49, c] : 

Si les X„ sont tels qu'il existe au plus r-\-\ entiers l{l<iq) 
où qest un nombre premier, tels que 

X n = / -h mq, 

où m est un entier quelconque, alors la série (20) admet sur le 
cercle de convergence au moins q — r points singuliers et en 
général : si a est un point singulier sur le cercle de convergence 
de f(z) cette fonction admet au moins encore q — r— 1 points 
singuliers sur le cercle de convergence qu'on obtient en multi­
pliant et par les racines de degré q de l'unité. 

Citons enfin le théorème suivant dû à Tsuji [62, a] : Sif(z) a 
sur le cerle de convergence (R = i) k points singuliers, tous 
algébrico-logarithmiques, alors quelle que soit la suite d'entiers 

k0, A'o-f-i, . . . , k0-\- k, 

on peut y trouver un entier p tel que pour tout entier positif qx 

on ait 
| dç+nq | -+- | a9+(n+i)q | -f-. . .--h | a9+Kll+k-\)q | = û ( * r ) (»). 

32. Lacunes généralisées. — Considérons les séries entières dont 
les modules de coefficients tendent vers l'infini. Parmi ces séries, la 
série Itmzm est la plus simple. L'expression 's/m tend régulièrement 
vers un, et il y a même lieu de la considérer comme une expression 
tendant vers un de la manière la plus régulière possible (parmi les 
expressions \J\ an |, avec lim | an\ =00). Remarquons alors que g(z) 
étant une fonction entière d'ordre inférieur à un, la série 2 g ( m ) z m 

ne peut pas avoir trop de lacunes (voir page 34). 

Supposons au contraire qu'on ait une série 1 bmzm dont les coeffi­
cients sont les suivants : 

(28) bnh= m\+* ( a > o ; i = i, 2, . . . ) , 

la suite mL étant une suite donnée à l'avance, et pour tous les autres 
entiers positifs m 

(29) bm=m (m^énit). 

La suite \/bm, tendant encore vers un (régulièrement mais pas de 

(1) A(/i) =; Q[B(/i)] signifie que k(n) est du même ordre de grandeur que B(/i). 
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la même manière que la suite "sfm), on voit qu'on peut former une 
fonction entière d'ordre inférieur à un et telle que la série lg(bm)zm 

ait autant de lacunes que l'on veut, pourvu que la suite m( soit bien 
choisie. 

Le fait qu'une série lg(bm)zm puisse avoir plus de lacunes qu'une 
autre série 2g(am)zm dépend du fait que la suite "\/ \ bm\ tend vers 
un d'une manière moins régulière que la série y/ | «m |, dans un sens 
plus précis qu'avant; par exemple si am= m, et si les bm sont définis 
par (28) et (29), une semblable différence de régularité existe 
entre la suite '\/ \ bn \ et \/am, bien que les deux suites tendent vers un 
régulièrement. 

Ces remarques intuitives, d'une part, et l'existence d'un rapport 
intime entre les singularités des fonctions 2anz

n et lg(an) ztl, 
d'autre part (voir p. 17 un exemple à ce sujet), justifient la définition 
des « lacunes généralisées » introduites par Mandelbrojt [38, h]. 

Soit 2anz
n une série entière (où l'égalité limy/| a„ | = 1 peut 

avoir lieu, en supposant le rayon de convergence égal à un). Si la 
série Iig(an)z

n où g(z) est une fonction entière admet des coeffi­
cients-d'indice Xm comme lacunaires, c'est-à-dire tels que 

H^Xfrl *(«>.')l < jç> 

R étant le rayon de convergence de la série 2g(ani)z
m, supposé fini, 

on dira que la série léanz
n admet des lacunes généralisées, les coef­

ficients lacunaires étant d'indice X'm. 
Il est évident qu'une série n'ayant pas de lacunes au sens strict de 

ce mot, peut en avoir au sens général (lacunes généralisées), ces 
lacunes étant engendrées par l'emploi d'une fonction entière g(z). 

On peut démontrer par un exemple effectif [38, A] que des lacunes 
généralisées (par rapport à une g(z) convenablement choisie) 
peuvent encore donner des renseignements sur les singularités. 
Mais il est évident que ces lacunes ne peuvent pas donner autant 
de renseignements que les lacunes ordinaires, car l'irrégularité 
de la décroissance de la suite \/ | an | vers un est dans le premier cas 
moins exprimée que dans le dernier. 

Gergen [20] a obtenu des résultats généraux en partant de la notion 
des lacunes généralisées. Il a aussi donné une interprétation intéres­
sante de ces lacunes. Citons le théorème suivant de cet auteur : 
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Supposons que f(z) = lanz
n possède sur son cercle de conver­

gence (<x = o, R = i) un seul point singulier, qui est d'affixe un, 
Soit l'n nne suite d'entiers positifs tels qu'il existe une série 

0 ( 3 ) = Zbnzhi 

admettant un point algèbrico-logarithmique sur son cercle de 
convergence. Supposons encore qu'il existe une fonction entière 

g(z) = Sï , r t3" ' avec "s/ | a„, | = O [«-*<'/+'>'"] 

et telle que g(ai'n) = o. Supposons enfin, que pour un X „ ^ o 
appartenant à la suite complémentaire de Xn on ait g(ain)^éo. 
Alors, ou bien f(z) possède au moins deux points singuliers dans 
le plan tout entier (l'infini compris) ou bien le point un est un 
point singulier d'ordre exponentiel supérieur à q. C est-à-dire : 

la fonction entière f( \~F(z) est une fonction entière 

d'ordre apparent supérieur à q. 

CHAPITRE V1I1. 

PROPRIÉTÉS ARITHMÉTIQUES DES COEFFICIENTS. 

33. Théorèmes d'Eisenstein et von Koch-Subbotin. — Comme les 
lacunes, les propriétés arithmétiques des coefficients restent inva­
riantes par rapport à la dérivation (et quelques-unes par rapport à 
l'intégration). Les propriétés arithmétiques des coefficients doivent 
donc fournir des renseignements sur les singularités des fonctions 
analytiques. 

Un des théorèmes les plus anciens sur ce sujet est le théorème 
d'Eisenstein [14]. 

Si (3) représente une fonction algébrique, les an étant ration­
nels, il existe alors un entier JC tel que les quantités 

anÔC» 
sont entières. 

Ce théorème ainsi que sa démonstration portent un caractère élé­
mentaire. 
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Il résulte d'après un théorème de von Koch [66] corrigé par 
Subbotin [58, 6] qu'il existe une suite d'entiers 

Y» s> £> Ti» Ï Ï , • • • 

« - = ^ 1 . ^ ~ " l l % ~ 2 ) ^ (-»dY); (v = - - * ) 

oà A* e.s£ «AI entier positif. 
Plusieurs auteurs ont pu généraliser ce théorème en remplaçant 

les fonctions' algébriques par les intégrales des équations différen­
tielles algébriques [51, 6; 66; 44; 60] . 

Ainsi on doit à von Koch un théorème où le fait que (3) représente 
une fonction algébrique est remplacé par celui que cette fonction 
vérifie une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont 
des polynômes en z. 

34. Théorèmes de Polya, Carlson, Mandelbrojt, Haussdorf. — Polya 
a démontré la réciproque suivante du théorème d'Eisenstein [52, f] : 

Si (3) est une série à coefficients rationnels tels que l'on puisse 
choisir un entier ÔC tel que les quantités 

anJCn 

soient entières et si la fonction représentée par (3) est uniforme 
et n'admet qu'un-ensemble dènombrable de points singuliers, elle 
est rationnelle. 

Ajoutons que si les mêmes propriétés que dans le théorème pré­
cédent relatives aux an ont lieu et si toutes les singularités de f(z) 

(a = o, R = i) sont dans le cercle fermé de rayon »0,_ autour 

du point nç7rz-[le point oo étant régulier pour f(z)], f(z) peut 

être mise sous la forme suivante 

P(*) 
( i - z ) * ' 

oùP(z) est un polynôme, et où h esi un entier positif [38, b]. 

Akhyeser [2] a simplifié la démonstration du dernier théorème. 
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Il résulte du dernier théorème que si l'on désigne par ô la distance 
du point un au point singulier le plus éloigné de celui-là, on peut 
écrire 

X > — IH-i-
o 

Il est évident qu'on ne peut pas songer à donner une réciproque 
complète du théorème d'Eisenstein, c'est ce qu'on voit en partant du 
théorème de Fatou-Pôlya. 

Si dans (3) les an sont entiers et si f(z) n'a que des points 
isolés, elle est rationnelle (Pôlya [ 5 2 , / ] ) . Et enfin voici le théorème 
de Carlson : 

Si les an étant entiers le rayon de convergence est égal à un 
(a = o), alors ou bien le cercle de convergence est une coupure, 
ou bien f(z) est de la forme 

V „ r-_ p(*) 
Z"'1* -(i-zP)*> 

où P (z) est un polynôme et où p et q sont entiers positifs. 

Si l'on combine ce théorème avec celui de la page 35 on obtient 
le résultat suivant : 

Si dans (25) les an sont entiers, si le rayon de convergence est 
égala un et si les ln vérifient la condition i°, le cercle de conver­
gence est une coupure [38,y] . 

Remarquons qu'en partant du théorème de Carlson on démontre 
facilement (en se basant sur des considératious empruntées à la 
théorie des ensembles) que si l'on considère toutes les séries 
lanz

n(R = i) dont les atl sont entiers, il n'existe qu'un ensemble 
dénombrable de telles séries prolongeables. L'ensemble de telles 
séries non prolongeables a la puissance du continu (Haussdorf) 
[25]. (Comparer ce théorème à la remarque de Borel-Pringsheim 
du n° 19 et aux nos 23 et 24). 
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