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METHODES CLASSIQUES D’INTEGRATION

EQUATIONS PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

A UNE FONCTION INCONNUE

Par M. N. SALTYKOW,

Professeur 3 I'Université de Belgrade.

—— © E—e

INTRODUCTION.

« ... On doit a Fontaine la manié¢re d’envisager les équations
différentielles comme résultat de I’élimination des constantes arbi-
traires entre une équation primitive et ses différentielles immédiates.
Cette remarque conticnt le germe de la théorie de toutes les espéces
d'équations différentielles, ou aux différences, et sert de base a
I’élégante théorie des solutions (ou intégrales) particuliéres donnée
en 1774 par Lagrange... »; ainsi s’exprimait Lacroix en rédigeant la
nouvelle édition du Tome III de U'Histoire des Mathématiques de
I[. F. Montucla [1].

Les équations différenticlles proviennent, d’autre part, de la mise
en équations de différents problémes. « Tous les problémes de Géo-
métrie, ot 'on considére des surfaces », dit Lagrange [2], sur les
équations aux dérivées particlles, « et tous ceux de Mécanique, ou
Yon considére des corps ou flexibles ou fluides, dépendent de la
théorie de ces équations ».

Euler et Lagrange ont traité les premiers problémes géométriques
sur Péquivalence [3] et sur les trajectoires [ %] des surfaces, con-
duisant aux équations aux dérivées partielles du premier ordre & une
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fonction inconnue. Ensuite, G. Monge et S. Lie [5] ont donné beau-
coup d’autres exemples géométriques sur les mémes équations.

Quant a la théorie d’intégration de ces derniéres équations, elle ne
date que de 1734 [6]. L'étude des méthodes constituant ladite
théorie cst fort attrayante, car elles étaient fondées par les plus
illustres savants. En relisant leurs travaux, on y voit naitre les
méthodes que posséde la Science d’aujourd’hui.

CHAPITRE 1.

ORIGINE DES METHODES D'INTEGRATION.

1. Principes posés par Euler et d’Alembert. — L’idée d’Euler [6]
était de ramener I'intégration des équations partielles a celle des
équations différentielles ordinaires. Ce principe domine actuellement
la théorie des équations partielles, et tout progrés, dans ce domaine,
est intimement lié aux succés obtenus dans 'application du principe
introduit.

On y réussit aisément, s'il s’agit, par exemple, d’une équation qui
ne contienne que la dérivée particlle prise par rapport a 'une des
variables indépendantes, les autres ne figurant, dans 'équation, qu’a
titre des paramétres constants. Il suffit, alors, d’introduire dans
lintégrale une fonction arbitraire de ces derniers paramétres, au lieu
d’y considérer une constante arbitraire.

D’Alembert [7] a réussi a effectuer la réduction mentionnée en
passant & une équation aux différentielles ordinaires, par 'intermé-
diaire de la relation aux différentielles Lotales qui s'impose dans la
théorie des équations partielles.

Considérons, pour fixer les idées, une fonction 5 des deux variables
indépendantes z et y, en désignant par p et ¢ les dérivées particlles
du premier ordre de z prises respectivement par rapport a z et y,
de maniére qu’on ait

e (E_
().—l‘—‘P7 ()},_q'

Il s’ensuit la relation équivalente aux différentielles totales en
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question

(1) dz =pdx+ q dy.

Une équation aux dérivées particlles du premier ordre s’exprimera,
donc par une relation fonctionnelle entre les cinq quantités variables
x,y, s, petL q, asavoir,

(2) g(":’.}” % p,q)=0.

Cela étant, les procédés d’intégration de d’Alembert sont fondés
sur les deux principes que nous allons formuler dc la maniére suivante :

t° Lavaleur de la dérivée seconde d’une fonction de deux variables
est indépendante de I'ordre des différentiations par rapport a ces der-
niiéres. (Ce théoréme a été donné par Euler; on connait les condi-
tions complémentaires nécessaires pour l'existence de ce dernier.)

2° Formation d’une différentielle exacte moyennant les deux rela-

tions (1) et (2) de sorte que l'intégration de cette derniére donne
I'intégrale requise.

En appliquant les deux principes que 'on vient de formuler,
d’Alembert - avait intégré I'équation différentielle de la corde
vibrante [7], et créa une méthode qui sc préte a Iintégration de
toutes les équations partielles.

Vingt ans apreés la publication de ce dernier travail, Euler publia,
en 1768-1770, ses Institutiones Calculi Integralis, dont le troi-
siéme volume est consacré aux équations partielles [8].

Pour intégrer ces derniéres Euler applique les principes indiqués
plus haut. Il réussit a intégrer, de cette maniére, un grand nombre
d’équations d’une forme particuliére.

Il 'y applique les calculs nécessaires, soit immédiatement, soit en
utilisant des transformations des variables, qui peuvent, encore
aujourd’hui, nous servir de modéle.

Toutes les intégrales trouvées par Euler impliquent une fonction
arbitraire [9]. En attribuant a cette derniére des valeurs particu-
liéres, Euler obtient les intégrales qu'il dit particuliéres [10].

Il va sans dire que le procédé d’intégration considéré étant artifi-
ciel est d’ailleurs trés intuitif. Or, il donne une solution, a vrai dire,
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primitive des deux problémes qui restent cependant fondamentaux
pour la théorie des équations particlles considérées, a savoir:

1° La réduction du probléme d’intégration d’une équation partielle
a celle aux différentielles ordinaires;

2° La quadrature d'une equation aux différentielles, totales que
devient la relation (1), grace a ’équation donnée (2).

On trouve dans les travaux d’Euler, indépendamment de la méthode
citée, encore d’autres idées fécondes pour le progrés de la théorie éLu-
diée. Euler démontre la condition d’intégrabilité d’une équation aux
différentielles totales a trois variables. Il écrit, enfin, ladite condition
pour I'équation (1), dans I’hypothése que p et g soient des fonctions
des variables z. )- et z, sous la forme classique [11]

) 9 J 7}
(3) Q—%+£q=£+d—zl).

De suite, Euler donne un procédé pratique pour intégrer une équa-
tion aux différentielles totales, sans d’ailleurs le fonder du point de
vue théorique. Ce procédé, a présent classique, ne suppose d’abord
quela variation de deux variables et, ensuile, exige la variation de la
constante arbitraire, s’introduisant par l'intégration de I'équation

tronquée. Euler intégre de cette maniére maintes équations d'une
forme particuliére.

2. Travaux de Lagrange. — Deux ans aprés la publication du
Traité d’Euler, Lagrange présenta a ’Académie de Berlin, ou il
séjournait alors, son premier Mémoire sur les équations par-
tielles[ 12]. Le Traité d’Euler était bien connu de Lagrange, comme
il résulte de sa correspondance avec d’Alembert. Aussiles découvertes
de Lagrange représentent un important développement des travaux
d’Euler.

En définissant, d’abord, la valeur de p, moyennant I'équa ion
donnée (2), Lagrange démontre le théoréme inverse de celui d’Euler,
a savoir, que I'expression (1) devient une équation aux différentielles
totales, dés que la variable ¢, considérée comme fonction de z, y- et 3,
vérifie la condition eulérienne (3).

Ensuite, est établie rigoureusement la théorie dont se servit Euler
pour intégrer une équation aux différentielles totales.
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Cela étant, pour intégrer I'équation partielle (2), Lagrange prend
comme point de départ la relation (3) qui est linéaire par rapport
aux dérivées partielles des fonctions p ct ¢. Il cherche a tirer de I'équa-
tion (3) une valeur de ¢ qui ait « toute la généralité que cette équation
comporte », pour avoir « par son moyen la valeur compléte » de z.
(Le mot « compléte » est employé au lieu de générale.)

A cette époque Lagrange n'était pas encore en possession de la
théorie d’intégration des équations linéaires partielles, ni de ses
notions sur les différentes solutions des équations aux dérivées par-
tielles.

Lagrange recherche pour I’équation (3) une solution quelconque,
qui contiendrait une constante arbitraire; en la faisant varier on
obtient la solution cherchée impliquant, a la maniére d’Euler, une
fonction arbitraive. Le succés de Lagrange provient de ce qu’il avait
trouvé le moyen, pour effectuer l'intégration requise, de grouper
en neuf cas déterminés toutes les équations particuliéres distinctes
qu’Euler avait intégrées, par des procédés différents. « Les cas que
nous venons d'examiner », dit Lagrange, « renferment d’une maniére
générale a peu prés toul ce que I'on sait sur 'intégration des équa-
tions du premier ordre entre trois variables; d’ou l'on voit combicn
peu on est encore avancé dans celte matiére. »

Dans un nouveau Mémoire [ 14| Lagrange donne la théorie clas-
sique des intégrales complétes, générales et singuliéres (qu’il nom-
mait particuliéres), et intégre encore deux nouveaux types d'équa-
tions [ 13].

Enfin, Lagrange étudie [16] les équations linéaires, dont il for-
mule la théorie dans son Mémoire de 1785.11 s’y exprime ainsi [17]:

« La plupart des recherches analytiques qu'on a faites depuis
vingt ans ont eu pour objet l'intégration de ce genre d’équations et
elles ont produit différentes méthodes plus ou moins générales et
plus ou moins utiles. Une des plus étendues et des plus simples tout
a la fois est, je crois, celle que j’ai donnée dans les Mémoires de
I’Académie pour l'année 1779 (O usres complétes, 1.1V, p. 585) et
qui apprend a intégrer loutes les équations aux différences du pre-
mier ordre, dans lesquelles ces différences ne paraissent que sous la
forme linéaire. »

En intégranl ses 11 types d’équations citées ainsi que les équations
8 Y q q
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linéaires aux dérivées partielles, Lagrange exprime leurs intégrales
sous une forme finie et bien déterminée, moyennant des quadratures
ou des intégrales d’équations différentielles-ordinaires.

C’est cet élat de connaissances créées par Lagrange, dans le
domaine étudié, qu’il faut envisager pour bien interpréter certains
passages du Mémoire de Lagrange, de 1785, et d’un auire de Monge.

Il s’agit précisément de 1'équation des trajectoires obliques d’une
famille des surfaces [18]:

1+Xp+Yg =cosw 1+ X+ Y i+ p + ¢

Lagrange écrivait que cette derniére équation « n’est intégrable,
en général, par aucune méthode connue ».
De méme Monge avait dit, en 1784, que I'équation [19]

ba2(z+pxr—qyP+aby’(z—pr+qy)Y+az(z+pr+qy)iR=o0

n’était pas non plus intégrable.

Les deux derniéres équations partielles n’entrent pas dans les
11 cas cilés; elles n’appartiennent donc point a celles des équations
que 'on savait alors intégrer. Par conséquent, on ne peut pas par-
tager I'avis de S. Lie [20] « gu’en traitant le probleme sur les tra-
jectoires en question, Lagrange n’avait pas momentanément
pensé a sa propre méthode générale ».

Il est a regretter que ce dernier jugement ait été répété par
M. G. Kowalewski [21], a 'occasion de la traduction en allemand du
beau Mémoire de L.1grange, et ensuite renouvelé par M. G. Scheffers,
dans 'édition allemande du Traité d’Analyse de J.-A. Serret [22].

Lagrange est renommé par l'autorité de ses apercus historiques
d’introduction sur les questions dont il abordait I'étude. Quant au
probléme des trajectoires de surfaces, Lagrange y est revenu
deux fois, en cherchant a étendre ses résultats. Dans son Mémoire
de 1779, Lagrange trouve les trajecloires orthogonales de certaines
sphéres; et il étend géométriquement le résultat obtenu, pour les
trajectoires obliques d’une autre famille de surfaces sphériques. Le
Mémoire de 1785 généralise le probléme sur les trajectoires orthogo-
nales d’une famille d’ellipsoides.

Contrairement a I'assertion de S. Lie, Lagrange indique dans les
lignes citées plus haut qu’iln’y avait alors que « di flérentes méthodes
plus ou moins générales et plus ou moins utiles ».
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Quant a la méthode générale d’intégration des équations consi-
dérées, elle s’est formée, grace & l'intervention de Charpit.

3. Mémoire de Charpit. — La mention de S. Lie, que nous criti-
quons, peut étre expliquée par une autre assertion qu’il avait aussi
émise sur le travail de Charpit. S. Lie affirmait [23] que les mérites
de Charpit disparaissent devant ceux de Lagrange. Le jugement de
S. Lie s’explique aisément parce que le Mémoire de Charpit, présenté,
en 1784, a ’Académie des Sciences de Paris, n’a pas été publié. On
n’en savait donc que ce qui a été écrit sur son rapport par
Lacroix [24].

Peut-éire les critiques de S. Lie étaient-elles provoquées par une
Note un peu ironique de Jacobi [25]. En citant les indications de
Lacroix sur I'cuvre de Charpit, Jacobi ajoute : « ... Quod qui
lentum ingenii humani progressum ignorat, facile mirori possit; nam
qui utrumque invenit et A = B et B = C, ei vindicari posse videtur
inventio esse A = C. Sed Ill. Lagrange ipse illam affirmare videtur
sententiam... », Jacobi néanmoins termine sa Note, en insistant sur
ce que le Mémoire de Charpit devrait éire retrouvé et publié....

Mais ce n’est que derniérement, vers la fin de I'année 1928, que
I'on a retrouvé, une copie du Mémoire de Charpit. Nous devons cette
découverte a M. H. Villat, a M. E. Picard, Secrétaire perpétuel de
’Académie des Sciences de Paris, et a M. P. Gauja, conservateur des
Archives de cette Académie. Le document trouvé est d'une grande
valeur historique, car il porte des Notes bibliographiques trés impor-
tantes. On y voit indiqué que le Mémoire en question n'a été com-
muniqué a Lagrange qu’en 1793.

En partant des idées de Lagrange formulées dans son Mémoire de
1772 et de sa théorie des équations linéaires, Charpit a cu, d’abord,
la chance de former, le premier, les équations différentielles ordi-
naires des caractéristiques, quel’on attribue fréquemment a Lagrange.
Ensuite, Charpit indique qu’il suffit d’avoir une intégrale quelconque
de ce dernier systéme, a condition qu’elle soit résoluble, ensemble
avec l'équation (2), par rapport aux dérivées p et g. Cela étant,
Charpit obtient l'intégrale compléte de I'équation donnée (2), en
intégrant 'équation aux différentielles totales ue devient la for-
mule (1).

Comme on le voit c’est la théorie d'intégration classique qui est
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exposée dans les Cours d’Analyse. L'intuition de Charpit I’avait done
conduit vers la solution générale du probléme d’intégration avant son
illustre maitre.

De plus 'exposé de Charpit fait voir que les 11 cas d’équations
intégrées qui représentaient tout le contenu des anciennes méthodes
de Lagrange, ne jouent que le réle d’exemples bons pour expliquer
la méthode générale de Charpit.

Les mérites de ce géométre vont encore plus loin. Il faudrait pour
les apprécier revenir a son Mémoire méme [26].

Il y a cependant une observation a faire, c’est que Charpit n’avait
pas démontré les théorémes inverses nécessaires pour la rigueur de
sa méthode, & savoir :

1° Toute intégrale des caractéristiques définit une solution de
I'équation linéaire aux dérivées partielles correspondante;

2° Toute intégrale des caractéristiques vérifie la condition eulé-
rienne (3).

Ces théorémes n’ont été démontrés que plus tard par Jacobi.

4. (Buvres didactiques de Lagrange. — Aprés son dernier Mémoire
sur les équations partielles, de 1785, publié comme les autres a Berlin,.
Lagrange vint en 1787, s'installer a Paris. Il n'a repris, dés lors, la
théorie des équations partielles que dans son enseignement.

Quatre ans aprés avoir pris connaissance des résultats obtenus par
Charpit, Lagrange y est revenu dans sa 7héorie des Fonctions ana-
lytiques, publiée en 1797 [27]. Le Chapitre X VI contient la forma-
tion des équations différentielles des caractéristiques; mais cela d’une
maniére plus compliquée que chez Charpit. Sur la page 178 de sa
Théorie, Lagrange répéte les résultats de Charpit, sans les compléter
et sans mentionner le nom de leur auteur.

En 1801, Lagrange publia son second travail : Lecons sur le
Calcul des Fonctions [28]. 11 y revient, dans la XX® Lecon, sur le
probléme en question.

Charpit avait remarqué, en exposant sa méthode générale d’inté-
gration, que la solution si élémentaire du probléme, qu’il vient de
donner, avait échappé & Lagrange. Or, I'illustre géométre, en passant
sur celte remarque audacieuse du jeune savant, constate franchement
que le probléme en question fut 'objet de ses longues méditations.
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Il avoue que la question méme ’avait « longtemps tourmenté » [29].
Son but était d’obtenir I'intégrale générale de 'équation donnée (2),
moyennant l'intégrale générale des caractéristiques. Lagrange sur-
monte cette difficulté, dans sa XX¢ Le¢on, de la maniére la plus
ingénieuse. Il y démontre la formation des intégrales générales et
complétes, pour une équation aux dérivées partielles, par I'interiné-
diaire de l'intégrale générale des caractéristiques de cette derniére.

Il est encore intéressant de constater que I'exposé de la méthode
d’intégration de Lagrange et de Charpit, dans les Traités d’Analyse,
est basée tout de méme sur le calcul de Charpit et sur 'extension
que lui avait donné Jacobi.

Les considérations exposées justifient suffisamment le double nom
que porte la théorie étudiée.

CHAPITRE 11.

EQUATIONS LINEAIRES.

5. Considérations bibliographiques. — La théorie d’intégratio'il

d’'une équation linéaire aux dérivées partielles d’unc fonction
inconnue, qui nous parait si élémentaire, avait présenté de grandes
difficultés pour les premiers chercheurs.

Euler et, aprés lui, Lagrange, dans ses premiers Mémoires sur les
équations aux dérivées partielles, ne faisaient pas de distinction entre
les équations linéaires et celles qui ne le sont pas, en les intégrant,
les unes et les autres, par des méthodes artificielles.

Euler avait méconnu la relation entre les équations linéaires et
celles aux différentielles ordinaires. Ce fait avait ét¢ de nouveau
affirmé par M. F. Engel derniérement, dans sa préface au troisiéme
volume des Institutiones d’Euler [30].

Par conséquent, S. Lie n’avait pas raison, dans son esquisse Sur
les anciennes recherches de la théorie des équations partielles [31],
d’attribuer a4 Euler la découverte du lien enire les problémes de
I'intégration d’un systéme des deux équations différentielles ordi-
naires et de celle d'une équation partielle linéaire a trois variables. 11
est vrai qu'Euler avait de trés prés approché cette théorie, en intégrant
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le probléme particulier n° 82 (Institutiones C. Int., v. 111, p. 347).
Néanmoins, comme l’avait dit encore Jacobi (OF'ucres complétes,
t. IV, p. 238-239), Euler n’a pas réussi a établir la connexion des
deux problémes en question concernant le cas de trois variables.

S. Lie affirme, dans le méme article cité, que Lagrange réduisit
I'intégration d’un systéme d’équations différentielles ordinaires d’un
nombre quelconque de variables & celle d’une équation partielle
homogeéne. Quelques lignes plus bas, S. Lie dit qu’il n’imagine pas
ce que pouvait découvrir Jacobi d’essentiellement nouveau dans le
domaine considéré.

Or, l'avis de Jacobi [32] sur ce rapport est plus exact. Il dit, en
abordant I'étude des équations partielles, que Lagrange n’avait donné
que les premiéres indications générales pour intégrer les équations
linéaires en question.

En effet, Lagrange démontra qu’une équation linéaire aux dérivées
partielles pouvait étre identifiée, grace aux intégrales des équations
différentielles ordinaires correspondantes. Il avait ensuite obtenu,
par une méthode trés compliquée, l'intégrale générale de I'équation
inéaire considérée, en y appliquant 'idée généralisée du procédé
d’intégration de d’Alembert et d’Euler.

Mais Lagrange n’avait pas étudié le résultat inverse dont il a été
question plus haut (voir p. 8).

Cependant les contributions de Jacobi [33], dans le domaine
considéré, sont importantes.

Il avait en détail établi les relations qui existent entre les trois pro-
blémes d’intégration, précisément celle d’une équation linéaire aux
dérivées partielles homogéne, non homogéne et un systéeme d’équa-
tions différentielles ordinaires; il étudia les différentes solutions
d’une équation linéaire, en réduisitI'intégration a un systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires; enfin, Jacobi démontra la formation
de l'intégrale générale d’une maniére bien plus simple que ne I'avait
fait Lagrange.

Encore, Jacobi créa la théorie des équations partielles linéaires
simultanées.

L’exposé de Jacobi s’est conservé, dans ses grandes lignes, dans
I'enseignement jusqu’a présent.

Une nouvelle méthode analytique a é1é6 donnée par N. Sal-
tykow [34] pour la formation des équations différentielles ordinaires
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ou celles aux différentielles totales équivalentes respectivement, soit
a une équation linéaire aux dérivées partielles, soit & un systéme
d’équations linéaires simultanées.

6. Kquations simultanées. — Considérons un systéme de m équa-
tions, linéaires distinctes

n
(1) Zpr,:PﬁH (k=1.2,...,m; m<n-+1),

s=1

les coefficients P, P’ | désignant des fonctions de z,, Za, ..., Zn,
Zny1, o 'on a posé z, 4 = 3.

Si ces derniéres équations sont compatibles, elles sont équivalentes
a un systéme d’équations homogénes, a savoir :

n+1
9, .
(2) Pk(f)EZP.éd_x{:O (k=1,2,...,m).

s=1

Les premiers membres des équations obtenues (2), que I'on a dési-
gnés par le symbole Pk(f), jouissent de la propriété remarquable
suivanle :

Les expressions définies par les doubles parenthéses

(3) PL(PA(f)) —PR(PA(S))

sont linéaires et homogenes par rapport aux -dérivées partielles d%;'
Il y a deux cas a distinguer :

1° Si les parenthéses (3) s’annulent, en vertu des équations (2),
leur systéme ou le systéme (1) est dit complet ou fermé. Dans le cas
particulier, ou les formules (3) s’évanouissent identiquement, le
systéme considéré s’appelle normal, et les équations de ce dernier
sont dites en involution;

2° Si les parenthéses (3) ne s’annulent pas, en les égalant & zéro
on obtiendrait de nouvelles équations de la forme (2). En les joi-
gnant aux équations primitives (2), on recommence le calcul des
parenthéses considérées pour le nouveau systéme obtenu, et ainsi de
suite. Sil’on arrive, en fin de compte, & un systéme fermé ou normal
de plusieurs équations distinctes, dont le nombre est moindre
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que n + 1, le systéme donné (1) est alors intégrable. Dans le cas con-
traire, les équations données sont incompatibles.

Supposons donc que le systéme (1) ou (2) soit intégrable. On le
mettra alors sous la forme dite jacobienne,

n—m
(4) pk—i—zx{'[’m+r:xﬁ—nn| (k=1,2,...,m),
1=1
ou bien
df n—m-+1 ()j
-— A = = oo .
'5) d-l'k_l_ 2 X’ ()J'm-o—l ° . (k- L2, ,l)l)

=1

Les n — m 1 intégrales distinctes, de chacun de ces deux sys-
témes, sont définies par l'intégration du systéme d’équations aux
différentielles Lotales

m

(6) drm,., =2X,"/(lxk (r=1,2,. .,n—m-+1).
A=1

Toute méthode d’'intégration de ces derniéres équations conduit,
inversement, a l'intégration des équations linéaires aux dérivées
partielles considérées.

Il est important, d’autre part, d’étudier les procédés d’intégration
des équations données (1) et (2) indépendamment du systéme (6).

7. Intégration d’un systéme. -— Considérons, d’abord, un systéme
jacobien (5). Pour I'intégrer, Jacobi part du théoréme suivant :

E'n substituant une intégrale quelconque de ’une des équa-
tions du systeme (5) dans les premiers membres des autres équa-
tions du méme systéme, l’on obtient des intégrales de la premiére
équation considerée.

En cherchant, ensuite, une fonction des intégrales obtenues, telle
qu’elle vérifie idenuquement une seconde équation (5), on a l'inté-
grale commune aux deux premiéres équations considérées. Appli-
quant le calcul analogue & une troisiéme équation, et ainsi de suite,
nous trouvons les integrales requises.

La méthode exposée est avantageuse, car elle permet de varier les
calculs, en les appliquant a I'une ou a I'autre des équations, & notre
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choix, et a n'importe laquelle de leurs intégrales afin d’éviter les diffi-
cultés qui pourraient se présenter.

Une autre méthode, donnée par Mayer, réduit l'intégration d’un
systéme jacobien a celle d'une seule équation partielle linéaire.

Le théoréme de Jacobi, cité plus haut, permet parfois de simplifier
lapplication de la méthode de Mayer, si la premiére intégrale que
Pon prend n’est pas principale (car cette derniére est commune ‘a
toutes les équations du systéme et elle les vérifie donc identiquement).

Considérons, par exemple, le systéme jacobien :

I

I I 2
— 3+ 5 PL=0 + — p3— —- py = 0.
P P3 wépa s P2 z P3 x;;P‘,

Ly Xy

En posant z, =y, £, = y1¥:, on a le systéme transformé

f of (_ o )
d.}/l -l‘f.(‘y’—m>l)l‘3+«7/‘3 w)_%)-/’>d_x?"°’ :

o o ey df
dyg' -

&, drs x3 0x,

La premiére de ces deux derniéres équations admet l'intégrale
(t—ys23)x;2, qui n’est pas principale. Le résultat de la subsu-
tution de cette derniére intégrale, dans le premier membre de la
seconde équation, produit la seconde intégrale y, + x;x; de la pre-
miére équation.

Donc, le systéme complet des intégrales principales de la premiére
‘équation, formé au moyen de deux intégrales obtenues, nous donne
les deux intégrales requises du systéme donné.

Passons a présent a l'intégration d’un systéme quelconque (1)
‘ou (2) par la méthode de Korkine-Lindelof [35]. Elle a ’avantage de
ne pas nécessiter la connaissance préalable du fait que les équations
données soient compatibles ou non. Le calcul que I'on va exposer
conduit, d’ailleurs, soit a lI'intégrale requise, ou bien il démontre
que les équations données sont incompatibles.

Supposons, pour fixer les idées, que les . premiéres équalions (2)
(ot Pon a 1< m) admettent un systéme complet des n —p 41
intégrales ‘ V
(7) N E I L R o T
distinctes par rapport aux variables

x}k—*-l? mgﬂ—i; ENTE 'xn-}H-

MEMORIAL DES SC.. MATH. — N° 50.
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Introduisons, au lieu de ces derniéres variables, les fonctions (7).
Le systéme transformé devient :

‘Ql(f)E:;_{';=o (z=1)27~"!f"\):
(8) /

n—f+1

(Q""""(f)E 2 Qf‘gyir=0 (k=1,2,...,m—yp),

r=I1
les coefficients Q! désignant, en général, des fonctions de
Zyy Tay  veey Ty Yy Yoy oeey y'l;—p.+i°

Or, si le systtme donné (4), et par conséquent, le systéme
transformé (8) est intégrable, I'intégrale de ce dernier ne dépend
point des variables x,, x,, ..., 2,, comme le démontrent les . pre-
nriéres équations (8). Par conséquent, on en tire de nouvelles éga-
lités en différentiant les n — p. derniéres equations (8) par rapport
aux variables z,, x,, ..., zy, a savoir :

JQuth 9’ Qu+i
de, dzx, dxy ~
9% Qu+h
(9) dx}dx,’,...dx;,‘zo’ \l-—l—l‘—l—...—l—SEd’,

les indices i, h, ..., ¢ prenant toutes les valeurs distinctes de 1 jus-
qu’a p. X

Il est évident que ces derniéres équations (9) étant linéaires et
homogénes ne contiennent que les dérivées partielles du premier
ordre prises par rapport aux variables y,.

On arrive a I’étude de deux cas qu1 peuvent se présenter :

Supposons, d’abord, que le nombhre d’équations (g) doit étre tel
que ’ensemble d’équations (2) et (9) se transforme dans un systéme
du méme nombre d’équations, qui sont cependant indépendantes de
variables z, #», ..., zy. Si le syst¢éme obtenu implique autant
d’équations que leur nombre est au moins égal ou surpasse celui de
dérivées, le systéme donné (2) n’est pas intégrable.

Au contraire, si 'on obtient, en seconde hypothése, le nombre
d’équations moindre que celui de dérivées, on doit renouveler, avec
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le systéme obtenu, le calcul qu’on avait appliqué aux équations
données (2).

En poursuivant les mémes opérations, le nombre des variables
diminuant toujours, on obtient, en définitive, l'intégrale requise,
4 moins que 'on ne constate que les équations données (2) sont
incompatibles.

Si le systéme (2) est complet, alors il est ais¢ d’affirmer que la
premiére transformation des variables effectuée conduirait toujours a
un systéme, dont les équations n'impliquent point les anciennes
variables. Ce fait résulle immédiatement du théoréme sur le nombre
des intégrales distinctes d’un sy steme.

Intégrons, par exemple, le systéme de M. E. Lindelof,

221 P+ 3%spo + [L3P3 + DXy P, = 0O,

(10) o
pPr1+ 4z ps+ Sxap, = 0, 29 Py + 2(x3— 223) Py = 0.

En résolvant les deux derniéres équations (10) par rapport a p,
et py, on oblienl un systéme jacobien a une intégiale unique
ysfnﬁl‘z—'— (—‘-—_L'J_Zx‘) —Zy.
La
Si 'on introduit ) comme nouvelle variable au lieu de z;, le
systéme (10) transformé devient

af a

9a _, l’f J _
dury ’ ,dt;‘

=o, 3z, oo+ 5}/ 2
y ! TN 400 y Qo . .
L’expression = représente I'intégrale unique de ce dernier systéme.
x§

Par conséqueﬁt, la transformation inverse des variables donne
I'intégrale requise du systéme donné (10),

1
x—,z[(()xla-..—x,,)x. +(x3 —223) %

8. Formes et invariants adjoints. — Le théoréme de Jacobi, dontil
s’est servi pour I'intégration d’un systéme d’équations linéaires aux
dérivées partielles (voir p. 12, n°7), est devenu la base de nombreuses
recherches dans le domaine considéré. Le calcul d’une intégrale d’un
systéme d’équations étudiées exige, du point de vue formel, d’autant
moins d’opérations d'intégration, que plus grand est le nombre des
équations du systéme & intégrer. Par conséquent, il est avantageux,
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pour intégrer une équation ou un systéme donné, de leur adjoindre
de nouvelles équations auxiliaires formant avec les anciennes un
systéme complet. Chaque intégrale de ce nouveau systéme obtenu
représente, en méme temps, 'une des intégrales requises des équa-
tions données.

L’idée exposée a été réalisée dans des différentes théories modernes
créées par les géométres S. Lic, A. Mayer, H. Poincaré, P. Appell,
Th. De Donder, E. Goursat, A. Buhl, E. Vessiot et E. Cartan.

Nommons forme adjointe [36]le premier membre d’une équation
auxiliaire indiquée et disons invariant adjoint chaque intégrale de
I'une ou de plusieurs de ces derniéres équations introduites. Ces
nouveaux ¢éléments jouent un réle bien déterminé par rapport aux
méthodes d’inlégration exposées dans les numéros précédents. 11 est
aisé¢ d’approfondir ce lien, en démontrant que les formes adjointes
deviennent des intégrales quadratiques rectangulaires du systéme
des équations canoniques aux différentielles ordinaires ou totales de

Liouville [37].

CHAPITRE 111

ELEMENTS INTEGRAUX REGULIERS.

9. Extension de la méthode 'de Lagrange et de Charpit. — Pfaff
avait donné, en 1815 [38], la premiére méthode générale d’inté-
gration d’une équation aux dérivées partielles d’une seule fonction
inconnue 4 un nombre quelconque de variables indépendantes. Cette
méthode était une conséquence de la résolution du probléme plus
général portant son nom.

Cauchy [39], en 1819, et Jacobi [40], en 1836, ont considéra-
blement simplifié le procédé de Pfaff. Ils ont créé une autre méthode
spéciale dite respectivement des caractéristiques et la premiére mé-
thode de Jacobi, qui était intimement liée avec le travail cité de Pfaff.

Mais c’est Jacobi qui donna ensuite la vraie généralisation de la
méthode de Lagrange et de Charpit, en surmontant les difficultés
qu’avait rencontrées ce dernier géométre.

D’abord, dans son Mémoire posthume, qui est trés peu cité, Ueber
die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster
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Ordnung zwischen vier. variabeln [41], Jacobi avait étendu les
considérations classiques de d’Alembert, Euler, Lagrange et Charpit
sur une équation a trois variables indépendantes. Ensuite, le second
Mémoire posthume de Jacobi, Nova Methodus aequationes diffe-
rentiales partiales primi ordinis inter numerum variabilium
quemcunque propositas integrandi [42], contient sa méthode
célébre d’intégration qui est dite la seconde.

Sans insister sur ’étude détaillée de ces derniéres méthodes, nous
allons nous placer du point de vue qui a été développé dans nos con-
férences de Belgique [43]. L’é¢tude immédiate des problémes de
Vintégration en question, sans passer par leurs formes historiques,
présente l'avantage de donner une théorie unie des équations
éludiées.

10. Intégrales. — Cauchy avait étudié, le premier, le probléme de
I’existence des intégrales des équations considérées. Sa démonstration
a été simplifiée par G. Darboux, S. Kowalevskaja, L. Kcenigsberger,
E. Goursat et N. Saltykow, ct étendue aux systémes d’équations
simultanées par Ch. Riquier, E. Delassus ev N. Saltykow.

Enfin, N. Saltykow a étudié I'unicité des intégrales en question.

MM. Severini et Germais ont considéré les problémes d’existence
sous les condilions de Lipschitz.

Jacobi [ 44] avait complétée la théorie des intégrales de Lagrange,
en démontrant que toute solution, appartenant au domaine d’'inté-
grabilité d’une équation étudiée, s'obtenait touiours & partir de
Uintégrale comnléte.

Ce résultat fut généralisé par N. Saltykow pour les systémes
d’équations compatibles.

Considérons, par exemple, ’équation

(1) Pq =y3
admettant deux intégrales complétes distinctes

(2) z=<§+01)(£+0.)

ou

. [ 2 2\ 2
@) s=(Fe+fp+0)

C,, C; et €', C" désignant des constantes arbitraires distinctes.
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Le théoréme de Jacobi fait voir qu’il est aisé de passer de l'une
intégrale (2) a I'autre (3) moyennant les formules de transformation
suivantes :

%—,— +_}’_',2, C,=0CC"+ gxz_lj.

C1 =
4 4 3

= %

Pour obtenir, moyennant l'intégrale compléte (2), I'intégrale de
Cauchy de I'équation donnée (1), par exemple celle qui se réduirait
a y* pour z = z,, I'exposant k étant distinct de zéro, écrivons les
équations que donnent les formules de Jacobi

z} r z .
(4) (—{;—FC.)(;—!—C.):)/‘, 7—|—Cl=ky" .

Si les deux derniéres formules (4) définissent pour G, et G, des
valeurs constantes, on obtient l'intégrale cherchée de Cauchy, en
substituant ces derniéres valeurs dans l'intégrale compléte (2). Cela
arrive, par exemple, lorsque £ = 2; I'inlégrale requise devient alors

(25
Z=—7r0r— +1 Y-
4

Or, si en éliminant y des formules (4), on obtient une relation
entre C, et C,, il en résulte que l'intégrale de Cauchy correspon-
dante dérive de lintégrale générale. Ce cas se présente toujours
pour k<a.

Ainsi, en posant £ =1, I'on définit I'intégrale de Cauchy moyen-
nant un ensemble des deux équations suivantes :

sl

=2 C
2
22 3 z2
(F+o)r=as—Tra,

C, y désignant un paramétre auxiliaire a éliminer.
1y 8 P

Sil’on a k& = 4, on réussit, en passant toujours par 'intermédiaire
d’une intégrale générale, a mettre l'intégrale requise sous la forme

d’une équation unique
= z— .Z‘ﬁ -+ y2 ?
- 16 ryo)e

Les considérations exposées démontrent que tous les problémes
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d’intégration d’équalions étudiées reviennent a la recherche de leur
intégrale compléte.

11. Définition de 'élément intégral régulier. — Considérons une
équation aux dérivées partielles

(5) F(-"'h“‘:;---,-7‘11,]71'P2y-~--Pn)=0,

ou I'on a posé

n
(6) dz=2p5alx,.

s=I1

En introduisant ’hypothése

oF

(7) J[Tl<0,

écrivons I'intégrale compléte de 1'équation donnée (5) sous la forme
suivante:

(8) Z=V(.Z‘l,.'l‘2,...,.’t,,, Gy, Cn,-.., Cn—i)+C,

Ci. Cy, ..., Cu_y, C désignant n constantes arbitraires.
1l est aisé de supposer, sans diminuer la généralité de nos considé-
rations, que le déterminant fonctionnel suivant soit distinct de zéro,

<‘l"_ AN
ooy dry  drn |
(9) P\Te.. oo /3>

Cela étant, les équations différentielles qui s’obtiennent par différen-
tiation de l'intégrale (8),

A% .
(109 D,:(Tt-i (i=1,2,....n)

engendrent un systéme d’équations, dont la premiére est représentée
par ’équation donnée (5), les autres équations étant

(1)  Fyp(ryo-y .o, 2. pypoy oo, pn)=Cr (A=1,2,...,n—1).

L’ensemble des n équations (5) et (11), d’aprés leur définition
méme, jouit de la double propriété que voici :

1° Ces équations sont résolubles, dans un certain domaine de
régularité, par rapport a toutes les variables p,, ps, ..., pn;
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2° Les valeurs de ces derniéres variables étant définies, moyen-
nant les équations (5) et (11), en fonction des z,, s, ..., Zn €t
des n—1 constantes arbitraires Cy, G, ..., C,_,, représentent,
dans le domaine consideré, les dérivées partielles du premier
ordre d’une seule et méme fonction V.

Il est aisé de voir que les deux propriétés, que I'on vient de for-
muler, sont non seulement nécessaires, mais aussi suffisantes pour
définir l'intégrale compléte de I’équation donnée aux dérivées par-
tielles (5).

En effet, nous allons démontrer le théoréme suivant :

Si lensemble de l’équation donnée (5) et de n — 1 autres équa-
tions quelconques de la forme (11) définit les valeurs de p,,
‘P2 +.-, Pn comme fonctions des variables indépendantes zi,
Zyy .oy &y et des n — 1 constantes arbitraires C,, GC,, ..., C,_,
rendantUexpression (6)diflérentielle exacte, U'intégrale compléte
de l'équation (5) est représentée par la quadrature de cette der-
niéere différentielle.

Supposons, pour s’en persuader, que la formule (8) représente la-
dite quadrature. Il va sans dire que les équations dérivées (10), qui
en résultent, représentent, dans le domaine considéré, un systéme
de n équations équivalent, du point de vue algébrique, & I'ensemble
des équations (5) et (11).

Cela étant, en substituant dans ces derniéres équations les valcurs
des p, données par les formules (10), on aura des identités. Celle qui
dérive de I'équation (5) donne l'identité suivante :

< av 9\ ¢)V)
F( &y, 20, ..., 2p, =o.

——y g ceey ——
d.l'1 ().l‘g ()I'"

Il s’ensuit donc que la formule (8) est une solution de 1'équa-
tion (5), et évidemment cette solution en est une intégrale compléte.

Nous allons nommer élément intégral régulier [43] de I'équa-
tion (5) 'ensemble des équations (5) et (11) jouissant de propriétés
citées.

L’intégrale compléte de I'équation (5) résulte donc d'un élément
intégral régulier, moyennant une quadrature.

Par conséquent, le probléme de l'intégration d’une équation aux
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dérivées partielles revient a la recherche d’un élément intégral régu-
lier de cette derniére équation.

12. Fonctions jacobiennes. — Faisons d’abord abstraction de toute
hypothése sur les équations (5) et (11); en les supposant quel-
conques (qu’elles forment ou non un élément), on obtient immédia-
tement, par différentiation, les formules suivantes :

JF, oF
(12) (FI,FA>+ZZ‘,PS ope Dos =0,

s=1 o=t

les parenthéses désignant celles de Poisson que I'on va écrire

n '
JF, JF JF; JF
(F,Fo= X (5 T — o 25);
r=1

(13) Da,sdl‘-—i’ﬁf.

Les formules (12) ont lieu pour toutes les valeurs distinctes des
indices 7 et k, de zéro a n —1, en posant

Fo=F,

Si I'on suppose, a présent, que les équations (5), (11) engendrent
un élément intégral régulier, les valeurs des variables py, psy ..., pn,
ainsi définies, annulent identiquement les binomes (13); les éga~
lités (12) deviennent alors

(14) (F,Fr)=0 (6 k=o0,1,2,...,n—1).
Cela étant, les fonctions
(15) F, Fl, F», ceny F” ceay Fn_1

sont dites en involution et elles représentent une suite de fonctions
Jacobiennes qui définit I'élément intégral cherché.

Les formules (12) démontrent aisément que la propriété d’invo-
lution (14) est non seulement nécessaire, mais aussi suffisante pour
définir un élément que nous étudions.

Le premier membre de la suite jacobienne (15) étant donné, il est
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aisé de calculer tous les autres, 'un aprés 'autre, de la maniére sui-
vante :

Supposons que I'on connaisse les i premiéres fonctions (15); la
fonction a définir F, doit alors vérifier les conditions

(F)Fl)‘=07 (Fl)Fl)=09 (anF1)=O’ sy (Fz—l,F1)=0-
7

Ces derniéres égalités démontirent que la fonction cherchée F;
représente une solution d’un systéme de ¢ équations linéaires aux
dérivées partielles du premier ordre a une fonction inconnue f :

(16) (Fi,f)=o0 (k=o,1,2,...,i—1),
les 2 n variables
(17) €'y, -l'z, sy .2‘,“ pl, P“a cevy Pn

y étant considérées comme indépendantes.

Jacobi a démontré que les équations aux dérivées partielles (16)
sont bien compatibles, en formant un systéme normal (voir p. 11,
n° 6),vu les propriétés d’involution (14) que vérifient entre elles les
fonctions F, F,, F., ..., F,_,. Ensuite, Jacobi a étendu au systéme (16)
sa méthode d’intégration des sysiémes que I'on dit jacobiens.

Nous allons appeler I'ensemble d’équations simultanées (16)
systeme de Jacobi, en distinction du systéme qui est dit jacobien.

Les démonstrations de la théorie considérée se basent sur les pro-
priétés des parenthéscs de Poisson.

Ces propriétés s’expriment par les formules suivantes bien connues :

En désignant par f, ¢ et ¢ trois fonctions quelconques des
variables (17), 'on a

(n (o) =—(2./);
(1) (fiexd)=UaEUY)
(1) (fios ) = 0)¢+ ()95
a9
(Iv) o= (Le)+(n52)
u étant un paramétre quelconque, soit 'une des variables (17);
V) I'=(f, (2, 4)+ (&, (&, )+ (¥, (fi9))=o0.

Enfin, siles fonctions f et ¢ dépendent des variables (17), non seu-
lement immédiatement, mais aussi par I'intermédiaire de plusieurs
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fonctions ¢y, ¢, ..., ¢ des mémes variables, on a alors la formule

sulvante :
m

(VD) (f,°?)=(f’,=?')+2;—i(%,?’>

i=1

m m
U 9F eyl af 99
+%WJU’%)+§_U§"‘* a3, (o ),
ou les symboles /" et ¢', introduits dans les parenthéses de Poisson,
indiquent que dans ces derniéres, ’on ne prend les dérivées partielles
de f et de ¢ que par rapport aux variables dont ces fonctions
dépendent immédiatement.
Cela posé, la seconde fonction F, de la suite (15) représente une

solution de I’équation unique

(18) (F,f)=o.

Quant a la fonction F,, elle s’obtient par I'intégration d’un systéme
de deux équations, et ainsi de suite.

I est important d’observer que Loutes les fonctions jacobiennes (15)
représentent des solutions de la méme équation (18) qui est la pre-
miére de chaque systéme considéré (16). Par conséquent, d'un autre
point de vue, les fonctions jacobiennes (15) représentent des inté-
grales distinctes de U'équation (18), ces intégrales étant sujettes
aux conditions d’étre entre elles en involution.

13. Calcul de I’élément intégral régulier. — On appelle ordre
d’'un systéme d’équations différentielles ordinaires ou totales le
nombre de ces derniéres equations, ou bien celui de leurs intégrales
distinctes, ces deux nombres étant identiques.

Le calcul d’une 1ntegrale de l'un de ces deux systémes d’équations
s’appelle, en général, opération d’ tnleglatwn du méme ordre que
Pordre du systéme a intégrer pour obtenir précisément cette derniére
intégrale requise. Par conséquent, si 'on connait une ou plusieurs
intégrales du systéme donné, alors 'ordre de I'opération, pour trou-
ver une nouvelle intégrale, estinférieur a celui du systéme considéré
d’autant d’unités que 'on en connait d’intégrales. Cela résulte de ce
fait que toute intégrale connue, d’un systéme d’équations aux diffé-
rentielles ordinaires ou totales, permet d’en abaisser 'ordre d’une
unité.
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Un systéme quelconque d’équations linéaires simultanées aux déri-
vées partielles du premier ordre a une fonction inconnue est équi-
valent & un systéme jacobien. Par conséquent, les considérations
exposées sur l'ordre d'opération d’une intégration s’appliquent de
méme A ces derniéres équations.

Il en résulte, par exemple, que le calcul de la fonction F, de la
suite (15), qui s’effectue par l'intégration de 1’équation (18), est une
opération d’intégration de l'ordre de 2n — 2, car 'équation (18)
admet unc intégrale évidente F. Pour une raison analogue, 'ordre de
I'opération, pour calculerlafonction F,, est égal au nombre 2n — ai;
en effet, le systeme (16) admet les ¢ intégrales représentées par les
{ premiéres fonctions (15) qui précédent la fonction cherchée F,.

Le probléme de l'intégration des équations différenticlles pré-
sentant souvent, au point de vue pratique, des difficultés considé-
rables, on est obligé, pour les surmonter, de modifier les calculs. On
Yy parvient en mettant les fonctlions jacobiennes sous différents
aspects.

Jacobi avait proposé, par exemple, de résoudre, grace a '’hypo-
thése (7), Péquation donnée (5) par rapport a la variable p,, en
remplagant I'équation (5) par la suivante :

(19) Pr—Hi (&, oy ooy Zuy Py Py «ooy Pu) =0

On obtiendrait alors, au licu de I'équation (18), ’équation corres-
pondante, comme il suit :

(20) (Pl—Hl’f)zoa

les fonctions H, et f/ n’impliquant point la variable p,. Donc I’équa-
tion linéaire (20) conticnt une dérivée de moins que 'équation, (18).
En revanche, I'équation (20) n’admet point d’intégrales connues, car
le symbole (p,—H, F) n’est plus identiquement nul, mais il s’éva-
nouit, en général, moyennant I'équation (5). Il s’ensuit que I'ordre,
dans le cas considéré, de 'opération, pour avoir une intégrale de
Péquation (20), est égal a celui correspondant a I'équation (18).

Supposons que I'on ait obtenu une intégrale f, de I'équation (20)
de sorte qu’on ait I'identité

(21) (pr—Hy, fi)y=o.



EQUATIONS PARTIELLES DU PREMIER ORDRE A UNE FONCTION INCONNUE. 25
Egalant I'intégrale f, a une constante arbitraire C,, on a I’équation
(22) fl(-l'lq-l?),-..,-l'n,pa,])g,---,Pu):Cl

que nous allons supposer étre résoluble par rapport a la variable p,.
11 est donc possible d’écrire la derniére équation sous la forme

(23) p2— H. (&, s, <oy Ly Py Puy oo ey Pay Gi) = 0.

Cela étant, en substituant la valeur (22) de C, dans le premier
membre de 'équation (23), on le rend identiquement égal & zérp. 1l
s'ensuit donc I'identité

(4) (pr—Hy, pp—[H. ) =0,

[H] désignant le résultat de la substitution effectuée.
Or, grice a la derniére propriété des parenthéses de Poisson citée
antérieurement (voir p. 23), I'on a

(pr—H,y, po—[H.]) = [(Pl—Han—H'z)]—[g%?](Pl—thi)’

les crochets ayant la signification indiquée plus haut. Il s’ensuit,
grace aux identités (24) et (21), I'identité nouvelle
((pr—Hy, pp—Hy) ] =0,

qui est vérifiée indépendamment de la valeur de la fonctien f,. L’iden-
tité obtenue aura donc encore lieu, si 'on y remplace f, par sa
valeur (22). Alors notre identité prend la forme

(P]"—H],I)z—ﬂa) = 0.
Donc, on en conclut que les deux fonctions

p—H, p-—H,
sont en insolution.

On parvient de cette maniére a établir 'existence de n fonctions
jacobiennes,  savoir :

(25) Pl_HH ‘P.’.'—sz ey Pn—Hn,
ot la fonction quelconque Hy ne dépend que des quantités
Phk+ty Ph4ry ooy Pny Ly Loy ouy Tpy Cly Ca, ey Ck-—b

les C désignant des constantes arbitraires.
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Quant aux opérations nécessaires pour définir les fonctions (25),
leur ordre est indiqué, en général, par la suite des nombres successifs

en—2, 2n =3, ..., 3, 2.

Enfin, il suffit de poser les fonctions (23) égales a zéro pour en
tirer U'intégrale compléte de I'équation (5), par la quadrature de la
différentielle exacte (6).

Enfin, Jacobi avait développé encore une troisiéme méthode pour
formerla suite de ses fonctions. En partant de I'intégrale obtenue (22),
meltons ’ensemble des deux équations (19) et (22) sous la forme

pr—H (e, 2, ..., Ly Py Piy « 3 Pny Cy),=o,
P*—Hﬁ(xly Zay oooy Tny P3y Pry o ooy Puy Cl)=o'

D’abord, il est évident que les deux derniéres équations sont en
involution. Formons ensuite le systéme linéaire, qui est a présent
jacobien,

<P|_Hl;f):07 (pq—l{-),f)=0,

la fonction inconnue f n’impliquant que les variables indépendantes
Ziy L2y ooy Tny P3y Piy cevy Pa

On parvient, en continuant le calcul, a obtenir la suite des fone-
tions jacobiennes

(26) Pr— %P1, Pe— %2 ooy Pk—Phy ++vy Pn—Pn
ou chaque fonction ¢, ne contient que les quantités
Ly Lay «ovy Zny C1, Gy oovy Gy

Il va sans dire que des difficultés peuvent s’introduire dans les
calculs par la nécessité de résoudre les systémes d’équations obtenues.
Néanmoins I'avantage de cette derniére méthode consiste en ce que
le nombre des variables indépendantes diminue d’un¢ unité pour
chaque nouveau systéme d’équations.

Quant aux opérations d'intégration successives, pour calculer les
fonctions (26), elles sont respectivement du méme ordre que dans la
premiére méthode basée surla considération de systémes de Jacobi (16).
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Egalant les fonctions (26) a zéro, on obtient immédiatement l'inté-
grale compléte requise par une quadrature.

Ce dernier procédé d’intégration s’appelle souvent méthode de
Jacobi-Mayer.

Il faut, cependant, constater que la méthode en question a été
établie par Jacobi dans tous les détails (Jacosr, Gesam. Werke, t. V,
§ 11, p. 15 et suiv.; Imscurnersky, Sur I’intégration des équations
auz dérivées partielles du premier ordre, Paris 1869, n° 42, p. 60-
62). Mayer n’avait que modifié la démonstration de !'invariance de
Dinvolution des systémes transformés (Math, Ann., t. 4, Leipzig,

181, p. 93).

14. Cas particulier d'intégration. — Il est aisé d’indiquer plusieurs
cas, ou l'on est en état de former immédiatement les suites de fonc-
tions jacobiennes. Le cas classique est celui ou chaque fonction F;
de la suite (15) ne dépend que d’une paire des variables conjuguées
correspondantes z;, et p,.,. On dit alors que les variables sont
séparées dans I'équation donnée (5). Dans ce cas chacune des équa-
tions (5) et (11) définit la valeur de I'une des variables p; comme
fonction de la variable conjuguée correspondante z;. Par conséquent,
I'égalité (6) devient immédiatement une différentielle exacte.

Les premiéres équations ont élé intégrées d’aprés la méthode de
séparation des variables par Euler et Lagrange.

Ensuite Jacobi avait appliqué ce procédé pour résoudre plusieurs
problémes du domaine de mécanique et de géométrie. Il suffit, par
exemple, de citer le mouvement d’un point attiré par deux centres
fixes d’aprés la loi de Newton, la rotation d’un corps rigide autour
d’un point fixe, les problémes de la mécanique céleste et, enfin, la
recherche classique des géodésiques sur la surface d’un ellipsoide a
axes inégaux.

Il faut citer encore les surfaces de Liouville, dont les géodésiques
s'obtiennent par une quadrature. Darboux avait consacré a I'étude
de ces derniéres surfaces de nombreuses pages de sa Théorie des
surfaces. Les surfaces de révolution et les quadriques sont des sur-
faces de Liouville. Donc les géodésiques des surfaces du second
ordre s’'obtiennent moycnnant la méthode d’intégration par sépara-
lion de variables.

Cette derniére méthode a provoqué beaucoup de recherches de la
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part de Morera, Staeckel, T. Levi-Civita, Del’Aqua et N. Saltykow
qui ont étudié la forme des équations intégrables par séparation des
variables.

D’autres cas particuliers interviennent, on 'ordre et le nombre des
opérations d’intégration nécessaires pour achever!’intégration peuvent
étre diminués. Enfin, les efforts que les géométres ont exercés pour
intégrer les équations différentielles du probléme des trois corps ont
conduit Jacobi & poser un nouveau probléme important pour le
développement des théories que nous étudions.

15. Probléme de Jacobi. — Supposons qu’au lieu des intégrales
exigées par la théorie de Jacobi I'on connaisse d’autres intégrales
quelconques de 'équation linéaire (18) ou du systéme (16). Jacobi
avait alors posé la question d'utiliser les intégrales obtenues afin d’en
tirer profit pour achever I'intégration de I’équation proposée.

Pour en donner une idée, considérons, par exemple, I'équation aux
dérivées partielles

F=(pi+a2.)(pa+ x3)(ps+21) —a=o,

a désignant une quantité constante quelconque.

Il en résulte immédiatement que 1'équation linéaire (18) admet,
dans notre cas, les trois intégrales

Si=pi+xi faispa+ 2, Ss=ps + 22
Ces derniéres intégrales vérifient les conditions suivantes :
(fuf=1  (fi,fs)=—1,  (fy fr)=1.
Or, la somme des deux premiéres égalités,
(S fo)+(fr, fid=o,

démontre que l'on a, en vertu de la seconde propriété des parenthéses
de Poisson,

(S fotfs)=o.
On a, par conséquent, la suite des trois fonctions jacobiennes :
F, fu forta

Egalons les deux derniéres fonctions respectivement a deux cons-
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tantes arbitraires G, et C,. L’ensemble des deux équations obtenues
et de I'équation donnée définit 'intégrale compléte de cette derniére
équation par une quadrature, & savoir:

z=C.x.+<C,—éx,>x2—|— I;(xz——x-u—C,)ﬂ—.z:lxai /‘Rd(.z'._,—x;;)—l—C,
4 .

en posant

R= /(x._.—x:,—Cg)"_ a
o 4 G+ -1'2—1':;’

C désignant la constante arbitraire additive.

La structure de fonctions jacobiennes saute aux yeux dans
I'exemple traité. Mais Jacobi [46], pour aborder son probléme géné-
ral, se sert de I'idée dont il avait profité pour intégrer les équations
linéaires simultanées. Il cherche précisément une oun plusieurs fonc-
tions d’intégrales connues telles qu’elles doivent vérifier les conditions
imposées d’involution. Deux différentes solutions du probléme général
de Jacobi ont été données 'une par S. Lie [47] et 'autre par N. Sal-
tykow [48] ().

16. Equations contenant explicitement la variable fonctionnelle. —
Considérons pour fixer les idées, I'équation

(27) F(x\, 23, ..., Xn, 3, p1, Pay ...,pn)'=o.

On transforme souvent cette derniére équation en une nouvelle
qui ne contient plus explicitement la fonction inconnue; mais, en
revanche, on introduit dans I'équation obtenue une variable indépen-
dante et une dérivée de plus que dans I'équation donnée (27).

Cependant, il est aisé d’étendre, en conservant les anciennes varia-
bles, la théorie jacobienne a I'équation (27).

Le probléme revient, en effet, 3 la recherche des n — 1 équations

(28) Fu(@r, Zay vy Ty 3y Pra Pae ooy pa) =Gy (i=1,2, ..., n—1),

les C; étant des constantes arbitraires, définissant ensemble, avec
Péquation donnée (27), les valeurs des variables py, ps, ..., pn qui

(') Ce probléeme sera exposé avec détail par l'auteur dans un fascicule spécial
du Mémorial : Méthodes modernes d’intégration des équations partielles du pre-
mier ordre @ une seule fonction inconnue.

MEMORIAL DES SC. MATI, — N° 350, 3
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rendent la relation (6) une équation aux différentielles totales; 'inté-
gration de cette derniére donne I'intégrale compléte requise.

1l est possible, d’une autre maniére, de chercher, au lien de n — 1,
les n équations de la forme (28) qui définivaient, avec 1'équation
donnée (27), les valeurs de z, p, ps, ..., p, vérifiant identiquement
I'égalité (6). L'intégrale requise s’en obtient alors par I’élimination
des variables p;.

La théorie en question a été étudiée par Weiler [49], S. Lie [50],
A. Mayer [61], D. Grave [52], E. Delassus [53] et N. Saltykow [54].

CHAPITRE 1V.

EQUATIONS CANONIQUES. SYSTEMKS DE JACOBI ET LEUR GENERALISATION..
THEORIE DES CARACTERISTIQUES.

17. Equations canoniques. — Le sujet du présent chapitre con-
cerne I'étude du lien intime qui existe entre les intégrales des équa-
tions aux dérivées partielles et celles des équations linéaires partielles
(uniques et simultanées) ou aux différentielles ordinaires et totales
qui leur correspondent.

Considérons, d’abord, une équation, qui se présente sous la forme
résolue par rapport a 'une des dérivées, soit, par exemple,

(1) p +H(zy, zoy ..., Zny Pa, P3, ooy Pu) =0,
n
(2) dz =Ep,da:s.
s =1

L’équation linéaire correspondant aux dérivées partielles pour
une fonction inconnue f des variables zy, £s, ..., Zu, P2, P3s -1y Pas

(3) (pr+H,f)=o0

engendre le sysiéme canonique des équations différentielles ordi-
naires

(4) d-tk+l= JH ~de+1=___ dJH
dz,  Oprmt’ dz oz,

(k=1,2, ..., n—1).
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Les variables ., 23, . .., z, s'appellent canoniques de la premiére
classe; quant aux p,, ps, ..., pa, ces derniéres variables appar-
tiennent & la seconde classe. Enfin, les variables de différentes classes
mais de mémes indices sont dites conjuguées.

L’étude de l'intégrale générale d’un systéme canonique a été faite
d’abord par Hamilton dans son travail : On a general method in
dynamics [55], et dans lalettre de Jacobi : Sur le mouvement d’un
point et sur un cas particulier du probléme des trois corps [56].
Hamilton avait exprimé l'intégrale générale du systéme (4) moyen-
nant intégrale définie

x n—1
' oH
(5) v=[ < T pk+l—H>dxi,
T k=1 .

en étudiant la variation de cette derniére formule.

11 est évident que l’express{on qui se trouve sous le signe de l'inté-
grale (5) représente la valeur que prend la différentielle (2), moyen-
nant les » — 1 premiéres équations (4) et en vertu de 'équation (1),
toutes les variables z,, ct ps. étant considérées comme des fonc-
tions de la variable indépendante x,. Quant a Jacobi, il est parli,
dans sa lettre mentionnée, de I'élément intégral régulier formé par
I'ensemble des deux intégrales des problémes qu’il avait étudiés.

Ensuite Jacobi avait généralisé le point de vue d’Hamilton, en
introduisant un systéme quelconque de conslanles arbitraires au
lieu des valcurs initiales des variables et en simplifiant la démonstra-
tion d'Hamilton ]57].

Les démonstrations d’Hamilton et de Jacobi, fondées sur le calcul
des variations, sont sujettes a des objections, qui limitent la généralité
de la fonction caractéristigue H du systéme canonique consi-
déré (4). A. Mayer [58], J. Bertrand [59] et G. Darboux [60] ont
introduit les additions nécessaires. L’étude de l'intégrale générale
des caractéristiques, qui va étre exposée plus bas, aux n* 22-23,
permet d’élucider complétement la question dont il s’agit. D’autre
part, le point délicat de la théorie considérée, concernant la forme
de la fonction H, a été étudié en détail par MM. T. Levi-Civita et
U. Amaldi [61].

Il faut bien constater que la restriction indiquée n’est point propre
au probléme en question et ne provient que de la méthode de démons-
tration fondée sur le calcul des variations.
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La formation de l'intégrale générale d’un systéme canonique (4)
joue un role trés important dans les théories d'intégration étudiées.
Plusieurs géométres des plus éminents, parmi eux H. Poincaré,
E. Cartan [62] et Th. De Donder [63], ont donné différentes
démonstrations des formules requises, en les liant a d’autres théories
analytiques. La démonstration qui est immédiate [ 64] va étre exposée
dans les lignes suivantes.

Il résulte, des considérations indiquées au n° 11, d’abord que
I'ensemble des n —1 intégrales en involution du systéme cano-
nique (4) forme avec I'équation (1) un élément intégral régulier
de cette derniére équation; d’autre part, Uintégrale compléte de
la méme équation représente un second élément équivalent, au point
de vue de l'intégration de I'équation (1).

Considérons donc, pour fixer les idées, une intégrale compléte de
I'équation (1)

(6) ZZV(.Z‘l, Loy vooy Lny Cl, Ce_p, ...,C"._l)—l—C,
a n constantes arbitraires C,, Cg, <« vy Cu_yq, G vérifiant 'inégalité
(dV av av
or,’ or,” """ dx,
- p\ %fe 97 0%a .
) G0 Gy G /70

Cela étant, les formules
, A
(8) [’/.+|=5;k: (k=1,2,..., n—1)

définissent évidemment les n —1 équations intégrales du systéme
canonique (4).
D’autre part, 'identité

dv+Hx.z' xB_VdV -dV—o
571 Ly L2y <.y "’d.l'g,d—.l‘;’ ,()—.l‘,; =

engendre les idenlités nouvelles

A% =0 (i=u,2 n—1)
dl'|d(q d P k+1 d‘z'k+ldci L=, 2, ..., ot

Si 'on remplace dans ces derniéres identités les expressions des
dérivées

a tirées des n — 1 premiéres éqnations différentielles (4),
k41



EQUATIONS PARTIELLES DU PREMIER ORDRE A UNE FONCTION INCONNUE. 33
on va les transformer dans les équations différentielles suivantes :
d ( v o (i=1,2 n—i)
B — —_— = = 2y cen _— .
dr; \ 9C; R
L’'intégration immédiate de ces derniéres équations nous donne
les autres n — 1 équations intégrales du systéme (4)

A%
(9) P =

Cf (=12 ...,n—1),
les C, désignant les n — 1 nouvelles constantes arbitraires.

Les équations obtenues (g) sont résolubles, en vertu de l'inéga-
lité (7), par rapport aux variables canoniques de la premiére classe.

Les formules (8) et (9) définissent donc I'intégrale générale requise
du systéme canonique (4).

Le systéme complet des intégrales distinctes del'équation linéaire (3)
s'obtient en résolvant les équations (8) et (9) par rapport aux cons-
tantes arbitraires.

Les résultats exposés s’étendent d’eux-mémes a une équation de la

forme générale

(10) F(zy, T3y «ovy Zuy Py P2y oo o5 Pn) =0,
en y posant

(_,_.E #0

ap )

L’équation linéaire correspondant aux dérivées partielles de la
tonction inconnue f de toutes les variables x et p,

(1 l) (F7 f) =o,
fournit le systéme d’équations différentielles ordinaires
. de _dey _ _de. __dpo _ _ dpa
(12) oF = oF == 9F = QE_..._— i‘_‘"_f
ap, ap, apn dzx, dxn

.

Ce dernier systéme admet une intégrale évidente que 'on obtient
en égalant le premier membre de I'équation donnée (10) & une cons-
tante arbitraire, a savoir:

(13) F(‘rb x::--~7-1’naP1,P27---,P::).=a-

a désignant une constante arbitraire.
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Supposons que I'intégrale compléte de cette derniére équation (13),
considérée comme une équation aux dérivées partielles, soit

2 = V(.z’i. Loy ov0y Tny Ay C], Cg, ceey Cn—j) —+- C,
1
Cy, Gy, ..., Cy_y et G désignant des constantes arbitraires. S'il

existe l'inégalité
"9V oV IV
2,9, ...,
D(d.z‘,, d.z; d-l«'n)¢ o,

Cs, Gay o, G

alors les formules suivantes :

oV oo
d$k+1’ ;.—=CA (k‘:l, 2,...,”—1)', -

(14) Pl =

ou les Cj désignent n — 1 nouvelles constantes arbitraires, définissent,
avec l'intégrale (13), 'intégrale générale du sysiéme (12).

On obtiendra en résolvant cette derniére intégrale par rapport aux
constantes arbitraires, le systéme complet des intégrales distinctes de
P’équation linéaire (11).

La démonstration du résultat obtenu se fait d’une maniére analogue

a la précédente [65].

18. Systéme canonique aux différentielles totales. — Considérons,

a présent, le systéme des m équations aux dérivées partielles en invo-
lution

(8) pr+Hi(21, &, -5 Zny Ptty Pratsy -y pa) =0 (k=1,2,..., m),
Le systéme jacobien correspondant
(16) (pr+Hg, f)=o0 (k=l,z,...\,m),

de la fonction inconnue f, des variables zy, Zs, «.., Zn, Pmsi,

Pmiay -+ Pn, équivaut a un systéme d’équations aux différentielles
totales

oH
Axmir = ) £ dzk?
- P m+r
(17) m
oH
dpm+r— —,rz 0T mer dzi
=1

(r=1,2,..., n—m), .



EQUATIONS PARTIELLES DU PREMIER ORDRE A UNE FONCTION INCONNUE. 35

qui est dit aussi canonique. Les variables z,,,, sont dites de la pre-
miére classe et les p,,,, appartiennent a la seconde classe.

Le systéme obtenu a été étudié pour la premiére fois par G. Morera,
en partant de la méthode de Pfaff [66]. Ensuite N. Saltykow [65] a
généralisé ses démonstrations précédentes pour les équations consi-
dérées.

Soit l'intégrale compléte du systéme (15) donnée par la formule

(18) ZZV(.E[, .Z‘g,...,-’l’n,'cl, C,,...,C,,_m)—i—C,
Gy, Co, ..., Crom, C désignant n — m —+1 constantes arbitraires. Si
Ton a
( aVv 'A% av
0Tmis 0Tmas  Oxp
It D m-+1 m~+2 n
(19) (oPI VA—— om Rl

Vintégrale générale du systéme (17) est définie par 'ensemble des
formules
aVv Vv

’ ——=C, (r=1,2,...,n—m),
0% myr

(20) Pm+r=

les C, désignant n — m nouvelles constantes arbitraires.

Il va sans dire que grice a l'inégalité (19) les n — m derniéres
équations (20) sont résolubles par rapport aux variables canoniques
de la premiére classe.

Enfin, 'on obtient le systéme complet des intégrales distinctes du
systémes jacobien (16) en résolvant les équations intégrales (20) par
rapport a toutes les 2(n — m) constantes arbitraires C, et ;..

Sans entrer dans plus de détails, nous passerons a I'étude du cas le
plus général.

19. Systéme de Jacobi. — Considérons le systéme des m équations
aux dérivées particlles en involution
(21) Fip(xs, s, ..., Zn, p1, P2y ..., Pr)=0 (k=},2,...,m),

vérifiant la condition

Fy, Fo, ..., Fm)
22 D(———'—“—— o.
(22) Py P2y -+ -y Pm *

Le systéme correspondant d’équations linéaires aux dérivées par-
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tielles d'une seule fonction inconnue f devient
(23) (Fi.fy=0 (k=1,2,..., m).

Il est aisé de construire de différentes maniéres les équations aux
différentielles totales [67] pour définir les 2n — m intégrales du
systéme (23) qui soient distinctes, grace a l'inégalité (22), par
rapport aux variables paramétriques

Tm+1y  Lm+2y  +-+y Lns Pta P2y oovy Pne

On a l'avantage de mettre les équations requises sous la forme
d’équations aux dérivées partielles de ces derniéres variables prises
par rapport aux variables principales, qui ont été données par

N. Saltykow, a savoir, [68] :

R dil: I i r _ JaF,
d])i or; - dpm+l-

i=1

(24) [

y r=1,2,....,.n—m)
L
dF/.- dp; ()F/.-
b

(k=r1,2,..., m).

Il va sans dire que ce dernier systéme admet m intégrales que
I'on obtient en égalant a des constantes arbitraires a; les premiers
membres des équations (21)

(25) Fp(@y, @ay ovvy Zny Pry Pay o ov Pa) = Qg (k=1,2,...,m).

En considérant ces derniéres équations (25) comme aux dérivées
pactielles, formons leur intégrale compléte

(26) z2=V(&1, @, evy Zn, @1, Aoy ooy @y G, Gy oo, ) + G,
Ci, Gy, ..., Gy, C désignant n—m + 1 nouvelles constantes
arbitraires distinctes, de sorte que I'on ait
( A% IV av
d-z'm+l’ dz'm+l, Y oz,
: D .
(27) \ C]. Cg, seey Cn—-m ¢0
Il est évident, d’abord, que les équations
A% .
(28) P"zd_xs (s=1,2, ..., n),

dont les m premiéres sont équivalentes aux (25) forment un élément
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intégral régulier, et définissent n équations intégrales du systéme (24).
Pour obtenir les » — m autres qui manquent, prenons les identités
que donnent les équations (25), en vertu de leur intégrale (26),

F (.r x &£ CARRCAR AR
A 1y L2y o0 o0 Lo d.l'[’d.l'g, ,d.r,, = Ak

(k=1,2, ..., m).
On en tire les identités nouvelles

Sﬂ JF; 09V
P dps dr drs0C,

s=1

(k=1,2, ....m;r=1,2, ..., n—m),

En y substituant les valeurs des dérivées

tirées des équations
d m—=+r

de la premiére ligne du systéme (24 ), on obtient des €quations diffé-
rentielles qui devicnnent

S 04 d(ﬂ)_o
9p; dx,\dCr/

=1

(k=1,2, ..., m;r=1,2, ..., n—m).
Les équations obtenues se réduisent, grace a I'inégalité (22), a la
forme plus simple
d [0V
s (557) =
(L=1,2, ce., M} P =1,9, ..o, L—m),

L’intégration immédiate de ces derniéres équations nous donne les -
autres n — m _équalions intégrales cherchées

Vv ,
(29) — =Ch (r=1,2....,—m),

les G, désignant les n -— m constantes arbitraires.

Par conséquent, les formules (28) et (29) définissent l'intégrale
générale du systéme (24) et, en méme temps, le systéme complet
des intégrales distinctes du systéme de Jacobi correspondant (23).

20. Intégrales canoniques. — Les intégrales que I'on vient d’ob-
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tenir jouissent des propriétés dites canoniques que Jacobi avait
étudiées [69] dans le cas d’'une équation partielle et du systéme
canonique aux différentielles ordinaires correspondant. Nous allons
étendre ces propriétés pour le cas le plus général du systéme (23).

Supposons qu’en résolvant les n —m derniéres équations inté-
grales (28) et les (29) on obtienne, grice aux intégrales (25), les
intégrales suivantes :

er(Z1y Xy oy Tny Pra P2y - -5 Pr) = Gr,
(30) Yr(xyy Zay o oes Zny Pry Par o-ey pn) = G
(r=1,2, .... n—m).

Les intégrales de la premiére ligne (30) sont en involution, fai-
sant partie de I'élément intégral régulier mentionné plus haut. On a
donc les formules

(95, ox) =0

pour toutes les valeurs distinctes des indices i et &, a partir de 1
jusqu’a n — m.

Comme on a, d’autre part, les identités que produisent les équa-
tions de la premic¢re ligne (30), en vertu des formules (28), il en
résulte immédiatement les identités suivantes

1 izk
(31) (20 40=1], Ei<= 11’),
Y, dr)=o0 .

pour les valeurs distinctes des i et des 4, a partir de 1 jusqu'a n— m.

Substituons, enfin, dans la formule (26) les valeurs des ay et
des G, qui sont définies par les équations (25) et (30). L’équation
résultante se présente sous la forme

2—9(&1s Zay oy Tay Pis Pay -+, Pn) = G,

et jouit de propriétés qui s’expriment de la maniére suivgante:

[z2—¢9, Fi]=o, [z—¢ 9] =0
(k=1,2, ..., m; r=1,2, ..., R —m),

T lr—e, bl=—4,

{(r=1,2, ..., n—m).

(32)

21. Equations contenant explicitement la fonction inconnue. —
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Considérons un systéme complet d’équations

(33) Prk+ Hy(zy, 25, ., zp, 3 Pm+t Pmaryy + <y Ppn)=0
(k=1,2,.. ,m)
vérifiant les conditions de compatibilité écrites sous la forme

Oy My oM, oH,

oz, 0z ' dm " 0z
n—m
JH, dH dH, oH; )
—+ — =
Zl (d[)m+r AZ i dxmr dpm+t °
r=

pour toutes les valeurs distinctes des indices &, £ de 1 4 m et oa I'on

a posé |54,]

Hy

dH; JH, oH;

d-z'm+r = 0L s + T’; Pmrrs
Soit intégrale compléte du systéme (33) donnée sous la forme
(34) 2=V (&1, T2y «+ ,.%n, Gy C1, Co, ..., Cpem),

C, G, Cy, ..., Con désignant n — m—1 constantes arbitraires
vérifiant I'inégalité

ov av oV
V, Ty YTy vy v
0xmi1 O0Cmyo dx,
D\g

(35) ) Cl, C*), ceey Cn—m

Le systéme d’équations aux différentielles totales correspondant
au systéme (33) prend la forme

< oH
“dz = 4
m+r ~ de+r k>
m de
d; = — dwk
(36) Pmor Pt Az mir ’
m n—m dH
dz = 2 < 2 @'m_f_‘ Pm+r— Hk),d-’”k '
, ’
k=1 r=t

(r=1,2,.. ,n—m).

1l va sans dire que l'ensemble de l'intégrale (34) et des n—m
premiéres équations dérivées du premier ordre de cette derniére
intégrale, prises respectivement par rapport aux variables zm, .,
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Zmya, -+ -y Tn, TEprésente n — m -1 équations intégrales du sys-
téme (36). Pour avoir les n — m autres intégrales, formons les iden-
tités obtenues par la substitution dans les équations (33) de leur
intégrale (34). On en tire les identités nouvelles suivantes :

OV oM 0V 2’" OH;

dz.0C | 9z dC s dx,,,+,dC =9
n—m

9V oMy oV OHg oV

92,00, T 0z 9C, " Lk 0pms, 0Zme19C,

r=1

(k=1,2, . ,m,1=1,2, . ., n—m).

Tl est ais¢ de supposer, sans diminuer la généralité, que la

'A% . . . =
dérivée — 5c est distincte de zéro, dans le domaine que 'on considére.
\ R L H . . .
Cela posé, on a, en éliminant les dérivées dd—z‘ des identités précé-

dentes, les identités nouvelles
—d_\—' n—m ﬂ'
o (T, S o o [\
oxy g‘_f OPpm+r OTmr Q‘_f -
oG = oG
(k=1,» . .,m;1=1,2, ..., R—m).

Les identités obtenues nous donnent n — m équations différen-
tielles, moyennant les n — m premiéres équations du systéme (36),
sous cette forme nouvelle

Vv
d %%’— =o0 (t=1,2, ..., n —m).

oC
En intégrant ces derniéres équations, on obtient les intégrales
requises

Al

9C, _ o
(37) W = CH ou dcl Cl dC

aC

(i=1,2, .e., n—m),

C, désignant de nouvelles constantes arbitraires.
Il va sans dire que ces derniéres équations sont résolubles par rap-
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port aux variables 2\, 42, ..., Zu. En effet, le.déterminant fonc-
tionnel, formé, par rapport a ces derniéres, des premiers membres
des n — m derniéres équations (37), devient, en leur vertu, égal au

quotient du déterminant (335) par la dérivée 3
Enfin, les résultats développés s’étendent aisément & un systéme
de m équations en involution

(38) Fi(ey, @5y ooos Zny 3, propoy « +, Pr) =0
(k=1,2, s M),

vérifiant la condition (22) et le systéme correspondant d’équations
linéaires aux dérivées partielles totales

m
IF drm i, . oF ¢

—(K dx, - de+r

=1 -~

(r=1,2,..., n—m),

mn

OoFops dF; .
(39) &dp, o5, T azs (s=1,2, ..., n),
=1
m n
Oy 0z oL
| d dp, 0x, e Ops Ps-

o=t s=1

(k=1,2,.. m).

Pour la démonstration, voir le travail de Saltykow : Sur la
Théorwe des équations aux d. p. du premier ordre d’une seule
Jfonction inconnue (Mémoires de U’ Académie Royale de Belgique,
classe des Sciences, col. 4°, 2¢ série, t. VI, fasc. 4, chap. V, p. 138).

929. Théorie des caractéristiques. — Le but de cette théorie était
de former les intégrales dites de Cauchy. Cet illusire géométre
réussit a résoudre le probléme par une ingénieuse introduction de
variables auxiliaires. Comme, a présent, toute intégrale d’une équa-
tion aux dérivées partielles s’obtient a partir de leurs intégrales com-
plétes, Vintérét principal de la théorie considérée est de donner la
solution du probléme inverse a celui quivient d’étre étudié en détail.
Il s’agit donc de former l'intégrale compléte d’une équation (1) ou
d’un systeme le plus général (38), lorsque 'on connait respectivement
I'intégrale générale du systéme correspondant (4) ou (39).

Quant a la formation des équations différentielles des caractéris-
tiques, elle peut étre effectuée indépendamment des considérations
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de Lagrange et de Charpit et de la théorie exposée des éléments
intégraux réguliers. Il suffit d’invoquer, pour cela, les propriétés
de certains systémes d’équations a plusieurs fonctions inconnues
que I'on disait de Jacobi, mais auxquelles on doit maintenant attribuer
le nom de Charpit, d’aprés [26, B4,, 34,] la copie de son Mémoire
inédit retrouvé derniérement.
Cela posé, considérons, pour fixer les idées, une équation
JF _

(40) F(xl’xz, ceey Tny By Pry Pas ~-'>Pn)=07 d—"-<07
P

et le systéme correspondant des équations différentielles ordinaires

“n dr, dvy, = dzn _ _dz _  dp, _ _ _ dpn
) GF = GF =S OF T T ST R =T TR
—_ — — oF -
2P dps dpn . Ps ! dz, dz,
s=1 ps

On prend pour point de départ Iintégrale générale des caracté-
ristiques représentant l'intégrale particuliére du sysiéme (41). Cette
derniére est caractérisée par ce fait que pour la premiére intégrale
de ce dernier systéme est prise 'équation (40), indépendante de la
constante arbitraire. Le nombre des constantes arbilraires - dans
l'intégrale considérée se réduisant a4 2 — 1, elle devient

(42) Zi+1= 9x(21, Cy, Gy, ..., CEn—i) (k=1,2, .... n—1);
(43) 3 = <P(wh Cl) C‘h AR} CE"-——l);
(44) Ps=Ys(z1, Gy, Ca, ..., Copq) (s=1,2, ..., n).

Il est d’abord évident que 'on a 'identité suivante :
(45) F(21, 91, 2, + vy Qn—1, @, Y1, Yo, ..oy o) =o0.
Supposons,a présent, que les équations (42) soient résolubles par
rapport aux n — I constantes
(46) Curi, Case, ooy Gop—y,

le déterminant fonctionnel qui leur correspond satisfaisant a I'inéga-
lité suivante :

@ SN

) il
nt+1y Gnyay ooy Gopmy

En substituant les valeurs obtenues des quantités (46} dans les
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formules (43) ct (44), désignons les résultats obtenus par

3= ®(xy, X3, ..., Tn,y Cy, Csy ..., Cp),

Ps= Ws(xy, Zay ..o, xp, Cqy Coy ..., Gp) (s=1.2, ..., n)

(48)

En faisant la méme substitution des valeurs (46) dans I'iden-
tité (45), on y remplace les fonctions o4 par les valeurs zxy,, grice
aux relations (42); et lidentité (45) prend, moyennant les for-
mules (48), la forme suivante :

(49) F(zy, 2y ..., zp, @, ¥, Wa, ..., ¥y)=0.

On voit donc que le probléme posé de l'intégration serait effectué
si les formules (48) vérifiaient les relations requises

o
Ezws (s=1,2, ..., n0).

(o)
Par conséquent, le probléme étudié revient a la recherche des
valeurs (46), dont I'élimination produirait le résultat cherché.
11 est d’abord évident que la relation

dz = ip;dzs

s=1

est identiquement satisfaite par les formules (42)-(44), car elle est
une conséquence algébrique des équations (41). On en tire donc
lidentité
n—1
_ 9 99k
‘1’1-—— d_x; —,Zﬂlum ﬁ;’
=1
et, d’autre part, on a la seconde identité provenant de la définition
de la premiére relation (48), & savoir :

?(-2‘1, Cn C‘-), ceny C-zn—l) = ‘b(xh 0y, ‘?": e Ta—1 Cl) C'Za LR} C’l)

On en conclut immédiatement que la premiére des conditions (50)
est une conséquence des n — 1 autres égalités (50).

93. Fonctions caractéristiques. — Introduisons, pour vérifier les
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conditions (50), les 22 — 1 fonctions Uy définies, par les formules

n—1
(4 do
UO'E - —2¢A+1 e
dC [ [oF
(51) g k=1 ¢
(e=1,2, ..., 0, n+1,,.., 2n—1).
Ces derniéres fonctions jouissent des propriétés suivantes :

1° Ll existe, parmi les an —1 fonctions (51), au moins une qut
soit distincte de zéro.

En effet, les 2n — 1 équations du systéme (42)-(44) étant néces-
sairement résolubles, par rapport a an —1 constantes arbitraires
Gy, Gy, .., Capy, il est aisé de supposer, en vertu de P'inégalité (40),
que I'on ait

~ P1y Pos oo P—1s @ qlgq ﬁ!i:;, ey qJ,, )
. D 5 .
(02) (CH C"’a s Cn—17 L‘IU Cn+|: Cn+27 Ty Czn—l # °

Il en résulte immédiatement V'inégalité suivante :

AT R L R O 7
aC, oG, 9C ! JC, JC,
dor 9% dm %
dC, JC, dC, : JC, Jat,
EX
d?l d‘Pz e, d?n—: Uon d% .. oy,
dCspn—y  dCyn—y 9Cap—y L 0Ceny 9Csy_,

qui démontre notre assertion.

2° Le déterminant (47) étant distinct de zéro, les conditions

Ulzoy Upsr=o0

{(k:,l,2,...,ll, r=i1,2, ..., n—1)

(83)

sont non seulement nécessaires, mais aussi suffisantes pour que
Uintégrale compléete de Uéquation donnée (40) s’obtienne par
Uélimination des constantes (16) entre les équations (42) et (43).

3° Introduisons dans Uintégrale particuliére (42)-(44), au
lieu des constantes arbitraires Co, respectivement les valeurs
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initiales des variables

(5%) Lo Ly cvis Tpa Fy Por Py e P

en désignant U3 la valeur initiale correspondante de la Sfonc-
tion Us, supposons que les deux quantités U, et U?, soient dis-
tinctes de zéro, dans le domaine d’intégrabilité de Uéquation

considérée (49). On a, abstraction faite des conditions (33), les
egalités suivantes :

u _u
(5%) U, U}
=12, ...,n—1,n—+1, ..., 2n—1).

4° 1l existe toujours, dans le domaine considéré, des valeurs
initiales, d’ailleurs arbitraires, des variables (34) qui vérifient
les conditions (33), grace aur relations (55) [70].

La derniére propriété formulée s’applique aisément dans trois cas
qui peuvent se présenter dans la théorie exposée des caractérisliques.
Nous renverrons le lecteur a un travail consacré a cctte question [71].

La théorie étudiée se préte a des applications trés im porlantes cl a
des généralisations dont il sera question dans les chapitres suivants.

CHAPITRE V.’

ELEMENTS INTEGRAUX GENERAUX ET PARTICULIERS.

24. Méthode générale de Liouville. — Le Mémoire cité antérieu-
rement de Jacobi [72], qui est a la base dela théorie sur les éléments
intégraux réguliers, n’a été publi¢ que trés tard aprés sa mort. Pen-
dant 'intervalle de temps qui s’est écoulé jusqu'a cette publication,
J. Liouville avait donné, dans son travail : Note sur lintégration
des équations différentielles de la Dynamique, présentée au
Bureau des Longitudes le 29 juin 1853 (Journal de Liouville,
t. XX, 1855, p. 137), une nouvelle démonstration sur la formation
de l'intégrale générale d’un systéme canonique d’équations différen-
ticlles ordinaires. Il I’avait fait suivre des considérations trés impor-
tantes que 'on va immédiatement étudier.

MEMORIAL DES SC. MATIL, — N° 50,
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Prenons, pour fixer les idées, ’équation aux dérivées partielles
(1) pr+H(zy, Zay ooy Zpy Poy P3y ooy Pr) =0
etle systéme canonique correspondant

dzi, _ JoH , apii _ JH
dz, Pk dz, 0% k41

(2)

(k=1,2,..., n—1)

Supposons que les » —1 intégrales en involution du systéme (2)
soient représentées par les équations

(3) Fi(zi, ey ovvo Zpy Pay Pay ..o Pr) =Gy (k=1,2,..., n—1).

En donnant ses formules pour I'intégrale générale du systéme (2)
relatives aux intégrales (3), résolubles par rapport & ps, ps, ..., pa,
J. Liouville annonce que dans ses lecons au Collége de France, il a
donné de longs développements sur la méme question pour le cas ou
la derniére condition n’était pas satisfaite. Ce point fort important
est en détail étudié dans la Thése d’un éléve de Liouville, A. Lafon :
Sur Uintégration des équations différentielles de la Mécanique,
Paris, 1854 [73].

Sans entrer dans les détails et renvoyant pour cela.a d’autres tra-
vaux [74], remarquons ici que les équations canoniques (2) ainsi que
les parenthéses de Poisson, formées pour deux fonctions quelconques
des variables canoniques, jouissent de remarquubles propriétés. Les
équations canoniques maintiennent leur forme canonique; quant aux
parenthéses elles conservent leurs valeurs non seulement pour la
répartition des variables en deux classes canoniques (voir p. 31)
considérées jusqu’a présent et que nous dirons réguliéres, mais aussi
par rapport & une nouvelle répartition quelconque des variables, en
deux nouvelles classes des variables canoniques, donnée par ce
tableau :

(4) {xl, L2y Tyy  evey Tn—gy —Pa—p+ty T Pa—pt2; o0y —Pn,
P1, P2 P3, ---n Pn—ps Zp—p+1s Tp—p+2y ooy Zn.

Appelons générale cette derniére répartition des variables en
deux nouvelles classes.

D’aprés ce que I'on vient de dire, les équations (3) forment de
méme un systétme d’intégrales en involution, par rapport au sys-
téme canonique correspondant a la répartition générale (4) des
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variables. Dans ce cas la relation

n—p p
, ~
(5) dz'= ¥ ppdx; —\= L n—p+i d])n—p+i
k=1 i=1

devient une différentielle exacte, en vertu des équations (1) et (3),
3’ désignant la nouvelle fonction inconnue que 'on introduit comme
une variable auxiliaire.

Supposons que l'intégrale de la différentielle exacte (5) s’exprime
par une quadraturc de la maniére suivante :

(6) 3= U(.Z'j. Loy oo .\ .Z'"_p, P,l_P+|. cevy Pny Gl, Cg, ey Cll—l)+ C’,.
(' désignant une constante arbitraire et le déterminant fonctionnel

WU v oo
(7) D ()1‘2’ d-z's’ ’ d&l‘n_p, dpn_p+1’ ’ dpn>

C1, Cs, -, Ca—pt, Cnpy - -+ Cns

ne s’annulant pas.

Cela étant, I'intégrale générale du systéme (2), que on peut écrire
sous chacune de ses formes canoniques, est définie, pour la réparti-
tion (4) des variables, par les formules

U ==Y
Prk= l).’l)/,-’ n—p+i= dpn-—p+i
(8) (k=273a'-~:n_9;i=1527"-'y9)’
o,
aE;:C, (s=1,2,...,n—1),

C, désignant n — 1 nouvelles constantes arbitraires.

La théorie développée présente I'avantage de donner I'intégrale
générale d’un systéme canonique sous une forme tout a fait générale,
en s’affranchissant de certaines restrictions relatives aux intégrales
en involution (3). En effet, nous avons, dés a présent, le choix des
variables pq, pg, ..., Zy, @5, ... des différents indices «, B3, ...,y,
8, ... par rapport auxquels il serait le plus avantageux de résoudre
les équations (3), afin d’éviter les difficultés qui peuvent s’y pré-
senter. On obtient donc toute la liberté désirable pour effectuer le
calcul nécessaire.

25. Perfectionnement de la méthode de Jacobi. — Les idées géné-
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rales de Liouville, en résolvant le probléme de Il'intégration d’un
systéme canonique d’équations différentielles ordinaires, contri-
buent, en méme temps, a 'évolution de la théorie des équations aux
dérivées partielles. Le premier résultat qui s’ensuit, c’est que le nouvel
élément intégral, introduit par Liouville, peut se former au moyen
d’intégrales des caractéristiques indépendantes des variables p;. On a
par conséquent la possibilité d’utiliscr ces derniéres intégrales, que
Jacobi devait bannir de ses calculs.

Néanmoins les modifications qui s’introduisent, grice aux nou-
velles idées de Liouville, ne troublent point la syméirie dans le calcul
d’un_élément intégral. Considérons, par exemple, un systéeme de
m équations que I'on ait oblenu comme résultat de plusieurs opéra-
tions d’intégration successives: supposons, de plus, que cc sysiéme
soit réductible a la forme suivante :

Pi +H1(-Tl, ceer Zhy = Phats ooy —Pms Tty v+ o5 Ty Pm+1y ---:Pn)=°7
Zh+j+ Lj(xl, ceny Tk ky = Pk+1y «o oy —Pmy Tm+1y «++y Ln; Pm+1, -‘~-;Pn) =0
(C=12,..,k;j=1,2,..., m—k).

La nouvelle opération d'intégration a effectuer exige l'intégration
d’un systéme de 2(n — m) équations aux différentielles totales qui se
M q
présente encore sous la forme canonique, a savoir :

A m—k

_ dH, JaL; ’
dry = de+r d.l',+ dPnt+r d( Pk+})s
m—k
ﬂ ()H JdL;
de+r—- 0L dzi— 2 0% 1 d( PIH-/)
i=1 =1
(r=1,2,..., n—m).

On trouvera un exemple sur lapplication de cette derniére
méthode dans les A¢ti del IV Congresso internazionale dei Mate-
matici, Rome, 19og [75].

Le second point important de la théorie considérée concerne la
formation de l'intégrale compléte de l'équation (1). Il est aisé
d’obtenir cette derniére intégrale de différentes maniéres, comme on
va le voir de suite.

Vingt ans aprés Liouville, la question fut reprise par S. Lie et
A. Mayer, qui ont cherché a résoudre le probléme posé, sur la for-
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mation de l'intégrale compléte, a I'aide de transformations tangen-
telles.

N. Saltykow avait indiqué en 18gg [76] que la solution du pro-
bléme en question ne pouvait étre obtenue que grace a la théorie
des caractérisliques et en avait donné des exemples.

Ensuite la théorie a subi des simplifications considérables, vu
I'introduction des fonctions caractéristiques Ug|formule (51) du
Chapitre TV] et en vertu de la forme spéciale de I'intégrale géné-
rale (8). D’abord, il est a remarquer que 'on obtient, moyennant la
formule (6), sans faire une nouvelle quadrature, I'intégrale de la
différentielle réguliére

n
(9) dz =2P3 durg,

s=1
sous la forme suivante

z=U(xy, xs, ..., Zn—py Pn—p+1s +++3 Pny Ci, Gy .vty Cpy)

P
-
+2‘ Lp—p+j Prn—p+j + G,
=1
C désignant une constante arbitraire.
Cela posé, I'intégrale générale des caractéristiques de1'équation (1)
devient, grace a I'hypothése faite sur le déterminant (7),

(10) Zgrr = 9x(21y Ciy Cov oo vy Cpmyy €, G,y oely Ghny)
(x=1,2,..., n—1),
(11) 3 =9.(zy, Gy, Coy ..., Cpey, Gy, Gy, ..y Gl )+ G,
(12) Ps=Ys(21, C1y Cs, ..oy Cpy, €, Gy oeny Goy),
(s=1,2,...,n).

Ilen résulte, moyennant les propriétés des fonctions caractéristiques
exposécs au chapitre précédent, les théorémes suivants :

I. L'intégrale compléte de U'équation (1) s'obtient en éliminant
les valeurs C,, C,, ..., C,_, des équations (10) et (11), si lon ala
condition

n—
1y, Poy -+ o5 Pn—1 )
D ) # 0O

(Gh (J‘_"N'aclz—-l

II. L'intégrale compléte cherchée s'obtient par U'élimination des



50 N. SALTYKOW.

valeurs C,, Cy, ..., Coy du systéme (10)-(11), s'il existe Uiné-
galité

Piy Pos ooy Pn—1
D —2F"—"7"F— o
(cl, G, o) cn_,)¢ ’
& condition que la constante C, dans la formule (11), soit rem-
placée par Uexpression

C" désignant une nouvelle constante arbitraire.

III. 8¢ Von a la condition

D( <’P1, ?Iz,---,?g, Putls - +s Pn—1 ),—éo .
T, Gy oy Cpo Cprty o Caa ) 7

p désignant un nombre entier quelconque, compris entre les
limites 1 et n — 1, substituons dans la formule (11) Uexpression
sn—p—1

= > CuriChus

i=1

o C” est une nouvelle constante arbitraire. L'intégrale complete
de Uéquation (1) s'obtient, dans Uhypothése introduite, par U'éli-

q ) yp ' P
mination des n — 1 valeurs,

C,. Chy vy Ciy Cptt, -+oy Crosy

entre les équations (10) et (11).

Pour la démonstration des théorémes cités nous renvoyons au
Traité de N. Saltykow, page 55 [43].

Il est évident qu’au moins I'un des trois théorémes donnés doit
nécessairement avoir lieu, puisque les équations (i0), faisant
partie de l'intégrale générale des caractéristiques de I'équation (1),
sont résolubles par rapport a n—1 constantes arbitraires quel-
conques. Il est donc toujours possible de calculer I'intégrale com-
pléte requise, sans introduire dans l'intégrale générale des carac-
téristiques (10)-(12), les valeurs initiales des variables au lieu des
constantes arbitraires.
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26. Notions de S. Lie. — S. Lie avait repris [77], en 1873, la
théorie de Liouville, mais d’un point de vue tout a fait original.
En considérant ’ensemble des 2 n -1 variables

L1y La, cvey Zpy, B, Pr, P2 ceey Pn

liées par la relation différentielle (9), S. Lie représente les différentes
solutions de cette derniére, vérifiant la relation (g), sous la forme

z =9 (1‘1, Lay «eey zn-—pv C‘ly C‘!y ct Cn):
(13" Zn—p+i= ei(Z1, Ty ..., Zn—p, Gy, Cyy ..ty Gi)
(i=1,2%...,0)
ri=¥ (k=1,2, ..., n—p),
P
(14) _ d(P d?l
'-Pk= ()7‘. zpn P+igT ().Z‘L

i=t

Cy, Gy ..., C, désignant n constantes arbitraires dzstmctes p étant
un nombre entier quelconque < n.

Cela étant, supposons que le systéme formé par les équations (13)
et les n —p — 1 derniéres équations (14) soit résoluble par rapport
a toutes les constantes C;, de sorte que I’on ait

P 015 P2 --o Ppr ba b .o dap
15 D - =
( ) (Ch C!y C-’H LRAR] (‘p+1; Cp+27 (-‘p+37 LERRE] Cn )¢ o

Par conséquent, dans un certain domaine de la variation de toutes
les quantités considérées, I'ensemble des équations (13) et (14) est
équivalent a celui-ci :

(16) p1+H(zy, 2s, ..., Zn, 3, Pa, P3, -+, Pn) =0,
(17) Fo(Z4y Zoy ..., Zpy 2, Pay Pay +- oy Pu) = Cs (s=1,2, ..., n)

Il va sans dire que dans I’hypothése unique ott p = o, les formules
données correspondent & la théorie des équations aux dérivées par-
tielles. Dans tous les autres cas les formules (14) définissent une opé-
ration nouvelle que I’on pourrait dire dérivation a la S. Lie; et I'on
pourrait appeler les formules (16) et (17) des équations dérivées a la
S. Lie ().

(') Remarquons que, si le nombre des constantes arbitraires dans les for-
mules (13) éLait n — m, moindre que n, on obtiendrail, au lieu d’une équation’ (16),
un systéme de m équations dérivées @ la S. Lie.
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Néanmoins, ces derniéres équations s’adaptent aisément a la théorie
J q P

des équations aux dérivées partielles, parce que les unes et les autres
jouissent de propriétés analogues.

Ecrivons, en effet, les équations (13)-(14) de la maniére suivante :

(18) z—¢=o, Zn—pri— Pi= 0, Pr—Yr=o0
(i=1,2, ...,p; k=r1,2,...,n—p).

Ces derniéres équations jouissent des propriétés remarquables que
voici :

1° Les équations (18) forment un systéme complet, c'est-a-dire
que les crochets de Weiler, formés de leurs premiers membres deuz
a deuz, s’annulent, en vertu des équations (18) elles-mémes;
" 2° Tout systéme d’équations, obtenu moyennant une transfor-
mation quelconque des équations (18), est encore complet.

Il en résulte immédialement que les premiers membres F; des
équations (17) représentent » intégrales en involution de I'équation
linéaire aux dérivées partielles 4 une seule fonction inconnue f des

variables indépendantes Z, Zs, ..., Zu, 5y P2y Pay -y Py A sAVOIr
o I -
(19) o 9z TIH fl=o0.

Les équations (17) sont donc, les intégrales d’un systéme canonique
généralisé correspondant a I’équation aux dérivées partielles (16). En
d’autres termes, I'ensemble des équations (16)-(15) définit an élé-
ment intégral de 'équation (16), mais ce dernier jouit d’un carac-
tére tout particulier, en comparaison avec un élément considéré par
Liouville. Par conséquent, il est naturel, en conservant a ce dernier
le nom d’élément général, d’appeler celui de S. Lie particulier
ou irrégulier.

Il est intéressant, du point de vue historique, de noter les multi-
plicités que S. Lie employait pour interpréter les intégrales. Les
biographes de S. Lie ont bien remarqué le caractére abstrait de son
intuition créatrice. « Das concrete Bild », écrivait Neether [78], «einer
Gesammt-Mannigfaltigkeit in ihrer Gestalt, d. h. in ihren endlichen
Formenbeziehungen, deren Wechsel bei variabeln Parametern, die
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Realititsfragen iiberhaupt, haben Lie nie interessirt. In jenem Gebiet
aber, das in den geometrischen Elementen und Operationen nur eine
Versinnlichung, eine Zusammenfassung von ganz abstracten Begriffs-
bildungen, oft von den complicirtesten, sieht, war Lie Meister ».

La condition imposée aux équations (17), d’étre irrésolubles par
rapport aux variables p,, fait prévoir le caractére particulier de
I'équation (16) admeutant les intégrales de S. Lie [79].

21. La forme particuliére des équations admettant les intégrales
de S. Lie. — Considérons, d’abord, une équation non linéaire dans
Pespace a trois dimensions [80]. Il existe, d’aprés S. Lie, trois
cspéces de multiplicités d’éléments de contact, qui sont associés, soit
sur une surface (intégrale classique), soit le long d’une courbe, ou,
enfin, autour d’un point. Eh bien, une équation quin’est pas linéaire
ne peut posséder que les intégrales classiques. Pour avoir les solutions
des deux autres espéces, dans 'espace considéré, P'équation doit étre
ou bien linéaire, ou fonctionnelle.

En nous reportant aux formules (13), le nombre p va définir la
classe de I'intégrale considérée.

Si les équations (17) engendrent p relations indépendantes des
variables s et p;, le déterminant fonctionnel

(20) D(F" F., ...,F,,)
2, P2y - eey P

doit Sannuler ainsi que tous ses mineurs depuis le premier ordre
Jusqua l'ordre p — 1 inclusivement.

Cette derniére propriété ainsi que la condition trouvée plus haut,
que'les fonclions F; soient des intégrales en involution de I'équa-
tion (19), sont non seulement nécessaires mais aussi suffisantes pour
définir la forme de 'équation (16) admettant une intégrale compléte

"de S. Lie (13) de la classe p.

Supposons, pour fixer les idées, que le premier mineur d’ordre p

du déterminant (20), distinct de zéro, soit

D(F" F., ..., F,,_p_,)
P2 Py o5 Pn—p
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Les intégrales requises F; vérifient alors les conditions suivantes :

(21) Fopri=fi(z1, 2o, . <oy Eny B Fi, Foy oooy Fap)

(I=0,1,2, ..., p),

Ji désignant des fonctions arbilraires.
Cela posé, on démontre le résultat suivant :

L’équation (16) doit se présenter sous la forme

P
(22) y 2 +2 Yiprnpri= 14,

i=1

pour avoir U'intégrale en question, les fonctions y; et Y dépendant
des quantités

(23) Ty, Xy, .., Zny, B Fiy Foy ooo) Fpp g

\
et vérifiant les conditions pour que le systéme linéaire-

p
[ d9 de d9
R el & ik

i=1

P
Je \ Jo 92 _
0Ly +Zl Pri ()‘Tn—p+l' + o 9z °
1=

(r=1,2, ..., n—p—1)

~(24)

soit jacobien; les coefficients ¢r; et ¢, sont encore des fonctions
arbitraires des quantités (23).

Les fonctions f; (21) doivent représenter les p +1 intégrales en
involution de ce dernier systeme (24).

Enfin, les n —p — 1 derniéres fonctions (23) sont définies par
les formules

(25) Fo=Te(21, Zsy -+, Tuy 32 ¥1, V2, « ooy Vn—p—1)
(6=1,2,..., n—p—1),

en posant

P
k= Pk+1 +Z PkiPn—p+i;

i=t
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Ts désignant des fonctions arbitraires, satisfaisant auz condi-
tions d’involution.

Le théoréme formulé définit non seulement I'équation cherchée (22)
mais, en méme temps, l'intégrale compléte de classe p de cette der-
niére, moyennant les formules (21) et (25).

L’é¢quation obtenue (22), impliquant des fonctions arbitraires, se
présente néanmoins sous une forme trés particuliére. En effet, ces
derni¢res fonctions arbitraires doivent vérifier les conditions d’invo-
lution; et, d’autre part, le sysiéme formé par ’équation (22) et les
équations que I'on oblicnt en égalant a des constantes les fonctions (25)
se réduit 4 un systéme linéaire par rapport aux variables p;.

Ce résultat, ainsi que la forme générale des systémes d’équations
simultanées admettant les intégrales de S. Lie, ont été trouvés par
N. Saltykow, en 1905 [81].

28. Relations entre les intégrales complétes de S. Lie et celles de
Lagrange. — S. Lic se contentait de son intégrale compléte, en la
considérant comme suffisante pour l'intégration d’une équation aux
dérivées partielles en question. Mais on est alors dans le méme cas
d’exception de I'ancienne théorie des caractéristiques de Cauchy,
qui était inapte de donner une intégrale compléte de Lagrange dans
des cas pareils a celui de S. Lic.

L’étude des éléments intégraux, qui vient d’'étre développée,
démontre que l'intégrale de S. Lie est comprise, comme cas particulier,
dans un élément intégral de Liouville. Dés lors, on n’a qu’a appliquer
I'une des quatre méthodes indiquées au n* 25, dont les trois derniéres
sont exposées pour I'équation (1), ou la variable z ne figure pas expli-
citement. Il est aisé de donner, dans la méme hypothése, une cin-
quiéme méthode qui est fondée sur les propriétés particuliéres de
I'élément considéré de S. Lie [82]. Cette méthode [83] peut étre
formulée comme il suit :

Le déterminant (7) étant distinct de zéro, supposons que U'on
ait (')

79U 9U 9U U dU , ” 1IN
g, .. -,
(26) D(d%‘:’ dzy’ ()xn—p> <o, D<()P"—P+l IPn—p-+2 ()p,,) #o,

€, Ca ory Copr Capr Caprty ~ovs Gt

(') L’hypothése faite ne diminue point la généralité de nos considérations.
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la fonction U étant définie, dans notre hypothése, par la formule

U = (P(x[, Lay ooy .T"_p, Cl, C:, ey Cll—l) —z?l‘pn_P_’_i,
i=1
ot les valeurs ¢; sont prises dans les équations
(27) Zn—pri= 9i(Z1, X2, - -+, Ta—p;, G, Cy, ..+, Cp—y) (I=1,2, ..., 0),

qui définissent U'élément intégral de S. Lie et o la fonc-
tion CP(.T., Lag oo ny wll—-p, C|, CQ, ey Cn__p 1y Cn_ py = C”_|),‘ est
engendrée par la quadrature

n—p
do =2'A/c dxp,

=1

dont les coefficients sont donnés par les n—p autres équations
de ’¢lément considéré, a savoir :

P
Jo;
plek—ZPn—p+i0;; (k=l7 2y ey n_P)'
=1 -
Cela posé, l'intégrale compléte de Lagrange requise se presente
sous la forme suivante :

3= ¢(&1, Loy «ovy Tn—p, C1y Gy ooty Cnpy, 0y, 85y <00y 0Bp)

g
— N Cimperimt b CI,

i=1

oti les fonctions 6,, 8,, ..., 0, sobtiennent en résolvant, par rap-
port @ G, Cuppiy ...y Cu_y, les équations (27), grace a la
seconde inégalité (26), Gy, Cy, ..., Cup_y, G, G g
C,_,, CV désignant n constantes arbitraires.

*

CHAPITRE VI.

SYSTEME D’EQUATIONS AUX DERIVERS PARTIELLES.

29. Conditions de compatibilité. — L’intégration d'une équation
aux dérivées partielles étudiée revient, comme on le sait, a intégrer
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un systéme d’équations de la méme forme que 1'on obtient de maniére
qu’elles soient compatibles. Par conséquent, le probléme d’intégration
d’un systéme d’équations compatibles présente, en général, d’autant
moins de difficultés qu’il y a plus d’équations dennées.

Il s’agit donc, tout d’abord, de savoir si 's équations d'un sys-
téme que I'on veut étudier sont compatibles ou non.

Pour le faire voir on n’a qu’'a calculer les parenthéses de Poisson
ou bien les crochets de Weiler (si les équations indiquées impliquent
la fonction inconnue clle-méme) des premiers membres des équations
considérées. Si toutes ces derniéres expressions s’annulaient identi-
quement ou cn vertu des équations données, alors, ces, derniéres
étant compatibles, leur systéme est intégrable. Mais s'il arrivait que
cette derniére condition ne fit pas satisfaite, en égalant a zéro les
parenthéses ou les crochets obtenus, on devrait voir si ces nouvelles
équations, étant adjointes au systéme primitif, ne pourraient pas
rendre ce dernier intégrable. ’

Le probléme serait impossible, si le nombre total d’équations
distinctes obtenues surpassait le nombre de toutes les variables, ou
bien si ces deux derniers nombres étant égaux, la valeur qui s’en
déduirait de la fonction inconnue ne, vérifiait. point les équations

- données. '

30. Théorie générale des caractéristiques. — S. Lie avait donné
une extension de la théorie en question pour un systéme d’équations
compatibles [84]. Or, puisqu’il est resté dans '’hypothésc de son
élément intégral qu’il considérait comme général, il était nécessaire
de compléter la théorie de S. Lie afin d'étendre la théorie classique
pour un systéme d’équations.

Considérons donc m équations en involution

(1) Fu(zy, ey ..., xp, 3, Piy P2y -3 Pn) = O (k=1,2, e m),

le déterminant fonctionnel

(2) D(F.,F,, F,,,)
Pus P2y o1 Pm

ne s’annulant pas.
Le plus avantageux est de mettre les équations différentielles des
caractéristiques sous la forme suivante d’équations aux dérivées par-
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tielles [85] :

m
O 0zmsr _ OFs

i——ldpi 0, dPpmir (r=n2, ..., n—‘m);
m r .
o 95 _ Ny IFs
3) { dp; dz; T i dps P
i=1 s=1
< JF; 0 dr
oY __/f_ p_{ _ _l-‘ B )
dp, dm — dx, (s=1,2,...,n);
=1

(h=1,2,...,7m).

Prenons Dl'intégrale générale des caractéristiques, obtenue par
I'intégration du systéme (3), sous la forme suivante :

€] Zimaj= 9i(Z1, Tay + vy T, Ci, Coy ..., Can—amr1)
=1 2; sy —m),
(5) 2 =0(&1, Loy -+.y Tmy C1, Coy ..., Con—ama),
(6) Ps=Ys(Z1, Zay ..., Zm,y Ciy G, ..., C”'"Z"‘“)
(s=1,2, ..., n). ‘

Cela posé, introduisons les fonctions caractéristiques
d n—m d
=% _ c9R
7 Uos= 58 — X ¥ et
k=1
(6=1,2, ..., rn—m,n—m—+IL,n—m~+2, ..., 20 —32m +1).

Il est aisé d’étendre a ces derniépes fonctions les propriétés ana-
logues pour le cas d’une seule équation :

1° L'une au moins des fonctions (7) est toujours différente de
zéro.
2° En supposant le déterminant fonctionnel

s
D( Py Dy veey Pn—m )
Cn-—m+‘; Cn—m+3; ey C!n—2m+[

distinct de zéro, les conditions

(8) UkzZo, Upsr=0

(k=1,2, ..., n—m—+1, r=i1,2, ..., n—m)
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sont non seulement nécessaires, mdis aussi suffisantes pour que
Uintégrale compléte du systéme (1) sobtienne par Uélimination
des constantes

Cn—m+:7 Cn—~m+ﬂ, RS C:n——zm-ﬁ

entre les équations (4) et (5).
3° Introduisons dans Uintégrale (4)-(6), au lieu des constantes
arbitraires Cq, respectivement les valeurs initiales des variables

(9) Zm+1y Zm+2y +-«y Lny By Pins1y -+ Pns

en désignant par Ug la valeur initiale correspondante de la fonc-
tion Us, supposons que les deur quantités U,y et US_,, ., sotent
distinctes de séro, dans le domaine d’intégrabilité du systéme
consideéré (1). On a, abstraction faite des conditions (8), les éga-

lités suivantes :

(10) U __U
U1 U”——m+|
(i=1,2, ..., n—m,n—m—+2, ...,2n—2m—+1).

4° Il existe toujours, dans le domaine considéré, des valeurs
initiales, d’ailleurs arbitraires, des variables (9) quivérifient les
conditions (8) grdce aux relations (10).

On constate aisément les trois cas ou cette derniére propriélé
permet de calculer les intégrales complétes de notre systéme (1). .

31. Eléments intégraux. — La théorie des éléments intégraux faite
pour toutes leurs trois espéces, dans les chapitres précédents, s’étend
aisément aux systémes d’équations aux dérivées partielles avec les
modifications nécessaires. Quant & la théorie générale des caractéris-
tiques du n° 30, elle fournit le moyen de perfectionner les méthodes
classiques d’intégration des systémes d’équations étudices.

Considérons donc, pour fixer les idées, un systéme de m équations
en involution :

(1) pi+~Hy(z\, 2, ..., xp, Pty Pmass -1 Pn) =0 (i=1,2, ..., m).
Supposons que 'ensemble de ces derniéres équations et des équations

(12) Fi( @1, &9y ... Zny Prt1s Pmsay - -5 Pn) = Gk (k=1,2,..., n"'"_)
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forme un élément intégral général, de sorte que l'intégrale de la
différentielle exacte auxiliaire

n—p N4
-
: = ZPA dry —2‘ L n—p+i dpn—p+i
A=1 =1

~est donnée sous la forme
5= U(‘rl) Ly ooy Lp—pg. Pl:—p+", ceey Pny C], Cs_-, Ly Cn_m)—l— C’,
C’ désignant une constante arbitraire, avec

/7 oU JU . JU JU ﬂ‘
(1'3) D(d‘l‘,”.H ’ ().l‘”H_n’ ’ d-l‘n—p’ d]’n—p—l ’ ’ ()P") # 0.

CI, Cﬂy cery Gn—p—my Cn—p—m—f—ly LA Cn—m

Par conséquent, l'intégrale générale du systéme canonique aux
différentielles totales correspondant au systéme en involution (11) se
présente de la maniére suivante :

_Ju , ____dy
pPr dIL, Ta—pRl = dpn—p+i
(k=m+1,m—~+2, ..., n—g; 1=1,2, ..., p)
. i
dy—zC} (s=1,2, ..., n—m),

dC,

C, désignant n — m nouvelles constantes arbitraires.

Si I'élément intégral (11)-(12) offre des difficuliés pour étre consi-
déré comme régulier, du point de vue pratique ou théorique, on n’a
qu’a appliquer la théorie des caractéristiques, en prenant pour base
'intégrale générale que 'on vient d’écrire.

. On en tire l'intégrale générale des caractéristiques du systéme
donné (11), sous fa forme

(14) Lipr = ?/-(-l'l, Tay ooy Ly Cy, C:- ey Cu—m,v C’n C"gv LX) C’n—m)
(r=1,2, ..., n—m), )
N . \ . .
(13) z2=9(x, Zay «oos Tyy G, Coy oty Gy, G, Gy, .ol Ghl) + G,
Ps= ‘!‘s(xly, Zay «ovy Ty Giy Cay oovy Cpmy G, Gy oeny Gllp)

(s=1,2, ..., 0),

C désignant une nouvelle constante arbitraire.
Si I'on veut, on introduira les valeurs initiales des variables, au
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lieu des constantes arbitraires dans ces derniéres formules. L’élimi-

nation va nous donner I'intégrale compléte du systéme (11), d’aprés
les régles du numéro précédent.

Mais, en profitant, d’un autre point de vue, des propriétés cano-
niques des constantes G, et C;, on a les théorémes suivants [83] :

I. Lintégrale compléte du systéme (11) sobtient, en éliminant
les valeurs G, des équations (14) et (15), s'il existe la condition

D( P1, (Pg, PN ?éll—m )#0
l! .. n—-m

I. L'intégrale compléte du systéme (11) s’obtient en éliminant
les valeurs C; des équations (14) et (15), si

I P v e Pnm
D(c,. Coy ol cn_m> # 0

a condition que la constante Csoit remplacée, dans l'équation (15),

par la formule

C=0C"— 2 CCl,

K=l
C’ désignant une nouvelle constante arbitraire.

III. Silon a\ la condition

’

D( P1y Cp., seoy Pus Pptts oo o5 Pu—m );éo
1 27 .. Cp., C].H-l; CERR ] C'n——m ’

W étant un nombre entier quelconque, compris entre les limites 1
et n — m, substituons a G dans la formule (15) 'expression

n—m—p<

= Q" — 2 CP"H c[.l,+1,

i=1

C” étant une nouvelle constante arbitraire.
L’intégrale complete du systéme (11) s'obtient, dans l’hypothése
Jaite, par U’élimination des n — m valeurs

C’I’ ’2’ (RS C[M Cp.+l; RS Cn—m

entre les équations (14) et (15).

MEMORIAL DES SC. MATH, — Ne¢ 50,
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IV. Si l'élément intégral (11)-(12) est irrégulier (de S. Lie),
supposons que U'hypothése faite sur le déterminant (13) entraine
les deux conditions

aU U JU dU , U
, y ey —— ey —
(16) D<0-L‘m+1 0% 2 0Zn—p o, D 0P n—p+1 9pn #0,
4

Cl) CE; ceey Cn——m— Cn—m—p+l, crey Cn—m

la fonction U étant définie par la formule

¢
-
U= p(21, %o, - -+, Tn—p, G1, Cg; ..., Cp—mp) —2‘ Qi Pr—p-+is

i=1

ot les valeurs g; sont tirées des équations
(17) Tn—p+i= 9:(21, X, .ty @n—py C1, Cay .y Coem) (i=1,2, ..o, 0)

qui définissent U'élément intégral de S. Lie; quant a la fonction
cp(zl,.x,, ceny xn_p, Cl, Cg, ey C;:——m—p, Cn—m—p+l, ceey Cn+m),

elle est engendrée par la quadrature

n—p
dy = ¥ Axdzy,
k=1 :

dont les coefficients sont donnés par les autres n—p, équations
de U'élément considéré, a savoir :

P
9
Pk= Ak—zpn——p+i d_.:‘;;
i=1
)
(k=1,2, ..., n—p).

Cela étant, Uintégrale compléte cherchée est représentée par
la formule

5 =9(Z1, T,y .-+ Tn—py C1, Co, « .y Crem—p, 01, 05, ..., Bp)

p
—z Cr—m—p+if:+ C~,

i=1

ou les fonctions 0y, 63, ..., 0, s'obtiennent en résolvant les équa-
tions (17) par rapport & Co_p_gp1y Coppiay < -+, C,_ny grace a
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la seconde inégalité (16), et C,, G, ..,, Cromps Coomeprty - vy
7 3 o . .
C,_,., GV désignant n — m 1 constantes arbitraires.

32. Réduction 4 une équation. — S. Lie avait donné une méthode
de réduction d’un systéme d’équations, a une équation [86], 11 fallait
cependant la rendre générale, en I'affranchissant de I'idée limitative
qui s’y était introduite avec I'élément intégral de S. Lie. Le probléme
revient au fond & appliquer la transformation de A. Mayer (voir p. 13)
du systéme correspondant d’équations aux différentielles totales
[voir le systéme (36) du Chapitre IV] en celui aux différentielles
ordinaires. La correction nécessaire avait été faite par A. Mayer [87]
et G. Morera [88]. Cela étant, I'idée de S. Lie s’applique a I'intégra-
tion d’une équation ou d’un systéme d’équations de la maniére sui-
vante : chaque couple d’équations ou systéme de plusieurs équations
obtenues, au cours des calculs d’intégration, est immédiatement
remplacé par une équation unique!

33. Méthode de Korkine. — Cette méthode, publiée en 1867, est
bien importante sous plusieurs rapports [89]. L’auteur lavait
inventée pour résoudre des questions spéciales qui exigent de trouver
certaines intégrales et les conditions de leur existence [90]. La
méthode considérée permet donc d’établir simultanément la compa-
tibilité des équations données et leurs intégrales correspondantes.

Enfin,la méthode de Korkine représente un modeéle classique d’usage
des Lransformations tangentielles restreintes [89,] (Chap. XII).

34. Introduction des transformations tangentielles. — Les trans-
formations en question ont été, depuis Euler, continuellement appli-
quées avec succés pour intégrer les équations différentielles. Jacobi
et S. Lie, en développant leur théorie, ont démontré 'existence des
transformations tangentielles (de contact) de différentes classes, cor-
respondant aux nombres distincts des relations qui relient les
anciennes et nouvelles variables indépendantes.

C’est dans cette théorie que les notions de S. Lie (voir n° 32)
jouent un role important. Elles permettent d’établit d’une maniére
immédiate, les formules fondamentales de la théorie [91].

Mais, d’autre part, on se heurte a des difficultés inattendues, vu
P'impossibilité de prévoir la classe qui s’obtiendrait au moyen de la

5,
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transformation inverse des variables dans une intégrale obtenue [92].

Le

fait constaté explique I’échec subi par la méthode ancienne de

perfectionnement, dont il a été question antérieurement [76].
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