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INTÉGRATION QUALITATIVE 

DES 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
Par M. Michel PETROVITCH, 

Professeur à l'Université de Belgrade. 

INTRODUCTION. 

Dans la grande généralité de cas on ne peut intégrer les équations 
différentielles en termes finis, à l'aide des fonctions déjà connues, par^ 
exemple à l'aide de combinaisons connues de fonctions élémentaires, 
ou à l'aide de fonctions définies par les quadratures portant sur de 
telles fonctions. Si Ton voulait se restreindre aux cas où une telle inté­
gration serait possible, le champ de recherches sur les équations diffé­
rentielles serait très limité et l'immense majorité des problèmes qui se 
présentent dans les applications se trouverait condamnée à rester 
pour toujours en dehors du domaine de nos investigations. 

« Il est donc nécessaire d'étudier les fonctions définies par les 
équations différentielles en elles-mêmes et sans chercher à les ramener 
à des fonctions plus simples, ainsi qu'on a fait pour les fonctions 
algébriques qu'on avait cherché à ramener à des radicaux et qu'on 
étudie maintenant directement, ainsi qu'on a fait pour les intégrales 
de différentielles algébriques, qu'on s'est efforcé longtemps d'exprimer 
en termes finis ». (H. Poincaré.) 

Dans la théorie des équations différentielles on a déjà fait un pas 
dans cette voie en étudiant directement l'intégrale au voisinage d'un 
point du plan. Mais dans ces recherches, d'une part, où l'on s'est 
placé au point de vue de la théorie générale des fonctions, une égale 
importance se rattache au réel et à l'imaginaire; d'autre part, on se 
borne à l'étude de l'intégrale au voisinage d'un point considéré. Or, 
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2 MICHEL PETROVITCH. 

dans une foule de questions importantes d'Analyse, de Géométrie, 
de Mécanique, de Physique, etc., il importe essentiellement de con­
naître l'intégrale dans le champ réel. Cette étude comporte alors 
deux parties : 

i° Partie qualitative ou l'étude de l'allure générale de la courbe 
intégrale et la délimitation d'une région du plan comprenant la courbe 
passant par un point donné, en partie ou dans toute sa longueur; 

2° Partie quantitative ou calcul numérique de l'ordonnée de la 
courbe correspondant à l'abscisse donnée. 

C'est naturellement par la partie qualitative qu'on doit aborder 
l'étude de la courbe intégrale dans le champ réel. En somme, cette 
étude se ramène à celle de la forme de la courbe. On cherche à cons­
truire cette courbe, c'est-à-dire on cherche ses branches fermées, ses 
branches infinies, ses asymptotes, les points d'intersection avec les 
axes des coordonnées, ou bien avec des droites ou des courbes fixes; 
les régions du plan où la courbe devient imaginaire; on examine si la 
courbe est oscillante, ou bien constamment croissante ou décroissante 
dans une région (R) du plan; si les oscillations sont amorties ou crois­
santes; on détermine le nombre et la position des zéros, des maxima 
et des minima, des points singuliers dans une région (R ) ; la fréquence 
des oscillations, la rapidité de leur amortissement, etc. On cherche 
également à encadrer la courbe intégrale en partie ou dans toute sa 
longueur; le problème se ramène à celui de trouver deux courbes fixes 
entre lesquelles se trouve compris l'arc de la courbe intégrale lorsque 
l'abscisse ou l'ordonnée varient entre les limites données. 

11 est d'ailleurs manifeste qu'une telle étude qualitative, suffisam­
ment avancée, est de la plus grande utilité pour la détermination quan­
titative même de la courbe intégrale. D'abord, elle facilite la détermi­
nation exacte d'un certain nombre de points de la courbe. Par cela 
même elle facilite aussi le calcul numérique de l'intégrale, car l'on 
connaît déjà des séries convergentes qui représentent l'intégrale dans 
une région du plan, et la principale difficulté qui se présente à l'exten­
sion du calcul numérique en dehors de cette région, est de trouver un 
guide facilitant le passage d'une région où la fonction est représentée 
par une série, à une autre région où elle s'exprime par une série diffé­
rente. Les considérations de ce genre ont effectivement guidé 
H. Poincaré dans ces profondes recherches relatives au calcul numé-
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rique des intégrales des équations différentielles à l'aide des séries. 
Mais l'étude qualitative présente aussi, par elle-même, un intérêt 

de premier ordre. En effet, dans les applications, certaines particula­
rités telles que les zéros, les infinis, les maxima et les minima, le carac­
tère oscillant, les asymptotes de la courbe qui représentent l'allure 
d'un phénomène mécanique, physique, etc. , est souvent ce qu'il 
importe le plus de connaître. Dans le problème de trois corps, par 
exemple, il importe de savoir si l'un des corps restera toujours dans 
une certaine région du ciel ou bien s'il pourra s'éloigner indéfiniment; 
si la distance de deux corp^ augmentera ou diminuera à l'infini, ou 
bien si elle restera comprise entre certaines limites fixes. Dans la 
question de l'invariabilité des éléments des planètes, faire voir que le 
grand axe n'a pas de variations séculaires, c'est montrer qu'il oscille 
entre certaines limites. Dans l'élude de la décharge des conducteurs à 
capacité, résistance et coefficient de self-induction constants ou 
variables, il importe en premier lieu de savoir si la décharge est con­
tinue ou oscillante, de connaître la fréquence des oscillations et le sens 
dans lequel celle-ci change lorsque ces facteurs varient d'un phéno­
mène à un autre, ou bien au cours d'un même phénomène. 

Ce sont là des véritables questions de l'analyse qualitative, n'exi­
geant pas la connaissance explicite de l'intégrale des équations aux­
quelles se ramène le problème. L' intégrat ion qualitative des équa­
tions différentielles, fournissant la solution des questions de cette 
nature, offre un vaste champ de recherches qu'il est impossible à 
l'heure actuelle de parcourir dans toute son étendue et qui ne sera 
pas de sitôt épuisé. Nous nous proposons dans cet Ouvrage d'exposer 
sommairement un ensemble de résultats actuellement connus, dans la 
mesure de la place disponible. 

L'exposition comporte quatre Parties^ Dans les deux premières nous 
nous occupons des éléments contribuant à connaître Vallure géné­
rale de la courbe intégrale, fournissant des données pour la construc­
tion de cette courbe en ses grandes lignes. La troisième Parlie-apour 
objet les intégrales oscillantes des équations différentielles dont les 
géomètres se sont particulièrement occupés et dont la théorie contient 
un grand nombre de résultats acquis. Enfin, dans la quatrième Partie 
nous indiquerons divers procédés pour encadrer une portion ou une 
branche de la courbe intégrale, en lui assignant comme limites infé­
rieures et supérieures des courbes connues. 
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PREMIERE PARTIE. 

ALLURE GÉNÉRALE DES COURBES INTÉGRALES. 

CHAPITRE I. 

RECHERCHES DE H. POINCARÉ. 

Dans ses Mémoires fondamentaux « Sur les courbes définies par 
les équations différentielles » Poincaré étudie les intégrales au point 
de vue qualitatif et démontre une suite de résultats à l'aide desquels 
il arrive à déterminer la forme des courbes intégrales. 

Poincaré commence ses recherches par les équations du premier 
ordre et de premier degré. Afin d'éviter les difficultés que présen­
terait l'étude des branches infinies, il remplace le plan de la courbe 
par une sphère et considère directement les projections gnomoniques 
des courbes intégrales sur la sphère. Il aborde ensuite l'étude des 
équations du premier ordre et de degré supérieur où se présentent 
des difficultés nouvelles qui lui fournissent l'occasion de montrer le 
rôle qu'on peut faire jouer à VAnalysis Situs dans ce genre de pro­
blèmes. Enfin, il passe au cas encore plus complexe des équations 
d'ordre supérieur au premier où il lui fallait renoncer à des représen-^ 
tations géométriques qui lui avaient utilement servi dans le cas du 
premier ordre, mais où un grand nombre de résultats trouvés pour le 
premier ordre n'en subsistent pas moins. 

Les résultats principaux de ces recherches seront résumés dans les 
paragraphes suivants. 

1. Équations du premier ordre et de premier degré [71, 73]. — 
Considérons l'équation 
, N dx dy 
(i) x = T ' 

X et Y désignant des polynômes en x, y.> Le point (#, y) sera consi­
déré, non pas comme point dont l'abscisse et l'ordonnée dans un 
plan sont x ely^ mais comme projection gnomonique de ce point sur 
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la sphère. Enjoignant un point du plan P des courbes intégrales au 
centre de la sphère, on a une droite qui rencontre la sphère en deux 
points. En supposant la sphère partagée en deux hémisphères par 
un plan diamétral II parallèle au plan des courbes, l'un de ces points 
sera situé dans le premier hémisphère, l'autre dans le second. Les 
points à l'infini du plan P correspondront à la circonférence E, inter­
section de la sphère et du plan II; cette circonférence est appelée 
Véquateur. 

Par tout point (a , (3) de la sphère, sauf pour certains points singu­
liers, passe une courbe intégrale (ou caractéristique) et une seule. 
On le voit directement sur le développement de y en série ordonnée 
suivant les puissances de x — a se réduisant à y = (3 pour x = a. j 

Mais pour certains points spéciaux (a , (3) (points singuliers) le 
développement de y au voisinage de ce point affecte d'autres formes 
dépendant de la nature analytique.du point (a , (3) qui se laisse recon­
naître directement sur les polynômes X et Y. La considération de ces 
formes de développement conduit, par les méthodes classiques, à dis­
cerner quatre sortes de points singuliers (sans parler de singularités 
de nature plus complexe qui ne se présentent que dans certains cas 
très particuliers et qui peuvent être regardées comme composées de 
plusieurs points singuliers simples confondus). Poincaré a donné à 
ces quatre sortes les noms suivants : 

i° Les cols, par lesquels passent deux courbes intégrales et deux 
seulement. Ainsi, l'intégrale générale de 

dx dy 
— = ÎL. étant xy = const., 
x y J 

les seules caractéristiques qui passent par le point x = o, y = o sont 
les deux grands cercles x = o, y = o; ce point est un col. 

a0 Les nœuds, où viennent se croiser une infinité de courbes inté­
grales. Ainsi, l'intégrale de 

dx dy , y 
— = -^- étant ^- = const. 
x iy x2 

représente dans le plan une série de paraboles ayant même axe 
et ayant leur sommet à l'origine; sur la sphère, cette même équation 
représentera les intersections de la sphère avec les cônes qui ont 
le centre de la sphère pour sommet et ces paraboles pour bases. 
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Toutes ces intersections passent par le point x = o, v = o qui est 
un nœud. 

3° Les foyers, autour desquels ces courbes tournent en s'en rap­
prochant sans cesse à la façon d'une spirale logarithmique. Ainsi, 
l'équation 

dx _ dy 
x—y ~ x-v-y 

a comme intégrales les courbes ayant pour équation polaire 

p2 e—26= eonst. ; 

ceci représente dans le plan des spirales logarithmiques et par consé­
quent, sur la sphère, des spirales sphériques; le point x = o, y = o 
est un foyer. 

4° Les centres, autour desquels ces courbes se présentent sous la 
forme de cycles fermés, s'enveloppent mutuellement en enveloppant 
le centre. L'équation, par exemple, 

dx _ dy 
~y "~—T 

a pour intégrale générale la famille des cercles concentriques et x = o, 
y = o est un centre (on ne rencontre, d'ailleurs, les centres que dans 
des cas très particuliers). 

Envisageons l'équation 

/ x dx dy 
(o) = ^ , 
v "' ax H- by - i - . . . a'x -\- b'y -+-..". 
les termes non écrits étant de degrés supérieurs au premier. La nature 
du point singulier x = or y = o dépend essentiellement des racines À, 
•et Aa de l'équation 

a — X b I 
a' b'-xr°' (3) 

En nous bornant au cas général, c'est à-dire sans supposer des 
relations particulières entre les coefficients, il y a trois cas à 
distinguer : 

i° >| et A2 sont réels et de même signe : l'origine est un nœud; 
2° "k{ et Aa sont réels et de signes contraires : l'origine est un col; 
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3° A, et Ai sont imaginaires conjuguées : l'origine est un foyer. Le 
seul cas d'exception est celui où A, et A2 sont égaux et de signes con­
traires : c'est alors un centre. 

Après la discussion de ces diverses espèces de points singuliers, 
Poincaré en étudie la distribution sur la sphère et dans le plan. Il 
montre qu'il y en a toujours (à distance finie ou infinie) et trouve 
une relation simple entre le nombre des cols, des nœuds et des foyers : 
le nombre total des nœuds et des foyers est égal au nombre total des 
cols plus 2. Le nombre total des points singuliers est toujours un 
multiple de 4 plus 2; si ce nombre se réduit à 2, ces points sont des 
nœuds et des foyers; ils sont toujours des nœuds s'ils sont surl'équa-
teur. Sur la courbe X = o, les cols ou les nœuds, et foyers se suc­
cèdent alternativement. 

L'étude approfondie des points singuliers permet d'aborder la ques­
tion des formes géométriques que peuvent affecter les caractéristiques 
sur toute la sphère. 

Une première considération, d'une grande importance, est celle 
du nombre des points où un arc d'une courbe donnée touche une 
caractéristique, c'est-à-dire du nombre de contacts de cet arc. En étu­
diant les contacts que peut avoir une courbe algébrique donnée avec 
les courbes intégrales de ( i) , Poincaré constate que, dans un très 
grand nombre de cas, il existe des branches de courbes fermées qui 
ne touchent en aucun point aucune des courbes intégrales. Il les a 
appelées cycles sans contact [71]. Une courbe intégrale ne peut 
rencontrer un pareil cycle en plus d'un point. Si donc on imagine 
un point mobile décrivant une courbe intégrale, dès qu'il sera sorti 
d'un cycle sans contact, il n'y pourra plus entrer. 

Outre ces cycles, il y a un autre genre de courbes fermées qui joue 
aussi un rôle important dans la théorie de Poincaré : ce sont les cycles 
limites. Ce sont les courbes fermées qui satisfont à l'équation (1) et 
dont les autres courbes intégrales se rapprochent asymptotiquement 
sans jamais les atteindre. Elles sont, en général, des courbes trans­
cendantes difficiles à tracer exactement. Mais on peut souvent tracer 
deux courbes algébriques fermées, concentriques l'une à l'autre, 
déterminant une sorte d'anneau, la région annulaire et l'extérieur de 
l'anneau. Si l'on arrive à démontrer que le cycle limite se trouve dans 
la région annulaire, on sera certain que, si le point mobile de tout à 
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l'heure est à l'intérieur de l'anneau, il ne pourra jamais passer à l'ex­
térieur de l'anneau. 

Poincaré indique ensuite qu'on peut, dans tous les cas, sillonner le 
plan par une infinité de courbes fermées, s'enveloppant mutuellement 
et rappelant par leur forme et leur disposition les courbes de niveau 
d'un plan topographique. Parmi ces courbes fermées, les unes sont 
des cycles sans contact, les autres sont des cycles limites. A part ces 
cycles limites, les courbes intégrales de ( i ) sont des spirales se rappro­
chant asymptotiquement des points singuliers et des cycles limitas. 

Le nombre des cycles limites est toujours fini, sauf dans certains 
cas exceptionnels. Poincaré indique un procédé général pour déter­
miner ce nombre et pour tracer des régions annulaires dans lesquelles 
se trouve un cycle limite, et un seul. 

Un cas particulier remarquable, qui ne se présente que très excep­
tionnellement, est celui où toutes les courbes intégrales sont des 
courbes fermées qui s'enveloppent mutuellement à la façon des courbes 
de niveau d'un plan topographique. C'est là le seul cas où l'on ne 
puisse pas sillonner le plan de cycles sans contact [ 7 1 ] . Pour qu'il se 
présente, il faut une infinité de conditions. Mais le plus souvent il 
est facile de reconnaître si elles sont remplies. Dans certains cas on 
démontre a priori qu'elles doivent être toutes satisfaites, et, en par­
ticulier, quand on a 

ÔX àY 
dx dy 

2. Équations du premier ordre et de degré supérieur [71 , 7 3 ] . — 
Pour étudier l'équation 

(4) * ( , , , , ^ ) = 0, 

on peut poser 

où X et Y sont fonctions de x et y. Regardant alors x et y comme 
coordonnées d'un point mobile, t comme le temps, on a à rechercher 
quel est le mouvement d'un point dont on donne la vitesse en fonc­
tion de ces coordonnées. Considérons les cinq équations qui suivent 
et qui donnent des exemples de ce qui se passe dans le cas général. 
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i° Le système ( 5 ) étant de la forme 

dx _ dy _ 
Tt-~~y' Tt-X> 

les trajectoires sont des courbes fermées : ce sont les cercles concen­
triques décrits autour de l'origine. 

2° Soient, en coordonnées polaires, 

h étant une constante. En coordonnées rectangulaires x et y ce serait 
un système ( 5 ) où X et Y seraient fonctions algébriques de x ely. 

Si h est commensurable avec 2 7r, les trajectoires, définies par 
l'équation 

P = , + s i n ( | + c ) , 

sont des courbes fermées. S'il n'en est pas ainsi, soit M un point de 
la trajectoire, occupé en un instant par le point mobile. Celui-ci par­
tant de M ne pourra jamais revenir en ce point, mais il reviendra en 
des points infiniment voisins de M. En second lieu, le point M restera 
toujours à l'intérieur de la couronne limitée par les deux cercles p= i 
et p = 3 , mais sa trajectoire remplira entièrement cette couronne sans 
laisser de lacune. 

3° Soient, en coordonnées polaires, 

dp _ , </6 _ _i 
dt - I + p"> dt ~~ h 

ou, en coordonnées rectangulaires, 

dx _ i -h x1 H- y'1 y dy _ i -f- x- -h y- x 
dt ~~ v/^2_+_yi h* dt ~~ yjx*+-y* ^ &' 

Les trajectoires sont les courbes 

p = tang(Aie-t-G). 

Ici encore, si h est incommensurable avec 277, le poinl mobile ne 
peut jamais revenir à son point de départ, mais il peut revenir en des 
points infiniment voisins. La différence avec le cas précédent, c'est 
que le point mobile n'est plus assujetti à rester dans une région du 
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plan, et que c'est le plan tout entier que la trajectoire remplit sans 
lacune. 

4° Le système 
dx dy 

admet comme trajectoire les spirales logarithmiques 

P = G «'«». 

Si, autour du point de départ M du point mobile, on décrit un 
cercle de rayon suffisamment petit, le point mobile, après avoir sorti 
de ce cercle, ne pourra jamais y rentrer. Les cercles p = const. sont, 
pour les trajectoires, des cycles sans contact. De plus, tout le plan est 
sillonné par ces cycles, sans qu'il y ait des cycles limites. 

5° Considérons le système (5) correspondant à l'équation en coor­
données polaires 

â=(p-o(p-»> 

et donnant pour trajectoires les courbes 

_ c g6— 2 

Les cercles p = const. sont -encore des cycles sans contact, excepté 
les cercles p = i et p = 2 qui sont des cycles limites. Le point 
mobile, après être sorti d'un cercle suffisamment petit décrit autour 
du point de départ, ne pourra plus y entrer. Si le point de départ est 
à l'intérieur de la couronne limitée par les deux cercles p = 1 
et p = 2, le point mobile restera toujours à l'intérieur de cette cou­
ronne. 

Nous pouvons maintenant, en nous référant à ces exemples, 
donner une définition précise de ce que Poincaré entend par stabilité 
et instabilité des trajectoires. On dira que la trajectoire d'un point 
mobile est stable, lorsque, décrivant autour du point de départ un 
cercle ou une sphère de rayon r, le point mobile, après être sorti de 
ce cercle ou de cette sphère, y rentrera une infinité de fois, et cela, 
quelque petit que soit r. G'est ce qui arrive dans les trois premiers 
exemples. L<* trajectoire sera instable si, après être sortie de ce 
cercle ou de cette sphère, le point mobile n'y rentre plus. C'est ce 
qui arrive dans les deux derniers exemples. 
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Ceci étant pour étudier plus facilement l'équation 

(6) v(X,y,%)=o 

( F désignant un polynôme en x, y, -*-}* Poincaré introduit trou 

variables £, YJ, Ç de telle façon que x, y -^- soient des fonctions ration­
nelles de \, n, K, et il considère ces trois variables comme les coor­
données d'un point dans l'espace. L'équation (6) signifie alors que 
ce point est situé sur une certaine surface algébrique. Choisissons 
ces nouvelles variables de telle façon que cette surface n'ait pas de 
nappes infinies et se réduise à un certain nombre de nappes fermées. 
Envisageons en particulier une de ces nappes, que nous appelle­
rons S. Grâce aux conventions faites, par chaque point non singulier 
de S passera une courbe intégrale de (6) et une seule. Quant aux 
points singuliers, ils se subdivisent en cols, en foyers, en nœuds et 
en centres définis précédemment. 

Une notion qui joue ici un rôle capital, c'est le genre de S. On 
dira que cette nappe est de genre o, si elle est convexe à la façon 
d'une sphère; de genre i, si elle présente un trou à la façon d'un 
tore; de genre 2, si elle présente deux trous, etc. Poincaré démontre 
une relation simple entre le genre de la nappe et le nombre des cols, 
des foyers et des nœuds qui s'y trouvent. La nappe S est sillonnée 
diune infinité de courbes fermées, qui sont des cycles sans contact 
ou des cycles limites; il y a toutefois une différence essentielle entre 
le cas des équations (6) de premier degré et celui de degré supérieur. 
Supposons, par exemple, que S soit un tore et qu'un cercle méridien 
de ce tore soit un cycle sans contact; contrairement à ce qui se passe 
dans le cas du premier degré, rien ne s'oppose à ce qu'une courbe 
fermée, intégrale de (6), vienne couper ce cercle en plusieurs points 
et même en une infinité de points. Si cela arrive et qu'un point 
mobile décrive cette courbe en partant d'une position initiale donnée, 
il finira toujours par revenir dans une position aussi voisine qu'on le 
voudra de cette position initiale. Le point décrira ainsi une trajec­
toire stable. Ainsi, la stabilité qui, dans le cas du premier ordre, ne 
se présente que dans des cas très particuliers, n'est plus une excep­
tion quand il s'agit d'équations du degré supérieur. 

3. Équations d'ordre supérieur [71, 72], — Considérons l'équa-
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tion du second ordre écrite sous la forme du système 

, . dx dy dz 
(7) x = T = T ' 

X, Y, Z désignant des polynômes en x, y, z et.les variables étant 
regardées comme les coordonnées d'un point dans l'espace. Par 
chaque point de l'espace passe une courbe intégrale de (7) et une 
seule, si toutefois on excepte les points singuliers, c'est-à-dire les 
points d'intersection des trois surfaces X = o, Y = o, Z = o. Poin­
caré montre qu'il y a quatre sortes de tels points (sans parler des 
points singuliers qui ne se rencontrent que très exceptionnellement, 
par exemple les centres : 

i° Les nœuds, où viennent converger toutes celles des courbes 
intégrales de (7) qui passent assez près du point singulier; 

20 Les cols, où viennent converger une infinité de ces courbes 
dont l'ensemble forme une surface et où passe, en outre, une autre 
courbe satisfaisant à l'équation (7) et non située sur cette surface; 

3° Les foyers, où passe une courbe intégrale et une seule, pendant 
que les autres courbes se rapprochent asymptotiquement du point 
singulier à la façon des spirales ; 

4° Les cols-foyers, par lesquels passe une courbe intégrale et 
une seule, pendant qu'une infinité d'autres, dont l'ensemble forme 
une surface, se rapprochent asymptotiquement du point singulier. 

Un assez grand nombre de propriétés des équations du premier 
ordre s'étendent à celles du second. Les surfaces sans contact sont 
tout à fait analogues aux cycles sans contact. Mais, dans le cas du 
premier ordre, c'est l'étude des points singuliers qui fait connaître 
les principales propriétés des courbes intégrales de l'équation; au 
contraire, la théorie des points singuliers des équations du second 
ordre ne saurait suffire à elle seule pour faire pénétrer assez profon­
dément dans la connaissance de leurs courbes intégrales. Il faut 
introduire, en outre, une notion nouvelle qui joue, dans une certaine 
mesure, le même rôle que les points singuliers. Soient C0 une courbe 
fermé quelconque satisfaisant à (7), et D un domaine comprenant 
tous les points suffisamment voisins de C0 ; on peut étudier la forme 
et la disposition générale des courbes intégrales de (7) à l'intérieur 
de ce domaine. On reconnaît ainsi, indépendamment d'un grand 
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nombre de cas moins importants, quatre cas principaux, qui sont les 
suivants : 

i° On peut faire passer par la courbe C0 deux surfaces que l'on 
peut sillonner par une infinité de courbes intégrales de ( 7 ) . Les 
autres courbes intégrales, après être entrées dans le domaine D et 
s'être rapprochées de C0 , s'en éloignent ensuite et finissent par sortir 
du domaine. 

2° On peut construire une surface S présentant une forme annu­
laire analogue à celle du tore, et à l'intérieur de laquelle se trouve la 
courbe C0 . De plus, cette surface S n'est tangente en aucun point, 
à aucune des courbes intégrales : c'est une surface sans contact. Un 
point mobile décrivant une courbe intégrale, dès qu'il sera sorti de 
la surface S, n'y pourra plus entrer; on a donc l'instabilité qui semble 
être ici le cas général. 

3° On peut construire une surface S analogue à celle du cas 2 0 ; 
mais elle ne sera pas une surface sans contact, elle sera au contraire 
sillonnée par une infinité de courbes intégrales. Alors, si le point 
mobile est situé sur la surface S, il y restera toujours; de plus, 
s'il part d'une position initiale quelconque, il finira toujours par 
revenir aussi près que l'on veut de cette position. Sa trajectoire est 
donc stable. 

4° Dans le quatrième cas, le point mobile peut aller aussi près que 
Ton veut d'un point quelconque du domaine D , et, s'il part d'une 
position initiale donnée, il finira toujours par revenir aussi près que 
l'on veut de cette position. Dans ce sens il y a donc stabilité. 

Les méthodes de Poincaré ne permettent pas de distinguer le cas 3° 
du cas 4°Î ni, dans ce dernier, de trouver des limites entre lesquelles 
les coordonnées du point mobile restent comprises. Poincaré insiste 
sur l'intérêt qu'il y aurait de combler cette lacune. 

Les cas 3° et 4° ne se présentent que si X, Y, Z satisfont à une 
infinité de conditions, de sorte qu'ils semblent d'abord très excep­
tionnels. Poincaré démontre qu'ils se présentent toujours si le dernier 
multiplicateur M, défini par l'équation 

d(MX) d(MY) d(MZ) 
dx dy dz 

est uniforme et positif dans le domaine considéré. 
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Pour étendre les résultats précédents aux équations d'ordre supé­
rieur au second, il faut renoncer à la représentation géométrique 
commode dans ce dernier cas, à moins d'empIo\er le langage de la 
géométrie à n dimensions. Les résultats n'en subsistent pas moins, et 
l'on retrouve le* quatre cas indiqués plus haut. Ce qu'il j a de remar­
quable, c'est que les cas 3° et 4°, c'est-à-dire ceux qui correspondent 
à la stabilité, se rencontrent précisément dans les équations générales 
de la Dynamique. 

CHAPITRE II. 

ÉTUDE DES COURBES INTÉGRALES DANS LE VOISINAGE D'CN POINT SINGULIER. 

4. Recherches de M. J. Bendixson [I, 2 ] . — M. Rendixson 
prouve que les théorèmes les plus importants de Poincaré, Telatifs à 
l'équation 

( 8 ) X = T ' 

s'étendent au cas où X et Y sont des fonctions quelconques, continues 
dans une région A du plan xOy, ainsi que leurs dérivées prises par 
rapport à x ely. 

L'équation étant écrite sous la forme du système 

(9) ?=X, î£=Yf 
v y / dt ' dt ' 

il existe, dans ces conditions, un seul système d'intégrales 

X=f(t—h, XQ, JO), 
(lo> 

( r = <P(* —'o, ^ 0 , / 0 ) , 

prenant, pour t = r0, les valeurs x = x0, y =yQ quand (x0, y0) est 
un point quelconque du plan situé à l'intérieur de A, excepté le cas 
où ce point satisfait à X = o, Y = o. Dans ce cas le point (x0j y*) 
est un point singulier du système (9) . 

Si (x0, y0) n'est pas un point singulier, on peut par les procédés 
du prolongement analytique effectuer une continuation de la courbe 
intégrale définie par (10). II arrive alors ou bien que l'on obtienne des 
développements en série de x et y pour chaque valeur de t, ou bien 
qu'il existe des valeurs de t auxquelles on ne peut pas ainsi parvenir. 
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Soit T la limite supérieure des valeurs de t auxquelles il est possible 
de parvenir pour une courbe intégrale déterminée (10), Envisageons 
une région quelconque A' du plan xOy située à l'intérieur de A. On 
démontre que la courbe intégrale ne peut pas rester à l'intérieur 
de A' quand t tend vers T en croissant depuis t0. 

Supposons maintenant que l'on puisse étendre le prolongement 
pour chaque valeur t > t0 et que la courbe intégrale soit située à 
l'intérieur de A' pour t > t0. Si x et y tendent pour t = oo vers les 
limites finies a et b, le point (a, b) est un point singulier de (9) . 
M. Bendixson étudie la nature des courbes intégrales dans le voi­
sinage dfun point singulier isolé. Celui-ci sera un nœud, col, foyer 
ou centre (au sens de Poincaré), ou bien il sera traversé par deux 
courbes intégrales limitant une région nodale. M. Bendixson désigne 
par ce nom (région nodale appartenant à un point singulier P) une 
région du plan xOy où toutes les courbes intégrales aboutissent à P. 
Une région nodale est fermée si toutes les courbes intégrales sont des 
courbes fermées aboutissant à P pour t == + 00 et pour t= — 00; si 
ces courbes n'aboutissent à P que pour t=-{-oo (ou t = — 00), la 
région nodale est dite ouverte. 

Une autre notion importante pour l'étude des courbes intégrales 
dans le voisinage d'un point singulier est la courbe intégrale tra­
versant un point singulier. Soient L et L' deux courbes intégrales 
aboutissant au point singulier P et telles qu'il n'existe pas de courbe 
intégrale aboutissant à P qui soit située entre L et L7. Soient Q un point 
de L, et Q' un point de L'; entourons Q' d'un cercle G' de rayon 
aussi petit que l'on voudra. On démontre qu'il est possible d'en­
tourer Q d'un cercle C de rayon suffisamment petit pour que chaque 
courbe intégrale passant par un point de C, situé entre L et L', tra­
verse la partie de G qui est située entre L et L'. A cause de cette 
propriété on peut ne pas arrêter la courbe L en P, mais regarder Lf 

comme le prolongement de L, c'est-à-dire regarder L etL' comme une 
seule courbe. On dira alors qu'une pareille courbe (LU) traverse le 
point singulier P. L'une des courbes L et L' aboutira à P quand t 
va en croissant, et l'autre quand t va eh décroissant. 

Supposons X et Y holomorphes dans le voisinage de chaque point 
de la région A et qu'elles ne possèdent pas de diviseurs communs; 
chaque point singulier sera un point singulier isolé. Supposons que 
le point x = o, y = o soit le point singulier qu'on se propose 
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d'étudier. On peut toujours, à l'aide d'une substitution linéaire, 
écrire le système (9) sous la forme 

( i l ) ~j7 = Xjn-f-Xjn-M, —TT = Ym H- Y m + 1 , 

où X/w et Ym désignent des polynômes homogènes en x et y d'un 
certain degré m, e tX / M + l , Y m + i étant des séries de puissances ne 
contenant que des termes de degré plus grand que m, convergentes 
par exemple pour | # | < ô , l .^l^o. Supposons en outre que à soit 
suffisamment petit pour que le point x = o, y = o soit le seul point 
singulier du système situé à l'intérieur du cercle C ayant l'origine 
comme centre et à comme rayon. On démontre que le système (11) 
possède au plus 2 m régions nodales fermées appartenant à Vori­
gine. Et aussi : le système (11) possède au plus 2m-h 2 courbes 
intégrales traversant l'origine. Il existe des cas où le nombre des 
courbes intégrales traversant l'origine est égal à 2 m + 2 ; il en est, par 
exemple, ainsi lorsque l'origine est un col. 

Une région nodale fermée appartenant au point singulier P est 
toujours limitée par une courbe intégrale L qui traverse un point 
singulier. On démontre aussi qu'une courbe intégrale, limitant une 
région nodale ouverte appartenant à P, traverse toujours un point 
singulier. Quant à la forme de la courbe intégrale aboutissant à l'ori­
gine, elle sera une spirale se rapprochant indéfiniment de l'origine, 
ou bien elle aura à l'origine une tangente déterminée satisfaisant à 
l'équation 

(12) xYm — yXm = o. 

Dans le cas où le premier membre de (12) s'annule identiquement, 
à chaque demi-droite tirée de l'origine correspond en général une et 
une seule courbe intégrale qui parvient à l'origine de telle manière-
qu'elle y est tangente à cette demi-droite. 

M. Bendixson montre qu'on peut ramener l'étude d'un point sin­
gulier quelconque d'un système (11) à celle de diverses équations de 
la forme 

(i3) xm-^-—ax-\-by-\-y{x,y\ 

cp désignant une série de puissances ne contenant que des termes 
d'un degré > 2, et a étant une constante différente de zéro. 



INTÉGRATION QUALITATIVE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 17 

La manière dont se comportent les courbes intégrales de (i3) dans 
le voisinage de l'origine a été complètement élucidée par MM. Ben­
dixson et Horn [1, 2, 43]. Ils déterminent, par l'application de la 
méthode généralisée de M. Picard, toutes les courbes intégrales passant 
par l'origine. Leur nombre est illimité, sauf le cas où m est impair 
et b < o; dans ce cas, outre l'axe x = o, il n'y a qu'une courbe inté­
grale passant à l'origine à droite de cet axe, et une à gauche de cet 
axe. Dans ce dernier cas ces courbes recouvrent complètement un 
certain voisinage de l'origine; si m est pair, elles sont situées d'un 
même côté de l'axe x = o. 

L'équation 

(i4) xm & = X(a -h . . . ) + J K * + 1 ( & +.-. :) = / ( * , y) (b ^ o) 

a été l'objet de l'étude qualitative approfondie de MM. Bendixson 
et Horn. Le nombre des courbes intégrales passant par l'origine et 
leur distribution dans le voisinage de ce point dépendent de la parité 
de m et de q, ainsi que du signe de b, et correspondent à ce qui se 
présente pour l'équation 

xm y = byç+l% 

La méthode qualitative employée n'exige pas que f(oc,y) soit holo-
morphe pour x = o, y = o) elle ne suppose que les conditions de 
Lipschitz, 

S. Autres recherches. — M. E. Picard a complété les recherches 
de Poincaré en plusieurs points, en traitant d'une manière rigoureuse 
les cas où ces recherches avaient laissé des lacunes [70]. 

Ainsi, lorsque les racines Ai et A2 de l'équation quadratique (3) 
sont réelles et de signes contraires, il résulte immédiatement des 
théorèmes de Briot et Bouquet qu'il y a deux courbes intégrales 
passant par l'origine. M. Picard établit que ces courbes sont les 
seules qui passent à l'origine ou s'en rapprochent indéfiniment. 

Dans le cas de l'équation du second degré 

(ax-h-by^-...) ( ^ Y + ( ^ ^ + ^ +---0 2S -^(a^-^b2y-^...) = ot 
dy 

• u\J -r- • • • V 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 48. 
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M. Picard montre que (dans le cas général) toutes les courbes 
intégrales passant par l'origine ou s'en rapprochant indéfiniment 
arrivent en ce point avec une tangente déterminée. Le cas d'exception 
est celui où les coefficients a,, 6,, . . . satisfont à certaines égalités. 
Suivant les circonstances, les courbes intégrales touchent à l'origine 
une droite déterminée, ou bien trois droites différentes. 

Les recherches de M. H. Dulac se rapportent aux diverses circons­
tances qui peuvent se présenter dans la disposition des courbes inté­
grales dans le voisinage d'un point, ainsi qu'au nombre et à la posi­
tion des cycles limites. Les résultats principaux supposent que les 
courbes intégrales soient situées dans une région telle que, dans le 
voisinage de tout point de cette région, X et Y soient holomorphes 
enxeiy[23, 24, 25]. 

M. O. Perron, dans ses recherches sur la forme des courbes inté­
grales dans le voisinage d'un point singulier, a considérablement 
élargi les hypothèses impliquées dans les résultats de Poincaré [59]. 
Pour arriver à ces résultats dans le cas de l'équation 

<ï5) [kx-^ly - + - / 0 , y)] dy = fwa? + /yr + ?(* , y)] dx, 

on suppose que / et cp soient des séries entières en x ety. Mais 
comme il ne s'agit que de la forme des courbes intégrales réelles, on 
conçoit que cette hypothèse est de trop et qu'il serait naturel d'étudier 
l'existence et la forme des courbes intégrales en ne supposant que le 
fait suivant : les valeurs de f et cp sont négligeables par rapport aux 
termes du premier degré. Se plaçant à ce point de vue, M. Perron 
suppose : i° que les fonct ions/et cp pour les points (x, y) suffisam­
ment rapprochés de l'origine (sans compter celui-ci) soient con­
tinue;»; 2° que les deux rapports 

A*, y) e t 9(x,y) 
M - H / l l^l + l r l 

tendent vers zéro pour x = o, y = o ; 3° que les deux rapports 

f(xuy)—Ax*y) e t A*>yi)—A*'yx)à 
#i — x* yi—y* 

?(*ii.r) — i(x*,y) e t < P O , / 0 - 9 ( ^ 7 ¾ ) 
Xi-—x.2 yi—y* 

soient bornés. Il étudie aussi le cas où les conditions suivantes sont 
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remplies : i ° / e t cp sont continues au voisinage de l'origine, ainsi que 
leurs dérivées partielles du premier ordre; 2° il existe un nombre 
positif à tel que le rapport 

à* I Iày 

{ \ x \ + \y\)à 

tend vers zéro pour x = o, y = o. 
La nature du point singuliers = o , y = o dépend des signes de 

(k—n)2-+-^lm, kn — lin, k -h /i, 

efcl'on retrouve les résultats de Poincaré; mais dans le cas où 

(k — n)2H- \ Im < o, k -h n = o 

se présente un type nouveau : il peut y avoir une infinité des courbes 
intégrales fermées, et en même temps des courbes intégrales qui 
tournent indéfiniment autour de l'origine, ayant deux courbes inté­
grales fermées comme lignes asymptotiques. 

Certains résultats de M. Perron, avec des hypothèses aussi larges, 
avaient déjà été trouvés par M. L. E. I. Brouvver dans ses études 
topologiques et géométriques générales, par des méthodes tout à fait 
différentes [11]. 

M. P. Ruhn [50[ a traité l'équation ( i5) en supposant que les 
rapports 

A*>y1 e t ?(g»jo 
&2-t-y2 x*-+-y-

tendent, pour x = o, y = o, vers des limites finies. Il détermine la 
forme des courbes intégrales en les comparant à celles de certaines 
équations majorantes et minorantes. 

M. M. Frommer a donné un procédé géométrique direct pour 
l'étude des courbes intégrales de (i5) dans le voisinage de l'origine^ 
conduisant toujours au but. Le procédé applique une certaine trans­
formation générale à l'équation différentielle et utilise une méthode 
géométrique proposée par Dehn (Méthode der Randsingularitàten). 
Les hypothèses ne sont pas plus resserrées que celles de M. Per­
ron [35]. 
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DEUXIEME PARTIE. 

DIVERS ÉLÉMENTS D'ALLURE DE LA COURBE INTÉGRALE. 

CHAPITRE III. 

CONDITIONS D'INVARIABILITÉ AVEC LES CONSTANTES D1 INTÉGRATION. 

6. Invariabilité des zéros et des infinis de l'intégrale. — Lorsque 
dans l'intégrale générale y d'une équation différentielle on fait varier 
les constantes d'intégration Ci, C2, . . ., les valeurs de x qui annulent 
ou rendent infinie y varient généralement avec ces constantes. Les 
conditions de leur invariabilité ont été l'objet des recherches de 
M. M. Petrovitch qui a donné la solution complète du problème dans 
le cas des équations différentielles algébriques du premier ordre. Les 
conditions se trouvent exprimées par les théorèmes suivants [60] : 

Ecrivons l'équation sous la forme 

(16) 2 / K * , / ) / " " * = < > , 

où les fk sont des polynômes eny à coefficients fonctions quelconques 
de x. 

La condition nécessaire et suffisante pour que les zéros de y ne 
varient pas avec la constante d'intégration est qu'après avoir 
supprimé les facteurs communs aux / A , chaque /*, sauf f\, con­
tient en facteur yii où h>k. Cette condition étant remplie, les zéros 
finis de y coïncident avec les zéros de f0(x, o), ou bien avec les 
infinis des autres fonctions/*(-#, o). 

On peut donner à cette condition une forme géométrique. Ecrivons 
l'équation sous la forme 

(17) y^9i^)ymiy'ni=^ 

où les m,- et nt sont des entiers positifs tels qu'on n'ait pas à la fois 
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mi= m/, n;= nj pour iy^j (les cpt étant des fonctions quelconques 
de x). Formons les 2s nombres entiers positifs 

Mt = rrti -t- nif N* = nt. 

Traçons dans le plan deux axes, ceux des M; et des N/y et marquons 
les points (M/, N,) ayant soin d'inscrire à côté de chacun d'eux son 
index i. Construisons le contour polygonal II concave vers OM, 
fermé par l'axe OM et par deux droites parallèles à ON, et contenant 
dans son intérieur, en ses sommets et sur ces côtés tous les 
points (M!}, N,-). 

Pour que les zéros de y ne varient pas avec la constante d'inté­
gration, il faut et il suffit que le contour VL n'ait aucun côté à 
coefficient angulaire positif. Les zéros coïncident alors avec des 
zéros ou des infinis des cp,. 

Le même contour fournit les conditions d'invariabilité des infinis 
dey : 

Pour que les infinis de y ne varient pas avec la constante 
d'intégration, il faut et il suffit que le contour W n'ait aucun 
côté à coefficient angulaire négatif. Les infinis coïncident alors 
avec les zéros ou des infinis des cp/. 

L'équation étant écrite sous la forme (16), en désignant par v/ le 
'degré défi en y, cette dernière condition devient 

V f — v 0 ^ î ( 1 = 0 , 1 , 2 , . , . , / w ) . 

Ces théorèmes embrassent à la fois les zéros et les infinis réels et 
imaginaires. En les combinant avec des règles élémentaires de la 
théorie des équations algébriques, on arrive à divers résultats concer­
nant les zéros et les infinis réels des courbes intégrales. Ainsi [62] : 

Supposons que le contour II rattaché à F = o n'ait aucun côté à 
coefficient angulaire compris entre o et 1, et désignons par ®(x, y') 
l'ensemble des termes dans F ne contenant pas y. Dans tout inter­
valle réel (a, b), dans lequel la courbe <b(x, y) = o ^a aucune 
branche réelle, les zéros de y sont fixes. 

Il en est de même si, la même condition du contour II étant remplie, 
et l'équation F = o étant de degré pair en y et mise sous la forme (16), 
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tous les/jt(ic, o) ayant les indices d'une certaine parité sont nuls et 
tous les autres, de parité contraire, différents de zéro et de même 
signe lorsque x varie dans l'intervalle (a , b). 

11 en est aussi de même pour les équations 

P(.r, y ) / i + QO, y)y'-h ${x, y) = o 

satisfaisant aux conditions suivantes : i° en désignant par m, n, p les 
plus petits exposants de y dans les polynômes P, Q, S on a p^n^m; 
2° l'intervalle (a , b) est compris dans la région négative de la 
courbe Q'-'— 4PS = o [62]. 

7. Invariabilité d'autres éléments. — Par des changements de 
variables appropriés, en y appliquant les conditions précédemment 
indiquées, on obtient des conditions nécessaires et suffisantes 
pour l'invariabilité d'autres éléments d'allure de la courbe inté­
grale. Tels seraient par exemple : les points d'intersection de y 
avec une courbe C donnée; les dii ections asymptotiques et 
les asymptotes de y\ les maxima, les minima, les points d'in­
flexion, etc. 

Ainsi, le changement x = j ramènerait les conditions d'invariabi­
lité des valeurs asymptotiques de y à celles des zéros de l'équation 
ainsi obtenue. Dans le cas, par exemple, où l'équation donnée est 
algébrique en x, y, y , écrivons l'équation en \ sous la forme 

k—m 

/ f=0 

où les cpt sont des polynômes en £ à coefficients algébriques en x. 
Pour que les valeurs asymptotiques de y soient fixes, il faut et 
il suffit qu'après avoir supprimé les facteurs communs aux cp*, 
chaque cp* (sauf y0) contient en facteur ih oà h>k. Cette condition 
étant remplie, toutes les fois que ces valeurs soit finies et détermi­
nées, elles sont racines de l'équation algébrique cp0(jK? o) = o [61]. 

Dans certains cas où les coefficients de y et y' sont des fonctions 
quelconques, algébriques ou transcendantes, on reconnaît l'invaria­
bilité des valeurs asymptotiques par d'autres procédés. Dans le cas, 
par exemple, de l'équation de Riccati, écrite sous la forme 

y'+y2 - + - / 1 ^ + / 2 = 0, 
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où les fonctions ft et / 2 tendent vers des limites finies et détermi­
nées a\ et a2 pour x tendant vers l'infini par des valeurs positives 
croissantes, on a à distinguer les trois cas suivants [74] : 

i° Si a\ — 4^2 > o, y tend, en général, vers la plus petite de deux 
valeurs 

— - ( « 1 + \'a'\ — i «2 ) et — - ( « i — V ^ i — 4 « 2 ) , 

mais pour une intégrale particulière la limite peut être la plus grande 
de ces deux valeurs. 

2° Si a]— 4 « 2 = o, y tend vers la limite -• 

3° Si cî\—4#2 < o, y ne tend vers aucune limite finie et déter­
minée; toute intégrale y oscille une infinité de fois entre —oo et + oo, 
avec passage brusque de — oo à -f- oo, à la façon de — tangx. 

Envisageons, dans ce même ordre d'idées, le problême : recon­
naître si pour une équation différentielle algébrique du premier 
ordre donnée F = o il existe dans le plan (x,y) des courbes fixes T 
que les courbes intégrales de F = o ne rencontrent qu'en des 
points fixes, et trouver ces courbes dans le cas où elles existent. 
La solution en est fournie par le théorème suivant [65] : 

Soit F = o l'équation donnée, où F est un polynôme irréductible 
en y, y' à coefficients fonctions quelconques de x, et désignons par 
n le plus haut exposant de F par rapport à y'. 

Pour que F = o admette des courbes T, il faut et il suffit que 
toutes les équations 

ày"h dy'ni 

(où m, et ni sont les entiers positifs tels que m / + « ; < n) aient au 
moins une solution commune. Siy— u(x) est une telle solution, 
elle représentera une courbe T cherchée. Les points de rencontre 
de cette courbe avec les courbes intégrales de F == o ne peuvent être 
que : i° soit les infinis des coefficients de F = o; 2° soit les zéros de 
/ [ # , u(x)], oùf(x, y) désigne le coefficient de yfn dans F. 

D'ailleurs, l'existence des courbes T pour une équation différen­
tielle donnée en facilite considérablement l'étude des courbes inté­
grales. Dans certains cas elle simplifie la détermination des intégrales 
particulières d'une nature analytique donnée. Toute équation algé-
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brique du premier ordre à points critiques fixes, admettant des 
courbes T, s'intègre soit algébriquement, soit par .une du deux 
quadratures [65]. 

Il y a lieu de remarquer que les conditions précédentes d'invaria­
bilité des éléments d'allure ne s'étendent pas aux équations algé­
briques d'ordre supérieur. La raison principale en est dans le fait 
que pour ces équations les singularités transcendantes de l'intégrale 
peuvent varier avec les constantes d'intégration; l'intégrale, ainsi que 
ses dérivées, peuvent être indéterminées pour les valeurs quelconques 
de x, ce qui n'arrive pas dans le cas du premier ordre. 

CHAPITRE IV. 

ÉLÉMENTS VARIANT AVEC LES CONSTANTES D'INTÉGRATION. 

8. Équations du premier ordre. — Si les conditions d'invariabilité, 
indiquées dans ce qui précède, ne sont pas remplies, les éléments 
correspondants de la courbe intégrale varient avec la constante d'in­
tégration. 

Ainsi, pour que les zéros de l'intégrale y de F = o varient avec 
la constante, il faut et il suffit que le contour II rattaché à F ait 
au moins un côté à coefficient angulaire positif. La valeur de ce' 
coefficient représente alors l'ordre d'un zéro mobile, et à chaque côté 
du contour à coefficient angulaire positif correspond un tel zéro 
d'ordre égal à ce coefficient. 

De même, pour que les infinis de y varient avec la constante, il 
faut et il suffit que le contour II ait au moins un côté à coeffi­
cient angulaire négatif. A chaque côté à coefficient angulaire 
négatif correspond un tel infini d'ordre égal à coefficient [60]. 

On ramène, par le changement de variables, à ces théorèmes le 
cas de variabilité d'autres éléments de la courbe intégrale. 

En combinant ces théorèmes avec des règles élémentaires de la 
théorie des équations algébriques, on arrive à diverses propositions 
sur les zéros et les infinis réels mobiles de la courbe intégrale^ dans 
tout intervalle (a, b) dans lequel y est_ une fonction uniforme 
de x [62]. 
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Ainsi, l'équation différentielle étant écrite sous la forme (16), si 
dans (a, b) toutes les fonctions fi(x, o) non nulles et dont les indices 
sont d'une même parité ont constamment un même signe, avec 
fm(x, o) ^ o, deux zéros consécutifs d'une intégrale particulière 
quelconque y comprennent au moins un pôle de la même inté­
grale; une intégrale holomorphe dans (a, b) ne peut s'annuler plus 
d'une fois dans cet intervalle. 

Supposons que, ces mêmes conditions étant remplies, le con­
tour II n'ait aucun côté à coefficient angulaire entier négatif; les 
infinis ax, a2, a9, . . . de y seront alors fixes et connus à l'avance, En 
désignant alors par k le nombre des valeurs réelles a/ compris dans 
(a,b), l'intégrale y ne peut s'annuler plus de k-\-i fois dans 
(a,b). 

Dans le cas, par exemple, de l'équation 

V(x,y) 
y <ï(*,y) 

(pu P et Q sont deux polynômes en x et y de degrés respectifs m 
et n en y), la condition pour que n n'ait pas de côtés à coefficient 
angulaire entier négatif est que m ^é 71-+-2. Supposons, pour fixer les 
idées, que m^>n-\-2. Les zéros simples de y sont alors mobiles, 
mais les zéros multiples (3/ sont fixes et se trouvent parmi les zéros a£-
de P(# , o), qui ne peut être identiquement nulle. Soit (arb) un 
intervalle ne contenant aucune valeur a£- et (3t- (fixes et connues), et 

tet que la fonction rationnelle —T-1—\ garde un signe invariable 
<^(#, o) 

lorsque x varié de a à b. Aucune intégrale y, uniforme dans (a, b), 
ne peut s'annuler plus d'une fois entre a et b. Si (a, b) comprend 
k valeurs a/, sans comprendre aucune valeur (3/ et sans changer de 
signe entre a et b, y s'annule au plus k-\-i fois dans (a, b) [62]. 

L'équation de Riccati 

(18) y'-h <pi/2 -b y2y •+- ?3 = o, 

par sa forme spéciale et par ses rapports [étroits avec les équations 
linéaires homogènes du second ordre, permet une étude plus appro­
fondie des zéros et des infinis réels de ses courbes intégrales. Sup­
posons les fonctions cp<, cp2, cp3 méromorphes dans l'intervalle (a, b)] 
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formons les deux fonctions 

w - * * - a H 2?1 ; -v - ï fT") * 

Soit (a , è) un intervalle de # dans lequel to(.r) reste constamment 
positive et^(j?) constamment décroissante. Les zéros et les infinis 
de yy compris dans (a, b), se séparent mutuellement : Y intégrale 
s'annule et devient i7ifinie alternativement pour les valeurs crois­
santes de x. De plus, si <pt est constamment positive dans (a^b), la 
courbe intégrale oscille entre --h oo et —oo en décroissant toujours et 
avec passage brusque de —oo à + 0 0 ; si cpt est négative, la courbe 
oscille de + 00 à — 00 en croissant constamment et avec passage 
brusque de H-00 à —00. 

D'ailleurs, quels que soient le signe de u(x) et le sens de variation 
de x(x) ddins (a, b), deux i7ifinis consécutifs quelconques de y 
compris da7is (a, b), compriment au moins un, et en général un 
nombre impair de zéros de y. 

Parmi les infinis dey, il peut y en avoir de fixes : ils coïncident 
soit avec les zéros de cp«, soit avec les infinis de cpi, cp2, 93. Les infinis 
mobiles sont les zéros de l'intégrale u de l'équation 

!*"-+- TS(x)ll = O 

qui seront l'objet du Chapitre V. Fait analogue pour les zéros de y oui 

sont les infinis des intégrales de l'équation en z = - • 

9. Équations d'ordre supérieur. — Dans le cas des équations 
d'ordre supérieur, il est possible d'avoir des conditions suffisantes 
pour l'existence de zéros ou des infinis de la courbe intégrale, 
variables avec les constantes d'intégration et d'un ordre réel 
fixe. Ces conditions sont plus complexes que pour le cas du premier 
ordre, mais il est toujours possible de vérifier sur l'équation diffé­
rentielle F = o elle-même si elles sont remplies ou non. Cette vérifi­
cation se réduit à la construction d'un certain contour polygonal II, 
analogue à celui du cas du premier ordre et à la détermination des 
racines d'une équation algébrique rattachée à F. Les coefficients 
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angulaires des côtés de II et certaines racines de cette équation algé­
brique représentent les seuls ordres possibles des zéros et des infinis 
mobiles de l'intégrale (toutefois, on ne sait pas alors en général s'il 
n'existe pas des points x mobiles où y s'annule, y étant indéter­
minée) [60]. 

Dans des cas généraux des équations de tout ordre, il est possible 
d'étudier de près les zéros mobiles des courbes intégrales, l'effet de 
variation des coefficients ou des paramètres sur leur déplacement le 
long de l'axe de la variable indépendante, leur nombre et leur distri­
bution dans un intervalle réel donné, etc. 

De tels cas seront considérés dans le Chapitre qui suit. 

TROISIEME PARTIE. 

INTÉGRALES OSCILLANTES. 

CHAPITRE V. 
ÉQUATIONS LINÉAIRES HOMOGÈNES DU SECOND ORDRE. 

10. Becherches de Sturm et Liouville [52, 83, 84, 88] . — Les 
équations 

où A,B , C sont des fonctions réelles de la variable réelle x, jouissent 
cfe propriétés curieuses qui ont été révélées pour la première fois par 
Sturm dans son célèbre Mémoire sur les équations linéaires du second 
ordre. Ces propriétés découlent de certaines relations entre l'inté­
grale générale j ' et une intégrale particulière y K de l'équation, dont 
les principales sont les suivantes : 

Soient yK une intégrale particulière de (19), (a, b) un intervalle de x 

dans lequel la fonction -r reste finie ; on aura d'abord 

dy\ dy — / A dx 
* - & - * * • & = * J • 
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Il en résulte immédiatement que : i° dans (a, b) les zéros de toute 
intégrale réelle sont simples; 2° avec les restrictions concernant la 
continuité des fonctions A, B, C et des intégrales, deux intégrales 
réelles indèpe7idantes y, et y2 ne peuvent pas s'annuler en même 
temps, et leurs zéros se séparent mutuellement. 

En posant 

fldv n C [%dx 

l'équation (19) se ramène à la forme dite canonique 

(,2o) S ( K K ' ) - G "=°> «"=* y=d£-
Considérons, dans le cas de l'équation (20), des fonctions Ae la 

forme 
$ = ^iu — cp2KM;, 

cp!, cp2 étant deux fonctions réelles données de x telles que la fonction 

) > ?ï* 

ne soit pas identiquement nulle dans (a, b)t Prenons deux telles 
fonctions O, et ¢2 formées, la première, avec une solution réelle us, 
la deuxième avec une solution réelle u>2 indépendante de a,. La pro­
position 20 s'étend aux zéros réels de Ot et ^ 2 : entre deux zéros 
consécutifs de <P4, il y en a un et un seul de 0 2 et récipro­
quement. 

De même, prenons quatre fonctions réelles cpM cp2, tyt, ^2 de l'es­
pèce précédente telles que cp^o — 92^1 ne soit pas identiquement 
nulle dans (a, b) et formons 

$ = Ci** — ?2KM', W = <\>iu — ty2Ku'. 

Entre deux zéros consécutifs de <S> il y a un zéi%o et un seul 
de W et réciproquement. 

Ces propositions, bien entendu, n'ont pas de sens si ni ¢ , , ni <I>3 

(resp. ni O, ni W) ont plus d'un zéro. Cette circonstance se présente 
pour <& et W lorsque, aux conditions 

on ajoute la condition que {9192) et {^1+2} soient de signes con-
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traires : dans ces conditions, ni <D, ni *F ne peuvent s'annuler plus 
d'une fois dans (a, b), et de plus, si l'une de ces fonctions s'annule 
une fois, l'autre ne s'annule pas. On en conclut que le produit <bW 
n'a qu'un zéro dans (a, b). 

Si l'on prend 4», = 1, ^2 = o? on a W = u, et la proposition précé­
dente conduit à celle-ci : si dans (a, b), on a K > o, et si l'on prend 
pour cp une fonction à dérivée continue telle que 

©2 
<p'— := G < o dans (a, b), 

toute solution u de (20), ainsi que la fonction cpw— Ku, a au plus un 
zéro dans (a, b). L'équation (20) est alors dite non oscillatoire. 

En donnant à cp des formes particulières, on a diverses conditions 
suffisantes pour qu'une équation (20) soit non oscillatoire. Citons, 
par exemple, la condition G >• o qu'on obtient en faisant cp = o. 

Etudions l'effet que produit sur les zéros un changement des fonc­
tions G ou R. Soient U\ une solution de 

(21) J_(K^) — GIw1 = o, 

et u2 une solution de 

(22) y-(Ka'2) — G2 « 2 ^ 0 , 

où G2 < Gt. De ces deux formules, on tire la formule 

v rx* 
(23) [K(u2u\ — u±u2)]

 s=i / (Go— ùi)uxu^dai, 

donnée par Sturm et qui peut être considérée comme un cas parti­
culier de la formule de Green. On en conclut ce qui suit. 

Supposons que uK ait plusieurs zéros dans (a, b), et soient x\ eîx2 

deux de ces zéros consécutifs. Dire que u2 oscille plus vite que U\, 
c'est dire que toute intégrale u2 de (22) a au moins un zéro entre X\ 
et x2, distinct de X\, x2. Effectivement, u2 oscille plus vite que uK ; 
si l'on considère une solution ux de (21) et une solution de u2 

de (22), qui s'annulent toutes les deux enx, le zéro de u2 qui suit x 
se présentera avant le zéro suivant de u{, en sorte que la demi-
oscillation de u2 est plus rapide que celle de ux. 

Supposons maintenant que K et G changent à la fois. Considérons 
MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N° 48. S 
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les deux équations 

<24) gr (Ki M', ̂ - G, Ui = o, g-(K2wa) — G^i^==p, 

o,ù nous supposerons 
Gf< G2, Ki < ^ 2 -

En combinant les deux équations (24), on arrive d'abord à une 
formule de Sturm modifiée par M. Picone. La formule de Sturm ^st 

( i5) -j- ( K i ^ i ^ — K 2 M I M ' 2 ) = ( G i — G2)u[it2-h ( K t — K2)w'| u2, 

et elle généralise la formule (23) pour K, = K 2 . M. Picone a établi 
l'identité 

^ dx I ^ ( K i M « M \ — X * W i M S > ] 

= (Gi— G , ) « î + ( K i — Ko) w'2 + Ko (u\ — iï2^Y, 

applicable en tout point où u2 ^é o, et encore si ut s'annule en #*4 

et x2 (qui sont deux zéros consécutifs de ut) sous la condition qu'en 
un tel point uK s'annule aussi. La formule s'étend aussi au cas où 
l'on a 

Go^Gx, Ko^K,, 

à condition que l'égalité n'ait pas lieu en tous les points de l'inter­
valle (xK,x2), et que l'identité G i = G 2 * = o ne soit vérifiée dans 
aucune partie de l'intervalle considéré. 

De ces formules, on tire directement le résultat suivant : la dimi­
nution de G et de K dans l'équation (20) a pour effet d'aug­
menter la rapidité d'oscillations de u. 

Ce théorème permet de comparer les équations différentielles 
linéaires homogènes du second ordre, dont les coefficients ont entré 
eux des relations simples. En particulier, on peut en déduire des 
conditions pour qu'une équation soit non oscillatoire. 

Soit, en effet, l'équation (20) où l'on supposera R > o dans (a, b). 
Posons 

B = minK, N = minG, 

dans l'intervalle fermé (a, b), et considérons l'équation 

J N -

(27) -r(B^') — Nu = o ou w"— R w =«o. 
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Si N > o, l'équation admet comme solution u = e B; donc 
l'équation (20) n'a pas des solutions s'annulant deux fois. Il en est de 
même si N = o, car alors (27) a une solution linéaire en x. Si donc 
G>o dans (a, b), l'équation (20) est non oscillatoire dans cet 
intervalle. 

Si N < o, on a les deux solutions de (27) 

u = s in# V~B' « = co»*^/-5. . 

Elles oscillent, mais on peut former une solution de (27) qui soit 
différente de zéro dans un intervalle (a', b') compris dans (a,b), à 
condition que (a', b') soit inférieur à 

Si donc^ on a 

- -<(-M 
l'équation (20) est non oscillatoire dans (af, V). 

On a, d'une manière analogue, une condition suffisante d'oscil­
lation dans (a', b') : si l'on pose 

A == raaxK, M = maxG 

dans l'intervalle fermé (a,b), cette condition s'écrit 

et elle peut même s'étendre : si 

toute solution u de (20) a au moins k zéros dans l'intervalle 
fermé (ar, b'). 

Signalons un cas spécial étudié par Sturm et Lio u ville : c'est celui 
de l'équation (20) où 

G = J -X^, 

R*, g, /étant des fonctions de x continues dans (a* ô) ravéeîa cou-
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dition R > o, g > o? / > o et A étant un paramètre. Cette équation 
se rencontre dans l'étude de la propagation de la chaleur dans une 
barre hétérogène ou des vibrations simples des cordes hétérogènes. 
S i \ varie, R reste invariable, mais G varie; si A augmente, G diminue, 
les intégrales u oscillent plus rapidement. 

Un autre cas étudié depuis Sturm etLiouville par divers géomètres 
et par des méthodes différentes, est celui où K > o, / > o , mais où g 
change de signe dans (a!, b'). La conclusion est la même que dans le 
cas précédent. 

11. Théorèmes de comparaison de Sturm et leurs conséquences 
[52, 83, 84, 88]. — Les résultats généraux qui précèdent conduisent, 
avec l'aide de la formule de M. Picone, aux théorèmes de compa­
raison de Sturm se rattachant au problème : Etudier comment 
varient les zéros de l'intégrale u de l'équation (20) quand K 
et G changent. Considérons les deux équations 

(28) -^(Ktu') — GiM = o avec les conditions ' 

(»9) 

dx \ u'(a) = a\ ; 

-j- (K2 u') — G2 û = o avec les conditions \ 
dxK 2 ; V M'(«) = «ar 

où nous supposerons R,>R 2 , Ga^G^ afin que leurs solutions ne 
soient pas identiquement nulles, nous supposerons 

I «I I + I a'l I ^ O, I a 2 | -h | « 2 I 7^ O. 

De plus, l'égalité R4 = R2, G( = G2 n'a pas lieu en tout point 
d'une partie de l'intervalle (a,b) et l'identité G( = G2 = o ne doit 
avoir Jieu dans aucune partie de cet intervalle. Enfin, sur les a et a'; 

on fera l'hypothèse suivante : si aK ^6 o, alors a2 devra être yé o et tel 

a l ' a 2 

a' 
c'est-à-dire que - R(a ) diminue en passant de l'équation (28) 
à ( 2 9 ) . 

Sous ces hypothèses, on établit les deux théorèmes de compa­
raison qui suivent. 

PREMIER THÉORÈME. — Si la solution uK de (a8) a un certain. 
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nombre de zéros distincts de a dans l'intervalle (a,b), la solu­
tion u2 de (2g) aura au moins autant de zéros dans cet inter­
valle et en numérotant X\, x2, oc%, . . , les zéros de uK dans l'ordre 
de grandeur croissante, oc\, x'2, x'z, . . . ceux de u2, on aura 
xk<C.Xh pour toute valeur de k correspondant à un zéro de u% 
et u2. 

SECOND THÉORÈME. — Dans le cas où l'es solutions ux et u2 ont le 
même nombre de zéros dans (a, b) et si ii\(b) =^ o, u2(b) ?6, o, on 
aura 

u\(b)v , , ^ u\À{b) 

iirm l{ ^ ^ T b ) K s ( b ) * 
Nous indiquerons quelques conséquences importantes de ces théo­

rèmes. 
Considérons l'équation 

| K(«)==<X, 

(3o) ~(Ku') — GM = O v avec les conditions | u^®)^®', dxK " ' ~ " ' I 
{ Jqt l -hla ' l^*. 

Supposons que A variant dans un intervalle ( c , , e 2 ) , où l'on peut 
avoir c( = — 00, c2 = + 00), R et G soient des fonctions continues 
de x et de X. Alors la solution u de (3o) et sa dérivée u sont des 
fonctions continues de x et X. Les zéros de u seront aussi des fonc­
tions continues de X, sauf peut-être ceux qui se trouvent à l'une 
ou l'autre extrémité de (a, b). 

Supposons, de plus, que X croissant de c{ à c2, R et G décroissent 
ou restent constants pour chaque valeur de x. Supposons aussi que a 
est, ou bien identiquement zéro, ou bien qu'il ne s'évanouit nulle 

part dans (c{,c2) et, dans ce dernier cas, que - R décroît ou reste 

constant pour chaque valeur de X. 
On déduit alors des théorèmes de comparaison que les zéros 

de u(x) vont en décroissant et, d'autre part, que • , , ^ R(6 ) va en 

décroissant tant que le nombre de zéros dans (a, b) restera 
constant. 

Si l'on ajoute aux hypothèses précédentes la suivante ; 

lim 
/ M\ 
( \ = 4 - o o pour X = e2, 
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les faits suivants se présenteront. Nous avons vu que si 

__M / k% y 

pour une certaine valeur de X(M et A dépendent de X), l'intégrale u 
a au moins k zéros dans (a, b). Il s'ensuit que si X est assez voisin 
de c2, la solution aura autant de zéros qu'on voudra dans (a, b). Fai­
sons alors varier X de c( à c2. Si X part de cx fou si (c\,c2) est un 
intervalle ouvert, d'une valeur arbitrairement voisine de ct], u aura 
un nombre m de zéros entre a et b, les extrémités a et b étant exclues. 
Si \ croît jusqu'à c2, ce nombre doit augmenter indéfiniment; donc, 
pour une certaine valeur /jim de X la solution u acquiert un nouveau 
zéro en b, zéro qui entrera dans (a, b) pour X > um\ un nouveau zéro 
se présentera en b pour une valeur p.m+l > [xm de X, et ainsi de suite. 
Nous aurons ainsi une suite de valeurs p.m, j^w+i? • • • ayant c2 comme 
point limite; X étant entre p.^ etfjt/w+,, waura m -f- i zéros dans (a, b)) 
elle en aura m -f- 2 si X est entre [*.m+\ et f/m+2, et ainsi de suite. 

De plus, lorsque X varie entre jx, et /x/+), le rapport , -R(fe), qui 

est toujours décroissant, doit nécessairement décroître de H- 00 
à — ço, puisque, en /JL, et | j . / + i on a u(b) = o sans que u(b)=zo. 

Ceci étant, considérons l'équation 
/o \ <* ,v . x i - 1 i a ' a ( f l ) - ï w ' ( « ) = o, 
(3») - 7 - ( K M ) — GM = O avec les conditions < 
V '- dxK } \ [4 'M (6)-+-PH'(&) = O, 
où (3 et [3' sont des fonctions de X telles que : ou bien (3 ^ o, ou bien (3 

ne s'évanouit nulle part et ^ R(6) est une fonction Recroissante de x. 

Appelons nombres caractéristiques les valeurs de X pour lesquelles 
les trois équations (31) sont compatibles. On aura le résultat suivant : 

Jlya une infinité de nombres caractéristiques dans l'intervalle 
(c^Cj ) ; le premier de ces nombres peut être entre ct et y.m, mais 
on peut certainement affirmer qu'il y en a un exactement dans 
chaque intervalle 

D'une manière générale, désignons par Xm+i la valeur caractéris­
tique comprise entre /xm et \t.mh\ ; par Am+a? la valeur caractéristique 
comprise entre /xm+1 et [i.m+2, . . . , et s'il y a une valeur caractéris-
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-tique entre G{ et *\im, nous la désignerons par Xm. De même, dési1-
-gnons par um, um+\, um+2, ... l'intégrale de (3i) pour les valeurs 
caractéristiques Xm, X„l+1, . . . ; nous appellerons les ut fonctions 
caractéristiques de (3 i ) . Ces fonctions diffèrent par le nombre de 
leurs zéros dans (a, b). L'intégrale um, si elle existe, aura exac­
tement m zéros dans (a, b), ?/m+t en aura m - M , et ainsi de suite. 
Ce résultat constitue un des théorèmes d'oscillation de Sturm qu'on 
peut énoncer ainsi : 

THÉORÈME. — Étant donné un entier quelconque k > ml, il 
existe une valeur de X et une seule pour laquelle l'équation (3i) 
admet une intégrale u ayant exactement k zéros dans l'inter­
valle (a, b). 

On peut aller plus loin avec des hypothèses plus précises sur K 
et G* Ainsi, si aux hypothèses déjà faîtes, on ajoute la suivante 

lim / _ _ j = —oo pourX = cL, 

les théorèmes de comparaison de Sturm conduisent à la conclusion 
que : 

Il y a, pour l'équation (31) et l'ensemble d'hypothèses faites, 
une infinité de nombres caractéristiques dans (c{,c%). Si X0, X<, 
X2, . . . sont ces nombres rangés par ordre de grandeur crois­
sante, les fonctions caractéristiques correspondantes uQ, ui% 

u2, , . . ont dans (a, b) un nombre de zéros exactement égal à 
leur indice. 

Existe-t-il des caractéristiques imaginaires? Pour cela, il serait 
indispensable de supposer que les coefficients de l'équation (3i) 
soient définis pour les valeurs imaginaires de X. Nous nous bornerons 
ici au cas étudié par Sturm et par Poisson.: c'est le cas où la fonc­
tion G est de la forme lg — l et où les fonctions R, g, l, a, a', (3, (3' 
sont indépendantes du paramètre X, avec les conditions [ a | -f- [ a' | ̂  o, 
| (3 | -t- | (3' | je o. La réponse à la question posée est négative : toutes 
les valeurs caractéristiques sont réelles. 

l à . Applications [83, 67, 68] . — Nous dirons qu'une fonction y 
est régulière dans l'intervalle (a, b), si dans' cet intervalle elle et ses 



36 MICHEL PETROVITCH. 

deux premières déri\ées sont réelles, finies et continues. Les proposi­
tions précédentes s'appliquent habituellement aux intégrales régu­
lières de l'équation 

(32) f-X*)y = o 

(/étant aussi régulière) sous la forme de règles suivantes. 

Première règle. — Supposons que f{x) soit dans (a, b) infé-
rieurement limitée par une fonction X(#) finie et continue dans cet 
intervalle; soit u une intégrale quelconque de l'équation 

(33) u"— X(x)u=o. 

Deux zéros simples consécutifs de u, compris dans (a, b), 
comprennent au plus un zéro de y; deux zéros simples consécutifs 
de y comprennent au moins un zéro de u. Lorsque y et u ont un 
zéro commun x = <x, la variable x, en croissant à partir de a, 
atteindra d'abord un zéro de u, et ensuite un zéro de y. 

Deuxième règle. — Supposons que f{x) soit dans (a, b) supè" 
rieurement limitée par une fonction \*.(x) finie et continue dans cet 
intervalle; soit v une intégrale quelconque de l'équation 

(34) P " - I * ( * ) P = O. 

Deux zéros simples consécutifs de v, compris dans (a, b), com­
prennent au moins un zéro de .y, deux zéros simples consécutifs 
de y comprennent au plus un zéro de v. Lorsque y et v ont un 
zéro commun x = a, la variable x, en croissant à partir de a, 
atteindra d'abord un zéro de y, et ensuite un zéro de v. 

En prenant pour équations de comparaison (33) et (34) diverses 
équations dont on connaît la distribution des zéros dans un inter­
valle (a, b), on aura diverses propositions concernant la distribution 
des zéros des intégrales y de (32) dans (a, b). Ainsi, par exemple : 

i° l'équation (33) où 

X = const. posit. = r*, u = erx 

conduit à la proposition : si f(x) est dans (a, b) inférieur ement 
limitée par une constante positive, y ne s'annule pas plus d7une 
fois dans cet intervalle. 
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2° L'équation (34) où 

\i(x) =3 const, négat. =—r2 , v^smrx 

conduit à la proposition : si f(x) est daris (a, b) supérieurement 
limitée par une constante négative, y s'annule dans cet intervalle 
au moins autant de fois qu'il y a d'unités entières dans le 
nombre ^ ~~a) • 

3° La même équation (34) que dans 2° conduit aussi à la proposi­
tion .* si f(x) est dans (a, b) supérieurement limitée par une 
constante négative — r2, y s'annule dans cet intervalle au plus 
autant de fois qu'il y a d'unités entières dans le nombre 

I - h — — — • 
7U 

4° Les équations (33) et (34) où, p et/?'étant deux constantes posi­

tives plus grandes que - > on prendrait 

X ( # ) = — ^ ) u = yx sin( sj\p—iloga?), 

|jL(a?)=î— ^ , u = \fx sin(\J^p'—i loga?) 

conduiraient à la proposition : si f(x)est, dans (a, b), limitée supé­

rieurement par — ^ et inférieure ment par — —2> le nombre des 

zéros de y dans (a, b) est compris entre les deux nombres 

ÏA£=±\o%
b- et ,+ ^ZEIlogi . 

2TT a i TU a 

M. Rneser [49] à appliqué de telles règles de comparaison à 
l'étude des intégrales y de (32) pour les grandes valeurs de x* 
Si , / (#)? supposée finie et continue pour les grandes valeurs de #, 
tend pour x = -f- oo vers une limite positive, toute y est oscillante. 
Si f(oc) reste négative et tend vers une limite négative, l'équation 
n'a aucune intégrale oscillante. 

Supposons que f(x) tend vers zéro pour x = -f- oo, et posons 

p = lim[x*f(x)] pour x = oo. 

Alors : i° si p > ji toute intégrale y est oscillante; aô si p < -> 
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il n'y à aucune intégrale y oscillante; 3° si p = h mais / ( # ) < £—z 

pour les grandes valeurs de x, il n'y a aucune intégrale oscillante 
pour ces valeurs de x. 

Ces propositions permettent aussi d'étudier la manière dont se* 
éomporte une intégrale y au voisinage d'un point singulier réel x-=. %<? 

de f(x). Si l'on introduit la nouvelle variable ± t= ? il suffit* 
. J x ' x — x0 

d'appliquer ces propositions aux grandes valeurs de t [49]. 

13, Théorème d'oscillation de Klein [47, 48, 88]. — Diverses 
extensions des résultats précédents ont été faites par l'étude de pro­
blèmes dépassant ceux de Sturm. Nous en indiquerons sommai­
rement celle due à Rlein. 

Etudiant les travaux de Lamé sur la distribution de la chaleur 
dans un ellipsoïde, Rlein a été conduit à étendre le problème de 
Sturm de la manière suivante. 

Dans ce qui précède nous avons envisagé l'équation 

(35) 4-(Ku')-Gu=;o avec les conditions \ " ' " t " ) - a "'<«> = °' 
V ' dxK } \ pu(b)—$u'(b)t=o, 

où R ne contient que la variable x, G dépend de x et d'un para­
mètre X; a, ex!, (3, (3' sont des fonctions deX. Supposons que a, a', j3t (3' 
soient des constantes indépendantes de X et envisageons, au lieu d'un 
intervalle (a, b) de variation de x, un nombre quelconque de tels 
intervalles (a0, b0), (aif b\), . . ., (an, bn) se suivant sur Taxe des x 
dans l'ordre des indices croissants et n'ayant aucun point commun 
deux à deux (pas même les extrémités). Considérons en outre n + i 
paramètres X0, X,, . . . , \a dont dépendra la fonction G, chaque para­
mètre variant dans un intervalle qui lui est propre. Pour chaque 
segment (at< bt) imposons des conditions telles que 

(36) \ a.'lu{al)—oLlu\al)z=zo 
i K « ( * . ) - P . - ( * . ) - o <«—.'.»>•".»>• 

Le problème de Rlein est le suivant : Peut-on déterminer 
X0, X1? . . . , 7fl de façon que l'équation (3o) admette n - j - i solutions 
u0t U\, . . . ? un telles que u, vérifie les conditions (36) pour toutes les 
và|eurs i= o, i, 2, . . . , w? 
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Considérons avec Ricin le cas où G est de la forme 

G = l(x) — g(x)[l0-±- XLx + ...-+- X„#«], 

les paramètres X0 . . . , X„ variant de — oc à + oo. Supposons que g ne 
s'annule dans aucun des intervalles («,, bt), son signe pouvant être 
différent dans deux intervalles différents. Les fonctions R, /, £• seront 
supposées continues dans chacun des intervalles fermés (a,, &/), On 
-a alors le théorème d'oscillation suivant dû à Rlein : 

/Z existe une infinité de systèmes (X0, X,, . . ., Xw) réels pout 
lesquels les fonctions cherchées uQ, zzM . . . ufl existent sans être 
identiquement nulles. Ces systèmes de nombres caractéristiques 
se diffèrentient les uns des autres par le nombre de zéros que les 
fonctions caractéristiques u0, ut, . . . , un possèdent respecti-. 
ve me nt dans (a ^, fe0), . . , , (an, bn). Si l'on se donne à l'avance nr\ri 
nombres positif s ou nuls m0, mK, . . . , mn, on peut trouver uji 
système (X0, . . . , X„) et un seul, pour lequel les fonctions u0)i 

U\, . . . , 1 / / , ont respectivement m0, mK, . . ., mn zéros dans chacun 
des intervalles(a0, b0), , . . , (an, bn). 

Pour n = o on a le théorème correspondant de Sturm. Pour inter­
préter physiquement celui-ci dans un cas particulier déterminé, on 
peut dire qu'une corde hétérogène étant donnée, on peut lui faire 
exécuter des vibrations simples pour lesquelles la corde présentera 
un nombre de nœuds fixé à l'avance. On peut interpréter physique­
ment le théorème de Rlein en disant qu'une membrane homogène 
limitée par deux arcs d'ellipses et deux arcs d'hyperboles homofocales 
étant donnée, on peut la faire vibrer de telle sorte qu'elle présente un 
nombre m0 d'ellipses homofocales nodales, et un nombre m{ d'hyper­
boles homofocales nodales, m0 et mx étant arbitrairement donnés à 
l'avance. 

Ajoutons que, comme dans le cas du problème plus particulier de 
Sturm, il n'y a pas de valeurs imaginaires caractéristiques pour 
les X. 

CHAPITKE VI. 
ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR KT SYSTEMES. 

14. Équations linéaires. — Divers géomètres (Liouville, Lord 
Rayleigh, Rneser, Davidoglou, Birkhoff, Haugt, etc.) ont étudié lés 
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critériums pour que les intégrales d'une équation linéaire homogène 
d'un ordre supérieur à 2 soit oscillante ou non oscillante. 

Ainsi, Liouville a donné un théorème d'oscillations pour les 
équations d'un ordre quelconque 

d.Kd.L...d.Md.Ndy 
dxn Xy = o, 

où R, L, . . . , M, N sont n — 1 fonctions positives de x, ne dépen­
dant pas du paramètre X [52]» 

Le problème des vibrations harmoniques d'une verge élastique se 
ramène à l'équation du quatrième ordre 

dx-\K-d)-^y = °> 

où R et g sont des fonctions positives ne dépendant pas de X. Il s'agit 
de déterminer le paramètre X de manière qu'aux deux bouts a et b de 
la verge l'une des trois conditions aux limiles soit remplie 

y = o, ( y - o, ( y =i o, 

7' = °> t r"=°3 (/"= o. 

LordRayleîgh a établi quelques résultats qui présentent des grandes 
analogies avec le cas de Sturm [75]. 

Le problème a été repris par M. A. Davidoglou pour le cas 
K = const., à l'aide des méthodes d'approximations successives de 
M. Picard. La même méthode, appliquée à l'équation du troisième 
'ordre 

d6V , .dy } 

a conduit M. Davidoglou à déterminer une limite supérieure de la 
distance de deux zéros consécutifs d'une intégralle réelle de cette 
équation dans le cas où il y a lieu d'en chercher une [ 19]. 

Citons encore l'équation binôme du nieme ordre 

(37) 0 + / ( ^ = 0, 

où f(x), l'intégrale y et ses n dérivées sont régulières pour les 
grandes valeurs de x. M. Rneser à établi les résultats suivants : 

i°" f(x) étant positive pour de telles valeurs de x, et donc/ (#)>> o, 
si n est pair, l'intégrale* y est oscillante et a des zéros plus grands 
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que tout nombre positif; si n est impair, y est non oscillante ; pour 
les grandes valeurs de x les fonctions y , y', . . . , y{n) sont alternati­
vement constamment positives et constamment négatives, et tendent 
vers zéro pour x = + 0 0 . 

20 f(x) étant, pour les grandes valeurs de x, positive et telle que 
le produit x°-f(x) tend vers une limite finie et positive, et que l'on 
ait w>2«><7, si n est pair, toute intégrale y est oscillante et 
s'annule pour une infinité de valeurs de x dépassant toute limite; si 
n est impair, toute intégrale y non oscillante, ainsi que ses dérivées 
d'ordre 1, 2, . . . , n, tendent vers zéro pour x = + 00 [49]. 

M. Davidoglou a, entre autres résultats^ montré que, / ( # ) étant 
constamment positive et n étant impair, toute intégrale y qui a un 
d^s éléments y, y', . *., y^n) nul en un point de l'axe des x, est 
oscillante. Si f(x) garde., pour les valeurs positives de x, cons­
tamment le même signe, les seules équations (3y) pouvant admettre 
des solutions périodiques sont celles de la forme 

dlm Y 
^ + ( - 1 ) - / ( ^ = 0, 

où l'on prendra dans le second membre le signe — ou + suivant que 
f(x) est positive ou négative. Ainsi, si f(x) est constamment posi­
tive, les plus simples équations binômes à solutions périodiques sont 
de la forme 

g+/(*)/=-, g-/(.)^0. 
Plusieurs géomètres (MM. Mas on, Bôcher, etc) se sont particuliè­

rement occupés de l'équation 

, dnu --.du /y ,. 
^ + - - . - + ^ + ̂ - ^ = ° 

avec n conditions de la forme U / = o (i"='i, 2, . ..», n), X étant un 
paramètre dont les fonctions g, l, Z,, . . ., ln sont indépendantes, 
ainsi que les coefficients constants qui entrent dans les U/. Les 
notions des nombres caractéristiques X,, . , . , Xn et des fonctions 
caractéristiques ut, . . ., un s'étendent à ce cas, et avec des restrictions 
nécessaires on a mis en évidence la réalité des X/ et leur rôle dansla 
détermination des zéros de u dans un intervalle donné. 

15. Équations non linéaires et systèmes [68]. — Étant donné un 
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système d'équations différentielles (E) d'un ordre quelconque^ défi­
nissant n fonctions inconnues yA, . . . ,^/¾ comme fonctions d'une 
variable indépendante x, il arrive qu'une combinaison déterminée 4>, 
dépendant de x, des y* et de leurs dérivées, égale en vertu des équa* 
tions (E) même à l'une des expressions 

. . . i d- y\ 

soit, pour les valeurs de x comprises dans un intervalle (a, b) : 

i° ou bien infèrieurement limitée par une fonction connue X(#) 
[ne s'annulant pas dans (a, b)] en ce sens que la valeur de $ reste 
supérieure à X(#) pour toutes les valeurs réelles j ^ , , . . . , yn\ 

2° ou bien supérieurement limitée par une fonction connue f*(#) 
en ce sens que la valeur de €> reste inférieure à p(x) pour toutes 
les valeurs réelles yu .. . , yn ; 

3° ou bien i° et 2° à la fois. 

Cela arrive, par exemple, dans le cas de l'équation du premier 
ordre 

lorsque l'expression - \4- -\-J' 4- ) est infèrieurement ou supérieure­
ment limitée par une fonction X(#) resp. p(x). 

Les équations d'un ordre quelconque, de la forme 

y'-hyQ(x, y, y', . . . , /(»>) = o 

où O est l'une des expressions précédentes, et dont l'équation linéaire 

f + f(x)y = o 

n'est qu'un cas particulier, appartiennent au même type. Tel est, par 
exemple, le cas de l'équation 

y"•+- myt-h ny s= o 

(où m, n sont des constantes de même signe) s'intégrant par des 
fonctions elliptiques. 

Le système 
y\ = / i ( ^ > r i » •••r.r*)» 

y»=/n(^Vi>---»r») 
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forrfie lin système (E) toutes les ïois qu'au moins l'une des expressions 

yk\àx J àyt] 

est une fonction Q> infèrieurement ou supérieurement limitée. Un, tel 
cas se présente pour le système 

y\ = my2ys, y'.2 = ny.y^ y% =*pyiy* • 

qui s'intègre par des fonctions elliptiques. 
Dans le cas de problèmes de la Dynamique, il arrive que l'équation 

des forces vives fournisse des conditions d'inégalités, en vertu 
desquelles l'une ou plusieurs des coordonnées q, ont leur &(q,) infè­
rieurement ou supérieurement limitées, de sorte que le caractère oscil­
lant de q t apparaît directement sur les équations elles-mêmes du 
problème. 

Les résultats et les-règles indiquées dans le Chapitre V s'éten­
dent, avec les restrictions nécessaires, aux équations et aux $ys~ 
tèmes (E). A. Hurwitz a étendu directement, quelques-uns de ceSj 
résultats aux systèmes d'équations linéaires [45], 

QUATRIEME PARTIE. 

ENCADREMENT DES COURBES INTÉGRALES. 

CHAPITRE VII. 
THÉORÈMES DE LA MOYENNE. 

16. Un procédé d'extension du théorème classique de la moyenne 
aux équations du premier ordre. — Le problème d'encadrement 
de la courbe intégrale réelle considérée y, dans un intervalle donné 
(a, b) de la variable indépendante x, consiste à chercher des courbes 
limites entre lesquelles jy se "trouve constamment comprise lorsque x 
varie de a à b. 

Pour les équations du premier ordre F = o, M, M. Petrovitch a 
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indiqué le procédé suivant d'extension du théorème classique de la 
moyenne [66]. 

On peut mettre l'équation donnée, et cela de diverses manières, 
sous la forme 

(38) / = * ( * , * / ) . 

o ù / e s t un coefficient en x figurant dans F, sur lequel on portera 
particulièrement l'attention. Soit (xQ, y0) le point initial de l'inté-

grale pour lequel la fonction F et sa dérivée -yp soient déterminées, 

finies, continues, ne changeant pas de détermination, et pour lequel 
cette dérivée partielle ne s'annule pas (les points ne remplissant pas 
ces conditions appartiennent à certaines courbes fixes dans le plan x Oy 
que l'on connaîtra d'avance, ou bien sont isolés et fixes). 

On peut toujours choisir, et cela d'une infinité de manières,, deux 
fonctions X(#) et JJI(#) satisfaisant aux conditions suivantes : 

i° Que ces fonctions soient déterminées, finies et continues dans 
un intervalle suffisamment petit de x = x0—ax à x = x0-±- a2 (ai 
et a2 étant deux constantes positives); 

2° Qu'on ait dans cet intervalle X(a?) <f(x) <Z p(x); 
3° Qu'en désignant par u et v les intégrales respectives des équa­

tions 

(3o) u'=F(x, u, X), P ' = F ( # , * , H ) , 

prenant pour x = x0 la valeur uQ — v0 = yQ, les fonctions u et v soient 
déterminées, finies et continues dans un intervalle suffisamment petit 
dex = xQ—bu à x = x0-±- b2 (b\ et b1 étant deux constantes posi­
tives). 

Les deux intervalles (xQ— ax, xQ-\- a2) et (x0— bx, xQ-\- b2) ont 
toujours une partie commune (x0—h{, x0-\- h2) d'étendue non 
nulle, pour lequel on démontre le théorème de la moyenne suivant 
pour les équations du premier ordre : 

Pour toute valeur de x, comprise dans l'intervalle (x0—hXy 

#o+^a)» l} intégrale y de (38), prenant pour x = x0 lavaleury=y0, 
est déterminée, finie, continue et comprise entre les valeurs corres-^ 
pondantes des intégrales uetv des équations (3g) qui, pour x = xor 

prennent la valeur w 0 = ô = Xo« 
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A toute équation du premier ordre et à chaqne couple (x0, y0) de 
valeurs initiales (mettant à part les couples exceptionnels indiqués 
précédemment), correspond un tel intervalle (x0—A,, x0-\- h2)dont 
l'étendue n'est jamais nulle. 

On peut en faire des applications analogues à celui du théorème 
classique de la moyenne, relatif aux intégrales définies. On cherchera 
pour un type donné d'équations, écrites sous la forme (38), deux 
fonctions X et/ut. qui, dans le voisinage dex = xl), comprennent la fonc­
t ion/ , en diffèrent le moins possible et sont telles que les deux équa­
tions (3()) qui leur correspondent soient intégrables. On remplacera, 
par exemple, l'arc considéré de f(x) par des droites, arcs de para­
boles, etc., qui le comprennent, et les intégrales u et v de (3p,) 
représenteront les limites entre lesquelles variera la courbe inté­
grale^ de (38) dans (x0 — h{, x0-{- h2). 

En appliquant le théorème, par exemple aux équations 

y=y+/(*), y H-y=/ ( * ) , y 2-y =/ (* ) 

et e n ^ remplaçant f(x) par deux constantes M etN entre lesquelles/ 
est compris dans l'intervalle de x considéré, on trouve pour la pre­
mière équation les limites u et v sous la forme d'une combinaison 
rationnelle de la fonction tang(a# + b) ou bien de eax, suivant q u e / 
est positive ou négative dans cette intervalle; pour la deuxième et la 
troisième équation ces limites seront de la forme 

A s\xv(ax H- b) 
ou bien 

A eax-\- B e~ax. 

Considérons maintenant [69 bis] une équation du premier ordre 
écrite* sous la forme 

(4o) y = F ( * , / n / t , . ..,/*>i 

où F est une fonction algébrique ou transcendante de x et des ft 

( l e s / t étant des fonctions données de y) et supposons que les condi­
tions suivantes soient remplies : 

i° Toutes les fonctions / et leurs dérivées premières sont des 
fonctions réelles, continues et limitées de y, restant finies pour toute 
yaleur réelle, finie ou infinie, de y. Nous désignerons par M/ et N,- la 
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qaliï's grande é% la plus petite valeur de fi(y) lorsque y varié de *~ oo 
à -f- oo; 

2° La fonction F et ses dérivées partielles ^F sont réelles, finies et 

continues pour toute valeur de x comprise dans un certain inter­
valle S et pour toute valeur des / • ( i = i, a, . . . , n) comprise entre M,-
et'N,-. 

3° La fonction F et ses dérivées partielles -TT gardent un signe 

-invariable pour toute valeur de x comprise dans un certain intervalle 
de x = Xo — y à x = XQ -+- y (compris dans d ) quelles que soient les 
valeurs d e s / comprises entre M, et N*. 

4° En désignant par k\, k2, . .., kn des constantes quelconques 
telles que M»< Av< N/, l'intégrale 

J F(x, A:,, . . . , kn)dx 
x\ 

n'a pour chaque valeur de X\ etx2, comprise dans l'intervalle (a?0— y, 
x0-h y) qu'une seule valeur réelle, finie et déterminée (tout en pou­
vant avoir aussi des valeurs imaginaires). 

Ceci étant, soient i = i . 2, . . . , h les indices des dérivées-r? 
àji 

positives, et J = A -f-1, A -f- a, . . . , n celles des dérivées négatives. 
Posons 

(4o bis) 

l(x, x0,y0) = y0-+-J F (a?, M4, . . . , MA; NA-W, • -, Nn)dx, 

J /%x 

' F (a?, Ni, . . . , NA; MA+I, . . . , Mn)dx* 
M. Petrovitch démontre le résultat suivant [69 bis] : 

L'intégrale y de (4o)> qui pour x = x0 prend la valeur y = y0, 
reste finie et continue lorsque x varie dans (x0 — y, x0-+- y), y varie 
constamment dans un même sens et est comprise entre les deux 
fonctions X et JJU 

17. Autres procédés d'encadrement des courbes intégrales. — Nous 
indiquerons encore un autre procédé d'encadrement de la courbe 
intégrale de l'équation de Riccati, basé sur la remarque suivante ": 
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écrivons l'équation sous la forme 

(40 / = ? ( r - / 1 ) ( 7 - / * ) 

et supposons que les trois fonctions <p, / , , / a de x soient positives 
dans l'intervalle de x = o à x = oc, les fonctions fK et / 2 n'étant pas' 
décroissantes dans cet intervalle et les deux courbes y = / , et y=f2 

n'étant pas tangentes toutes les deux à la fois à l'axe Ox en O, 
Supposons encore, pour fixer les idées, qu'on ait / , < / a dans cet 
intervalle. Soient 
, , 9 ) 1 V ^ K Y r - F O O i - F , ) , 

\ Y'2 = 9 (Y 2 — $ i ) ( Y , — $ 2 ) 

deux équations qu'on sait intégrer et telles que, dans l'intervalle (o, a), 
on ait constamment 

F i ^ / n F » i / i , ¢1^/11 * t ^ / î -

Z>ans l'intervalle (o, a ) on awra constamment Y i < ^ < ; Y a , 
où Y1} Ya, j^ désignent les intégrales respectives de (4 1) et (4a)* 
s'annulant pour # = 0 [63]. 

Le même procédé s'applique aux équations 

(43) / = 9(7 - / 1 ) < / - / * ) . . • ( / - / « ) , -

ainsi qu'à l'équation linéaire du second ordre 

(44) y + / ( • * ) / + ? 0 * X r = o. 

où le rôle des fonctions / , e t / 2 est joué par les deux racines en r de 
l'équation du second degré 

(45) r2-f-/0r)r 4- ?(#) = o. 

La remarque suivante, combinée avec le procédé précédent, fournit 
diverses règles concernant les courbes limites entre lesquelles varie 
l'intégrale/ de (44) '. toutes les fois qu'on sait intégrer une équation 

v"-H w(x)v = o, 

on peut en déduire une autre équation linéaire homogène du second 
ordre pour laquelle les racines de l'équation quadratique (45) auront 
leur différence constante et que l'on saura intégrer : cette nouvelle 
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équation fournit les éléments de comparaison dans le procédé 
précèdent [64]. 

On peut aussi baser des procédés d'encadrement sur diverses iné­
galités algébriques. Ainsi, le fait que, les X{ étant positifs ou nuls, la 
valeur du rapport 

(xl-+-...+ xn)P 

^ - + - . . . - 4 - ^ 
(p réel) 

est toujours comprise entre i et nP~{ (ces limites pouvant être 
atteintes), conduit à un procédé pour mettre l'intégrale de diverses 
classes d'équations différentielles sous la forme 

où cp2 et cpa seront connues, 6 étant un facteur compris entre deux 
valeurs numériques fixes et connues. 

Appliqué, par exemple, à l'équation 

(46) / a + J * = / ( * ) , 

le procédé conduit aux conclusions suivantes. Prenons d'abord pour cp 
la détermination positive de \f(x), supposée réelle, finie et continue 
dans un intervalle (a, b) de x et considérons une intégrale réelle y 
prenant pour x = x0 la valeur y=y0. Supposons, pour fixer les 
idées, que le point M0(x0, y0) se trouve au-dessus de l'axe des x; ce 
point se trouve nécessairement dans la région D comprise entre la 
courbe y = \/f(%) et l'axe des x. Par M0 passent deux branches de 
la courbe intégrale, l'une positive croissante Y,, l'autre positive 
décroissante Y2. La branche Y| se trouve, dans (a, b), constamment 
coniprise entre les deux courbes 

y=y0 H ^ . ' -h e-^- f e* s/JX*) dx, 
(«o { ^ \ _ 

•y d= j f t e-{x-.c0) _+. er-x j ex \Jf(x) dœ 

et la branche Y2 entre les deux courbes (47) où \f(x) est changée 

en—)/f(x). 
Parle point M'0Çxt, — y^), symétrique à M0 par rapport a O^, 

passent également deux branches de la courbe intégrale, symétriques 
aux branches Y, et'Y2 par rapport à l'axe 0 # . 
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Nous1 indiquerons, en terminant, un résultat de même genre relatif 
à l'équation 

(48) y=A*)y, 

où / ( # ) est une fonction réelle, finie et continue dans un inter­
valle (a, b) de x* 

Toute courbe intégrale y dont la dérivée première s'annule en un 
point x0 compris dans l'intervalle (a, b) où / est positive, est dans 
cet intervalle comprise entre les deux courbes 

y=^(exi-he-xi) et y = ^ (exs-f- e~xs), 

OÙ 
Xi = (x—-x0) v̂ N, • X2= (x — x0) y/M, 

N et M désignent une limite inférieure, et une limite supérieure 
de / (£) pour les valeurs £ comprises entre x0 et x. 

Si / est négative dans (a, b) supposé suffisamment étendu, la 
courbe y est oscillante, se composant de demi-ondes alternativement 
positives et négatives. Chaque demi-onde, soit positive, soit négative, 
est comprise entre les deux courbes 

7=j'oCosX l et 7=joCOsX2 , 

N et M ayant des significations précédentes relatives à — / ( # ) [69]. 

18. Encadrement des valeurs asymptotiques de l'intégrale. — Dans 
le paragraphe 7 se trouvent indiqués des cas où les valeurs asympto­
tiques de l'intégrale sont fixes et connues sans l'intégration préalable 
de l'équation. 

Les procédés d'encadrement de la courbe intégrale permettent, 
dans un grand nombre de cas, d'encadrer aussi ses valeurs asympto­
tiques. Ceci arrive, par exemple, dans le cas où l'équation (4o) du 
paragraphe 16, lorsque l'intervalle (x0 — y, x0 -\- y) s'étend à toutes les 
valeurs réelles de x. La valeur asymptotique de y pour x = ± oo sera 
finie ou infinie suivant que les deux intégrales J , et J2 figurant dans 
le second membre des formules (4i) tendent vers des limites finies 
ou infinies pour # = ± 0 0 . Quand elle est finie, elle est comprise 
entre^o + li*1 1^ ely0-\-ïuxiJ2. Par exemple, pour l'équation 

y' = 3.X--+- \ie—ky* (a, 3, k = const. positives), 
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ie& valeurs asymptotiques sont infinies. Pour l'équation ffttfft&J 

,__ e-™* 
^ "~ i — a e-k**— p e-w-P)* 

(̂pc, (3, k, p, r== const. positives, a -+- (3 < i) y est compris entre 

ffifo?, 
•P)V 

Les valeurs asymptotiques sont finies et déterminées; en désignant 
par a la valeur de ̂  pour x = o, sa valeur asymptotique pour x — ao 
sera comprise entre 

a-4-^9(a) et a + i ï e ( a - + - £ ) , 

où &(z) désigne la transcendante 

71 = 0 
\ / r - h A/i 

de même, la valeur asymptotique pour x = — oo est comprise entre 

a _ V ? e ( a ) e t fl_L^0(a + ^,, 

Dans les cas où la valeur asymptotique de y est infinie, il y a lieu 
de chercher une fonction continue et croissante TSS(X) telle que, pour 
les x dépassant une certaine limite, on ait, à partir d'une certaine 
valeur de x, 

\y\<js(x). 

Supposons le cas d'une équation F(x, y, y') = o algébrique 
en x, y, y'. M. Lindelof a montré [SI] que pour une intégrale 
que/conque y qui reste continue pour x dépassant une certaine 
limite, on peut prendre 

j x[v)dx 
m(x)=zeJx* , 

où T(X) désigne une fonction quelconque positive croissante de xt 

telle que, quelque grand que soit l'entier positif n, on ait l im-~ i=oo 

pour x = oo. Telles seraient, par exemple, es fonctions ex (cas 
indiqué par M. Borel), xl0*x, #10*10**, etc. 
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Le théorèïho est tout à fait,général. Si l'on.se donne une équa/ 
tion F = o déterminée, on .pourra resserrer considérable ment les 
limites qu'il fournit. Ainsi, M. Lindelôf a démontré le théorème : S i 
l'équation F = o est de degré m par rapport à x, et si elle admet une 
intégrale y qui reste continue pour x dépassant une cerlaine limite, 
on aura à partir d'une certaine valeur dex 

(49) \y\< e*-**+\ 

G désignant une constante positive suffisamment grande [51]. 
Voici d'ailleurs comment on détermine la valeur C qu'il convient 

d'adopter. Après avoir substitué dans F = o, y = eCx'm+l, séparons-y 
les termes qui contiennent en facteur la puissance la plus élevée de 
l'exponentielle. Parmi ces termes, choisissons ceux qui contiennent x 
au plus haut degré, et égalons à zéro leur somme; nous aurons ainsi 
une équation algébrique en C, et l'on pourra adopter pour C, dans 
(49) une valeur positive quelconque égale ou supérieure à la plus 
grande racine réelle de cette équation. 

Le théorème de M. Lindelôf fournit une limite de \y\ bien précise, 
puisqu'elle peut être réellement atteinte, et qu'elle l'est effectivement 
pour l'équation F = o ayant pour l'intégrale le second membre de (49)» 
Il s'applique aussi au cas où m = o, c'est-à-dire où l'équation F ne 
renferme pas x. On aura alors, sous les mêmes conditions que ci-* 
dessus 

\y\<e^\ 

G étant une constante positive suffisamment grande [51]. 
Enfin, MM. Borel et Lindelôf ont précisé encore davantage la 

nature des intégrales y qui restent continues lorsque x tend vers 00,. 
en démontrant le théorème suivant : y est ou bien du type exponen­
tiel ex*, ou bien reste comprise, à partir d'une certaine valeur 
de x, dans Vintervalle de — ex% à -\- ex% quelque petit que soit s. 
Les valeurs possibles de p se déterminent par la construction d'un 
polygone de Newton. 

Les intégrales de la première catégorie (du type exponentiel), 
ainsi que toutes leurs dérivées, sont des fonctions croissantes. Les 
intégrales de la seconde catégorie pourront, au contraire, presenter 
des oscillations, comme le montre la fonction 

y = xm situ? -+- xn, 
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laquelle, pour m el n rationnels, vérifié bien une équation différen­
tielle algébrique du premier ordre [51]. 
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