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THÉORIE MATHÉMATIQUE DE L'ÉLASTICITÉ 

Par M. Léon LECORNU, 
Membre de l l n s t i l u t . 

La théorie mathématique do l'Élasticité ne justifie qu' imparfaite­

ment son nom. Elle substitue en effet au solide naturel un corps 

schématique n'ayant avec lui aucun rapport nécessaire, et l 'expé-

rience est seule capable de dire jusqu 'à quel point cette substitution 

est légitime. Tantôt on regarde la matière comme continue, alors 

que, pour les physiciens, elle est constituée par des atomes que 

.séparent des intervalles relativement immenses; tantôt on tient 

compte de celle discontinuité, mais en supposant sans preuve que les 

actions mutuelles des atomes obéissent à la loi dite des forces cen­

trales. 11 est remarquable que des points de départ aussi différents 

conduisent à des résultats sensiblement concordants . Nous disons 

sensiblement parce qu'il A a divergence sur un résultat essentiel, 

divergence que nous aurons à discuter. Quelle que soit la méthode 

employée, on fait abstraction de l 'agitation thermique , et c'est 

encore là une façon de procéder nécessitant le contrôle de l 'expé­

rience. 

CHAPITRE 1. 

ÉQUILIBRE D'ÉLASTICITÉ DES SOLIDES ISOTROPES. 

Admet tons , pour l 'instant, la fiction de la matière continue et sup­

posons en outre que les déformations puissent être regardées comme 

infiniment petites. Soient M, r , iv les composantes du déplacement 

éprouvé par le point dont les coordonnées initiales sont x} y, z. Ces 

composantes sont des fonctions de x. >', z et Ton sait que la déforma-
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tion locale est caractérisée par six coefficients (//, 6) définis au moven 

des équations 
du, 0\- àiv 
à /: (ty dz 

, d\\> dv . du d\v , dv du 
dv <>z dz d.r dx dy 

Les a mesurent les dilatations linéaires parallèlement aux trois axes. 

Les glissements ont pour valeurs : ^ , = 2 / , / , , ^ 2 - 2 6 2 , £>-.,= 2 fts. 

La dilatation cubique est exprimée par la somme 

6 tfj H- rtr2-+- «3. 

Les coefficients *i, /> ne peuvent être choisis arbi t rairement . Ils 

doivent, d 'après leur définition, vérifier six relations, savoir : 

d-b\ d2a;\ d2a> d'2rt.i d /db* <)b 'Prti d /db, 0b3 àbi\ 
)y dz " <îr\!iy~ 7>3 rTT7 / ' dydz dy* dz* d 

D'autre part , les composantes p , , p2, p$ de la rotation élémentaire 

sont fournies par les équat ions 

'Av dv du d\v dv du 

' d ; 0 * ' 6>J J./- ' d.r dy 

Sur chaque élément superficiel s'exerce une tension, généralement 

oblique, qui , rappor tée à l 'unité de surface, se décompose en une ten­

sion normale N et une tension tangenlielle T . 

Supposons provisoirement, avec Lamé, que les tensions s 'annulent 

avec les déformations (c'est ce qu 'on appelle l 'hypothèse de l'état 

naturel) et plaçons-nous d'abord dans le cas du solide isotrope, c'est-

à-dire du solide dont les propriétés élastiques sont en chaque point 

identiques pour toutes les directions. Si I o n considère alors trois 

éléments perpendiculaires aux axes, les tensions son! liées aux coeffi­

cients de la déformation par les équations 

i N , = X9 -f- 2[xaiy T | — s;JL61 — ;x^"i, 

( 1 ) > N 2 = X6 -4- 2;JI<2.2 . T . - 2<xb.2— JJL^-,, 

v N 3 — X9 i a;JLtfa, T 3 = 'Î\J. b% — ;JL ^-3, 

1 et /JL sont les coefficients de Lamé, toujours positifs et différents de 

zéro pour les corps solides. 
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L'élément perpendiculaire à Ox supporte la tension normale N, et 
une tension tangentielle qui a pour composantes T 3 parallèlement 
à O^ et T;, parallèlement à O r . 

En ajoutant à l'hypothèse de l'isotropie celle de l'homogénéité et 
appelant : p la densité; \ 0 , Y0 , Z0 les composantes de la force exté­
rieure massif/ne, c'est-à-dire rapportée à l'unité de masse, les équa­
tions de l'équilibre d'élasticité, telles qu'elles ont été données par 
Lamé, sont 

. I A + IJI h ;JL AU H- Û A „ - o 
i dx 

i cy" \ dx1 dy2 dz* ) 

I ( A -f- JJL ) \- a A i r -4- 0 / . „ - o 

Ces équations peuvent également se mettre sous la forme 

/ //« - * ai) /dp, ' dp,\ 

On en déduit le^ équations 

V»JJ.A//, 
\dz dy)' 

dont chacune est une conséquence des deux autres et qui ne con­
tiennent plus le coefficient 1. 

Les équation* (:->) sont dites indéfinies parce qu'elles s'appliquent 
en tous points du corps. Il faut > joindre les conditions à la surface, 
appelées aussi équations définies. Sur chaque élément tr de cette sur­
face est appliquée une force extérieure Xff, Y^, Zff. Si a, (3, y désignent 
les cosinus directeurs de la normale intérieure, on a 

i \ - JN,a H-T3 3 + 1 .7 , 
(3) • Y =T,a-HN 5 p-+-T,7 , 

! Z - l 5 a + l , a + N3T. 

Ceci suppose que l'élément de surface considéré n'est soumis à 
aucune liaison extérieure. Dans le cas contraire, on a affaire à ce 
qu'on appelle une condition de seconde espèce. Si, par exemple, la 
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surface possède un point fixe, les équations précédentes sont rem­

placée- en ce point par n = v = n> = o. 

L'intégration présente en général de grandes difficultés. M. Korn 

a eu recoins à la méthode des approximations successives. On peut 

également employer les équations de Kredholm. 

Quand les forces massiques sont nulles, les six tensions N, 1 

peuvent s 'exprimer en fonction de tiois inconnues o , , o a , o;t par le> 

formules 

< J r a <>3- 7 ' d r ^ 

Pr inc ipe de superposit ion. — Les équations indéfinies, aus>i bien 

que les conditions à la surface, sont linéaires par rapport aux incon­

nues u? iv, w et par rapport aux forces données . Il en résulte que >i 

l'on connaît les états d 'équil ibre correspondant à plusieurs systèmes 

différents de forces données on obtient l'état d 'équil ibre correspon­

dant à l 'application simultanée de cc> >ysternes de forces en composant 

ensemble le champ de déplacements correspondant à chacun des sys­

tèmes. C'est ce qu 'on appelle superposer les étals d 'équil ibre. On 

peut notamment chercher à obtenir la solution en procédant de la 

manière suivante. Déterminons par un moyen quelconque un état 

d 'équil ibre E, vérifiant les équations indéfinies, puis calculons le* 

forces superficielles correspondantes . \ ou< trouvons des valeurs X . 

V , rU qui généralement différent des \a lcurs \ , ^ , Z imposées 

dans le problème considéré. Nous pouvons alors superposer à l'état E, 

un second état E 2 dans lequel les forces massiques soient nulles et 

les forces superficielles égales à \ — X' , Y — V , Z — Z'. L'étal E ; ; 

ainsi obtenu vérifie toutes les conditions de ce problème. C'est presque 

toujours dans la déterminat ion de E., que réside la principale diffi­

culté. 

Unicité de la solution. —- Supposons que , les forces extérieures et 

les condit ions à la surface étant données, il y ait deux états d 'équi­

libre E<, E a . En superposant à l'état E, l'état — E 2 , déduit de E 2 par 

renversement des forces et des déplacements , on obtient un nouvel 

état E 3 , dans lequel toutes les forces extérieures disparaissent. On est 

alors dans l 'état naturel pour lequel, par hypothèse , les six ten-

file:///alcurs
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sions N, T sont nulles, ce qui entraîne la nullité des six coeffi­

cients a, b. Il en résulte que les états E , , E 2 ne peuvent différer que 

par un déplacement d'ensemble ( translat ion et ro ta t ion) . 

Observons toutefois que la démonstrat ion tomberait en défaut 

dans le cas (purement fictif) où l 'on aurait 3>> 4- 2 u. = o car les équa­

tions 
ÀO + 'X\J.(t\ = o, À6 -H •2[j.a1 — o, /.0 + 2 ; J L ^ 3 — o 

conduiraient alors, par addit ion, à l ' identité 

1 3 À 2 ;J . ) 0 - o, 

en sorte que , dans l 'état E ;J, les coefficients a ne seraient pas néces­

sairement nuls . 

La démonstrat ion cesse également de s 'appliquer dans le cas des 

l iquides, pour lesquels /JL = o, parce que la nullité des tensions cesse 

alors d 'entraîner celle des coefficients h. 

Travai l des forces extér ieures . - - Envisageons une déformation 

élastique dans laquelle les forces extérieures aient des valeurs 

données . Pour réaliser une pareille déformation. 011 peut imaginer 

qu 'après avoir at tr ibué à ch ique force E, en chaque point de la masse 

et en chaque point de la surface, la direction convenable, on fasse 

croître progressivement et proport ionnel lement toutes les forces F 

depuis zéro jusqu 'aux valeurs voulues. On parvient ainsi de l'état 

initial à l'état final par une suite cont inue d'états intermédiaires. 

Admettons que la transformation s'effectue avec assez de lenteur pour 

que les forces d' inertie soient constamment négligeables. A un ins­

tant quelconque, chacune des forces est représentée par h F , h étant 

un paramètre compris entre o et 1 et ayant même valeur pour toutes 

les forces. Les équations de l 'équilibre d'élasticité sont linéaires et 

homogènes par rapport aux quanti tés M, r , ce, /*. 

Le travail élémentaire de chaque force A F , pour une variation dh 

de /f, est dans ces conditions h dh(\u -f- Yv -f- Zce). Son travail total 

s'obtient en intégrant, par rapport à /J, depuis o jusqu 'à 1, ce qui 

donne - (X u -f- Y e - f - Z e r ) . Cela monire que le travail tolal des force* 

extérieures est la moitié de ce qu'il serait si ces forces atteignaient, dès 

le début de la déformation, leurs valeurs définitives. 
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Potentiel interne. — En tenant comple des valeurs ( i ) des tensions 

et désignant par co l 'élément de volume, une intégration par parties 

conduit à la relation 

(4) / t o ( E ! \ t t i ET g) = f p(XQu --- \ ' 0 c + Z„ui)(o + / i \u -1- Y c + Yi r ) i . 

l 'intégrale triple qui ligure au second membre se rapportant aux 

forces massiques, et l 'intégrale double aux forces superficielles. 

Appl iquons cette équation à la déformation progressive produite 

par des forces extérieures croissantes dans les conditions qui viennent 

d'être indiquées. Le second membre représente alors le double du 

travail des forces extérieures. Comme, par hypothèse, le système 

n 'acquiert pas dv force vi\e sensible, il faut que le travail total de 

toutes les forces soit nul . Le premier membre représente donc le 

double du travail des tensions, pris négativement. En désignant par aU 

la valeur de ce premier membre, on peut encore dire que le travail 

des tensions, depuis l'inslanl où U est nul jusqu 'à celui où celte fonc­

tion acquiert une valeur donnée, est égal à la \ar iat ion de U changée 

de signe. Comme les N, T sont des fendions connues des a, g, la 

fonction U ne dépend que dv ces coefficients (t, g. On voit ainsi que 

les tensions admettent un potentiel égal à U : c'est le potentiel interne. 

Nous poserons : im = S N a - j - D T » - . Le potentiel élémentaire est ÏÏTO». 

En remplaçant les N, T par leurs valeurs, on trouve aisément 

(5) »U = ri0lX62+2[JLl^2+IJ.S^2]. 

On peut inversement exprimer les a* g en fonction des N, T , et l'on 

obtient ainsi la formule suivante, due à Glapeyron : 

• 2 U - , x ( 3 X I
+ a , ) > t ( X + ^ £ N 2 - > - ^ N - + N - N ' - N 3 N ' ) 

+ (3X + 2n )2 T f ] -

Stabilité. — Si les forces extérieures sont nulles, il en est de même 

de U. Comme, d 'autre part , \ et /JL sont positifs pour les solides na tu­

rels, l 'expression de U ne peut être que positive. En l 'absence des 

forces extérieures, U présente donc un minimum égal à zéro. On peut 

en conclure que l'état naturel correspond à un équi ' ibre stable. 

Le corps étant dans cet état, appliquons-lui des forces extérieures 

graduellement croissantes. Pou r chaque système de valeurs de ces 

file:///ariation
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forces, il existe un état déterminé d 'équil ibre et, si cet état vient à 

être troublé, il se rétablit aussitôt que disparaissent les causes per tur ­

batrices. C^ci reste vrai tant que la déformation est assez petite pour 

que le principe de superposit ion demeure applicable. Quand les 

forces continuent à croître, cette condition cesse bientôt d'être 

remplie . En même temps le corps s'écarte de plus en plus de l ' iso-

tropie initiale. Il peut ainsi arriver un moment où le potentiel interne, 

dont l 'expression n'est valable que pour le cas de l ' isotropie et pour 

des déformations infiniment petites, atteigne un maximum, puis 

devienne décroissant. A ce moment , la stabilité disparaî t et la défor­

mation se poursui t spontanément. C'est par des considérations de ce 

genre que s 'expliquent certains phénomènes tels que le coulage des 

corps plastiques, la rupture des corps fragiles, etc. 

Théorème de réciprocité. — Dans l 'équation (/j) les tensions N, T 

sont celles qui résultent de la déformation caractérisée par les coeffi­

cients <7, g", dues aux déplacements ?/, e, w produits par les forces 

extér ieures; mais on peut s'affranchir de cette restriction. Ecrivons 

a cet effet les équations ÏI/^ATL 

,„ „ „ •wfàemmsobm bw 
2"*« Sïrofe 

<JN, ^T 3 < n \ 
i _| _? -\ : 

du dv dz 

expr imant que le centre de gravité du parallélépipède élémentaire est 

dépourvu d'accélération et, après les avoir multipliées respectivement 

par //'w, e'oj, n'o) (*/', e\ sv désignant de petits déplacements arbi­

traires), ajoutons-les puis faisons l ' intégration étendue à toute la 

masse du solide. En procédant comme précédemment , nous parvenons 

à l 'équalion 

/ w[S\rt'-r- 21<?'1 = / p ( X 0 « ' + Y 0 i / + Z 0 < O w + / £ ( £ / < ' + Vr' + Z H / J J 

dans laquelle les a\ g caractérisent la déformation due aux déplace­

ments u\ v\ \v'. D'ail leurs N = ~ et T = - ^ en sorte que le premier 
' ' da dg 1 L 

membre de l 'équation précédente peut se mettre sous la forme 

/" f v ^ , ^ àrs 
/ 10 7 -r- a + 7 - r - i J 1^4 da ^Làdg" 
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Comme 57 est une fonction quadrat ique des a , g, cette expression ne 

change pas quand on y permute les a, g avec les d, g'. 

Soient maintenant X'u, \ 0, Z0 et X', Y', Z les com[posantes des forces 

capables de produire les déplacements u\ v', \v en donnant naissance à 

des tensions N', T' . En permutant les u, e , w avec les u, r . ce, on 

est amené à conclure que les expressions 

/ p E ( X o f ' + \QV'^ Z 0 « / K O + / S ( X M' + Yc' -:- Zir ' IO-

et 

/ s S ( X ' u w Y ^ c + Z'0<v ) to + / 2 ( X ' / f — \'t> -Z'w)? 

sont égales. De là ce théorème de réciprocité, diî à Betli : 

Le travail total des forces de Vun des systèmes, pour les dépla­

cements produits par Vautre système, est égal au travail des 

forces du second système, pour les déplacements produits par le 

premier. 

Conditions analytiques de la détermination du problème. — Nous 

avons dit que dans le cas des corps solides, pour lesquels p. et 3). -f- 2/J. 

sont toujours des quantités positives, la solution d 'un problème 

d'élasticité est unique. Cette conclusion suppose toutefois cpie le 

principe» de superposit ion est appl icable; c'est un point sur lequel 

nous aurons à revenir. On peut se demander ce qui arrive lorsque, 

continuant à admettre que \M n'est pas nul (ce qui exclut le cas des 

lluides), on laisse indécis le signe de 3/ . -4-2/J . . Cette question a fait 

l'objet d ' importantes recherches analytiques, dues à INI M. E. et 

F . Cosserat ; nous ne pouvons en donner qu 'un aperçu très som­

maire . 

Posons avec ces auteurs £ = - - j - i et admettons l 'absence de forces 

extérieures. Les équations indéfinies prennent la forme 

,d0 ,.()6 ,d() 
Ai/ + f - T - = o , Ar + £ — = o, A n » + 5 - = 0 . 

dx dy dz 

Il faut trouver des valeurs de u, e, <v qui vérifient ces équations et 

remplissent les conditions à la surface;. A cet effet, on peut se pro­

poser de représenter u, e, ce par des séries ordonnées suivant les 

puissances croissantes de \. Ces séries doivent vérifier formellement 
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les équations du problème et, de plus, posséder la convergence néces­

saire. En effectuant les calculs, on met en évidence l'existence d 'une 

suite de pôles correspondant à certaines valeurs de ï. La discussion 

est délicate. MM. Gosserat se sont inspirés, pour la mener à bien,"du 

Mémoire de Poincaré Sur les équations de la Physique mathéma­
tique (*). 

Leur conclusion est que la solution n'est assurément unique que si 

; est compris entre — i et =• Pour £ = - , ils ont donné l'exemple sui­

vant d ' indétermination. Posons, en appelant a<>, /7,, bi: c{ quatre con­

stantes arbitraires 

// — aK)x + - <7, i x- — y2— z-) + />, ./• r + c, ./• 3, 

v = ^ / x f l | . / ' / + - 6 | ( — . / • - y'1 — z- ) + bKrz, 

11 vient 

et de même 

b\yz - -c , (— ./•- — y 

3(<70 — ax x -.- b\y + C| 3), \u ~ — a}. 

Su + 3 T -
" 6/./' 

Ar + ; - = o , A<v + $ -

D'autre part , ainsi qu'il est aisé de le reconnaître, l ou les les ten­

sions N, T sont nulles, en sorte que la surface n'est soumise à aucune 

force. Voilà donc un état naturel compatible avec des valeurs absolu­

ment quelconques de a{), at, bly cs. 

Remarquons que la valeur £ = - donne 3/. -f- 2 u. = o; nous savions 

déjà qu'il y a indétermination dans ce cas. L'autre cas limite £ = — 1 

qui donné 1 -\- 2/J. = o est, comme nous le verrons, celui de l 'éther de 

Fresnel. Les équations indéfinies, mises sous la forme ('a*'*) deviennent 

alors 
/d/>, dp3\ /d/j:i dj>i\ 

/dpi dp.2\ 

(1) Rendironti ciel Circolo mrttematico tli Pulermo, i*i)ï. 
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d'où 
dX0 d\Q c/Z0 

dx dy dz 

Suivant que les forces massiques vérifient ou ne vérifient pas cette 

relation, il > a évidemment impossibilité ou indétermination. 

Fonction des déplacements. — 11 • peut, arrixer que les déplace­

ments u, e, w soient les dérivées partielles d 'une fonction o des coor­

données. On dit alors qu'il y a une fonction des déplacements. Dans 

ce cas, p, q, r sont nuls , d'où 

(X + •>. [i i dti o i X 0 dx + Y0 dy +- Z0 dz i = o. 

Cette équation, dans laquelle p es! supposé constant, exprime qu'il y 

a une fond ion des forces extérieures, et en désignant celle-ci par ty, 

on a 
i À , i \x »0 zty = const. 

On remarque que la dilatation cubique est constante sur chaque 

surface de niveau. 
La dilatation cubique étant ainsi obtenue, la fonction o est définie 

par l 'équation 
d'T d1® d2 ? 

d72 ^ ây* dz* ~ ' 

S'il n 'y a pas de forces massiques, la dilatation cubique est partout la 

même. 
En ce qui concerne les conditions à la surface, si l 'on remarque 

c i r àf , pàf , df 
que, pour une tonchon quelcon<|ue, 1 expression a y - + p j - , -f- '/ y-

représente la dérivée '— prise suivant la direction z, j3, */, ces condi­

tions se mettent sous la forme 

' (>AI
 r * dn du 

Emploi de coordonnées curvi l ignes. — 11 est souvent utile, dans les 

applications, d ' introduire des coordonnées non cartésiennes. Lamé 

s'est occupé de cette question. Admettant que les directions pr inci­

pales régnant à l ' intérieur d 'un solide en équilibre d'élasticité sont 

normales à trois familles de surfaces orthogonales appelées par lui 
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surfaces isostatiques, il prenait, ces surfaces comme surfaces de réfé­

rence et parvenait notamment aux équations suivantes : 

A — A, A —A., d\ 
di 
c J A , 

dsi 

d\.> 
ds* 

+ oF 

'-F, 

. I \ = 

A , - A , V , - A 

r 

V . . — A , A o - \ 

Dans ces équations, A. A, . A2 sont les tensions tangentes aux axes 

curvilignes des s, su s2) F, Vl} F.2 sont J e s composantes des forces 

massiques suivant les mêmes tangentes: —, - >ont les deux courbures 
n ' T i <•', 

de la surface des s, , .v2 ; —? - celles de la surface des .v.M .s; - , - celles 

de la surface des ,y. s , . 

Plus tard. M. Boussinesq a fait remarquer que les surfaces isosta­

tiques n'existent généralement pas. \ oici comment on peut se rendre 

compte de ce fait. 

Soient a , , (3,. yx) y.>2, £2 , y2) y..i: p 3 . y.A !<•> cosinus directeurs dv> 

tensions principales au point considéré. L'existence des surfaces iso-

statiques exige que l'on ail 

^{-^-^7) + ^^,--^) • :i[dï-ôx-) = i /' - i . •>, "t i. 

Soient, d 'autre paît , .ç,, s2, s:i les trois racines de l 'équation en s 

X , - * T;; L 

T, N 2 - s T, 

T , T, N 3 - * 

On doit avoir aussi 

( X i — $ / ) * / + 

Posons 

[ 3,-»/ t o Y i = t » , 

T3a, + ( ^ - ^ . 3 , . . l l T / = 0 , 

A,-= (Xj — .s-)i, — i i i ï : nl- = (Nt— .v/)i,— tyr 
C/=(N a —*,)T 3 —T,T, . 

D? 
i i i 

X? H7 ' C ? ' 
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Nous trouvons sans peine 

D/ r D, D, 
i Y< • ' / ' v 

En substituant ces valeurs dans les équations ( 5 ) , on est conduit à 

trois conditions que doivent remplir les tensions N, T . Ces conditions 

sont fort compliquées. La complication augmenterait encore si l'on 

entreprenait d'y remplacer les N, T par leurs valeurs en fonction 

de u, v, (v. Enfin, pour savoir quels sont les systèmes de forces qui , 

appliqués à un solide donné, produisent des familles dv surfaces iso­

statiques il resterait à éliminer u, v. tv, au moyen des équations indé­

finies et des conditions à la surface. 

CHAPlTItK IL 

I Q U I L I B R E L > , l ' : L \ S T I f : i T É l ) E ^ S O L I D E S A N ' I S O T R O P K S . 

Nombre des coefficients. — Le travail *B effectué par les forces 
extérieures appliquées à un solide parlant de l'état naturel est donné 
par la moitié de l 'intégrale 

/ • 
i X , ^ , \.><t.> X - j ^ , 1 , - , + 1 . 

dans laquelle les N. T sont des fondions linéaires des a, g- en sorte 

qu'il paraît s ' introduire M) coefficients arbitraires. Mais la The rmo­

dynamique permet, comme nous le verrons, d'affirmer l'existence 

d'un potentiel interne et, en s 'appinant sur ce fait, on peut réduire 

le nombre des coefficients réellement indépendants. 

Le potentiel interne l est la fonction dont la variation représente 

au signe près le travail des forces intérieures. Comme il n'est défini 

qu 'à une constante près, on peut écrire 

e =- L. 
d 'où 

/ -
) ( Ï N « X ï » = --AI. 

AdmelTolis maintenant que L est la somme des potentiels élémen-
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taires njr,j correspondant à tous les éléments w du solide, alors 

(domine les tensions N, T sont des fonctions linéaires des coeffi­

cients a, g de la déformation, on voit que SJ est une fonction quadra­

tique de ces mêmes coefficients. Par suite 

v dm dm 
\ = — j 1 — — • 

da dg 

Or une fonction quadrat ique de o' \ar iables a, g renferme seulement 

21 coefficients arbitraires. Tel est donc le nombre des coefficients 

entrant dans l 'expression générale des tensions. Il faut alors que les 

36 coefficients admis précédemment vérifient, i5 relations, et il est 

facile de voir quelles sont ces relations. A cet effet, changeons les 

notations : remplaçons g\, g\, g* par a.,, a«, a* v\ T M T 2 . T 3 par N 4 , 

N*, X,,, ce qu i permet d é c r i r e 

X/— I \ijttj (i - i , i. "3, î, i , <> ; j — \, •;., 3 . i , >, (>). 

Les i 5 relations en (pie lion .-ont 

V / - V ('"<•/.»• 

Nous avons jusqu' ici admis avec Lamé qu'il existe un état dit 

naturel dans lequel, en l 'absence de forces extérieures, les tensions N, 

T sont nulles. Or , si cette condition paraît en général se réaliser sen­

siblement, il existe des cas d'exception. Tel est celui, bien connu, des 

larmes balaviques : la pulvérisation spontanée qui s'opère quand on 

brise la pointe d 'une pareille larme montre que la substance vitreuse 

se trouvait dans un état d 'équilibre instable dû, sans aucun doute , à 

des tensions intérieures. On peut citer également le freliage d 'une 

pièce d'artillerie, obtenu au moyen d'une ceinture formée du même 

métal et posée à chaud autour du tube. \ p r è s refroidissement, on se 

trouve en présence d'un bloc dans lequel, malgré l 'absence de forces 

extérieures, la ceinture comprime fortement le tube, tandis qu'el le-

même travaille à l 'extension. 

Il est donc désirable de s'affranchir de l 'hypothèse de Lamé. On y 

parvient sans peine en remarquant que, si les tensions ne sont pas 

nulles dans l'état naturel , chacune d'elles renferme un terme indépen­

dant des a, g, ce qui introduit (> constantes nouvelles, portant à 27 le 

nombre total des constantes arbi traires . 

.Mti.MORiAi. ni-:s se, MATH. — >° 35. 2 

file:///ariables
file:///ijttj
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Théorie de Poincaré . Fa question peut, comme nous l'avons dit 

dès le début, être abordée par une soie toute différente qui a donné 

lieu à de nombreux travaux. On regarde alors le corps comme formé 

d'un nombre immense de points matériels agissant les uns sur les 

autres, et l'on cherche à calculer les effets produits par les actions 

mutuelles de ces points. Poincaré, dans ses leçons Sur la théorie 

mathématique de Vélasticité, a fait usage de celte méthode. 

Le point de départ de Poincaré consiste à admettre l'existence d 'un 

potentiel des forces intérieures, fonction des petits déplacements 

éprouvés par les points du système à partir d 'un certain état naturel, 

et à développer ce potentiel par la formule de Tas lo r en s'arrètant 

aux termes du second ordre . L'auteur s'abstient de supposer les forces 

extérieures nulles dans l'état naturel , parce qu 'aut rement , dit-il, il 

pourrai t arriver que les déplacements correspondant à l'état final, 

appelé d'équilibre contraint ne fussent pas très petits. Pour éclaircir 

celte idée, il cite le cas d'un gaz qui ne peut, sans pression superfi­

cielle?, occuper un volume fini. Après avoir ainsi posé le problème, 

Poincaré, pour continuer les calculs, suppose que les actions molé­

culaires deviennent insensibles quand les distances dépassent une 

très pe:ite longueur, appelée rayon d'action moléculaire, et, après une 

discussion serrée, il néglige tout ce qui est effectivement négligeable. 

Finalement, dist inguant deux cas, suivant que les forces intérieures 

sont ou non centrales, c 'est-à-dire dirigées suivant les droites de 

jonction des couples de points, il aboutit au tableau suiwmt du 

nombre des coefficients distincts : 
Nombre 

de coefficients. 

( Forces extérieures non nulles 
Forces intérieures i dans l'état naturel 27 

non centrales j Forces extérieures milles dans 
( l'état naturel >i 

I Forces extérieures non nulles 
Forces intérieures } clans l'état naturel i\ 

centrales j Forces extérieures nulles dans 
f l'état naturel i5 

Dans le cas part iculier de l ' isolropie, la conclusion de Poincaré est 

qu'i l y a en général trois coefficients, se réduisant à deux ou à un 

seul quand les 27 coefficients de l 'anisotropie se réduisent à 21 ou 

à i 5 . On a d 'abord les deux coefficients ). et \x de Lamé. Le troisième 
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coefficient v s'annule si les forces extérieures sont nulles dans l'état 

naturel . La réduction à un seul coefficient se produi t si, en outre , les 

forces intérieures sonl centrales, car on trouve alors que /UL ne diffère 

pas de A. 

La question de l'égalité ou de l'inégalité des deux coefficients }. et /J. 

a soulevé de nombreuses controverses. Elle devrait, semble-t-il, être 

tranchée par l 'expérience. Mais indépendamment de la difficulté de 

mesurer ces coefficients, il faudrait alors opérer sur des corps rigou­

reusement isotropes qu'il est prat iquement impossible de se procurer . 

Il paraît établi qu'avec des corps très rigides, la différence entre X 

et /JL est d'autant moindre qu 'on se rapproche davantage de l 'isotropie 

parfaite. Au contraire, avec les corps peu compressibles et facilement 

déformables, tels que les substances gélatineuses, la valeur de 1 sur­

passe beaucoup celle de /JL et il ne saurait guère en être autrement : 

car à la limite, lorsque l'on arrive au cas du l iquide, celui-ci ne résiste 

pas aux glissements, ce qui indique que T , , T 2 , T 3 doivent être nuls 

pour toutes valeurs de 6, , />2, b*, d'où p. = o, et en même temps, la 

résistance à la compression subsiste, d'où 1 ^> o. 

Pour concilier la notion des forces centrales avec l'inégalité des 

deux coefficients, Duhem a imaginé de concevoir l 'action de liaisons 

intérieures définies, à la façon de Lagrange, par certaines équations. 

Laissons-lui un instant la parole ( ' ) . 

« L'idée essentiellement neuve de Poisson, c'est la négation même 

des forces de liaison et l'affirmation que le rôle at tr ibué par Lagrange 

à ces forces doi t , en réalité, être at tr ibué aux attractions molécu­

laires Selon lui, cette innovation constitue une réforme capitale, la 

création d 'une nouvelle mécanique, la mécanique phys ique , qui 

s 'oppose à la mécanique anah tique de L a g r a n g e — Non seulement les 

fondateurs de l 'Elastique ont pris cette idée pour point de départ de 

leurs recherches, mais encore les plus éminents esprits qui ont traité 

de celle science l'ont adoptée et ense ignée— Cependant le flair, disons 

mieux, le génie de Poisson et de Cauchy ne les a pas empêchés dv 

déduire des principes inexacts qu'ils avaient adoptés des conséquences 

fausses dont la Physique ne s'est pas encore entièrement débarrassée. 

Une seule de ces conséquences nous intéresse dans ce cas, c'est la 

(') Hydrodynamique, Élasticité, Acoustique. Cours autograpliié. 'l'orne II, p. a5S 
et suiv. 
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suivante. L'étude du corps élastique le plus général exige la connais­

sance expérimentale seulement de quinze coefficients d'élasticité dis­

tincts, et non de vingt et un. Dans le cas des corps isotropes, un seul 

coefficient est à considérer, car les deux quantités X et (J. sont égales 

entre elles et les équations qui régissent les corps isotropes sont celles 

qu'avait données Navier. Nous avons vu les raisons qui doivent faire 

rejeter cette dernière conséquence. » 

Les objections de Duheni n'ont nullement convaincu Poincaré, et 

voici sa réponse ( • ) : 

a Nous avons supposé que toutes les molécules étaient l ibres ; dans 

certaines théories, au contraire, on les suppose assujetties à des liai­

sons. Pour trouver dans cette hypothèse les équations d 'équil ibre, il 

suffit d 'appl iquer la méthode de Lagrange Il semble au premier 

abord qu 'en introduisant celle hypothèse nous pourrons étudier des 

phénomènes plus généraux, c'est-à-dire que l 'hypothèse de molécules 

entièrement libres restreint la générali té: ce n'est qu 'une apparence. 

Prenons , par exemple, la liaison la plus simple : supposons deux 

molécules assujetties à rester à une dislance invariable /"0 l 'une de 

l 'autre. Tout se passe comme s'il existait entre elles une force at t rac­

tive ou répulsive dirigée suivant la droite qui les joint et fonction 

seulement de leur distance, cette force étant supposée nulle pour r = /*0, 

très grande et répulsive pour /• = r{) — s, très grande et attractive 

pour /' = /^-+-6. La force de liaison apparaît donc, dans cet exemple 

simple, comme un cas limite de la force ordinaire. On pourrait faire 

une étude analogue pour les liaisons quelconques, et l 'on arriverait au 

menu; résultat. On ne généralise donc pas en introduisant des liaisons 

» Si l ' introduction de liaisons ne donne pas une plus grande géné­

ralité, si, par conséquent, on peut arriver à des résultais tout aussi 

étendus, à condition de ne pas préciser la nature de ces forces, com­

ment se fait-il qu 'on ait. créé des théories différentes en faisant usage 

de liaisons? La raison en est simple : il est certains esprits auxquels 

répugne la conception d'actions à distance autres que des forces cen­

trales; dans les cas où l 'h \po lhèse des forces centrales ne rend pas 

compte des fails observés, ils introduisent des liaisons qui leur per­

mettent d 'expliquer ces fails sans renoncer à leur hypothèse fonda­

mentale. » 

( ' .1 Leçons sur la théorie de r/-.'lasticité,p. 3- et sui\. 
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Un peu plus loin, Poincaré précise son idée en montrant que, si 

l'on veut tenir compte d 'une équation de liaison d = o on esl conduit 

à remplacer W , -f- W 2 par W , H- VA 2 + M , / désignant un multipli­

cateur de Lagrange, en sorte qu'il y a une fonction inconnue de plus, 

qui esl /, et une équation de plus, qui est 0= o et il ajoute : « Il est 

alors aisé de comprendre que nous ne restreignons pas la généralité 

en supposant qu' i l n 'y a pas de liaison. » 

En somme, pour expliquer l'inégalité des coefficients de Lamé, on 

pourrai t opter entre deux hypothèses : ou bien admettre , avecDuhem, 

l'existence de liaisons représentées par certaines équations, ou bien, 

avec Poincaré , dire que l 'action mutuelle de deux molécules n'est pas 

uniquement fonction de leur distance ; mais alors celle action mutuelle 

ne satisfait plus à la loi d'égalité de l 'action et de la réaction. Le choix 

est un peu une question de sent iment; la seule chose à retenir c'est 

que, d 'une façon ou de l 'autre, 1 peut différer de y.. 

D'autres interprétai ions sont possibles. W . Thomson (lord Kelvin) 

considère deux SA sternes de points matériels. Deux points quel­

conques exercent l 'un sur l 'autre une action centrale. Mais l 'action 

réciproque des points de l'un des systèmes est différente de celle des 

points de l 'autre et différente aussi de celle de deux points appar te­

nant à des systèmes différents. Pour simplifier le langage W . Thomson 

appelle ces deux systèmes le système des points rouges et le système 

des points bleus. Il admet que chaque système occupe les sommets 

d 'un réseau de mailles parallélépipédiques. L'image d 'un corps incom­

pressible s'obtient de la manière suivante. Chaque point bleu esl 

relié par quatre barres rigides aux sommets du tétraèdre rouge à l ' inté­

rieur duquel il se trouve, et ces barres sont dirigées de façon que le 

\ o l u m e d u tétraèdre soit maximum, ce qui exige que chaque barre soit 

perpendiculaire à la face opposée. Un tétraèdre ainsi construit conduit 

à i5 constantes d'élasticité. En remplaçant ce tétraèdre spécial par 

un tétraèdre quelconque; et substituant aux tiges inextensibles des 

tiges élastiques, on ajoute 6 constantes arbitraires. Un système de ce 

genre donne donc au total 21 constantes d'élasticité. 

Poisson avait jadis essayé d'élargir la théorie moléculaire; en regar­

dant la matière comme formée non plus de simples points matériels, 

mais bien de molécules rigides et polyédriques exerçant les unes sur 

les autres , en outre des forces centrales, des couples de rotation. Une 

conception analogue a été reprise par "SY. Voigt. Il a montré en 1887 

file:///olumedu
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qu'en considérant les molécules comme douées de polarité, le nombre 

des constantes. indépendantcs s'élève à 21 dans le cas de l 'anisotropie. 

Dans le cas de l 'isotropie il ne subsiste qu 'une seule constante. Mais 

plus tard W . Voigt est parvenu au degré voulu de généralité en 

utilisant la notion de quasi-isotropie imaginée par de Sainl-X^cnant 

pour le cas des corps ayant subi une déformation permanente . 

L'expérience montre qu 'un grand nombre de corps dits isotropes 

sont formés de petits individus cristallins, orientés dans tous les 

sens. Dans un pareil corps quasi-isotrope, la tension sur un élément 

superficiel doit être la moyenne de toutes les tensions qui , dans un 

cristal régulier, formé de la même matière, s'exercent sur les éléments 

orientés de toutes les façons possibles. Par tant de là, Voigt trouve 

que la tension est fonction linéaire des coefiicients de la déformation 

et que cette fonction renferme deux constantes arbi traires . 

Il convient encore de dire que Barré de Sa in t -Venan t , partisan 

déclaré de l 'hypothèse des forces centrales, n'a jamais voulu admettre 

la possibilité que ces deux coefficients soient inégaux. Dans la note iG 

qu'il a ajoutée à la traduction française de l 'ouvrage de Clebsch, il 

conteste en ces termes la portée des observations f cites sur les corps 

gélatineux : « Diverses expériences ont prouvé que le caoutchouc 

n 'est , comme les gelées, qu 'un réseau vésieuleux dont les mailles ou 

cellules sont remplies d 'une matière liquide : or toute déformation 

perceptible d'éléments liquides produit des changements de distances 

moléculaires qui excèdent beaucoup les limites dans lesquelles les 

actions développées leur restent proportionnelles et ne cessent pas 

d'avoir les mêmes intensités pour les diminutions (pie pour les 

augmentations de ces distances. On ne peut donc , de ce que pré­

sentent ces composés spongieux lorsqu 'on les déforme ou comprime, 

rien inférer de relatif à la loi des actions qui sont en jeu là où la 

proport ionnali té dont il est question se conserve, comme par exemple 

dans les métaux. » Barré de Saint-Venant prétend ensuite démontrer 

que l 'hypothèse des forces centrales est seule compatible avec le pr in­

cipe de conservation de l 'énergie. Mais ses arguments sont inopérants 

ainsi que la méthode suivie par Poincaré suffit à l 'établir : on a vu 

en effet que dans cette méthode le principe de conservation est res­

pecté sans qu 'on soit nécessairement conduit à admettre l 'hypothèse 

des forces centrales. D'ailleurs, quoiqu 'en dise Barré de Suint-Venant , 

il est bien difficile de ne pas considérer l'état liquide comme déri­

vant de l'état du solide isotrope par l 'annulat ion du coefficient y. 
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CHAPITBE III . 

PETITS MOUVEMENTS. 

Deux types de solution. Bien ne permet d'affirmer que dans un 

solide en voie de déformation les tensions suivent les mêmes lois 

qu'à l'état statique. Nous reviendrons bientôt sur ce point ; mais 

admettons provisoirement qu'il en est ,;insi. Alors , d 'après le pr in­

cipe de d 'Alember t , il suffit, pour passer du problème statique au 

problème dynamique, de tenir compte des forces d ' inertie, en sorte 

que pour un corps isotrope les équations indéfinies prennent la 

for m 

\'J{) v x c l l u 

( A , , ) , > - {,\U ? \ 0 _ ? — , 

( 6 ) / ( A + ;J. ) -— ;JL At + o \ 0 =- ' - r - > 
dy ' ' di-

(A {l)— ;iAil- + o Z „ - s - ^ - . 

Ces équat ions , comme celles de l 'équilibre d'élasticité, ne sont 

valables, que si les dérivées partielles de u, r, w par rapport à x, y, z 

peuvent être regardées comme infiniment petites. C'est ce qui arrive 

dans le cas des petits mouvements vibratoires, qui va maintenant 

nous occuper . Commençons par faire disparaître les forces mas­

siques X0 , \ 0 , Z0 supposées constantes en mesurant les déplacements 

de chaque point à part i r de. Ja position correspondant à l'étal 

d 'équil ibre produi t par ces forces. Ceci fait, posons 

ai dz, dz> 
£.••"'• '' = <F-Lr" "--37 

diii dvx da>i 

dx dy dz 

Pour que les équations du mouvement soient vérifiées il suffit que 

les fonctions 9, w,, t>,, «v, satisfassent aux quatre conditions 

A + 2 JJL . d1 CP 

^ = - ^ p T dt-

" A M I = - J 7 T » - A C J = - ^ - i , '_A(c, = — — - . 
p dt2 p <J/* 0 J dt2 
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Posons encore 

d-; dl doi d'; drj> dy. 
dy dz dz dx dx dz 

Nous trouvons que a. 3 , y sont trois intégrales de l 'équation 

dr2 

Il resterait à démontrer qu 'on parvient ici à la solution générale du 

problème. Cette méthode met en évidence la superposit ion de deux 

genres de mouvements , dont l 'un admet une fonction o des déplace­

ments tandis que pour l 'autre la dilatation cubique est nul le . 

Les fonctions <p, a. (3, y doivent être déterminées de façon à vérifier 

les conditions à la surface. 

Les quantités a, (3, y sont liées de la façon suivante aux compo­

santes p, q, r de la rotation moléculaire. On a 

d\v dv d / dy. d'i <h'\ 
ip = -r- = — Aa + -r- — -h ~ + -yi , 

dy dz dx \dx dy dz j 
* < ! = 
>. r -

La question peut être abordée d 'une autre manière. Cherchons s'il 

existe des solutions particulières de la forme 

7/ = //„ sinX"/, v — r „ s i n / 7 , w = ir„ >in Â7, 

/k désignant une constante et u0, e0 , <r0 trois fonctions de x, y, z. En 

substi tuant dans les équations indéfinies, on voit disparaître le facteur 

sin/»7 et si l'on pose 

0 =
 dJh „ ^ ° _,_ ^tT'° 

dx dy dz 
il vient 

( A + [J. ) -r— |JL AU0 = / t- S «(). 

Admettons que le solide soit libre et n 'éprouve aucune pression 

sur sa surface. L'équation du travail virtuel est alors 

/ (0.077? _- I (X ou -•- Y Se .- Z 3CI>)OJ, 

dans laquelle X, Y, Z désignent les composantes de la force d ' inertie 
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Soit une autre solution 

u'= u'Qs\nIc't, c '= cj, sin/i'/. ir' = irj, sinÂ'/. 

On a pareillement 

/ <.).Ô7jr' = / ( X ' ou'-+- V oc ' — Z' o i r ' ) c ) . 

Les déplacements virtuels étant arbitraires, on peut prendre 

OU = If'. OV = V', OiV — IV t 

ftll = u. ô c ' — I", OU"' — iC. 

¥ . <J*f. ô dfo . r , ^ , , du d ou . 
Le terme À-r- -y— qui figure dans OGJ peut s écrire A-r-; —7-7» <" t;S*-

à-dire A-r- - r - et il se retrouve dans ÔTJJ'. Il eu esl de même pour les 
dx dx l 

autres termes de ô\v, en sorte que ÔTJJ = ovs'. On est ainsi conduit à 
la relation 

/ ( X / / ' + Y r ' + Z t r ' KO = / (X'u V f Z ' i r ) o , 

d'où, en remplaçant X , Y. Z et X ' , Y', 7J par leurs valeurs, 

r/ ,d2u ,d2v ,d*\v\ CI dlu d*v d*iv'\ 
I U —TT -+" v TT U <C —7-— ) ( . ) = / ( U —, h V —,— + W —, ) ( • ) . 

. / \ dt2 dt2 dt2 J J \ dt2 dt'2 dt2 J 

c'est-à-dire 

( k2 — //-' ) / ( U0 Hy + f u v'0 !- (ï'o (ï 'i ) (O —- o . 

On voit que si kf diffère de A', l ' intégrale est nécessairement nul le . 

Ce résultat subsisterait si le solide était encastré dans un bloc 

infiniment rigide assurant la fixité de sa surface, car alors les dépla­

cements étant partout nuls sur cette surface, il n 'y aurait aucun tra­

vail des pressions superficielles et par conséquent l 'équation du tra­

vail virtuel ne serait pas modifiée. 

L'équation précédente conduit à une conséquence importante . Si k' 

pouvait varier d 'une façon continue à part i r de k, les quantités "0,^'0,i*'o 
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seraient des fonctions continues de cette variable. L'intégrale, qui esl 

nulle tant que k' diffère de k, devrait, par raison de continuité , rester 

nulle pour k = k'. Or ceci esl impossible, car à la limite, pour À"'= k. 
wo> %•> <*'o s e confondent nécessairement avec u0, e0 , (v0 en sorte que 

l 'intégrale devient / ( M J + r* + t v j j W Les valeurs de k forment donc 

une suite discontinue. En d'autres termes, un corps solide, de même 

qu 'une corde vibrante, possède un son fondamental et des harmo­

niques bien déterminées. Poincaré , dans ses leçons sur l 'Elasticité, a 

indiqué une méthode de recherche de ces harmoniques . 

Ondes planes. — Dans le cas d 'un milieu élastique illimité en tous 

sens, les conditions à la surface cessent d'exister. O n peut alors 

envisager, la propagation d 'une onde plane, et l 'on retrouve la distinc­

tion, trouvée ci-dessus, entre deux systèmes de vibrations : d 'une 

part les vibrations qui s'effecltient sans tourbi l lonner , d 'autre part 

les vibrations tourhil lonnaires qui n 'entraînent aucune variation de 

densité. Les premières sont longitudinales, c'est-à-dire normales au 

plan de l 'onde et se propagent avec la vitesse i/—-—? correspon­

dant à l 'équation - l o = —;• Les autres sont, transversales, 
1 p • dt'2 

c'est-à-dire dirigées dans le plan de l 'onde et se propagent avec la 
A / M- • 1 > I 5 ' • 'J- A I ^ '"V 

vitesse i / L» qui correspond a 1 équat ion ^ ly = —r-^-
L'expérience indique que les vibrations lumineuses sont exclusive­

ment transversales. On est condui t , pour expliquer ce fait, à admettre 

que dans le cas de l 'éther, assimilé à un milieu élastique, on a 

À-|-2ju. = o, en sorte que 1 et /JL sont de signes contraires. La propa­

gation des vibrations transversales exigeant que \J. soit positif, il faul 

que X soit négatif. Cette consti tut ion de l 'é ther diffère profondément 

de celle des milieux matériels, pour lesquels X est toujours positif. 

Si l 'on remplace / par — i\x et si l'on p o s e - = c\ les équations 

des mouvements vibratoires de l 'éther isotrope prennent la forme 

d*u / \ dO \ d/2v / d§\ d2Kv i < ) 0 \ 

dF = e(*"-d-ï)' !ïF = eVv-ïïï)> ,7F-eV%v-Tz)m 

Les théories opt iques indiquent que . pour se rendre compte du 
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mode de propagation de la lumière dans les cristaux transparents , il 

suffit d 'écrire 

d2u. lK dd\ d2v r/ d0\ d2iv / d()\ 
—j— = e ( Au — , - j — = / ( Ac — -— ) . —;— = A' ( Air — ) , 
dt2 \ dxr dt1 ' \ dy J df2 \ dz J 

avec trois coefficients distincts e, /', g. 

Influence de la viscosité. — On admet que si un solide n'est pas 

parfaitement élastique, les tensions N. T . à chaque instant du mouve­

ment, dépendent non seulement de la déformation locale, mais encore 

de la vitesse de déformation et l'on précise cette hypothèse en rempla­

çant les N, T calculés comme précédemment par N - f - N ' , T 4 - T \ 

l c sN ' , T ' é tan t constitués en fonction des dérivées u1, v', \v de u, v, ce 

par rappor t au temps, comme les N, T le sont en fonction de u, v, ce 

avec cette seule différence cpie les coefficients de Lamé A et p. sonl 

remplacés par d 'autres coefficients /.' et /J.'. appelés coefficients de 

viscosité. Les équations du mouvement prennent ainsi la forme 

,ài> v , , , ,.0^ . d i v d2u 
v dx l dx dt dt dt2 

On passe du cas du solide imparfaitement élastique à celui du fluide 

visqueux en posant \x = o. 

Ce que nous avons dit au sujet des petits mouvements d 'un solide 

n 'est donc exact que si, comme il arrive; souvent, >/ et [j! sont négli­

geables. 

CHAPITIŒ IV. 

CAS DES CORPS MINCES. 

Un corps esl dit mince quand tous les points de sa niasse sont très 

rapprochés de sa surface et quand, en même temps, son volume est 

très grand par rapport au cube du maximum de cette distance. Les 

cas les plus simples sont ceux d 'une lige cylindrique de peti te sec­

tion et d 'une plaque plane de très faible épaisseur. L'équil ibre d'élas­

ticité de pa re i l sco rps présente des particulari tés qui ont depuis long-
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temps attiré l 'attention et dont la cause profonde a été, au point de 

vue analyt ique, mise en lumière par MM. E. et F . Cosserat. 

Si l 'on définit le contour de la section d 'une tige par son rapport 

de similitude e à une courbe donnée , de dimensions finies, et si l 'on 

connaît les forces extérieures, u, v, iv sont des fonctions déterminées 

de x, y, z,e ainsi que de la longueur h de cette tige. MM. Cosserat 

ont établi que la valeur e = o correspond , pour ces fonctions, à un 

point singulier essentiel. Il en est de même pour la plaque, en 

représentant alors l 'épaisseur par s. 

L'existence de ce point singulier essentiel rend évidemment impos­

sible le développement de u, v, w ou même de zn u, E,1V, EUW (quel 

que soit l 'entier n) suivant les puissances ascendantes de e. On peut 

néanmoins obtenir par celte voie des solutions partielles, c'est-

à-dire ne vérifiant qu 'approximat ivement les condit ions à la surface. 

Dans le cas de la tige mince, on retrouve ainsi la solution classique 

de Saint-Venant , dans laquelle on ne tient compte que de la résul­

tante de translation et du moment résultant des forces appliquées sur 

chaque base. Dans le cas de la plaque il faut pareil lement se borner 

à un mode particulier de distr ibution des forces appliquées sur le 

contour . 

Tige mince. — Lamé, dans ses Leçons sur la Théorie mathéma­

tique de lyElasticité, s'est occupé du problème d 'un fil mince en 

supposant que les forces massiques sont uniformément réparties dans 

le plan de chaque section et qu ' aucune force superficielle ne s'exerce 

sur le contour . On obtient ainsi les condit ions d 'équil ibre d 'un fil 

parfaitement flexible, tel qu 'on l 'envisage en Mécanique rat ionnelle . 

Lamé ajoute seulement que la dilatation en chaque point est égale à 

la tension multipliée par le coefficient d'élasticité. 

On peut envisager le cas plus général d 'une tige mince de forme 

quelconque, douée d 'une certaine raideur . Si l 'on suppose l 'équil ibre 

réalisé, la mécanique rat ionnelle suffit pour établir les équations 

auxquelles satisfont la résultante de translation T et le moment résul­

tant G des tensions développées sur chaque section droi te . Il suffit 

de remarquer que , du moment où l 'équil ibre existe, rien n ' empêche 

de considérer le système comme absolument r igide. Dans ces condi­

tions il y a, pour chaque t ronçon de longueur ds assimilé à un corps 

solide invariable, équil ibre entre les forces massiques et les tensions 
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terminales. En prenant pour axes Ox, Oy, Os la tangente en un 
point O de la lige, la binormale et la normale principale, puis dési­
gnant par : \ds, Yds, ïds les projections de la force massique; T,, 
T2 , T3 celles de T; G|, G2, G 3 celles de G; p, p' les rayons de cour­
bure et de torsion, on parvient sans peine aux équations 

</T, 1 , | x = n 
ds 

rfT2 T , ^ .. 
—; H -7- + 1 = O, 
ds p 

' / T 3 T , T 2 „ 

—; : - + / = <), 
ds p p 

</G, G, 

-75--7 = ^ 
dGt G, 
—j- T — 13 = o, 
ds p 

<7G:t G, G2 

ds p p 

Si l'on suppose en particulier que les forces extérieures sont exclusi­
vement appliquées aux extrémités du fil, il faut annuler X, Y, Z et 
l'on aperçoit alors les deux intégrales 

l'y — 1 3 + I f = COIlSt. , 

G| l i + G 2 1 2 + G; { 1 3 = const. 

Ce sont les invariants bien connus des systèmes équivalents de vec­
teurs. Pour aller plus loin, c'est-à-dire pour trouver la forme d'équi­
libre correspondant à l'application de forces données, il faut cesser 
de regarder les rayons de courbure p, p'comme connus, et faire inter­
venir la théorie de l'élasticité. En se bornant au cas d'une tige primi­
tivement rectiligne, on se trouve en présence du problème dit rie la 
courbe élastique dont nous allons maintenant parler. 

Problème de la courbe élastique. - Une lige très mince peut être 
regardée comme ayant une longueur infinie par rapport aux dimen­
sions de sa section. Si l'on prend sur celte section un tronçon de lon­
gueur finie, il se comporte comme la pièce, prismatique ou cylin­
drique, envisagée dans le problème de Saint-Venant. La tige résulte 
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de la juxtaposi t ion d 'un nombre infini de pareils t ronçons , dont 

chacun se déforme pour sa part, de sorte que , pour l 'ensemble de la 

tige, si l 'une des extrémités est maintenue i\\e ainsi que le premier 

élément de la fibre moyenne, l 'autre extrémité peut éprouver des 

déplacements d 'ampli tude quelconque . O n arrive ainsi à déformer 

fortement une tige très mince sans que la théorie de l 'élasticité, qui 

suppose simplement la petitesse des dérivées partielles du déplace­

ment moléculaire, cesse d'être applicable. 

Le problème dit de la courbe élastique consiste à déterminer la 

forme prise par la fibre moyenne d 'une pareille lige, sous l 'action de 

forces appliquées à ses extrémités. On"tiémontrc que la recherche de 

la courbe élastique se ramène à celle du mouvement d 'un solide pas­

sant autour d 'un point f\w, pourvu que le centre de gravité de ce 

solide se trouve sur l 'un des axes principaux d' inertie issus du point 

fixe. Si, en part iculier , la tige est fléchie par une force unique située 

dans l 'un des plans de symétrie passant par la fibre moyenne , la 

courbe élastique est évidemment plane et le problème correspondant 

est celui du pendule composé. Si la lige est sollicitée uniquement 

par un couple, le problème correspondant est celui du mouvement de 

Poinsot . Si la tige présente, pour sa section droite, des moments 

d' inertie égaux, le problème correspondant est celui du mouvement 

d'un solide de révolution pesant suspendu par un point de son axe. 

Membrane. — Lamé, après Poisson, a également traité le cas d 'une 

membrane de petite épaisseur e, en admettant qu 'aucune force ne 

s'exerce sur les deux faces et que les tensions sont, en un point 

donné, de même grandeur et de même direction pour toute l 'épais­

seur e. En représentant par z—f(x,y) l 'équation de la surface 

moyenne, et par h l ' inverse du cosinus y de l'angle formé par la nor­

male avec l'axe des z, et écrivant qu'il A a équilibre pour un prisme 

oblique de base dxdy, ayant ses arêtes parallèles aux z, il a obtenu 

les trois équations 

d.z/iNi d.z/iT,, 
—il — ; P£ h \Q = o, 

dx dy ' ' 
d.ihT,, «J.e/iJV + pi//Y0 = o, 

[ 1 h pe/ / Z y = o, 
dx dv ' 

dx dy 

d.zhT., d.zhT 
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qui , en posant oc = — py, rp = — qy, conduisent à la suivante : 

\ T ^ + •>•!:; 1—7- -Xi-r-r, p(Z0 —y>X<,—7 Y0) = o. 
dx2 dx dy dy2 l 

Ces équations sont indépendantes du degré d'élasticité de la mem­

brane : elles subsisteraient pour une membrane (ou surface) parfaite­

ment flexible et inextensible. On peut, en introduisant des coordon­

nées curvilignes tracées sur la surface, les mettre sous une autre 

forme. Soient /, m ces coordonnées supposées orthogonales, en sorte 

que le carré de l 'élément linéaire ait pour expression 

ds* = L2 cil2 + M* dm2. 

Les courbures géodésiques de ces lignes sont, comme on sait, 

1 _ dm 1 __ dl 
T\ = "~L*T' ~i ~~~~nr 

Appelons R | , R2 les rayons de courbure normale des lignes coor­

données et R3 la valeur commune des rayons de torsion géodésique. 

Soient F j , F 2 , O les projections suivant dl, suivant dm et suivant la 

normale à la surface, de la force extérieure rapportée à l 'unité de 

superficie. Soient enfin iS1,, N2 les tensions normales éprouvées par 

les éléments linéaires L dl, M dm et T la valeur commune des ten­

sions tangentielles. L'application du théorème du travail virtuel à 

l'élément rectangulaire de cotés Ldl, M dm conduit aux équations 

1 d\>2 1 dT N , — N, ^ l 

L dl M dm p, 

1 dX> 1 dT Y , — \ , i l 

JNJ dm L dl p, p2 

N, N , 2 I , 
— - -A - — _ - <l>. 
R> H, Rn 

= F», 

Voici une conséquence remarquable de ces équations : 

Lorsqu 'une surface ou une portion de surface n'est soumise, saut 

sur son contour , à aucune force extérieure, les tensions qui peuvent 

s'y développer sont proportionnelles aux variations que subissent, 

dans une certaine déformai ion infiniment petite de la surface, les 

courbures Tr > — , T - . 
n j K2 i>3 

Il y a ainsi un lien intime entre le problème géométrique de la 
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déformation des surfaces inextensibles et le problème statique des 

efforts qu'elles subissent. 

D'après la troisième des équations précédentes, la nullité de p- > 

— » ^ - e n t r a î n e celle de 4>, c'est-à-dire qu 'une surface plane ne peut 

être en équil ibre tant qu'il existe une composante normale de la force 

extérieure. 

La recherche de la déformation élastique d 'une membrane exten­

sible présente de grandes difficultés; c'est seulement dans l'état final 

d 'équil ibre qu 'on peut faire abstraction de l 'extensibilité et appl iquer 

ce qui vient d'être dit. Bornons-nous au cas d 'une membrane d 'épais ­

seur constante, primitivement plane, qui reste plane sous l 'action de 

forces appliquées exclusivement sur son contour . 

Le déplacement (u, v) d 'un point ( . r . r ' ) du pi.m moyen vérifie 

alors les équations 

N O'2 u . „ . . d'2 v .. d2 u 
4<_ A • H l - r - - + ( " * A + 2»Jl>-r 3 h ^ A '>. [X ) - 7 - ^ — O , 

' ' d.r- ' dxdy v dy1 

d2v dn-u ,. d*-v 
\ I A + 'J. ) -r—- + ( " ) A -L- 2 ' i . ) -r ; h ( A 7 'J. ) —— — < > . 

dy'2 dx dy x ' ' dx-

Les fonctions arbitraires introduites par l ' intégration de ces équa­

tions doivent être déterminées de façon à vérifier les conditions rela­

tives au contour. Si, en particulier, le contour est sollicité par une 

traction normale à ce contour , dans le plan moyen, et dont la valeur 

rapportée à l 'unité de longueur soit égale à une constante F, on 

trouve aisément 
1 À ; •>. ;J . , , 

// = a.r. v = t( \-, a = — —r — r . 
•>\J. i / , • - 2 \J. 

Vibrations des corps minces. — Les sibrat ions des corps minces 

(tiges ou membranes) s 'étudient en introduisant les forces d' inertie et 

laissant au besoin de côté certains termes dont l 'influence esl reconnue? 

négligeable. C'est ainsi que , dans la théorie des vibrations transver­

sales d 'une membrane plane également tendue en tous sens, on admet 

que les forces élastiques qui , pendant le mouvement, proviennent des 

dérivées partielles du déplacement <*•• perpendiculaire à la membrane 

disparaissent devant celles, beaucoup plus grandes, qui sont dues à 

la traction F . Nous n'en dirons pas davantage sur ce genre de ques­

tions qui intéressent surtout l 'acoustique. 
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CHAP11RE V. 

EFFETS THERMIQUES. 

La théorie mathématique de l 'élasticité, telle que nous l'avons envi­

sagée jusqu ' ic i , fait abstraction des effets thermiques qui accom­

pagnent nécessairement toute déformation d 'un corps solide. Celte 

façon de procéder n'est légitime que si les déformations s'effectuent 

dans une enceinte à température uniforme et avec assez de lenteur 

pour que toutes les parties du solide se mettent à chaque instant en 

équil ibre de température avec cette enceinte. On peut , d 'autre part , 

se demander ce qui arrive quand la température de l 'enceinte se 

trouve modifiée. Nous devons donc reprendre la question au point de 

vue de la T h e r m o d v na m i q u e. 

Énergie in terne . — D'après le pr incipe de l 'équivalence entre la 

chaleur et le travail, on a, dans toute transformation d'un corps 

matériel, 
AE --= K Q. 

AE désignent la variation de l 'énergie totale E, fë le travail effectué 

par les forces extérieures, et Q la valeur mécanique de la chaleur 

reçue du dehors . 

L'énergie totale est la somme de l 'énergie cinétique, égale à la 

demi-force visible T , et de l 'énergie potentielle U. Celle-ci dépend à 

chaque instant de l'état du corps, défini par un ensemble de variables 

mécaniques et par la température absolue r exislant en chaque point. 

Les variables mécaniques se divisent en deux groupes : d 'une part 

celles qui caractérisent la consti tution du corps et ne changent pas 

quand il se déplace d 'un seul bloc : ces variables sont les coefficients 

de la déformation éprouvée par chacun des é léments ; d 'autre part 

celles qui déterminent à chaque instant la posit ion de l 'ensemble 

considéré comme solide invariable: par exemple les coordonnées du 

centre de gravité et les trois angles d 'Euler concernant l 'orientation 

des axes centraux d ' iner t ie . Soient U{ el L 2 ces deux parties de 

l 'énergie potentielle. Le travail fë des forces extérieures se divise de 

même en travail dt; déformation et travail global, indépendant de 

MÉMORIAL niîS SC. MATH. — N° 3 5 . 3 
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cette déformation. Soient ©, el CS2 ces deux parties de î?\ D 'après ces 

définitions, le théorème des forces vives donne 

Al + Al'.2 = e2 , 
en sorte qu'il reste 

AU, = ^ - y . 

Celle équation est valable pour chaque élément du corps à con­

dition de comprendre dans fë, le travail des tensions superficielles 

agissant sur cet élément. Plaçons-nous dans ces condit ions, et rem­

plaçons alors U, et Q , par u, q\ suppr imons en même temps l 'indice 

de %K, devenu inutile, d'où 

A// = © (/. 

Nous admettrons que la transformation considérée est réversible, 

c'est-à-dire que si A et B désignent deux états quelconques on passe 

à volonté, en conservant les mêmes forces extérieures, de A à B ou 

de B à A par la même suite d'états intermédiaires. Sans insister 

davantage sur cette notion de la réversibilité, rappelons qu'elle con­

duit à dire cpie l 'énergie interne u est une fonction uniforme des 

coefficients de la déformation et de la température. Pour une t rans­

formation infinitésimale de celle nature , on a 

du = oft oq, 

du est la différentielle de la fonction wf mais il n'existe pas de fonc­

tions dont ôfë, àq soient les différentielles. 

Potentiel thermodynamique. — Appliquons maintenant le second 

principe de la thermodynamique . Ce principe entraîne comme con­

séquence l 'existence d'une fonction s des mêmes variables, telle que 

l 'on ait 
Sy = z ds. 

Cette fonction est l 'entropie. Il vient ainsi 

du = 0"Êï -;- T ds. 

Considérons une troisième fonction h, égale à u — ST. Elle permet 

d'écrire 
dh = S© — s <h. 

h est, par définition, le potentiel thermodynamique. 
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Les variables mécaniques sont, pour l'élément matériel, les six 
quantités a,, a2, a», g,, g*, g3 précédemment délinies. La quantité 
infiniment petite m est une fonction linéaire des différentielles de 
ces six quantités. Elle ne renferme pas dx car le travail élémentaire 
s'annule nécessairement quand l'élément n'éprouve aucune déforma-
lion. On a ainsi 

06 - 11, da -t- S M dg, 

expression dans laquelle les L, M sont des fonctions des a, g et de T. 
D'autre part, 

à/i , V " M , dh _, "*-2l£"~2 
ce qui conduit aux relations 

. _ <M ds dh 
da da ~ da^ 

M = — — - — - 0fl 

àu^ ds d/i 
d~ ~~rh' ih = ~ *' 

. dh 
u = h — T — -

d-

Déformations isothermes ou adiabatiques. — Ceci posé, considé­
rons un solide qui évolue d'une façon réversible. Si la déformation 
est isotherme, on adr = o, d'où, pour chaque élément, 

dh = 0©, 

On admet que le potentiel thermodynamique H de l'ensemble 
est l'intégrale des potentiels correspondant aux masses élémen­
taires pdxdydz, et l'on écrit par suite 

d j j f ?h dx dy dz = A£. 

Le travail A© des forces extérieures appliquées au corps est l'inté­
grale des travaux 36 effectués sur ses éléments. Remarquons que, 
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dans celte intégration, on voit disparaître les travaux des tensions 

superficielles introdui tes précédemment pour isoler ces éléments les 

uns des autres : car, à chaque tension de cette na ture , correspond 

pour un élément cont igu, en vertu du principe d'égalité d'action et 

de la réaction, une force égale et contraire , et ces deux forces oppo­

sées ont une somme de travaux nulle, parce que deux éléments con-

tigus ne glissent pas l 'un sur l 'autre. Restent donc seulement les 

forces massiques et les forces qui s 'exercent sur la surface libre des 

corps. Si les forces d' inertie ne sont pas négligeables, il faut, bien 

entendu, les faire entrer en ligne de compte. 

Si la déformation, au lieu d'être isotherme, s'effectue d 'une façon 

adiabatique, on doit, à la place du potentiel thermodynamique , consi­

dérer l 'énergie interne U et en faisant ds = o, on est conduit à 

l 'équation 

d j I I p u dx dy dz = A© 

qui donne lieu aux mêmes observations. 

L 'hypothèse de l 'adiabaticité est celle qui convient au cas des 

transformations rapides, parce qu'alors chaque élément peut être 

regardé comme conservant sa chaleur propre , les échanges de cha­

leur avec les éléments voisins n'ayant pas le temps de s 'opérer. 

Dans un cas comme dans l 'autre, on voit (pie le travail des forces 

extérieures est égala la différentielle d 'une certaine fonction (H ou U) 

et, comme le travail des forces extérieures (y compris les forces 

d ' inert ie) ne peut , d 'après le théorème du travail virtuel, différer de 

celui des forces intérieures pris avec le signe convenable, on vérifie 

l 'existence admise précédemment sans démonstra t ion d 'un potentiel 

des forces intérieures : mais on voit en même temps que ce potentiel 

n 'est pas le même dans le cas de la déformation isotherme que dans 

celui d e l à déformation adiabatique. Comme, d 'autre part , ainsi que 

nous l'avons vu, les tensions sont égales aux dérivées du potentiel 

prises par rappor t aux a et aux g-, il faut conclure que les tensions 

développées dans la déformation isotherme diffèrent de celles de la 

déformation adiabat ique. 

Tensions thermiques . — O n constate en même temps que les ten­

sions dépendent de la tempéra ture . Voici, en nous bornant au cas de 
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l ' isothermie, la méthode employée par Voigt pour préciser cette 

influence. 

Posons 

d représentant l 'écart supposé très petit entre la température r et une 

certaine température initiale T0 . On cherche ainsi ce qui se passe 

quand le corps, avant d 'être soumis à l 'action des forces extérieures, 

subit le petit échauffement représenté par 0. Développons h suivant 

les puissances ascendantes des a, g et de 0 en nous arrêtant aux 

termes du second ordre . Comme, en admettant l 'absence de tensions 

initiales, les termes linéaires par rappor t aux a, g' doivent être nuls , 

on peut, en désignant par h2 une fonction quadrat ique de ces quan­

tités, écrire 

h = h.1—(qia] q»ft2 q-,,a,,-h </.,,̂ , + qsg»-+- q&£z)b — '-(j2-

Les coefficients q s 'appellent les pressions thermiques. Les tensions 

sonl, comme toujours, les dérivées partielles de h par rappor t 

aux a, g. Il résulte de là que le coefficient /' ne figure pas dans 

l 'expression de ces tensions et que , si l 'on désigne par N, T leurs 

valeurs calculées pour 0 = o, on a, pour une autre valeur de 6, les 

valeurs //, t données par les relations 

/ i 1 = > ! ,—^0, /1,= Nt —<y,0. / ï 3 = N 3 — y 3 6 , 
t, = 1 , - ^ 0 , /, = 1 , - ^ 0 , h = T 3 - ? 6 0 . 

On obtient ainsi la généralisation des résultats trouvés par Duhamel 

en 1838 et par Neumann en 1841, en par tant de l 'hypothèse molécu­

laire de Poisson. Ces auteurs admettaient que la fonction f(r) p ro ­

portionnelle à l 'action mutuelle de deux molécules est liée à la tem­

pérature 0 de telle façon qu 'un accroissement dB augmente / ( / * ) 
A f 

de TRdB sans que cette dilatation thermique change la direction des 

axes. Ils obtenaient ainsi, pour un corps de température non un i ­

forme, les équations 

<)N, dT2 dT2 diï d*u 
~dx--*--oy^~dz- + p X o = = < 7 , ^ + ? ^ ' 
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avec les conditions à la surface 

Ce calcul revenait à annuler q,t, q$, <yK. 

Nous n'avons pu donner qu 'un aperçu sommaire de> méthodes 

employées pour l 'application de la Thermodynamique à la Théor ie 

de l 'Elasticité. Bien des questions se posent à ce sujet. On peut, par 

exemple, se proposer d'établir les lois auxquelles obéissent les cha­

leurs spécifiques à pression constante ou à volume constant. Voigt l'a 

fait en se plaçant dans l 'hypothèse de l 'étal na tu re l ; M. Jouguet a 

repris la même étude en s'affranchissanl de cet le hypothèse: 

CHAPITRE VI. 

DÉFORMATIONS FINIES. 

Formules cinématiques. — Posons, comme précédemment , 

x'— as ~ u, r' = j ' + c , z' = z + (Ï->, 

mais admettons maintenant que l 'on veuille tenir compte des puis ­

sances de u, v, w supérieures à la première . Nous faisons ainsi subir 

à chaque point ( M ) du solide non déformé un déplacement u, v, ce 

qui l 'amène dans une position M . Le carré ds-, de l 'élément linéaire 

du corps déformé est 

ds'2 = (dx — du )- + (dy + dv)- + (dz r- d\v)-. 

Si u, e, w sont des fonctions connues de x, y, z, on peut , en 

appelant A, B, C trois autres fonctions de ces coordonnées, écrire 

ds^ = A dx* + B dy-2 + G dz"- + > D dy dz -H 2 E dz dx + -i V dx dy. 

Nous admettrons que cette forme quadrat ique est définie et positive, 

en sorte que ALS, ne puisse s 'annuler tant que 

ds = \'dx2 :- dy- - dz2 

n'est pas nul . 
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La valeur do ds] dev i en t iden t ique à ds- quand on a 

A = B = C = i. D = E = F = o. 

O n peut d o n c dire q u e la déformat ion en M est caractérisée par les 

valeurs des six coeff ic ients 

A — i B — i G —i 
0\ — , (U — , </3 — j 

•' J. 1 

£ , = • D, b.2 =_ E. />n = V. 

Un calcul facile donne 

du 

;[(£)'*(£)' (£)']• a*=d^ • : l h - l + l z ] [—.) h «2 = . . . , «n = .-. 

dw dv du du dv dv div du-
dy dz dy dz dy dz dy dz 

/ ; > - . . . , b?--

En désignant par x'€. yy, z'z, . . . les dérivées de x', y'. 2' par rap­

port à x, y, z, on peut encore écrire 

•>. a 1 — i x'j.)- ( y ^ i- iv 3_V2 1 — i . v> <7 2 — . . . , ?. « 3 - - . . . , 

bx = .r', x'z y'yfz -: z\. z'z, b, .= . . . , 63 = . . . . 

Les conditions pour que la déformation soit nulle s 'obtiennent en 

égalant à zéro ces six coefficients. Quand ce> conditions sont remplies, 

on passe du premier état local au second par un déplacement 

d 'ensemble (translation et rotat ion) combiné, s'il y a lieu, avec une 

transformation par symétrie, c'est-à-dire une transformation consis­

tant à subst i tuer à la figure initiale la ligure symétrique par rapport à 

un plan que lconque . 

Il peut arriver que les a, b soient des constantes. On a alors ce 

que lord Kelvin a appelé une déformation homogène : une telle 

déformation est définie par les équations 

.r'— X , „ + I I a,|).r-r- a,.2 r a n s , 

,i"' = *.u + a2i ./* ( i + a._>-j > r + a2:> 3 , 

z' = a:.„ - a:M x - a 3 2 y + (1 + a:.:. Ï3, 

où les a / y sont des cons tante s , el l 'on a 

<2,^ a,, - (Vf , + a ^ , + aj-J,), 

b] — a;!2 «•>:»+ a 1 -2 « 1 :-. — «i!2«2r, + a3ga33, 
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En introduisant trois angles ? , , cp2> ?s définis par les équations 

D E F 
l 'OSO| = — 7 COP Os = — = ^ - ï COS 2>:!-/'BG " ^/CA ' \ AB 

il vient 

ds\=- \dx2 V>dy- (\r/z2--~^HCco>^,dydz 

•>. \ < A cos cp-• ' / ; /7.r î \ A B cos cp i dx dz. 

x, y, z peuvent être regardés comme définissant un système de coor­

données curvilignes du corps déformé. Dans ce système, les lignes dv 

coordonnées se coupent sous le> angles o , , o.,, o3 . L'arc élémen­

taire y/A da? correspond à l 'élément dx du corps non déformé. La 

dilatation linéaire éprouvée par cet élément est r \ — i, c ' e s t -à -

dire y i + 2ff| — i. De même, pour dy et dz, les dilataiion> linéaires 

sont \Ji -f- 2a2 — » et y i + 2<73 — i. 

Les angles - du réseau initial deviennent ©,, <p2>
 rf.ii e n sorte que 

les dilatations angulaires sont - — o , , - — <p2, - — ©:l. 

Revenons .au cas d 'une déformation quelconque. Les y. cessent 

d'être des constantes; mais, au voisinage d'un point M. on peut les 

réduire à leurs parties principales, et l'on obtient ainsi la déformation 

homogène dite tangente en M à la déformation donnée, ou. simple­

ment, la déformation en M. Dans cette déformation, une sphère infi­

niment petite de centre M se transforme en un ellipsoïde de centre M'. 

Les trois axes principaux de cet ellipsoïde correspondent à trois 

directions, issues de M, qui ont la propriété de conserver leur o r lho-

gonalité. Si h, k, l sont les coordonnées d'un point de la sphère rap­

portées au point M comme origine et si e est le rayon de cette sphère, 

son équation est 
/»* 

Celle de l 'ellipsoïde est 

( i r- i a ! ) h2 :- ( i + i a, ) k* + ( i + i a* ) /'-

+ •>.£,/!A--1 ibnkl - *h-Jh = e*. 

Dans la déformation inverse, une sphère de centre M' donne un 

ellipsoïde de centre 1YI, dont les axes ont pareil lement la propriété de 
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demeurer or thogonaux. On est ainsi condui t à considérer deux ellip­

soïdes de déformation. Il peut arriver que leurs axes soient parallèles; 

il est pour cela nécessaire, mais non suffisant, que l'on ait 

y - \ - i = 2 - . M , « 2 : » = 2:12, a:!l-

On dit alors que la déformation est pure. 

On démontre , et nous admettrons ici, que la déformation en M 

équivaut , de plusieurs façons, a une rotation suivie d 'une déformation 

pure . 

Lorsqu'on effectue un changement de coordonnées, les quantités y. 

|3 se modifient, mais l 'ellipsoïde de déformai ion demeure nécessaire­

ment invariable. En exprimant qu'il en est ainsi on reconnaît (|ue les 

trois expressions 

f - + - f*!» H ."4— 4 (« I * : ! * î *:: «:•• * l ) , 

î« i a2y-:i :- 3 | 3 ; %- * i ; T ' • - * 2 ( J . j * ; ; , -»; , 

ne changent pas 

Si l'on annule les deux dernières, on obtient une déformation dans 

laquelle les éléments linéaires parallèles à une direction donnée 

varient de longueur sans modification des éléments perpendiculaires 

à cette direction, c'est Vextension simple. Si, d 'autre part , on écrit 

que la troisième expression est nulle tandis que la seconde est double 

de la première , on obtient une déformation dans laquelle des plans 

parallèles formant une suite continue glissent chacun sur lui-même 

parallèlement à une même direction proport ionnellement à la dis­

tance à l 'un de ces plans, et dans laquelle les sections contenues dans 

chaque plan demeurent inaltérées; c'est le cas du glissement simple. 

La dilatation cubique a, comme dans le cas d 'une déformation infi­

niment petite, la valeur 

du 
d.r 

du 
dv 

dv_ 
dx 
diy 
Ox 

dv 

Tv 

du 
dz 
dv 
d~z 

dw 
d'y Jz 

— i = A — i. 

Le carré du déterminant A esl, comme le montre la règle de mulli-

3. 
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plication des déterminants , 

A*: 

I + 2a, &:> b2 

b.< \ + :>.((.> b\ 

b.> bi i - '2(/> 

Formules dynamiques. — Envisageons maintenant du point de vue 

dynamique cette question des déformations finies, 

A cet effet, appl iquons au solide l 'équation du travail virtuel en 

désignant par <5© le travail virtuel fourni p a r l e s forces extérieures, y 

compris (s'il y a mouvement) , les forces d ' inert ie . Soient p la densité 

et co le volume élémentaire. La masse élémentaire pco demeurant inva­

riable, il vient 

/ S C O . Û H — / io).oq = Sfr 

ou bien 

/ s o . o w — / s (>) . - os = o'iï. 

Si l 'on se place dans h; cas de l ' isothermie, pour lequel 

ou — 0 os = oh, 

on trouve 

ofr = / QLÛ.oh. 

Dans le cas de l 'adiabatisme os est nul , en sorte que 

oft = / peu. o r / . 

Supposons d 'abord que la température demeure constante, et 

voyons ce que nous donne l 'équation du travail virtuel quand on 

prend comme variables les coordonnées x, y, z afférentes à l 'état 

initial. 

Alors du = dx dy dz et la densité p est partout la même. 

Posons 
. dh . dh . dh 
A . - = - , - — , A v = p - — , A 3 = p-r— , 

dx,r • l dy,,. dz_t: 

dh B - * Ôk 

dXy 

r Oh 

<Ar-

A v = P " i— ' dy.,. 

G v = c , 

A3 = 

G, = 

dZy 

dh 

dz-



d'où 

D'ailleurs 
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p oh = — A.t. o.r.,. + . 

dx dx 

En substi tuant dans l 'équation du travail virtuel et faisant dispa­

raître les dérivées de dx', dy', dz' au moyen d' intégrations par parties, 

puis annulant séparément les coefficients de dx', dy', dz' on parvient 

aux équations suivantes, dans lesquelles sont écriles explicitement les 

composantes — j x , — j y , —J- de la force d ' iner t ie , 

dX,. dbe oC.r _ . 
~ôx~ ~dï^-Jz~ - ' X " - . V ' -

dky dBy dCy 
-d^-17^^z~^^°-'Jy' 

dX, dBz dCz _ . 

X = aA.t.+ pB.r+ ",'Ca., 

Y = a A v - 3B rH-YCv , 

Z = a A 3 + p i B = + 7C=. 

Il est à noter qu'en général A r diffère de Bx, Bz de C v et C^ de A z . 

Au lieu des coordonnées initiales x, y, z on peut employer les 

coordonnées finales xf, y', z' concernant l'état déformé. La dérivée p' 

cesse alors d'être constante et l'on obtient les équations 

à\} dT-, dT, 
~dy --Jy-^^)7 ? x o = ? - / " 

<J'I\ dX-> dT, „ _ , . 
d~y ~~d/^~d7~? ^ - . 0 ^ 

dT* dT, r>N:, _ , . 
77:' ̂ d/ "I? " ? L°~ïJz-

\ ' = N ^ - i - l a ^ + l j V . 

Y ' = l 3 a - N 2 p + l l T , 
Z' = T,a + T,p + N3v. 

Pour passer d 'un système de coordonnées à l 'autre, il faut faire un 

changement de variables et tenir compte de la relation 

p'A = p 

exprimant l 'invariance de la masse élémentaire. 
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On trouve ainsi 

x,• =- N i ^ — H r3 -— - 12 — 5 
dx.,. dyx dz.v 

^ dl ,., d\ ,r dl 
dXy dVy dZy 

,„ d\ . dl dl 
dyr dy.c oz.,. 

Inversement 

AN, = A.,../-.t. \\x.ry G.r.r, = p ( -T1L J-...-H - ^ .r 

<4o) i A l , = \ v «.«• H.vfv ( : . > ^ 

cM dh dh 

dx.,. dxy dxz 

dh _ dh_ _ dh 
dy.r "''' dyy "' dyz "' 
dh dh dh \ 
dzl,V- dz^'^dlZ^)-

Des calculs analogues s'appliquent aux transformations adiaba-

t iques; il suffit de remplacer h par //. 

Par analogie avec ce qui se fait en Hv drodynamique , on appelle 

souvent coordonnées de Lagrange les quanti tés x, y, z qui se rap­

portent à l'état initial, et coordonnées d 'Euler les quanti tés x , y', zf 

qui se rappor tent à l'état final. 

La théorie des déformations finies a été utilisée par Duhem et par 

M. Hadamard pour l 'étude de la propagation des ondes dans les 

solides élastiques. M. Jouguet a étendu cette recherche à la propa­

gation des ondes de choc. 

Phénomènes de fiambement. — On enlend par /ïambement ou 

voilement la déformation finie qui parfois, sous l 'action de forces 

extérieures, apparaît subi tement avant même que la limite d 'élasti­

cité soit at teinte. Ce phénomène se produit dans le cas des tiges ou 

des plaques minces. 

Nous nous bornerons au cas d 'une tige, droite ou courbe , symé­

tr ique par rapport à un plan passant par sa fibre moyenne et solli­

citée par des forces qui admettent le même plan de symétrie . Le 

fiambement suppose que le moment fléchissant demeure nul pendant 

la mise en charge, sans quoi la déformation se produirait d 'une façon 
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progressive. Dire que le moment fléchissant esl partout nul, c'est 

dire que la fibre moyenne coïncide avec la courbe funiculaire relative 

aux forces extér ieures . Une seconde condition du fiambement con­

siste en ce que les tensions tangenlielles éprouvées par la fibre 

moyenne soient des efforts de compression et non pas de traction. 

On s'en rend compte en remarquant qu 'une courbe funiculaire par­

faitement flexible, travaillant à la traction, est en équil ibre stable, 

quelque grande que soil cette traction, tandis que , dans le cas de la 

compression, l 'équilibre ne peut subsister, en fait, que grâce à une 

certaine raideur de la pièce. Tant que celte raideur est suffisante 

pour résister à la déformation, la fibre inovenne conserve sa forme : 

le tlambement survient à l ' instant où l'effort de compression acquiert 

une valeur capable de surmonter le défaut de flexibilité. 

En somme, au moment du flambement, la stabilité de la forme pri­

mitive; se change en instabil i té. 

Comment concilier ce fait avec la stabilité d 'équilibre attribuée 

généralement aux solides pour lesquels la limite d'élasticité n'est pas 

atteinte? C'est un point qu' i l importe d 'élucider. Nous pouvons, 

pour cela, considérer le cas le plus simple, celui de la tige rectiligne. 

Soil , pour fixer les idées, une lige verticale de longueur / encastrée 

à son extrémité inférieure et chargée d'un, poids P à l 'autre extré­

mité, laissée l ibre. Négligeons le poids propre de cette tige. 

Cherchons à appl iquer le principe de superposit ion des efl'els des 

forces. Pour les équations indéfinies, aucune difficulté ne se p ré ­

sente ; mais il n 'en esl pas de même pour les conditions à la surface. 

Ces condit ions sont, nous l'avons vu, du type 

X = V a 1:,¾ + 1,-,-. 

On peut généralement traiter les cosinus y, J3, y comme des cons­

tantes données . Il n 'en est plus de même dans le cas présent, et ces 

cosinus ne sont pas indépendants de la grandeur de P. Car la tige 

mince a la propriété de p rendre , sans que la limite d'élasticité soit 

dépassée, une courbure finicr Cette courbure , dès que .la tige com­

mence à fléchir, varie avec P, et du fait que a, (5, y sont des fonctions 

de celte force, il résulte que \ cesse d'être une fonction linéaire de 

la charge. Le principe de superposi t ion n'est plus valable; or nous 

nous sommes appuyés sur ce pr incipe pour établir la stabilité de 

l 'équil ibre. 
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Soit encore une tige terminée par deux encastrements qui assurent 
l'invariabilité de direction de ses extrémités, mais dont un seul est 
fixe, l'autre étant susceptible de glisser en se rapprochant du pre­
mier. Prenons pour origine l'extrémité (ixe, pour axe des x la fibre 
moyenne et soient u, e, tr les composantes du déplacement du 
point x, )', z. Soit h le déplacement arbitraire, imprimé suivant Ox, 
à l'extrémité mobile. On doit avoir u = h pour x = /. D'autre part, 
\ , Y, Z sont nuls sur la surface latérale. Ces conditions déterminent, 
pour tous les points de la masse, les valeurs de u, v, (v en fonction 
de h, de / et des dimensions transversales. Supposons que nous com­
parions des liges de sections semblables, et soit / l 'une des dimensions 
transversales. Il est clair que si h, r, l soit multipliée par un même 
facteur arbitraire, il en est de même pour u, v, tv. On peut donc 
écrire 

• -v( î* ) . 
j est un très petit nombre; il en est de même pour - tant que la sec-

lion droite a des dimensious comparables à la longueur / et alors ou 

a sensiblement u = / / / ( o , o). c'est-à-dire que u est à peu près pro­

portionnel à h. Mais, dans le cas d'une tige mince, - acquiert, une 

valeur notable, et par suite la constante du rapport y ne peut plus, 

lorsque // varie, être admise même à titre de simple approximation. 
Ici encore, le principe de superposition tombe en défaut. 

Cherchons à préciser les conditions dans lesquelles la stabilité se 
change en instabilité. Soit par exemple le cas de la tige à double 
encastrement envisagée en dernier lieu. L'encastrement mobile ayanl 
subi un déplacement h dans le sens voulu pour comprimer la lige, il 
s'agit de savoir si l'équilibre sans fiambement est stable ou instable. 
Pour cela, imaginons une déformation virtuelle, infiniment petite, 
effectuée (sans nouveau déplacement de l'encastrement) parallèlement 
à l'un des plans de symétrie que nous attribuons à la tige, et cher­
chons la variation du potentiel. 

Chaque point x, o de la fibre moyenne se déplace d'une quantité u 
dans le sens de l'axe des x et d'une quantité r dans le sens trans­
versal. Les déplacements u produisent une variation du potentiel 
total qui est infiniment petite du second ordre. Cette variation est 
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positive, car l 'équil ibre longitudinal , tel qu' i l se réaliserait si la tige 

était guidée dans toute-sa longueur , est évidemment stable; dési­

gnons-la par /r2. 

Passons aux déplacements transversaux, représentés par y. L'élé­

ment dx de la fibre moyenne prend la longueur dxs/\-\-y'2, que 

nous pouvons écrire dx i i-\—y'") puisque y est infiniment petit . 

L'allongement de la fibre moyenne est donc - / O / f'x e^ S1 * 

désigne la force appliquée à l 'encastrement, il se produi t ainsi une 

p rl 

diminut ion de potentiel égale à — / y'-d.r. En même temps, la 

fibre se courbe . Si l 'on désigne par p son ras on de courbure , par l 

le moment d ' inertie de la section relativement à la perpendiculaire 

au plan de la fibre déformée et par E le coefficient d'élasticité, égal 

à - — ^ '->— •> il A a de ce fait, pour le fragment de longueur dx, une 

Et 

augmentat ion de potentiel égale à —^-dx. On peut d'ailleurs rem­

placer - par )-". Il est aisé de voir que l 'augmentation nette de poten-
P 

tiel est ainsi 
VA r1 v r1 

AU = — / ( / ' ) 2 dx-- / (y'*)dx + k2 

et la condit ion de stabilité est que celte expression demeure positive 

quelle que soit la fonction infiniment petite r . 

Admet tons maintenant que cette fonction puisse être représentée 

au moyen de la série de Four ier 

y = r/0 ±an sin [9. nr. -

dans laquelle la sommation se rapporte à la suite des nombres 

entiers n, et que cette série remplisse les condit ions voulues pour 

être deux fois dérivable. 11 vient, tous calculs faits, 

AU=Çs».«3[-'^_l>] AK 

Comme les coefficients an sont arbi traires , ainsi que k, la stabilité 

exige (pie la quanti té entre crochets soit positive pour toute valeur 
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de l 'entier n. Il en résulte que la condition de stabilité est 

"̂  /-

Il faut naturel lement prendre pour I le plus petit des moments 

d' inertie de la section droi te . La condition subsiste lorsqu 'on tient 

compte d e l à possibilité d 'un gauchissement, celui-ci pouvant être 

obtenu par la composition de déformations effectuées dans deux plans 

rectangulaires. 

Soil £2 l'aire de la section droite. L'effort P a p o u r valeur Ei2 - • 
? 

La condit ion précédente peut donc s'écrire 

h < \ l l ' 

On remarque que cette inégalité ne renferme pas le coefficient 

d'élasticité E, en sorte qu'elle reste la même quelle que soil la nature 

physique de la tige. 

On pourrai t multiplier les exemples de ce genre. Nous nous con­

tenterons de dire que , d 'une façon générale, le flambement apparaît 

quand, pour certaines déformations virtuelles du système considéré, 

le travail des forces extérieures évalué, en tenant compte des infini­

ment petits du second ordre , croît plus vite que le potentiel des 

forces intér ieures . 

GÏIAP11IŒ VIL 

A P E U C l I I I S T O H I O I E . 

La théorie mathématique de 1 élasticité esl une création du 

\ i \ e siècle; mais elle avait été amorcée au x \ n e el au x v m e par 

diverses recherches concernant les corps élastiques ou plastiques. 

Galilée avait abordé le; problème de la résistance d 'une poutre 

encastrée dans un mur ; il croyait pouvoir regarder comme inexten­

sibles les fibres de cette poutre . 

En 1678, Hooke fit connaître la loi d 'après laquelle il y a propor­

tionnalité entre la déformation et l'eflbrt. Il v avait été condui t par 

l 'étude des ressorts spiraux. Mariolle retrouva cette loi, en 1686, à 

propos du problème de la pou l i e ; il remarqua en outre que dans la 
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flexion d 'une pout re , une partie des fibres s'allonge tandis que l 'autre 

se raccourcit , le passage des unes aux autres s'eflectuant p a r l a fibre 

neut re , qu' i l plaçait à mi-hauteur de la poutre . Le problème de la 

résistance se trouvait ainsi relié à celui de la flexion. Il restait à cal­

culer la courbure prise par la fibre centrale (lieu des centres de gra­

vité des sections droi tes) , question dont Jacques Bernoull i s 'occupa 

à diverses reprises (1691, 1694, 1705). Puis J. Bernoulli et Euler 

consacrèrent divers travaux à l 'Elastique plane. Euler , dans l 'un de 

ses Mémoires, rechercha la forme de celle courbe en supposant que 

les fibres soient soumises à un eflbrl de compression et il fonda ainsi 

la théorie de la résistance d 'une colonne, théorie qui fut ensuite 

développée par Lagrange et par Euler lui-même. Euler entrepri t 

également les premières recherches sur la stabilité des corps élas­

tiques. 

Bientôt les vibrations de ces corps appellent l 'attention des savants. 

En 1700, Sauveur fait de l 'acoustique une science spéciale. L'élude 

mathématique des vibrations des cordes, des tiges, des membranes, 

entreprise par Taylor , Jean et Daniel Berifoulli, d 'Alembert et 

Lagrange, fournit l 'occasion d ' importants développements analy­

tiques. 

Les résultats obtenus ne s'étendaient pas sans difficulté au cas des 

plaques. A la suite des recherches expérimentales de Chladni , l 'Aca­

démie des Sciences créa p o u r 1811 un prix qui provoqua les travaux 

de Sophie Germain et de Poisson. 

Ces travaux inaugurent au xixe siècle la théorie mathématique de 

l'élasticité. En mèmi; temps l 'élude de la résistance des matériaux, 

abandonnée depuis Coulomb (1773), était reprise par Young et 

Navier en vue de répondre aux besoins des ingénieurs. Puis, le 

i4 mai 1H21, Navier ingénieur des Ponts et Chaussées, lut à l 'Aca­

démie des Sciences un Mémoire sur la théorie de l'élasticité, qui fut 

imprimé seulement en 1827. Dans ce Mémoire il établissait, le p re ­

mier, les équations de l 'équilibre et du mouvement des corps élas­

tiques à trois dimensions; aussi doit-il être regardé comme le véri­

table fondateur de la théorie de l 'élasticité. 

Navier suppose que, dans l'état naturel d 'un corps élastique, ses 

éléments ne produisent aucune action mutuel le , et que si le corps est 

écarté de cet état naturel , en sorte que la distance /• de deux points 

matériels de masses m, m' devienne r + A/\ ces deux points s'attirent 
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avec une force dirigée suivant la droite de jonct ion et avant pour 

grandeur mm'F(r) Ar, expression dans laquelle F ( / ) désigne une 

fonction positive possédant de grandes valeurs lorsque /• est extrê­

mement petit et diminuant très rapidement dès que /* prend des 

valeurs sensibles. Ces forces doivent faire équil ibre aux forces exté­

rieures. Navier parvient ainsi aux équations indéfinies telles qu 'on les 

obtient en faisant 1 =z ^j., mais il ne voit pas le moyen d'en déduire les 

conditions à la surface. Il forme alors le potentiel des forces inté­

rieures puis écrit que , pour l 'équilibre, la variation de ce potentiel 

doit, dans loule modification virtuelle, être égale au travail de toutes 

les forces extérieures, ce qui le conduit au résultat désiré . 

Navier termine en cherchant à relier la valeur de 1 à celle du coef­

ficient d'élasticité d 'une barre soumise à un effort de tract ion. Mais 

ici, il commet une erreur , consistant à ne pas tenir compte de la 

contract ion latérale. 

Navier se bornait au cas du solide isotrope. La notion du solide 

anisotrope avait été déjà envisagée par Euler , Bernoulli , Poisson, à 

propos de l 'élude des plaques élastiques. Fresnel l'a étendue au cas 

du solide de dimensions quelconques . Il conçoit d'ailleurs la consti­

tution du solide à un point de vue difièrent de celui de Navier. 

Duhem, dans son Cours aulographié de la Faculté des Sciences de 

Lille (1891), s 'exprime à cet égard de la manière suivante : 

« D'après Fresnel , lorsque le corps est à l'état naturel , ce sont les 

répulsions moléculaires qui maintiennent à distance les points maté­

riels qui le composent ; l 'équilibre est assuré par ce fait que la résul­

tante des actions moléculaires qui agissent sur chacun de ces points 

matériels est égale à zéro. Au contraire, d 'après Navier, toutes les 

forces moléculaires sont nulles à l'état naturel , et c'est en vertu des 

liaisons imposées par la nature même des molécules que le corps à 

l'étal naturel a une densité finie. » 

Cauchy était l 'un des membres de la Commission chargée par 

l 'Académie d 'examiner le Mémoire de Navier. Celte circonstance, 

jo inte à ses conversations avec Fresnel , l 'amena à approfondir les 

principes de l à théorie nouvelle à laquelle il consacra divers Mémoires 

d 'une haute importance. On lui doit l 'étude géométrique de la défor­

mation d 'un milieu continu, ainsi que celle des lois auxquelles 

obéissent les tensions intér ieures. Il restait à établir les relations 
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existant entre les tensions N, T et les six coefficients de la déforma­
tion. Cauchy supposa d'abord (1822) que chacune des trois tensions 
principales, dirigée dans un corps isotrope, suivant l'un des axes 
principaux de dilatation, devait être proportionnelle à la dilatation 
correspondante. C'était là une erreur analogue à celle que Navier 
avait commise à propos de la traction d'une barre : elle conduisait à 
annuler le coefficient A. Plus tard (1828) il corrigea celte conception 
en admettant que chacune des pressions principales est la somme d'un 
terme correspondant à la dilatation correspondante et d'un terme 
proportionnel à la dilatation cubique. 11 parvint ainsi à la ihéorie 
exacte de l'élasticité des corps isotropes. Enfin, en i83o, il étendit 
cette théorie aux corps anisotropes, moyennant l'introduction des 
36 coefficients dont nous avons parlé précédemment. 

Cauchy ne s'en est pas tenu là. 11 a également traité le problème en 
faisant intervenir la considération des actions moléculaires. 11 y a été 
conduit par l'analogie qu'il remarquait entre un théorème trouvé par 
lui au sujet des pressions et une proposition due à Fresnel, concer­
nant les forces élastiques développées dans l'éther lumineux. Le 
théorème de Cauchy consiste en ceci, que les pressions en un point 
d'une surface sont entièrement déterminées par les pressions exercées 
sur trois éléments plans rectangulaires menés par ce point. Fresnel 
avait montré de son côté que l'action exercée par des forces centrales 
quelconques sur une molécule écartée de sa position d'équilibre esl 
équivalente à l'ensemble des actions correspondant à trois déplace­
ments rectangulaires. Cauchy prend comme état initial un étal qui 
n'est pas nécessairement d'équilibre, et dans lequel par conséquent 
la résultante des actions exercées sur une molécule par les molécules 
voisines peut différer de zéro. Il cherche comment varie cette résul­
tante à la suite d'une petite déformation et par des sommations effec­
tuées autour du point considéré, en supposant qu'il existe par rapport 
à ce point une symétrie centrale, il parvient à exprimer cette varia-
lion en fonction linéaire des secondes dérivées partielles du dépla­
cement u, v, w par rapport à x, y, z. Les équations obtenues ren­
ferment 2ï constantes, nombre qui se réduit à 9 quand il existe trois 
plans de symétrie, à 3 si la symétrie est la même pour les trois plans, 
et à 2 dans le cas de l'isotropie. Enfin, dans le cas du corps isotrope 
pour lequel la résultante des actions moléculaires est nulle dans l'état 
initial, il ne subsiste qu'une seule constante. 
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Grâce à l'hypothèse d'une répartition symétrique des molécules, 
Cauchy parvient à effectuer ses calculs sans être, comme Navier, 
obligé d'avoir recours à une intégration d'une légitimité discutable. 
Poisson qui, de son côté, était parvenu aux équations de l'élasticité, 
estimait que les méthodes de la mécanique analytique qui se basent sur 
la continuité de la matière ne devraient pas être appliquées à la méca­
nique physique. D'après lui, l'intégration faite de r — o à r = oo 
autour dune molécule oblige les constantes d'élasticité à être nulles, 
en sorte qu'aucune tension ne se produirait du fait de la déformation. 
A cela, Clausius a répondu, en 1849, c l u o n doit considérer non pas 
une seule molécule et sa sphère d'activité, mais un nombre indéfini 
de pareils systèmes et prendre la moyenne des valeurs convenant à 
tous ces SA sternes. Il esl alors permis, dit Clausius, de remplacer les 
sommations par des intégrations: mais la limite inférieure de r, au 
lieu d'être égale à zéro, devient une très petite quantité inconnue, ce 
qui fait disparaître le paradoxe de Poisson. Jellett conclut à son 
tour (i852) que les intégrations sont permises si les forces molécu­
laires varient d'une façon continue à l'intérieur de la sphère d'aclivité 
et si ladite sphère est assez grande pour pouvoir être partagée en un 
grand nombre de petits éléments dont chacun contienne un très 
grand nombre de molécules. 

Nous avons dit plus haut que Navier, pour former les conditions à 
la surface, avait eu l'idée de faire intervenir la notion du potentiel 
des forces intérieures. Cette notion a été reprise en 1842 par Green, 
qui s'en est servi pour établir les équations indéfinies sans faire 
d'hypothèses spéciales sur la nature des forces élastiques. Green 
admet, comme conséquence immédiate dv la loi de conservation de 
l'énergie, l'existence d'une fonction 

*=ff fïdxdydz, 

dont la différentielle, prise négativement, exprime la somme des tra­
vaux des forces intérieures dans une déformation virtuelle infiniment 
petite. Green suppose en outre que 9 est fonction des six coeffi­
cients a, b pouvant être développée suivant les puissances croissantes 
de ces coefficients. Le terme constant peut être laissé de côté. Les 
termes du premier ordre sont nuls dans l'hypothèse de l'absence des 
tensions initiales. En négligeant d'autre part les termes d'ordre supé-
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r ieur au second, on a seulement a (la ire à une fonction quadrat ique 

renfermant 21 constantes. Telle est la méthode suivie par Green ; 

c'est, comme on voit, à peu près celle qui a été adoptée et étendue 

par Poincaré . 

Au sujet du potentiel des forces intérieures, il convient de rappeler 

qu 'on doit à Clapeyron l 'expression, indiquée précédemment , de ce 

potentiel en fonction des tensions. Lamé, dans son Livre classique, 

Leçons sur la théorie mathématique de Vélasticité des corps 

solides (1802), a fait ressortir l ' importance que présente cette 

expression au point de vue de l 'art des construct ions . 

Nous ne poursuivrons pas plus loin cet aperçu his tor ique. Il 

montre que la création de la théorie mathémat ique de l 'Elasticité est 

une œuvre principalement française. Ajoutons seulement qu 'en 1909 

MM. E. Cosserat et F . Cosserat ont publié une Théorie des corps 

dèfor niables, dans laquelle ils proposent d'envisager un milieu 

plus général que celui considéré dans la théorie de l 'élasticité, et cela 

pour at teindre le bul poursuivi par W . Thomson et Helmholtz 

dans leurs théories de la lumière et du magnétisme. A chaque 

point M de l 'espace, MM. Cosserat adjoignent un trièdre trirectangle 

dont les axes ont , par rappor t à des axes fixes, des cosinus déterminés 

en fonction des coordonnées x, y, z du point M. La déforma­

tion consiste à faire varier le système en sorte que le tr ièdre change 

d 'orientat ion en même temps (pie se déplace le point M. Dans cette 

théorie intervient un élément essentiel que les auteurs appellent 

Vaction de déformation et qui constitue une généralisation du 

potentiel élastique. 
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