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APERGUS MODERNES

SUR LA

THEORIE DES GROUPES CONTINUS ET FINIS

Par M. A. BUHL,

Professeur 3 la Faculté des Sciences de Toulouse.

INTRODUCTION.

11 peut paraitre bien téméraire de consacrer, aux immenses dévelop-
pements engendrés par la notion de groupe, un fascicule obligatoi-
rement aussi réduit que celui-ci. ’

Aussi n'ai-je pas cherché a faire un tableau de P'ensemble, mais
seulement a pénétrer dans le domaine par deux sentiers qui, s’ils sont,
en ce qui suit, d'une superficie infime, n'en vont peut-éire pas moins
Jusqu’au ceeur de la théorie. . '

Le premier — ce n'est déja pas si peu, — passe par les six grandes
théories repérées au Chapitre [. Ce repérage est aisé en suivant
M. Elie Cartan et sa puissante analyse des formes de Pfaff.

Le sccond sentier s’apercevrait peul-étre un peu moins clairement
si je ne pouvais tout de suite en dessiner I'allure simple, esthétique et
pénétrante.

Soit le systéme différentiel linéaire de r équations

(a) %+c§,ek=~o (s, k=1,2,...,7r),

e¢n lequel, suivant une notation maintenant bien connue, 4 est indice
de sommation. Rien de plus simple & concevoir que ce systéme linéaire
général ou les C), sont, toujours en général, des fonctions quelconques
de ¢ pouvant, par suite, contenir des paramétres arbitraires. Il est,
par conire, presque toujours impossible @ intégrer, hors le cas
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2 A. BUHL.

des C} constants; il s'apparente rapidement aux fonctions fuch-
siennes et a leurs généralisations, et encore faut-il pour cela que
les Ci soient rationnels ou algébriques en ¢. Bref, en général, le
systéme (@) n’est point maniable. Essayons d’en diminuer la géné-
ralité en ne faisant dépendre les r? coefficients. i que de r fonc-
tions M. Pour cela, il n’y a pas de maniére plus simple, plus intui-
tive que celle qui consiste a poser

C% = c}g’/; )J,

les ¢ a trois indices étant des constanles. Si les A/ contiennent, outre ¢,
des paramétres A; en nombre r, on peut aboutir, & partir de (a), au
systéme a seconds membres encore aussi naturels que possible s’ils
doivent dépendre de deux indices,

dose
dt

. s
—+ C;'k)x/ 0hp = j‘T .

4

)
Ce systéme (b) n’est d’ailleurs pas plus transcendant gue

(¢) f(-{;; “+ ¢k hi 0k = o,
en ce sens que si (¢) pouvail étre intégré, on achéverait (b) par des
quadratures.

Or, (b) devient maniable, du moins si les ¢} satisfont aux relations
structurales (E) du Chapitre IT (§ 7). Il y a méme la une maniére
d’imposer ces relations (E). '

Et ce qui apparait alors, c’est la Théorie des Groupes. Si Pon peut
intégrer (b), on construira des groupes: si 'on ne le peut pas, on
saura cependant que de certaines propriétés exacles, groupales, cor-
respondent a (b) el ce sera un résultat capital par rapport a U'igne-
rance ou nous restons vis-a-vis des propriétés intégrales de (a).

Ainsi, la Théorie des Groupes correspond a des systémes (a)
maniables. Tel est mon second point de vue que, bien entendu, je
n’ai point manqué d’accorder avec de nombreuses rvecherches anté-
rieures.

Il y.a ici une sorte de réplique aux travaux de MM. E. Pieard et
E. Vessiot, travaux en lesquels se correspondent des groupes et des
systémes de solutions d’équations linéaires: ici, les groupes corres-
pondent, plus particuliérement, aux paramétres ; introduits dans ().
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Et comme tout l'exposé qui suit dépend surtout des idées de
M. E. Cartan, on voit que les recherches de trois grands géométres
peuvent étre liées a partir d’équations différentielles linéaires.

CHAPITRE 1.

PRELIMINAIRES, — DE SIX GRANDES THEORIES ANALOGUES.

1. Multiplication et dérivation extérieures. — Ces notions sont
maintenant bien connues grace a d’excellents ouvrages dus A
MM. Edouard Goursat [1] et Elie Cartan [2].

Leur origine la plus explicite parait étre dans la Science extensive
(Ausdehnungslehre) de Hermann Grassmann; au point de vue his-
toricue, on pourfa consulter sur ce sujet un article trés documenté

de E. Jahnke [3].

Iei, un produit extérieur sera d’abord 'expression
(1’) [d-t] dxg...dxn]

qui figure sous une intégrale n-uple. Ce produit (1) change de signe
quand on y intervertit deux facteurs dz; consécutifs. L interversion
de deux facteurs non consécutifs peut toujours se ramener a une suc-
cession d'interversions consécutives.

Dans (1), les dx; sont évidemment des différentielles exactes, mais
cetle propriété n’intervient pas obligatoirement dans la construction

des intégrales multiples, ce qui permet d'imaginer des produits
extérieurs

(2) [wliw?. .. wn],

ou les w! sont des formes linéaires quelconques des dz;. Dans le déve-
loppement de ces produits (2), les carrés et puissances supérieures
d’un méme dz; sont a considérer comme identiquements nuls.

Considérons, dans U’espace ordinaire, un volume continu V enclos
dans une surface fermée S, et soit I'identité fondamentale

(3) ffXdeZ:ffdedeZ
s - v
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a laquelle on peut faire correspondre

4) ffsM,-,-[dxidx,]=fffv[dM,-,-dx,-dx,],

les ¢, j étant indices de sommation comme tous les indices contenus
deuz fois dans un méme terme monome. Si i et j varient tous deux
de 1 & n, la formule (4) se rapporte a I'espace & n dimensions en
lequel V est une cloison a trois dimensions, ouverte, limitée par une
frontiére fermée S a deux dimensions.

La formule (4) peut s’écrire

5) ffM,-;[dx,-tl.r,-]: fff%[dx,dx,adxk]
' s v v 0Lk

ou, en réunissant dans le second membre les monomes en 7k,

ki, kif,

OM;;  oMj; oM
(6) ffl\l,,[dwidm,]_ffj (d“' - —i—rJ—“)[(l.L‘,dz‘, dzx].

Lorsque M;; = — Mj;, c’est cette formule qui prend la forme élec-
tromagnétique maxwellienne

oF oF JF oF
dx, dr, Ox; Ox,

. 0 .9 0 0 | dodeadss
(7) JJS‘M,,-[dx,dw,‘]:—ff‘fv o1 9z dm dm | T oF
M, Mzw M3 Mf.m d.ry
1 2 3 4

en laquelle _
F(xy, 22y 23, ;) =0

est I'équation de la cloison V.

En (4),(5),(6), (7),les expressions sous les intégrales triples sont
des formes diverses pour la dérivée extérieure de 'expression con-
tenue sous 'intégrale double.

9. Formule de bifurcation. — Soient des formes différentielles
lineaires
(8) ‘—_k = 17[‘ d.z‘,-,

les nf étant évidemment des coefficients dépendant des variables. x;.
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Ona
ko ok
bl = el da dey]=] | [dadiey]
[=4nl] = i zj[de; da;] = o [dxidxj],
il' 4'['

c¢ qui peut étre traité comme une forme bilinéaire pour laquellé la
formule (6) donne

_ o 9 0
. dr; dx; oz )
kel — A ! ) .
(9) fi[. = ]—ff.,/v. __{ zl/‘_ 7‘;; [dxi du; (l.r/,]
T

Clest cette formule (9), moins générale que (6), car le produit de
deux formes linéaires n’a pas la généralité de la forme bilinéaire, que
nous appellerons formule de bifurcation; si, en cffet, on cherche a
revenir de (9) a (6), on voit que la généralité peut étre retrouvée de
diverses maniéres dont chacune ouvre la voie 4 d'immenses théories,
chose qui ne va pas d’aillcurs sans étonnement étant donnée extréme
simplicité du point de départ figuré en (3) par I'un des principes
méme du Calcul intégral: Le mot bifurcation cst d’ailleurs insuffi-
sant en ce sens que la formule (g) ouvre plus de deux voies, mais
nous n’insisterons pas sur cetle (uestion de pure terminologie.

Observons d’abord qu’une forme linéaire (8), ou =, admet une
dérivée extéricure [n']', telle que

J

)
(10) ffs[:s]’=ffs 7’—;1 ? [drida;]= o,

/

carS est toujours une variété a deux dimensions fermée. Si I'on inté-
grait, non sur S cntiére, mais sur une portion A de S, a frontiére
fermée C, le résultat ne serait pas nul, mais égal a I'intégrale de = le
long de C (formule de Siokes): il devient nul quand A tend & recou-
vrir entiérement S parce qu’alors C se réduit a un point que 1'on sup-
pose non singulicr.

Ceci posé,voyons explicitement comment des combinaisons linéaires
de formules (9) permetient de remonter vers ¢t méme jusqu’a (6).

En premier lieu, on fera des sommations, a cocflicients constants,
telles que

(i) Cl =* ']
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ou méme, en vertu de (10), telles que
(r2) [#]+ Sl=#a].

Si P'on veut que toutes les intégrales doubles portant sur de telles
expressions soient nulles, quelles que soient les variétés d’intégration A
que l'on peut considérer sur S, il faudra écrire

(13) [m]+ely[nkn']=0.

On obtient ainsi un systéme de Maurcr-Cartan, que nous asso-
cierons bientot aux groupes paramdtrigues dans la théorie des
groupes continus finis.

En second lieu, on peut évidemment tenter de généraliser (9) en
y associant d’autres formules (9) en lesquelles figureraient des formes
linéaires w autres que les . Le raisonnement précédent pourrait alors
denner, au lieu de (13), des systémes

(14) [# )+ ciy[ztal] + ai;[néwP] = o.

L’étude de ceux-ci appartient complétement a M. E. Cartan [4]. De
méme que (13) se rapporte a des groupes paramétriques toujours
transitifs, il y a aussi, pour (14), une question de transitivité qui
correspond ,au cas ou les ¢ et les @, a trois indices, sont de simples
constantes. Ces systémes (14) sont a la base de la théorie des groupes
tnfinis.

En troisiéme lieu, on pourra construire, de méme que les sys-
temes (13), les systémes fondamentaux sur lesquels Gaston Darboux,
a si magnifiquement élevé sa théorie du triédre mobile. Ces systémes
fondamentaux ne sont que des cas particuliers de (13). Nous dévelop-
perons cette remarque a la fin du Chapitre I1I. ‘

Faisons cependant, tout de suite, une remarque capitale. On voit
que I'Electromagnétisme et la Théorie du triédre mobile ont méme
origine, en la formule (7). Or, la Physique moderne considérant
volontiers I’électricité comme la base de toutes choses, si I'on peut
tenter une synthése des phénoménes physiques a partir des idées
maxwelliennes, on doit pouvoir la tenter aussi a partir de la Théorie
du triédre. Or cette derniére tentative n’est plus a faire; elle a été
Peeuvre des fréres Cosserat, en de grandioses développements [4*]
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qui, jusqu’ici, ne semblent pas avoir attiré,l’attention autant qu’ils
le méritaient.

En quatriéme lieu, plutdt que d'imaginer des combinaisons (13)
ou (14) a coefficients ¢ ou a explicites, on peut recourir a des asso-
ciations simplement additives

| [hrt],

puts a des

(15) Qi = [at]+ [shat] = [mt]— [wk ] = Al [w/ 4],
(16) -'—[ ]+[7r,c1c"]—[7c]—[1r n']—Alu[ﬂ:"n‘l]. ‘

Ici, les 7%, ne sont plus des coefficients comme dans (8); ce sontde
nouvelles formes linéaires énumérables au moyen des deux indices i
et k. ‘

On a, en (15) et en (16), toujours d’aprés M. E. Cartan [37], les
composantes de la torsion et de la courbure dans les espaces affines
ou & connexion affine. L’'analogie, immédiatement visible, de (12),
(15), (16), laisse pressentir, pour les espaces paramétriques des
groupes, de remarquables propriétés de connexion affine avec inter-
vention de la torsion et de la courbure précédentes.

En cinquiéme lieu, les extensions précédentes de (g) tendant &
remonter, de (9) & (6) ou a (7), nous pouvons considérer 1'Electro-
magnétisme de Maxwell comme une forme des théories déja énu-
mérées ou, si 'on préfére, ces théories comme étant des variantes
d’un Electromaghétisme pris initialement d’une maniére suffisamment
générale.

En sixiéme lieu, comme on ne peut guérc terminer un fascicule
tel que celui-ci sans donner des exemples explicites de groupes, nous
nous adresserons, pour cela, aux groupes de déplacements de la
Géométrie de Ca) ley et neus rappellerons qu’on peut les construire
a partir de la formule électromagnétique (7).

Onvoit que I’ Electromagneusme et la Géomeétrie, vus d’un point de
vue suflisamment élevé, sont, au fond, des disciplines identiques.

Ces préliminaires nous permettent d’indiquer dans quel esprit est
rédigé le présent fascicule : nous avons voulu en faire une introduction
synthétique aux six théories précédentes. D'immenses régions de la
Théorie des Groupes sont, a coté de cela, passées sous silence, mais
il edt été chimérique de vouloir étre plus complet dans le cadre domt
nous disposions.
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Etla synthése tentée se rapporte précisément a 1'évolution moderne
de la Théorie, évolution surtout dessinée dans les beaux travaux de
M. E. Cartan.

Je regrette de n’avoir pu ajouter quelques apergus sur les idées
trés synthétiques récemment émises par M. H. Weyl. C'est la unc
lacune a combler ultérieurement. En altendant, et pour une compa-
raison rapide des points de vue de MM. Cartan et Weyl, signalons
deux conférences faites conjointement, par ces savants, le 7 mai 1927,
a Berne [4**]. Les sysitémes linéaires, tels (@), (b), (¢) de I'Intro-
duction, ne vont point sans propriétés intégrales a la Fredholm-
Volterra.

CHAPITRE 11.

GROUPES. THEOREMES FONDAMENTAUX.

1. Groupe initial. Espaces de groupes. — IL.a nolion de groupe
correspond & la coexistence des systémes

(1) &i= fi(&y, L1y oo, Ens @, @3y « ey A1),
(9-) 'I;:ft(‘tllﬂ"r".!' e .'L‘;‘; bh b!! v b-l')"
(3) J';zj}(‘[l: Liy covy Lpj Cpy Cauveny C!'-)'
et.

(.’.\) 1= gi( @, @, ..., qp; by, by .., by,

On doit évidemment pouvoir écrire (1), (2), (3), (4) dés que V'on
peut écrire (1).

Aussi nous dirons que les n équations (1) sont les équations ini-
tiales du groupe ou encore qu'elles définissent le groupe initial.

Une transformation du groupe correspond a un ensemble de
valeurs pour les paramétres a; en nombre r. Nous admettrons que
tout groupe contient la transformation identique, c’est-a-dire qu'il
donne z; = z; pour des a; convenablement choisis; d¢ méme, la trans-
formation inverse T-' d'unc transformation T du groupe appar-
tiendra également au groupe.

Tout ceci peut déja donner lieu a une représenlation géométrique
fondamentale, des plus intéressantes et des plus utiles, bien que
d’emploi extrémement récent [5].
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La transformation T,, correspondant a r paramétres @;, sera repré-
sentée, dans un espace & r dimensions, par un point a de coor-
données ;. La transformation identique pourra servir d'origii)c (0]
dans cet espace. La transformation T, pourra élre représentée aussi
par le vecteur O a, mais, dans celui-ci, il n'y a d'essentiels que Vori-
gine O etVextrémité a; le trait Oa ne joue qu'un role de commo-
dité, les figures formées de traits étant plus claires que celles formées
de points isolés qu'il serait difficile d'assembler deux & deux sans
confusions.

Deux points ou deux transformations, a et b, définissent la trans-
formation

ab="T,T;!
qui, de par la définition et I'existence mémes du groupe initial, appar-
tient aussi & ce groupe; ici, @ est I'origine de ab et b en est extré-
mité.

Soient quatre points a, b, a’, b’ ou quatre transformations

Oa=T,, 0b=T,, Oa'=T,, 00'=T,.

bl

0

On pourra en déduire les nouvelles transformations du groupe-
initial
(5) ab=T,Ts', a¥=TyTa", .ad=TaT;, bb'=TyT;"
2.<Les deux espdces d’équipollences. — Supposons qu'il y ait
équipollence entre ab et a'l/, c'est-a-dire que l'on ait

(6) Ty Ta' =Ty Ta'.

Si, dans cette égalité, on multiplic chaque membre, a gauche
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par T;', & droite par T, il vient
(7 T2 Tar="T3' Ty,

Ce résultat (7), comparé avec les deux derniéres formules (3),
montre que 1'équipollence (6), imaginée entre ab et a'b’, n’entraine
pas, en général, une équipollence identique entre aa’ et bb'; il con-
vient précisément d’admettre deux espéces d’équipollences. La
formule (6) exprimera une équipollence de premiére espéce entre ab
et a'b’; on pourra en déduire (7) qui exprime une équipollence de
seconde espéce entre aa’ et bb'.

On peut dire qu’un espace de groupe jouit d’une double connexion
qui provient précisément de la dualité d’équipollences existant dans
cet espace. De plus, les équipollences de ab, a'b' ou de aa’, bb' peu-
vent étre considérées comme des parallélismes, non pas, bien enlendu,
au sens euclidien du mot, mais au sens généralisé de M. Levi-Civita.
Clest ainsi que des extensions nées avee les Théories d’Einstein
auraient pu étre justifiées aussi en d’autres domaines.

3. Les deux groupes paramétriques.

La transformation (4) per-
met de passer d’un point quelconque a(a;) 2 un point quelconque ¢(¢;)
de I'espace du groupe, les b; jouant alors le réle de parameétres; elle
permel, de méme, de passer de b(b;) a ¢ avec les a; comme para-
métres. Les vecteurs adjacents ac et be peuvent représenter des trans-
formations du groupe initial auxquelles on adjoindra, par équipol-
lence, des transformations ac’ et b¢' représentables, elles aussi, par des
systéemes (4). On pourra méme prolonger cette construction par des
combinaisons vectorielles quelconques, le passage de Dorigine a
Vextrémité de tout vecteur nouveau ne relevant que du systéme (4).

Ainsi, les deux transformations (4), 'une en variables a; et Pautre
en variables b;, s’appliquent identiquement, pour ainsi dire, sur l'es-
pace du groupe initial ; elles constituent obligatoirement deux groupes,
P, et P,, dits groupes paramétriques du groupe initial.

Les deux groupes paramétrigques de P, sont P, et P.

Les deuzx groupes paramétriques de Py sont P, et Py’

En revenant au quadrilatére beac’ et en remarquant que les che-
mins cac’ et ¢bc’ sont équivalents, on voit que deux transformations
appartenant respectivement a P, et P, peuvent étre effectuées dans un
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ordre arbitraire : les transformations des deux groupes paramé-
trigues sont permutables.

On voit que I'espace du groupe initial n'est autre chose que Vespace
de ses deux groupes paramétrignes; aussi convient-il de construire et
d’étudier d’abord ces derniers.

Tout en commengant par le premier théoréme de Lie, nous le

débarrasserons, le plus rapidement possible, de ce qui concerne les
variables z;.

4. Premier théorsme de Lie. — Partons dec I'égalité des seconds
membres en (2) et (3). De

f“(x’) b) =./:l(‘l’" ),

en traitant les z, les @ et les ¢ comme des variables indépendantes, o
déduit
afy oz, _ df, 9b,

ox, da; " 9b, da;

Nous adoptons, comme précédemment, la convention de somma-
tion, d’aprés laquelle tout indice figurant deux fois dans un terme
monome est indice de sommation.

De (4), on conclut

O by O _ |
b, day dar '

On peut tirer de la les dérivées des b par rapport aux a et Tes

porter dans le systéme précédent d’ou 'on pourra conclure
Jx, . k

& da, = ¥ &2

Le calcul brut semblc donner des /! fonctions des @ et des b, et
des &, fonctions des z’ et des b, mais (1) doit donner une vérification
de (5") sans b intervenant explicitement; aussi, finalement, les ai?
peuvent-ils s’exprimer rien qu’avee des a et les-§;;(2) rien qu’avee
des 2'.

On a maintenant

, dr, oz da; _ 29ar .  imE. g
(6) 9. = oa, 9, = op, bi(#) = FmE(a).

On peut encore démontrer que les B/m sont exprimables, rien
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qu'avee des b; le contraire serait d’ailleurs incompatible avec la
symétrie de formules subséquentes.
On voit que I'on a posé
da;

2l G = i

3’01‘1, en multipliant par dby,

() wll(a) da; = 311(bYdby.
C’est ce que nous écrirons

(8) wl (@) = w/(b),

ceci par définition de ces deux nouveaux membres, Ja notation étant
d’ailleurs celle qui est couramment employée pour les formes de
Pfaff.

Le premicr théoréme de Lic est généralement exprimé par I'équa-
tion (3'); ici, nous le représenterons plus symétriquement par les
quatre systémes :

dri o, e or; " s
) Frriaid (a)ji( &), b, = 3 (b)&’,,(..z'),
(- ().l‘,' i . ().t‘,'

g5 = Wke), G =B k().

Trois de ces systémes, le premier de gauche et les deux de droite,
sont formés dans le grand Ouvrage [6] de S. Lie et Fr. Engel
(Band I, Kap. 2).

Il ne faut pas s’attendre évidemment a voir intervenir, dans la suite,
le tableau (A) pris au complet; il faut sculement considérer que 1'on
peut partirde 'un quelconque des quatre systémes rassemblés en (A)
pour construire le groupe initial.

Nous avons vu que la premiére ligne de (A)donnait I equahon (8);
de méme, la scconde ligne donne

, wi (b) = wi(a).
Mais le double systéme
(B) { ®i(a) =.u/(b),

1 wi () = wi(a)

est-il compatible? Nous allons examiner la quesnon en J’élargissant
et méme en augmentant encore la sy métrie. Au moins provisoirement,
les z; sont hors de cause.
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5. Tableau fondamental. — Ceite dénomination s'appliquera trés
justement, comme nous allons le voir, au tableau

wi(a), wi(b),
wi(b), wi(a).

Le systéme (B) en provient en égalant entre eux les termes des
lignes, ce que I'on peut rappeler en disant que (B) est le systéme
horizontal issu du tableau fondamental. Considérons également le
systéme verticul ) ]

(©) f wl(a)=ul(b),
| wi(b) =wi(a).

Le systéme horizontal (B) et le systéme vertical (C) ont les
-mémes conditions d’existence [T]. C'est la une assertion capitale.
Pour la démontrer, raisonnons d'abord sur (B). Prenons la pre-
miére équation
(9) w(a) = ws(b),
en laquelle nous avons changé j en s pour étre d'accord avec des
notations plus fréquemment employées, notamment par M. Cartan.-

Pour qu'un systéme tel que (9) soit intégrable, il faut [2] (p. 99)
que lo systéme obtenu par dérivation extérieure

(10) [m(a)]=[o*(0)]
puisse étre identiquement vérifié en profitant de (g). Or, on peut
exprimer les deux membres bilinéaires de (10) sous les formes res-
pectives
(1) — (@) [w/ (a) wh(a)] =— 1} (b) [0/ (b) wk ()],
<e qui aura licu identiquement, d’aprés (g), si

cjr(a) = vj(b) = cj,

les derniers ¢j; élant de simples constantes. Donc, ¢n comparant a
nouveau (10) et (11),

( [®(@)] + cji[wi(a)wt(a)] =o,

(12) | [of(B)T + il 0/ (B) 0k (8)] = o.

'En faisant le méme raisonnement avec la seconde équation (B), on
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trouve
(13) [wf (&)Y + cilw/ (B)w (&) =0,

[ws(a)] + e[ w/(a) wh(a)] = o,

les constantes ¢ a trois indices étant les mémes qu’en (12), ce qui
assure la conservation de I’ensemble (13) quand on permute les a et
les &.

Toujours de méme, 4 la premiére équation (C), on peut faire cor-
respondre la premiére (12) et la premiére (13) et, a la seconde équa-
tion (G), la seconde (12) et la seconde (13). -

En résumé, s’il existe des formes de Pfaff, & et v, vér zfant les
systemes«(B) et (C), elles doivent vérifier d’abord le systéme

(D) [ms} 4+ ej[n/nk]=o0.

Nous dirons que le systtme (D) est le systéme de Maurer-
Cartan. Avec les notations habituelles du Calcul différentiel ordi-
naire, on peut I'écrire '

(1) T — G = et

‘et, sous cette forme, il a été donné par L. Maurer |8] et reproduit en
I’Ouvrage [6] de Lie et Engel (Band III, S. 581, 796), mais la

‘forme (14) n’a pas la valeur intuitive de la forme (D) qui fait de ce
systtme (D) un systéme primordial immédiatement associable.aux
premiers principes du Calcul intégral et éveillant I'idée de nombreuses
analogies déja sommairement indiquées au Chapitre I.

Il pourrait sembler naturel de s’occuper dés maintenant de l'inté-
gration du systéme (D); ce sera 'objet du Chapitre suivant. Pour
I'instant, nous en finirons avec les théorémes fondamentaux de Lie.

Nous dirons, avec M. Cartan [5] (p. 48), que le systéme ver-
tical (C) contient les équations de définition des deux groupes para-
métriques; quant au systéme horizontal (B), son réle ne peut évidem-
ment é&tre que de livrer des transformations permettant de passer de
I'un de ces groupes a I'autre.

6. Quelques comparaisons. — Reprenons la théorie des fonctions

analytiques
flz-+iy)=X-+:Y.
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Nous avons d’abord les relations de Cauchy

(5% X' Y X __ Y
iz~ 9y’ dy —  dz

qui entrainent que X et Y sont solutions de I’équation de Laplace

02U 02U
ozt ayt

(_16) = 0.

Or, de méme que les équations (15) entrainent (16), les tableaux (B)
et (C) entrainent (DS Les deux faits ainsi rapprochés sont inéga-
lement comphques, mais ils relévent manifestement du méme ordre.
d’idées.

Quant a la symétrie soigneusement observée dans ce qui précéde,
elle nous a déja été d’un secours puissant dans des questions ana-
logues. Ainsi, dans nos Formules stokiennes [9] (p. 30), nous avons
exposé une forme vectorielle de la Loi de Gravitation d’Einstein, qui
peut se traduire par un seul systéme d’équations, mais est alors dissy-
métrique' I’adjonction d’un second systéme, compatible avec le pre-
mier, fait apparaitre, au contraire, une symétrie remarquable analogue
a celle des équations électromagnétiques.

Dans le méme fascicule (p. 41), nous rappelons des Identités de
Jacobi formant un tableau assez analogue a (A); une scule équation
du tableau vaut tout le reste, et cependant c’est surtout la symétrie de
I'ensemble qui joue un réle remarquable en Mécanique céleste.

7. Troisiéme théoréme de Lie. — La méthode d’exposition adoptée
ici nous fait donner la seconde place a ce théoréme auquel Lie don-
nait la troisiéme. Il s’agit de relations qui doivent obligatoirement
exister entre les constantes ¢}, ou constantes de structure. D’abord,
I'équation (D) ne devant pas changer si I'on y intervertit les indices
de sommation j et k, on a

(17) Cjp—+ Chj = C«

D’autre part, I'identité

9. 9d 9
()di 0(114 da/,
(18) /] é J ‘;0,.

oa; da; day |
Cati ali atk



16 A. BUHL.

ou I'on remplace les mineurs des termes de la premiére ligne par leurs
expressions (14), montre que les constantes de structure doivent
satisfaire a des identités dont la forme s’apparente ainsi tout naturel-
lement a celle de I'équation (18): ces identités sont

4 t 1]
Csi Csy Csk

: s 5 5 —
(19) Ciw  Cjw Cim |~ O

ik

Ici, w est un indice de substitution dont on comprend immédia-
tement le role en développant comme ci-dessous, et, en résumé, le
troisiéme théoréme de Lie est traduit par les identités structurales .
Jondamentales
i+ Cj=0
jk kj H
(E)

ehiCir+ cljchi+ chef=o.
8. Transformations infinitésimales. — Par le jeu de notations bien
connues, le tableau (A) peut étre remplacé par
, dz; . Iz
) Eii(x)=_°‘ik(a)aa—;’ Eiu(x) = 'e"’“'(b)d_bi’
: dx; ox;
E/z(x)=“ik(b)‘ﬁa E/z(w)=f3i~k(a}d7_;-°

Les aj; (ou les Bjx) peuvent former un déterminant  (ou $) dont
a/k (ou B/k) est le mineur algébrique de ajx (ou de Bji), mineur
divisé par o (ou par ).

Ainsi,

1, ‘sii=j
(20) agxil ou {ii,ﬁilz.‘ ? L J"
l o, s1 L% J.

Les indices de sommation [, écrits ici en second, pourraient aussi
bien étre écrits en premier, car on ne change point un déterminant en
échangeant lignes et colonnes.

Ecrivons maintenant
o . dx;  dap dr;  drxi

W)= M ajp(a) b = Tk 2L A
Cin(a') %jk( )dak dt deay dt’

db, ox,  dx

4

(21) 22!
W) = 3k (b) dop = du 9B — du’
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On voit que

day ; dz;

% = M ajr(a), f = MEu(z")
(22)

dby. ’dJ'[

T = W Bix(b), T = B Eu(2)
sont des systémes différentiels étroitement associés; I'intégration des
deux de gauche permet de remplacer les a; par des ¢ et les b par
des pi¢, artifice qui ne change rien a la généralité tout en introduisant
avantageusement dans la question des systémes différentiels ordi-
naires.

D’aprés (20), on conclut des systémes (22) de gauche

(23)  wi(a)=Ndt, dF = % dt a,-k(a)b‘% =wi(a)A;(F),
(24)  wi(b)=uldu, dF:Hidup,.k(b)‘%%=wi(b)13,-(F’).

On a évidemment posé

F
(25) A,-(F):ajk(a):TFk’ B[(F)Zaik(b);)_b,:'.

Ce sont la les symboles des transformations infinitésimales’des
groupes paramélriques: ils sont liés, comme on voit, trés symétri-
quement et trés simplement aux formes »f et of, c'est-a-dire aux
équations de définition de ces groupes. Ce rapprochement a été
effectué, d'unc maniére plus géométrique, par M. Cartan dans
son Mémoire [5] (p. 48).

Voyons maintenant les transformations infinitésimales du groupe
initial et justifions I’ o\ple\non soulignéc.

Soit F une fonction des 25 nous aurons, d’aprés (21) ou (22),.

dr JIF d.r; e
(26) a = oA @ =Y s,,<x>- 2 Xj(F),

la derniére égalité constituant précisément une définition de X (F).
Imaginons maintenant le sccond systéme (22), premiére ligne,
intégré de telle maniére que x; se réduise a x; pour £ =o. De

Y X}(F)_dr (% Xj(F)]@ = “r

drr’

MEVORIAL DES SC. MATH. — N* 33. - 2
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on déduit

2 X;(F)= ‘%)0,_ [kiX,--(F)](!‘):'(Cg:)o, ey

d’ou, par la formule de Mac Laurin,

{27) F(zy, x4, ..., &0) . o
= F(x.‘l, veey, Zp)+ -1—-,!-7\1' X](F)+ 2—1[).3 Xf‘(F)}(”—F.-.-a

Les paramétres étant toujours les A/¢, on peut évidemment faire
t =1 sans diminuer la généralité de cette formule écrite par Henri
Poincaré [10] sous la forme symbolique encore plus rédmite

F/ = "X,

Pour ¢ nul ou des M tous nuls,.la formule (27) donne la transfor-
mation identique.

Le symbole X;( ) est celui d'une transformation infinitésimale
du groupe initial ; il faut une itération taylorienne d'une infinité de ces
symboles pour obtenir une transformation finie du groupe. Plus sim-
plement, si ¢ ou les M n’ont qu’une grandeur infinitésimale, le second
membre de (27) peut élre réduit a ses deux premiers lermes et Popé-
rateur X;( ) indique alors immédiatement comment F(z") différe
de F(z). Les transformations finies du groupe initial, condensées en
la formule (27), sont dites transformations canoniques de ce groupe.

Il est maintenant évident qu’on peut écrire des développements du
type (27) pour représenter les transformations finies des groupes
paramétriques, ceci au moyen des symboles (25) des transformations
infinitésimales de ces groupes et que de tels deéveloppements sont
propres & intégrer les équations de définition des groupes para-

‘métriques. -

Il est clair que le raisonnement fait ci-dessus avee (22), aurait pu

Tétre aussi bien avec (22),.

9. Deuxiéme théoréme de Lie. — La méthode d’exposition adoptée
ici, nous fait donner la troisiéme place a cc¢ théoréme auquel Lie don-
nait la seconde. Reprenons I'équation (26), les variables « étant
remplacées plus simplement par z;, car ce qui va suivre est purement
formel, le nom des variables devenant-dés lors sans importance.
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L’équation, en variables z; et a;,

(28) dF =M dtX;(F) = X;(F)wi(a)

doit étre complétement intégrable, d’ou ('), par dérivalion exié-
rieure, la relation
X;(F)[=w/]+ [dX,-(F).m‘i] =0

qui doit &tre vérifice, en vertu de (28) ou de

dX;(F)=ot X X;(F).
On a donc -
Xo(F)[w ]+ X; X3 (F)[w/wt] = 0.

Mais, comme les formes w° satisfont au systéme de Maurer-
Cartan (D), on conclut de la

(G) (X;Xp) =X X, — X2 X = }Y/‘X‘,-,‘

“ce qui est le second théoréme de Lie et compléte la trinité des théo-
rémes dits fondamentauz par U'illustre créateur de la Théorie des
groupes. : .
On voit qu'en (G), il faut j < k et que le raisonnement suppose (D)
pris sous la forme
[/]+ cfjk,[wiwk] = o,

ce qui peut-étre considéré comme la forme naturelle du systéme quand-
on écrit également sans répélition dans les combinaisons &, »,

,_ [oxY  dusk
[m] = (dTu - dTv,\,> [day da,].

Les formules (D) et (14), telles qu’elles sont écrites au paragraphe B,
supposent, au contraire, j et k prenant toutes les valeurs de 1 a r.

D’ailleurs (G) redonne immédiatement la premiére des relations (E),
puis la seconde quand on part de U'identité de Jacobi

X, X; X
(29) Xi X; Xg|=o,
X X; X

en laquelle les opérateurs de la premiére ligne agissent sur des mineurs

(') €f. E. CarTaN [2], p- 68, 99; [5], p- 33.
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qui ont précisément la forme (G), et c’est ainsi que le théoréme des
relations (E) peut venir se placer aprés (G). Mais il est justement
remarquable que identité de Jacobi (29) puisse étre remplacée par
I'identité (18) plus simple et relevant des principes développés comme
Préliminaires au Chapitre 1.

On pourrait maintenant raisonner sur les équations (23) et (24)
exactement comme sur (28), et 'on obtiendrait, au lieu de (G),

{ (AjAD = A AL— AN = O‘I‘:/l.As,

(39) | \
"(B,' B;)=B;B;— B;B; = c}kB,.

Les groupes paramétriques ont méme structure que le groupe
initial. '

Ces groupes sont aussi semblables, ¢’est-a-dire qu'on peut passer
de I'un a l'autre par un changement de variables: la chose est évi-
dente puisqu’on passe de (23) a (24) par le premier systéme (B) que
Pon sait étre complétement intégrable.

Enfin, les opérateurs (25) doivent étre permutables, tour comme
les transformations finics correspondantes (§ 3), ce que nous allons
vérifier. Imaginons, par exemple, que dans Bj, on remplace les b par
des @ on aura

23, T d
(A[B/) =A;B/—B/A;= (1//[. daI/: ——}_:/,-—d?if>‘—)-a~’—"— _

Or, d'aprés les systémes (22) de gauche, en lesquels les 2 et les p.
doivent étre considérés comme des constantes,

. da; 0@ dap, day 9 da,; d
{ . == = —-— - =
» pl(AjB) = ( dt dap du du Jda;  dt >
d’ou :
. d da d da dJ
N I} . _(a m @ m —
Wl (AjB) (dt du du dt )c)am o
En tenant compte de I'égalité de 2 de et de pi du, puis en expri-
mant que notre derniére équation a licu quels que soient les 2

(ou les ), on a bien
(31) (AjB)=o.
Du point de vue de la symétrie, (31) compléte (30).

Observons encore que (30), (25) et le sysiéme de Maurer-Cartan (14)
sont toujours choses se tenant d’extrémement prés. Ainsi, on déduit
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de (23) N
¢ JF

.‘1’1;\,(F)=E1 1/":\/(F): a—a-;.

En écrivant que les premiers membres sont permut‘af)les comme les
seconds, on retrouve (14).

10. Considérations sur la structure. — Beaucoup d'exposés systé-
matiques de la Théorie des Groupes semblant demander d'abord une
trés longue période d'assimilation, nous trouvons bon de la présenter
Je plus tot possible sous des aspects plus abordables et beaucoup plus

I I PP
promptement féconds. Il est déja entendu que, dés Pobtention du
systéme (D), celui-ci peut étre 'objet de particularisations remar-
quables ou d'intéressants développements concernant son inlégration.
De méme, les théorémes (E) et (G) peuvent étre immédiatement le
prétexte de recherches extrémement étendues, largement commencées
d’ailleurs, mais toujours susceptibles d’étre poursuivies.

Au groupe initial, de transformations infinitésimales X;, en nombre 7,
on peut aussi bien faire correspondre les transformations

Y;=21fX,
ot les & sont des constantes. Alors
(¥eYi) = g5 Ys,

m g
high = W' hit ey,

Les g}, satisfont évidemment a de nouvelles relations (E) qui pour-
ront loutefois étre simplifiées par un choix convenable des /. Nous
avons la une premiére indication sur la réduction ct la construction
des systémes (E).

Quand, pour un ¢ déterminé, les g7, sont tous nuls, la transfor-
mation Y, est permultable avee toutes les transformations du groupe;
elle est dite distinguée (ausgeszeichnet).

Si, avec des constantes af el

U;= i X¢ (i=12...., mr),

on peut obtenir
(UiUg) = v Usy

les m opérateurs U correspondent & un sous-groupe du groupe.
initial.
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La construction de sous-groupes peut dépendre uniquement de
la structure du groupe initial.

Le probléme de Killing consiste & rechercher les transformations
du groupe initial, qui, avec une transformation donnée, soit X,, for-
ment un groupe a deux paramétres. On peut donc traduire ce pro-

bléme par
(.x'la )‘kxk) = )‘kc:/ixs: PX1—|— W kX,

les sommations relatives a l'indice &, se faisant de 2 a r, et p, » étams.
deux constantes.

~ Evidemment, la question se pose encore immédiatement a partir de.
la structure initiale et elle commence par entrainer I’équation akgé-
brique

2 p 2
cio— o i3 . cir 1}
. 23
c3y ely—ow ... c}py .
=0
7> ” ”
ey cs ver Chp—w

Une légére variante du probléme de Killing est tradwite par-
(!X, 2Xg) = 0.0k Xg 5 ‘

on recherche une M Xy invariante par une e!X; donnée. On aboutit’
alors a I’équation

eicj—w  elel ... _eleh
elcd eleg—w ... elc} L
B = o,
eicl eley, ... eie¢/,—uw|,

dite équation caractéristique du groupe initial. La Thése de
M. E. Cartan [11] développé considérablement ces préliminaires
sous une forme notablement plus accessible et beaucoup plus rigou-
reuse que celle adoptée par Wilhelm Killing [12]. o

Dans le méme ordre d'idées, en diminuant de plus en plus la géné-
ralité, on finit par ne considérer qu’un scul opérateur X, auquel ne
correspond plus qu’un groupe a un seul paramétre, opérateuf pour
lequel on recherche un Y permutable; on doit avoir

(XY)=0 ou XY—YX=o.

Soient Péquation X (f)=o0, ®,, ¥y, ..., ®,_, ses intégrales et @,
tel que X(®,)—=1.
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Ceci permet la construction du maultiplicateur de Facobi

— d((ply q)iy ) (I)n—-l, q’n)

I(z1, T2y ooy Tn—r, Tn)

avec lequel on peut écrire
X(f)= L 9Pu Py s Py f)

D J(z, 22, ..., Zp—1, &n)

et, [13], sous une forme remarquable,

o o .. 9
dry dx, d-l'n

| F

¥ _ 1 1]

&=y F,

D ..

F,

les F étant des fonctions arbitraires de ®@,,®,, ..., ®,_,, mais non

de ®,.

Evidemment il ne faut pas compter sur Popérateur Y pour per-
muter de maniére avantageuse les intégrales de X =o, car il faut
connaitre toutes les intégrales de cetle équation pour former Y ; Pin-
térét est du coté de V'équation Y (f) = o dont les intégrales sont per-
mutées par 'opérateur X.

Le sujet a é1é approfondi par S. Lie et G. Scheffers [14] (p. 313),
Th. De Donder [13], P. Appell [16], E. Goursat [1] (p. 234),
A. Buhl [17], [13], C. Popovici [18], N. Saltykow [19]. 1l est aisé
a rattacher au théoréme de Poisson permutant les intégrales d’un sys-.
téme canonique. Quant a la.réduction de généralité, opérée pour
‘aboutir finalement a X(f) et a Y(f), elle est plus apparente que
réelle, comme nous le verrons au Chapitre suivant.

La généralité reparait aussi dans la direction suivante. Les équations
les plus ordinaires de la Physique mathématique, telles celle de
Laplace, celle dela conductibilité, celle de la propagation ondu-
latoire, etc., sont des équations linéaires et a coefficients constants
formées avec des opérateurs

0, 9 9
or’ dy’ Jz

tous permulables, d’ou il suit que, pour les équations en litige, toute
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dérivée partielle d’une solution est également une solution. Or,

avec les opérateurs
: : Xl; XZ: th

d’un groupe, on peut former aussi des équations linéaires, & coef-
ficients constants, d’ordre quelconque, qui, pour toute transforma-
tion distinguée Y du groupe, auront la solution Y (f) en méme
temps que la solution f. Ces équations diles, aur opérateurs X,
forment évidemment des classes particuliéres d’équations awr dérivées
partielles a coefficients non constants [20], [21]. Ce sont elles que
M. De Donder [45] appelle équations de Bull.

Tous les groupes n'ont pas de transformations distinguées; on
trouvera unc¢ premiére indication a ce sujet dans Lie et Engel [6]
(Band [, S. 277). Henri Poincaré a commencé ses céléebres Mémoires
sur les groupes [10] en partageant précisément ceux-ci en deux
Jamilles : groupes ne contenant aucune substitution permultable avec
toules les autres et groupes en contenant.

A ces considérations se rattache aussi celle du groupe réciproque,
aux Y permutables avee les X d’un premicer groupe; I'équation (31)
exprime que les deux groupes paramétriques sont réciproques.

Le groupe
X;(z—y)gx. \':(x_—y)d‘iy
admet

U=L)—|——d, V:.‘l‘iﬂ—Vﬁ
- dr  dy dx  * dy-
pour groupe réciproque et 'équation d’Euler et de Poisson
) 2 "L
(w—y)’;;‘%— n(z-——)')g'/— +m(z—y) 3{, —pf=0

X
qui peut s’écrire

‘ XY —nX+(m—1)Y—pf=o,

"a ses solutions changées en d’autres par les opérations U ct V. Bien
enlendu, le méme fait existe non seulement pour I'équation d’Euler et
de Poisson mais pour toutes les équations linéaires en X et Y.

Ne quittons point I'équation caractéristique sans mentionner la
notion de rang; le rang d’un groupe est le nombre de ceux des
coefficients de 'équation caractéristique qui sont indépendants. Cette
notion joue un trés grand role dans les travaux de Poincaré déja cités
et dans ceux de M. Cartan [11], [22].
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11. Connexions affines fondamentales. — En reprenant un raison-
nement qu’on trouve au début de 'Ouvrage de Lic et Engel [6] (Band I,
S. 44), considérons les identités

(32) dxy dx; N dxy dxy dx;  dxy

oz; da; " da; dz; oby 96, T
La premiére, en tenant compte des égalités de la diagonale princi-

pale du tableau (A) eten multipliant par day, donne d’apres (7)
et (8),

’

w/(a)t;j(x") + 3‘”7' wi{ea)tj(2)=o.
i

Multipliant par —[)Z—, il vient

/() (&) 3 - /(@) b () g
d’oa, d'aprés la seconde formule (22), premiére ligne, et la pre-
miére (23), '

(33) df =wi(a)Nj(f)  df =—wi(a)X;(f).

De méme, en partant de la seconde équation (32), on aurait .
36 A=l (OXIf),  df ==l (B) X))

On peut aussi déduire du tableau (A) le tableau

(35) j df(x’):mi.(la?x}, d f(x') = wi (b)X],
L df(z)=wi(6)X;, df(z)=uwi(a)X;

1 ne faut évidemment pas vouloir prendre ces relations (33)
conjointement avee (32) (33), (34): les contradictions seraient mani-
festes. Il faut seulement ct précisément observer qu'il y a différentes
‘maniéres, non obligatoirement compatibles, d’établir des correspon~
dances entre les z, les 2', les «, les b, ces maniéres étant cependant
propres, aussi bien 'une que l'autre, & metire en évidence le tableau
fondamental (§5). ‘

De plus, des formules difféventielles, lelles que (33), (34), (35),
commencent a mettre en évidence les plus simples des connexions
affines de I'espace du groupe. Le grand Mémoire géométrique [5],
de M. Elie Cartan, étudie plusicurs connexions affines a partir de la
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dualit¢ des formules (33); le systéme (D) prend une forme double
avec des m/ égaux tanlét aux wm/, tantot aux —w/, dualité que la
briéveté de ce fascicule nous empéche de reproduire. Bornons-nous a
montrer que deux connexions affines fondamentales, les plus simples
de toutes, peuvent étre mises en évidence rien qu’en partant du
systéme (D) et des équations de structure (E) qui sont d’ailleurs des
conséquences immédiates de (D). Ceci va d’ailleurs établir, une fois
de plus, que ce sont les groupes paramétriques qui constijuent ce
qu’il y a de plus essentiel dans le groupe initial.

En ne considérant d’abord que r formes =, on définit une premiére

connexion affine qui, faute de formes i}, est a courbure nulle, la
torsion sc réduisant a

Q= [nl] = — ¢l [ 7/ n4].

Ceci d’aprés la formule (15) du Chapitre I, laquelle, comparée
avec (D), donne une seconde connexion affine avec r formes n‘ et’
des formes

(36) 1:2:0},:1:/.
Dans cette seconde connexion, la torsion est
Of =[] + [mh k] = — ¢l [# 7*]) + e[ m/ mh] = ol [ w mk].

On voit que les deuxr connexions affines ont des torsions égales
mais opposées.

Comme la premiére, la seconde connexion affine est sans cour-
bure et il est curieux de remarquer que, dans une connexion affine,
Pexistence de formes 7 n'entraine pas toujours celle d’'une courbure
non nulle. On a

0 ] — [ mt] = il T — [ =4],
Qf=— c}.ic&_g,[ rend]— c{.‘;/cb‘.[ ramd},

ik ik i & 3
Q;-:-,— [ckl-c‘“‘g,.—i— c,\.,ﬁ,ciw,+ Cr u,c‘w] [:r:":r?].

Et ceci, d’aprés la seconde relation (E), est identiquement nul.
A propos de la seconde relation structurale remarquons aussi qu’eHle
donne
=0, don  c[wT=o
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pour des formes ¢ satisfaisant a (D). Alors ¢!, 7 est une différentielte
exacte.

Ce résultat, également indiqué par M. Cartan [3] (p- 46), est d’une
trés grande importance. Il provient, au fond, d’une contraction de
lidentité de Jacobi, de méme que les équations générales d’Einstein
proviennent d’une contraction de I'identité de Bianchi.

12. Le groupe adjoint.
aisément

Reprenons les équations (33) qui donnent
281 (@)X, + hw!(a)X)=o

avec, a la place des da,, de nouveaux coefficients constants %, qui
peuvent étre finis. Ceci peut s’écrire plus briévement

(37) e/ X, —e1X)=o,

en posant
el =N Bi(a),, el=—Nal(a).

Il n’y a la qu'un changement de notations qui, au fond, n’a rien
d’indispensable mais qui nous met d’accord avec cclles couramment
employ ées par Lie et Engel.

Loutefois 'équation (37) exprime une chose trés importante, saveir
ce que devient la transformation infinitésimale e/ X ;, du groupe initial,
lorsqu’on la soumet précisément & une transformation de ce groupe.

“Des deux derniéres formules, on tire

el 3ym(a)+éelap(a)=o.

Considérons maintenant le tableau

([ e/ B,m(a)+el am(a) =o,
(38) €' Bym(b)+ €l ajm(b) =0,
el rj,,,,(c)ﬂ- el aju(c)=o.

La premiére équation (38) permet d’exprimer les ¢’ par les e avec
des coefficients en a. La seconde permet d'exprimer, exactement de
la méme maniére, les " par les €' avec des b a la place des a. La
troisiéme permet d’exprimer, toujours de maniére linéaire eLhomogéne,
les e’ par les e initiaux avec des coefficients en c.

C’est le méme principe que celui de'association de (1), (2), (3) et,
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si les @, b, ¢ sont justement ccux du
fonctions des a et des b.

On voit que I'expresion des €' en e fait naitre un groupe linéaire et
homogéne associé de la maniére la plus intime et la plus immédiate
au groupe initial et a ses groupes paraméiriques; c’est le groupe
adjoint.

groupd initial, les ¢ sont des

L’union est si intime que, toutes les fois que 'étude du groupe
initial ou de ses groupes paramétrigques fait apparaitre briévement un
systéme différenticl linéaire et homogéne, ce systéme se rapporte,-au
moins formellement, au groupe adjoint.

Ainsi reprenons la connexion affine de w), définis en (36). Elle
admet an parallélisme généralisé qui se traduit par le systéme diffé-
rentiel

dut— i ub=o.
Ce dernier, pour
= =T dn,

donficrait le résultat bien connu
dut+- I put dx, = o.

Ici, avec (36), dont le ©/ scra le w/(a) égal a M dt d’aprés (23),
on a '
du + ej M uk dt = o.

C’est bien I’équation

(39) de’»+cj et dt = o

de Lic et Engel [6] (Band I, S. 273).

M. E. Cartan [5] (p. 43) a d’ailleurs donné une méthode trés
simple pour passer immédiatement des groupes paramétriques au
groupe adjoint. Reprenons le systéme (D) sous la forme (14) et
écrivons, avec deux systémes de différcnticlles, d et 8, permutables,

[0ast Quaw® ~ 5
T — —(-)7-) day 8ay = cy 2 v day, 8a,
w A4

ou, plus briévement,

daY day— d25% day = cj; wh(d) w (3)
ou encore
dw’(8)—dw(d) = cj v/ (3)wi(d).
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Or, on peut imaginer que les ©°(3) soient des A d¢ constants, au
méme titre que d¢ différentielle d’une variable indépendante. Alors
les @* (d) satisfont a (39g) et peuvent étre identifiés aux e’ de (37). Il
Y aen (37), (38) des équations finies qui ont manifestement méme
origine analy tique que le systéme différentiel (39); celui-ci s’intégre
d’ailleurs sous la forme

et =40, 008, ..., W) el

les 7.¢ pouvant s’exprimer en a. Bref la premiére équation (38) intégre
le systéme (39) qui peut alors donner immédiatement les transforma-
tions infinitésimales du groupe adjoint. De (39) on pcut, en effet,
conclure

Jdf de™ v vy 9 W Ky
o G = et gl =g,
d’ou o
Al M d
(4o) E,(f )= c},ek oef

De (40) et des relations (E), on tire enfin
(E.E;)=c}E,.

Le groupe adjoint a méme structure que le groupe initial et
(ue ses groupes paramétriques. Encore une fois, le groupe initial,
ses deux groupes paramétriques ct le groupe adjoint forment un toul
indissoluble; on ne saurait imiter Lic et Engel qui, dans leur Tome 1{6],
ont séparé les trois choses par des centaines de pages.

D’ailleurs I'indissolubilité en question ne demande u’a apparaitre
a tout propos: ainsi, dans I¢ Chapitre suivant, nous ne pourrons traiter
de Vintégration du systéme (D) sans faire apparaitre incidemment un
systéme du type (39). Ce systéme du type (39) peut d’ailleurs étre
rapproché tout de suite du systéme (c) de notre Introduction.

CHAPITRE 1II.

SYSTEMES DE MAURER-CARTAN ET SYSTEMES LINEAIRES ASSOCIES.

1. Symétrie. Homogénéité. Invariance. — Nous arrivons au pro-
bléme fondamental et d’importance maximum de la théorie des
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groupes : intégration du systéme (D). Nous traiterons la question
avec le détail des procédés classiques de I'analyse, en considérant
notamment (D) sous la forme (14) du Chapitre précédent.

datv  Quty ‘
—— = LIUTIAN
(1) dag Ja, clpakia

Ici, j et & prennent toutes les valeurs de 1 a r.
La formule de Stokes, prise sous la forme habituelle

: 1 datv  Jall
(2) £octA day = if./sﬂ(;;; — o—a—v—)[dap, da,},

retransforme bien (1) en

(3) faf'\ day, = ! ;kffuﬂ’-ulv[dap, da,},
c 2 s

¢’est-a-dire en

) (7] = [ =t ],

si le premier membre de (4) représente le 'second membre de (2),
avec le facteur 1:2. On peut faire abstraction de ce facteur, ce qui
revient, dans le second membre de (4), a écrire jk pour (jk) et Von
retrouve ainsi (D). D’ailleurs cette question de facteur constant est,
au fond, sans importance; »i, dans (1), (4) ou (D), on affecte tous
les ¢, a trois indices, d’'un méme facteur conslant 1:4, le systéme
est vérifié par des formes Am. On voit qu'on ne change rien a un
groupe en multipliant toutes les constantes de structure par un méme
facteur constant, ce qui entraine aussi ’homogénéité des relations (E).

Les équations (1) sont invariantes lorsqu’on substitue, aux ap,
des b, en nombre égal ou surabondant. On a alors

dAsY  JAs

(%) oy b,

da
= (’}/.A"!“'A"', Ast—= 1‘9'0—bf'
L’assertion est évidente si’on prend le systéme (1) sous la forme (D)

car les formes n* ne peuvent se changer qu’en formes linéaires
analogues.

Le calcul wérifie aussi la chose trés simplement. De la derniére
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équatior (5), an tire

OA™ _ dasp dap - Oap
-—_— asp >
9b, ~ by, by 35, 96,
OAH _dase Omp . 0"

_ by = b, 9, b, 06,
Observant que

dasp  dasp da.t dxsp _ dusP day
db, ~ dag 0b,’  9b, ~ Jag 9b,’

on a, aprés quelques permutations d’indices de sommation,,

JAsv  JAsp /dase st dag 9ap
= )dbu db,

b, — db, da:  dag

et (5) s'écrit

dusp  QasT da; da
—_ % ak 0% 9% _
(mT da, s ’“’“) b, 96, = *

Comme ceci doit avoir lieu quelles que soient les fonctions a., la
nullité de la parenthése est obligatoire et 'on retrouve le systéme (1)
dont la forme a é1é conservée en (5).

Appliquons ceci au cas ou a,= Apt. Les ), correspondent, si I'on
veut, aux a, et ¢ est une variable surabondante. Les As* de la seconde
équation (3) sont ici

(6) Bsp=tase, + M= hpaP
et les transformées de (1), type (5), qui contiennent ¢, sent

7 o0 + e M Bkp = e,
kg

at

C’est I'équation (b) de notre Introduction. Le systéme (7) intégre
celui de Maurer-Cartan; son importance est immense, non seulement
vis-a-vis des groupes paramétriques mais aussi vis-a-vis da groupe
initial. 11 y a d’ailleurs une foule de maniéres de faire apparaitre le
systéme (7) et d’étudier ses propriétés. Ainsi reprenons le paragraphe 8
du Chapitre précédent et plus particuliérement la premiére équa~
tion (F).

Les équations finies du groupe initial expriment que des fonctions F,
des z' et des a, sont constantes en vertu de (F) car st 'on pouvait
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intégrer (F) les x seraient des constantes d’intégration. Donc

OF _ or s _

dai  du, day ’
, ,OF OF od, _  OF
Xy (F)=¢£, (= )d—x; = “/ﬂ(“)d—;; dak ——“/L(a)m =—A;(F).

Soient maintenant des p/ fonctions des « et d’un paramétre auxi-
liaire ¢ dont d’ailleurs les « vont dépendre aussi. En posant
day
—zt- = a,k(a),
ona

d
% = FJ A,.

Reprenons maintenant la derniére équation du paragraphe 9 du
Chapitre précédent ct étudions la différence

dt da, da; dt’
il y viendra des termes qui, annulés, reproduiront

» dask o iain . ol
(7) ar ot o T duy

Clest le systéme (5) ou il est finalement indifférent d’écrire les
dérivées en ¢ avec des 9 ou avec des d. Certes les pé de (7') ont un
sens plus large que les 3/ de (7) mais des faits de ce genre sont
fréquents dans la Théorie des groupes surtout quand on part, comme
nows I'avons fait ici, de la notion de groupe initial ¢’est-a~dire d’une
délinition qui n’emprunte absolument rien aux concepts différentiels.
Théoriquement, il y a alors unc infinité de maniéres d’associer des
systémes différentiels, parfois trés divers, au groupe initial et cet état
de choses, loin d’entrainer des paradoxes, est précisément de ceux
qui donrent au génial algorithme créé par Lie son merveilleux carac-
tére synthéuique.

Les opérateurs
®) T
ont aussi deux produits symboliques dont la différence fait
apparaitre (7).
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Cette assertion se vérific sans peine; elle est encore de premiére
importance car elle tend & nous renseigner sur la construction dn
groupe initial en variables 2’ ou z.

Il ne peut entrer, dans le plan de ce fascicule, d’aller jusqu’a cette
construction compléte, laquelle se subdivise en d’innombrables pro-
blémes particuliers, mais il n’en est que plus important de montrer
que cette construction définitive et générale est en relation avec

I'existence d’opérateurs (8) analogues aux premiers membres du sys-
téme complet susmentionné

‘("I—I—AJ=0.

Ce dernier joue un grand role dans Vexposition de Lie [B]
(Band I, S. 148).

De ce fait la question des opérateurs X (f) et Y(f) permutables,
présentée comme trés particuliére au paragraphe 10 du Chapitre
précédent, aurait cependant conservé une généralité comparable a
celle de toute la théorie. Certes les opérateurs X' ou A ne sont pas
permutables, mais ils sont constamment associés a des questions de
permutabilité comme nous I'avons vu 4 la fin du paragraphe 9, comme
nous allons le voir, en (g9), en cherchant a intégrer, par (7'), le sys-
téeme de Maurer-Cartan. D’ailleurs ces associations ne sont ici que

rapidement ébauchées; on trouvera déja plus de détail dans un
travail [22*] récemment publié.

2. Conséquences de I'intégrabilité du systéme S. — Le « systéme S »
sera soit (7) soit (7'). Alors, si nous conservons les notations (7),
les X/ sont des fonctions quelconques de ¢ et de paramétres ,.
Les 60 sont les inconnues.

11 s’agit donc d’un systéme linéaire toujours intégrable, au sens
analytique le plus général du mot. Cependant il semble avoir la
condition d’existence
( e g

9) DOz Bg g

qui ne parait pas réalisée de maniére immédiatement évidente.

11 faut évidemment conclure de la que, sila prétendue condition (g)
conduit & quelque nouveau systéme différentiel T, celui-ci sera satisfait
nécessairement, c’est-a-dire intégré, dés qu’il en sera ainsi du

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 33, 3
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systéme 3. Or, comme nous allons le voir, le systéme T est un nouveau
systéme de Maurer-Cartan, ne différant de (1) que par les notations.
Ce systéme sera donc intégré par intégration préliminaire d’un
sy'stéme linéaire S.

Développons tout ceci. On tire de (7)

d2)s d20sp de"P Y
g dhe = dcor; N —— e OLP(W “+ €k nen:>
02).8 02 05T 904z 90re
dhg dig = m); + e —(»_p + e 0“(7 + e n()np)

De ces deux équations il s’agit de retrancher la scconde de la pre-
miére. Observons d’abord que la différence des troisiémes termes des
seconds membres (termes formés avec le premicr des parenthéses)
peut s’écrire, avec une interversion d'indices J, £,

2067 904
ef(pd__;_c;/t 17——-‘” /Ldt(e Fo/7).
Ensuite, ‘si I'on pose
dbsp olsT

= a—— it Q&
V= G W

Ia différence cherchée prend la forme
d .,
(10) 5;V$pf= i, M VkeT,

abstraction faite de termes qui se détruisent identiquement d’apreés (E).
On voit que, pour obtenir (10), il faut faire intervenir les deux iden-
tités structurales fondamentales,

Il'y a plus; sans que nous le cherchions le moins du monde, (10)
trahit Vexistence du groupe adjoint, cette équation (10) étant de
Jorme identique a(39) du Chapitre précédent, en lequel (§ 12) nous
avons déja annoncé cctte rencontre.

Imaginons maintenant le systéme (), ou systéme S, intégré de
telle maniére que lon ait toujours 6 = o pour t=o.

D’abord on aura, pour les inconnues, des séries entiéres en ¢

telles que
ok = (920 ¢ +en
/e T

Pindice zéro accolé a unc parenthése indiquant la valeur de celle-ci
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pour ¢ = o. Soit aussi
M=Aj+Ajt+...;

alors
L N 1
dlp - d)g dla>o ) ())\ OAg cee
WE_ 9 (B o A
Tw o dlp)o T gdrg
donc I'expression
e _ oo
Ohg  dh,

développée suivant les puissances croissantes de ¢, commence par un
terme en ¢2. Il en sera de méme pour V%, puisque les 677, 6% com-
mencent par des termes en ¢£. Donc les deux membres de 1'équa-
tion (10) s’annulent pour £ =o.
Si l'on dérive cette équation, par rapport a ¢, un nombre quel-

-eonque de fois, on voit que toutes les dérivées

b 4

— Vg7

P
s’annulent, quel que soit Z, pour ¢ = o. Donc V*¢7 est identiquement
nul, quel que soit ¢, et 'on a

(11) (;—(;f;e — 3‘;—: = c},brv0kp
avec toutes les fonctions 6% qui satisfont au systéme (7) et qui
s'annulent pour t =o.

Donc le systéme de Maurer-Cartan (1) ou (1 1) estintégré par I'inté-
gration préliminaire du systéme S.

C’est la, en somme, une conclusion d’apparence relativement élé-
mentaire [23], [24].

Sophus Lie a toujours considéré des résultats de cc genre comme
un idéal qu’il atteignit enfin mais aprés de longs détours. Cest ainsi
qu’aprés avoir constaté que sa théorie primordiale conduisait a des
équations fonctionnelles a peinc accessibles & des méthodes de résolu-
tion ordinaire, il ajoute [24*]: « Es war daher eine iiberraschende~
Entdeckung, als ich seinerzeit fand, dass die Erledigung dieser Func-
tionalgleichungen sich auf die Integration von gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen zuriickfuhren lasst. »
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3. Cas particuliers du systéme S, — Aprés la_construction des
groupes par opérations « exécutables », devait venir la question de
leur construction par opérations algébriques. La particularisation se
présente élégamment en partant de (7). L’équation (7), multipliée
par };, donne, d’apreés (6),

s

0
5 (89 =% o

= c}./)\i)\kt =.0,
d’ou '
M=%y fP(thy, tha, ...),

les fsP ¢étant r2 fongtions arbitraires. Si, dans celles-ci, on n’introduit
que les rapports des t2;, pris deux a deux, le systéme (7)-est & coef-
Sficients constants et I'intégration algébrique apparait.

Celle-ci devient celle de Schur [23], [25*] quand les f*7 sont
réduites a4 des constantes nulles pour s3£p et égales a l'unité
pour s = p. Le systéme (7) s’écrit alors
(7")‘ 11373? = s_.;p—l— c‘z.l-)\'iekp,“
en désignant précisément par &g, une constante nulle pour s>£p et
égale a I'unité pour s=p. En faisant abstraction des &g, on a alors
exactement I'équation diftérentielle qui se rapporte au groupe adjoint.
La méthode de Schur revient donc a remplacer le déterminant général
des r* éléments f*P par '

1 o
o 1 o
o .0 1

C’est quelque chose comme la particularisation qui permet de
passer d'un ds? de Riemann a un ds? euclidien. L’équation (7") se
trouve dans Lie [6] (Band I1I, S. 794) et dans Bianchi-[26] (p. 111);
Jest elle que nous rapprochons, sous les formes plus naturelles (7)
ou (7'), des bases de I'analyse ct des principes de la théorie des sys-
témes différentiels.

Ces considérations ont été étendues, par M. E.. Cartan [27], & la
théorie des groupes infinis.

Remarquons que dans le cas d'intégration algébrique correspondant
aux f°» homogénes ct d’ordre zéro en A;, on cherche, en réalité, les
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solutions.communes du systéme

hp0sp = i,
(12) 00se  dost
—_—— — =}, 0T 0kp,
Ny g U
en lequel 3¢ peut étre considéré comme une fonction fomogéne et
d’ordre un, d’ailleurs arbitrairement choisie, des variables A;.

4. Séries de fonctions homogeénes. — Le systéme (12) se préte a
I'expression des fonctions 6% par-des séries de fonctions homogénes,
séries déja considérées par Schur [23] quand ¢ se réduit a A,

De la premiére équation (12), on tire
olsp dAS

-+ 05T =

*o ). O

La seconde, multipliéc par A, peut alors s’écrire

. . 9os< o
(13) 657 4- )\Pm +C‘;0/T= 3)\_{,’
en posant
5= ek
En désignant maintenant par US; une fonction homogéne, d’ordré m;

des };, écrivons

1 1 < 1 P 1 -

W= U5 UT g U+ a b
0T ' | - L2 o 3 e
,)\pﬁ; = +a[]fr +3—7U‘_§ +4—'-U‘3‘ S

Gor= L GUL+ S G+ 5 T

Le développement indiqué pour 0¢F vérifie visiblement 1'équa-
tion (13), si¥on a

<
bl

U= —::
O T 0
UF U =,
() Lurecup <o,

J U+ CUF =o,

\ U+ GUp_ =o.



38 A. BUHL.

En multipliant ces diverses équations par Ag, on @

P U;T = )\5,

ST o 1A
)‘TUI -+ c}.j)\‘ M= Qy
d’ou, cf; et ¢}, étant de signes contraires,

AU = o.
De ‘méme, en général,
A UST = o

Avec ces divers résultats, on vérific immédiatement que le dévelop-
pement en série adopté pour 6°7 satisfait a la premiére équation (12),
si, bien entendu, les équations (14) ont lieu.

5. Développement de Schur. — Il ¢st aisé de vérifier que les résul-
tats qui viennent d’étre obtenus donnent le développement bien connu
de Schur [25] (p. 270), [6] (II], p. 795), ou interviennent les nom-
bres de Bernoulli. Alors le second membre de la premiére équa-
tion (12) se réduit a 'unique variable A;. Les formules (14) donnent

Ui:: = 5.3&
UP = ek ejp = ciphd,
U = e§ MU = UYUF,
U= U7 U UF,

U= uyuftuy oy
Use, = US U,
Dans ces conditions, en vertu de
857 0,p = €tp,
la détermination des coefficients y; dans.le second des.développements
0= LU+ LU U

Bep= woU§ -+ 1, UY e pa W8 L
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se présente exactement comme pour

ef—1 1 @ x?;
- = ;—! -+ ﬂ -+ ﬂ e
z ' -
prmer = Mo+ T+ L&A

C'est ains1 que, grice a Schur, les nombres de Bernoulli, d’unc
maniére indéniablement ¢élégante et quelque peu inattendue, se sont
introduits dans la Théorie des groupes. Mais on voit qu’ils ne se rap-
portent qu’a des solutions extrémement particuliéres du systéme (12).

Toutefois leur role a été, dans la suite, considérablement étendu,
notamment par Ernesto Pascal [27*| qui a remarqué que ces nombres
intervenaient dans des identités fonctionnelles permetiant d’atteindre
aux généralités de la Théorie.

Henri Poincaré [10] (1goo) a fait quelque chose d’analogue en
écrivant pour transformations infinitésimales de l'un des groupes

paramétriques. . of
= §df
l(f) Zlﬂf(l E_E)F(E)Plt()u'

Ici F(£)= o est une forme de I'équation caractéristique du groupe,
F(£) étant un déterminant dont les'mineurs sont les Pj;; il s’agit d’une
intégrale complexe prise le long d’un contour contcnant toutes les
racines de F = o mais non les points 2 ki,

Le seul aspect de l'intégrale de Poincaré en rappelle d’autres qui
représentent les nombres de Bernoulli. Cette intégrale et d’autres du
méme genre sont prétextes a d’intéressants et profonds rapproche~
ments entre la Théorie des groupes et la Théorie des fonctions.

6. Extensions. — Il est indiqué d’étendre ’hypothése représentee
par la premiére équation (12) en posant

lpﬂse: M+ A+ A+,

le terme 2! étant une fonction homogéne d’ordre Z; -ce n’est pas
toujours un polynome [28].

Fr. Schur, déja et surtout préoccupé par le point de vue fonc-
tionnel, a attaché beaucoup d’importance aux séries obtenues avec un
tel point de départ [23], |29]. Toutefois la convergence en est d’une
élude assez pénible. D’ailleurs, il semble, de plus en plus, a I'heure
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actuelle, que 'un des principaux buts de la théorie soit d’associer
aux équations différenticlles des propriélé exactes ou imaginables
autrement que sous forme de séries; employer ces derniéres ne fait
guére que doubler les théorémes généraux sur la représcntation ana-
lytique des intégrales des systémes différentiels.

7. Triédre mobile. — On voit immédiatement quc les équations de
Maurer-Cartan donnent, comme cas particuliers, les deux systémes
différentiels fondamentaux de la théorie du triedre mobile. Cette
remarque si simple n’en a pas moins engendré d’'importants dévelop-
pements dus surtout 8 MM. Cartan [30], Cotton [31], Vessiot [32].

Récrivons les équations de Maurer-Cartan
dasi  Qask
dty dr;

(15)

= ¥, c— oS ( [ 3 .
= cnmamlanA = c,,,,,(ot””oz"‘—- a"‘/fauu)

en convenant (ue I'emploi du troisiéme membre supposera toujours
m < n. On peut alors tirer de (15)

dati dal k
=), (a2 a3k g2k g3l
()Tk ()‘Ci 13( )7
. dx2i dazk
16 —— e . — 2 (adigth — g3k gl
( ) di d'Ci al( )7
dai dask -
— 3 1igok — g1k g2l
= Cyy(a'ta artta .
d’tk d‘!t ‘2( )

Dans le second membre de la seconde équation (16) on a d’abord
écrit les indices 13 pour mn, mais on a changé c?; en —¢?,. Tous
les autres ¢, sont considérés comme nuls.

On peut continuer de méme par la formation du systéme

dutl  datk chy (221 abk— a2kabi) 4+ ch, (adiabk— g3k qbl)
dti at; %8 3 )
das!  Jabk . .

1 O o8, (adiabk— o3k b)) - ¢f  (oliabk— g1k o8l

( 7) (h/c Jt; 34( ) \’0( ))
bl Qabk
—_— e —— =% (allabk— a1k gbl) 8, (a2l akhk— a2k i),
dqu d'rg 15( ) 24( )

La encore tous les ¢},, non écrits sont nuls; si tous ceux qui sont
écrits, en (16) et (17), sont pris égaux a I'unité, changée de signe
pour la derniére colonne de (17), si, de plus, on remplace les -
pourvus de leur premier indice par une seule lettre, conformément
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au tableau
€5) { al, a2 a3; ab, oS, af;

L P g T E on &

les systémes (16) et (17) devicnnent respeclivement

,Z%; - d%‘ = qirk—gqkri,
(190 j_-:_q,: - "%j = ripk— rkpt,
3%:_ - %;—A =pigk—prqi;.
%_ 3%‘ = qith— gk Ui— rink o rkar,
€20) gtn_;_%g.= rigk— pkgi_ pi kg kgL
o ok

S T ik phgl glEk - gk EL,
i A A S
Ce sont bien les systémes fondamentaux de G. Darboux |33

Gastonr Darboux a insisté sur une méthode originale, inspirée des
travaux d’Olinde Rodrigues, qui permet d’obtenir les systémes (19)
et (20) a l'aide d’'un méme raisonnement. On part du systéme

d—w-l—E L BGp—YTrE=0

otk k qk—YTri=o,

. d}/ ,

(21) E+nk+xrk—zpk=o,
oz

o Sk Y Ppr—Zgi=0,"

en lequel z, ), z sont les coordonnées d’un point quelconque de
'espace par rapport.au triédre mobile (T). En écrivant que

02 9 :
m(@'; ¥, 5) = defi(w’ ¥ 8)s

ces conditions d’intégrabilité se scindent sans peine en (19) et (20)...
Mais il y a mieux. Les équations (21) sont, par rapport a (19)
et (20), ce que les équations (7) sont par rapporl aux équations de-

Maurer-Cartan.
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Ces équations () peuvent s’écrire

\s Sk N s ; . -
% — 237 + ey M BIE—10/%) = o (F<j),

ce qui redonne bien le- systéme (21) si les correspondanees ont licu.

d’apres le tableau 4
Ay 22, 3 bt, 63, 63,

. z, y, %, P g T
S1

et si, de plus,

= — fle+3}k
dat 8
avec la correspondance
0+, 05, 08,
& m &

‘Le fait que les indices & comparer sont tantdt supéricurs, lantot
inférieurs, est présentement sans importance : il provient de ce que
Vouvrage de Darboux n’a pas loujours des notations d’accord avee
celles que I'on s’imposerait aujourd’hui en ayant recours au Calcul
différentiel absolu.

Tout ceci donne, en résunié, le résultat suivant : Le systéme (20)
provient du systéme (19) dérivé partiellement par rapport a une
variable auxiliaire t si l'on pose

dg or

9
(22) L=t FL=u F=t

Cette assertion, d’une vérification immédiate, admet certainement
des explications géomélriques.

Voici une idéc particuliérement originale duc 8 M. E. Cartan. Les
six coordonnécs pliickériennes de droites quelconques peuvent élre
considérées comme imaginaires ou complexes de par U'emploi d’une
unité imaginaire appropriée ¢; avee ce symbolisme étudié notamment
par Ch. Cailler [34]; les scules droites réelles sont celles qui passent
toutes par un point pris pour origine ¢t 'on passe aux autres comme
on passe des points d’un axe aux points d'un plan avec les imaginaires
ordinaires. Ainsi I'espace réglé ou I'espace des mouvements hélicoi-
daux sont de simples prolongements del'espace a symétrie sphérique,
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ce qui met bien tous les déplacements dans la dépendance de rotations
préliminaires.

Nous n’examinerons point ici de forme dp la théorie du triédre ou
Pon tenterait de profiter de la pérlicularité structurale que nous
venons de mettre en évidence. La remarque ouvre peut-étrela voie a
{'étude d'autres systémes de Maurer-Cartan, en lesquels certaines
équations d'un méme systéme se déduiraient des autres équations par
une opération analytique simple, telle la dérivation particlle.

Il faut bien remarquer que le paramétre ¢ n'est pas introduit dans
la théorie du triédre d'une maniére quelque peu fantaisiste et tout
juste propre a donner le seul résultat ici mis en évidence. Ce ¢ tient
profondément a la nature méme de l'analysc exposée dans ce Cha-
pitre. Les systémes de Maurer-Cartan (11) sont tous vérifiés avec des
fonctions 6% qui doivent s'annuler pour ¢=o; donc, c¢n général,
toutes ces fonctions contiennent ¢. :

D’autre part, des généralisations de (22) sont aisées a apercevoir.
Imaginons (19) intégré avec plusieurs constantes arbitraires t;. Un

opérateur tel que

9 d

W=T,a—;l +Ul:’?i,

en lequel les coefficients T et U ne dépendent que des ¢;, permettra-de
salisfaire a (20) en posant

Wp)=§ W(g)=1a W)=t

On voit réapparaitre les équations aux opératcurs X (ici W) dont il
a été question au Chapitre précédent (§ 10).

8. Eguations dynamiques de Poincaré. — Reprenons (7') et, avec
des da; ne dépendant que des a, soit, ce qui est revenir aux nota-

tions de M. Cartan
ask Jaj = ws.

Alors (7") peut étre remplacé par
' %‘: + cyplwl = dps.

Une énergie cinétique T généralement exprimee avec des eoordon--
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nées a; et des vitesses @, peul étre exprimée en ay et en pf. Alors

JT . ., aT oU
3T = 5};705:./4— Ea—t 361,, U = (—,—al day.
En posant
IT  JU\ y
-(ft?,- _-567,) oa;=Q;w ;-
Yintégrale d'Hamilton
] =f(T-—-U.)dt-
donne
JdT /dw/ . .
8] = .dTIj(TlT +c{,(.lu.iwk\ dt + Q;wt dt,

d’ou, avec I'habitueclle.intégration par parties et pour 8J = o;

d oT _ j th' o
dt ops — st 3;7‘*‘ 5t

‘Télles sont les équations dues a Henri Poincaré [34*]. Elles ont

v
‘été réétudiées récemment par M. Cetajev [34**]. Comparer avec [44].

CHAPITRE IV.

RELATIONS DIVERSES ENTRE CROUPES ET FOBMES DE PFAFF,

Les pages précédentes, ou Pon n’envisage que les groupes au voi-
sinage immédiat de leur structure, donnent en résumé le procédé de
construction suivant : on choisira d’abord des constantes de struc-
ture satisfaisant aux relations (E) puis on intégrera le systéme de
Maurer-Cartan (D), ce qui conduira aux équations de définition ou
aux transformations infinitésimales de groupes paramétriques. Le
systéme (D) est un systéme différentiel spécial dont les inconnues
sont des formes de Pfaff; son intégration est généralement pénible.
Or, il existe des groupes qui se peuvent construire aussi avec l'aide
des formes de Pfaff mais d’unc maniére totalecment différente et sans
qu’il soit question d’intégration. Tel est le groupe des déplacements
dans la Géométrie de Cayley. Un tel groupe emprunte au fond ses
trés belles symétries a celles de la forme de Pfaff, M;; [dz;dz;] ou &
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celles de la formule stokienne (7) du Chapitre I. Quant aux deux
points de vue que nous venons d’opposer, ils n’en sont pas moins.
dominés par la formule de bifurcation.

1. Groupes projectifs. — Les groupes projectifs, avec leurs nom-
breux cas particuliers, ont naturellement été les premiers auxquels
ont été appliquées les méthodes générales. Lie et Engel [6] y ont con-
sacré la fin de leur premier volume. Lie et Scheffers [353] ont publié
un autre et fort volume ou ils jouent un réle initial extrémement
étendu; Bianchi [26] les a repris. Le tome 111 de Lic ct Engel discute
des principes de la Géométrie par des méthodes qui sont surtout pro-
jectives,

Le groupe projectif ou homographique général est représenté par
le systéme
(1) 2= AP Xy + ApaTa . . .+ Qin T+ By iy

An1 A X))+ CQpyy 2 T2+ oo+ Ao ,n Tn+ an+l,r{+l

E=1,2,..,n).

. x .
En coordonnées homogeénes —w—'— et — L, il prend la forme
2 1 n+1

, S . L
(2) wi=an®y+ Qia Za+. ..+ Ain Zn~+ G it Tnst (i=1,2,...;m 1)

Dans ce dernier cas, on trouve immédiatement pour transformation
infinitésimale générale

, a
X(f)= x3i!c1‘id—;{;'

les Bix étant des constantes. Ce qui va nous intéresser est que de telles -
transformations infinitésimales, puis les transformations finies de (2),
peuvent conserver la forme quadratique homogén

Q=2z}+ 2§+...+ T3+ ZThyy.

11 suffit que ’on ait
2Bu=1, Bur—+ Bri=o.

Bref, il existe des groupes qui peuvent avoir aussi bien la forme (1)
que la forme (2) et qui conservent unc hypersphére a n dimensions;
une nouvelle transformation projective convenable les transformerait
d’ailleurs en groupes conservant une hyperquadrique.

2. Symétries électromagnétiques. — Les liens entre 1’électroma- -
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gnétisme de Maxwell et la géométrie de Cayley ont déja été exposés
| 36]. Aussi ne rappellerons-nous ici que ce qui est absolument essen-
tiel. Nous raisonnerons dans le cas de l'espace a trois dimensions,
donc avec quatre coordonnées homogénes.

Nous construirens d’abord des transformations d’aprés les schémes

RX—E Y—n Z— T._T

o o o o
(3) “ dE an J7 o<
SMiw fMayy, fMzw M

1 2 3 4

o o o o

‘- 9 9 9 9

(4) Jk an a5 ot
’ Miw My, Miy, M

W | ) 3 %

Chacun de ces tableaux représente un systéme de quatre égaliiés
obtenues en égalant les termes écrits au-dessus du double trait &' ce
qui serait le mineur algébrique de chaque terme’ si le tableau de
seize éléments était un déterminant. On remarquera, et c’est juste-
ment la le point essentiel, que les tableaux (3) et (4) répétent la con-
figuration de la formule stokiennc (7) du Chapitre L.

Par combinaison de (3) et (4), on obtient le nouveau systéme

X—t Y—n Z—7 T—n
o o o U
oF ; dt

) A TR 4
' le M‘.'w }“30) MM‘)
1 2 3 4

Celui-ci entraine I'égalité
: : of o o o _
(6, (X—'E);)Ev“*‘(Y—ﬂ);ﬁ +(Zf—§)8§+(T-‘T‘)._3; =9,
Nous cherchons des formules de transformation linéaires et homo-

génes. Clest justement ce que nous donnera le systéme (3) si
f(E,m, ¢,.7) est un polynome homogéne du second degré et si les My
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sant des constantes. D’autre part, l’équation (6) donnera
d 9
xTov¥ oz g,

‘ce qui peut s’écrire

FE—X,an—Y,20—Z, 21 —T)=f(X, Y, Z, T)
ou

€7) Sz, y, 5,00 =X, Y, Z, T),
i on pose
X+z=28 Yiry=on, ZLZiz=2% Ti=ox

On a finalement en (5) des formules du type (2), formules' de-
transformation conservant la quadrique f=o. Les transformations
linéaires conservent aussi les rapports anharmoniques, done les dis-
tances et les angles définis par de tels rapports associés a la qua-
drique elle-méme invariante. Définitivement, on reconnait, dans les
transformations précédentes, le caractére d’un groupe de déplace-.
nients.

Pour plus de détails, renvoyons a la publication [36] déja citée.

Tout ceci, d’ailleurs, est a peine une ombre d’esquisse pour des
théories & prodigieux développements. Ainsi changer des coefficients,
ou méme seulement des signes, dans la forme & du paragraphe pré-
cédent, c’est passer d'une Géométrie a une autre, d’un Univers a un
autre. Des classifications, d’une extréme importance pour le sujet,
sont encore dues & M. E. Cartan [4**|, [36*]. Elles permettent de
remonter a Klein, Poincaré, Hermite.

3. Extensions. — La formule stokienne (7) du Chapitre I se préte
aisément a des cxtensions ou les d sont remplacés par des D plus
généraux; on atteint ainsi aisément les Espaces de Riemann et la Gra-
vifique d’Einstein. C'est ce que nous avons montré dans nos Formules
stokiennes [9]. lci, avec la formule (16) du Chapitre I, et en posant

ﬂ;= I';l d.z'[,

on peut former immédiatement

9 J
A/imn ().1: Fi — oz~ I‘;’m -+ I‘gx r;’?m ]m rﬁn .
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ce qui est le symbole riemannien a quatre indices, fondamental pour
les deux théories susmentionnées. On voit par la, comme d’ailleurs
par la bréve étude des connexions affines fondamentales (Ch. II, § 11),
combien les Espaces généralisés, la Gravifique, les Groupes sont des
disciplines s’avoisinant de prés. Mais un trés important travail de
M. Elie Cartan [37] a poussé les choses beaucoup plus loin encore.
L’espace de I'’éminent géométre est d’abord I’espace phénoménal. La
Mécanique classique admet un espace-temps affine, c’est-a-dirc ou
jouent les déplacements et les équipollences vectorielles élémentaires,
bref les plus simples des groupes linéaires; ces considérations s’éten-
denl sans peine a la Relativité dite restreinte.

Nous avons essayé de montrer [38] les symétries électromagné-
tiques de ces considérations. Au dela, nous arrivons aux variétés a
connexion affine avec leur courbure ct leur torsion. Sur une telle
variété, deux points non infiniment voisins ne peuvent étre liés par
une opéralion affine, la notion de groupe semble méme étrangére a la
variété [39]. Mais, dans le voisinage d’un point, il nous parait naturel,
instinctif, de rechercher des propriétés affines traduisant, de maniére
approchée, celles de la variété. Ainsi, toujours en un point, nous
pouvons considérer un espace affine tangent dans lequel jouent des
groupes affines et 'ensemble de ceux-ci, pour tous les points de la
variété, ne peut constituer autre chose qu'un groupe affine, plus
général, les admettant pour sous-groupes. Clestle théoréme d’homo-
généité.

D’ailleurs, ces considéralions ont été reprises par M. Cartan avec
d’autres groupes ou sous-groupes ayant un caractére plus général que
le caractére affine; les transformations associées a différents cycles
d’origine donnée forment un groupe continu g, sous-groupe d'un
groupe fondamental quelconque‘ g estle groupe d’holonomie [40].

Dans d’autres travaux, on s’est cfforcé de créer une sorte d’homo-
graphie vectorielle, dans laquelle toutes les transformations (1) ou (2)
se manient symboliquement comme autrefois les équipollences; citons
a cet égard un exposé de MM. Burali-Forti et Boggio [41]. Si I'on
remplace les homographies par les transformations qui conservent les
angles, on crée les géométries conformes qui doivent beaucoup aux
recherches de M. Vessiot [42]. On consultera, pour la réunion des
deux points de vue, une Theése récente de M, P.-C. Delens [43].
Toutes ces études peuvent éire faites par des méthodes assez variées
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mais on peut aussi se borner & I'emploi des formes de Pfaff, généra-
trices de groupes, comme nous 'avons montré dans ce fascicule, et
génératrices, par ce fait, de géométries extrémement générales liées,

elles aussi, de maniére plus ou moins directe a4 cette méme notion de
groupe.
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