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LA

METHODE DES FONCTIONS MAJORANTES

ET LES

SYSTEMES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Par M. Ch. RIQUIER

CHAPITRE 1.

CAUCHY INITIATEUR DE LA METHODE DES FONCTIO\S MAJORANTES;
APERGU HISTORIQUE.

Principe de la méthode.

1. Dans I'étude des systémes, quels qu’ils soient, d’équations aux
dérivées partielles, la question qui, logiquement, préccde toutes les
autres est cclle de l'existence méme de leurs intégrales.

Cauchy parvint, le premier, en considérant les cas les plus simples,
qui se présentent tout d’abord, a des démonstrations rigoureuses.
Dans les tomes XIV, \V et \Vl des Comptes rendus de I’ Académie
des Sciences (1842 et 1843), il prouve I'existence des intégrales
d’un systéme d'équations différentielles orvdinaires, en précisant ce
que 'on doit entendre par intégrales générales d’'un pareil systéme;
puis il étudie au méme point de vue un systéme linéaire de m équa-
lions aux dérivées partielles du premier ordre, impliquant un nombre
égal de fonclions inconnues,

Wy, Wo, ceey Wyn,
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2 CH. RIQUIER.

et tel qu'on puisse le résoudre par rapport aux m dérivées

/o, oo, oy
gt o’ TR

toutes relatives a4 une méme variable ¢. Ce dernier résultat, malgré
tout 'intérét qu’il présentait, est resté pendant longtemps peu connu :
mais, depuis un demi-siécle environ, la méthode employée par
Cauchy, sous le nom de Calcul des limites, pour démontrer la con-
vergence des développements des intégrales, a pris progressivement
une trés grande extension; elle porte aujourd'hui le nom de Méthode
des fonctions majorantes. Indiquons-en briévement le principe, et
définissons tout d’abord les fonctions dites majorantes.

Les notations z, y, ... désignant des variables indépendantes, si,
dans toute l'étendue de quelque domaine ayant pour centre le
pomnt (x4, 3%, ...), une fonction F(x, y, ...) est exprimable a
I'aide d’une série procédant suivant les puissances entiéres et posi-
tives de x —.rg, ¥ — ¥o, . ... cette fonction, qui, par le fait méme,
est analylique, est dite réguliére au point (g, 3%, .. .)-

Si deux fonctions, f(z,y. ...), 9(z, ¥, ...), sont I'une et 'autre
réguliéres au point (4, Yo, - ..), si, de plus, les valeurs en ce point
de ¢(z,y. ...) et de loutes ses dérivées sont réelles, positives, et
respectivement supéricures aux modules des valears torrespondantes
de f(x,y. ...) et de ses dérivées semblables, lafonction ¢ (2. y, ...)
est dite, au poinl (.ry, 3%, ...), majorantede f(r,y, ...).

Cela étant, et un systéme différentiel étant donné, le principe de
la méthode consiste a établir, si possible, une correspondance terme
a terme entre deux groupes de développements entiers, savoir :

D'une part, dans le systéme donné, les développements formels
des intégrales hyvothétiques dont on cherche a prouver Iexistence
effective;

D’autre part, dans un systéme auxiliaire approprié, obtenu par
I'application d’un mécanisme o interviennent les fonctions majo-
rantes, les développements, nécessairement convergents, d’intégrales
effectives convenablement choisies.

Et il faut, pour le succés de la méthode, qu'en s’appuyant sur la
convergence (certaine) des développements du second groupe, on
puisse, de la correspondance ainsi établie et de la définition des
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fonctrons majorantes, conclure, & plus forte raison, a-la convergenec
des développements du premier groupe. ‘

Pour faire saisir plus nettement cette indication générale, forcé-
ment un peu vague, nous considérerons le cas le plus simple, celui
d’un systéme d’équations différentielles ordinaires (n° 2, infre);
nous nous atlacherons-d’ailleurs uniquement a mettre le mieux pos-
sible l'idéc directrice en lumiére, sans nous astreindre en aucune
fagon a suivre pas a pas les indications du texte méme de Cauchy, et
sans nous interdire aucune modification pouvant contribuer & une
clarté plus grande des raisonnements.

2. Considérons donc un systéme d’équations différentielles ordi-
naires résolu par rapport aux dérivées des fonctions inconnues qui
s’y trouvent engagées, et mis sous la forme

%l[.—lz'l: = U(z, u, ¢, ..., w),
dv

(1) dz = V(z, v, 9,..., ),
e wen
%:\V(x, Uy ¥y oy W) 0

dans ces formules, u, ¢, ..., w désignent des fonctions inconnues
de la variable indépendante x, laquelle est, indifféremment, réelle
ou imaginaire, et les seconds membres sont des fonctions connues
de z, u, 0, ..., w;supposant essentiellemenl que ces derniéres sont
analytiques, on ne considere, parmi les intégrales du systéme, que
celles qui elles-mémes sont analytiyues, et, parmi les intégrales
analytiques, que celles qui satisfont a la condition suivante :

« Il existe quelque région de 1'espace [[:c]] telle que non seu-
lement ces intégrales y soient réguliéres, mais que, de plus, les
valeurs qu’elles y prennent, associées a celle de la variable x, ne
sorlent jamais d'une région de 'espace [[x, U, ¥y ooy w]] ou les
seconds membres du systéme le solent aussi. »

De pareilles intégrales seront qualifiées dordinaires : du fait
méme qu'elles sont ordinaires, elles vérifient, non sculement les

équations du systéme (1), mais encore toutes eelles qui s’en déduisent
par différentiations.
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Cela posé, si I'on désigne par (o, Uoy 9o, ..., o) un point de
I'espace [[m, Uy €, o oey w]-\ ou les seconds membres du systéme (1)
soient tous réguliers (n° 1), le systéme (1) admet un groupe d’in-
tégrales ordinaires, et un seul, satisfaisant aux conditions
initiales

‘ U= U,
V= ¥

(2) ¢ pour z = x,.
( w = u,

Les indications qui suivent (I, I[, III, infra) permettront de
reconstituer la démonstration in extenso de cette propriété.

I."S’il existe un groupe d’intégrales ordinaires répondant aux
conditions initiales (2), ce groupe est unique, et les développements
des intégrales a partir de z, peuvenl étre facilement reconstruits.

Adjoignons en cffct aux équations (1) toutes celles qui s'en déduisent par
différentiations, ct partagcons I'ensemble de ces relations en groupes suc
cessifs, Gy, Gg, Gy, ..., d’aprés les ordres croissants 1, 2, 3, ... de leurs pre

miers membres. Les groupes ainsi obtenus présentent manifestement la struc-
ture suivante :

Le groupe G;, qui n'est autre quc (1), aura pour premiers membres

du  dv dw

dz’ dz’ 7 dx
ct ne contiendra dans ses seconds membres quec la variable indépendante 2 et
les intégrales u, o, ..., w.

Le groupe G, aura pour premiers membres les dérivées sccondes des inté-
grales, et ne contiendra dans ses seconds membres que la variable, les inté-
grales, et leurs dérivées premiéres.

Le groupe G; aura pour premiers membres les dérivées troisiémes des
intégrales, et nc contiendra dans ses seconds membres que la variable, les
intégrales, et leurs dérivées premiéres et secondes.

Et ainsi de suite indéfiniment.

Cela posé, attribuons & # sa valeur initiale 2o : comme on doit avoir

U = W, v = ¢y, Ceey W= w, pour x = xy,

les valeurs initiales des scconds membres de G, sont connues, ct, par suite, Jes
valeurs initiales des dérivées premiéres

du dy dw

de’ dz’ 17 da’
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Cela étant, les valeurs initiales des seconds membres de G, sont elles mémes
connues, ct, par suite, les valeurs initiales des dérivées secondes; a leur tour,
les valeurs initiales des seconds membres de Gy le <eront aussi, et, par suite,
les valcurs initiales des dérivées troisiémes; et ainsi de suite indéfiniment. Or,
les valeurs initiales des intégrales et de leurs dérivées de tous ordres ne sont
autres, aux facteurs numdriques connus prés, que les cocfficicnts de leurs
développements a partic de z, : il ne peut donc exister plus d'un groupe
d'intégrales répondant aux conditions initiales (2), ct les développements de
ces intégrales peuvent étre reconstruits a priort.

I. Si les développements, reconstruits « priori, des intégrales
hypothétiques répondant aux conditions initiales (2) sont conver-
gents, leurs sommes constituent effectivement un groupe d’inté-
grales du systéme (1)

Désignons cn effet par S,, S,. ..., S,y les sommes des dévcloppements, et
considérons un domainc M, de centre zg, dont le rayon soit suffisamment petit
pour que chacune des fonctions de z en lesquelles se transforment, par la
substitution de S,, S, .... S, a «, v, ..., w, les dcux membres des diverses
¢quations (1) soit exprimable, dans l¢ domaine dont il s’agit, par la somme
d’unc séric entiére en  — zo. En vertu méme du caleul qui a fourni les coef-
cients des développements, la valeur initiale @»y de a, prisc conjointement
avee les valcurs initiales wg, ¢4, ..., wogde S,, Sy, ..., S ct avec celles de
toutes leurs dérivées, vévilfie numériguement les équations (1) ct toutes leurs
équations dérivées, en sorte que les fonctions

ﬂg_" ds, ds,,
de’ di’ " dr

(3)

ct leurs dérivées de tous ordres sont, pour # = z,, numériquement égales aux
fonctions

U(z, Su, Sy «-., Sw),

y V(z, Suy So, oo vy Su),

(4)

W (2, Suy Su, ..., Sy)
et a Jeurs dérivées semblables; done, en vertud'un théoréme fondamental sur
Pégalité identique entre deux fonctions analytiques, les fonctions (3) sont
identiquement égales aux fonctions (4) dans toute I'étendue du domaine 0.

ITL. Tout revient donc a prouver la convergence des développe-
ments, construits « priori, des intégrales hypothétiques : comme
nous l'avons exposé ailleurs (voir Les systémes d’équations aux
dérivées partielles, n° 114, alinéas 11 a VIII; c’est aux alinéas V
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et VI qu’interviennent les fonctions majorantes), on peut commencer
par établir cette convergence dans le cas ou les seconds membres
de (1) sont supposés indépendants. de la variable z; on en déduit
ensuite trés facilement le cas général.

3. Des raisonnements mis en ceuvre dans I'exemple qui fait V'objet
du numéro précédent, un triple fait se dégage :

La méthode des fonctions majoraites ne s'applique qu’aux sys-
témes différentiels du monde analytique.

Elle ne vise, dans ces systé¢mes, que les intégrales analytiques
ordinaires.

Elle considére de pareilles intégrales comme déterminées par un
systéme de conditions dites initiales.

Les Chapitres qui suivent feront ressortir de plus en plus nettement
la nécessité, imposée par la méthode méme, du point de vue dont
nous venons de formuler la synthése.

Apergu historique.

- 4. Le principe dela méthode des fonctions majorantes a été adopté,

aprés Cauchy (1842 et 1843), par un grand nombre de géométres.

En 1856, Briot et Bouquet, dans un Mémoire sur les systémes
d’équations différentielles ordinaires ('), donnérent une démonstra-
tion simplifiée de I'existence de leurs intégrales.

En 1872, le méme point fut établi pour les systémes dits compléte-
ment intégrables d’équations différentielles totales, et deux géo-
métres, Méray et Bouquet, en publiérent presque simultanément la
solution (?).

En 1855, les résultats, encore peu connus, de Cauchy sur les sys-
témes partiels furent établis de nouveau par Darboux et par M™¢ de
Kowalevsky : cette derniére y avait été conduite par la considé-
ration du systéme partiel qui porte son nom, sysiéme composé
d’équations en nombre égal a celui des fonctions inconnues, et tel,
qu’en désignant par

1, P2 e-eh T

les fonctions dont il s’agit et par

ki) kg, . .‘., l\'—,;,
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les ordres respectifs du systéme par rapport a elles, celui-ci soit
résoluble par rapport aux dérivées

dbig,  dhg,  dEsge
— 4 H dx/"g’

H
oxhy dzhs ’

toutes relatives a une méme variable 2. Les recherches de M= de
Kowalevsky ont fait 'objet d’'un Mémoire publié dans le Journal de
Crelle (*); Darboux, qui avait entrepris de ‘son coté une recherche
analogue, s’est borné a indiquer sa démonstration dans deux Notes
communiquées & I’Académie des Sciences (¥).

5. Les quelques travaux que nous avons cités jusqu’ici ne visent
que des cas relativement aisés & traiter : ces cas étant mis a part,
Iétude des conditions d’existence des intégrales préscnte des compli-
cations multiples, et elle a nécessité de laboricuses et persévérantes
recherches.

En 1880, Méray publia un Mémoire ou il se proposait de traiter la
question d’une fagon générale (3). Ce travail, qui mettait en lumiére
divers principes importants, ne s’appliquait cependant qu’aux sys-
témes du premier ordre; il contenait d’ailleurs une fausse extension
de la méthode des fonctions majorantes, et formulait, relativement a
la convergence des développements des intégrales, unc conclusion
trop hative, et, dans bien des cas, erronée (¢) : pour cette double
raison, il était loin de donner la solution cherchée. Sa lecture, tou-
tefois, puis, en 1890, une collaboration fournie & Méray en vue de
réparer I'erreur commise (7), ont €té le point de départ des travaux
de M. Riquier : indiquons sommairement les contributions de ce
géometre a la méthode dont nous retragons l'historique, avec les con-
clusions qu’il en a tirées pour la théorie générale des systéemes diffé-
rentiels du monde analytique (®).

6. Alors que le travail publié en 18go par Méray et M. Riquier se
bornait a I’étude d’une classe, relativement fort restreinte, de sys-
témes d’équations aux dérivées partielles, alors que, méme chez des
auteurs ayant le godt et le souci des vues élevées, la considération
trop exclusive des systémes du premicr ordre n’avait rendu possibles
que de trés vagues apergus sur les systémes quelconques, M. Riquier
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a pu, par la considération des types complétement intégrables d’ordre
supérieur, y substituer des résultats précis sur le nombre et la nature
des éléments arbitraives qui figurent dans les intégrales générales. La
fixation, dont il a fait connaitre le mécanisme, de Véconomie des
conditions initiales a imposer aux intégrales (?) (voir Chap. Il,
infra), I'introduction des cotes, qui 'a conduit, pour les dérivées
des fonctions inconnues, a un classement fécond en résultats, celle
de la forme orthonome (voir Chap. 1, infra), dont il a établi les
conditions de passivité, et a laquelle il a étendu la Méthode des fonc-
tions majorantes, joucent dans ses travaux un role capital; cette forme,
supposde passive, comprend comme cas Lrés particuliers tous les
types complétement intégrables antérieurement examinés. Mettant a
profit sa trés grande souplesse, M. Riquier a pu montrer que, sauf
constatation éventuelle d’incompatibilité, tout systéme différentiel du
monde analytique est, en théorie pure, réductible a une forme com-
plétement intégrable, et que sa solution générale dépend, par suite,
de fonctions (ou constantes) arbitraires en nombre fini ('0); puis,
comparant, dans deux formes complétement intégrables d’'un méme
systéme diff¢érentiel, le nombre et la nature des éléments arbitraires
que 'économie des conditions initiales met en évidence, il a établi
I'invariance de deux entiers caractéristiques, qui lui fournissent la
base d’une notion nouvelle, celle du decré de sénéralité d'un sys-
teme (voir Chap. LV, infra) ('").

7. Bien que ces résullals fondamentaux, déduits de la considé-
ration des systémes orthonomes passifs, fussent désormais acquis, il
n’en était pas moins utile de poursuivre 'étude des questions d’exis-
tence, et de chercher a généraliser, en les simplifiant, si possible, les
régles déja etablies. Dans cette voie, un important progrés a été
réalisé : d'unc part, grice a un lemme de nature algébrique qu’il a
signalé ('2), M. Riquier a rendu la méthode des fonctions majorantes
applicable & des cas beaucoup plus ¢tendus; d’autre part, grice a
certaines réductions (fondées sur la considération du Tableau des
conditions initiales) des systémes différentiels étudiés, il a substitué
a la régle primitive exprimant les conditions d'intégrabilité compléte
des systémes orthonomes unc régle, notablement plus avantageuse,
applicable, elle aussi, a des systémes plus généraux ('3). Nous don-
nons au Chapitre V, en I'éclairant de quelques exemples (n'* 38, 42
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et 43, infra), I'indication succincte de ces nouveaus résultats : con-
ditionnés (il ne saurait en étre autrement) par des restrictions d’iné-
galité, ils se formulent en énoncés précis, ct ouvrent a la Méthode
des fonctions majorantes un champ d’application des plus vastes, que
les travaux postéricurs. quelque distingués qu'ils soient, n’ont pas
élargi ('),

Et ici se pose une question que nous signalons a l'attention des
chercheurs : un pareil élargissement est-il encore possible? Ou bien,
au contraire, les restrictions d’inégalité auxquelles il vient d’étre fait
allusion englobent-clles tous les cas de quelque importance ou la
Méthode puisse intervenir avec succés? Une certitude positive sur
ce point fournirait, pour I'oricntation de futurs travaux, unc indica-
tion des plus précicuses.

8. Un théoréme quelcenque d’existence étant supposé établi, une
étude fort intéressante, dans les cas ou elle est possible, consiste a
prolonger analytiguement les intégrales, c'est-a-dire a délimiter,
autour des domaines de convergence primitivement assignés a leurs
développements fondamentaux, certaines régions, plus ou moins
étendues, ou elles soient calculables par cheminement; mais les résul-
tats obtenus dans ce genrc de recherche sont jusqu’a présent peu
nombreux : I'un d’eux, qui fait I'objet du Chapitre VI, est basé sur
la considération des fonctions majorantes (*»); il assure, pour cer-
tains systémes d’équations aux dérivées partielles linéaires, la possi-
bilité du prolongement analytique des intégrales dans les limites ou
cette possibilité existe a la fois pour les coeffirients du systéme et
pour les déterminations initiales des intégrales.

9. Les intégrales donl on prouve 'existence par la méthode des
fonctions majorantes étant, comme nous I'avons dit (n° 3), nécessai-
rement ordinaires, il semble toul d’abord que le titre méme du pré-
senl Volume y interdise loute considération ayant trait aux intégrales
singuliéres : c’est 1a toutefois une impression superficielle que la
réflexion ne tarde pas a modifier. Si I'on observe, en effet, que les
intégrales ordinaires. d’une part, et singuliéres, d’autre part,
doivent, si leur définition est bien posée, se trouver, du seul fait de
cette définition, en opposition logique (le A et le non A), on sentira
combien il est opportun de donner une réponse immédiate a des
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questions qui d’elles-mémes se posent, dé préciser, dans le sens
voulu, la notion, trop souvent confuse, d’éntégrales singuliéres, et
de l'illustrer par une breéve indication des premiéres conséquences
qu’elle entraine ('°).

CHAPITRE 11.

ECONOMIE DES CONDITIONS INITIALES DANS LES SYSTEMES DIFFERENTIELS RESOLUS
PAR RAPPORT A DIVERSES DERIVEES DES FONCTIONS INCONNUES.

Fonctions schématiques et coupures (!7).

10. L’expression la plus générale d’unc fonction de z, y, ...
réguliére au point (xy, j%, ...) s’obtient, comme il ressort d’une
définition rappelée plus haut (n°® 1), par la considération d'une série
entiére en & —— Xy, ¥ — ¥4y - - -, dont tous les coefficients sont arbi-
traires, et soumis, dans leur ensemble, & la seule restriction de la
convergence. Un pareil développement, a coefficients éous indéter-
minés, constitue ce que nous nommerons une foretion schématique
de z, ¥, ... ayant pour termes élémentaires les termes mémes du
développement; si, comme cas extréme, le nombre des variables
indépendantes se réduit a zéro, le développement se réduit a une
simple constante schématique, que nous assimilerons souvent, pour
l'uniformité du langage, a une fonction schématique dégénérée.

(Il importe d’observer que si quelques-uns des coefficients, fit-ce
méme un seul, viennent a étre remplacés par des valeurs numériques
particuliéres au lieu de rester arbitraires, le développement considéré
cesse par la méme d’étre une fonction schématique; c’est ce qui
arrive, notamment, si 'on en supprime un ou plusieurs termcs
élémentaires.)

Si, dans une question ot les variables indépendantessont#, 3, .. .,
on est conduit a considérer une fonction schématique de quelques-unes
de ces dernitres, celles d’entre les différenees & — 24, 37—y, ...
dont la fonction schématique ne dépend pas lut seront dites
étrangeres : si, nolamment, la fonction schématique est dégénérée,
les différences x —.ry, 3 — 5. ... lul sont toutes étrangéres; si
elle dépead de toutes les variables &, j, ..., aucune des différences
dont il s’agit ne Iui est étrangére.
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Considérons actuellement g fonctions schématiques (dégémérées.ou
non) de telles ou telles des variables z, ¥, ..., et indiquons, sutvant
les convenlions erdinaires de 'écrilure algébrique, en premier kieu,
que chacune d’elles doit étre multipliée par tel ou tel monome entier
enzx — T, ¥ — Yo, - .. avant pour coefficient 'unité (avec un degré
positif ou nul); en second lieu, que ces g produits doivent éire ajoutés
les uns.aux autres : nous aurons ainsi une expression de la forme
n=g
Z (2 — z0)(y — yo)on...Fo,
n=i
ou a,, b,, ... désignent des entiers positifs ou nuls, §, un groupe
. de variables indépendantcs extrait du groupe tolal z, ), ..., et Fy,
une fonction schématique des seules variables 6,,. Une pareille expres-
sion portera le nom de somme schématique, et, parmi les divers
facteurs qui concourent, comme il vient d’étre dit, a sa formation,
nous distinguerons,-d’une part, les g facteurs schématiques

F"n' Fﬂn ceey FO:_,;
d’ 1 : d
autre part, les gfactems monomes correspondants

(x—20)u (y —Yo)r...,
(x—zy)(y —yo)bz v

(z—20)2%(y —yo)os....

Les termes élémentaires de la somme seront les produits partiels
qu’on obtient, sans réduction de termes semblables, en multipliant
les termes élémentaires de tout facteur schématique par le facteur
monome qui lui correspond: dans le cas oa les produits partiels.dont
il s’agit sont tous disscmblables, la somme schématique sera dite
irréductible. Enfin, les termes schématigues de la somme serent

les g produits
(B—20)2n(y —yo)fr...Fo, (n=1,2,....8)

dont chacun fournit tout un groupe de termes élémentaires; un terme
schématique sera dit dégénéré, si le facteur schématique qui y figure
est lui-méme dégénéré, et il ne fournira alors qu'un seul terme
élémentaire de la somme.

Cela posé, considérons, d’une part, une fonction schématique
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de z, y, ..., d’autre part, un ensemble, E, formé avec des monomes
entiers par rapport & &£ — Xy, ) — )y -+ -, qui présentent tous un
degré supérieur a zéro, aient pour coefficient I'unité, et soient en
nombre essentiellement limité : si, dans le développement de la fonc-
tion schématique, on supprime tous les termes élémeantaires qui
admettent pour diviseur quelqu’un des monomes de I'ensemble, la
portion restante du développement se nommera le résidu de la
coupure E, pratiquéc dans le développement total.

On peut évidemment, sans changer le résidu, supprimer de 1’en-
semble E tout monome qui admettrait pour diviscur quelque autre
monome du méme ensemble : en opérant les suppressions de ce genre
jusqu’a ce qu'il 0’y en ait plus de possible, on tombe finalement sur
un cnsemble que nous qualifierons d’irréductible. D'aprés cela, si,
dans une fonction schématique de x, )7, ..., on se propose d’opérer
une coupure a l'aide d’un ensemble donné, celui-ci, moyennant la
suppression éventuelle de quelques-uns des mopomes qui le consli-
luent, peut toujours étre supposé irréductible.

Enfin, les monomes de 'ensemble donné étant tous, par hypothése,
de degré supérieur & zéro, si, comme nous allons en formuler la
possibilité, on met le résidu de la coupure sous la forme d’une somme
schématique irréductible, I'expression ainsi obtenue, dont tous les
facteurs monomes sont nécessairement distincls, en contiendra un, et
un seul, de degré zéro.

Voici maintenant I'énoncé de la proposition capitale a laquelle il
vient d’étre fait allusion :

Si, dans une fonction schématique, on se propose d'opérer une
coupure a Uaide d’un ensemble E, Uapplication d’un procédé tout
élémentaire (dont l'indication se trouve contenue dans la démonstra-
tion; voir Les systemes d’équations aux déricées partielles, n° 81)
Journit pour le résidu une somme schématique irréductible.

I1. Supposons actuellement que le résidu d’une coupure E,
pratiquée dans le développement d’une fonction schématique de x,
¥, «.., ail é1é mis, d'une maniére quelconque, sous la forme d’nne
somme schématique irréductible,

n=g

® 3 (@ —@a)an(y —yoyn ... Fe,

n—i1
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(ot @y, b,, ... désignent des entiers positifs ou nuls, §, un groupe
de variables extrait du groupe total z, y, ..., et F; une fonction
schématique des seules variables 0,,); puis, désignons par w, lc groupe
de variables complémentaire du groupe 6,, c’est-a-dire tel que I'en-
semble de ces deux groupes reproduise une fois et une seale chacune
des variables indépendantes x, y, . ...

Cela posé, si, considérant le développement schématique total
de notre fonction, on en prend (terme a terme) la dérivée d’ordres
partiels a,, b,, ..., et qu'on attribue ensuite aur variubles du
groupe w, leurs valeurs initiales, on tombe sur un développement,
@y, ne dépendant évidemment, comme Fy_, que des seules variables
du groupe 0,. Or, ces deux développements, ¥y , ®y . peuvent se
déduire l'un de Uautre par des dérivations ou des quadratures
(exéculées terme a terme); la convergence du premier dans cer-
taines limites entraine d'ailleurs celle du second dans les mémes
limites, et réciproguement.

(Voir Les systémes, etc., n° 82.)

12. Supposons que, dans une question quclconque, © désigne une
fonction inconnue des variables x, y, ..., assujecttie, entre autres
conditions, & étre réguliére au point (x,, ). . ..); tous les coefficients
de son développement & partir des valeurs particuliéres xg, y,, ...
étant, jusqu’a nouvel ordre, indéterminés, ou, c¢n d’autres termes, le
développement étant, jusqu'a nouvel ordre, schématique, désignons
par E un ensemble donné, ct considérons le résidu de la coupure
pratiquée dans le développement a P'aide de E (n° 10); supposons
enfin que, parmi les coefficients, jusqu’ici tous indéterminés, du
développement de «, ceux du résidu soicnt assujettis a avoir des
valeurs numériques assignées d’avance (et choisics de telle fagon que
le résidu soit convergent). Cela étant, si le résidu, considéré d’abord
schématiquement, a ¢té mis sous la forme d’une somme schématique
irréductible telle que (1), la donnée, dont il s'agit pourra se formuler
des deux maniéres suivantes :

Ou bien on se donnera (numériquement, comme il vient d’étre
dit) les g fonctions

Fo, Fp, ..,, Fe,

qui figurent (schématiquement) dans I'expression (1);
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Ou bien, faisant successivement

R=1,2y 000y 8

on se donnera (numériquement) la fonction des variables 6, alaquelle

se réduit
@antbat... y

9zt Jybn. . .
par 'attribution aux variables w, de’leurs valeurs initiales.

Moyennant le recours éventuel a des quadratures, cette seconde
donnée est, comme nous venons de¢ le voir (n° 11), entiérement
équivalente & la premiére, et se compose de développements
convergeant respectivement dans les mémes limites. .

Le lecteur trouvera dans I’Ouvrage déja cité (Les Systémes, etc.,
n 83 et 84) quelques exemples destinés a éclaiver les considérations
qui précédent.

Economioe des conditions initiales.

13. Eiant donné un systéme différentiel, S, résolu par rapport &
diverses derivées des fonctions inconnues, u, o, ..., qui sy lrouvent
engagées, nous conviendrons de dire qu’une dérivée de ces fonctions
est principale velativement au systéme, lorsqu’elle coincide, soit
avec quelqu’un des premiers membres, soit avec quelqu’une de leurs
dérivées; nous conviendrons de dire, dans le cas contraire, qu’elle
est parameétriqie.

Considérant, dans un pareil systéme S, un groupe d’intégrales que
nous supposcrons développables, a partir des valeurs initiales z,,
Joy + -+ choisies pour les variables indépendantes .z, y, ..., en séries
entiéres par rapport aux accroistements & — 4y, 5 — %, ..., NOUs
nommerons détermination initiale de 'une d’entre elles la portion
de son développement formée par 'ensemble des termes qui, aux
factcurs numériques connus preés, ont pour coefficients les valeurs
initiales de la fonction et de ses dérivées paramétriques de tous ordres:
la portion restante, ou figurent de méme les valeurs initiales des
dérivées principales, se nommera la partie principale du dévelop-
pement.
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On peut, a Paide des notions établics surles fonctions sehématiques
et les eoupures, obtenir d’'une maniére fort simple la forme schéma-
tique des déterminations initiales d’un groupe quelconque d’intégrales
u, ¢, ... il est elair, en effet, que, i les dérivées de u qui figurent
dans les premiers membres du systéme S ont pour ordres partiels
respectifs, relativement a &z, y, ...,

a" B,’ R
a’y

. . ey

“ey

it suffit, pour avoir la forme schématique de la détermination initiate
de u, de pratiquer, dans le développement schématique de cette
fontion, la coupure

(2 —20)* (y —yo)¥ ...,

(@ —20)* (y —yo)f"...,

......... . e DRI IR

En conséquence (n* 10, 11 ct 12), la donnée des déterminations
initiales d’un groupe d’intégrales (hypothétiques) équivaut a celle de
fonctions (ou constantes) en nombre essentiellement fini, et, pour se
donner arbitrairement les déterminations dont il s’agit, il suffit
d’imposer aux intégrales et a telles ou lelles de leurs dérivées, cn
nombre essentiellement limité, la condition de se réduire respective-
ment, pour les valeurs initiales de tels ou tels groupes de variables, a
de-~ fonctions arbitraires des groupes de variables restants (chacune
de ces fonctions doit, naturcllement, étre supposée développable a
partir des valeurs initiales des variables dont elle dépend). Ainsi se
trouve [ixé ce que l'on peut appeler 'économie des conditions
initiales du systéme.
(Voir Les systémes, etc., n° 90.)

. .

14. La fixation, qui vient d’étre exposée, de I'économie des condi-
tions initiales trouve sa premiére application dans le probléme général

du Calcul inverse de la dérivation, lequel peut s’énoncer comme il
suit :

Chercher toute fonction des variables z,y, ... développable &
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partir de valeurs données, z,, ¥, ..., et donton suppose données
telles ou telles déricées (ces derniéres nécessairement développables,
comme la fonction cherchée, a partir de z4, 3, .. .).

Bornons-nous a I'indication sommaire des résultats.

I. Nous poserons tout d’abord les définitions suivantes ('8):

Si I'on considére deux dérivées (distinctes) d’unc fonction quel-
conque, F(x, y, ...), et que I'on adjoigne mentalement a chacune
d’elles la suite indéfinie de ses propres dérivées, tout terme commun
aux deux groupes illimités ainsi obtenus se nommera une résultante
des deux dérivées en question. Pour passer de la fonction F(r, ), ...)
a l'une ou a ’autre de ces derniéres, il faut exécuter sur elle certaines
différentiations, dont quelques-unes peuvent étre les mémes de part -
et d’autre : en désignant par le symbole D. l'ensemble des différen-
tiations communes, et par les symboles D'., D". I'cnsemble des
différentiations restantes pour la premiére et la seconde dérivée
respectivement, les deux dérivées considérées peuvent évidemment
s’écrire

D.D".F(x,y,...), D.D".F(x, y,...),

et 'on voit sans peine : 1° qu’elles admettent
D.D.D".F(z, y,...)

comme résultante unique d’ordre minimum; 2° que le groupe
complet de leurs résultantes s’obtient en adjoignant a celle d’ordre
minimum la suite indéfinie de ses propres dérivées.

Considérons maintenant un systéme différentiel résolu par rapport
a diverses dérivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent engagées,
et, dans ce systéme, deux équations ayant pour premiers membres
respectifs deux dérivées d’'une méme inconnue: puis prenons la
résultante d’ordre minimum de ces dérivées, et répétons l'opération
en faisant varier de toutes les maniéres possibles le choix de la fonc-
tion inconnue et cclui des deux équations sur les premicrs membres
desquelles on doit opérer : les résullantes, en nombre essentiellement
limité, que nous obtiendrons ainsi, se nommeront, par rapport au
systéme donné, les dérivées curdinales de ses diverses fonctions
inconnues. Il va sans dire que toute fonction inconnue dont une seule
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dérivée (au plus) figure dans les premiers membres du systéme
n’admet aucune dérivée cardinale.

II. ConprTiONS DE POSSIBILITE DU PROBLEME; SOLUTION GENERALE. —
Considérons un systéme différentiel ayant pour premiers membres
(tous distincts) diverses dérivées de la fonction inconnue (unique) u,
et pour seconds membres diverses fonctions données de z, y, ...,
toutes développables a partir de zy, ¥4, - . ..

Pour qu’un pareil systéme admette quelque intégrale u déve-
loppable & partir de xg, 3o, ..., tl est nécessaire que les diverses
expressions déduites du systéme pour une méme derivée cardinale
quelconque de u soient identiquement égales entre elles.

Ces identités étant supposées satisfaites, il existe une infinité
d’intégrales développables a partir de x4, yo, ...; Uune quel-
congue d’entre elles se trouve entiérement déterminée si lon se
donne les fonctions ou constantes (arbitraires), en nombre fini,
dont la connaissance équivaut @ celle de sa détermination initiale
(n° 12, 13), et elle ne peut manquer d'étre développable dans
les limites oa le sont & la fois les fonctions dont il s'agit et les
seconds membres du systéme.

Enfin, pour avoir la solution générale du probléme posé, il
suffit d’en connaitre une solution particuliére quelconque.

(Voir Les systemes, etc., n° 93) ('?).

[II. RecHERCHE, DANS LE CAS DE POSSIBILITF, DE LA SOLUTION PARTI-
CULIERE REPONDANT A DES CONDITIONS INITTALES poNNErs. — Cette
recherche se raméne a une recherche du méme genre successivement
exécutée sur diverses équations dont chacune a la forme

du

W o gy
ou, en d’autres termes, a un certain nombre de quadratures. La
seule inspcction des équations proposées ct du Tableau des condi-
dluons mmales, ccs dermeres étant convenablement écrites, sufﬁ

quadraturcs successives.
(Voir Les systémes, etc., n* 95, 96, 97) (2°0).

MEMORIAL DES SC. MATII. — N° 32.
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CHAPITRE IHI.

LES SYSTEMES ORTHONOMES; LEURS CONDITIONS DE RASSIVITE ;
EXTENSION A CES SYSTEMES DE LA METHODE DES FONCTIONS MAJORANTES.

Systémes passifs; systémes complétement intégrables.

15. Nous direns qu’un systeme différentiel est limité ou illimite,
suivant qu’il se compose d’'un nombre limité ou illimité d’équations,
¢t nous supposerons expressément que tout systéme différentiel
directement donné cst limité. Nous supposerons en outre que, les
seconds membres du systéme ayant été réduits a zéro (par la simple
transposition des termes qu'ils contenaient), les premiers membres
sont des fonctions analytiques des diverses quantités qu’ils ren-
ferment. Nous ne considérons enfin, parmi les intégrales du systéme,
que celles qui eltes-mémes sont analytiques, et, parmi les intégralcs
analyliques, que celles qui satisfont a la condition suivante :

« On peut assigner quclque domaine tel, gque non seulement les
inlégrales dont il s’agit y soient réguliéres, mais que, de plus, leurs
valeurs, prises conjointement avec cclles de leurs dérivées et des
variables indépendantes, restent loujours intérieures a quelque
domaine ou les premiers membres du systéme Ic soient aussi. »

(Il va sans dire que les deux domaine~ dont P'existence est imposée par
la condition ci-dessus font respectivement partie de deux espaces essen-
tiellement différents : si I'on désigne par &, y, ... les variables indé-
pendantes, et par d. ... les diverses inconnues et dérivées figurant eflec-
tivement dans les premiers membres du <ystéme, le premier de ces deux
domaines fait partie de l'espace [[. ...y, ...]]. et le second de I'es-

pace [, »y ... 6, L. L))

De pareilles intégrales seront qualifiées d’ordinaires : aimsi se
trouve généralisée la définition formulée au Chapiire I pour les sys-
témes d’équations différenticlles ordinaires.
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La substitution d’intégralcs ordinaires connucs dans les équations
du systéme considér¢ en transforme les divers premiers membres
en diverses fonctions.composées des variables, des intégrales et de
quelques-unes de leurs dérivées. D'aprés la définition méme des
intégrales ordinaires, ¢t entre les limites assignées par cette définition,
les régles établies pour les fonctions composées sont applicables aux
premiers membres dont il s’agit; d'ailleurs, chacun d'eux étant iden-
tiquement nul aprés la substitution indiquée, toutes ses dérivées lesont
aussi, et 'on peut, en conséquence, différentier indéfiniment fes
relations du systéme.

16. Si aux équations qui composent un systéme (limité) donné 8
on adjoint toutes celles qui s’en déduisent par de simples différentia—
tions, le groupe illimité résultant de cette adjonetion s’appellera le
systéme S prolongé.

D’aprés ce qui vient d'étre dit (n° 13), un groupe quelconque d’im-
tégrales ordinaires du systéme S satisfait identiquement a toutes les
relations du systéme S prolongé : dés lors, si 'on convient de consi-
dérer pour un instant les variables z, 5, ..., les fonetions inconnues
U, 9, ..., ct leurs dérivées de tous ordres comme autant de variables
indépendantes distinctes, le systéme S prolongé ne peut manquer
d’étre numériguement vérifié par des valcurs particuliéres quel-
conques, Iy, oy ++-y d¢ Z, ¥, ..., prises conjointement avec les
valeurs correspondantes des intégrales considérées ¢t de leurs dérivées
de tous ordres (cela, bien entendu, dans les limites assignées par la
définition méme des intégrales ord naires ).

Inversement, supposons que, dans un domainc ou les premiers-
membres de S soient réguliers (les seconds membres étant supposés
nuls), le systéme S prolongé admette quelque solution numérigue;
supposons ¢n outre que, en désignant par xy, o, ... les valewrs
numériques de z, y, ..., les développements, cntiers en z — x,,
Y —Y¥o0, --+, qui ont pour coefficients, aux facteurs numériques
connus prés, les valeurs numériques (figurant dans la solution com-
sidérée) de u, v, ... ct de leurs dérivées de tous ordres soient
convergents. Céla étant, fes sommes des développements dont @l
s'agit constituent un groupe d’iniégrales ordinaires du sys-
teme S.

(Voir Les systémes, etc., n* 99.)
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17. Dans un systéme différentiel résolu par rapport a diverses
dérivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent engagées, les inté-
grales doivent, conformément a notre définition du n° 15, étre quali-
fiées d'ordinaires, s'il existe quelque domaine tel, ue non seulement
les intégrales dont il s’agit y soicnt réguliéres, mais que, de plus,
leurs valeurs, prises conjointcment avec celles de leurs dérivées et
des variables indépendantes, restent toujours intéricures a quelque
domaine ot les scconds membres du systéme le soient aussi. Les
théorémes d’existence ultérieurement indiqués se rapporteront tous
aux intégrales ordinaires de certains systémes différentiels possédant
la double propriété d’étre résolus par rapport & diverses deérivées
des fonctions inconnues qui s’y trouvent engagées, et de ne contenir
dans leurs seconds membres aucune dérivée principale.

Considérons donc un systéme différentiel, S, qui jouisse de cette
double propriété; nous dirons qu'il est passif, si, assimilant pour un
instant les variables z, ), ..., les inconnues u, ¢, ... et leurs déri-
vées de tous ordres a autant de variables indépendantes distinctes, on
peut, par voic d’éliminations, déduire du ~ystéme S prolongé (n° 16)
un systéme numériquement équivalent résolu par rapport aux dérivées
principales : chacune de ces derniéres se trouve ainsi exprimée a aide
des variables indépendantes, des fonctions inconnues ¢t de leurs déri-
vées paramétriques, et il va sans dire qu'a chacune d’elles est sup-
posée correspondre, dans le systéme numériquement équivalent a S
prolongé, une formule unigue de résolution. La solution numérigue
générale de S prolongé est alors fournie par un groupe illimité de
formules ou les variables, les inconnues ct leurs dérivées paramd-
triques de tous ordres regoivent des valeurs arbitraires (tout au moins
dans les limites ou certaines restrictions d'inégalité sc trouvent
vérifiées pour elles), tandis que les dérivées principales se trouvent
entiérement déterminées en foncetions de ces diverses quantités. [ Une
restriction d'inégalité évidente doit étre dans tous les cas sous-cnten-
due : c’est que les valeurs numériques des diverses quantités figurant
dans les seconds membres (analytiques) de S ne doivent pas excéder
les limites ou ces scconds membres sont a la fois réguliers; car la
considération du systéme S prolongé, obtenu par 'application indé-
finie aux équations de S de I'algorithme des fonctions composées,
n’est légitime que s'il s'agit d'intégrales ordinaires. |

Un systéme passif, S, n’admet au plus qu'un seul groupe
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d’intégrales ordinaires répondant & des conditions initiales
données, et les développements de ces intégrales hypothétiques &
partir des valeurs initiales des variables peuvent étre facilement
reconstruits.

Dans un systéeme passif, la question de savoir si le groupe
(forcément unique) d’intégrales hypothétiques répondant i des
conditions initiales données existe effectivement se résout par
Uaffirmative dans le cas o leurs développements construits a
priori sont tous convergents, par la négative dans le cas con-
traire.

(Voir Les systémes, etc., n° 101.)

Enfin, un systéme différenticl, S, jouissant de la double propriété
spécifiée au début du présent numéro, sera dit complétement inté-
grable, s'il admet un groupe d'intégrales (cffectives), ¢t un seul,
répondant a des conditions initiales arbitrairement choisies, tout au
moins dans les limites ou certaines restrictions d'inégalité se
trouvent vérifiées pour ces derniéres [on sous-entend toujours,
notamment, pui-qu'il s’agit d'intégrales ordinaires, que les valeurs
initiales des diverses quantités figurant dans les seconds membres
(analytiques) de S ne doivent pas excéder les limites de régularité
communes aux seconds membres dont il sagit].

18. Soient

des notations (en nombre limité) désignant, les premiéres diverses
variables indépendantes, les derniéres diverses fonctions inconnues
de ces variables. A chacunc des quantités z, y, ..., u, v, ... faisons
correspondre un cntier (positif, nul ou négatif), que nous nommerons
la cote de ccute quantité: puis, considérant une dérivée d’ordre quel-
conque r de l'une des fonctions u, ¢, ..., nommons cote de la
dérivée en question 'enticr obtenu en ajoutant a la cote de la fonclion
celles des # variables de différentiation.

Supposons maintenant que les coles respectives des diverses va-
riables indépendantes soient toutes égales @ 1, celles des fonctions
inconnues étant quelconques; puis, considérant, soit une fonction
composée différenticlle de w, v, ... (1), soit une relation différen-
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tielle entre u, ¢, ..., nommons cote de 'expression ou de la relation
dont il s’agit la cote maxima des inconnues et derivées quiy figurent
effectivement (abstraction totale étant faite, dans cette évaluation,
des variables indépendantes elles-mémes). Cela étant, il est clair que
toute différentiation premiére exécutée, suivant I’algorithme des fonc-
tions composées, sur l'expression ou la relation eonsidérée augmente
d’une unité la cote de cette derniére.

Observons encore qu’en désignant par ¢ la cote minima des diverses
fonctions inconnues, toute dérivée d’ordre n de ces derniéres aura
une cote au moins égale a n + ¢, puisque la cote de toute variable
indépendante est supposée égale a 1. Il résulte de la que la cote d’une
dérivée d’ordre quelconque ne tombe jamais au-dessous de 1+ g, et
que, si I'on désigne par ¢ un entier déterminé quelconque (n’excédant
pas cette limite), le nombre des dérivées possédant une cote égale a ¢
st essentiellement limité.

19. Considérons un systéme différenticl, S, impliquant les fonc-
tions inconnues u, ¢, ... des variables indépendantes z, y, ..., et
satisfaisant aux diverses conditions A, B, C, formulées ci-aprés :

A. Le systéme S est résolu par rapport & diverses dérivées des
Sonctions inconnues qui s’y trouvent engagées, et les seconds
membres sont indépendants de toute dérivée principale.

B. En attribuant, dans toutes les équations du systéme, auzx
variables indépendantes des cotes toutes égales d 1, et aux in-
connues des cotes respectives convenablement choisies, chaque
second membre ne contient, outre les variables indépendantes,
que des quantités (inconnues ou dérivées) dont la cote ne surpasse
pas celle du premier membre correspondant.

Désignant alors par 6 la cote minima des premiers membres de S, et parta-
geant les relations de S prolongé en groupes (limités) successifs,

S5 Se+t, ..o S¢ ...
d’aprés les cotes croissantes,
9, d+1, .y G ...

de leurs premiers membres, nous adjoindrons aux hypothéses 4 et B, ci-
dessus énoncées, I’hypothése suivante :
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€. En imposant éventuellement aux valeurs numérigues des quan-
tités qui figurent dans les seconds membres de S telles ou telles res-
trictions d’inégalité, on peut, des groupes successifs (en nombre
ilimité)
Sz, S+, +.vy S¢y ...

extraire respectivement des groupes,
(1) 5, te+1, ---, leo

tels que U'un quelconque d’entre eux. tc, composé d’équations en
nombre exactement égal a celui des dérivées principales de cote C,
soit résoluble par rapport & elles. Les groupes particls (1) sont alors

successivement résolubles par rapport aux dérivées principales de
cotes

~

8 &+41, .., C, ...,
et cela quelles que soient (sauf les restrictions éventuelles d’inégalité
auxquelles il est fait allusion plus haut) les valeurs numérigues
attribuées aux variables o, ¥, ..., aux inconnues u, ¢, ..., et awx
dérivées paramétriques.

Cela posé, et les conditions A, B, C, ci-dessus énoncées, étant
supposées satisfaites :

1 Lesystéme S admet au plus un groupe d’intégrales ordi-
naires répondant i des conditions initiales données.

2° Pour que le systéme S soit pussif, il faut et il suffit que
Uélimination des dérivées principales de cotes

8, 8+ ..., G
effectuée entre les équations

Sﬁ, sa-Hr sy s€!

conduise, quel que soit C, & des identités (c’est-a-dire & des relo-
tions que vérifient toules valeurs numériques des quantités z, y, .. .,
ty ¢y ... ct des dérivées paramétriques, considérées comme autant
de variables indépendantes distinctes).

3° Pour que le systeme S soit complétement intégrable (n° 17),
il faut et (L suffit, en premier lieu, qu’il soit passif, et, en second
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lieu, que les développements (construits a priori) des intégrales
hypothétiques qui répondent c des conditions initiales arbitraires
admettent toujours quelyue domaine de convergence.

(Voir Les systémes, etc., n® 103.)

Définition des systémes orthonomes.

20. Soient, comme au n° 18,

T, ¥y oy

w, ¢, ...

des notations (en nombre limité) désignant, les premiércs diverses
variables indépendantes, les derniéres diverses fonctions inconnues
de ces variables. A chacunc de ces quantités attribuons p cotes suc-
cessives arbitrairement choisics (p21). Désignons enfin par 9,
' deux quantités appartenant a I'ensemble que forment les. fonc-
tions u, ¢, ... et leurs dérivées de tous ordres, par

C1; Cy <y Cpy
’ ’ ’
Cyy Cyy ooy Cpy

les cotes respectives de ces deux quantités, ¢t convenons de dire que ¢’
est normale ou anormale par rapport a d, suivant que les différences
successives .

¢—cy, €—¢Cy ..., Cp—C)

I

satisfont ou non a la double condition : 1° que ces différences ne
soient pas toutes nulles: 2° que la premiére d’entre elles non égale a
zéro soit positive. ’

Considérons maintenant un systéme différentiel impliquant les
fonctions inconnues w, ¢, ... des variables indépendantes z, y, .. .,
¢t possédant, comme dans ’hypothése 4 du n® 19, la double propriété :
1° d’étre résolu par rapport ¢ diverses dérivées de ces inconnues;
2" de ne contenir dans ses seconds membres aucune dérivée prin-
cipale. Puis, a chacune des quantités z, ¥, ..., u, ¢, ... attribuons,
conformément auv indications qui précédent, p cotes successives, sous
la seule condition que les cotes premiéres de toutes les variables
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indépendantes aient pour valeur commune 'unité. Cela étant, le
systéme considéré scra dit orthonome, si, moyennant un choix conve-
nable de 'entier p et des cotes que 'on a commencé par attribuer aux
variables ¢t aux inconnues, chaque second membre ne contient efec-
tivement, outre les variables indépendantes, que des quantités
(inconnues ou dérivées) qui soient normales par rapport au premier
membre correspondant.

[ Foir dans I'Ouy rage déja cité ( Les systémes, etc., n® 105 ) les exemples
donnés pour éclairer cetle définition; ils permeltent, notamment, de se
rendre comple que les systémes envisagés par Darboux et Mme de howa-
lesvsky ne conslituent qu'un cas trés particulier des systémes ortlio-
nomes.|

21 et 22. Tout systéme orthonome satisfait aur conditions A,
B, C dun®19.

(Voir Les systémes, etc., n* 106, 107, 108.)

Pour qu’un systéme orthonome soit complétement intégrable, il est
donc nécessaire et suffisant (n° 19), en premier lieu, qu'il soit passif,
et, en second lieu, que les développements (construits « priori) des
intégrales hypothétiques qui répondent a des conditions initiales arbi-
traires admettent toujours quelque domaine de convergence.

Nous nous occuperons tout d’abord de la passivité. Dans le cas ou
deux premicrs membres au moins sont des dérivées d'une méme
inconnue, il semble, d’aprés ce qui a été dit plus haut (n° 19), qu’on
ne puisse en général exprimer la passivité qu’a I'aide d'un nombre
infini de relations dont chacune doit étre identiquement vérifiée : ces
identités toutefois, ainsi qu’on va le voir, résultent, a litre de consé-
quences nécessaires, d’'un nombre essenticllement limité d'entre elles.

Régle provisoire de passivité d’un systdme orthonome.

23. Soient :

S un systéme orthonome;
8 la cote premiére minima de ses premiers membres;

S& S+, Sewsy ...

les relations du systéme S prolongé (n° 16) partagées en groupes
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sucoessifs d’aprés les cotes premiéres croissantes,

3, d8+1, 822,
de leurs premiers membres;

Q la cote premiére maxima des dérivées cardinales (n° 14) des
inconnues. .

Pour que le systéme S soit passif, ou, en d’autres termes, pour
que Uélimination des dérivées principales de cotes premiéres

8, d+1, ..., C

K

eflectuée entre les équations
Sa, sa+|, ey SC,

conduise, quel que soit G, & des identités, il suffit que cela ait lieu
pour C=2Q.

S’il n’y a pas de dérivées cardinales (comme, par exemple, dans
les systémes kowalevskiens), la passivité a lieu d’elle-méme.

(Voir Les systémes, etc., n* 109 a 112.) .

[Cette régle provisoire sera, dans un Chapitre ultérieur { Chap. V),
simplifiée et généralisée. |

Si les relations ainsi obtenucs ne sont pas, comme ’exige la passi-
vite, identiquement vérifiées, et si I'on cesse, en conséquence, d’y
considérer comme indépendantes les quantités autres que &, ¥, ...,
elles s¢ présentent comme étant, au point de vue de 'intégration,
des conséquences du systéme donné, c’est-a-dire qu’elles ne peuvent
manquer d'étre satisfaites par tout groupe d'intégrales ordinaires de
ce systéme : au cas donc oi, sans étre identiqguement vérifiées,
quelyues-unes d’entre elles ne contiendraient que les seules
variables z, y, ..., le systéme proposé n’admeltrait aucun
groupe d’intégrales ordinaires.

Cette remarque s’applique, en particulier, au systéme différentiel
(manifestement orthonome) dont nous avons dit un mol a propos du
Calcul inverse de la dérivation (n°® 14) : dans ce systéme, les condi-
tions de passivité, suffisantes pour Penistence de I'intégrale qui répond
a des conditions initiales données, sont en méme temps nécessaires a
Dexistence de toute intégrale, parce qu’elles ne contiennent, comme
les seconds membres du systéme, que les scules variables indépen-
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dantes; c'est pourquoi on les nomme, en pareil cas, conditions
d’intégrabilité.

Convergence des développements
des intégrales d’un systéme orthonome; théoréme d’existence.

2%. Soient :

S un systéme orthonome;
¢ et A les cotes premiéres respectivement minima et maxima de ses
premiers membres;

Sﬁn S&+1- R S'A,-, SA.-H';

les relations de S prolongé distribuées en groupes successifs. d'aprés
les cotes premiéres croissantes de leurs premiers membres;

te un groupe partiel extrait de S; sous la scule condition d’avoir
pour premiers membres, sans omission ni répétition, les diverses
dérivées principales de cote premiére C.

Cela étant, si, dans le systéme orthonome S, on considére un
groupe d’intégrales (ordinaires) hypothétiques répondant a des
conditions initiales données, les déceloppements (bien déterminés)
construits a priori a Uaide des valeurs initiales données et de
celles que fournit la résolution successive (toujours possible) des
groupes

5. Pgr1y, oo.n BN, LA+1, .-,

par rapport auzx dérivées principales, sont nécessairement cornver-
genlts.

Voir Les systémes, etc., n® 114 : c’est, comme nous’avons dit plus
haut (n° 6), par une extension de la méthode des fonctions majo-

rantes que la convergence des développements envisagés se trouve
établie.

25. TFmtorime n’exisTeNce. — Tout systéme orthonome passif est
completement intégrable, c’est-a-dire admet un groupe (unigue)
d’intégrules ordinaires répondant & des conditions initiales arbi-
trairement choisies.

Clest ee qui résulte du simple rapprochement des n° 9% et 24.



28 CH. RIQUIER.

CHAPITRE 1V.

EXISTENCE DES INTEGRALES ORDINAIRES DANS UN SYSTEME DIFFERENTIEL
QUELCONQUE DU MONDE ANALYTIQUE; DEGRE DE GENERALITE DU SYSTEME.
APPLICATIONS.

Possibilité théorique de la réduction & une forme complétement
intégrable d’un systéme différentiel quelconque du monde ana-
lytique.

26. Nous présenterons tout d’abord une remarque générale sur
le genre de raisonnement qu'on est obligé de faire dans une sem-
blable question, quel que soit d'ailleurs le mode de réduction
adoplé. On doit en effet, quel que soit ce mode, résoudre successive-
ment par rapporl aux fonctions inconnues et a leurs dérivées, consi-
dérées dans un certain ordre, certaines relations, dont les unes sont
données, et dont les autres s'introduisent dans le cours des calculs;
or, on admet que chacune des résolutions successives auxquelles on
est ainsi conduit puisse s’effectuer conformément au principe général
des fonctions implicites sans que les résolutions antérieures en soient
troublées : cette présomption relative a la marche normale des calculs
se justifie toutefois assez fréquemment pour que les déductions qui
vont suivre conservent toute leur valeur générale. Cette réserve faite,
voici comment la possibilité théorique a laquelle il est fait allusion
dans le titre ci-dessus a été établie par M. Riquier : les raisonnements
dont il a fait usage s’appuient sur un certain nombre de lemmes qui
se trouvent tous exposés en détail dans I'Ouvrage cité (Les s)s-
témes, etc., n* 214), mais dont I'un, en raison de son importance capi-
tale, doit faire ici I'objet d’'unc mention spéciale :

Soient

(1) u, v,
diverses fonctions inconnues (en nombre limité) des variables indé-

pendantes
T, ¥, ... B

Considérant un ensemble limité¢ formé avec des dérivées (d’ordre
positif ou nul) de u, ¢, ..., convenons de dire (comme si les déri-
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vées en question étaient les premiers membres d’un systéme différen-
tiel résolu par rapport a elles) qu’une dérivée quelconque de u, v, ...
est principale relativement a cet ensemble, si elle coincide avec
quelqu’un des termes de I'ensemble ou quelqu’une de leurs dérivées;
convenons de dire, dans le cas contraire, qu'elle est paramétrique
par rapport a 'ensemble.

Cela posé, si ’on forme successivement, avec des dérivées de u,
¢, «.., divers ensembles (limités) dont chacun ne contienne que
des dérivées paramétriques par rapport a tous les précédents, le
nombre de ces ensembles est forcément limité.

27. Etant donné un systéme différentiel (limité), dont les pre-
miers membres (apreés réduction des seconds, & zéro) sont dévelop-
pables dans quelyue domaine, on peut, dans les circonstances
geéneérales, et sauf la rencontre de relations non identiques entre
les seules variales indépendantes, en déduire, sans changement
de variables ni intégration, un systéme complétement intégrable
tel, que le deuxiéeme systéme équivaille au premier au point de
vue de Uintégration.

(Voir Les systémes d’équations auz dérivées partielles, n° 215.)

28. Mode de réduction plus général. Voir ibid., n° 216.

Comparaison entre les degrés de généralité de deux formes passives
provenant d’'un méme systéme différentiel.

29. Supposons que, dans un systéme différentiel passif, on ait, par
un procédé quelconque, fixé I’économie des conditions initiales, ce
qui met en évidence diverses fonctions (ou constantes) arbitraires en
nombre fini. Cela étant, nommons urbitraire de genre htoute fonc-
tion arbitraive de / variables (les constantes arbitraires sont, d’apreés
cette définition, des arbitraires de genre zéro); puis, désignons par A
le genre maximum des arbitraires qui figurent dans ces conditions
initiales, et appelons p le nombre des arbitraires qui, parmi elles, sont
de genre A. On voit immédiatement que le nombre des arbitraires
restantes peut étre augmenté au dela de toute limite : si I'on désigne,
en effet, par 22 un entier positif aussi grand qu’on le voudra, et par z,
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une valeur initiale de z, toute fonction arbitraire, ®(z, 5, ..., 5),
des p variables z, y, ..., 5 peut étre mise sous la forme

Yo(os moy &)+ (T —20) Y (o 5) (=202 Ga(yeenns 3)

ou fignrent, avec une arbitraire de genre p,

(1) U(n, y,..., 3),

.n arbitraires de genre p —1,

(2) Yoly,..ov2)y, G100y 3)y Ga()peony 3)y  oowy Ba-n(dn~.., 3);

en conséquence, la donnée de la fonction arbitrairc ®(z, ¥, ..., )
équivaut visiblement a celle des fonctions arbitraires (1) et (2).

Considérons maintenant un systéme différentiel quelconque, sup-
posons-le réduit, de diverses maniéres, a une forme passive, et com-
parons, dans ces diverses formes, ¢ nombre et la nature des éléments
arbitraires que I'économie des conditions initiales met en évidence :
il est clair, d’aprés ce (ni précede, queles résultats intéressants d’une
semblable comparaison ne peuvent se rapporter qu'aux valeurs prises,
dans les formes considérées, par les entiers A et p. Nous allons, dans
ce qui suit, énoncer a ce sujet une loi générale.

30. Etant donné un systeme différentiel, S, résolu par rapport a
diverses dérivées (d’ordres positifs ou nuls) des fonctions inconnues
qui s’y trouvent cngagées, si, dans les déterminations initiales des
intégrales hypothétiques, on considére tous les coefficients comme
arbitraires, ces déterminations initiales schématiques peuvent, comme
nous I'avons établi (n°* 10 et 13), se représenter par des sommes sché-
matiques irréductibles. Pour un méme systéme, S, il existe presque
toujours diverses maniéres de représenter, a laide de parveilles
sommes, 'ensemble des déterminations initiales : considérant l'nne
quelconque des représentations dont il s’agit, nous désignerons d'une
maniére générale par A le genre maximum des arbitraires qui y
figurent, et par p le nombre de celles dont le genre est k.

Cela posé, il est facile de se convaincre que, pour un méme sys-
teme, S, les nombres L et p gardent des raleurs constantes,
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quelque choix que Uon fasse parmi les représentations diverses
dontnous venons de parler.
(Voir Les systémes, etc., n* 219.)

31. Un systéme différentiel quelconque étant donné, lorsque nous
considérerons une des formes passives auxquelles on peut le réduire,
nous supposerons toujours, conformément a ce quec permet de cons-
tater I'exposé des méthodes de réduction a une forme complétement
intégrable (Les Systémes, ete., n° 215 et 216), que la forme passive
prolongée équivaut numeériqguement au systéme primitif prolongé,
el, par suite, que si deux formes passives proviennent d’un méme
systémedifférentiel, ces deur formes prolongées équivalent numé-
riquement une a U'autre. '

Considérons maintenant, en méme temps qu’'une forme passive, le
groupe illimité des formules qui donnent la solution numérique géné-
rale de cette forme prolongée, et ot les quantités principales se
trouvent, comme nous avons vu dans la définition de la passi-
vité (n° 17), exprimées a I'aide des variables indépendantes et des
quantités paramétriques. Cela étant, nous dirons qu’une forme pas-
sive est ordinaire, si, en attribuant a chacune des variables indépen-
dantes une cote (unique) égale a 1 et a chacune des fonctioas incon-
nues une cote (unique) convenablement choisie, les formules dont il
s’agit satisfont toutes, sauf un nombre esscntiellement limité d’entre
elles, a la condition que le second membre de chacune ait une cote
au plus égale a celle du premier membre correspondant. Telle est,
par exemple, la forme orthonome passive.

32. 8¢ Uon réduit & une forme passive ordinaire (n°31l) un
systeme différentiel donné quelconque (non impossible), les
nombres & et ., définis au n° 30, ont des valeurs indépendantes
du mode de réduction adopté.

Silon réduit ce méme systéme & une forme passive quelconque,
et quon désigne par L, M les valeurs constuntes de A, p. qui se
rapportent aux formes passives ordinaires, on a nécessairement,
ou bien

L—%>o.
ou bien
L—)k=o, M—up>o,
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ou bien enfin
L—A=o, M—p=o.

(Voir Les systémes, etc., n° 221.)

Ajoutons que les valeurs constantes gardées par les nombres A et j
dans toutes les formes passives ordinaires auxquelles on peut réduire
le systéme différentiel donné sont indépendantes du changement des
variables et des inconnues (22).

33. Etant donnés deux systémes passifs, S', S", désignons par ',
@' etd’, p"les valeurs de A, 11 qui s’y rapportent respectivement (n° 30),
et convenons de dire que les formes passives S', §” ont un degré de
généralité égal, siles deux différences

N—=0, p—p

s’annulent a la fois; convenons de dire, dans le cas contraire, que la
forme S" a un degré de généralité supérieur ou inférieur a celui
de la forme S’, suivant que la premiére de ces deux différences qui
ne s’annule pas est posilive ou negative.

Il résulte immédiatement de cette convention que si 'on considére
trois systémes passifs, S’, S”, §”, dont le premier soit plus général
que le second et le second plus général que le troisiéme, le premier
ne peut manquer d’étre plus général que le troisiéme. Désignons en
effet par

‘,\ll! U‘Il/

les valeurs de A ul se rapportent respectivement aux trois sys-
) pp

témes, et écrivons en un Tableau rectangulaire les différences

=1 W=,

*AII__ )\m’ P-” — ‘u.'",

dans ce Tableau, le dernier nombre de chaque colonne verticale est
la somme des deux nombres placés au-dessus delui. En conséquence,
si chacune des deux premiéres lignes horizontales posséde la double
propriété que les deux différences qu’elle contient ne s’annulent pas
a la fois et que la premiére d’entre elles non égale a zéro soit posi-
tive, la troisiéme ligne horizontale ne pourra manquer d’en jouir
aussi.
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Cela étant, la proposition du numéro précédent peut s’exprimer
plus briévement en disant que, parmi toutes les formes passives
sous lesquelles on peut metire un systéme différentiel donné (non
impossible), les formes passives ordinaires présentent un degré de
généralité constant, qui se trouve étre, de plus, supérieur ou égal

-
\

a celui de toute autre.

Ce degré constant sera, par définition méme, le degré de généra-
lité du systéeme donné.

Le cas ot A est nul donne lieu & deux propositions intéressantes,
pour lesquelles nous renverrons le lecteur a 'ouvrage cité (n® 226

et 227).

Application des théories générales & diverses questions.

34. Nous nous bornerons a énoncer les questions envisagées et
les résultats obtenus (23).

I. DErorMATIONS FINIES D'UN MILIEU CONTINU DANS L’ESPACE A
n piMensions. — Désignant par (J, k) une combinaison de deux
entiers, distincts ou non, pris dans la suite 1, 2, ..., n, par w; x= ps,;
une fonction donnée des n variables indépendantes

xry, X2, ceey Xp
el par
u, ¢, .... w,

n fonctions inconnues de ces variables, M. Riquier considére le sys-

téme des 'i’i;—') équations aux dérivées partielles

dltt)u—}—t)()_()i_*_ +d_w._‘_)i_1.-
dzxj dz; Oz dxy T dxr, dxp Bk

)]

bien que ces équations ne contiennent pas explicitement u, ¢, ..., '®,
il est toujours permis de les considérer comme subsistant entre

X1y 2. ... Tpo
w, ¢, ... w,
et les n2dérivées premiéres de u, ¢, ..., w par rapport a £,,xy, .. .,

Zay sOIL €n tout n(n + 2) quantités : il va sans dire alors que, dans

MEMORIAL DES SC, MATH. — N° 32. 3
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les solutions numeériques du systéme (1), les valeurs de w,», ..., w
sont entiérement arbitraires.

Cela étant, Papplication des théories générales conduit tout d’abord
a la conclusion suivante :

Pour que le systéme (1) posséde quelque groupe d’intégrales, il

. nin--1) . . L
est nécessairc que les — fonctions données &,k etleurs dérivées

premiéres et secondes satisfassent a certaines relations, en nombre

n:(n®—ri) ) . .. .
—— 5 quon nommcra, pour cetle raison, conditions de possi-

bilité.

Inversement, les condilions de possibilité étant supposées véri-
fiees, a toute solution numérique du systéme (1) [subsistant, comme
il a été dit plus haut, entre n(n + 2) quantités] correspond un
groupe unique d’intégrales, et il suffit, pour avoir les intégrales géné-

nin-+1u)

rales du systéme, dépendant de constantes arbitraires, de

connaitre un seul de ces groupes d’intégrales particuliéres.

M. Riquier se pose ensuite, au sujet des fonctions données M,k
une question qui n’avait pas encore été examinée : puisqu’elles
doivent vérifier identiquement les conditions de possibilité, un point
intéressant consiste a rechercher quels sont, dans le choix de ces
fonctions, les éléments dont on peut disposer arbitrairement. Pour
résoudre cette question, on considére, dans les conditions de possi-

T nin-—+1 . .
bilité, les —(z—) fonctions jj 4 comme des inconnues, et I'on met

le systéme différentiel résultant sous une forme orthonome compléte-
ment intégrable : une pareille réduction, toujours possible au point
de vue théorique a l'aide de différentiations et d'éliminations (n° 27
et 28), mais souvent inexécutable au point de vue pratique, peut
s'effectucr, dans le cas actuel, par le moyen simple d’une résolution
d’équations linéaires. Cela fait, il ne reste plus qu’a fixer, dans la
forme ainsi obtenue, I'économie des conditions initiales : le résultat
ainsi obtenu présente cette particularité remarquable que n des
fonctions p. convenablement choisies, par exemple

1,20 M1,30 eeey M1,ne

H2,35

sont entiérement arbitraires.
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Il. DETERMINATION DES SYSTEMES DE COORDONNEES CURYVILIGNES
ORTHOGONALES A 7 VARIABLES. — Dans le systéme (1), précédemment
examiné, M. Riquier considére le cas particulier ou les diverses
fonctions p pourvues d’indices inégaux sont identiquement nulles;
I'examen de ce cas lui fournit une méthode trés simple pour étudier

\ n(n—u) , . L., .
le systéme des —(2——) équations aux dérivées partielles

(2) Ju du +zv_ do + +()w ﬂ—o
dx; dzy  orj dwy T oxj dmp

ou (J, k) désigne une combinaison quelconque de deux entiers dis-

tincts pris dans la suite 1, 2, ..., n. Il arrive a ce résultat que la

solution générale du systéme (2) contient (avec diverses arbitraires

nin

dépendant de moins de deux variables) —2;') fonctions arbitraires

de deux variables : ainsi se Lrouve caractérisé le degré de généralité
de cette solution.

CHAPITRE V.

NOUVELLE EXTENSION DE LA METHODE DES FONCTIONS MAJORANTES; SIMPLI~
FIGATION ET EXTENSION DE LA REGLE DE PASSIVITE; NOUVEAUX THEO-
REMES D'EXISTENCE (2%).

Cohvergence de certains développements.

38. La nouvelle extension, ci-aprés indiquée, de la méthode des
fenctions majorantes est basée sur un lemme algébrique qui se for-
mule ainsi :

Considérons un systéme de ¢ équations du premier degré a
¢ inconnues, par cxemple, de trois équations du premier degré a
trois inconnues, ayant la forme suivante :

z=ay+bsz+c,
(1) y=ex~+ fz+k,
mzx +ny +p.

S
I
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En méme temps que (1), considérons le systéme

z=Ay—+ Bz+C,
(2) y=Ez+Fz+K,
s=Mr+Ny+P,

et supposons :

1° Que le Tableau
A,

SIS

3)

)

E
M,

2«
e NS

ait tous ses éléments positifs ou nuls, ceux de la derniére colonne
de droite étant tous positifs;

2° Que, dans le Tableau
a, b, c,
e, fi 'k
m, n, p,

les éléments aient leurs modules respectivement inférieurs ou égaux
aux éléments correspondants du Tableau (3);

3° Que le systéme (2) admette une solution, (X, Y,Z), en nombres
positifs.

Cela étant, le systéme (1) est nécessairement résoluble par rap-
port ax,y, z, et les valeurs de ces variables qui le vérifieiit ont
des modules respectivement inférieurs ou égauxr i X\, Y, Z (*%).

36. Considérons un systéme différentiel, S, satisfaisant aux trois
conditions ci-aprés :

A. Le systéme S est résolu par rapport & diverses dérivees des
Sfonctions inconnues qui s’y trouvent engagées, et les seconds
membres sont indépendants de toute dérivée principule.

B. En attribuant, dans toutes les équations du systéme, aux
variables indépendantes des cotes respectives toutes égales & 1, et
aux inconnues des cotes respectives convenablement choisies,
chagque second membre ne contient, outre les variables indépen-
dantes, que des quantités (inconnues et dérivées) dont la cote ne
surpasse pas celle du premier membre correspondant.

C. En désignant par 8 et A les cotes respectivement minima et
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maxima des premiers membres de S, et par
S8, Ss+i, St

les relations du systéme S prolongé (n° 16) partagées en groupes
successifs d'aprés leurs cotes croissantes

8, 841, 0+12, ...,

on peut, des groupes
Sa, 55+h ey SA

(en nombre A — 8 + 1), extraire respectivement des groupes
13y w1y, ey LA

possédant la double propriété de se composer d’équations en
nombres respectivement égau.xr ¢ ceux des dérivées principales de

cotes
8, d-+1. .., A

et d’étre successivement résolubles par rapport & ces dér vées.

En d’autres termes, nous supposons que le déterminant différentjel
de I'ensemble de ces groupes par rapport a 'ensemble de ces dérivées
est une fonction non identiquement nulle (des variables, des incon-
nues, et des quelques dérivées paramétriques figurant dans les seconds
membres de S); et nous nous astreignons a ne considérer les diverses
quantités dont dépend cette fonction que dans les limites oa sa valeur
numérique reste différente de zéro.

Dans un systéme ainsi défini, considérons un groupe d’intégrales
ordinaires Ay pothétiques répondant a des conditions initiales don-
nées. Cela étant, si les valeurs numériques initiales choisies pour
les quantités qui figurent dans les seconds membres de S satis-
Sfont (en outre de celle qu'exige déja la condition C) & certaines
restrictions d’inégalité :

1° Pour toute valeur de Uentier (algébrique) G supérieure i A,
tout groupe partiel, tc, extrait de Sg sous la seule condition
d’avoir pour premiers membres (sans omission nirépétition) les
diverses dérivées principales de cote C, est résoluble par rapport
a ces derniéres.

2° Les développements (bien déterminés) construits a Uaide des
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valeurs initiales données et de celles que fournit la résolution suc-
cessive des groupes

18, Ta+1, - oen LA, LA41s LA,

sont convergents.

Dans cette nouvelle extension de la méthode des fonclions majo-
rantes, le lemme formulé au n® 33 joue un réle capital, sur lequel,
faute de place, nous ne pouvons insister ici; nous ne pouvons non
plus, pour la méme raison, indiquer comment on forme les nouvelles
restrictions d’inégalité auxquelles il est fait allusion ci-dessus.

(Voir Les systémes, etc., n® 167.)

Premier théordme d’existence.

37. Considérons un systeme différentiel, S, remplissant la double
condition ci-aprés :

1° Le systéme S est résolu par rapport & diverses derivées des
Sfonctions inconnues qui s’y trouvent engagées, et les dérivées dont
il sagit appartiennent respectivement & des inconnues toutes dif-
Jérentes; les seconds membres sont d’ailleurs indépendants de
toute dérivée principale.

-2° En attribuant, dans toutes les équations du systéme, aux
variables des cotes respectives toutes égales & 1, et auz inconnues
des cotes respectives convenablement choisies, chague second
membre ne contient, owtre les variables indépendantes, que des
quantités (inconnues et dérivées) dont la cote ne surpasse pas
celle du premier membre correspondant.

Cela étant, et duns les limites owr les valeurs initiales choisies
pour les quantités qui figurent dans les seconds membres satis-
font auzx diverses restrictions d'inégalité successivement men-

tionnées au n° 36, le systéme dont il sSagit est complétement inté-
grable.

Effectivement, le groupe général, S, de la suite
(l) Sa, S&Ha ey S(;,

contient, en pareil cas, un nombre d’équations précisément égal au
nombre des dérivées principales de cote C. Cela étant, choisissons
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d’une fagon arbitraire les conditions initiales imposées aux intégrales
hypothétiques, en assujettissant simplement les valeurs initiales des
quantités qui figurent dans les seconds membres de S :

1° A ce que les groupes

S5 Sgetn ... SA

sotent résolubles chacun par rapport awr dérivées'principales de
cote égale & son indice, c’est-a-dire & ce que la restriction d'inéga-
lité imposée, au début du n° 36, par la condition C se trouve satis-
faite;

2° A ce que les restrictions d’inégalité spécifiées a la suite dans
le méme n° 36 le svient égalemens.

Il résulte alors de la proposition énoncée au n°36 que les groupes (1),
ot Yon suppose remplacées par les valeurs initiales données les
variables, les inconnues et leurs dérivées paramétriques de tous
ordres, sont successivement résolubles par rapport aux dérivées prin-
cipales de cotes

£

& &—+1, .... G, ...,

et que les développements (uniques) construits a 'aide des valeurs
initiales, tant données que calculées, sont de toute nécessité conver-
gents : leurs sommes fournissent donc des intégrales effectives du
systéme proposé S.

38. Considérons, par excmple, I'équation trés simple

I du Jdu 2—’_1_;_ ﬂ)
ox dy --f(z‘, Yot 5z oy’ oz’ 92 )’

qui remplit la double condition énoncée au début du n°® 37, ainsi qu'on le voit
en attribuant a z, y, u les cotes respectives 1, 1, ¢, ou ¢ désigne un entier
algébrique choisi comme on voudra : pour qu'elle admette une intégrale, et

une seule, répondant a des conditions initiales données, il suffit, en designant
2

par A ct B les dérivées partielles du sccond membre f par rapport 3 d:,,z
9?2

et J,: respectivement, que lc module initial du produit AB soit inférieur
Jy?

i i(ze).

(Voir Les systémes, etc., n° 169.)
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Simplification de la régle de passivité d’un systdme orthonome.

39. Lorsque, dans une fonction schématique de variables en
nombre quelconque, on a a effectucr une coupure E (n°* 10 et suiv.),
Vopération peut toujours, comme nous l'avons établi (voir Les s)-s-
témes, etc.,n% 85 et 86), étre conduite de telle fagon que la somme
schématique irréductible oblenue pour le résidu remplisse a la fois
les diverses conditions suivantes :

Sil'on partage les facteurs monomes, qui figurent dans cette
somme schématique, en groupes successifs d’aprés leurs degrés
croissants, ces degrés forment une progression arithmétique de
raison 1 commengant par zéro. :

Si, considérant U'un quelconque des groupes ainsi formes, on
multiplie 'un des fucteurs monomes qui y jfigurent successive-
ment par chacune des différences étrangéres au facteur schéma-
tique correspondunt, et qu’on répéte cetle opération pour tous les
Sfacteurs monomes du groupe, on ne reproduit (aux coefficients
schématiques preés) d’autres termes ¢lémentaires du résidu que
les facteurs monomes du groupe suivant, et on les reproduit tous.
(En particulier, les multiplications opérées sur le dernier groupe ne
reproduisent aucun terme élémentaire du résidu.)

Enfin, si, dans l’ensemble des produits que fournissent les mul-
tiplications effectuées sur les divers groupes, on considére ceux
qui ne sont semblables & aucun terme élémentaire du résidu, on y
retrouve, entre autres monomes, ceux dont se compose I'en-
semble E quand on U’a rendu irréductible.

(Dans le cas o le résidu de la coupure ne contient qu’un nombre
limité de termes élémentaires, il est clair que toute somme schéma-
tique irréductible exprimant ce résidu ne contient que des termes
schématiques dégénérés, (ui sont ces termes élémentaires eux-
mémes, el que, par suite, unc pareille somme est unique : elle pos-
séde donc nécessairement les propriétés ci-dessus spécifiées. On
observera sculement que, chacun des facteurs schématiques étant
alors dégénéré, toutes les différences obtenues en retranchant de
chaque variable sa valcur initiale lui sont nécessairement étrangéres. )
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40. De cette proposition résulte la suivante, relative a la forme
des conditions initiales dans un systéme différentiel :

Soit S un systéme différentiel résolu par rapport & diverses
dérivées des fonctions inconnues qui s'y trouvent engagées, et tel
qu'aucun des premiers membres n'y soit une dérivée de quelque
autre : dans ce systeme, répartissons par la pensée les conditions
initiales en groupes, suivant qu’elles se rapportent ¢ telle ou telle
inconnue. Cela posé, Uupplication d’un procédé tout élémentaire
permet de mettre les conditions initiales sous une forme telle, que
les diverses circonstances suivantes s’y trouvent réalisées :

Si lon partage le groupe relatif & une inconnue quelconque,
u par exemple, en sous-groupes successifs d'apres les ordres crois-
sants des premiers membres, ces ordres forment une progression
arithmétique de raison 1 commengant par zéro.

Si l'on considére U'un des sous-groupes ainsi formés,qu’on exé-
cute sur Uun quelconque de ses premiers membres les diverses
différentiations premiéres n’intéressant aucune desvariables dont
dépend (schématiquement) le second membre correspondant, et
qu’on répéte Uopération sur tous les premiers membres du sous-
groupe, Uensemble des résultats ainsi obtenus ne contient d’autres
dérivées paramétriques que les premiers membres du sous-groupe
suivant, et il les contient tous. (En particulier, les différcntiations
ainsi exécutées sur le dernicr sous-groupe ne fournissent que des
dérivées principales.)

Enfin, si, considérant Uensemble de toutes les conditions ini-
tiales, on effectue sur le premier membre de chacune les difé-
rentiations indiquées, on retrouse parmi les résultats tous les
premiers membres du systéme S.

Effectivement, le groupe dec conditions initiales relatif a u s’ob-
tient, comme il a été dit plus haut (n° 13), en pratiquant une cer-
taine coupure dans unc fonction schématique des variables indépen-
dantes 2, y, ...; d'ailleurs, pour avoir les divers monomes de
Iensemble a I'aide duquel on doit effectuer la coupure, il suffit de
prendre, parmi les premiers membres de S, ceux qui sont des déri-
vées de l'inconnue u, et d'en déduire respectivement, par la considé-
ration des ordres partiels de dérivalion, certains monomes entiers
par rapport aux différences x — x4, ¥ — 39, .... Or, puisque, en
vertu de notre hypothése, aucun des premiers membres du systéme S
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n'est une dérivée de quelque aulre, 'ensemb'e ainsi obtenu est irré-
ductible. Cela étant, la proposition & démontrer est une conséquence
immédiate de celle qui se trouve formulée au n® 39.

Il importe de faire 'observation suivante :

Y

8i, attribuant a chacune des variables indépendantes du
systéme S une cole (unique) égale a v, et & chacune de ses fonctions
inconnues une cote (unique) quelconque, on désigne par T la cote
maxima des premiers membres des conditions initiales (mises
sous la forme que nous venons d'indiquer), la cole maxima des
premiers membres de S ne peut, en vertu de Ia derniére partie de
notre énoncé, surpasser I' 4 1.

4I. Nous pouvons maintenant formuler la régle simplifiée de
passivité a laquelle fait allusion le titre du présent paragraphe.

Soit S un systéme orthonome tel quwaucun des premiers
membres nly soit une dérivée de quelque autre : pour que ce
systéme soit passif |et, par suite (n* 19 et 25), complétement inté-
grable], i faut et il suffit que Uélimination des dérivées prinei-
pales de coles premiéres

8, 64+1. ..., I'4+2
effectuée entre les équations
SB? S?H—l' L] SP-P?!

conduise & des identités.

(Voir Les systémes, elc., n° 163.)

(On suppose, bien entendu, que, dans le systéme orthonome S,
ci-dessus envisagé, deux premicrs membres au moins sont des dérivécs
d’une méme inconnue, sans quoi, comme il a été dit au n° 23, la
passivité aurait lieu d’elle-méme.)

42. Premier exemple : voir Les systémes, etc., n° 164.
43. Peuxiéme exemple : voir Les systémes, etc., n® 163.

Extension de la régle simplifiée de passivité.

44 et 43. Eiant donné un systéme différentiel (d’ordre quelconguc)
vésolu par rapport a diverses dérivées premiéres des fonctions incon-
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nues qui s’y lrouvent engagées, on peut, pour en disposer nettement
les diverses équations, les écrire dans les cases d’un quadrillage rectan-
gulaire dont les lignes correspondent aux variables indépendantes, x,
¥ «+ ., etles colonnes aux fonctions inconnues, «, ¢, ..., en meltant

. . . Ju .
'8 , a » — > (2
I'équation qui aurait, par exemple, 5, pour premier membre, dans la

case qui appartient a la fois a la colonne (u) et a la ligne (z).

Considérant un systéme de cette espéce, nous dirons que son Tableau
est régulier, si 'on peut adopter pour les lignes de ce Tableau,
c’est-a-dire pour les variables du systéme, un ordre tel, que les cases
vides de chaque colonne se trouvent situées au bas de cette colonne,
I est clair que, lorsqu’on parcourt de bas en haut les lignes successives
d’un pareil Tableau, le nembre des cases vides ne va jamais en
augmentant; on peut d’ailleurs, I'ordre des lignes étant ainsi fixé,
adopter en méme temps pour les colonnes un ordre tel, qu’en parcou-
rant de droite a gauche ces colonnes successives, 1¢ nombre des cases
vides n’aille pas non plus en augmentant.

46. Les systémes d’équations aux dérivées partielles aunquels
nous allons, dans ce qui suit, étendre la régle simplifiée de passivité
remplissent d’abord, entre autres conditions, celles, désignées par A4,
B, C, que nous formulons ci-aprés :

A. Le systéme considére, S, est résolu par rapport & diverses
dérivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent engagées, aucun
des premiers membres n’y est une dérivée de quelque autre, et les
seconds membres sont indépendants de toute dérivée principale.

(Cette hypothésc est un peu moins compréhensive que 'hypothése A
du n° 36, puisque aucun des premiers membres de S ne doit étre,
ici, une dérivée de quelque autre.)

B. En attribuant, dans toutes les équations du systéme, aux
rariables indépendantes des cotes respectives toutes égales a 1, et
aux inconnues des cotes respectives convenablement choisies,
chaque second membre ne contient, outre les variables indépen-
dantes, que des quantités (inconnues et dérivées) dont la cote ne-
surpasse pas celle du premier membre correspondant.

Uest, textuellement, hypothése B du n® 36.

Mettons alors les conditions initiales du systéme S sous une forme telle, que
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les circonstances énumérées au n° 40 se trouvent réalisées; puis, désignons
par & et A les coles respectivement minima et maxima des premiers membres
de S, et par T' la cote maxima des premiers membres des conditions ini-
tiales : on a forcément, en vertu d'une observation faite (n°-40),

AST 1.
Cela étant, on peut évidemment, des groupes
S8, Sy, .o Spm
du systéme S prolongé (n® 16), extraire respectivement des groupes,
(1) 650 18wty over P4y

possédant la double propriété de se composer d’équations en nombres respec-
tivement égaux & ceux des dérivées principales de cotes

8, d+1, ..., I'+1,
et de contenir les groupes,
(2) T 88 Se+1y  ..en SA

de cotes respectives
8, o041, ..., A

qui figurent dans le systéme S non prolongé. (La chose est possible, dans
Lous les cas, d'une maniére au moins, et, dans I'immense majorité des cas, de
plusieurs maniéres.)

Nous ferons alors I'hypothése suivante :

C. Ilexiste quelque suite, (1) remplissant les conditions ci-dessus
indiquées, et telle que les groupes

15 3. ooy 41

soient successivement résolubles par rapport aux dérivées princi-

pales de cotes
8, d+41, ..., I'+1.

En d’autres termes, nous supposons que le déterminant différentiel
de Pensemble de ces groupes par rapport a 'ensemble de ces dérivées
soit une fonction non identiquement nulle (des variables, des incon-
nues, et des quelques dérivées paramétriques figurant dans les seconds
membres de S); et nous nous astreignons a ne considérer les diverses
quantités dont dépend cctte fonction que dans les limites ou sa valeur
numérique reste différente de zéro.
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(L'hypothése € du présent numéro 46, analogue a ’hypothése C
du n° 36, est toulefois moins compréhensive : car A s’y trouve rem-
placé par I'+ 1, qui lui est au moins égal; et, d’autre part, 'ensemble
des groupes (1), considéré ci-dessus, est assujetti a contenir ’ensemble
des groupes (2) du systéme S non prolongé.)

47. Lorsqu'un systéme différentiel, S, remplit les trois condi-
tions A, B, C formulées au n° 46, on en peut déduire un systéme
du premier ordre, X, impliqyuant, avec les fonctions inconnues
de S, certaines de leurs dérivées & titre d’inconnues adjointes, et
Jouissant par rapport & S de la propriété suivante :

Si Uon forme successivement, dans Uancien systéme S, pulis
dans le nouveau X, un ensemble composé des inconnues et de leurs
dérivées paramétriques, les deux ensembles ainsi obtenus se
correspondent terme & terme, et le second sc¢ déduit du premier par
de simples changements de notations; de méme, et loujours aux nota-
tions prés, l’économie des conditions initiales est identique dans
les deux systémes. (Quant aux dérivées principales du nouveau
systéme, elles coincident, aux notations prés, les unes avec des
dérivées principales, les autres avec des dérivées paramétriques de
I'ancien.)

(Voir Les systémes, etc., Chap. 1X.)

48. Les mémes choses étant posées ct les mémes notations étant
adoptées qu’au numéro précédent, supposons qu’a la restriction
d’inégalité impliquée par ’hypothése C du n® 46 s’adjoigne celle-ci :

« Le systéme du premier ordre %, déduit de S, peut, par un chan-
gement linéaire et homogéne des variables indépendantes, suivi d’une
résolution convenable, étre transformé en un sysiéme du premier ordre
a Tableau régulier (n° 45), dont les colonnes comprennent respecti-
vement les mémes nombres d’équations que celles de 2. »

(Voir Les s)stémes, etc., n° 161, 11.)

Cette nouvelle hypothése étant adjointe aux hypothéses 4, B, C du
n° 46, et la notation I' ayant le méme sens qu’au n” 40, pour que le
systéme proposé S soit passif, il faut et il suffit (comme au n° 41)
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que Uélimination des dérivées principales de cotes
8, 8+1, ..., T2,
effectuée entre les équations
Sg, SB-;-I; veey B,

conduise & des identités.

On retrouve ainsi, accompagnée de restrictions, la régle simplifiéc
relative aux systémes orthonomes.
. (Voir Les systémes, etc., Chap. X.)

Deuxidme théoréme d’existence.

49. Les mémes choses étant posées qu’ au n° 48, et les restrictions
spéctfices a la fin du n* 36 étant, de plus, supposées satisfaites,
pour que le systéme S soit complétement intégrable, il faut et il
suffit gu'en attribuant awr notations o et T les mémes significa-
tions respectives que dans ce qui précéde, Uélimination des
dérivées principales de cotes

6, S+1, ..., I'42,
eflectuée entre les équations
Sa, Ss+l; tery SF+!’

condudise & des identités.

Car, la convergence des développements se trouvant assurée par
suite des restrictions spécifiées en dernier lieu {n°® 36, in fine), il est
nécessaire et suffisant, pour U'intégrabilité compléte, que le systéme S
soit passif.

CHAPITKE V1.

EXAMEN D& CERTAINS SYSTEMES DIFFERENTIELS LINEAMRES; APPLICATION
DES FONGTIONS MAJORANTES AU PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE LEURS
INTEGRALES (27).

Systémes phanéronomes, paésifs et linéaires;
rayons de convergence des développements de leurs intégrales.

30. Un systéme différenticl, oh se trouvent engagées les fonctions
inconnues u, ¢, ... des-variables indépendantes z, y, ..., sera dit

.
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phanéronome, s'il remplit a la fois les diverses conditions suivantes :

1° Le systéme est résolu par rapport a diverses dérivées des fonc-
lions inconnues, et les seconds membres sont indépendants de toute
dérivée principale.

2° En attribuant, dans toutes les équations du systéme, aux
variables &, y, ... des cotes respectives toutes égales a 1, et aux
inconnues u, ¢, ... des coles respectives convenablement choisies,
chaque second membre ne contient, outre les variables indépendantes,
que des quantités (inconnues et dérivées) dont la cote tombe au-des-
sous de celle du premier correspondant.

Les systémes phanéronomes ne constituent, d’aprés cela, qu'un cas
particulier de ceux que nous avons nommés orthonomes (Chap. I) :
en conséquence, tout systéme phanéronome passif est compléte-
ment intégrable.

B1. Les systémes différentiels examinés dans le présent Chapitre
sont ceux qui possédent la triple propriété d'étre : 1° phanéronomes;
2° passifs; 3° linéaires par rapport & Uensemble des fonctions
inconnues et de leurs deérivées. Et comme cet examen a pour objet
le calcul par cheminement de leurs intégrales, les premiéres recherches
a effectuer doivent naturellement porter sur les rayons de convergence
des développements de ces intégrales. Or, en nommant, comme
d’habitude, coefficients du systéme les fonctions des seules variables
indépendantes qui figurent dans les seconds membres, soit comme
multiplicateurs des inconnues ou de leurs dérivées, soit comme termes
indépendants de ces quantités, on peut établir la proposition sui-
vante :

Siydans un systéme différentiel possédant la triple propriété
d’étre :

1° phanéronome; 2° passif ; 3° linéaire par rapport & Uensemble
des fonctions inconnues et de leurs dérivées,

on considére les intégrales répondant & des conditions initiales
données, les développements de ces.intégrales, effectués & partir
des valeurs initiales des variables, ne peuvent manquer de con-
verger dans les limites ot convergent & la fois les développements
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des coefficients et ceux des fonctions données figurant dans les
conditions initiales.

En supposant, pour fixer les idées, qu'il y ait trois variables indépendantes,
z, ¥, %, la démonstration de cette propriété repose, comme on le verra
(Annales de I'Ecole Normale, 1903), sur la considération du systéme passif
d’équations différentielles totales

dw M (1= o)
dz T (—z)* i (i—y)E (1—2)8 "
dw M.
“ WS i—aE G=pea—ar e
Jo M ’
(1+ w),

9z~ (1—z)F (1—y)F (1—z)e*t

olt w désigne une fonction inconnue de z, y, z, M une constante positive
quelconque, g un entier positif également quelconque. Dans ce systéme, les
intégrales développables en une série entiére par rapport & z, y, z sont

données par la formule .
1

— C o8 U—=xiE (1) % (1—o)8
1+ w=C ¢’ YIEU—E

ol G désigne une constante arbitraire; on en déduit immédiatement que les
développements entiers dont il s'agit admetient des rayons de conver-
gence tous égaur a I.

Cette plopuele appartient, notamment, a l'intégrale particuliére du sys-
téme (1) qui répond a la condition initiale

w=o0 pour z, y, 3 =0, 0, 0;

l2s dérivées de tous ordres de cette intégrale particuliére ont d’ailleurs,
comme on le voit sans peinc d'aprés la forme des seconds membres du sys-
téme, des valeurs initiales toutes positives.

En prenant connaissance de la démonstration détaillée qui, dans le Mémoire
cité, fait 'objet du n° 2, le lecteur se rendra compte du role capital qu’y joue
la considération du systéme (1).

Systémes phanéronomes, passifs et linéaires; calcul par cheminement
de leurs intégrales.

52. Un développement fondamental donné, procédant suivant les
puissances entiéres et positives de & — x4, ¥ — Yo, ... (et admettant
quelque domaine de convergence), définit, autour du point fonda-
mental (24, 5, ...), ce que 'on nomme un élément de fonction ana-
lytique, ou encore une pseudo-fonction de z, y, . ...
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[Si I'on considére deux chemins brisés partant du point (xg, Yo, ...) €t
aboutissant au méme sommet final, ces deux chemins, a4 supposer qu’ils soient
'un et I'autre praticables par rapport au développement donné, peuvent con
duire, suivant les cas, soit au méme développement final, soit, au contraire,
a deux développements distincts : d’ot la dénomination de pseudo fonction. ]

Si a e développement fondamental on substitue sa dérivée d’ordres
partiels p, ¢, ..., tout chemin brisé praticable relativement aux
anciennes données l'est encore relativement aux nouvelles, et les déve-
loppements successifs obtenus dans le second cas sont les dérivées
d’ordres partiels p, ¢, ... de ceux qu'on obtient dans le premier.
Cette deuxiéme pseudo-fonction se nomme la dérivée d’ordres par-
tiels p, q, ... de la proposée.

Enfin, si I'on considére simultanément diverses pseudo-fonctions
de z, y, ... définies par un méme point fondamental et divers déve-
loppements fondamentaux, une ‘expression de forme entiére par rap-
port aux sommes de ces développements et de leurs dérivées d’ordres
quelconques définit évidemment une nouvelle pseudo-fonction; et
tout chemin praticable a la fois pour les diverses pseudo-fonctions
données ne peut manquer de I'étre aussi pour la nouvelle.

53. Etant donné, dans espace [[x, ¥, .. ]:I, le chemin brisé

(1) (x0~y09'- ): (xh}’l-“')’ (x27}’2’ ‘-)s ceey (‘z'g,.}’gy'“)a
(X, Y, ...),

formons, avec les coordonnées de deux sommets consécutifs quel-
conques, le Tableau des différences

Ty — 2y, Zy3—xy, ..., X—2zg

Yi—Xo, Y2—Yi, -« Y—.},A’i

e cee by ce e DR )

et évaluons, dans les lignes respectives de ce Tableau, les plus grands
modules, pz, py, ..., que présentent les différences dont il s’agit : ces
quantités pg, py, ... se nommeront les écarts maxima du chemin
brisé (1).

Considérons maintenant, d’une part, une pseudo-fonction de z,
Y, ..., définie, conformément aux explications qui précédent, par un

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 32, &
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point fondamental, (xe, yo, ...), €l par un dévcloppement fonda-
mental; d’autre part, une région continue, R, extraite de Iespace
[[.z‘, Yy oo ]], et conlenant le point (&ry, ¥, ...). Nous dirons que
la pseudo-fonction dont il s'agit est calculable par cheminement
dans la région B avec les rayons de convergence Ry, Ry, ...,
tout chemin brisé ayant son premier sommet au point fondamental,
ses divers sommels dans la région R, ct des écarts maxima respecti-
vement inférieurs & Ry, R,, ..., est pratieable pour la pseudo-fonction

sl

I

et eonduit a des développements successifs admettant tows comme
rayons de eonvergence Rz, R,, ...

54. Considérons actuellement, comme au n° 51, un systéme diffé-
rentiel, S, possédant la triple propriété d’étre : 1° phanéronome;
2° passif; 3° linéaire par rapport & Uensemble des fonctions
inconnues et de leurs dérivées. En prenant pour point de départ la
propriété formulée plus haut (n° 51) relativement aux rayons de con-
vergence des développements fondamentaux d’un groupe d'intégrales,
on aboutit a cette conclusion, que les intégrales dont il s’agit ne
peuvent manquer d’étre calculables par cheminement dans les limites
ou leurs déterminations initiales, d'une part, et les coefficients du sys-
teme, d’autre part, le sont a la fois.

Dans le Mémoire cité au début du présent Chapitre, le lecteur
trouvera, avec les indications détaillées qui donnent a ce bref énoncé
toute la précision voulue, I'exposé complet des raisonnements que
nécessite sa démonstration générale.

CHAPITRE VII.

DES INTEGRALFS SINGULIERES (28).

55. La définition qui nous scmble devoir étre adoptée pour les
intégrales singuliéres consiste a la faive découler, par simple opposi-
tion logique, de celle des intégrales ordinaires (voir la définition du
n° 13, rappelée plus loin au n* 39) : elle est donc, comme cette der-
niére, basée sur la considération d’un caractére qui peul se manifester
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ou disparaitre suivant la forme que 'on donne au systéme différentiel
étudié. Elle nous a conduit, aprés constatation de certaines propriétés
dont jouissent les intégrales générales d’un systéme total passif, a for-
muler, pour divers types de sysiémes d’équations aux dérivées par-
tielles qui se rencontrent fréquemment, des énoncés ou interviennent,
en méme temps que les intégrales singuliéres du systéme envisagé, les
intégrales générales d’un systéme total correspondant. Voici, treés
briévement résumés, la méthode que nous avons suivie et les résultats
que nous avons obtenus.

56. I. Considérant une fonction analytique de z, y, ..., définie
par un simple développement entier en # — 2y, ¥ — ¥, ..., DOUS
nommerons phase de nullité de cette fonction extrémité finale de
tout arc continu (voir Les systémes, etc., n° 37) partant du point fon-
damental (zo, yo, ...) et jouissant de la propriété suivante : « La
fonction considérée, calculable par cheminement sur Varc dont il
s'agit, atteint la valeur zéro & son extrémité finale; mais elle ne I'atteint
jamais tant que l'on s’astreint, pour chacune des indéterminées
(réelles) dont I'arc dépend, a faire exclusion de la valeur finale, en
remplacant celle-ci par une autre située en deca et indéfiniment voi-
sine. »

II. Considerant un groupe de fonctions analytiques de z, y, ...
en nombre limité, définies chacune par un simple développement

entier en & — &9, ¥ — Yo, ..., Nous nommerons phase singuliére
du groupe 'extrémité finale de tout arc continu, @, partant du point
fondamental (z,, y,, . ..) et jouissant de la propriété suivante : « Les

diverses fonctions du groupe sont toutes calculables par cheminement
sur I'arc @ tant que 'on s’astreint, pour chacune des indéterminées
dont I'arc dépend, a faire exclusion de la valeur finale, en remplacant
celle-ci par une autre située en deca et indéfiniment voisine; mais
I'une au moins des fonctions du groupe cesse d’étre calculable sur
lare @, si 'on n'exclut pour aucune des indéterminées la valeur
finale. »

57. Etant donné le systéme total passif du premier ordre

(1) = wp (Bay ooey By Ugy ey W) (i=1, z,...,k;j:;,:z,....«t),
)
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considérons le groupe des seconds membres I, ;, et proposons-nous
d’en rechercher les phases singuliéres. Les intégrales générales,

(2) ui=Ui(®1, vy p, Cypy ...y Ci) (i=1,2,..., k),

du systéme (1) ayant été formées de telle fagon que, pour les valeurs
fondamentales des & variables z, elles se réduisent a de simples fonc-
tions linéaires des constantes arbitraires Gy, ... Gy, tragons, a partir

du point fondamental de I'espace [[:t:., ceey x;,]:l, un arc, Az (p, ...).
dépendant d’un groupe d’indéterminées, p, ...; puis, a partir du
point fondamental de I'espace I:[C,, ceey Ck]], un arc, A¢(q, ...),
dépendant d’un deuxiéme groupe d’indéterminées, ¢, .. ., qui n’offre

aucune indéterminée commune avec le groupe p, .... En supposant
les intégrales générales (2) calculables par cheminement sur 'arc

[@x(p, ... Qclg, -],

le point (u,, ..., ws) décrira, a-partir du point fondamental de l'es-
pace [[u,, ey uk]], un arc, X, (p,...,¢,...),dépendant a la fois
des indéterminées p, ... et des indéterminées g, ..., et, dés lors, le
point (%, ..., T4y Uy, ..., ux) décrira, a partir du point fondamental
de l’espace[[x,,.,,,x;,, Upyonny uk]],l’arc [a.f(p,...),a,,(p,...,q,...)] :
soient

(Eiv .. y En)  Dextrémité finale de I'arc A (p, ...);

(Yiy + -5 14) » Qe(gs -3

CITS) » Au(pyenes gy .0)

Cela posé, si l’arc [am (py ) Xelq, - ):I, praticable pour le
dalcul par cheminement des intégrales générales (2), fournit,
par son extrémité finale

(E’a [ERE} Eh’ Y1y ooy Y/-‘)a

une phase de nullité du déterminant diférentiel

. d(U., “e ey U/,)

A=
(G, ...\ Cr)’

Uarc [a,,(p, o)y Qulp, ooy g,y ):| ne pourra manquer de
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Journir, par son extrémité finale
(El, ceen S/l: Uiy oven 'J/,),

une phase singuliere du groupe des seconds membres F; ;.

D’ou la conséquence suivante :

Les intégrales générales, (2), du systéme (1) ayant la forme ci-dessus
spécifiée, et ces intégrales étant supposées connucs, considérons le
systéme obtenu en adjoignant aux & relations (2) la relation

O(Up. ..., Up) _

3) 0y, ... C O

dans ce systéme, qui relie les 4 + 2 & indéterminées
Zyy, .e.. Zp, Uy, ... U, Cy, ... Gy
toute solution numérique,
(Bty oo en Ehy Uiy even Dk Y1y ov 5 VA,

fournira, en y faisant abstraction des valeurs y,, ..., y4de G, ...,
Ci, la phase singuliére

(El) e Eh’ U1y ooy Uk)
du groupe des F; j, a la condition toutefois que
(Bus e By Yoseeen TH)

soit 'extrémité finale d’un arc [ax(p, )y Ae(yg, - ):I praticable
pour le calcul par cheminement des intégrales générales (2), et tout le
long duquel, en excluant la valeur finale d¢ chacune des indéter-
minées p, ..., ¢, ..., le déterminant différentiel A n'atteigne jamais
la valeur numérique zéro. Sous réserve de cette: restriction, indispen-
sable pour la rigueur, on se trouve conduit a éliminer, si possible,
Ci, ..., Csentre les k + 1 équations du systéme fini [(2), (3)].

Observons miintenant qu’en raison des conditions particuliéres
imposées ci-dessus aux équations intégrales (2), leur formation pré-
sentera souvent de grandes difficultés, et que, dés lors, les calculs a
effectuer pour I'élimination, ainsi que les vérifications rclatives a la
restriction de cheminement, deviendront pratiquement inexécutables;
mais on peut lout d’abord, ¢n ce qui concerne le calcul d’élimination,
s'affranchir entiérement de ce surcroit de complications.
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Effectivement, si, dans 'espace a A + k£ dimensions (réelles ou
imaginaires )
[[xl, e X Uiy e uk]],

on considére la figure variable a & paramétres que définit le systéme
des k équations

My (zyeo.o2py uge oo ug, Gy, .C)=o,
(4) e .
Me(zys oo Zpy Uyyoens gy Gy, .Cx)=0

cette figure variable & h dimensions admet, en général, une
enveloppe & h + k — 1 dimensions, dont I'équation réduite s'ob-
tiendra par Uéliminution des paramétres G, ..., C; entre les
k équations (4) et la relation

I(My, ..., Mp)
) 3G, ., Co " °

[a cause de I'équation (5), cette élimination ne peut s’effectuer par la
résolution des équations (4)]; le systéme [(4), (5)], en général
normalement résoluble par rapport & k-1 des coordonnées,
définira une caractéristique a h — 1 dimensions.

Exemples :

1° h =1, k =1. — Dans l'espace [[ xr, y]], la ligne variable F(x, y, C) =0
admet, en général, une ligne enveloppe, dont I'équation réduite s’obtient par
I’élimination du paramétre G entre les deux équations

F(z, y. G) =o, d—F-=o;

I'enveloppe touche d’ailleurs en un simple point chacune des enveloppées.
2°h =1, k = 2. — Dans espace [[.r, 2 zﬂ, la ligne variable

Fi(z, y, 3, C;, Ca) =o,
Fao(z, y, 2, Cy, C3) =0

admet, en général, une surface enveloppe, dont I’équation réduite s'obtient
par I'élimination des paramétres C;, C; entre les trois équations

d(Fy, Fy) _

F(=O, Fg=0, m)—o,

I’enveloppe touche d'ailleurs en un simple point chacune des enveloppées.
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3° b =2, k=1. — Dans 'espace [_[z, ¥, z]], la surface variable
Lz, 5,3 C)=o0

admet, en général, une surface enveloppe, dont I'équation réduite s’obtient
par 'élimination du paramétre C entre les deux équations

JL

L=0, E

=0,

P’enveloppe se raccorde d’ailleurs suivant une ligne avec chacune des cnve-
koppées.

On conclut de la que, dans I'élimination indiquée plus haut sur le
systéme [(2), (3)], le résultat est indépendant de Uécriture
adoptée pour les équations intégrales géncérales du systéme (1),
lesquelles, définissant toujours, dans Fespace

[[zl, ceen Epy Uge . uk]],

la méme famille de figures, ne peuvent manqguer, quand on effectue
sur ces figures une recherche d'enveloppe, de conduire toujours an
méme résuliat.

Si, apreeés avoir procédé a eette recherche le plus simplement qu'on
aura pu, on lrouve trop incommodes les vérifications relatives a la
restriction de cheminement telle que nous l'avons formulée, on
tichera d’apercevoir, soit par I'examen direct du groupe des F; j,
soit par teute autre voie ui semblera pralicable, si les divers points
de Vespace

[[xl, yeen Xhe Uy ... ltk]].

fournis par I’élimination sont bien tous des phases singuliéres (n” 56, Il)
de ce groupe.

58. Etant donné un systéme partiel du premier ordre, linéaire par
rapport aux dérivées des fonctions inconnues qui s’y trouvent enga-
gées, et présentant la structure de ceux que l'on considére dans la
méthode d'intégration de Jacobi généralisée (*), on peut, a l'aide
d'un mécanisme trés simple, lui faire correspondre un systéme total
auxiliaire tel : 1° que la passivité du systéme particl entraine celle du
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systéme total; 2° que les phases singuliéres du groupe des seconds
membres soient fournies, dans I'un et dans P'autre systéme, par les
extrémités finales des mémes arcs.

Tout systéme particl non linéaire du premier ordre n’impliquant
qu’une seule fonction inconnue, ¢t résolu par rapport a diverses déri-
vées (premiéres) de cette inconnue, jouit de la méme propriété (30).

59. Considérons actuellement un systéme quelconque d’équations
aux dérivées partielles dont les premiers membres soient analytiques
et les seconds membres nuls, et n'envisageons, parmi ses intégrales,
que celles qui elles-mémes sont analytiques : conformément a la
définition fondamentale du n° 15, un groupe de pareilles intégrales
est dit ordinaire, si I'on peut assigner aux variables indépendantes
quelque domaine de variation tel, que non seulement les intégrales
dont il s’agit y soient réguliéres, mais que, de plus, leurs valeurs,
prises conjointement avec celles de leurs dérivées et des variables
indépendantes, restent toujours intérieures a quelque domaine ou
tous les premiers membres du systéme le soient aussi.

Dans ce méme systéme, un groupe d’intégrales (analyliques) sera
dit singulier, s'il n’est pas ordinaire, ou, en d’autres termes, si, dans
la région de convergence du groupe formé par les développements
initiaux des intégrales, et aussi loin ue ce groupe puisse étre pro-
longé analytiquement, les valeurs des intégrales, prises conjointement
avec celles de leurs dérivées et des variables indépendantes, ne sortent
jamais d’une région ou le groupe formé parI’association des premiers
membres cesse d'étre régulier; d’une région, notamment, dont tous
les points soient des phases singuliéres (n° 56, 11) de ce dernier
groupe.

Il importe de ne jamais perdre de vue la relativité de la distinction
ainsi établie entre les intégrales ordinaires et les intégrales singu-
liéres : un systéme différentiel étant donné, une méme figure intégrale
peut étre, pour lui, tantdt ordinaire, tantot singuliére, suivant que
le systéme est mis sous telle ou telle forme.

Par exemple, ’équation aux dérivées partielles

< 03 03 >? 03 dz
— =0

wry) "wty

n’admet évidemment aucune intégrale singuliére, puisque son premier membre
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., 0, 08

'’ oz’ dy
comme cinq variables indépendantes distinctes; en particulier, les intégrales
évidentes

est une fonction entiére de =z, y, » considérés pour un instant

z2=C(r +y) (G constante arbitraire)

en sont des intégrales ordinaires. Mais, si I'on écrit ’équation sous la forme

z—22%" 9 _ 0z ‘E-—o
ax Yy Ve =

il résulte de la théorie analytique de la fonction radicale que ces mémes inté-
grales deviennent singuliéres.

Il va sans dire, enfin, que, lorsqu’il s’agit d’un systéme différentiel
résolu par rapport a telles ou telles des quantités qui figurent dans
ses équations, c'est, d’aprés les définitions posées, le groupe des
seconds membres que I'on doit envisager pour opérer la distinction
entre les deux sortes d'intégrales.

60. La méthode que nous allons indiquer, applicable aux divers
types de systémes passifs du premier ordre ci-aprés énumérés, permet
souvent de réaliser un notable progrés dans la recherche de leurs
intégrales singuliéres.

L. Systémes passifs d’équations différentielles totales du pre-
mier ordre. — Considérons le systéme (1); les variables indépen-
dantes qui s’y trouvent engagées étant en nombre 7, et les fonclions
inconnues en nombre k, ses intégrales analytiques, tant ordinaires
que singuliéres, sont des figures & A dimensions situées dans 'espace
a & + k dimensions (réelles ou imaginaires) [[x., ey Lhy Upy oony uk]]

Se reportant aux conclusions finales du n® 57 sur les phases singu-
liéres des seconds membres d’un systéme total passif, on formera les
équations intégrales générales,

Li(zyvoey, zpy tyy ooy sy Gy, ooty Cp) =0,

LI R et e P R Ceteseaaay

(@, ooy @hy Uty ooy U4y Gy ooty Cp) =0,
du systéme (1), auxquelles on adjoindra la relation

O( T ooy L)

9(Cy, ..., Cg) =0
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En éliminant, si possible, entre ces & +1 relations I'une des cons-
tantes arbitraires, Cx par exemple, on obtiendra, dans I'espace a
h + k dimensions, une famille de figures a & dimensions, dépendant
des paramétres G, ..., Cs_;, et dont tout point scra, sauf vérifica-
tion, une phase singuliére du groupe des seconds membres F; ;. On
tachera alors d’apercevoir si lattribution a Gy, ..., G4, de telles ou
telles valeurs convenablement choisies peut fournir des figures inté-
grales du systéme (1).

II. Systémes passifs du premier ordre ayant la forme linéaire
par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, et intégrables
par la méthode de Jacobi généralisée. — Supposons, pour fixer les
idées, que le systéme considéré implique les trois fonctions incon-
nues «, v, w des cinq variables indépendantes x, y, 3, s, ¢, et qu’il
soit résolu par rapport aux dérivées (premiéres).relatives ax,y,sde
ces inconnues; ses intégrales analytiques, tant ordinaires que singu-
liéres, sont des figures a cinq dimensions situées dans I'espace a huit
dimensions I:[r, ¥y 5y Sy by Uy 0, w]].

Au systéme partiel donné on fera correspondre un systéme total
auxiliaire, impliquant les cinq fonctions inconnues s, ¢, w, ¢, w des
variables x, j,, 5, et jouissant, vis-a-vis du systéme partiel, de la
double propriété énoncée au n° 58. On formera ensuite les équations
intégrales générales du systéme auxiliaire, et, les seconds membres de
ces derniéres étant supposés nuls, on égalera a zéro le déterminant
différentiel de leurs premiers membres, pris par rapport aux cons-
tantes arbitraires «, 3, y. 4, A. En éliminant, si possible, entre ces six
relations, trois des cinq constantes, y, 8, A par exemple, on obtiendra,
dans l'espace a huit dimensions, une famille de figures a cinq dimen-
sions, dépendant des paramétres «, 8, et dont tout point sera, sauf
vérification, une phase singuliére pour le groupe des seconds membres
du systéme total auxiliaire, donc aussi du systéme partiel proposé.
On tachera alors d’aperceyoir si Pattribution a «, 8 de telles ou telles
valeurs convenablement choisies peut fournir des figures intégrales
de ce dernier. '

IL. Systémes passifs et non linéaires du premier ordre n’im-
pliquant gu’une seule fonction inconnue. — Supposons, pour
fixer les idées, que la fonction inconnue, u, qui se trouve engagée
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dans le systéme, dépende des cinq variables z, ¥, 3, s, t, et que le
du du Jdu
oz’ 9y’ 9z°
Au systéme partiel donné on fera correspondre un systéme total

e . . . . . Ju du
auxiliaire, impliquant les cinq fonctions inconnues s, ¢, u, Frly des

systéme soit résolu par rapporl a

trois variables x, », 5, et jouissant, vis-a-vis du systéme partiel, de la
double propriété énoncée au n° 58. En opérant; mutatis mutandis,
comme nous I'avons indiqué pour les systémes du type 1L, on tombera
sur une relation ou ne figurent, a 'exclusion de toute constante arbi-
: < ou du .
traire, que les quantités z, y, z, s, ¢, u, 5 9 € dont toute solution

numérique sera, sauf vérification, une phase singuliére pourle groupe
des seconds membres du systéme total auxiliaive, donc aussi du sys-
teme partiel proposé. On tachera alors d'apercevoir si quelque inté-
grale de’ I'équation ainsi obtenue vérifie en méme temps ce dernier
s)stéme.
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équntions aux dérivées partielles simultanées qui contiennent plusieurs fonctions
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(°) Sur la forme que prend, par la suppression de certains termes, un deéve-
loppement en série entiére (Comptes rendus de I’Académie des Sciences, 31 mai
1898),
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a été publié par M. Riquier dés 1893 (Comptes rendus de l’Académie des Sciences,
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la généralité qu’il leur attribuait, et, comme l'ont signalé MM. Gunther et Robinson
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lui méme, un nouvel exposé des résultats de M. Riquier : c’est pourquoi, faute
de place, nous nous bornons 4 la mentionner dans cette note.

('®) RiQuIER, Comples rendus de !’Académie des Sciences, 23 décembre 1gor;
Annales de I’Ecole Normale, 1903,

('**) Un Mémoire de M. Riquier, résum¢ au Chapitre VII du présent fascicule,
a paru sur ce sujet dans les Annales de I’ Fcole Normale, 1927.

(") Il va sans dire que la signification actuelle du mot coupure n’a rien de
commun avec celle qu’on lui donne couramment dans la théorie des fonctions d’une
variable imaginaire.

('®) Les systémes, etc., n° 92.

('9) Dans le cas ou les seconds membres du systéme se réduisent tous i zéro, on
est conduit & un résultat particulicrement simple (ibid., n° 94).

(%) Le n° 97 est consacré A des exemples.

(') Les systémes, etc., n° 63,
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(**) Voir a ce sujet le Mémoire de M. Riquier ayant pour titre : Sur le degré
de genéralité d’un systéme différentiel quelconque (Acta mathematica, t. XXV,
p- 348 et 349).

(®) Voir, pour l'exposé détaillé, Les systémes, etc., Chap. XI; voir aussi, au
Chapitre XIV, les n°* 224 et 225.

(**) Pour la démonstration détaillée des résultats résumés dans le Chapitre V du
présent fascicule, voir Les systémes, etc., Chap. IX et X.

(*) Ainsi qu'il est dit au Chapitre I du présent fascicule (n° 7), ce lemme, que
d’autres auteurs ont ensuile utilisé, a été signalé par M. Riquier.

(?%) Une recherche antérieure (Goursat, Comptes rendus de l'Académie des
Sciences, 2 novembre 18g7) assignait comme condition suffisante a l’existence de
Pintégrale I'égalité A;B,= o, qui se trouve renfermée comme cas particulier daus

Pinégalité mod (A,B,) < -
-1

Une recherche postérieure, qui ne repose pas sur la considération des fonctions
majorantes (GUNTHER, Rec. Math., XXXII, n° 1, 1924), astreint simplement la quan-

tité A,B,— 7 A n’étre pas un nombre positif : cette derniére condition renferme a

son tour comme cas particulier P’inégalité mod(A¢B,) < 7’}-

(") RIQUIER, Sur le calcul par cheminement des intégrales de certains systémes
différentiels (Annales de I’Ecole Normale, 1903).

() Le Chapitre VII du présent fascicule est, comme nous l'avons dit plus haut,
le résumé d’'un Mémoire récemment paru (1927) dans les Annales de lE'cole
Normale.
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(voir Les systémes, etc., n® 20().
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la note (2%).
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