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LES 

COURBES DE L'ESPACE A n DIMENSIONS 
Par M. C. GUICHARD. 

PRÉFACE. 

Le travail qu'on trouvera dans ces pages a été rédigé d'après les 
Notes laissées par réminent et regretté géomètre Cl. Guichard, 
concernant le sujet de son cours à la Sorbonne pendant l'année 
scolaire 1919-1920. 

M. Raymond Jacques, professeur à l'Université de Montpellier, et 
dont on connaît les beaux travaux sur la Géométrie, a bien voulu 
se charger de mettre au point cette rédaction. 11 a manifestement-su 
interpréter avec élégance la pensée du maître disparu, et placer en 
évidence la grande fécondité des idées directrices de cet ouvrage. Au 
mo^en d'un minimum de calculs, toute sorte de résultats géomé­
triques divers se trouvent ingénieusement rapprochés les uns des 
autres, le classement des problèmes qui se posent s'opère avec une 
grande sûreté. Nul doute que la lecture de ce fascicule ne soit fruc­
tueuse pour tous ceux qui s'intéressent aux études de géométrie, et 
qui attachent un prix particulier, non seulement aux faits en eux-
mêmes, mais aux idées générales qui constituent la structure même 
de la Géométrie. 

Ce très intéressant opuscule tiendra une place des plus honorables 
dans la belle Collection de travaux constituée par M. le professeur 
Henri Villat, qui a déjà su, en tant de circonstances, susciter et sou­
tenir la production mathématique, avec le concours toujours si dévoué 
de la maison Gauthier-Villars. 

G. KOENIGS. 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N° 2 9 . 



2 C. GUICHARD. 

CHAPITRE I. 

ÉLÉMENTS LINÉAIRES DANS UN ESPACE D'ORDRE / t . 

Un point est défini dans un espace d'ordre n par un système de 
n nombres réels ou imaginaires appelés coordonnées. Une figure est 
définie comme un ensemble de points. On appelle transformation 
toute opération qui, à un pointM de coordonnées ] i > fait correspondre 

un point N de coordonnées < i • Les déplacements sont les transfor­

mations définies par les relations 

ytz= az-f- atxxx-\- ai2a;2-h...-+- ainxn (1 = 1 , 2 , . . . , 4 

les quantités a, a étant des constantes qui sont telles que le détermi­
nant 

A = H aix an . . . ain || 

soit un déterminant orthogonal. 
Lorsque toutes les quantités a sont nulles, le déplacement est 

appelé translation. 
On désigne sous le nom de propriété métrique toute propriété 

d'une figure qui demeure invariante dans un déplacement. Telle est 
par exemple la distance de deux points, définie par analogie avec 
l'espace ordinaire par l'égalité 

Éléments linéaires. — Étant donnés deux points A j S B ) * , la 
droite AB est l'ensemble simplement infini de points définis par l'une 
ou l'autre des égalités 

zt= Xi-±-Myi—Xi) ( Ï = 1, 2, . . . , n ) , 

* / = « * ! + pjKz (a H- p = 1). 

Une droite est définie lorsque l'on se donne deux points A et B. 
L'ensemble de points obtenus est le même si l'on définit la droite à 
partir de deux points arbitraires de l'ensemble. 

Les quantités pi=.yi— Xi sont appelées les paramètres directeurs. 
On dit que deux droites sont parallèles si leurs paramètres directeurs 
sont proportionnels. 
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Une droite est ordinaire ou isotrope suivant que l'on a 

Lorsque la droite est ordinaire on peut, sans changer l'ensemble de 
points, multiplier les paramètres directeurs par un même facteur de 
manière à avoir 

Les quantités ainsi définies s'appellent les cosinus directeurs. 

L'angle de deux droites est alors défini par l'égalité 

COSP = 2 a/pf, 

où l'on désigne par a{3 les cosinus directeurs des deux droites. 
Deux droites seront rectangulaires si l'on a 

2a / ( 3 i=o ou Itpiqi=o (1). 

Si l'on considère trois points A, B, C de coordonnées x, y, z non 
situés en ligne droites, l'ensemble des points dont les coordonnées X 
sont définies par les égalités 

X, = #<••+- X (fi— œï)-+- n(zt — Xi) (i = i, 2, . . . , n) 

ou encore par 
X j = O U F J - T - P ^ I + Y * * ( * •+ • P-+-7 = 1) 

définit le i-plan ABC. 
Cet ensemble peut être défini à partir de trois points arbitraires 

non en ligne droite. 
Toute droite ayant deux points situés dans le i-plan y est 

contenue tout entière. 
Trois points A', B', C tels que les droites A'B', A ' C soient 

parallèles aux droites AB, AC définissent un i -plan parallèle au 
i-plan ABC. Toute droite du i-plan A ' B ' C est parallèle à une 
série de droite du î-plan ABC et inversement. 

Nous classerons les i-plans d'après les directions des droites 
isotropes qui y sont contenues. Il suffit pour cela d'étudier les direc-

(1) On convient d'appeler rectangulaires deux droites ordinaires ou isotropes dont 
les paramètres directeurs satisfont à la relation I,piqi= o. 
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tions isotropes d'un i-plan parallèle O'B'C qui contient l'origine 
des coordonnées. Les points de ce i-plan étant définis par leurs 
coordonnées 

X , = Xj,-t- \izh 

La droite OM qui joint l'origine à un point quelconque M 
du i-plan est isotrope si Ton a 

OM2= Cp(X(JL) = X^S/J 4 - 2 X ^ 2 ^ 3 , - + - [ A 2 S * Î = O . 

La considération de la forme quadratique cp(A, /UL) conduit à 
trois cas distincts. 

I. cp est une somme de deux carrés. 11 existe alors deux directions 
isotropes dans le i-plan; toutes les autres directions étant ordinaires 
le i-plan est dit ordinaire et représenté par la notation O. A une 
droite OB du i-plan correspond une droite OC et une seule qui 
lui soit perpendiculaire et qui soit située dans le i-plan. 

II. cp est un carré parfait. Il existe alors une seule direction 
isotrope. Si l'on suppose que cette direction est la direction OB', on 
aura en effet 

Les directions ordinaires du i-plan sont perpendiculaires à la 
direction isotrope unique. 

Le i-plan est désigné par la notation 2I 2 . 

III. 9 est identiquement nul.- Toutes les directions sont alors 
isotropes. On désigne alors le i-plan par la notation I2. 

Par un déplacement convenable des axes, on peut amener 
un i-plan ordinaire à coïncider avec le i-plan défini par les points 
de coordonnées 

0 0 o . . . 

1 0 0 . . 

un i-plan 2I 2 à coïncider avec le i-plan 

0 0 0 0 . 

1 i 0 0 

0 0 1 0 . 
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un i-plan I2 avec le i -plan 

o o o o . . . 
i i o o . . . ( *) 
o o i i 

Il n'existera de i-plan I2 que dans un espace d'ordre égal ou 
supérieur à quatre. 

Quatre points A, B, C, D de coordonnées x, y, z, t non situés dans 
un même i-plan permettent de définir un 2-plan comme l'ensemble 
des points dont les coordonnées X/ vérifient les égalités 

X / = a ? / 4 - X(yt—xt)-h [i(Zi~Xi)-h r(ti-Xi), 

ou encore 

Xi=oLxl-+- P^i-t-Yi/H-S/, ( a + P + T + 5 = i). 

On définit de façon analogue un 3-plan, . . . , un (p — i)-plan; 
Le parallélisme de deux (p — i)-plans se définit comme le paral­

lélisme de deux i -p lan . 
Tout (q— i)-plan ayant (q -f- 1) points communs avec un (p — 1)* 

plan (q <Cp) est contenu tout entier dans le (p — i)-plan. 
L'étude des (p — i)-plans est basée sur la détermination des 

directions isotropes qui y sont Contenues, étude qui re\ient à celle 
de la forme quadratique cp(X, jx, v, . . . ) homogène à p variables. 

(p 4- 1) cas seront à envisager suivant que la forme quadratique se 
décompose en. p, p — 1, . . . , 1 carrés indépendants ou est identi­
quement nulle. On définit de cette manière les (p — i)-plans O, 

Dans un(jy — i)-plan ordinaire on peut tracer/? droites ordinaires, 
rectangulaires deux à deux et concourantes. 

Un (p — i)-plan 1^ ne peut exister que dans un espace d'ordre 
supérieur ou égal à 2p. 

(1) Les nolations employées se justifient de la manière suivante: 
Une figure d'un espace d'ordre n possède la propriété 2 H si elle est la projection 

d'une figure d'un espace d'ordre n -+-1 possédant la propriété II. 
Le i-plan 2 F considéré est la projection du i-plan I* défini par les points 
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Variétés linéaires orthogonales. — Considérons dans un espace 

d 'ordre n un (p— i)-plan contenant l 'origine défini par p d i rec­

tions (p<^n) 

OAf an ait . . . aia (i = i, 2, . . . , p). 

Proposons-nous de déterminer les directions OM orthogonales à 
toutes les directions OA/. Ces directions seront définies par les éga­
lités 

anXi-h a/2#2-*-•..-+-«m&n= o (i = 1, 2, . . . , p). 

Comme les déterminants d 'ordre p extraits du tableau 

Il &i\ • • • Clin II 

ne sont pas tous nuls , ces p égalités permet t ront par exemple 
d 'exprimer p quantités en fonction linéaire des. n—p autres . L 'en­
semble des directions OM appart ient à un (n—p — i)-plan. Les 
deux variétés ainsi définies sont orthogonales. On vérifie immédiate­
ment que toute droite de la première variété est orthogonale à toutes 
les droites de la seconde et inversement. 

O n montre également que , à deux variétés A de même nature 
correspondent deux variétés orthogonales de même nature . 

Suivant que la variété A est ordinaire ou singulière, la variété 
orthogonale est ordinaire ou singulière. 

Il en résulte que dans un espace d 'ordre n il y a autant de singu­
larités pour les variétés d 'ordre p et d 'ordre {n — p — 1). 

Le tableau suivant indique les singularités qui existent dans un 
espace d 'ordre cinq avec les correspondances entre les variétés 
orthogonales 

Droite 

3-plan 

ordinaire I 

ordinaire 414 

i-plan ordinaire 2I2 I2 

2-plan ordinaire 313 2!* 

CHAPITRE II . 

ÉTUDE DES COURBES. 

Si les coordonnées xx, #2> • • •, ocn d 'un point M sont des fonctions 

d 'un paramètre w, ce point décrit , lorsque u varie, une courbe. 
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Nous supposerons qu'il n'existe pas de relation linéaire à coefficients 
constants entre les n fonctions x, ce qui revient à dire que la courbe 
est réellement située dans un espace n. 

Tangente. — Étant donnés un point M correspondant à la valeur u 

du paramètre et un point voisin M', la tangente à la courbe en M sera 

définie comme la position limite M'T de la droite MM' lorsque M' 

tendra vers M. 

Les paramètres directeurs de cette droite seront les quantités -~f 

elle sera représentée par les équations 

Si par l'origine O on mène une parallèle OG à la droite MT, cette 
parallèle engendrera, lorsque l'on fait varier le paramètre u, un cône 
appelé cône directeur des tangentes. 

1. Plan osculateur. — Il sera défini comme la position limite du 
f-plan qui contient la tangente MT et qui est parallèle à la tangente 
en un point voisin M' lorsque M' tend vers M. 

Cette variété sera définie par les relations 

qui représentent toujours un véritable i -plan. 

(p — i)-Plan osculateur. — Continuant le raisonnement le (p — 1)-
plan osculateur sera la variété linéaire définie par les égalités 

. dx-, . dP x 

On a toujours un véritable (p — i)-plan et l'on peut définir ainsi 
jusqu'au (n — 2)-plan osculateur. 

Remarquons : i° que le />-plan osculateur en un jo int d'une courbe 
contient le (p — i)-plan osculateur au même point; 

20 Que les variétés linéaires ainsi définies restent les mêmes 
lorsque l'on effectue un changement de variable. 

Courbes parallèles. — Étant données deux courbes C, C , on appelle 



8 C. GUICHARD. 

points correspondants de ces deux courbes lès points qui correspon­
dent à la même valeur de la variable. 

Deux courbes seront parallèles si les tangentes aux points corres­
pondants sont parallèles. Les /?-plans oscillateurs aux points cor­
respondants seront aussi parallèles. 

Proposons-nous de déterminer les courbes parallèles à une courbe 
donnée. Ce problème revient à la détermination d'une courbe 
connaissant les paramètres directeurs de ses tangentes. 

Soient ) ! ces paramètres, ) v
 l les coordonnées d'un point de la 

( xn m < ( X,| 
courbe; on doit avoir 

dX ! d\% d\n 

du _ du __ __ du 

Si l'on désigne par f(u) une fonction arbitraire, on obtiendra 

x * = IXif(u)du. 

On peut encore raisonner de la manière suivante : 
Le déterminant 

dxi dn~lxt 
A = 

du \ du'1-* 

étant différent de ^éro, proposons-nous de déterminer n fonc­
tions P, P, , . . ., Pw_, telles que l'on ait 

Remarquons d'abord qu'il est possible de trouver n fonc­
tions A, A,, . . . , AH-{ satisfaisant aux relations 

d!,x, . . dxt . dn~lXi 
-r—± = kxt -+- A ^ - 4 - . . . + A,e_! , • ,'• dun du dun~* 

On obtiendra ensuite 



On devra avoir 

n— 2 H - j — h r w _ i An—1 = °> 

«-3 •+• —JJJ H P«-l A n _ 2 = O, 

</Pt + P»-iAi = o . 

On peut prendre arbitrairement la fonction Pw_<,les formules 
précédentes permettront de calculer de proche en proche Pw_2, . . . , P. 

Courbes orthogonales. — Considérons deux courbes C, D et 
[ X l Y 

deux points correspondants M' . . 1 » N y * > s* lft tangente en un point 
de la courbe D est orthogonale au (n — 2)-plan osculateur à la 
courbe C au point correspondant les deux courbes sont orthogonales. 

Soient xi, yi les paramètres directeurs des tangentes en M et N. 
La condition précédente entraîne les égalités 

dxi x^ dn-*xi y V^ "Xf x^ 

^*,yt=o, 2*yidï=°> •••' Zày> 
du 

Ces relations déterminent n quantités yi linéairement indépen­
dantes. La courbe C étant donnée, on pourra déterminer une famille 
de courbes parallèles D orthogonales à C. 

Des relations précédentes on déduit 

dyt _ V1 ^ ' dxi __ ^ dyt dn-*xt 2-ï — Z £ 2 " 2 dh du 

On conclut de là que le i-plan osculateur.à D est orthogonal au 
(n — 3)-plan osculateur à C. 

Continuant ainsi on montrera que le jo-plan osculateur de D est 
orthogonal au (n —p — 2)-plan osculateur de C, et finalement que 
la tangente à C est orthogonale au (n — 2)-plan oscillateur de D. 

La propriété indiquée est réciproque, on peut dire que deux courbes 
sont orthogonales si le £-plan osculateur de l'une est orthogonal 
au (n — k — 2)-plan osculateur de l'autre. 

Développables. — On appelle développable l'ensemble des points 
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les coordonnées d'un point M d'une courbe C ('), cet ensemble est 
défini par les égalités 

Y/=XiH-Xa?j (i = i, 2, . . . , /i), 

où l'on désigne par xi la quantité 

lu = hXi' 

Lorsque A est une fonction de u le point N de coordonnées Y décrit 
une courbe T située sur la développable. Comme on a 

du \ 
d\t_(h Jk\ ^ dxj 

du/' l du' 

la tangente à la courbe F en N est située dans le i -plan osculateur 
en M à la courbe C. 

Inversement pour qu'une droite D engendre une développable, il 
suffit que les tangentes en deux points quelconques A et B d'une de 
ces droites aux courbes décrites par ces points soient dans un même 
plan. 

Soient X , Y les coordonnées de A, B ; x, y les paramètres directeurs 
des tangentes en A et B choisis de telle manière que l'on ait 

dXt dYt 

-du-=Xi> -du~ =^ (< = ',*> • . .>*) • 

La condition indiquée est traduite par les égalités 

Y* — X/ = Xxt-+- [KVi (i = i, 2, . . . , n ; Xjx ̂  o). 

Les tangentes en A et B aux courbes décrites par ces points étant 
supposées différentes de AB. 

Les coordonnées d'un point quelconque M de la droite AB sont 
données par les relations 

Z/ = aX/ -h P Y/ ( a n- p = i ; i = i , a, . . ., n ). 

(1) La courbe G est l'aréle de rcbroussemenl de la développable. 
La développable est circonscrite à la courbe C. 
Deux développables sont parallèles lorsque leurs arêtes de rebrousseraient sont des 

courbes parallèles. 
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Si Ton prend 
X Q [Î. 

5 P = T ^ 

la courbe décrite par le point M est tangente à AB, ce qui démontre la 
propriété. 

En particulier la droite qui joint les points correspondants de 
deux courbes parallèles engendre une développable. 

Propriétés des courbes tracées sur une développable. — Nous 
allons montrer qu'étant donnée une courbe (T) tracée sur une 
développable, on peut trouver sur le cône directeur une courbe (y) 
qui lui est parallèle. 

Les coordonnées d'un point de la génératrice G parallèle à la 
tangente MT sont 

Tt^rxty 
et l'on a 

dTi __ dxi dr 
du ~~ du l du * 

La courbe T étant donnée pour que la courbe y lui soit parallèle, il 
faut et il suffit que la fonction r(u) satisfasse à la relation 

dr 
du __ r 

h — ~~ *" 
du 

r est ainsi déterminé à un facteur constant près. Les courbes (y) sont 
homothétiques. 

Si au contraire la courbe (y) est connue, X est déterminé par une 
équation différentielle du premier ordre. On obtient sur la déve­
loppable une infinité de courbes T parallèles à y. 

De cette étude résulte la propriété suivante : 
Lorsque deux dèveloppables sont parallèles à toute courbe tra­

cée sur l'une, on peut jaire correspondre une infinité de courbes 
parallèles tracées sur Vautre. 

Dèveloppables et courbes. — Lorsqu'une développable contient 
une courbe C, la développable et la courbe G sont assemblées. 

Il est facile, étant donnée une courbe C, de déterminer les dève­
loppables assemblées à cette courbe. 
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Supposons déterminée une de ces dèveloppables. les parallèles 
menées par l'origine des coordonnées aux droites qui l'engendrent 
définissent le cône directeur de la développable. Jl existe sur ce cône 
une courbe (c) parallèle à ( G). D'où la solution suivante : 

Etant donnée une courbe (c) parallèle à (C), si m est le point de c* 
qui correspond au point M de C, la droite M G parallèle à O m engendre 
une surface réglée. On vérifié analytiquement que cette surface est 
développable. 

Il résulte de là que si deux courbes sont parallèles, toute dévelop­
pable assemblée à Tune est parallèle à une développable assemblée à 
l'autre. 

On peut généraliser pour un espace d'ordre quelconque un 
certain nombre de propriétés établies pour l'espace ordinaire. Leur 
démonstration géométrique est immédiate. 

Considérons deux dèveloppables assemblées à une courbe C. 
Soient Ma et M (3 les génératrices qui passent par un point M, A et B 
les points correspondants des arêtes de rebroussement. La droite AB 
engendre une développable. 

Considérons maintenant une troisième développable assemblée à 
la courbe G, M/ la génératrice passant par M, G le point de contact 
de cette génératrice avec l'arête de rebroussement. 

Si M y est constamment dans le i-plan ABC, l'arête de rebrousse­
ment correspondante est assemblée à la développable AB. 

Si les droites Ma, M(3, M/ définissent un 2-plan, les arêtes de 
rebroussement des dèveloppables engendrées par AB, BC, C \ sont 
assemblées à une même développable. 

On démontre par la même méthode que le i-plan qui contient les 
points correspondants de trois courbes parallèles est le î-plan 
osculateur d'une courbe. 

Courbes et dèveloppables orthogonales. — Si deux courbes C et T 
sont orthogonales, on dit que la développable circonscrite à C est 
orthogonale à*la développable circonscrite à T, ou encore que la 
courbe G est orthogonale à la développable circonscrite à T. 

Montrons que si deux courbes sont orthogonales, toute courbe 
assemblée à la développable circonscrite à l'une est orthogonale à 
une développable assemblée à l'autre. 

Soient x, y les paramètres directeurs des tangentes aux deux 
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courbes C, Y. Oh a 

V^ V* dxt V^ dn—*Xi 

2Li*1 du _ 0 ' Zt~du~ ~du~ ~ °> •••' 2jdl?^du~-a' 

•%ry ci*—1 y, 

ZXt-du~=° 
( t = 1 , 2, . . . . / l ) . 

Les paramètres directeurs d'une tangente à une courbe Yt assemblée 
à la développable circonscrite à T sont de la forme 

Y < = Ê + ^ 
ceux d'une droite qui engendre une développable assemblée à C, 

P, P , , . . . , Pw_a étant des fonctions de u déterminées lorsque l'on se 
donne arbitrairement la fonction Pn_t par la condition 

dXt 
-du-=hXi' 

Posons 
1=1 H 

d'l-*Xi e=2><x'=p«-'2 yr 4>Tl 

Montrons que l'on peut déterminer 0, ce qui équivaut à déterminer 
Pw_,, de façon que la développable correspondante soit orthogonale 
à la courbe T4. 

On doit avoir 

Mais 

du 

L'égalité précédente s'écrit 

dQ v-i , v Y
 dyi v Y

 dyi 

— -i- xe = o ; 
du 
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0 étant ainsi défini, il est facile de vérifier l'orthogonalité de la 
dPXj 
dut' 

développable et de la courbe. Il suffit de remarquer que --^--• est une 

fonction linéaire de 
dxi . dP~lXi 
dû' * " ' duP~l ' X(, 

Courbe décrite par un point du 1-plan osculateur. — Un point du 
i-plan osculateur d'une courbe a ses coordonnées définies par les 
égalités 

A/ v dxt 
Yi=Xi+-pXi-hq — . 

Il résulte de là que la tangente à une courbe décrite par un point 
du i-plan osculateur est située dans le 2-plan osculateur de la 
courbe. 

D'une façon générale la tangente à une courbe décrite par un point 
du (p — i)-plan osculateur d'une courbe est située dans le /?-plan 
osculateur. 

Signalons aussi que lorsque deux courbes sont parallèles à toute 
courbe décrite par un point du /?-plan osculateur de l'une, on peut 
faire correspondre des courbes parallèles décrites par des points 
du /?-plan osculateur de l'autre. 

CHAPITRE III. 
COURBES ORDINAIRES. 

Déterminants orthogonaux. — Considérons un déterminant ortho­
gonal 

A = || a n an, . . . aitt || 

dont les éléments sont des fonctions d'une variable u. 
On peut trouver n2 fonctions de u telles que 

daik 
--^-- = pn ai/c-i-pi-2a2k + ...-+-pm&nk-

On vérifie immédiatement que 

/?l i = /?22 = • . -=Pnn= o , 

Pik=—Pki\ 

les quantités p sont les rotations du déterminant. Il y a n^n l' 

rotations distinctes. 
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Si l'on suppose connues les rotations d'un déterminant orthogonal, 
on démontre comme pour l'espace ordinaire que la solution la plus 
générale se déduit d'une solution quelconque par une substitution 
orthogonale à coefficients constants. 

Courbes ordinaires. — Une courbe est ordinaire si sa tangente et 
tous ses plans osculateurs sont ordinaires. 

Soient xu . . . , xa les coordonnées d'un point d'une telle courbe; 
le i-plan osculateur étant ordinaire, on peut mener dans ce plan 
une droite MN, perpendiculaire à la tangente MT; celte droite est 
la première normale de la courbe G. De même, dans le 2-plan oscil­
lateur, on peut mener une droite perpendiculaire à MT et à MN ; 
on obtient ainsi la deuxième normale. On définira de proche en 
proche la 3e , 4% •••? (rl — l ) normale. Ce système de n droites 
deux à deux rectangulaires forme le /i-èdre de Serret. 

Désignons par 

#11, #12i • • • , #l«ï #21 j #22» .-«j #2«; • • • ; #«1» #/l2, • • • , #/17* 

les cosinus directeurs de ces n droites, le déterminant 

A = || xtl xti . . . xin || 

est un déterminant orthogonal. 

Proposons-nous de calculer les rotations de ce déterminant. 

Les quantités —^ sont les paramètres directeurs d'une droite 

parallèle au i-plan oscillateur. On doit donc avoir 

dxu o / • 
- ^ - = <ZXii+ [tXti ( l = I , 2, . . . , 71), 

mais 
a = / 7 ^ = 0. 

On peut donc écrire, en désignant par A, la rotation/?,2 , 

dx" A ~ 
-du~ = A i a 7 2 < * 

De même les quantités —^- étant les paramètres d'une droite paral­

lèle au 2-plan osculateur, on peut écrire 

dx*u n 
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Mais 
a = ^21 = — pi2=z— At, 
? ==/)22=0. 

Posant 
T = i > 2 3 = A t , 

on a 
^ # 2 l 4 4 

. _ _ ==__ A^arjj-h A2s?3|. 

En tenant compte des relations qui existent entre les rotations, on 

calculera de proche en proche 

d*%i k * 

- — = — A2 xu -4- A3 xu, 

du 
'• A p_i x p—.\ i -+- A p x p+\ij 

= — An_2#/l-2É-+- A«_, 37,,̂ , 
<3^ 

^ # m 4 

Nous n'avons dans ce cas que (n — i) rota t ions; ces rotations sont 

toutes différentes de zéro. On voit que s'il en était aut rement il exis­

terait entre un certain nombre de quanti tés Xhi une relation linéaire 

et homogène. 

Si une courbe T est orthogonale à la courbe c considérée, la tan­

gente à cette courbe a pour cosinus directeurs les quantités xni, la 

première normale les quantités xn_itJ etc. 

Il peut être avan^ageux^dans c e r t a i n s cas> de particulariser la 

variable indépendante . 

Si l 'on pose 

ds* = \dX*=:H*dut, 

s est appelé l 'arc de la courbe donnée ; on obtient 

dX, 
-df = ^ 

dx\\ dx*>i 

dxn—2t ' dxni 
— — — =*— ton_2xn^<ii-hu>n-.îxnj, - ~ j — = — <àniXn~li> 
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Les quantités &>i, w2, . . . , G)/,-* sont appelées les i r e , 2e, . . . , (n — i) 
courbures de la courbe c. 

Deux courbes ayant les mêmes courbures sont superposables. 

On peut encore prendre comme variable indépendante l 'une des 
fonctions cr définies par 

d^ = ^S dxj= A2 du*. 

O n obtient un groupe de formules commodes pour étudier les p ro-
* priétés qui ne dépendent que de la direction des éléments, c'est-

à-dire de la représentat ion sphérique de la courbe 

dXj 
de : hxU, 

dxi\ dxii dxn-i 
-fa- = #21, -^ = — xu-+- a.>x3h . . ., ^ = — an-lxn-u. 

Ensemble des points d'une développable. — On peut prendre comme 
coordonnées d 'un point de l 'ensemble, les expressions 

Y,= Xi+pxu (« = i, 2, . . . , n), 

dans lesquelles on désigne par xKl un système de cosinus 
de la tangente. On déduit de là 

d\i= (X[i-\- pt»iXzi) ds -+- xu dp, 

et par suite 
rfS2= ( i + p 2 w j ) ds* H- 2 ds dp - h rfp2. 

La seule fonction GJ( intervient, il en résulte donc que : 

Deux dèveloppables correspondant à une même valeur de &>« 
sont applicables. 

Une développable est applicable sur un plan. 

Ensemble des points des i -plans osculateur s. — En raisonnant de 

la même manière, on voit que le ds2 de la variété ainsi définie ne 

dépend que des quantités w h co2. 

Deux ensembles correspondant aux mêmes fonctions co,, coa sont 

applicables. 
Comme il existe dans l'espace ordinaire des courbes admettant a>i, 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — M 2 9 . 2 
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o)2 comme première et seconde courbure, l'ensemble des points des 
i-plans osculateurs est applicable sur l'espace ordinaire. 

On généralise aisément ces résultats pour l'ensemble de points 
appartenant aux/?-plans osculateurs d'une courbe. 

Applications. — Etant données deux courbes C, G', si l'on fait cor­
respondre sur ses deux courbes les points M, M' provenant d'une 
même valeur de l'arc s, on dit que l'on applique les deux courbes 
l'une sur l'autre. 

Si aux points M, M' les premières courbures sont les mêmes, les 
courbes sont applicables au deuxième ordre; si les (p — i) premières 
courbures sont les mêmes, les courbes sont applicables au /? l ème ordre. 

Lorsque deux courbes sont applicables au pième ordre, les variétés 
formées par l'ensemble des points appartenant aux (p — i)-plans 
osculateurs sont applicables. On réalise l'application des deux 
variétés en faisant correspondre les points P, P' ayant même coor­
données par rapport aux p-èdre formés par les tangentes et les 
(p — i) premières normales aux points correspondants M, M'. Si ces 
coordonnées sont fonction d'un paramètre on obtient deux courbes T, 
r' qui se correspondent comme les courbes C, G. Si ces coordonnées 
sont fonction de deux paramètres, on obtient deux variétés double­
ment infinies applicables. 

On peut faire correspondre aux droites fixes d'un plan des courbes 
tracées sur une développable. Ces courbes sont appelées les géodé-
siques de la développable. 

De même aux droites fixes de l'espace ordinaire on pourra faire 
correspondre des courbes situées dans la variété décrite, par l'en­
semble des points des i-plans osculateurs, qui seront appelées géo-
désiques, etc. 

Développantes et développées. — Trajectoires orthogonales des 
tangentes. — Un point N situé sur la tangente en un point M d'une 
courbe C a pour coordonnées 

Y/= Xt-hpxu (i ~i, 2, . . . , n). 
On en déduit 

dYt t dp \ 
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La courbe lieu de N est orthogonale à la tangente à la courbe C, si 
l'on a 

dp , 
1 + ^ = 0 (p = k-s). 

On obtient ainsi une infinité de courbes dépendant d'une constante 
arbitraire k. Ces courbes sont les développantes de la courbe C. Leurs 
tangentes sont parallèles à la première normale de c. 

Trajectoires orthogonales des i-plans osculateurs. — Un point 
P du i-plan osculateur de la courbe C a pour coordonnées 

Z,= Xi+ pxlt+ rxu (i = iy 2, . . . , n); 

par différentiation on obtient 

dZt l dp \ t dr\ 

La courbe lieu de P est orthogonale au .i-plan si les relations 

do 

dr 

sont vérifiées. 
Ces deux équations déterminent p «et /*. On peut les interpréter 

géométriquement de la manière suivante qui est classique : 
Considérons une courbe plane (C) applicable au deuxième ordre 

sur la courbe donnée; r et p étant supposés connus, au point P cor­
respondra un point p du plan dont les coordonnées Z',, Z^ seront 
données par les relations 

Z'k= X'k•+• pxik-)rrxtk (A = i , *)-
On aura 

d7*k 

ds ~" 

Le point p est un point fixe du plan. 
Il résulte de là que r et p sont les coordonnées d'un point fixe du 

plan, relatives à l'angle droit de Serret attaché à la courbe plane C. 
Il existe donc une double infinité de trajectoires orthogonales. 
La tangente à une trajectoire est parallèle à la deuxième normale. 
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Si l'on considère plusieurs trajectoires orthogonales dés i-plans 
osculateurs d'une courbe, la figure géométrique formée par les points 
situés dans les différents plans a une forme invariable. 

Trajectoires orthogonales des T.-plans osculateurs. — En con­
servant les mêmes notations, les coordonnées d'un point du 2-plan 
osculateur d'une courbe C sont données par 

Tt = X/-+- oca?n-4- ^xit -+- ^.r3i 

et l'on a 
dTt ( dfx n \ / dp \ 
dT = V I + ds - P « i j * « + ^ - t + 57 - ï«»)*< 

-4- f Gu>2 -+- ^ ) X3i: + YW3#4fi 

La courbe décrite sera normale au a-plan si les égalités 

du 0 

sont vérifiées. 
Ces équations qui déterminent a, [J, y s'interprètent facilement. 

Considérons dans l'espace ordinaire une courbe (C) applicable au 
troisième ordre sur la courbe (G). On verrait comme précédemment 
que a, (3, y sont les coordonnées d'un point fixe de l'espace par rap­
port au trièdre de Serret attaché à la courbe (G). 

Ces trajectoires ont des propriétés analogues à celles qui ont été 
indiquées pour les trajectoires orthogonales des i-plans osculateurs. 

On obtient des résultats analogues pour les trajectoires orthogo­
nales des yu-plans osculateurs. 

Développées. — Etant donnée une courbe C, proposons-nous de 
trouver une courbe T telle que la courbe G soit une trajectoire ortho­
gonale des tangentes de la courbe T. 

Les courbes T seront les développées de la courbe G. Déterminer 
les courbes T revient à déterminer les normales de G qui engendrent 
des dèveloppables. 

Nous supposerons la courbé C placée dans un espace à cinq dimen-
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sions et nous désignerons par .r/, y-n s,, t,-, ut les cosinus directeurs 
des arêtes du 5-èdre de Serret , exprimés en fonction de l 'arc a de 
l ' indicatrice sphérique de la courbe. 

O n a les relations 

dxi dy'i 

dzi , dti , dui 
^^-ayt + btt, gr- = - bzt,+ euh - 3 5 - = - et,. 

Les paramètres directeurs d 'une normale L à la courbe C sont 

a7*-+- 3*/ •+- 7 ^-+-3 «i, 

et l 'on peu t supposer, suivant que la normale est ordinaire ou isotrope, 

a*-h £J2-h y2 4 - o ' = i ou o. 

Les coordonnées d 'un point N de la normale sont 

Y / = X / + p ( a j ' / - f . p * l - f - Y / / - f - 8 ï f / ) . 

Par différentiation, on obtient 

d\t ., , / dp da \ 
_ = * J A - p « ) + ^ « ^ H - p _ - - a ? p J 

Pour que la normale engendre une développable admettant pour 
arête de rebroussement la courbe décrite par N, il faut que l 'on ait 

h — pa = o, 

dp doi Q Q dp d$ 

dp dY , n _, dp dà 
k d<? v d<s ' r dts T dts r * 

= v = 6 ' 

ou après simplification 

«** r c/3 , dy , Q fc cfô 
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La valeur* commune de ces rapports est 

da da dv dis 
a2-f- pi-+-v«+6« 

Si L est une normale ordinaire, cette valeur est nulle. Elle peut 
être égale à zéro par un choix convenable de oc, (3, y, d dans le cas où 
la normale est isotrope. 

La détermination de a, (3, y, ô revient dans tous les cas à la résolu­
tion du système 

£-«* 2—*p—. 
rfS , dS 

Ces quantités étant déterminées, la première équation permet de cal­
culer p. 

Les équations déterminant a, (3, y, à sont celles qui permettent 
de déterminer les éléments d'un déterminant orthogonal dans un 
espace d'ordre 4 connaissant les rotations. 

On en déduit facilement les conclusions suivantes : 
Si l'on a déterminé quatre normales deux à deux rectangulaires L | , 

L2, L3, L4 qui engendrent des dèveloppables, une cinquième nor­
male L qui engendre une développable aura par rapport au 4-èdre, 
formé par L,, L2, L3, L,, une position constante. 

La figure formée par un nombre quelconque de normales qui 
touchent des développées a une forme invariable. 

Un point fixe par rapport au 4-èdre L4, L2, L3, L4 décrit une 
courbe parallèle à la courbe donnée. 

Enfin comme la détermination des développées ne fait intervenir 
que les éléments de la représentation sphérique, 

Les développées de deux courbes parallèles sont parallèles. 
Le raisonnement précédent fait pour une courbe située dans un 

espace d'ordre quelconque conduirait à des conclusions analogues. 

Courbes dont les i -plans osculateurs sont normaux à une courbe C. 
— Soient L n L2 deux normales en un point M d'une courbe G 
qui touchent deux développées. Le i-plan formé par ces deux droites 
est le i-plan osculateur d'une courbe T répondant à la question. 
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Montrons que l'on obtient ainsi toutes les courbes (T). Si le 
i-plan osculateur en un point P d'une courbe T est normal ten un 
point M d'une courbe C, il existe dans ce i-plan des points M', M" 
qui décrivent des trajectoires orthogonales des i-plans osculateurs 
de T. Les courbes décrites par M', M" sont parallèles à la courbe C. 
Les droites MM', MM" engendrent des dèveloppables. Le i-plan 
osculateur en un point P de T contient donc deux normales à C qui 
touchent des développées. 

On généralise sans difficulté ce raisonnement et l'on démontre que 
si l'on considère p normales à une courbe G formant un jy-èdre, le 
(p—i)-plan qui les contient est le (p—i)-plan osculateur d'une 
courbe T. On obtient ainsi toutes les courbes T dont le (p — i)-plan 
osculateur est normal à C. 

CHAPITItE IV. 

COURBES ISOTROPES. 

Courbes I simplement isotropes. — Un point M de coordonnées Xt , 
X2 , . . . , Xw décrit une courbe G simplement isotrope lorsque les 
relations 

2 (S)"- 2 (S-)"-
sont vérifiées. 

Ces propriétés subsistent lorsque l'on effectue un changement de 
variables. 

Soient x{, , . . , xn\m système de paramètres directeurs des tan­
gentes à la courbe C; on a 

dXi » / • \ 
-j— = h Xi (¢ = 1 , 2 , . . . , / 1 ) . 
du 

On en déduit 

2-»-* 2(S)'-"2(£)' 
Les conditions indiquées sont équivalentes à 

2"«. 2 (S)'"-
Un point M de la développable engendrée par les tangentes à la 
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courbe C a pour coordonnées 

Yf=X-/+ pxt. 
On voit facilement que 

^2^=^2^= ? t V i d u t > U,=2(ST-
Le <̂ 52 de la développable est un carré parfait. 

Proposons-nous de déterminer les courbes isotropes.: 
Dans le plan n'existent que des droites isotropes. 
Dans l'espace à trois dimensions, la relation 

#? •+• #1 •+• #1 = ° 
peut s'écrire 

#î -+- (#2 — ix3)(x2-+- ixz) = o. 

On peut choisir la variable indépendante et les paramètres directeurs 
de telle manière que l'on ait 

x{ = w, a?2—«#3=i, a?3-w'a?3= — a8. 

On en déduit 

Xi = M, # 2 = - ( 1 — w 2 ) , .r3 = - ( 1 -+• u*); 

ces quantités satisfont à l'équation différentielle 

dzx 

On peut donc écrire 
du* = °' 

- . - ^ da?/ ^ dlx\ 
x '= p^+ p 'rfïf + p'5«i-

et par suite 

_ v
 dP + /p rfPi\ ^ /p . ^P*\ <**#* dXj dP 

du 
Posant 

Pi = / ( « ) , 
on aura 

p 1 = - / ' ( W ) , P = A » ) -

On obtient donc finalement 

X l = « / ' _ / ' , 
X 2 - * X 3 = / \ 
X 2 -h i X 3 = — M 2 / " -t- 2 w / — 2 / . 
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Il est facile d'obtenir les coordonnées d'un point d'une courbe iso­
trope dans un espace d'ordre n. 

Prenons x{ = a, puis pour x2, #3 , . . ., xn_2 des fonctions arbi­
traires de u. Déterminons ensuite xn_t, xn par les relations 

#«- i — ixn=z i, 
/ = / 1 - 2 

#„_!-+- ixn = — % xf. 
ï = î 

Les n quantités xK, #2? . . ., xn satisfont à la relation 

i = / t 

2 *? = °-
1 = 1 

Toute courbe admettant ces quantités comme paramètres directeurs 
des tangentes est isotrope. 

Inversement toute courbe isotrope peut être obtenue par cette 
méthode. Sa détermination fait intervenir (AI — 2) fonctions arbi­
traires de u 

X2, # 3 , . . . , ;ZV- 2 P. 

La courbe est algébrique si toutes ces fonctions sont algébriques. 

Courbes I2 (deux fois isotropes). — Un point M décrit une courbe 
deux fois isotrope si l'on a les relations 

2(§f)*- 2 ( 3 - / - 2(30V* 
Si l'on fait intervenir les paramètres directeurs de la tangente, ces 
relations sont équivalentes à 

2-'-°. 2(£)'— 2(^) '*-
Proposons-nous de déterminer toutes lés courbes doublement iso­

tropes. Soit C une de ces courbes située dans un espace d'ordre /1. 
On peut choisir les paramètres directeurs de la tangente de telle 
manière que l'on ait , , , ^ , ^ 

xn-i — ixn = 1 ; 
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on voit alors que 

#»-i-4- IXn — 2 *?> 
_ 1 = 1 

T(S)'— 
= 7 1 — 2 

S / d*Xi\* 
\dJF) 

^ O . 

Il en résulte donc que le point de coordonnées x^ a?8, - . . , xn~* 
décrit, dans un espace d'ordre (n — 2), une courbe simplement iso­
trope. 

Inversement, connaissant une courbe simplement isotrope dans un 
espace d'ordre (n — 2), on pourra déduire une courbe doublement 
isotrope dans un espace d'ordre n par la méthode indiquée. Les 
quantités xtJ #2 , . . ., xn paramètres directeurs des tangentes étant 
connus, la détermination de la courbe fera intervenir une fonction P 
arbitraire. Il en résulte que dans un espace d'ordre n la détermina­
tion d'une courbe I2 dépend de (n — 3) fonctions arbitraires. La 
courbe est algébrique si toutes ces fonctions sont algébriques. 

D'autre part, il résulte de l'étude précédente qu'une courbe dou­
blement isotrope ne peut exister que dans un espace d'ordre au moins 
égal à 5. 

La méthode employée au paragraphe précédent conduit facilement 
aux résultats suivants : 

Le ds2 de la développable engendrée par les tangentes à une 
courbe I2 est identiquement nul. Toute courbe tracée sur la dévelop­
pable est I, exception faite pour l'arête de rebroussement. 

Le ds2 de la variété des i-plans osculateurs est un carré parfait. 
Les i-plans osculateurs à la courbe sont des 1-plans I2 . 

Courbes \P (p fois isotropes). — Un point M décrit une courbe 
p fois isotrope lorsque 

Z{-du-) = 0 ' JLv-asr] = 0 ' • •• 
^/dpxty \?/dp+*xty A 

ZàVSSr) = ° ' - l{-duT») *°-
Si l'on désigne par x les par,ainètï:es directeurs de la tangente, ces 
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relations sont équivalentes à 

2"-°. 2(ë)"-
2(£S)"- 2 (S)"*-

En raisonnant comme au paragraphe précédent, on voit que l'on 
déduit d'une courbe \P * située dans un espace d'ordre n—2, une 
courbe \P située dans un espace d'ordre n. 

Il en résulte qu'une courbe I/* dépend de n—p— 1 fonctions arbi­
traires et ne peut exister que dans un espace d'ordre au moins égal 
à (2/7 - M ) . 

La développable engendrée par les tangentes. Les variétés formées 
par l'ensemble des points situés dans le i-plan osculateur, dans 
le 2-plan osculateur, etc., dans le (p — 2)-plan osculateur, ont un 
ds2 nul. 

Le ds2 de la variété formée par l'ensemble des points du (/>:— i)~ 
plan osculateur est un carré parfait. 

Toute courbe tracée sur la développable engendrée par les tan­
gentes d'une courbe 1^ est I^-*, exception faite pour l'arête de 
rebroussement. 

Toute courbe tracée dans le i-plan osculateur d'une courbe 1^ est 
\P~2, etc. 

Les (p — i)-plans osculateurs d'une courbe \P sont 1P. 

Détermination géométrique des courtes isotropes. — On peut 
former, en partant d'une courbe ordinaire, toutes les courbes iso- ' 
tropes. /t, 

Soit C une courbe ordinaire. La développée correspondant à une 
normale isotrope est I. Le i-plan formé par deux normales iso­
tropes rectangulaires qui engendrent une déxeloppable esi p e t e s t 

par suite le î-plan osculateur d'une courbe I2, etc* 
Il est encore possible de rattacher la théorie des courbes isotropes 

à celle des courbes applicables. 
Si une courbe C(XM . . ., X„) est applicable au pième ordre sur 

une courbe T(YM . . ., Ï , H ) , le point de coordonnées 

X j , •••> X / Î ; * Y1, • ••» 1 * m 

décrit, dans un espace d'ordre m-\-n, une courbe p fois isotrope. 
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Courbes singulières. — Si une courbe située dans un espace 
d'ordre n est la projection d'une courbe située dans un espace 
d'ordre (n H- q — i) possédant une propriété H, on dit que cette 
courbe est qH. 

Une courbe p\p dans un espace d'ordre n sera la projection d'une 
courbe lp d'un espace d'ordre (n-\-p — i). 

Une courbe ordinaire est toujours 

al, 3t, . . . ; 31% M\ . . . ; 4I3, 51», . . . , 
( />-M)I/ , , (p~hl)lp, . . . . 

Nous sommes amenés ainsi à envisager les courbes singulières 

2P-, 

2l«, 31*, 

" D • • • ï • • • » 

iiPy 3L", . . . , p\P. 

Applications. Réseaux de translation applicables. — Considérons 
deux courbes isotropes C, T de l'espace ordinaire, décrites par les 
points 

(M) Xt( iO, X 2 ( M ) , X 3 ( « ) ; 

( N ) Y , ( P ) , Y 2 ( P ) , Y 3 ( P ) . 

oo -, * 

Les six fonctions X, Y considérées satisfont aux relations 

du ài> ~ °' 
rfXJ + dH^iOt i + d\\ -t- dY| -+- ÛTX"! = o. 

Effectuons maintenant sur ces six fonctions une substitution 
orthogonale à coefficients constants. On obtient ainsi six fonctions 
nouvelles Z,, Z2, . . , , ZG et l'on a 

= o, 
du dv 

i=6 

2<*Z? = o. 
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Il en résulte que les points 

!

Ti = Zb ( Ui= iZh 

T 2 =Z 2 , Q J U , = »Z1| 

T 3 = Z3, ( U 3 = i7i6% 

décrivent deux réseaux de translation applicables. 
Tous les réseaux de translation applicables peuvent être obtenus 

par cette méthode. 

Réseaux applicables formés d'une série de courbes planes. — Con­
sidérons deux courbes trois fois isotropes 

C [ X 1 ( M s . . . , X 7 ( « ) ] , C'[X',W X,'W] 

et désignons par Y/, Y,- les expressions 

(* = !, % . . . . 7), 

v v dxi 
Y, = X , - 4 - / ^ + / 7 , -

Y
1 Yf 1 ~r rJ 1 J d&i i = Xi-±-p]xi-hp>2'— 

où /? , , /?2, p\i p'i sont des fonctions arbitraires dé u et de v-. 
On a 

ZrfY2=o, 2rfY-2 = o. 

Si l'on effectue sur les quantités une substitution orthogonale à coef­
ficients constants, on obtient de nouvelles fonctions Z qui vérifient la 
relation 

S dZf = o. 

Déterminons les fonctions p{> p\, p2, p2 par les relations 

Z 7 - i - « Z 8 = o , Z 9 + Ï Z | 0 = n, Z j i + t 'Zj jf= oy Z13 -+- «Z ! 4== o. 

La relation précédente s'écrit alors 

dZ\ H- dZ\ -+- dZ\ -4- tfZ* + dZ\ -+- rfZ| = o. 
Les points 

M(Zi, Z2, Z,), NfiZt l I Z „ iZe) 

décrivent des surfaces applicables, rapportées à leur réseau conjugué 

commun. 
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Si la substitution orthogonale est telle que l'on puisse prendre 

Zi = Yf, Z 2 = Y 2 , Z 3 = Y 3 , 

ï Z 4 = Y ^ , Ï Z 5 = Y 2 J iZe=Y'3 , 

le point M décrit, lorsque u est fixe, une courbe plane. 11 en est de 
même du point N lorsque v est fixe. 

Ce raisonnement est équivalent au raisonnement géométrique sui­
vant : 

Le point P4 commun aux i-plans osculateurs à deux courbes CM 

C, situées dans un espace d'ordre 4, décrit un réseau. 
Soient C2, C'2 deux courbes de l'espace ordinaire applicables au 

troisième ordre sur les courbes Ci, C't. 
L'application fait correspondre à un point P, un point M du 

i-plan osculateur de C2, et un point N du i-plan osculateur de r2. 
Les points M, N décrivent alors deux réseaux applicables, ces 

deux réseaux étant applicables sur le réseau décrit par le point P. 

Systèmes triples orthogonaux. — Considérons trois courbes iso­
tropes de l'espace 

c^x.fa), x2, x3], ciix;(p), x2, x3], cï[Xï(«P)f x
ff
2, xn, 

et désignons par Y/, Y', Y", les expressions 

Y; = X; -H p Xi 

Y{ = X j + y * } ( i < = i , 2 , 3) , 

Y;=x:+/>"*; 

où />, / / , p" sont des fonctions arbitraires de M, V, W. 
On a 

S dYf = />2 U2 du*, S dX? = />'2 V2 dv*, S dX? = />"» W* dw*, 

U, V, W étant des fonctions de w, de v, de w. 
Effectuons sur ces quantités une substitution orthogonale à coeffi­

cients constants. Soient Z les fonctions nouvelles obtenues. On aura 

S dit = /?2 U2 du"- -h /?'* V* dv* -t-/>"2 W 2 d**. 

Si l'on détermine les fonctions /?, p\ p" par les relations 

Z 4 - H - Ï Z 5 = O , Z6-+-iZ7 = o, Z8-+-i'Zo= o, 



LES COURBES DE L'ESPACE A n DIMENSIONS. 3 l 

on obtient 

dZ\ -+- dX\ -+- dZ\ = /?2 U2 rfw2-+-//< V2 dv* + p'*W dw«. 

Le point de coordonnées Z ( , Z2, Z3 décrit un système triple ortho­
gonal ; 

En particulier si l'on prend 

Zi=Yi, Z 2=Y|, Z3=Yj, 
Y2-t-*Y'3 = o, Yi-*-ïYÏ = o, YÏ-4-*'Y3=o. 

on obtient un système triple orthogonal dans lequel les trois séries de 
courbes de Lamé ont des courbes planes. 

On a en effet la relation 

x ' + 2< Z i - X i > + 4 X ' 3 " % ( Z 2 ~ x ' ° ] = ° ' 
qui montre que si u et v sont constants, le point de coordonnées Z4, 
Z2, Z3 décrit une courbe située dans un plan parallèle au troisième 
axe de coordonnées. 

CHAPITRE V. 

INVARIANTS DIFFÉRENTIELS. 

Etant donnée une courbe C située dans un espace d'ordre w, les 
expressions 

*-2". »-2(s)' *--2(£^)' 
restent invariables lorsque l'on effectue sur les quantités X une sub­
stitution orthogonale à coefficients constants. 

Nous nous proposerons tout d'abord, supposant données les 
n fonctions A, de déterminer les fonctions x correspondantes. 

Les fonctions x étant linéairement indépendantes peuvent être 
considérées comme un système de solutions d'une équation différen­
tielle d'ordre /i, 

dnxn n 0 dx D d*x dn~lx 
<»> ^ r= p ^ + P l S- H P , r f^ + - - - + p »- 1 5I^ ' 
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dans laquelle P 0 , P , , . . . , Pw_, sont des fonctions de la variable M. 

Montrons que ces n fonctions P sont déterminées en fonction de A 0 , 

A j , . . . , A w . 

Si l 'on remplace dans l 'équation précédente x successivement par 

# , , . . . , xn et que l 'on ajoute les équations obtenues après mult ipl i ­

cation par des facteurs convenables, on obtient les égalités 

2 *£ï=p.2" -".2 
dx dnx 
du du £="•2' dx 

du 

dx 
du 

fdx 
,du 

Pn-

2 (S)" +-----2 

dn~*x 
*dïï=ï' 

dx dn~*x 
dû du'1-1 ' 

2 d"~lx d'lx _ p V d'l~~*x x> V 1 dx d"~Xx p V1 (d'1 i x \ i 

Tû^d^* ~V{)2dXdu^^VA2dTuin^^ ' 
qui forment un système de n équations linéaires du premier degré 

qui permet tent de calculer P 0 , P i 5 . . . , Pw__i, car le dé te rminant des 

inconnues est le carré du déterminant 

# i 

dxi 
du 

dn~lTi 
dun~l 

qui est différent de zéro. 

On vérifie de plus que , par différentiation des fonctions A, on peut 
calculer tous les coefficients des n équations précédentes; 

Proposons-nous maintenant dé former les s o l u t i o n s ^ de l 'équat ion 

différentielle telles que 

Ao=2^' 
Si Ton pose 

d*-lx dk~xx 

le dé terminant des inconnues s'écrit 

*--2(£f)'-
(l + H / l + l), 

A«_i = 

«11 « 1 2 

«21 « 2 2 

« l / l 

« î / l 

« / i l « n « • • • « n « 

Les coefficients atk de ce déterminant satisfont aux. relat ions sui-
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vantes : 

i daik . . 

- ^ = «H-I .A-H «/,Ar+i si i < n et k < n, 

/7/» 

du 

dann 

du = ^(P0«l7i-h Pl«2« + . . •-+- P«-1«WW). 

Ces formules sont vérifiées quelles que soient les fonctions de u 
choisies. 

Soient maintenant y^ y2, . . . , yn un système de n solutions 
linéairement indépendantes de l'équation différentielle (i) 

Désignons par 0;* l'expression 

*ik = Ldx^dx^~aik> 

on obtient en faisant varier i, k de i à n, — fonctions de M 
' 7 2 

qui satisfont à un système d'équations différentielles, qui se déduit du 
système (2) en remplaçant les fonctions a par les fonctions 9 corres­
pondantes. 

Si les fonctions P0, P|, . . . , P„ sont régulières au voisinage 
de u = o, ce sys'ème admet une solution telle que les expressions 9t* 
prennent des valeurs données pour u = o. Si ces valeurs initiales 
sont toutes nulles, les expressions 6^ sont constamment nulles. 

Désignons par z{, z2, . . ., zn le système de solutions particulières 
de (1) telles que l'on ait pour u = o 

*'(<»='> (du-)0=°> •"' U^=0o=°' 
, x fdz%\ /d»-*s%\ 

*'«» = 0> ( ^ . = '' • • " \-du^T)=°> 

1 > • • • > » 

Tout système de solutions de (1) pourra s'exprimer par les formules 

et Ton aura 

MÉMORIAL DBS SC MATH. — N° 29. 3 
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Dans ces conditions, si l'on a 

QLik~ aw(o), _ 
on obtiendra 

6ï,*(o) = A^X,*-!- \%i Aa£ -fc- - . .-t-X^An£—<***, _.*_ 

La détermination des solutions y telles que les expressions 0/* soient 

constamment nulles reviendra par suite à la recherche d 'un détermi­

nant 
D = || X/t X/2 . . . X,n || 

tel que l 'on ait 
D2 = oV-i, 

où <5„_, représente le déterminant 

8*-i = Il a,! a,2 . . . . *in H . 

On peut d'ailleurs déterminer directement les fonctions y. Il suffit 

de remarquer que l 'on a 

y\ +y\+. • • -+-y?i=22a/w *'***' 

et que la décomposition toujours possible de la forme quadrat ique du 
st cond membre en une somme de n carrés indépendants , fournira 
l 'expression des quantités y en fonction linéaire de z. 

Ces expressions fourniront une solution j \ 

La décomposition précédente étant possible d 'une infinité de 
manières, il sera possible de déterminer une infinité de solutions du 
problème. Nous allons montrer que toutes ces solutions se déduisent 
de l 'une d'elles par une substitution orthogonale à coefficients cons­
t an t s . 

Il est évident que, effectuant une substi tution orthogonale sur un 
système de valeurs x\, . . . , xn solution du problème, on obtient une 
solution nouvelle. 

Nous allons montrer que si la substi tution linéaire effectuée sur les 
quantités x n 'est pas une substitution orthogonale, on ne peut obtenir 
une nouvelle solution. 

Désignons par y les nouvelles expressions obtenues . O n devra 
avoir 

2 , . - 2 - - 2(!)'-2(k, ' d x y 

v (dn~ly\* -v (dn la?V_ 
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Les expressions considérées sont des formes quadratiques en x, -T-> 

—-j—• Elles ne sont pas identiquement nulles et peuvent, par suite, 

être mises sous forme d'une somme de p carrés indépendants p*ln: 
En désignant par Z,, Z^, . . ., Z^ les formes linéaires obtenues, on 

2 - - 2(S)'-°. V> /d»-iZ\* 

2é\-dir) = ' 
Les quantités Z détermineraient une courbe n fois isotrope dans un 
espace d'ordre p ^ / i , ce qui est impossible. 

Invariants absolus. — Un invariant absolu est une expression qui 
ne change pas : 

i° Lorsque l'on effectue sur les quantités x une substitution 
orthogonale à coefficients constants; 

2° Lorsque l'on multiplie les quantités x par un même • facteur X; 
3° Lorque Ton effectue un changement de variable. 

Nous allons montrer comment l'on peut, en partant du détermi­
nant A/i_i, former des invariants absolus. 

Désignons par A^_, le déterminant 

On a 

A 0 - A 0 , A1== 

A0 

a n «12 

a 2 l «22 

«/M «J>2 

A0 -A'0 
2 

A, 

aip 

= A0A1-iA ,
0*, 

4 

A' 1 A " - A . 
2 ° 1 ° * 

Ai_ 1A' 
2 A ' 

i A" A ' A' 

D'une manière générale A^_4 s'exprimera en fonction de Ao, A4, -.., 
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Ap_i et de leurs dérivées. Les déterminants ainsi formés ne changent 
pas dans la première opération indiquée. 

Effectuons la seconde opération. Si l'on désigne par [A^] la valeur 
obtenue pour A^, on voit aisémentque 

[A0] = X2A0, LAi] = X*A1, [A2]=X6A2, . . . , [A„ 1 ] = X2^AA,.1. 

Avec les mêmes notations la troisième opération donne, en dési-
r/u 

gnant par f(u)= -j— ? l'opération qui caractérise le changement de 

variable 
[A0] = A0, [A,] = /»A„ [A,] = /«A2, . . ., [A„_,] = />("-'>A^. 

Pour obtenir des invariants absolus, on formera des combinaisons 
des éléments A de degré zéro en X et y . 

On obtiendra par exemple les invariants absolus 

* • ( * ) • • < ^ 

Si la courbe est ordinaire ces invariants représentent, en désignant 
par a, , a2 les deux premières courbures, le premier a'f, le second a] a\. 
Ils permettent donc de calculer ces courbures. 

Courbes singulières. — Si l'on considère une courbe lp (p fois 
isotrope), on a les relations 

A 0 = A i = A2 = . . . = A /7_1= o (A;, ^ o ) . 

Montrons que dans ces conditions les relations 

A0 = At = A2 = . . . = Aap-i = O ( k t p ^ o ) 

sont vérifiées. 
Supposons en effet que l'on ait A ^ ^ o , q < ip. On peut alors 

déterminer q + i fonctions y^ y2, . . . , yq+i, telles qu'elles vérifient 
les égalités 

2^=°' 2GË)!=o' 2(£^y=°' *=£s™t? = £ 
Cette détermination est impossible. Une courbe k fois isotrope ne 
peut exister dans un espace d'ordre inférieur à ik -\- i . 

Cette propriété résultera aussi de l'étude des premiers éléments du 
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déterminant A , ^ . On voit facilement en effet qu'ils se présentent 
sous la forme suivante : 

+ 4 

Tous les termes du tableau sont nuls, sauf ceux qui se trouvent sur 
la diagonale passant par A^ et qui sont égaux à A^ en valeur absolue. 
On obtient 

bp = -(Ap )^+i . 

Supposons maintenant que l'on se donne 

A0, A,, . . . , A ^ - j ^ o , 
et que l'on ait 

&p= o. 

Tous les éléments de A^ sauf Ap s'expriment en fonction de A f , 
A 2 , . . . , A f - i . On peut écrire 

Ap= kpkp i - t -R^- t = o. 

11 est alors facile de préciser la valeur de A^. 
Déterminons en effet p fonctions y satisfaisant aux relations 

2'-4 ' . 2(È)'-4 

La valeur cherchée sera 

2(£5)"-*~ 

*--2(fe)'. 
car cette valeur annule A ,̂. Il n'y en a pas d'autre. 

Nous supposerons en outre que l'on ait 

^ /dP-"yy 
~Zu \duP+i ) * *-/M-I 

_ V (dP+q~iyy 
Ap+*-i-2j\dup+*-i ) 

»- *2 (££)'• 
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Dans ces conditions les q déterminants A,,, A^+4, . . . , Ap+q_t 

seront nuls. Nous montrerons tout d'abord qu'il en est de même des 
déterminants &P+qi &P+q+i) . . . , A^+o^,. 

En effet supposons que l'un des déterminants de cette suite A,- soit 
différent de zéro. On pourra déterminer r-+-i fonctions s , , z2, . . . , 
zr+t telles que 

2-A.-2* 2(^-2(¾^ 
2 {dP+<r-lzy_ A _ V (dP+<i-iyy 

\duf»-i-i) * *p+9-l-2à\dM+i-i ) ' 
^ /dp-*-vzy_ . ^ idzry A 

2u\duT^) -AP+*> •••' 2d\diP) ~~ r' 

Les quantités z} iy définiraient ainsi dans un espace d'ordre 
' * + / > + • les paramètres des tangentes d'une courbe \P+<* {p-\-q fois 
isotrope). 

On devrait donc avoir 

r + jo + i h f j o + ^ + i, 

ce qui est impossible puisque r est un des nombres de la suite 

p-hç, />-+-«-+-i, . . . , p-h*q — i. 

Nous montrerons enfin que l'on a 

kp+2q 7± O, 

quelles que soient les valeurs de Ap+q+i, . . . , A^+o^. 
Des égalités précédentes on déduit 

V^ «'a# d'ïx x^d*y dPy . « ̂  , 

Soit 
dpy _ R v ^ R d? -u + R ^ " ^ 
duP J du p duP~l 

l'équation différentielle à laquelle satisfont les quantités y. 
On pourra poser 

dPxk dxk dP-ixk , 
~duT = B ° * * + Bl là + - • •-*- B"-J ^ = r + «*• 
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O n d é t e r m i n e aussi n f o n c t i o n s 

Ci? Ç2, . - . , ?/i, 

qu i satisfont a u x re lat ions su ivantes : 

V* d*% d$x _ . 

2 3 ^ S 5 - ° <«+»s' + ' » - * 
2«-- 2(5)"- 2(£S)"-- 2 (S)'** 

- y d*% d$% _ 
2jd*w« du$ ~ 

( a n - p l2gr - 1 ) . 

L e d é t e r m i n a n t A^ + 2 ^ p e u t être c o n s i d é r é c o m m e le carré de l 'un o u 

l 'autre des tableaux rectangula ires 

#1 

dx\ 
du 

dP-lXj 

duP-i 

dP+2<?Xi 

#/» 
dxn 

du 
dP~lxn 

duP-1 

dP+*9xn 

duP-*-*i dui+*<i 

O n voit d o n c q u ' o n p e u t l 'écrire 

#1 

dxx 

du 

dP-* Xj 
duP-i 

Si 
d'itx 
du1? 

bp+1q = 

xn 

dxn 

du 
dP~lxn 

du 

d*9U 
du*9 

A P - , 

O O O . . . O 

O O O . . . O 

O 

O O O . . . O 

O . . . O O 

0 . . . 0 0 

0 . . . 0 0 

Biq 

= A/;_i Biq. 

où B 2 ^ est le d é t e r m i n a n t différent de zéro c o r r e s p o n d a n t à la 

c o u r b e I? déf inie par les n f onc t ions £. 

S i l 'on d é s i g n e par a la quant i té 

^1 /dP+<rx\*_\^ /dP+vyy 
2j\duP+i) " ' 2 a \ d u P + i / _+"a' 
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on voit que 

2 (S)"-
on obtient alors 

B = - ( « ) ^ « . 

Étude de la suite A0, A,, . . . , A„_4. — La discussion précédente 
montre que la suite de déterminants considérée ne peut présenter 
qu 'un nombre pair de déterminants nuls. 

Il y aura donc à envisager le cas où ces déterminants nuls for­
meront une ou plusieurs suites. 

Dans le cas d'une suite unique, on voit que les courbes correspon­
dant à 

A0, A1? . . . , A^-! ̂  o; Â  = o, bp+i = o, . . . ; 
V+-20-1 = °T A^_H27 ^ o 

sont des courbes (p -f-i) I/'+fl. 
Les singularités qui existent dans les espaces d 'ordre 4> 5, 6 sont 

les suivantes : 

Espace d'ordre 4-

A0. A r A2. A3T£O. 

o o courbe I 
o o . » 2I2 

Espace d'ordre 5. 

A,. A,. A2. A3. A 4T£O. 

o o courbe I 
o o . » 318 

o o o o courbe I2 

o o » 2I2 

Espace d"1 ordre 6. 

A0. Ar A2. A3. A4. A 6 ^ o . 

o o courbe I 

» 41* 

courbe I* 
» 2 I 8 

0 0 0 0 . 

0 0 0 0 

0 0 . . 

o o 
courbe 2I2 }. 

» 31« i 
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Une courbe peut présenter plusieurs espèces de singularités dans 
le cas où plusieurs suites de déterminants seraient nulles. 

Nous remarquerons seulement que le cas de deux suites nulles ne 
peut se produire que dans un espace d'ordre supérieur ou égal à 6. 
Le tableau précédent indique que l'on peut en effet avoir une 
courbe I, \V. 

Enfin on peut interpréter le déterminant Ap_, comme le discrimi­
nant de la forme quadratique qui caractérise le ds2 de l'ensemble des 
points du [p — i)-plan osculateur. Le (p — i)-plan d u n e courbe sera 
ordinaire ou singulier suivant que l'on aura A^_, ^ o o u A^_, = o. 

Une transformation par orthogonalilé des éléments qui fait corres­
pondre à une courbe C une courbe c, fait correspondre dans un 
espace d'ordre n au (p — i)-plan osculateur C le (n — p — i)-plan 
osculateur de c. Les éléments correspondants sont ordinaires ou sin­
guliers en même temps. 

Il en résulte qu'à une courbe (p-h i )I^+^ dans l'espace d'ordre n, 
la loi d'orthogonalité fera correspondre une courbe 

(n—p— iq) {n-ip+q+D, 

Le tableau précédent a groupé les variétés de courbes qui sont 
orthogonales. Les autres variétés se correspondent à elles-mêmes 
dans la transformation. 

CHAPITRE VI. 

FAMILLES DE CERCLES. 

Considérons dans un plan un cercle (C) dont le centre a pour 
coordonnées « , , a2 et dont le rayon est R. Nous lui ferons corres­
pondre un système de quatre nombres, appelés coordonnées du cercle, 
définis par les relations 

x1=lal, Xz-\- ix±= X(a'f-ha§— R2), 
^ 2 = X a a , x3—*#4 = — X, 

où X est un coefficient de proportionnalité. 

On déduit de là que 

x\ -+• xi -+- x\ H- x'i = X2 R2. 



4 * C. GUICHARD . 

Si R _ ° on a 

L'équation du cercle C peut s'écrire 

(x3— Î # 4 ) ( X Ï + X3 ) H- 2#iX -H 2x,X2-—(x3-{- ixk) = o. 

Si x3 — ixk = o, le cercle se réduit à une droite. 
Supposons 2 # 2 ^ o , nous pourrons choisir le facteur X de telle 

manière que 

2----
Choisissons 

>-r 
On aura 

a± __ a 2 __ « ï -+- «?> — R2 

# i = - p r * # 2 = -pr) xz+ixi>= ~ , a?3—îâ?4 = — ç * 

Inversement.à un système de quatre nombres xt, x2, # 3 , xk liés 
par la relation 

2*2='-
on pourra faire correspondre un cercle défini par les relations 

r» l #1 #2 
R = r— » « i = ^ - » a2= — # 3 — IX± X%— IXit Xz— IX\ 

si l'on suppose 
x3 — ixK^£ o. 

Dans le cas où l'on aurait x$ — ixk = o, on pourrait prendre 

a7! = cos0, a?2=sinô; 

on obtiendra alors la droite d'équation 

2 cosOXt-h 2 sin0 Y4 — ( # 3 + «#4) = o. 

Il est possible, d'après ce qui précède, de donner à X deux valeurs 

opposées =h — • Les valeurs correspondantes de a?4, x2, #3 , xh seront 

opposées. On est amené ainsi à donner une valeur algébrique au 
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rayon d'un cercle, et nous pourrons faire correspondre, suivant le 
signe choisi, un sens de déplacement déterminé sur le cercle. 

En résumé, à quatre nombres x tels que 2 # 2 ^ o nous faisons cor­
respondre un cercle orienté si 

# 3 — *#4 ?*• o ; 
une droite ordinaire si 

x3 — i xk = o. 

Si l'on a 2a?2 = o, on voit que l'on fait correspondre un cercle point 
si 

# 3 — 1 * # 4 ^ 0 ; 

une droite isotrope si 
X3— 1X4= o . 

Interprétation géométrique. — L'angle de deux cercles orientés 
sera défini comme l'angle des tangentes orientées dans le sens du 
déplacement 

d* = R2 -h R'2 — 2 RR' cos V. 

On voit facilement que l'on a 

cos V = xiyi -+- x2y2 -h xAy3 -h #4.74, 

en désignant par x, y les coordonnées des deux cercles, choisies de 
telle manière que l'on ait 

Aux systèmes de nombres 

( 1 0 0 o), (o 1 0 0 ) , ( 0 0 1 o), ( 0 0 0 1) 

correspondent le deuxième et le premier axe de coordonnées et, les 
cercles d'équations 

x\ 4- x\ —1 = 0, 

# ï "+" #a "+"I = °» 

qui forment un système de droites et de cercles deux à deux ortho­

gonaux A<, A2 , A 3 , A 4 . 
Si A désigne le cercle de coordonnées xt, x2) # 3 , xk, on a 

^1 = cos(A, A,), #.2=cos(A, A2), x3= cos(A, A,), xk = cos(A, A4). 

D'une façon plus générale, on peut faire correspondre à un sys-
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tème de quatre cercles deux à deux orthogonaux B<, B2, B3, B4 une 
substitution orthogonale et inversement, on peut alors prendre comme 
coordonnées d'un cercle X les quantités 

cos(X, Bi), cos(X, B2), cos(X, H3), cos(X, B4). 

On vérifie qu'une substitution orthogonale fait correspondre les 
coordonnée* d'un même cercle relativement à deux systèmes dif­
férents. 

La transformation revient, au point de vue géométrique, à la com­
binaison d'une inversion et d'un déplacement. 

Interprétation dans un espace à quatre dimensions. — Considérons 
dans un espace à quatre dimensions la direction d'une droite D pas­
sant par l'origine de paramètres directeurs # , , x2, #3, xk. A celte 
droite nous pourrons faire correspondre un cercle du plan. Inverse­
ment à un cercle du plan correspondra une droite orientée. Changer 
le signe du rayon du cercle revient à changer le sens de la droite D. 

Si D est une droite ordinaire on a un cercle réel ou imaginaire, ou 
une droite ordinaire. Si D est une droite isotrope on a un cercle 
point ou une droite isotrope. 

L'angle de deux cercles C,, C2 est égal à l'angle des deux droites D,, 
D2 qui leur correspondent. 

Aux cercles d'un faisceau correspondent les droites d'un i-plan. 
Si le i-plan est ordinaire il existe dans le faisceau deux cercles de 
rayon nul correspondant aux droites isotropes. 

Si le i-plan est 2I2 , il existe une seule droite isotrope; toutes 
les droites du i-plan lui sont perpendiculaires. Le faisceau est alors 
formé de cercles tangents. 

Si le i-plan est I2 tous les cercles sont des cercles points, toutes 
les droites du i-plan étant isotropes. Ces cercles auront leurs centres 
sur une droite isotrope. 

Deux faisceaux de cercles orthogonaux correspondront à deux 
1-plans orthogonaux. 

Aux droites d'un 2-plan correspondront de même les cercles d'un 
réseau. Comme il existe une droite A perpendiculaire à toutes les 
droites d'un 2-plan, deux cas seront à envisager : 

Si la droite A est ordinaire, le réseau est formé par l'ensemble des 
cercles orthogonaux à un cercle fixe. 
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Si la droite A est isotrope, on a l 'ensemble des cercles passant par 
un point . 

Famille de cercles. — A quatre fonctions x d 'une variable u nous 
pouvons faire correspondre une famille de cercles (C) du plan. Il 
sera commode dans la suite de considérer ces fonctions comme les 
paramètres directeurs des tangentes à une courbe (T). 

Soit M un point de T, C le cercle de centre w qui correspond à la 

tangente JN1T. Au i-plan osculateur en M correspond un fais­

ceau de cercle que l'on peut définir à l 'aide des cercles de coordon­

nées x, -j-> Les points communs au cercle de ce faisceau seront les 

points II' où le cercle C touche son enveloppe. La droite II' est per­
pendiculaire à la tangente co£ à la courbe décrite par le centre o>. 

De même au 2-plan osculateur en M correspond un réseau 

de cercle qui se définit à l'aide des cercles x. -7-1 - r -v Soient t les 
* ' du du2 ^ 

coordonnées du cercle orthogonal à tous les cercles du réseau. O n a 

S V^ ,. dx v^ „ d1 x 

La courbe Y\ dont les paramètres directeurs des tangentes sont les 
quantités £, correspond à T par or thogonali té . Le cercle Ci défini par 
les valeurs \ a pour centre le point H de contact de II ' avec son 
enveloppe. 

La correspondance entre T et Tt étant réc iproque, la corde de con­
tact du cercle Ci avec son enveloppe est la tangente à la courbe, lieu 
du centre du cercle C. 

Dans un espace d 'ordre \ existent des courbes O, I, 2 I 2 . Il y 
aura donc trois espèces de familles de cercles que nous appellerons 
familles de cercles O, I, 2 I 2 . 

Nous indiquerons les propriétés spéciales des familles correspon­
dant aux courbes singulières. 

A une courbe isotrope T correspond une famille de cercles de 
points w décrivant une courbe. La droite II ' est la normale à la 
courbe. Le point H est le centre de courbure en w. 

Les cercles de centre H et de rayon Hw forment la famille de 
«ercles osculateurs à la courbe considérée. Ces familles de cercle cor­
respondent à une courbe F, orthogonale à la courbe T. La courbe I \ 
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esjt 2 I 2 . Il résulte donc de là qu'à une courbe 2 l a située correspond 
la famille de cercles osculateurs à une courbe plane. 

Cercles dérivés et cercles primitifs. — Soit ( C ) la famille de 

cercles correspondant aux tangentes à une courbe T. Si l 'on consi­

dère la développable dont la courbe T est l 'arête de rebroussement , à 

toute courbe T, tracée sur celte développable correspond une famille 

de cercles ( d ) appelée famille dérivée de ( C ) . 

Inversement la famille de cercles (C) est une famille de cercles 

primitifs de la famille ( C i ) . Elle correspond à une développable 

assemblée à la courbe T. 

Des propriétés générales des courbes résultent immédiatement les 

propriétés suivantes : 

Deux familles de cercles ( C ) , ( C ) , primitives d 'une même famille 

de cercles ( C , ) , sont dérivées d 'une même famille de cercles (C , ) et 

inversement. 

11 est facile de préciser les relations géométriques qui lient les 

familles de cercles ( C ) et ( C ) . 

La tangente à une courbe tracée sur une développable étant située 

dans le i -p lan osculateur, un cercle C, fait partie du faisceau corres­

pondant au i -p lan osculateur en M, à la courbe qui définit la famille 

de cercles ( C ) . 11 en résulte donc qu 'un cercle Ci passe par les 

points de contact IF d 'un cercle C avec son enveloppe, que la corde 

de contact KK/ d'un cercle Ci avec son enveloppe passe par le point 

de contact II de IF avec son enveloppe. 

Inversement, connaissant une famille de cercles C<, on peut définir 

géométriquement une famille de cercles C. 

Analyt iquement cette étude peut être faite de la manière suivante : 

Considérons le cône directeur engendré par les tangentes à la courbe T. 

Une génératrice de ce cône a pour paramètres les quanti tés x. A toute 

famille de cercles dérivés on pourra faire correspondre une fonc­

tion TÏ(U) telle que la tangente à la courbe décrite par le point de 

coordonnées - définisse cette famille de cercles. 
7T 

Supposons que la courbe T soit ordinaire . Les déterminants A0, A,,, 

A2, A3 seront tels que 
A0 At A2 A3 je o . 

Si la fonction n est quelconque, la famille de cercles dérivés 'corres­

pondante C, sera une famille ordinaire . 
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Comme A, ^ o, il sera possible de déterminer deux fonctions 6t (u)y 

02(u) telles que l'on ait 

e? + e2=2#2, 
/«M2 /^\2__v /ffîV 
\du) ~*~\du I ~~2u\du) ' 

Si l'on prend pour -K l'une des fonctions 6t±iQ2, on obtient une 
famille I de cercles. Il est facile de vérifier que la tangente à la courbe 

décrite par le point de coordonnées - est isotrope. 

Enfin comme A2 ^6. o, il est possible de déterminer trois fonctions BK, 
02, 03 telles que l'on ait 

" #2 , 2 •' -2' 
2(£)!-2 0". 
2a \ «V/ ~2u \du* ) 

A une combinaison isotrope des fonctions #,, #2, 03 correspondra une 
famille de cercles dérivés 2I2. Ces cercles seront les cercles oscula­
teurs d'une courbe. Il en existe une simple infinité. 

En résumé, parmi les cercles dérivés d'une famille de cercles ordi­
naires, il existe : 

a. Deux familles de cercles I ; 
b. Une infinité simple de familles de cercles osculateurs à une 

courbe 2I 2 ; 
c. Toutes les autres familles de cercles sont ordinaires. 

La loi d'orthogonalité montre que si deux courbes sont orthogo­
nales, toute courbe tracée sur la développable engendrée par les tan­
gentes à l'une, est orthogonale à toute développable assemblée à 
l'autre. 

Il en résulte que parmi les familles de cercles primitives d'une 
famille de cercles ordinaires existent : 

a\ Deux familles de cercles 212 ; 
b. Une infinité simple de familles de cercles I; 
c. Toutes les autres familles de cercles sont ordinaires. 
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O n étudierait par la même méthode les cercles dérivés ou primitifs 
des familles I, 2I 2 . 

Courbes anallagmatiques. — On appelle ainsi lesr courbes enve­

loppes de familles de cercles or thogonaux à un cercle fixe. 

Il est toujours possible de supposer que ce cercle a pour coordon­

nées o, o, o, 1, les cercles o r thogonaux correspondant aux fonc­

tions xt(ii), x2(u), x-i(u), o. Les courbes T correspondantes seront 

des courbes de l 'espace ordinaire . 

Soient a , , a2 , a ;,; (3,, (32, (33; y,, y2, / 3 les cosinus directeurs des 

axes du trièdre de Serret attaché à la courbe. Aux nombres y l ? y2, 

y3, ± i correspondent deux cercles points or thogonaux à tous les 

cercles du faisceau correspondant au i -p lan osculateur à la c o u r b e r . 

Ces quatre nombres définissent les coordonnées des points où le 

cercle G correspondant de la famille touche son enveloppe. 

Supposons en particulier que le cône directeur de la courbe T soit 

du second o rd re . O n aura 

a2 a2, a 2 
Ai A 2 A 3 

et par suite 
A 1 Y 2 -hA 2 T?+A 3 T

2 = o. 

Les coordonnées des points caractéristiques vérifieront donc les 

relations 
X 2 - t - X 2 + X 2 + X2 = o, 

A1X2-+-A2X2 + A3X2 = o, 

qui définissent l 'enveloppe. 

Si l 'on remarque que ces relations sont équivalentes aux relations 

x2-+-Xr; + x 2 - h X 2 - o , 

( A 1 - A 3 ) X 2 + (A 2 -A 3 )X 2 -+-A 3 X 2 =:o , 

obtenues en él iminant X 3 , on en déduit immédiatement que la courbe 

anallagmatique correspondante peut être engendrée de quatre manières 

différentes. 
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CHAPITRE VII. 

FAMILLES DE SPHÈRES. 

A une sphère S dont le centre a pour coordonnées au a2, a3 et 
pour rayon R, nous ferons correspondie un système de cinq nombres 
appelés coordonnées, définis par les relations 

xx = Xal5 

x2 = \a2, 
x3= Xa3j 

#4H- ï#5= X(a2-h a |H-a |— R2), 
#4— ix6 = — X, 

X étant un coefficient de proportionnalité. 
On a 

et par suite 

2 # * ? = A*R2
? 

y x- 9 
Jmmà = 0 

suivant que R _ • 

L'équation de la sphère S s'écrit 

yxK—ixh){X\ -+- Xj-h XJ)H- -iXiXi -+- ix2X2-h '2xzXz—(xk-hîx6) = 0. 

Si #4 — ix<6 = o, la sphère se réduit à un plan. 

Dans le cas où V # 2 ^ o , on peut prendre 

en choisissant pour le facteur X l'une ou l'autre des quantités zh ^-

On peut donner une valeur algébrique au rayon R. 

L'angle de deux sphères définies par les coordonnées x, y sera 
exprimé par l'angle des rayons orientés dans le sens positif. On 
obtient facilement 

i=5 

COSP =2jXtyh 

i=.i 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 29. 4 
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en supposant 

Les coordonnées s'interprètent comme les cosinus des angles de la 
sphère S considérée avec un système de cinq plans ou sphères deux à 
deux orthogonaux. 

Comme pour les cercles, une substitution orthogonale fait corres­
pondre les coordonnées d'une sphère relativement à deux systèmes 
différents. Elle revient à la combinaison d'un déplacement et d'une 
inversion. 

Interprétation dans un espace à cinq dimensions. — A une sphère S 
nous pouvons faire correspondre une direction de droite D passant 
par l'origine de paramètres directeurs .r,, x2y x3,x^xr^. Inversement 
à une direction de droite D correspondra une sphère orientée. 

Si D est une droite ordinaire on aura une sphère réelle imaginaire, 
ou un plan ordinaire. Si D est isotrope, une sphère point ou un plan 
isotrope. 

A un faisceau de sphères correspondront les droites d'un î-plan 
et inversement. 

Si le i-plan est O il existe deux sphères points parmi les sphères 
du faisceau. Si le i-plan est 2I2 le faisceau est composé des sphères 
tangentes. Enfin si le i-plan est I2 le faisceau est composé de 
sphères points ayant leurs centres sur une droite isotrope. 

La loi d'orlhogonalité fait correspondre dans un espace à cinq 
dimensions un i-planà un 2-plan. 

A un faisceau de sphères correspondra un réseau. Il existe trois 
sortes de réseaux correspondant aux 2-plans o — 3 1 3 — 2I3 . 

Familles de sphères. — Les quantités x supposées fonction d'une 
variable u définissent une famille de sphères (S). Si l'on interprète 
les quantités x comme paramètres directeurs des tangentes d'une 
courbe (T), on est conduit aux résultats suivants : 

Soit M un point de T, S la sphère correspondant à la tangente MT. 
Au î-plan osculateur en M correspond un faisceau de sphères qui 

définit le cercle caractéristique C de S. 
Au 2-plan oscillateur en M correspond de même un réseau de 
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sphères. Les points I, F communs à toutes les sphères de ce réseau 
sont les points de contact du cercle C avec son enveloppe. 

Enfin les quantités £ définies par les relations 

2^=°> 2 Ç ^ = °> 2 ? ^ = °' 2Ç^=°-
définissent une famille de sphères (S , ) . La sphère S correspondant 
à M a son centre au point H de contact de I, F avec son enveloppe. 

On peut ajouter que ces quantités sont les paramètres directeurs 
des tangentes à une courbe T, qui correspond à T. par orthogonalité. 
La correspondance est réciproque entre ces deux courbes. 

Il y aura à considérer cinq espèces de familles de sphères corres­
pondant aux courbes O, 1, 3l3 , 2I2 , I2. 

Aux courbes isotropes correspondent des sphères points dont le 
centre décrit une courbe. En raisonnant comme pour les familles de 
cercles, on voit que les sphères correspondant à une courbe 3I3 sont 
les sphères osculatrices à une courbe. 

Les sphères correspondant à une courbe 2I2 sont telles 
cercles caractéristiques soient des cercles points qui déc 
développées de la courbe lieu du centre des sphères. 

Enfin à une courbe I2 correspondent des sphères-poin| 
centre décrit une courbe isotrope. 

Ces deux dernières familles de sphères se transforment 
gonalité en des familles analogues. 

Sphères dérivées et primitives. — Soit (S) la famille de sphères 
correspondant aux tangentes à une courbe T. A toute courbe T, 
tracée sur la développable engendrée par ces droites, correspond une 
famille de sphères (S,) dérivée de la famille (S). 

Inversement la famille de sphères (S) est une famille primitive de 
la famille de sphères (Si ) . 

Les propriétés générales ont été indiquées pour les familles de 
cercles. Signalons que le centre d'une sphère S, se trouve sur la tan­
gente au centre de la sphère S, à la courbe décrite par les centres 
des sphères de la famille, que le cercle caractéristique de S t passe 
par les points I, F, que la droite caractéristique du plan de ce cercle 
passe par H. 

L'élude des familles dérivées se traiterait comme dans le cas des 
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familles de cercles. Nous nous contenterons d'indiquer les résultats. 
Parmi les familles de sphères dérivées d'une famille de sphères 

ordinaires O, existent deux familles de sphères I, une infinité simple 
de familles de sphères 2I2, une double infinité de familles de sphères 
osculatrices à une courbe 3I 3 ; toutes les autres familles sont ordi­
naires. 

Une transformation par orthogonalité permettra de déterminer les 
familles de sphères primitives d'une famille de sphères ordinaires. 
Deux de ces familles sont 31*, une simple infinité 2I2, une double 
infinité I, les autres familles étant ordinaires. 

Nous indiquerons les propriétés des familles de sphères primitives 
qui sont I. Elles correspondent aux dèveloppables isotropes assem­
blées à la courbe T. Ces dèveloppables sont engendrées par les nor­
males isotropes de cette courbe. Il en résulte que les centres de ces 
sphères décrivent des trajectoires, orthogonales de la famille de 
sphères considérée. 

On déduit immédiatement les propriétés suivantes : 
Etant donnée une sphère C de la famille, les axes des cercles oscu­

lateurs aux différentes trajectoires orthogonales en leurs points de 
rencontre avec C, se trouvent dans un plan qui est le plan du cercle 
caractéristique correspondant à cette sphère. 

Les centres des sphères osculatrices aux mêmes points se trouvent 
sur la droite caractéristique du plan précédent. 

Application. — Nous appliquerons les méthodes précédentes à la 
recherche des courbes dont les sphères osculatrices coupent une 
sphère ï\xe sous un angle constant. Soient (o, 0, 0 , 0 , 1) les coor­
données de la sphère fixe^ (xi, x>2, #3, #4, x5) les coordonnées de la 
sphère osculatrice. Nous supposerons que l'on a 

Si co désigne la valeur constante de l'angle, on aura 

x$ = COS 10, 

et l'on pourra prendre pour coordonnées de la sphère osculatrice les 
quantités 

yx sinw, ^2sinw, ^sinto, ^sinio, cosw, 
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en supposant 
V o 
7 y2 = i. 

Dans ces conditions les quantités y sont les cosinus directeurs des 
tangentes d'une courbe dans un espace d'ordre 4, et si l'on introduit 
les cosinus directeurs des arêtes du 4-èdre de Serret attaché à la 
courbe, on a 

dy dz d% , dv\ . ,. 
di = z' d-u

=-r + a^ d-u=-az + br» d-u=-b*-

Nous exprimerons maintenant que la famille de sphères considé­
rées est 3I 3 . Il faut pour cela qu'il soit possible de déterminer deux 
fonctions #i(w), 92(u) telles qu'elles yérifient les relations 

cos*u> H- sin2o>^y y 2 = i = ôf -1-8}, 

sin^wVy"2 = e^-f- ey. 

En tenant compte des relations indiquées, on obtient 

e 2 + e ^ = i , 
6 ^ + 6 ^ = si n*w, 
e';2-f-e'2

2 = sin2w(i-+-a2). 

La première relation conduit à poser 

6!= cos?, 8 2= sin2?. 

La deuxième donne 

(S) '—-
On peut prendre 

? = u sino). 

La dernière relation donnera 

a1 — — cos2w, 

a est constant et égal à db t cos eu. 
Pour déterminer les sphères, on est ainsi amené à prendre pour b 
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une fonction arbitraire et à déterminer le 4-èdre de Serret considéré 
connaissant les courbures. 

Dans le cas où la sphère osculatrice est tangente à une sphère fixe, 
on doit avoir 

yï + yl+yî+yl = o. 

Les égalités considérées sont remplacées parles égalités suivantes: 

yï +yl + . r ï +y'î =« ï +63—1 = 0, 
y'r+y'? f y'? + y',2 = e ? + ey, 
y?+y**+y?-+-y?=w+v*> 

Prenons 03 = t, on peut écrire 
i = \ 

^ r ? = 6 5 + 6 2 + 6 1 = 0 , 
/ = 1 

1 = 4 

1 = 4 

2 ^ = 6^+6^+6^. 
J = i 

Supposons déterminée une courbe isotrope dans un espace 
d'ordre 4, soient 

A0 = o, A! = o, A2 ^ o, A3 ^ o 

les déterminants qui lui correspondent. On pourra, puisque A 2 ^ o , 
déterminer les quantités 9. Le calcul peut être fait en posant 

G1=pcoscp, 8 2 =ps in9 , 6 s = i p ; 

deux relations différentielles détermineront p et cp. 
Une solution étant définie on pourra en définir une double infinité 

d'autres en effectuant sur les quantités 9, 9', 9\ une substitution 
orthogonale. 

Les fonctions yh, y2, y^ y*, i9 définiront les coordonnées d'une 
des sphères osculatrices demandées. 

On peut remarquer en outre que les quantités y^y^y^y*, Osont 
les coordonnées d'une sphère-point qui fait partie du faisceau déter­
miné par la sphère osculatrice et la sphère fixe considérées. Elles 
définissent donc le point de contact de ces sphères. 
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Comme la courbe isotrope peut être choisie arbitrairement, il en 
résulte que la courbe de contact de la sphère osculatrice et de la 
sphère fixe peut être choisie de façon arbitraire. 

CHAPITRE VIII. 

SYSTÈMES DE COMPLEXES. 

Une droite peut être déterminée par six nombres X, , X2, X3 , LM 

L2, L3 appelés coordonnées pluckériennes, ces nombres étant liés 
par la relation 

L l X 1 +L a X,-h L 3 X 3 =o. 

On définit les coordonnées symétriques de Klein en posant 

X i = Xx -*- ix2t X2 = # 3 - h z\z?4, X 3 = x$ -+- ix§, 

Lj = Xy — i x%j L2 = x$ — i J?4, L2 = x$ — 1 x$ ; 

les quantités x nouvelles sont liées par la relation 

2 *? = °-

Deux droites définies par les quantités #, y se rencontrent si l'on a 
i = fi 

^xtyt = o. 

/ = 1 

Les droites définies par les coordonnées 

À3T/-+- \t-yi 

passent par le point de concours des droites précédentes et forment 
une gerbe. 

Un complexe linéaire est défini par l'ensemble des droites dont les 
coordonnées vérifient une relation de la forme 

^atXi=o, 

les quantités aL étant des constantes. 

S i r o n a V a ^ o on a un complexe général; si au contraire 

file:///t-yi


56 C. GUICHARD. 

\ a) = o, on a un complexe spécial formé par l'ensemble des droites 

qui rencontrent une droite fixe. 

On pourra faire correspondre à un complexe linéaire une direction 
de droites définies par les six paramètres a dans un espace d'ordre 6. 
Si le complexe est général la droite est ordinaire, si le complexe est 
spécial la droite est isotrope. 

Aux droites du complexe correspondent les directions isotropes du 
5-èdre orthogonal à la direction considérée. 

Congruence linéaire. — L'ensemble des droites qui appartiennent 
aux complexes correspondant aux directions A, B définies par les 
douze quantités a, b, forment une congruence linéaire. 

Une droite quelconque de l'ensemble appartient à tous les com­
plexes correspondant aux valeurs a-\-\b qui définissent les direc­
tions d'un i-plan passant par l'origine. 

Les complexes ainsi définis forment un faisceau linéaire. Les com­
plexes spéciaux du faisceau correspondent aux directions isotropes 
du i-plan. Les droites de la congruence aux directions isotropes 
du 3-plan orthogonal. 

Différents cas sont à envisager : 

I. Le i-plan est ordinaire, il contient deux directions isotropes 
qui définissent deux complexes singuliers du faisceau. Les droites 
de la congruence correspondent aux directions isotropes du 3-plan 
orthogonal qui est ordinaire. Elles rencontrent deux droites fixes, 
axes des complexes singuliers. 

II. Le i-plan est 2I 2 , il contient alors une seule direction iso­
trope, les droites ordinaires du plan ayant une direction perpen­
diculaire. Il existe donc un seul complexe spécial dans le faisceau. 
L'axe central d'un complexe rencontre alors Taxe du complexe singu­
lier. Les droites de la congruence rencontrent elles aussi cet axe. 
Celles qui passent par un de ses points A sont dans un plan P. 11 y a 
correspondance homographique entre A et P. 

III. Le i-plan est I2. Tous les complexes du faisceau sont sin­
guliers. Les axes de ces complexes forment une gerbe de droites. 
Les droites de la congruence comprennent d'une part l'ensemble des 



LES COURBES DE L'ESPACE A n DIMENSIONS. ^ 

droites situées dans le plan de la'gerbe, d'autre part l'ensemble des 
droites passant par le sommet de la gerbe. 

Réseau de complexes. — Etant donnés trois complexes A, B, C 
définis par les directions de paramètres a, b, c, ces trois complexes 
n'appartenant pas à un même faisceau, les complexes correspondant 
aux directions \a -\- \kb-\-vc forment un réseau. A un réseau de 
complexes correspond l'ensemble des directions d'un 2-plan. 

Aux axes des complexes singuliers du réseau correspondent les 
droites isotropes du 2-plan. Aux droites appartenant à tous les 
complexes du réseau correspondent les droites isotropes du 2-plan 
orthogonal. 

Quand le 2-plan est ordinaire, les axes des complexes singuliers 
et les droites appartenant à tous les complexes forment deux séries 
simplement infinies de droites. Toute droite de l'une des séries 
rencontrant toute droite de l'autre série, les deux systèmes de droites 
sont les deux systèmes de génératrices d'une quadrique. 

Lorsque le 2-plan est 31 3 les directions isotropes se partagent 
en deux séries correspondant à deux i-plan I2. Les axes des 
complexes spéciaux forment alors deux gerbes de droites. Ces deux 
gerbes ayant une droite commune, les droites communes aux com­
plexes du réseau forment deux autres gerbes qui se déduisent des 
premières en échangeant les sommets ou les plans. 

A un 2-plan 2I 3 correspond un réseau de complexes pour lesquels 
les axes des complexes singuliers et les droites appartenant à tous les 
complexes forment une même gerbe. 

Enfin les directions d'un 2-plan I3 étant toutes isotropes, tous 
les complexes du réseau sont singuliers; leurs axes se rencontrant* 
deux à deux sont situés dans un même plan où passent par un 
même point. Il en est de même des droites appartenant à tous les 
complexes. 

Familles de complexes. — Lorsque les six quantités a sont fonc­
tions d'un paramètre w, elles définissent une famille simplement 
infinie de complexes linéaires. 

Si l'on choisit une valeur déterminée de u, la congruence de droites 

déterminée par les complexes linéaires A, A' correspondant aux 

valeurs a et ^ , comprendra l'ensemble des droites communes au 
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complexe A et au complexe infiniment voisin. Nous appellerons.cette 
congruence, congruence caractéristique du complexe. Lorsque u 
variera, cette congruence engendrera un complexe enveloppe du 
complexe primitif. 

Soit P un point de l'espace, TT son plan polaire par rapport au 
complexe A. Lorsque l'on fera varier le paramètre u1 le plan tt enve­
loppera un cône dont les génératrices appartiendront au complexe 
enveloppe. 

De même si n est un plan fixe, P son pôle par rapport au com­
plexe A, lorsque u varie les tangentes à la courbe lieu de P appar­
tiennent au complexe enveloppe. 

Les droites communes aux complexes linéaires définis par les 
, da d%a , , , . , , 

valeurs a, ^ , ^ , sont les génératrices d un même système d'une 
quadrique. Elles engendrent lorsque u varie une congruence enve­
loppe des congruences caractéristiques. 

Il existe en générai deux droites communes aux quatre complexes 

qui correspondent aux valeurs a, ~% ~ , ^ . Ces droites en­

gendrent des surfaces réglées enveloppes des quadriques précé­

dentes. 

Interprétation géométrique dans un espace d'ordre 6. — Les quan­
tités a peuvent être interprétées comme les paramètres directeurs 
des tangentes à une courbe C située dans un espace d'ordre 6. Nous 
étudierons les diverses familles de complexes qui correspondent à des 
courbes d'espèces différentes. 

I. La courbe G est ordinaire. Soient x, y, z, Ç, Y), \ les cosinus 
directeurs des arêtes du 6 èdre de Serret attaché à la courbe. 

Au i-plan osculateur correspond une congruence linéaire formée 
par les droites qui rencontrent deux droites fixes D, , D2 définies par 
les quantités x ± iy. Lorsque u varie, ces deux droites engendrent 
deux surfaces réglées R,, R2 qui se correspondent génératrice par 
génératrice. 

Désignons par D',, D2 deux génératrices de ces surfaces infiniment 
voisines de D f , D2 . Ces droites forment avec D, , D2 un système de 
quatre génératrices d'un même système d'un quadrique Q. 

Il en résulte que si le plan tangent à la surface Rf en un point A, 
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de D, rencontre D 2 en un point A 2 , réciproquement le plan tangent 
au point A 2 à la surface R2 passe par A , . 

Considérons maintenant l'ensemble des droites que forment les 
génératrices du deuxième système de la quadrique Q. Lorsque u 
varie, ces droites engendrent une congruence. Les surfaces focales 
sont les surfaces R f, R2. 

.Lorsque l'un des foyers A, se déplace sur une droite D , , le second 
foyer A 2 se déplace sur la droite D 2 correspondante. Une série 
d'asymptotiques de l'une des surfaces focales correspond à une série 
d'asymptotiques de l'autre. Il en résulte que la congruence consi­
dérée est une congruence de Weingarten. 

Une quadrique Q touche son enveloppe suivant deux généra­
trices A,, A2 qui correspondent aux quantités \±ir\. Ces droites 
sont communes aux quatre complexes linéaires x, y, 5, Ç. Elles défi­
nissent une congruence linéaire correspondant au i-plan oscil­
lateur d'une courbe T qui se déduit de C par orthogonalité. Il en 
résulte que de toute congruence W dont les surfaces focales sont des 
surfaces réglées, on peut déduire une deuxième congruence jouissant 
des mêmes propriétés. 

Remarquons encore que si l'on se donne une surface réglée R<, la 
détermination des congruences W qui admettent cette surface comme 
surface focale peut être faite sans intégration. 

Nous chercherons pour cela à déterminer la courbe C qui carac­
térise la famille de complexes. Les six coordonnées des génératrices 
de la surface réglée sont les paramètres directeurs des tangentes à 
une courbe isotrope C, , tracée sur la développable engendrée par les 
tangentes à la courbe C. Le problème est ainsi ramené à la recherche 
des dèveloppables assemblées à une courbe T définie par les para­
mètres directeurs de ses tangentes. La méthode générale a été 
indiquée au Chapitre II. 

II. La courbe C est I. Tous les complexes de la famille sont singu­
liers. Donnons-nous une valeur particulière de u. Les six valeurs a 
qui lui correspondent définissent une droite D qui engendre, lorsque u 
varie, une surface réglée R. 

L'ensemble des droites qui forment la congruence caractéristique 
est l'ensemble des droites tangentes à la surface R aux différents 
points de la génératrice D . 
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Le 2-plan osculateur étant ordinaire, la quadrique caractéristique 
est une véritable quadrique qui contient D. Les génératrices de cette 
quadrique de système différent de D sont les tangentes aux lignes 
asymptotiques. 

Le 3-plan osculateur est aussi ordinaire. 11 en résulte qu'il 
existe deux droites A,, A2 communes aux complexes correspondant 

l da d% a dà a ^ 
aux valeurs a, ^-? - ^ - , -^- Ces droites rencontrent D en deux 
points I f , I._> qui décrivent, lorsque avarie, deux courbes appelées 
lignes flecnodales de la surface R. Les tangentes à ces courbes ont 
avec la surface un contact du quatrième ordre. 

III. Une transformation par orthogonalité fait correspondre à une 
courbe I une courbe 41«. Soit T la courbe qui correspond à la 
courbe C. Les paramètres directeurs de ces tangentes sont les 
quantités y définies par les égalités 

X1 d*a v* «*4« 
ZaWr==°> 2-aV^ = °* 

Les droites qui rencontrent A,, A2 forment la congruence caracté­
ristique de la famille de complexes ainsi définies. 

La quadrique caractéristique de cette congruence est la même que 

dans les cas précédents. Les droites appartenant aux complexes y, ^ , 
d% y , , , 

-~^ étant les génératrices de cette quadrique de même système queD. 

Il en résulte que la congruence définie par les droites communes 

aux quatre complexes y, &, ~ £ , ^ est singulière. Les deux droites 
directrices de la congruence sont confondues. 

IV. Il peut arriver dans un espace d'ordre 6 qu'une courbe C soit 
en même temps ï et 4Ï4 . Elle se transforme alors par orthogonalité 
en une courbe analogue. 

En rapprochant les résultats indiqués plus haut, on est conduit aux 
conclusions suivantes : 

La surface réglée R engendrée par la droite D a ses lignes flecno­
dales confondue^. 
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Soit A la position commune des droites A l ? A2. En raison de la 
réciprocité des courbes C, T, la droite A engendre, lorsque u varie, 
une surface réglée (p) qui , elle aussi, a ses lignes flecnodales confon­
dues, et si l 'on désigne par I le point de rencontre de D et de A, la 
courbe lieu de I est la ligne flecnodale double commune aux deux 
surfaces. 

D 'au t re part les quadriques osculatrices aux surfaces R, p le long 
des droites D et A sont les mêmes. 

V. Envisageons maintenant le cas où la courbe C est 2 I 2 . En con­

servant les notations précédentes , on peut choisir le paramètre 

variable u de telle manière que les quanti tés a vérifient les relations 

y. <* - . , 

2(Ê)"-
Une valeur // étant ^xée^ le complexe correspondant aux valeurs a 

est ordinaire. La congruence caractérist ique est s ingulière. Le 
i -p lan osculateur à la courbe est 2 I 2 . 

Soit D la directrice double. Lorsque u varie, cette dioite engendre 
une surface réglée R. Si l'on désigne par A un point de D, les droites 
de la congruence sont dans un plan P passant par A. Le plan P n'est 
pas tangent à la surface R. 11 y a correspondance homographique 
entre le point A et le plan P. 

Le 2-p lan oscillateur à la courbe est singulier. La quadrique 
caractéristique dégénère en deux plans. Elle est formée de l 'en­
semble des droites communes aux deux congruences linéaires 

i x^i ( V^ da 

2* ax = 0' \2dd7, x = °> 
Y * ( I° Y"2% o 

Les droites de la deuxième congruence qui passent par un point A 

de D sont situées dans le plan tangent à la surface R en ce point . 

Il en résulte que les droites communes aux deux congruences con­

sidérées passent par deux points I et J de D tels que le plan tangent 

à la surface R en ces points coïncide avec leur plan polaire par rap­

por t a.u complexe A. Les droites considérées forment deux gerbes de 

sommets I et J. 
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La quadrique caractéristique touche son enveloppe suivant deux 
droites A,, A2 qui passent par I et J et qui sont, d'après l'étude faite 
pour les courbes simplement isotropes, les tangentes aux lignes 
asymptotiques de la surface R passant par ces points. 

VI. La courbe T qui correspond par orthogonalité à C est 3I 3 . Les 
propriétés des familles de complexes correspondant à ces courbes se 
déduisent immédiatement. 

Les droites Ai, A2 sont les directrices de la congruence caractéris­
tique. 

La quadrique caractéristique dégénère en deux plans qui sont les 
plans des deux gerbes de droites considérées plus haut. Elle touche 
son enveloppe suivant une droite double qui est la droite D. 

VII. Lorsque la courbe C est l2, les paramètres a vérifient les rela­
tions 

2 a* = °' 2 a" = °* 
Soit D la droite dont les coordonnées sont a. Elle engendre, 

lorsque u varie, une surface développable. Soit M le point de contact 
de D et de l'arête de rebroussement (C). La congruence caractéris­
tique est formée de l'ensemble des droites qui passent par M ou qui 
sont situées dans le plan osculateur en M à la courbe (C). La qua­
drique caractéristique se réduit à la gerbe double de sommet M située 
dans le plan osculateur. La droite double D engendre l'enveloppe de 
ces quadriques. 

On déduit par orthogonalité l'étude des familles de complexes qui 
correspondent à une courbe 2I3 , qui sont caractérisés par le fait 
qu'à chacun d'eux correspond cinq génératrices infiniment voisines 
d'une développable. 
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