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LES

COURBES DE L'ESPACE A = DIMENSIONS

Par M. C. GUICHARD.

PREFACE.

Le travail qu'on trouvera dans ces pages a été rédigé d’apres les
Notes laissées par ’éminent et regretté géométre Cl. Guichard,
concernant le sujet de son cours a la Sorbonne pendant I’année
scolaire 1919-1920.

M. Raymond Jacques, professeur a I'Université de Montpellier, et
dont on connait les beaux travaux sur la Géométrie, a bien voulu
se charger de mettre au point cette rédaction. 1l a manifestement. su
interpréter avec élégance la pensée du maitre disparu, et placer en
évidence la grande fécondité des idées directrices de cet ouvrage. Au
moyen d’'un minimum de calculs, toute sorte de résultats géomé-
triques divers se trouvenl ingénieusement rapprochés les uns des
autres, le classement des problémes qui se posent s’opére avec une
grande sureté. Nul doute que la lecture de ce fascicule ne soit fruc-
tueuse pour tous ceux qui s'intéressent aux éludes de géométrie, et
qui attachent un prix particulier, non sculement aux faits en eux-
mémes, mais aux idées générales qui constituent la structure méme
de la Géométrie.

Ce trés intéressant opuscule tiendra une place des plus honorables
dans la belle Collection de travaux constituée par M. le professeur
Henri Villat, qui a déja su, en tant de circonstances, susciter et sou-
tenir la production mathématique, avec le concours toujours si dévoué
de la maison Gauthicr-Villars,

G. Koenies.

— O C—

MEMORIAL DRS SC. MATH. — N° 29,



2 C. GUICHARD.

CHAPITRE 1.

ELEMENTS LINEAIRES DANS UN ESPACE D'ORDRE n.

Un point est défini dans un espace d’ordre n par un systéme de
n nombres réels ou imaginaires appelés coordonnées. Une figure est
définie comme un ensemble de points. On appelle transformation

toule opération qui, a un pointMde coordonnéesg ﬁ‘ » fait correspondre
n
|

un point N de coordonnées ‘}q - Les déplacements sont les transfor-
n

mations définies par les relatlons
Yi= o+ ap®+ anpndr+...+aprn (I=1,2,...,n),

les quantités a, « étant des constantes qui sont telles que le détermi-

nant
A={lay apn ... anll

soit un déterminant orthogonal.

Lorsque toutes les quantités a sont nulles, le déplacement est
appelé translation.

On désigne sous le nom de propriété métrique toute propriété
d’une figure qui demeure invariante dans un déplacement. Telle est
par exemple la distance de deux points, définie par analogie avec
Pespace ordinaire par I'égalité

02 = 2(}/1—— 2;)2.

Eléments linéaires. — Etant donnés deux points A , B 3}' 1, ’la

droite AB est ’ensemble simplement infini de points déﬁms parl’une
ou 'autre des égalités

Bi= xi+7\(.7i—xi) (i=l’21""n)y
Zi=ax;+ By (a+B=1).

Une droite est définie lorsque I'on se donne deux points A et B.
L’ensemble de points obtenus est le méme si 'on définit la droite &
partir de deux points arbitraires de 'ensemble.

Les quantités p;= y;— x; sont appelées les paramétres directeurs.
On dit que deux droites sont paralléles si leurs paramétres directeurs
sont proportionnels.
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Une droite est ordinaire ou isotrope suivant que I’on a

Ep}fo.

Lorsque la droite est ordinaire on peut, sans changer I'ensemble de
points, multiplier les paramétres directeurs par un méme facteur de

maniére a avoir
Ipl=1.

Les quantités ainsi définies s’appellent les cosinus directeurs.
L’angle de deux droites est alors défini par I’égalité

cosv = Za; 3,

ou I'on désigne par «f3 les cosinus directeurs des deux droites.
Deux droites seront rectangulaires si 'on a

Za;8,=0 ou IZpigi=o (1)

Si 'on considére trois points A, B, C de coordonnées z, y, z non
situés en ligne droites, I'ensemble des points dont les coordonnées X
sont définies par les égalités

Xi=zi+ Myi—xi) + p(3,— ;) (I=1,2,...y )

ou cncore par
Xi=azi+Byi+yv5 (e+B+y=1)

définit le 1-plan ABC.

Cet ensemble peut éire défini a partir de trois points arbitraires
non en ligne droite.

Toute droite ayant deux points situés dans le 1-plan y est
contenue tout entiére.

Trois points A/, B, C' tels que les droites A’B’, A’C/ soient
paralléles aux droites AB, AC définissent un 1-plan paralléle au
i-plan ABC. Toute droite du 1-plan A’B'C’ est paralléle a une
série de droite du 1-plan ABC et inversement.

Nous classerons les 1-plans d’aprés les directions des droites
isotropes qui y sont contenues. Il suffit pour cela d’étudier les direc-

(') On convient d’appeler rectangulaires deux droites ordinaires ou isotropes dont
les paramétres directeurs satisfont & la relation Zp;q;= o.
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tions isotropes d’un 1-plan parallele O'B'C’ qui contient lorigine
des coordonnées. Les points de ce 1-plan étant définis par leurs

coordopnées
X, =2y,+ pa.

La droite OM qui joint l'origine & un point quelconque M
du 1-plan est isotrope si I'on a

OM2=o(hp) =22 ys+ 2 u2yi5+ p2lzi=o.

La considération de la forme quadratique ¢(2, ) conduit &
trois cas distincts.

I. o est une somme de deux carrés. 1l existe alors deux directions
isotropes dans le 1-plan; toutes les autres directions étant ordinaires
le 1-plan est dit ordinaire et représenté par la notation O. A une
droite OB du 1-plan correspond une droite OC et une seule qui
lui soit perpendiculaire et qui soit située dans le 1-plan.

II. ¢ est un carré parfait. 1l existe alors unc seule direction
isotrope. Si I'on suppose que cette direction est la direction OB’, on

aura en effet
o = 2233, Zy,3,=o.

Les directions ordinaires du 1-plan sont perpendiculaires a la
direction isolrope unique.
Le 1-plan est désigné par la notation 212,

II. ¢ est identiquement nul: Toutes les directions sont alors
isotropes. On désignec alors le 1-plan par la notation 2.

Par un déplacement convenable des axes, on peut amener
un 1-plan ordinaire a coincider avec le 1-plan défini par les points
de coordonnées

=]
-

0 0 0 0 ...
1 L o o ...
00 1 O ...
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un 1-plan I2 avec le 1-plan

0O 0 0 0 ...
1 £ oo ... (V)
o o 1 I

Il n’existera de 1-plan I? que dans un espace d’ordre égal ou
supérieur a quatre.

Quatre points A, B, G, D de coordonnées z, y, 3, ¢ non situés dans
un méme 1-plan permettent de définir un 2-plan comme I’ensemble
des points dont les coordonnées X; vérifient les égalités

Xi= Z;+ l(}’i—Z',) -+ p.(zi-—-.z'i) -+ "(t[— .Z'l),
ou encore

Xi=az,+ Byi+vau+86  (a+P+y+3=1)

On définit de fagon analogue un 3-plan, ..., un (p —1)-plan:

Le parallélisme de deux (p —1)-plans se définit comme le paral-
lélisme de deux 1-plan.

Tout (¢ — 1)-plan ayant (¢ - 1) points communs avec un (p — 1)~
plan (¢ << p) est contenu tout entier dans le (p — 1)-plan.

L’étude des (p —1)-plans est basée sur la détermination des
directions isotropes qui y sont contenues, étude qui revient a celle
de la forme quadratique ¢(2, p, v, ...) homogéne a p variables.

(p + 1) cas seront a envisager suivant que la forme quadratique se
décompose en p, p—1,..., 1 carrés indépendants ou est identi-
quement nulle. On définit de cette maniére les (p —1)-plans O,
ple,(p—o)lr, .. 1r.

Dans un (p — 1)-plan ordinaire on peut tracer p droites ordinaires,
rectangulaires deux a deux et concourantes.

Un (p —1)-plan 17 ne peut exister que dans un espace d’ordre
supérieur ou égal a 2 p.

(') Les notations employées se justifient de la maniére suivante:

Une figure d’un espace d’ordre 2 posséde la propriété 2 H si elle est la projection
d’une figure d’un espace d'ordre n -+ 1 possédant la propriété H.

Le 1-plan 2I* considéré est la projection du 1-plan 1" défini par les points

o 0O 0 o
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Variétés linéaires orthogonales. — Considérons dans un espace
d’ordre n un (p —1)-plan contenant l'origine défini par p direc-

tions (p < n)

OA;, ay ai ... ap (i=1,2 ..., P)

Proposons-nous de déterminer les directions OM orthogonales a
toutes les directions OA;. Ces directions seront définies par les éga-
lités

ATy QisZo—++ oo+ Ain T, = 0 E=1,2,...,p)

Comme les déterminants d’ordre p extraits du tableau
law ... awl

ne sont pas tous nuls, ces p égalités permettront par exemple
d’exprimer p quantités en fonction linéaire des. n — p autres. L’en-
semble des directions OM appartient & un (n — p —1)-plan. Les
deux variétés ainsi définies sont orthogonales. On vérifie immédiate-
ment que toute droite de la premiére variété est orthogonale a toutes
les droites de la seconde et inversement.

On montre également que, & deux variétés A de méme nalure
correspondent deux variétés orthogonales de méme nature.

Suivant que la variété A est ordinaire ou singuliére, la variété
orthogonale est ordinaire ou singuliére.

Il en résulte que dans un espace d’ordre n il y a autant de singu-
larités pour les variétés d’ordre p et d’ordre (n — p —1).

Le tableau suivant indique les singularités qui existent dans un
espace d’ordre cinq avec les correspondances entre les variétés
orthogonales

Droite  ordinaire I 1-plan  ordinaire 2I2 I?
3-plan  ordinaire 41+ 2-plan  ordinaire 313 2l

CHAPITRE 11.
ETUDE DES COURBES.

Si les coordonnées z,, 2, ..., Z, d’un point M sont des fonctions
d’un paramétre u, ce point décrit, lorsque u varie, une courbe.
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Nous supposerons qu’il n’existe pas de relation linéaire a coefficients
constants entre les n fonctions z, ce qui revient & dire que la courbe
est réellement située dans un espace n.

Tangente. — Etant donnés un point M correspondant 4 la valeur u
du paramétre et un point voisin M’, la tangente a la courbe en M sera
définie comme la position limite M'T de la droite MM’ lorsque M’
tendra vers M.
dxg’

Les paramétres directeurs de cette droite seront les quantités Tu

elle sera représentée par les équations
dz; .
yi=x,+)\1?{;' (i=1,2,...,n).

Si par l'origine O on méne une paralléle OG a la droite MT, cette
paralléle engendrera, lorsque I'on fait varier le paramétre «, un c6ne
appelé cone directeur des tangentes.

1. Plan osculateur. — Il sera défini comme la position limite du
r-plan qui contient la tangente MT et qui est paralléle a la tangente
en un point voisin M’ lorsque M’ tend vers M.

Cette variété sera définie par les relations

dx;

dz
d du?

Yyi=xi+ M —ui + ko
qui représentent toujours un véritable 1-plan.

(p — 1)-Plan osculateur. — Continuant le raisonnement le (p — 1)~
plan osculateur sera la variété linéaire définie par les égalités

drz

dz;
Yi= 1’,+)1T; +.-.+)\pm-

On a toujours un véritable (p —1)-plan et 'on peut définir ainsi
jusqu’au (n — 2)-plan osculateur.

Remarquons : 1° que le p-plan osculateur en un goint d’une courbe
contient le (p — 1)-plan osculateur au méme point;

2° Que les variétés linéaires ainsi définies restent les mémes
lorsque l'on effectue un changement de variable.

Courbes paralléles. — Etant données deux courbes C, C/, on appelle
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points correspondants de ces deux courbes les points qui correspon-
dent a la méme valeur de la variable.

Deux courbes seront paralléles si les tangentes aux points corres-
pondants sont paralléles. Les p-plans osculateurs aux points cor-
respondants seront aussi paralléles.

Proposons-nous de déterminer les courbes paralléles a une courbe
donnée. Ce probléme revient a la détermination d’une courbe
connaissant les paramétres dirccteurs de ses tangentes.

Soient 3;’ ces paramétres, ;((’ les coordonnées d’un point de la
courbe; on doit avoir !

ax, e, ax,
ﬂl_ _ du _ _ du
£ 2y T xa

Si I'on désigne par f(u) une fonction arbitraire, on obtiendra
X, = [z;f(u)du.

On peut encore raisonner de la maniére suivante :
Le déterminant
dzx . dn—1
A=| x; == ar Zi
du | dur—t

étant différent de séro, proposons-nous de déterminer n fonc-
tions P, Py, ..., P,_, telles que I'on ait
dz

I, +P
du

dn—1 z;
n—1 dun—1 *

Remarquons d’abord qu'il est possible de trouver n fonc-
tions A, A,, ..., A,_, satisfaisant aux relations

dr i
du

dn z,
dun

(I”"lw‘

=A.T,+Al -a-—l;'-‘—_’—'

+. oAy

On obtiendra ensuite

(e ) B )

du du du
dnr-? dP,_

-+ 7‘-‘% (Pn-—s -+ TZ‘Z + Py An-—!)
drlz; dPpy

au (Pn_g+ ~du +P,,__‘An_1>.
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On devra avoir

dP
Py + d’;-i +PuqApy=o0,
dP,_,
Pp—s + d':t + Pn1Ap_2=o0,
.................... et co
{P
P ‘dul -+ Pn—.l A, =0

On peut prendre arbitrairement la fonction P,_, les formules
précédentes permettront de calculer de proche en proche P, _, ..., P.

Courbes orthogonales. — Considérons deux courbes C,D et
. ( X, Y, . )
deux points correspondants M X, N Y, st la tangente en un point

de la courbe D est orthogonale au (n — 2)-plan osculateur a la
courbe C au point correspondant les deux courbes sont orthogonales.

Soient z;, ) les paramétres directeurs des tangentes en M et N.
La condition précédente entraine les égalités

d dn—2
2x,y,—=o, EJ‘dx =0, ey 2_}’1 dux == 0.

Ces relations déterminent n quantités y; linéairement indépen-
dantes. La courbe C étant donnée, on pourra déterminer une famille
de courbes paralléeles D orthogonales a C.

Des relations précédentes on déduit

X R A dta

’du = du du = o du  du

On conclut de la que le i-plan osculateur.a D est orthogonal au
(n—3)-plan osculateur a C.

Continuant ainsi on montrera que le p-plan osculateur de D est
orthogonal au (72— p — 2)-plan osculateur de G, et finalement que
la tangente a C est orthogonale au (7 — 2)-plan osculateur de D.

La propriété indiquée est réciproque, on peut dire que deux courbes
sont orthogonales si le¢ A-plan osculateur de 'unc est orthogonal
au (n — k — 2)-plan osculateur de 'autre.

Développables. — On appelle développable 1'ensemble des points
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PR . X
appartenant aux tangentes d'une courbe. Si I'on désigne par { *
n

les coordonnées d’un point M d’une courbe C ('), cet ensemble est
défini par les égalités

Yi=X;+ Ax; (i=1,2,...,n),
ou l'on désigne par z; la quantité

aX; .
W = hzi.
Lorsque X est une fonction de u le point N de coordonnées Y décrit
une courbe I située sur la développable. Comme on a
day; dh dz;
T = (h+ E)m,—l—)\—;»
la tangente a la courbe I' en N est située dans le 1-plan osculateur
en M a la courbe C.

Inversement pour qu’une droite D engendre une développable, il
suffit que les tangentes en deux points quelconques A et B d’une de
ces droites aux courbes décrites par ces points soient dans un méme
plan.

Soient X, Y les coordonnées de A, B; x, y les paramétres directeurs
des tangentes en A et B choisis de telle maniére que I'on ait

dX; dyY; .
-d—ul=x,~, ?l—t':‘yi (t=1,2,..., n).

La condition indiquée est traduite par les égalités
Yi— X;=Azi+ py; (i=1,2,...,n; A\pZo).

Les tangentes en A et B aux courbes décrites par ces points étant
supposées différentes de AB.

Les coordonnées d’un point quelconque M de la droite AB sont
données par les relations

Z;=aX;+ BY; (a+B3=1;i=1,2,...,0).

(') La courbe C est 'aréte de rebroussement de la développable.

La développable est circonscrite & la courbe C.

Deux développables sont paralléles lorsque leurs arétes de rebroussement sont des
courbes paralléles.
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Silon prend
= B =t
T T

la courbe décrite par le point M est tangente & AB, ce qui démontre la
propriété.

En particulier la droite qui joint les points correspondants de
deux courbes paralléles engendre une développable.

Propriétés des courbes tracées sur une développable. — Nous
allons montrer qu’étant donnée une courbe (I') tracée sur une
développable, on peut trouver sur le cone directeur une courbe (y)
qui lui est paralléle.

Les coordonnées d’'un point de la génératrice G parallele a la

tangente MT sont
Ti =rz,
et 'on a
dT[ _ dxi dr
du = "du TPt

La courbe T étant donnée pour que la courbe y lui soit paralléle, il
faut et il suffit que la fonction r(u) satisfasse a la relation

dr
_du _r,
dan
h—+ du
r est ainsi déterminé a un facteur constant prés. Les courbes (y) sont
homothétiques.

Si au contraire la courbe (y) est connue, A est déterminé par une
équation différentielle du premier ordre. On obtient sur la déve-
loppable une infinité de courbes I' paralleles a y.

De cette étude résulte la propriété suivante :

Lorsque deux développables sont paralléles & toute courbe tra-
cée sur Uune, on peut faire correspondre une infinité de courbes
paralléles tracées sur Uautre.

Développables et courbes. — Lorsqu’une développable contient
une courbe G, la développable et la courbe C sont assemblées.

1 est facile, étant donnée une courbe C, de déterminer les déve-
loppables assemblées a cette courbe.



12 C. GUICHARD.

Supposons déterminée une de ces développables. les paralléles
menées par l'ovigine des coordonnées aux droites qui I'engendrent
définissent le cone directeur de la développable. 11 existe sur ce cone
une courbe (¢) paralléle a (C). D’ou la solution suivante :

Etant donnée une courbe (¢) paralléle a (C). si m est le pointde ¢
qui correspond au point M de C, la droite MG paralléle a O m engendre
une surface réglée. On vérifie analytiquement que cette sarface est
développable.

Il résulte de la que si deux courbes sont paralléles, toute dévelop-
pable assemblée a l'une est paralléle a une développable assemblée a
Pautre.

On peut généraliser pour un espace d’ordre quelconque un
certain nombre de propriétés établies pour I'espace ordinaire. Leur
démonstration géométrique est immédiate.

Considérons deux développables asscmblées a une courbe C.
Soient Ma et MB les génératrices qui passent par un point M, A et B
les points correspondants des arétes de rebroussement. La droite AB
engendre une développable.

Considérons maintenant une troisiéme développable assemblée a
la courbe G, My la génératrice passant par M, C le point de contact
de cette génératrice avec 'aréte de rebroussement.

Si My est constamment dans le 1-plan ABC, I'aréte de rebrousse-
ment correspondante est assemblée ala développable AB.

Si les droites Ma, MB, My definissent un 2-plan, les arétes de
rebroussement des développables engendrées par AB, BC, CA sont
assemblées a une méme développable.

On démontre par la méme méthode que le 1-plan qui contient les
points correspondants de trois courbes paralléles est le 1-plan
osculateur d’une courbe.

Courbes et développables orthogonales. — Si deux courbes C et T
sont orthogonales, on dit que la développable circonscrite a C est
orthogonale a’la développable circonscrite a I', ou encore que la
courbe C est orthogonale a la développable circonscrite a T.

Montrons que si deux courbes sonL orthogonales, toute courbe
assemblée a la développable circonscrite a I'une est orthogonale a
une développable assemblée a l'autre.

Soient z, y les paramétres directeurs des tangentes aux deux
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courbes G, T. On a

31 _ > d2; dn—2g;
_l.z',i yi =0, W y‘i=0,' eeay E?"—:‘— Yi =0,
ari dz; dy; * QO A3z dy;
E“T‘ du T du du =% T Zdu"—' du ="
--------------- ) ...."...'.....,“ teey ------..-..,'.t-.',‘
T =
(E=1,2,...,n).

Les paramétres directeurs d’une tangente a une courbe I'; assemblée
a la développable circonscrite a I' sont de la forme
LYi

d
Y,'— W +)\y¢,

ceux d'une droite qui engendre une développable assemblée a C,

dx; dr—1z;
X1= Px;+ Pg 37 + .00+ Pn_’ W—,
P,P,, ..., Py, étant des fonctions de u déterminées lorsque 'on se
donne arbitrairement la fonction P,_, par la condition
dX;

W = h-l'i.

Posons

i=n

) dn—!
0= X yiXim Poot Dy
L

i=1

Montrons que I'on peut déterminer 0, ce qui équivaut a déterminer
P,_., de fagon que la développable correspondante soit orthogonale
a la courbe T,.

On doit avoir

i=n

inYi=Z Xii—): -+ )\ZXiyi=0.

=1

s V'x Vi _ N x. i
Tu =" ey XX T = ¥ X

L’égalité précédente s’écrit

db
Eﬁ + A0 =0

Mais
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6 étant ainsi défini, il est facile de vérifier I'orthogonalité de la
développable et de la courbe. Il suffit de remarquer que id(;%’ est une

fonction linéaire de
dz; . dar-1z;

a‘ e RN —
h du’ > dur—i

Courbe décrite par un point du 1-plan osculateur. — Un point du
1-plan osculateur d’une courbe a ses coordonnées définies par les
égalités

Y;=X;+pzxi+gq dz;,
du

I1 résulte de la que la tangente a une courbe décrite par un point
du 1-plan osculateur est située dans le 2-plan osculateur de la
courbe.

D’une fagon générale la tangente a une courbe décrite par un point
du (p —1)-plan osculateur d’'une courbe est située dans le p-plan
osculateur.

Signalons aussi que lorsque deux courbes sont paralléles a toute
courbe décrite par un point du p-plan osculateur de 'une, on peut
faire correspondre des courbes paralléles décrites par des points
du p-plan osculateur de l'autre.

CHAPITRE III.

COURBES ORDINAIRES.

Déterminants orthogonaux. — Considérons un déterminant ortho-
gonal
Ad=llan a;p ... aumll
dont les éléments sont des fonctions d’une variable u.
On peut trouver 22 fonctions de u telles que
da,‘k
u =P @k~ PiaQgk ...+ PinQnk.

On vérifie immédiatement que

Pu=paa=...=Ppp=20,
Pik=—Pri;
n(n—ri)

les quantités p sont les rotations du déterminant. Il y a ~

rotations distinctes.
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Si I'on suppose connues les rotations d’un déterminant orthogonal,
on démontre comme pour I'espace ordinaire que la solution la plus
générale se déduit d’une solution quelconque par unc substitution
orthogonale a coefficients constants.

Courbes ordinaires. — Une courbe est ordinaire si sa tangente et
tous ses plans osculateurs sont ordinaires.

Soient x,, ..., x, les coordonnées d’'un point d’une telle courbe;
le 1-plan osculateur étant ordinaire, on peut mener dans ce plan
une droite MN, perpendiculaire a la tangente MT; cette droite est
la premiére normale de la courbe C. De méme, dans le 2-plan oscu-
lateur, on peut mener unc droite perpendiculaire 3 MT et a MN;
" on oblient ainsi la deuxiéme normale. On définira de proche en
proche la 3%, 4¢, ..., (n —1) normale. Ce systétme de n droites
deux a deux rectangulaires forme le n-édre de Serret.

Désignons par )

Zy1y X2y o0y Zin; a1, L322y ..y Laon, e Znty Tney +++y Lnn
les cosinus directeurs de ces n droites, le déterminant
A=llzy o ... Zinll

est un déterminant orthogonal.
Proposons-nous de calculer les rotations de ce déterminant.

., d . . o
Les quantités Z7 sont les paramétres directeurs d’une droite

du
paralléle au 1-plan osculateur. On doit donc avoir
dx .
dl:‘:«.z',,-—i-[ixﬁ (i=1,2,...,n),
mais
o =p“ = 0.

On peut donc écrire, en désignant par A, la rotation p,,,

d.l‘”

7{7 = Alz'gi.

.oood . .
De méme les quantités (;;‘ étant les paramétres d'une droite paral-

l¢le au 2-plan osculateur, on peut écrire

dry; .
—— = 0Zyi+ P&+ Y T34
T 11+ B&2i 4+ Y @3y
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Mais
A = Poy =— P13 =— A,,
B=pun=o.
Posant
Y = paz= Ag,
on a
ddz‘zi

=— A,w,i—i— Agzsye

du

En tenant compte des relations qui existent entre les rotations, on
calculera de proche en proche

qul

—— =—A @ +A; z

du 2 21 3 40
dz,

prr__ A

—_— = A pyqit+ A x .

du p—1 L p—1i P p+1i
[ Ce ittt e ceesienay
dxn_yi
————=— A 2T+ Ap @
du n—2 .n 21 n—1%ni,
i Ay

du n—t&n—1i

Nous n’avons dans ce cas que (n —1) rotations; ces rotations sont
toutes différentes de zéro. On voit que s'il en était antrement il exis-
terait entre un certain nombre de quantités x; une relation linéaire
et homogéne.

Si une courbe I' est orthogonale a la courbe ¢ considérée, la tan-
gente a cette courbe a pour cosinus directeurs les quantités z,;, la
premiére normale les quantités x,_,;, etc.

Il peut étre avaniageux,.dans certains cas, de particulariser la
variable indépendante.

Silon pose

i=n
dst= ¥ dX?=Hdu,

1=1

s est appelé I'arc de la courbe donnée; on obtient

X, _
ds = Y1y
il x Ay W Zy;+ Wa
— = 57 = — 9 e
ds 1421y ds 1&1i 2 L3, ’
Az, . dz,
—9 ni
———— = — W Tp—ei + Wp—1 Tni —— = Wp. 1 Pr—~ti
ds n—-2& n—2i n—1%ni, ds n-1&n~ti
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Les quantités wy, @y, ..., w,—s sont appelées les 1™, 2°, ..., (n — 1)
courbures de la courbe ¢.

Deux courbes ayant les mémes courbures sont superposables.

On peut encore prendre comme variable indépendante l'une des
fonctions ¢ définies par

i=n
dO":E dZ‘; = A? du?.

i=1

On obtient un groupe de formules commodes pour étudier les pro-
" priétés qui ne dépendent que de la direction des éléments, c’est-
a-dire de la représentation sphérique de la courbe

dX,-

— =hax

do 1h
dz; » dzs; » ax dz,_; i
“Pu _ . _ - @ Za; hatad ol AV
ds 20y da = 1i 2431y ) . do n-14n=—1i

Ensemble des points d’une développable. — On peut prendre comme
coordonnées d’un point de I’ensemble, les expressions

Yi=xi+9-z'li (i=[1 2, .oy ),

rs
SERVICE DE
MATHE* 4 aTINYES
PuES

de la tangente. On déduit de la

dY;= (@i+ pw1Zy) ds + 2y dp,

et par suite
dS?= (1+ o2w} ) ds*+ 2 ds dp + dp?,

La seule fonction o, intervient, il en résulte donc que :

Deuz développables correspondant & une méme valeur de w,
sont applicables.
Une développable est applicable sur un plan.

Ensemble des points des 1-plans osculateurs. — En raisonnant de
la méme maniére, on voit que le ds? de la variété ainsi définie ne
dépend que des quantités w,, w,.

Dcux ensembles correspondant aux mémes fonctions w,, w, sont
applicables.

Comme il existe dans 'espace ordinaire des courbes admettant w,,

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 29, 2
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wg comme premiére et seconde courbure, 'ensemble des points des
1-plans osculatears est applicable sur 'espace ordinaire.

On généralise aisément ces résultats pour I'ensemble de points
appartenant aux p-plans osculateurs d’une courbe.

Applications. — Etant données deux courbes C, C/, sil’on fait cor-
respondre sur ses deux courbes les points M, M’ provenant d’une
méme valeur de I'arc s, on dit que 'on applique les deux courbes
I'une sur 'autre.

Si aux points M, M’ les premiéres courbures sont les mémes, les’
courbes sont applicables au deuxiéme ordre; siles (p —1) premiéres
courbures sont les mémes, les courbes sont applicables au p'*™* ordre.

Lorsque deux courbes sont applicables au p**™ ordre, les variétés
formées par l'ensemble des points appartenant aux (p — 1)-plans
osculateurs sont applicables. On réalise I'application des deux
variétés en faisant correspondre les points P, P’ ayant méme coor-
données par rapport aux p-édre formés par les tangentes et les
(p — 1) premiéres normales aux points correspondants M, M'. Si ces
coordonnées sont fonction d’un paramétre on obtient deux courbesT,
I' qui se correspondent comme les courbes G, C'. Si ces coordonnées
sont fonction de deux paramétres, on obtient deux variétés double-
ment infinies applicables.

On peut faire correspondre aux droites fixes d’un plan des courbes
tracées sur une développable. Ces courbes sont appelées les géodé-
siques de la développable.

De méme aux droites fixes de I'espace ordinaire on pourra faire
correspondre des courbes situées dans la variété décrite, par l'en-
semble des points des 1-plans osculateurs, qui seront appelées géo-
désiques, etc.

Développantes et développées. — 7'rajectoires orthogonales des
tangentes. — Un point N situé sur la tangente en un point M d’une
courbe C a pour coordonnées

Yi=Xi+p2y (i=1,2,...,n).
On en déduit
dy; _ - dp
W = ds)x”+ pw1 Z 2.



LES COURBES DE L'ESPACE A 72 DIMENSIONS. 19

La courbe lieu de N est orthogonale a la tangente  la courbe G, si
T'on a
do
1+ =0 (p=k—ys).
On obtient ainsi une infinit¢ de courbes dépendant d’une constante
arbitraire k. Ces courbes sontles développantes de la courbe C. Leurs
tangentes sont paralléles a la premicre normale de c.

Trajectoires orthogonales des 1-plans osculateurs. — Un point
P du 1-plan osculateur de la courbe C a pour coordonnées

L= X+ pxyi+ raoy (i=1,2,...,n);
par différentiation on obtient

dzi—( +dp—w r-)x +(w +fl:)w + rwsx
5 1 as 1 14 pwy s 21 2 Lyie

La courbe lieu de P est orthogonale au .1-plan si les relations

sont vérifiées.
Ces deux équations déterminent p.et r. On peut les interpréter
géométriquement de la maniére suivante qui est classique :
Considérons une courbe plane (C) applicable au deuxiéme ordre .
sur la courbe donnée; r el p étant supposés connus, au point P cor-
respondra un point p du plan dont les coordonnées Z), Z; seront
données par les relations

Li=Xp+pay+rza (k=1,2).
On aura ,
diy
'Ti;— = 0.
Le point p est un point fixe du plan.
1l résulte de la que r et p sont les coordonnées d’un point fixe du
plan, relatives a I'angle droit de Serret attaché¢ a la courbe plane C.
11 existe donc une double infinité de trajectoires orthogonales.

La tangente & une trajectoire est paralléle a la deuxiéme normale.
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Silon considére plusicurs trajectoires or‘th'ogo’naies des 1-plans
osculateurs d’une courbe, la figure géométrique formée par les points
situés dans les différents plans a une forme invariable.

Trajectoires orthogonales des 2-plans osculatewurs. — En -con-
servant les mémes notatious, les coordonnées d’un point du 2-plan
osculateur d’'une courbe C sont données par

. T1= X1+ a.z'“+?zg,-+y.rsi
et 'on a

dT, do dp
7{5‘_= I+£—ﬁml 2+ awl-l—zs-—Y(Dg 2]
dy .
+ | By + 3}-) Z3; -+ YW3 Pus.
La courbe décrite sera normale au a-plan si les égalités

+da_p _
1 z wq = 0,

L, dB
AW, 4+ == — YWz = 0,

ds

Beog 4+ % =o0
sont vérifiées. )

Ces équations qui déterminent «, 3, y s'interprétent facilement.
Considérons dans l'espace ordinaire une courbe (C) applicable au
troisiéme ordre sur la courbe (C). On verrait comme précédemment
que «, 3, 7 sont les coordonnées d’un point fixe de I’espace par rap-
port au triédre de Serret attaché a la courbe (C).

Ces trajectoires ont des propriélés analogues a celles qui ont été
indiquées pour les trajectoires orthogonales des 1-plans osculateurs.

On obtient des résultats analogues pour les trajectoires orthogo-
nales des p-plans osculateurs.

Développées. — Etant donnée une courbe C, proposons-nous de
trouver une courbe I' telle que la courbe C soit une trajectoire ortho-
gonale des tangentes de la courbe T.

Les courbes T seront les développées de la courbe C. Déterminer
les courbes T revient a déterminer les normales de C qui engendrent
des développables.

Nous supposerons la courbe C placée dans un espace a cinq dimen-
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sions et nous désignerons par x;, ¥, 3; ¢, U;les cosinus directeurs
des arétes du 5-édre de Serret, exprimés en fonction de l'arc ¢ de
I'indicatrice sphérique de la courbe.

On a les relations

dz; = dyi _
q@ =Y g =T meradn
dz; dt du
E&_‘—_ayl—l_bti’ d_;_—._bzi_kcui, .d_;__ctl

Les paramétres directeurs d’une normale L 4 la courbe C sont
ay;+ 33+ vt +Su,
etl'on peut supposer, suivant que la normale est ordinaire ou isotrope,
@+ 3244243 =1 ou o.
Les coordonnées d’un point N de la normale sont
Yi=X;+p(ayi+ Bz + v+ Suy).
Par différentiation, on obtient

ay,
W—x,(h—-pa)+y,<ad—9 a.op)

pdc‘ _‘_Pd +a9a—bPY)

dp
adc+9d_+c°>

Pour que la normale engendre une développable admettant pour
aréte de rebroussement la courbe décrite par N, il faut que I’on ait

d,
+ ti(ydi+pd +pr+cpS)
+u1(

h — za = o,
dp da dp ds .
1da+92'i'&—a9g_.Bdc+°dc+“p“"bp'
@ N B
dp dy dp ds
_v—+pd +boﬁ—coo_8w+pd —+cpy
= v = 5 ,

ou aprés simplification

d d d ds
dz——ap d?'+aa—b~{—d1+b§—ca—;{ﬂ+c\.

o = g - Y - ]
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La valeur commune de ces rapports est

do a3 dy das
a%+ Ba—c—l-'YzE +83-°-_

2?4 B2+ v2+ 82

Si L est une normale ordinaire, cette valeur est nulle. Elle peut
étre égale a zéro par un choix convenable de «, 3, y, d dans le cas ou
la normale est isotrope.

La détermination de «, 8, y,  revient dans tous les cas a la résolu-
tion du systéme

da d

o =aB, oy =—bB+ 3,
d| . dd

(—if =—aa—+ by, ds =-=cy.

Ces quantités étant déterminées, la premiére équation permet de cal-
culer p.

Les équations déterminant «, 3, y, ¢ sont celles qui permettent
de déterminer les éléments d’'un déterminant orthogonal dans un
espace d’ordre 4 connaissant les rotations.

On en déduit facilement les conclusions suivantes :

Sil’on a déterminé quatre normales deux a deux rectangulaires L,
L,, Ls, Ly qui engendrent des développables, une cinquiéme nor-
male L qui engendre une développable aura par rapport au 4-édre,
formé par L, L,, Ls, L, une position constante.

La figure formée par un nombre quelconque de normales qui
touchent des développées a une forme invariable.

Un point fixe par rapport au 4-édre L,, L,, L;, L, décrit une
courbe paralléle a la courbe donnée.

Enfin comme la détermination des développées ne fait intervenir
que les éléments de la représentation sphérique,

Les développées de deux courbes paralléles sont paralléles.

Le raisonnement précédent fait pour une courbe située dans un
espace d’ordre quelconque conduirait & des conclusions analogues.

Courbes dont les 1-plans osculateurs sont normaux i une courbe C.
— Soient L,, L, deux normales en un point M d’une courbe C
qui touchent deux développées. Le 1-plan formé par ces deux droites
est le 1-plan osculateur d’une courbe I' répondant  la question.
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Montrons que l'on obtient ainsi toutes les courbes (T). Si le
1-plan osculateur en un point P d’une courbe T est normal .en un
point M d’une courbe G, il existe dans ce 1-plan des points M', M”
qui décrivent des trajectoires orthogonales des 1-plans osculateurs
de T. Les courbes décrites par M, M" sont paralléles a la courbe C.
Les droites MM’, MM" engendrent des développables. Le 1-plan
osculatcur en un point P de T’ contient donc deux normales a G qui
touchent des développées.

On généralise sans difficulté ce raisonnement et I'on démontre que
si I'on considére p normales a une courbe G formant un p-édre, le
(p —1)-plan qui les contient est le (p—1)-plan osculateur d’une
courbe T'. On obtient ainsi toutes les courbes I' dont le (p — 1)-plan
osculateur est normal a C.

CHAPITRE 1V.

COURBES ISOTROPES.

Courbes I simplement isotropes. — Un point M de coordonnées X,
X3, ..., X, décrit une courbe C simplement isotrope lorsque les

relations
dX,\* drX;\
(%)= 2(@) e
sont vérifiées.
Ces propriétés subsistent lorsque l'on effectue un changement de
variables.

Soient z,, ..., £, un systéme de paramétres directeurs des tan-
gentes a la courbe C; on a

fi-&=hxi (i=1,2,...,n)

du
On en déduit
d2X;\? dz,\*
2 — —) = = .
Ewi—-o, Z(du’>_h’2(du>
Les conditions indiquées sont équivalentes a
N dz\?
Sei=o, () =0

Un point M de la développable engendrée par les tangentes & la
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courbe C a pour coordonnées

Yi= X+ pz:.
On voit facilement que

ds2=EdY?= 922‘1”‘?: p2 U2 dus, U,=2<%«):,

Le ds? de la développable est un carré parfait.
Proposons-nous de déterminer les courbes isotropes.:
Dans le plan n’existent que des droites isotropes.
Dans I’espace a trois dimensions, la relation

z}+zxi+axi=0

peut s’écrire
.1;‘{ -+ (-l'z'— l‘.l‘g) (-Z‘g -+ i.’l‘s) = 0.

On peut choisir la variable indépendante et les paramétres directeurs
de telle maniére que I'on ait

T =u, Xy~ Ilx3=1, Za+ 23 = — Ul
On en déduit

I 2
T = u, 1‘2=;('—u"), Is=;(l+u’)§

ces quantités satisfont a I'équation différentielle

dix
dus —
On peut donc écrire
d.Z‘i d‘.’ti
Xi= P.’X‘i+ P, ?l; -+ Pg 37’_

et par suite

dX; _ .dP dP,\ dr; dPsy\ diz;
T =% du +("* 747)% - ("'+ W)Tuzf

Posant

Py=f(u),
Pi=—1"(u), P=f(u)

on aura

On obtient donc finalement
Xyi= uf”'— fya
X,——iX; =f',
Xo+ iXg=—uf"+2uf —af.
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Il est facile d’oblenir les coordonnées d’un point d’une courbe iso-
trope dans un espace d’ordre n.
Prenons x, = u, puis pour z,, x3, ..., Z,_, des fonctions arbi-
traires de u. Déterminons ensuite x,_;, &, par les relations

Les n quantités z,, z,, ..., z, satisfont a la relation

i=n

-
2 zt=o.

=1

Toute courbe admettant ces quantités comme paramétres directeurs
des tangentes est isotrope.

Inversement toute courbe isotrope peut étre obtenue par cette
méthode. Sa détermination fait intervenir (n — 2) fonctions arbi-

traires de «
Zoy X3y ..y Xp—aP.

La courbe est algébrique si toutes ces fonctions sont algébriques.

Courbes I? (deux fois isotropes). — Un point M décrit une courbe
deux fois isotrope si ’on a les relations

S(E)-n B - S

Si I'on fait intervenir les paramétres directeurs de la tangente, ces
relations sont équivalentes a

R L) S C=)

Proposons-nous de déterminer Loutes les courbes doublement iso-
tropes. Soit G une de ces courbes située dans un espace d’ordre n.
On peut choisir les paramétres directeurs de la tangente de telle
maniére que 'on ait

AT AT
Xpnq— l¥p=1;
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on voit alors que

i=n—2
Zp—y+ ixp=— 2 xi’,

. i=1
i=n—2
3 (%)=

du/) —
i=1
i=n—2

2 2
S (4
i=1
Il en résulte donc que le point de coordonnées z,, Zs, ..., Zn_a
décrit, dans un espace d’ordre (n — 2), une courbe simplement iso-
trope.

Inversement, connaissant une courbe simplement isotrope dans un
espace d’ordre (n—2), on pourra déduire une courbe doublement
isotrope dans un espace d’ordre n par la méthode indiquée. Les
quantités z,, z,, ..., £, paramétres directeurs des tangentes étant
connus, la détermination de la courbe fera intervenir une fonction P
arbitraire. Il en résulte que dans un espace d’ordre n la détermina-
tion d’une courbe I? dépend de (n — 3) fonctions arbitraires. La
courbe est algébrique si toutes ces fonctions sont algébriques.

D’autre part, il résulte de I'étude précédente qu'une courbe dou-
blement isotrope ne peut exister que dans un espace d’ordre au moins
égal a5,

La méthode employée au paragraphe précédent conduit facilement
aux résultats suivants :

Le ds? de la développable engendrée par les tangentes a une
courbe 12 est identiquement nul. Toute courbe tracée sur la dévelop-
pable est I, exception faite pour I'aréte de rebroussement.

Le ds? de la variété des 1-plans osculateurs est un carré parfait.

Les 1-plans osculateurs a la courbe sont des 1-plans I2.

Courbes 17 (p fois isotropes). — Un point M décrit une courbe
p fois isotrope lorsque

dX, 2_ Y d’Xz ’_
(%) =o Z(TJF>'°’
drX;\?_ dr+1X,;\?
Z(m) =0 2<Wv+_> 7o

Si l'on désigne par z les paramétres directeurs de la tangente, ces
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relations sont équivalentes a
Zx,’:o, Z(%y:o, ceny
P—1 2.\ 2 N
S (oo S(4E) e

En raisonnant comme au paragraphe précédent, on voit que Pon
déduit d’une courbe 17 ! située dans un espace d’ordre n— 2, une
courbe 17 située dans un espace d’ordre 7.

Il en résulte qu'une courbe 17 dépend de n — p — 1 fonctions arbi-
traires et ne peut exister que dans un espace d’ordre au moins égal
a(zp+1).

La développable engendrée par les tangentes. Les variétés formées
par I'ensemble des points situés dans le 1-plan osculateur, dans
le 2-plan osculateur, etc., dans le (p — 2)-plan osculateur, ont un
ds? nul.

Le ds? de la variété formée par ’ensemble des points du (p —1)-
plan osculateur est un carré parfait.

Toute courbe tracée sur la développable engendrée par les tan-
gentes d’une courbe 17 est IP~', exception faite pour l'aréte de
rebroussement.

Toute courbe tracée dansle 1-plan osculateur d’une courbel? est
Ir—2, etc.

Les (p — 1)-plans osculateurs d’une courbe 17 sont 12,

: TN ‘74 . '

Détermination géométrique des éoin'bés isotropes. — On peut

former, en partant d’une courbe ordinaire, toutes les courbes iso-"
tropes. S

Soit C une courbe ordinaire. La développée correspondant a une
normale isotrope est I. Le 1-plan formé par deux normales iso-
tropes rectangulaires qui engendrent une déyeloppable est I? et est
par suite le 1-plan osculateur d’une courbe I2, etc.

Il est encore possible de rattacher la théorie des courbes isotropes
a celle des courbes applicables.

Si une courbe C(X,, ..., X,) est applicable au p*™® ordre sur
une courbe I'(Y,, ..., Y,), le point de coordonnées

Xy vee, X Yy, ...y, tYpm

décrit, dans un espace d’ordre m -+, une courbe p fois isotrope.
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Courbes singulidres. — Si une courbe située dans un espace
d’ordre n est la projection d’unc courbe située dans un espace
d’ordre (n + ¢ —1) possédant une propriété H, on dit que cette
courbe est gH.

Une courbe pI, dans un espace d’ordre 7 sera la projection d'une
courbe I, d’'un espace d’ordre (n+p —1).

Une courbe ordinaire esl toujours

al, 30, ... 31y 413, ... 408, 5I8, ...,
(p+1lp, (p+2)]p,

Nous sommes amenés ainsi a envisager les courbes singuliéres

212,
213, 313,

gy ceey ceey

20r, 3Ir, ..., plr.

Applications. Réseaux de translation applicables. — Considérons
deux courbes isotropes C, I' de I’espace ordinaire, décrites par les
points

(M) Xy(u), Xg(u), Xs(u);
(N) Yi(e), Ya(e), Ys(v¢).
NN
Les six fonctions X, Y co;:sidérées satisfont aux relations
Gt padyr, s L .
o ‘,‘."uﬂi'ev’ .
dude =

de+dX§;r,g{X§+ dY}+ dY}+dYl=o.

Effectuons maintepant sur ces six fonctions une substitution
orthogonale a coefficients constants. On oblient ainsi six fonctions
nouvelles Z,, Z,, ..,, Z; et’'on a

oL,
duade ™
i=6

ZdZ?=o.

i=1
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11 en césulte que les points

Ti=12, Uy = iZ,,
P{Ti=12,, Q) Uy=iZ,
Ty=1Z,, Us=iZs.

décrivent deux réseaux de translation applicables.
Tous les réseaux de translation applicables peuvent étre obtenus
par cette méthode.

Réseaux applicables formés d’une série de courbes planes. — Con-
sidérons deux courbes trois fois isotropes

CIXy(uy .oy Xq(u)], CIX\(0) ..., X{(v)]

et désignons par Y, Y; les expressions

day
du

’ d.z"~
Yi=Xi+plai+ph—

Yi=X;+pr1xi+ps
(i=" %, ""7)1

ol p,, p2, P, P; sont des fonctions arbitraires de u et de ¢.

Ona
2dYt=o, ZdYi*=o.

Si I'on effectue sur les quantités une substitution orthogonale a coef-
ficients constanls, on obtient de nouvelles fonctions Z qui vérifient la

relation
2 dZ} =o.

Déterminons les fonctions p,, p}, pa, p, par les relations
Z,+ils= o, Zy+iZiy= o, Zyy+iZyy=o, Zis+iZy,=o.
La relation précédente s’écrit alors
dL}+ dZ3 + dZ}+ dL} + dZ} + dZ} = o.
Les points

M(Zy, Zy, Zy), NCiZy, iZg, iZ)

décrivent des surfaces applicables, rapportées a leur réseau conjugué
commun.
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Si la substitution orthogonale est telle que I'on puisse prendre

Zl = Yi) Z2 = Y!) z3= Y3)
iy=Y,, iZs=Y), iLe=Yj,

le point M décrit, lorsque u est fixe, une courbe plane. 11 en est de
méme du point N lorsque ¢ est fixe.

Ce raisonnement est équivalent au raisonnement géométrique sui-
vant :

Le point P, commun aux 1-plans osculateurs & deux courbes C,,
C| situées dans un espace d’ordre 4, décrit un réseau.

Soient C,, C, deux courbes de I'espace ordinaire applicables au
troisiéme ordre sur-les courbes Gy, C}.

L’application fait correspondre & un point P, un point M du
1-plan osculateur de C., et un point N du 1-plan osculateur de T,.

Les points M, N décrivent alors deux réseaux applicables, ces
deux réseaux étant applicables surle réseau décrit par le point P,

Systémes triples orthogonaux. — Considérons trois courbes iso-
tropes de 'espace

Ci[Xi(u), Xay X5], Gi[X3(9), X5, X531, CI[X](w), X3, X3],
et désignons par Y;, Y, Y} les expressions

Yi=X;+p z;
Yi=Xi+par (i=1,2,3),
=X+ p" 7}

ou p, p', p” sont des fonctions arbitraires de u, v, w.

On a
SdYf =prUtduz, =dY{?=p2Videt, ZdY;?=p"*Wida?
U, V, W étant des fonctions de u, de v, de w.

Effectuons sur ces quantités une substitution orthogonale a coeffi-
cients 'constants. Soient Z l¢s fonctions nouvelles obtenues. On aura

S dZ2 = p2U? du® + p'2 V2 do? + p"* W2 du2.

Si ’on détermine les fonctions p, p', p” par les relations

Z4+iZ5=O, Z,+iZ-,=n, Z,+iZ9=o,
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on obtient
dZ; + dX} + dZ} = p? U dut + p'- V2 do* -+ p"* W2 duwr.

Le point de coordonnées Z,, Z,, Z; décrit un systéme triple ortho-
gonal.
En particulier si I'on prend

Li=Y, L=Y, ZL=Y]
Yg+iY,3=o, Y',-i—iY';:O, Y;+iYa=0.

on obtient un systéme triple orthogonal dans lequel les trois séries de
courbes de Lamé ont des courbes planes.
On a en effet la relation

X, + ‘”—’(z,_x,)q-i[x;-x- ”i;"(zg-xn] =o,
& Z4

qui montre que si « et ¢ sont constants, le point de coordonnées Z,,
Ly, 1; décrit une courbe située dans un plan paralléle au troisiéme
axe de coordonnées.

CHAPITRE V.

INVARIANTS DIFFERENTIELS.

Etant donnée une courbe C située dans un espace d’ordre r, les
expressions

restent invariables lorsque I'on effectue sur les quantités X une sub-
stitution orthogonale a coefficients constants.

Nous nous proposerons tout d’abord, supposant données les
n fonctions A, de déterminer les fonctions & correspondantes.

Les fonctions z étant linéairement indépendantes peuvent étre
considérées comme un systéme de solutions d'une équation différen-
tielle d’ordre n,

dz dr—1z

dr dxz
xn=Pox+P1d-—u+P’d-F+...+Pn_13—un—_;’

(1) dun
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dans laquelle Py, P,, ..., P,_, sont des fonctions de la variable u.
Montrons que ces n fonctions P sont déterminées en fonction de A,,
Ay, ..., A,
Si 'on remplace dans I'équation précédente z successivement par
Zyy - .., Zn et que l'on ajoute les équations obtenues aprés multipli-
cation par des facteurs convenables, on obtient les égalités

drz dz dn—z
2 z le —PoZZ" +P1 7'22; —+.. +Pn—.12 -z'du"_"
dr diz dz dz\? , O dr dn-ix
2 @ar=PXeqm TP (z&) ot Va2 G
e it eet e g et et i ettt et ,
dr—lgx dn x dn—1 x N dxr di—\x an \x
2 dur=1 dur = "Zxd = du dun—1 +'"+P"—’2 (du ""‘) ’

qui forment un systéme de n équations linéaires du premier degré
qui permettent de calculer Py, P,, ..., P,_,, car le déterminant des
inconnues est le carré du déterminant

dx; dr—ax;
x L
L du dun—1

qui est différent de zéro.
On vérifie de plus que, par différentiation des fonctions A, on peut
calculer tous les coefficients des n équations précédentes:

Proposons-nous maintenant de former les solutions y de ’équation
différentielle telles que

2= A= ()"

di-tx dk-1z .
“ik:a"i=2'7ﬁi_ T (t+kSn+1),

Si I'on pose

le déterminant des inconnues s’écrit

Ay Q2 ... Qp

A _ | ®1 @2 «es Qapn
n—1 =

Any Qng ... Qnn

Les coefficients a;; de ce déterminant satisfont aux_relations sui-
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vantes :

day ..
au = Qi+, b+ A e sit<netk<n,

da
(2) d;k = Poaik+ Pyask+. ..+ Ppy@ni+anpss (k< n),

dann

du W Poasn+Pras+... 4+ Ppyan).

Ces formules sont vérifiées quelles que soient les fonctions de u
choisies.
Soient maintenant yy, ¥, ..., ¥» un systtme de n solutions
linéairement indépendantes de I’équation différentielle (1)
Désignons par 6;; I'expression

di-ly dk—1y
k=D Zor T —

. . . X n(n—+1 .
on obtient en faisant varier 7, k de 1 a n, '(T fonctions de u«

qui satisfont 4 un systéme d’équations différentielles, qui se déduit du
systéme (2) en remplagant les fonctions a par les fonctions 6 corres-
pondantes. ‘

Si les fonctions P,, P,, ..., P, sont réguliéres au voisinage
de u = o0, ce sys'éme admet une solution telle que les expressions ;4
prennent des valeurs données pour u=o. Si ces valeurs initiales
sont toutes nulles, les expressions 6;; sont constamment nulles.

Désignons par 2y, 22, ..., 2, le systéme de solutions parliculiéres
de (1) telles que I'on ait pour u=o

dz dn—13
zl(o)= I, (d_ul>o= o, ) (du"_‘l)(,: o,
dz dn—1z
23 (0) =0, (7;! )o= 1, ey (du"—")o= o,
......... , B, . N
dsz dn—1z
3p(0) = o, (dun)o= o, ceo (FF),,: I.

Tout systéme de solutions de (1) pourra s’exprimer par les formules

yi=NiB1+ MNaBs+...~ Nn3n (I=1,2,...,n)

et 'on aura 2
- i
yi(0) = hu, (E{Tl>‘)=7\u (i=1,2,..., n—1I)

MEMORIAL DES SC MATH. — N° 29.
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Dans ces conditions, si 'on a

. aup= ai(0), =
on obtiendra

8:,4(0) = Ashji+ Maihak & o o Angdnk— @il —oon

La détermination des solutions y telles que les expressions ;4 soient
constamment nulles reviendra par suite & la recherche d’un détermi-

nant

. D=10Xn da .o Ml
tel que 'on ait

D2 = &y,
ou d,_, représente le déterminant
Spa=llay 22 ... . %nll.

On peut d’ailleurs déterminer directement les fonctions y. Il suffit
de remarquer que l'on a

et que la décomposition toujours possible de la forme quadratique du
sccond membre en une somme de n carrés indépendants, fournira
Vexpression des quantités y en fonction linéaire de z.

-Ces expressions fourniront une solution y. .

La décomposition précédente étant possible d’une infinité de
maniéres, il sera possible de déterminer une infinité de solutions du
probléme. Nous allons montrer que toutes ces solutions se déduisent
de 'une d’elles par une substitution orthogonale a coefficients cons-
tants.

Il est évident que, effectuant une subslitution orthogonale sur un
systéme de valeurs z4, ..., x, solution du probléme, on obtient une
solution nouvelle.

Nous allons montrer que si la substitution linéaire effectuée sur les
quantités x n’est pas une substitution orthogonale, on ne peut obtenir
une nouvelle solution.

Désignons par y les nouvelles expressions obtenues. On devra

avoir
Tr-Zw=e B(@)-E(@)=> -
3 () -2 () =
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. c 1. . dz
Les expressions considérées sont des formes quadratiques en z, 5—»

du
dn—t gy . . .
et Elles ne sont pas identiquement nulles et peuvent, par suite,

étre mises sous forme d’une somme de p carrés indépendants pZn:
En désignant par Z,, Z,, ..., Z, les formes linéaires obtenues, on

aura
dZ\? N [ dn—17\2
=0 Z(d_u)=°’ /‘..(W)”'

Les quantités Z détermineraient une courbe n fois isotrope dans un
espace d’ordre p< n, ce qui estimpossible.

Invariants absolus. — Un invariant absolu est une expression qui
ne change pas:

1° Lorsque l'on cffectue sur les quantités x une substitution
orthogonale a coefficients constants;

2° Lorsque 'on multiplie les quantités z par un méme-facteur 2;

3° Lorque l'on effectue un changement de variable.

Nous allons montrer comment I'on peut, en partant du détermi-
nant A,_;, former des invariants absolus.
Désignons par A,_, le déterminant

agy (237 ee. Qyp
Qs QA ... Q3
Apoy= 7.
apy aps ... Qpp
Ona
1
A 1A
. 2 I Iq
A0=A0, Al= =A0Al—gA0’
r
LA, A,
1 1
A, LA SAY—A,
I,, 1.
A= ;A) Ag_ ;AI ,

., U
SAL—A A Ay

2

D’une maniére générale &,_, s’exprimera en fonction de Ay, Ay, -..,
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A, _, et de leurs dérivées. Les déterminants ainsi formés ne changent
pas dans la premiére opération indiquée. .

Effectuons la seconde opération. Si l'on désigne par [A,] la valeur
obtenue pour A,, on voit aisément.que

[Ao] = 224, LA ] = 24y, [Az] = X&A,, . [Ap 1] =" Ap .

Avec les mémes notations la troisiéme opération donne, en dési-

du . . L.
gnant par f(n) = T I'opération qui caractérise le changement de
variable

[A] =40, [A]l=/241, [Aa] =f04,, ceny [Ap—y] = fPin-DAp_y.

Pour obtenir des invariants absolus, on formera des combinaisons
des éléments A de degré zéro en A et f.
On obtiendra par exemple les invariants absolus
Ao 3 A
A (2 —3_A$
'(A,) S ¢ T
Si la courbe est ordinaire ces invariants représentent, en désignant
par a,, a, les deux premiéres courbures, le premier a?, le second a} a}.
Ils permettent donc de calculer ces courbures.

Courbes singuliéres. — Si 'on considére une courbe I? (p fois
isotrope), on a les relations

A=A =A=...=A,1=0 (A, #o).

Montrons que dans ces conditions les relations
AQ=A1=A,=...=A’,’_1=D (A,p#o)

sont vérifiées.

Supposons en effet que I'on ait Aj5£0, ¢ < 2p. On peut alors
déterminer g + 1 fonctions y,, 2, ..., ¥qyi, telles qu’elles vérifient
les égalités

dyv\?2 dk-1 2 . <
2y2=o, 2(11%) = o, 2<7u/<_—}l’>.=0’ k=zsu|vant q>5’.

Cette détermination est impossible. Une courbe & fois isotrope ne
peut exister dans un espace d’ordre inférieur a 2k +1.
Cette propriété résultera aussi de I'étude des premiers éléments du
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déterminant A,_,. On voit facilement en effet qu’ils se présentent
sous la forme suivante :

'?oo

h)

o o o0 P o
L]

© © 0o o o

P!

Tous les termes du tableau sont nuls, sauf ceux quise trouvent sur
la diagonale passant par A, et qui sont égaux & A, en valeur absolue.
On obtient

Ap=—(Ap)P+i.
Supposons maintenant que I'on se donne
) Ao, A], ceey Ap—l # o,
et que 'on ait
AP= 0.
Tous les éléments de A, sauf A, s’expriment en fonction de A,,
A,, ..., Ap_,. On pent écrire
AP= APAP 1-|— Rp—l = 0.
11 est alors facile de préciser la valeur de A .
Déterminons en effet p fonctions y satisfaisant aux relations

o/ dy\? dr—t y\2
2.}’2=A0; Z(Zl%) = Ay, ce Z('JJ%) =A,.
La valeur cherchée sera
3 ()
dur ] !

car cette valeur annule A,. Il n’y en a pas d’autre.
Nous supposerons en outre que I’on ait

dp+ly 2
Ao =3 (Tt )"

dr+e—ty
Aproa =2 (W) ’

drtay
Ap+g ¢Z (dup+q> ¢
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Dans ces conditions les g déterminants Ap, Ay, ...y Dpigy
serant nuls. Nous montrerons tout d’abord qu’il en est de méme des

déterminants Apyg, Apigiyy ooy Appagoye
En effet supposons que l'un des déterminants de cette suite A, soit
différent de zéro. On pourra déterminer r +1 fonctions z,, 32, ...,

Zr4q telles que

\ 2
2z‘1= AO=Z]'2, Z(——) —A]—Z <d}’ )
dr+a—1z dr+q-1y
Z <dul"+'l-‘) Apa—i —2 <dul'+‘l—‘ ) !
dr+1z\2 dzr

2 (dup-f-q> =Ap+g, ) 2 (du' ) =
Les quantités z, £y définiraient ainsi dans un espace d’ordre
r—p—+ 1 les paramétres des tangentes d’une courbe 17+ ( p+ ¢ fois

isotrope).
On devrait donc avoir

r+p+l§2(p;i—q)+|,
ce qui est impossible puisque r est un des nombres de la suite
pP+q, prqg+1, ..., p+ag—1.
Nous montrerons enfin que 'on a
Apiag# 0,

quelles que soient les valeurs de Ap g1y, ...y Apiag.
Des égalilés précédentes on déduit

o 3 x
d.z'd.:r_zda_y dPy siu+ﬂ§?(p+q)—l.

du® gy i du® duB
Soit
ary _ ay ar—ty
tm —Boy+B1d-—u+...+Bp_lm

I'équation différentielle a laquelle satisfont les quantités y.
On pourra poser

drzy, dz, dr-1g
TuP = Boxk—’r Bi -a—‘—‘— -+.. .+ Bp-g a—;l)_—‘k +Ek.
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On détermine aussi n fonctions

Eh Eiv er ey E"i

qui satisfont aux relations suivantes :

e o (at+BSprag—),

Seon S(E) - o BEDn S
DR o (e piag—1).
u® duf

Le déterminant A, ,, peut étre considéré comme le carré de 1'un ou
I'autre des tableaux rectangulaires

Z, o &n
x PP Z
! " dz, dz,
fdﬂ. e dan du T du
du du
. . dr-1z, dr—z,
artzy o driz, airt U Tam |
dupr—1 dup—t ; :
dr+29 2, dr+2 z, d’;s e dZZE
p¥ig T durtig L ik 1.
o duia durd
QOn voit donc qu’on peut I'écrire
[o] o o
= \ .
‘=’ .
g Ap-y
@
]
Ap+2q= . o ... 0o O -_—_A,,__‘qu_
£(]°
El
2 \| o o
.: o qu
+
S\ljo o o ... o

ou B,, est le déterminant différent de zéro correspondant a la
courbe I7 définie par les n fonctions E.
Si I’on désigne par « la quantité

dar+iz L dr+ay\2
2<dul’+7) _2 (duP+‘l) +
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() ==

B =— (a)2e+1,

on voit que
on obtient alors

Etude de la suite A, A,, ..., A,_,. — La discussion précédente
montre que la suite de déterminants considérée ne peut présenter
qu’un nombre pair de déterminants nuls.

Il y aura donc a envisager le cas ou ces déterminants nuls for-
meront une ou plusieurs suites.

Dans le cas d’une suite unique, on voit que les courbes correspon-~
dant a
By, Ay, ooy, Apg#o; Ap=0, Appy=0, ...;
Aptag-1 =0, Ap+lq #0

sont des courbes (p +1) I7+9.

Les singularités qui existent dans les espaces d’ordre 4, 5, 6 sont
les suivantes :

Espace dordre 4.

A AL A, AjFo.

o 0 . . courbe [
. [} o . » 212

Espace d’ordre 5.

A, A A, AL AjFo.

[ o courbe I
. . [} o . » 313
[ [ 0 [ . courbe It
[ [ . . » a2l
Espace d’ordre 6.
B An An AL AL Aol
[ o . . . . courbe I
) . . [ o . » 414
) o [ [ . . courbe I? )
. [\ o o o » 218
o o courbe 212 |},

. . o o . . » 33
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Une courbe peut présenter plusieurs espéces de singularités dans
le cas o plusieurs suites de déterminants seraient nulles.

Nous remarquerons seulement que le cas de deux suites nulles ne
peut se produire que dans un espace d’ordre supérieur ou égal a 6.
Le tableau précédent indique que I'on peut en effet avoir une
courbe I, 41°.

Enfin on peut interpréter le déterminant A,_, comme le discrimi-
nant de la forme quadratique qui caractérise le ds? de 'ensemble des
points du (p — 1)-plan osculatenr. Le (p — 1)-plan d'une courbe sera
ordinaire ou singulier suivant que 'on aura A,_, 20 o0u A,_;=o.

Une transformation par orthogonalité des éléments qui fail corres-
pondre & une courbe (. une courbe ¢, fait correspondre dans un
espace d'ordre n au (p — 1)-plan osculateur C le (n — p — 1)-plan
osculateur de c. Les éléments correspondants sont ordinaires ou sin-
guliers en méme temps.

Il en résulte qu'a une courbe (p -+ 1) 17+¢ dans I'espace d’ordre n,
la loi d’orthogonalité fera correspondre une courbe

(”—P"" 2q) [n—(p+q+1),
Le tableau précédent a groupé les variétés de courbes qui sont

orthogonales. Les autres variétés se correspondent a elles-mémes
dans la transformation.

CHAPITRE VI.

FAMILLES DE CERCLES.

Considérons dans un plan un cercle (C) dont le centre a pour
coordonnées a,, @, et dont le rayon est R. Nous lui ferons corres-
pondre un systéme de quatre nombres, appelés coordonnées du cercle,
définis par les relations

x = Aay, 3+ iz = A(aj + ai— R?),
2ry= \a,, xyg— X, =—N\,
ou X est un coefficient de proportionnalité.
On déduit de la que

z} 4+ x3+ x}+ xz} = MR3,
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SiRZ%ona
)by
L’équation du cercle C peut s'écrire
(w3—iz) (X3 +X2)+ 22X + 229Xy — (23 + i2,) = 0.

Si #3 — iz, = o, le cercle se réduit a une droite.
Supposons Xz25£ 0, nous pourrons choisir le facteur 1 de telle

maniére que
Z z2=1. .

Choisissons
1
A= ==
R
On aura
2= P w+ix__a%+a§—R2 Zy— Ty = —
1= Rl 2 = R’ 3 b= R ’ 3 b= R

Inversement. a un systéme de quatre nombres z,, %2, %3, x; liés
par la relation
St

on pourra faire correspondre un cercle défini par les relations

1 . &Z, e
—_— a) = — —————) g = ——)
X3 — LT, Ty — 1, X3— L&,

R=—

si’on suppose
X3 — Lxy # 0.

Dans le cas ou I'on aurait #3 — iz; = o, on pourrait prendre
xy = cos b, &y =sinb;
on obtiendra alors la droite d’équation
2c080X;+28in80Y, — (z;+ i#z,) = o.

I1 est possible, d’aprés ce qui précéde, de donner a A deux valeurs
, T
opposées = " Les valeurs correspondantes de z,, z,, 3, 2, seront

opposées. On est amené ainsi 4 donner une valeur algébrique au
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rayon d'un cercle, et nous pourrons faire correspondre, suivant le
signe choisi, un sens de déplacement déterminé sur le cercle.
En résumé, a quatre nombres z tels que 2223£ o nous faisons cor-
respondre un cercle orienté si
L m—imgtos
une droite ordinaire si
Zy— [x,= 0.

Sil'on a 222 =0, on voit que I'on fait correspondre un cercle point
si
o X3 — L2, # 0}
une droite isotrope si
Z3— [25= 0.

Interprétation géométrique. — L’angle de deux cercles orientés
sera défini comme l'angle des tangentes orientées dans le sens du

déplacement
d>’=R?+R?—2RR'cosV.

On voit facilement que I'on a
cosV =2,y 1+ Z2ys+ &3 V3 + ZuYa,

en désignant par z, y les coordonnées des deux cercles, choisies de
telle maniére que I'on ait

2x2=1, Zy’:l.

-

Aux systémes de nombres

(1t o o o), (o 1t o0 o), (o o 1 0), (o o'o 1)

correspondent le deuxiéme et le premier axe de coordonnées et les
cercles d’équations
zi+23—1=o0,
z}+xi+1=o0,
qui forment un systéme de droites et de cercles deux & deux ortho-
gonaux A, A,, Aj, A,.
Si A désigne le cercle de coordonnées z,, %2, 3, ;, On a

xy=cos(A, A;), xa=cos(A, Ay), a3=cos(A, Ag), @, =cos(A, A,).

D’une fagon plus générale, on peut faire correspondre & un sys-
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téme de quatre cercles deux a deux orthogonaux By, B,, B;, B; une
substitution orthogonale et inversement, on peut alors prendre comme
coordonnées d’un cercle X les quantités

cos(X, By), cos(X, By), cos(X, B3), cos(X, By).

On vérific qu’une substitution orthogdnale fait correspondre les
coordonnées d’'un méme cercle rclativement a deux systémes dif-
férents.

La transformation revient, au point de vue géométrique, a la com-
binaison d’une inversion et d’un déplacement.

Interprétation dans un espace i quatre dimensions. — Considérons
dans un espace a quatre dimensions la divection d’une droite D pas-
sant par l'origine de paramétres directeurs zy, 2y, 3, Z;. A celte
droite nous pourrons faire correspondre un cercle du plan. Inverse-
ment a un cercle du plan correspondra une droite orientée. Changer
le signe du rayon du cercle revient a changer le sens de la droite D.

Si D est une droite ordinaire on a un cercle réel ou imaginaire, ou
une droite ordinaire. Si D est unc droite isotrope on a un cercle
point ou unc droite isotrope.

L’angle de deux cercles G,, G, est égal a’'angle des deux droites Dy,
D, qui leur correspondent.

Aux cercles d’un faisceau correspondent les droites d’un 1-plan.
Sile 1-plan est ordinaire il existe dans le faisceau deux cercles de
rayon nul correspondant aux droites isotropes.

Si le 1-plan est 212, il existe une scule droite isotrope; toutes
les droites du 1-plan lui sont perpendiculaires. Le faisceau est alors
formé de cercles tangents.

Si le 1-plan est I2 tous les cercles sont des cercles points, toutes
les droites du 1-plan étant isotropes. Ces cercles auront leurs centres
sur une droite isotrope.

Dcux faisceaux de cercles orthogonaux correspondront a deux
1-plans orthogonaux.

Aux droites d’un 2-plan correspondront de méme les cercles d’un
réseau. Comme il existe une droite A perpendiculaire a toutes les
droites d’un 2-plan, deux cas seront a envisager :

Sila droite A est ordinaire, lc réseau est formé par I'ensemble des
cercles orthogonaux a un cercle fixe.
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Si la droite A est isotrope, on a 'ensemble des cercles passant par
un point.

Famille de cercles. — A quatre fonctions z d’une variable u nous
pouvons faire correspondre une famille de cercles (C) du plan. I1
sera commode dans la suite de considérer ces fonctions comme les
paramétres dirvecteurs des tangentes a une courbe (T).

Soit M un point de T, Cle cercle de centre w qui correspond a la
tangente MT. Au 1-plan osculateur en M correspond un fais-
ceau de cercle que 'on peut définir a I'aide des cercles de coordon-

dx
nées z, - - Les points communs au .cercle de ce faisceau seront les

points 1I' ot le cercle C touche son enveloppe. La droite II' est per-
pendiculaire a la tangente w¢ a la courbe décrite par le centre w.

De méme au 2-plan osculateur en M correspond un réseau
dzx
du
coordonnées du cercle orthogonal a tous les cercles du réseau. On a

7=0 > %=0’ du’= *
X > pof g

La courbe T, dont les paramétres directeurs des tangentes sout les
quantités £, correspond a I par orthogonalité. Le cercle G, défini par
les valeurs £ a pour centre le point H de contact de II' avec son
enveloppe.

La correspondance entre T' et T’y étant recnproque la corde de con-
tact du cercle G, avec son enveloppe est la tangente a la courbe, lieu
du centre du cercle C.

Dans un espace d’ordre 4 existent des courbes O, 1, 212, 1l y
aura donc trois espéces de familles de cercles que nous appellerons
familles de cercles O, I, 212.

Nous indiquerons les propriétés spéciales des familles correspon-
dant aux courbes singuliéres.

A unc courbe isotrope I' correspond une famille de cercles de
points ® décrivant une courbe. La droite 1I' est la normale a la
courbe. Le point H est le centre de courbure en .

Les cercles de centre H et de rayon Hw forment la famille de
cercles osculateurs a la courbe considérée. Ces familles de cercle cor-
respondent a une courbe T, orthogonale a la courbe I'. La courbe T,

. ST . d . .
de cercle qui se définit a I'aide des cercles z, -, Tg Soient £ les
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est 212, Il résulte donc de la qu’a une courbe 212 située correspond
la famille de cercles osculateurs & une courbe plane.

Cercles dérivés et cercles primitifs. — Soit (C) la famille de
cercles correspondant aux tangentes a une courbe T. Si 'on consi-
dere la développable dont la courbe T est I'aréte de rebroussement, a
toute courbe Ty tracée sur cette développable correspond une famille
de cercles (C,) appelée famille dérivée de (C).

Inversement la famille de cercles (C) est une famille de cercles
primitifs de la famille (C,). Elle correspond & une développable
assemblée a la courbe T.

Des propriétés générales des courbes résultent immédiatement les
propriétés suivantes :

Deux familles de cercles (C), (C'), primitives d'une méme famille
de cercles (C,), sont dérivées d'une méme famille de cercles (C,) et
inversement. .

Il est facile de préciser les relations géométriques qui lient les
familles de cercles (C,) et (C).

La tangente a une courbe tracée sur une développable étant située
dans le 1-plan osculateur, un cercle G, fait partie du faisceau corres-
pondant au 1-plan osculateur en M, a la courbe qui définit la famille
de cercles (C). 1l en résulte done qu’un cercle C, passe par les
points de contact 1’ d’un cercle G avec son enveloppe, que la corde
de contact KK’ d’un cercle C, avec son enveloppe passe par le point
‘de contact H de II' avec son enveloppe.

Inversement, connaissant une famille de cercles C,, on peut définir
géométriquement une famille de cercles C.

Analytiquement cette étude peut étre faite de la maniére suivante :
Considérons le cone directeur engendré par les tangentesala courbeT.
Une génératrice de ce cone a pour paramélres les quantités z. A toute
famille de cercles dérivés on pourra faire correspondre une fonc-
tion w(u«) telle que la tangente & la courbe décrite par le point de
coordonnées z-i deéfinisse cette famille de cercles.

Supposons que la courbe T soit ordinaire. Les déterminants Ay, A,,
A,, A; seront tels que
Ay Ay Ay A3 Zo.
Si la fonction 7 est quelconque, la famille de cercles dérivés ‘corres-
pondante G, sera une famille ordinaire.
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Comme A, 52 o, il sera possible de déterminer deux fonctions 6,(u),
6 (u) telles que 'on ait
07 + 03 =Z 22,

det 2 dO, 2_ N [ dx\?

(a;) +(m) _Z-I(d_u) ’
Si 'on prend pour = I'une des fonctions 6, == §,, on obtient une
famille I de cercles. Il est facile de vérifier que la tangente 4 la courbe

décrite par le point de coordonnées = est isotrope.
™

Enfin comme A, 3£ o, il est possible de déterminer trois fonctions §,,
62, 63 telles que l'on ait

S e -3

% (@) -2 (@)
% (7)) -2 (%)

A une combinaison isotrope des fonctions 6,, 9,, 65 correspondra une
famille de cercles dérivés 212, Ces cercles seront les cercles oscula-
teurs d’une courbe. Il en existe une simple infinité.

En résumé, parmi les cercles dérivés d’une famille de cercles ordi-
naires, 1l existe :

a. Deux familles de cercles I;

b. Une infinité simple de familles de cercles osculateurs & une
courbe 212; '

¢. Toutes les autres familles de cercles sont ordinaires.

La loi d’orthogonalité montre que si deux courbes sont orthogo-
nales, toute courbe tracée sur la développable engendrée par les tan-
gentes a l'une, est orthogonale a toute développable assemblée a
Pautre.

1l en résulte que parmi les familles de cercles primitives d’une
famille de cercles ordinaires existent :

a. Deux familles de cercles 212;
b. Une infinité simple de familles de cercles I;
c. Toutes les autres familles de cercles sont ordinaires.
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On étudierait par la méme méthode les cercles dérivés ou primitifs
des familles I, 212,

Courbes anallagmatiques. — On appelle ainsi les courbes enve-
loppes de familles de cercles orthogonaux a un cercle fixe.

Il est toujours possible de supposer que ce cercle a pour coordon-
nées o, o0, o, 1, les cercles orthogonaux correspondant aux fonc-
tions z, (1), x3(u), 2;(u), o. Les courbes I' correspondantes seront
des courbes de I'espace ordinaire.

Soient o, ag, ot3; By B2y Baj Y1y Y2, 75 les cosinus directeurs des
axes du triedre de Serret attaché a la courbe. Aux nombres y,, v,
ys, =1 correspondent deux cercles points orthogonaux a tous les
cercles du faisceau correspondant au 1-plan osculateur a la courbeT.
Ces quatre nombres définissent les coordonnées des points ou le
cercle C correspondant de la famille touche son enveloppe.

Supposons en particulier que le cone directeur de la courbe I' soit
du second ordre. On aura

g A
A, A, A; ’

et par suite )
Ay i+ Av3+ Azy3=o.

Les coordonnées des points caractéristiques vérifieront done les

relations
X1+ X3+ Xi+X7=o,

A1X?+AQX§+A3X§= o,

qui définissent I'enveloppe.
Sil'on remarque que ces relations sont équivalentes aux relations

X3+ X3+ X3+ Xi=o,
(A —A3)X3+ (A2— A X3+ A3X3=0,

obtenues en éliminant X;, on en déduit immédiatement que la courbe
anallagmatique correspondante peut étre engendrée de quatre maniéres
différentes.
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CHAPITRE VII.

FAMILLES DE SPHERES.

A une sphére S dont le centre a pour coordonnées a,, a;, a; et
pour rayon R, nous ferons correspondie un systéme de cing nombres
appelés coordonnées, définis par les relations

z; = Aay,

Ty = Aay,

z3= \aj,
zy+ ixs= A(a}+ al + a}— R2),
Zy—ixg=— ],

A étant un coefficient de proportionnalité.

On a
i=5
Z z}=AR?,
i=1
et par suite
Sl

suivant que R #o,
=0
L’équation de la sphére S s’écrit

(Ty—i2s) (X} + X3+ X)) +22, X+ 22 Xa+ 223 X5 — (24 +25) = 0.

Si z; — iz; = o, la sphére se réduit a un plan.

-
Dans le cas ou 2‘:1:2#0, on peut prendre

E x° =1,

. . . 1
en choisissant pour le facteur A 'une ou l'autre des quantités &= &-

On peut donner une valeur algébrique au rayon R.

L’angle de deux sphéres définies par les coordonnées x, y sera
exprimé par I'angle des rayons orientés dans le sens positif. On
obtient facilement

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 29. &
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Seen Ype

Les coordonnées s’interprétent comme les cosinus des angles de la
sphére S considérée avec un systéme de cinq plans ou sphéres deux a
deux orthogonaux.

Comme pour les cercles, une substitution orthogonale fait corres-
pondre les coordonnées d’une sphére relativement a deux systémes
différents. Elle revient a la combinaison d’un déplacement et d’une
inversion.

en supposant

Interprétation dans un espace i cing dimensions. — A une sphére S
nous pouvons faire correspondre une direction de droite D passant
par Porigine de paramétres directeurs zy, 22, 3, 2+, 5. Inversement
a unc direction de droite D correspondra une sphére orientée.

Si D est une droite ordinaire on aura une sphére réelle imaginaire,
ou un plan ordinaire. Si D est isotrope, une sphére point ou un plan
isotrope.

A un faisccau de sphéres correspondront les droites d’un 1-plan
et inversement.

Si le 1-plan est O il existe deux sphéres points parmi les sphéres
du faisccau. Si le 1-plan cst 212 le faisceau est composé des sphéres
tangentes. Enfin si le 1-plan est 12 le faisceau est composé de
sphéres points ayant leurs centres sur une droite isotrope.

La loi d’orthogonalité fait correspondre dans un espace a cing
dimensions un i-plan a un 2-plan.

A un faisccau de sphéres correspondra un réseau. Il existe trois
sortes de réscaux correspondant aux 2-plans o — 31° — 212,

Familles de sphéres. — Les quantités x supposées fonction d’une
variable © définissent unc famille de sphéres (S). Sil'on interpréte
les quantités  comme paramétres directeurs des tangentes d'une
courbe (T'), on est conduit aux résultats suivants :

Soit M un point de T, S la sphére correspondant a la tangente MT.

Au 1-plan osculateur en M correspond un faisccau de sphéres qui
définit le cercle caractéristique G de S.

Au 2-plan osculatcur ¢n M correspond de méme un réseau de
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sphéres. Les points I, I' communs a toutes les sphéres de ce réscau
sont les points de contact du cercle C avec son enveloppe.
Enfin les quantités £ définies par les relations

O L dx S L
ZEw:o’ Eﬁ=°’ ZETIF:O’ stl¢3= i

définisscnt une famille de sphéres (S,). La sphére S correspondant
a M a son centre au point H de contact de I, I’ avec son enveloppe.

On peut ajouter que ces quantités sont les paramétres directeurs
des tangentes a une courbe [y qui correspond a I'. par orthogonalité.
La correspondance est réciproque entre ces deux courbes.

Il y aura a considérer cinq espéces de familles de sphéres corres-
pondant aux courbes O, 1, 313, 212 T2,

Aux courbes isotropes correspondent des sphéres points dont le
centre décrit une courbe. En raisonnant comme pour les familles de
cercles, on voit que les sphéres correspondant a une courbe 313 sont
les sphéres osculatrices a unce courbe.

Les sphéres correspondant a une courbe 212 sont tollos q

développées de la courbe lieu du centre des sphéres.
Enfin a une courbe 12 correspondent des sphéres-poin i".
centre décrit une courbe isolrope.
Ces deux derniéres familles de sphéres se transforment p
gonalité en des familles analogues.

Sphéres dérivées et primitives. — Soit (S) la famille de sphéres
correspondant aux tangentes & une courbe T. A toute courbe T,
tracée sur la développable engendréc par ces droites, correspond une
famille de sphéres (S,) dérivée de la famille (S).

Inversement la famille de sphéres (S) est une famille primitive de
la famille de sphéres (Sy).

Les propriétés générales ont été indiquées pour les familles de
cercles. Signalons que le centre d’une sphére S, se trouve sur la tan-
gente au centre de la sphére S, a la courbe décrite par les centres
des sphéres de la famille, que le cercle caractéristique de S, passe
par les points I, I, que la droite caractéristique du plan de ce cercle
passe par H.

L’étude des familles dérivées se traiterait comme dans le cas des
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familles de cercles. Nous nous contenterons d’indiquer les résultats.

Parmi les familles de sphéres dérivées d’une famille de sphéres
ordinaires O, existent deux familles de sphéres I, unc infinité simple
de familles de sphéres 212, une double infinité de familles de sphéres
osculatrices a une courbe 3I3; toutes les autres familles sont ordi-
naires.

Une transformation par orthogonalité permettra de déterminer les
familles de sphéres primitives d’une famille de sphéres ordinaires.
Deux de ces familles sont 314, une simple infinité 212, une double
infinité I, les aulres familles étant ordinaires.

Nous indiquerons les propriétés des familles de sphéres primitives
qui sont I. Elles correspondent aux développables isotropes assem-
blées a la courbe T'. Ces développables sont engendrées par les nor-
males isotropes de cette courbe. Il en résulte que les centres de ces
sphéres décrivent des trajectoires. orthogonales de la famille de
sphéres considérée.

On déduit immédiatement les propriétés suivantes :

Etant donnée une sphére C de la famille, les axes des cercles oscu-
lateurs aux différentes trajectoires orthogonales en leurs points de
rencontre avec C, se trouvent dans un plan qui est le plan du cercle
caractéristique correspondant a cette sphére.

Les centres des sphéres osculatrices aux mémes points se trouvent
sur la droite caractéristique du plan précédent.

.

Application. — Nous appliquerons les méthodes précédentes a la
recherche des courbes dont les sphéres osculatrices coupent une
sphére fixe sous un angle constant. Soient (o, o, 0, o, 1) les coor-
données de la sphére fixe, (x1, Z2, Z3, %4, Z5) les coordonnées de la
sphére osculatrice. Nous supposerons que 'on a

Ex“:l.

Si w désigne la valeur constante de I’angle, on aura

Zs = cosw,

et 'on pourra prendre pour coordonnées de la sphére osculatrice les
quantités
yisinw, y;sinw, yzsinw, y;sinw, cosw,
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en supposant

Z}/2=1.

Dans ces conditions les quantités y sont les cosinus directeurs des
tangentes d’une courbe dans un espace d’ordre 4, et si 'on introduit
les cosinus directeurs des arétes du 4-édre dec Serret attaché a la
courbe, on a

dy dz _ dg _ dn _
e =% d—u——y+aE, d—u_—az+bv,, ZIE_NbE'

Nous exprimerons maintenant que la famille de sphéres considé-
rées est 313, 1l faut pour cela qu’il soit possible de déterminer deux
fonctions 0, (u), 6, (u) telles qu’elles yérifient les relations

costw —+ sin‘-’wE_y2 =1=10} + 0},
sin? wE ¥ =00,

inte Y 12— g2 g

sin2w ¥ ¥ = 02+ 6032,

En tenant compte des relations indiquées, on obtient

03 +83 =1,
02 + 02 =sin2w,
02 + 02 = sin2w (14 a?).

La premiére relation conduit a poser

6, = cos9, 6, = sin2¢.
La deuxi¢me donne
de)\? .
EE = SINn-w.
On peut prendre
9 = usinw.

La derniére relation donnera

al=—cos?w,

a est conslant ct égal a = {cosw.
Pour déterminer les sphéres, on est ainsi amené a prendre pour &
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une fonction arbitraire et & déterminer le 4-édre de Serret considéré
connaissant les courbures.
Dans le cas ou la sphére osculatrice est tangente a une sphére fixe,
on doit avoir
ri+ri+yi+yi=o.
Les égalités considérées sonl remplacées parles égalités suivantes:

Yi+yi+ryi+yi =0 +63—1=o,
YRHYRr YR+ yE=07 0,
IV YRV Y2 =07+ 05

Prenons 6; = ¢, on peut écrire
i=%

Ny =0 03 +03 =o,

=1

=%
N ’
Dorr= 0202402,
i=1
1=4%
.
Ny = o 0 0.

i=1

Supposons déterminée une courbe isotrope dans un espace
d’ordre 4, soient
Ag=o, Ay=o, Ay~ 0, Az# o

les déterminants qui lui correspondent. On pourra, puisque A% o,
déterminer les quantités 6. Le calcul peut étre fait en posant

0, = pcoso, 0, = p sing, O3=7p;

deux relations différentielles détermineront p et .

Une solution étant définie on pourra en définir une double infinité
d’autres en effectuant sur les quantités 6, 6', 6", une substitution
orthogonale.

Les fonctions 3y, ¥2, )3, ¥4, ¢ définiront les coordonnées d’une
des sphéres osculatrices demandées.

On peut remarquer en oulre que les quantités yy, ¥, ys, ¥4, O sont
les coordonnécs d’une sphére-point qui fait partie du faisceau déter-
miné par la sphére osculatrice et la sphére fixe considérées. Elles
définissent donc le point de contact de ces sphéres.
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Comme la courbe isotrope peut étre choisie arbitrairement, il en
résulte que la courbe de contact de la sphére osculatrice el de la
spheére fixe peut éire choisie de fagon arbitraire.

CHAPITRE VIII.

SYSTEMES DE COMPLEXES.

Une droite peut éire déterminée par six nombres X, X,, X;, L,
L., L; appelés coordonnées pluckériennes, ces nombres étant liés

par la relation
Ly Xy + Lo Xo+ L3Xg=o.

On définit les coordonnées symétriques de Klein en posant

X,=a;|-0- I:Iz, X,=.1:;+i.m, X;=x5+i.z'a,

Li=z— iz, Ly= 23— ix,, Ly = 25— izs;

les quantités z nouvelles sont liées par la relation

i=6

Ew?:o.

i=1

Deux droites définies par les quantités z, y se rencontrent si 'on a

i=6

Zw,r_y,=o.

i=1
Les droites définies par les coordonnées
rai+ »Yi

passent par le point de concours des droites précédentes et forment
une gerbe.

Un complexe linéaire est défini par I’ensemble des droites dont les
coordonnées vérifient une relation de la forme

E a;x;=o,

les quantités a; étant des constantes.

Sil'on a za?;zéo on a un complexe général; si au contraire
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Ea} =0, on a un complexe spécial formé parI'ensemble des droites

qui rencontrent une droite fixe.

On pourra faire correspondre a un complexe linéaire une direction
de droites définies par les six paramétres a dans un cspace d’ordre 6.
Si le complexe est général la droite est ordinaire, sile complexe est
spécial la droite est isotrope.

Aux droites du complexe correspondent les directions isotropes du
Mo s M M e -
5-édre orthogonal a la direction considérée.

Congruence linéaire. — L’ensemble des droites qui appartiennent
aux complexes correspondant aux directions A, B définies par les
douze quantités a, b, forment une congruence linéaire.

Une droite quelconque de I'ensemble appartient a tous les com-
plexes correspondant aux valeurs a@ 4+ 2b qui définissent les direc-
tions d’un 1-plan passant par 'origine.

Les complexes ainsi définis forment un faisceau linéaire. Les com-
plexes spéciaux du faisceau correspondent aux directions isotropes
du 1-plan. Les droites de la congruence aux directions isotropes
du 3-plan orthogonal.

Différents cas sont a envisager :

L. Le i-plan est ordinaire, il contient deux directions isotropes
qui définissent deux complexes singuliers du faisceau. Les droites
de la congruence correspondent aux directions isotropes du 3-plan
orthogonal qui est ordinaire. Elles rencontrent deux droites fixes,
axcs des complexes singuliers.

II. Le 1-plan est 212, il contient alors une seule direction iso-
trope, les droiles ordinaires du plan ayant une direction perpen-
diculaire. Il existe donc un seul complexe spécial dans le faisceau.
L’axe central d’un complexe rencontre alors'axe du complexe singu-
lier. Les droites de la congruence rencontrent elles aussi cet axe.
Celles qui passent par un de ses points A sont dans un plan P. 1l y a
correspondance homographique entre A et P.

III. Le 1-plan est I2. Tous les complexes du faisceau sont sin-
guliers. Les axes de ces complexes forment une gerbe de droites.
Les droites de la congruence comprennent d’une part I’ensemble des



LES COURBES DE L'ESPACE A 7 DIMENSIONS. 57

droites situées dans le plan de la’ gerbe, d’autre part I'ensemble des
droites passant par le sommet de la gerbe.

Réseau de complexes. — Etant donnés trois complexes A, B, C
définis par les directions de paramétres a, b, ¢, ces trois complexes
n’appartenant pas 4 un méme faisceau, les complexes correspondant
aux directions Aa + b+ ve forment un réseau. A un réseau de
complexes correspond I'ensemble des directions d’un 2-plan.

Aux axes des complexes singuliers du réseau correspondent les
droites isotropes du 2-plan. Aux droites appartenant a tous les
complexes du réseau correspondent les droites isotropes du 2-plan
orthogonal.

Quand le 2-plan est ordinaire, les axes des complexes singuliers
et les droites appartenant a tous les complexes forment deux séries
simplement infinies de droites. Toute droite de I'une des séries
rencontrant toute droite de 'autre série, les deux systémes de droites
sont les deux systémes de génératrices d’une quadrique.

Lorsque le 2-plan est 313 les directions isotropes se partagent
en deux séries correspondant a deux 1-plan I*. Les axes des
complexes spéciaux forment alors deux gerbes de droites. Ces deux
gerbes ayant une droite commune, les droites communes aux com-
plexes du réseau forment deux autres gerbes qui se déduisent des
premiéres en échangeant les sommets ou les plans.

A un 2-plan 213 correspond un réseau de complexes pour lesquels
les axes des complexcs singuliers et les droites appartenant a tous les
complexes forment une méme gerbe.

Enfin les directions d’'un 2-plan I3 étant toutes isotropes, tous
les complexes du réseau sont singuliers; leurs axes se rencontrant’
deux a deux sont situés dans un méme plan ol passent par un
méme point. Il en est de méme des droites appartenant a tous les
complexes.

Familles de complexes. — Lorsque les six quantités a sont fonc-
tions d’un paramétre u, elles définissent une famille simplement
infinie de complexes linéaires.

Si I'on choisit une valeur déterminée de u, la congruence de droites
déterminée par les complexes linéaires A, A’ correspondant aux

valeurs a et Z—%, comprendra I’ensemble des droites communes au
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complexe A et au complexe infiniment voisin. Nous appellerons.cette
congruence, congruence caractéristique du complexe. Lorsque w
variera, cette congruence engendrera un complexe enveloppe du
complexe primitif.

Soit P un point de I'espace, 7 son plan polaire par rapport au
complexe A. Lorsque I'on fera varier le paramétre , le plan m enve-
loppera un céne dont les génératrices appartiendront au complexe
enveloppe.

De méme si m est un plan fixe, P son pole par rapport au com-
plexe A, lorsque u varie les tangentes a la courbe lieu de P appar-
tiennent au complexe enveloppe.

Les droites communes aux complexes linéaires définis par les
p
da d?a (. .
valeurs @, ——, ——, sont les génératrices d’un méme systéme d’une
8 y
' du’ du?

quadrique. Elles engendrent lorsque u varie une congruence enve-
loppe des congruences caractéristiques.

Il existe en général deux droites communes aux quatre complexes

8

ui correspondent aux valeurs a da dia dia Ces droites en
q p ' du’ dur’ dus
gendrent des surfaces réglées enveloppes des quadriques précé-
dentes.

Interprétation géométrique dans un espace d’ordre 6. — Les quan-
tités @ peuvent étre interprétées comme les paramétres directeurs
des tangentes 4 une courbe G située dans un espace d’ordre 6. Nous
étudierons les diverses familles de complexes qui correspondent a des
courbes d’espéces différentes.

I. La courbe C est ordinaire. Soient x, ¥, z, ¢, 7, t les cosinus
directeurs des arétes du 6 édre de Serret attaché a la courhe.

Au 1-plan osculateur correspond une congruence linéaire formée
par les droites qui rencontrent deux droites fixes D,, D, définies par
les quantités z == iy Lorsque u varie, ces deux droites engendrent
deux surfaces réglées Ry, Ry qui se correspondent génératrice par
génératrice.

Désignons par D', D), deux génératrices de ces surfaces infiniment
voisines de Dy, D,. Ces droites forment avec D,, D, un systéme de
quatre généx:atrices d’un méme systéme d’un quadrique Q.

Il en résulte que si le plan tangent a la surface R, en un point A,



LES COURBES DE L’ESPACE A 1 DIMENSIONS. 59

de D, rencontre D, en un point A,, réciproquement le plan tangent
au point A, a la surface R, passe par A,.

Considérons maintenant ensemble des droites que forment les
génératrices du deuxiéme sysiéme de la quadrique Q. Lorsque u
varie, ces droites engendrent une congruence. Les surfaces focales
sont les surfaces R,, R,.

Lorsque 'un des foyers A, se déplace sur une droite Dy, le second
foyer A, se déplace sur la droite D, correspondante. Une série
d’asymptotiques de 'une des surfaces focales correspond a une série
d’asymptotiques de P'autre. Il en résulte que la congruence consi-
dérée est une congruence de Weingarten.

Une quadrique Q touche son enveloppe suivant deux généra-
trices A;, A, qui corrcspondent aux quantités £ ==in. Ces droites
sont communes aux quatre complexes linéaires z, y, z, {. Elles défi-
nissent une congruence linéaire correspondant au 1-plan oscu-
lateur d’une courbe I' qui se déduit de C par orthogonalité. Il en
résulte que de toute congruence W dont les surfaces focales sont des
surfaces réglées, on peut déduire une deuxiéme congruence jouissant
des mémes propriétés.

Remarquons encore que si'on se donne une surface réglée R, la
détermination des congruences W qui admettent cette surface comme
surface focale peut étre faite sans intégration.

Nous chercherons pour cela a déterminer la courbe C qui carac-
térise la famille de complexes. Les six coordonnées des génératrices
de la surface réglée sont les paramétres directeurs des tangentes a
une courbe isotrope C,, tracée sur la développable engendrée par les
tangentes a la courbe C. Le probléme est ainsi ramené a la recherche
des développables assemblées a une courbe I' définie par les para-
métres directcurs de ses tangentes. La méthode générale a été
indiquée au Chapitre 1.

II. La courbe C est I. Tous les complexes de la famille sont singu-
liers. Donnons-nous une valeur particuliére de u. Les six valeurs a
qui lui correspondent définissent une droite D qui engendre, lorsque «
varie, une surface réglée R.

L’ensemble des droites qui forment la congruence caractéristique
est I'ensemble des droites tangentes a la surface R aux différents
points de la génératrice D.
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Le 2-plan osculateur étant ordinaire, la quadrique caractéristique
est une véritable quadrique qui contient D. Les génératrices de cette
quadrique de systéme ditférent de D sont les tangentes aux lignes
asymptotiques.

Le 3-plan osculateur est aussi ordinaire. 11 en résulte qu’il

existe deux droites A,, A, communes aux complexes correspondant

da d*a dia . .
aux valeurs a, an’ dw dn Ces droites rencontrent D en deux

points I, I, qui décrivent, lorsque u varie, deux courbes appelées
lignes flecnodales de la surface R. Les tangentes a ces courbes ont
avec la surface un contact du quatriéme ordre.

III. Une transformation par orthogonalité fait correspondre a une
courbe I une courbe 41°. Soit T la courbe qui correspond a la
courbe C. Les paramétres directeurs de ces tangentes sont les
quantités y définies par les égalités

da ~ d’a

Les droites qui rencontrent A,, A, forment la congruence caracté-
ristique de la famille de complexes ainsi définies.

La quadrique caractéristique de cette congruence est la méme que
. . ) d
dans les cas précédents. Les droites appartenant aux complexes y, 5{,

diy , o A gt . A \ :
7uy €tant les génératrices de cette quadrique de méme systéme queD.

Il en résulte que la congruence définie par les droites communes

dy dy d3 . . .
aux quatre complexes y, d_i:’ ?(lz—(};’ d_u{ est singuliére. Les deux droites

directrices de la congruence sont confondues.

IV. 1l peut arriver dans un espace d’ordre 6 qu’'une courbe C soit
en méme temps | et 414, Elle se transforme alors par orthogonalité
en une courbe analogue.

En rapprochant les résultats indiqués plus haut, on est conduit aux
conclusions suivantes :

La surface réglée R engendrée par la droite D a ses lignes flecno-
dales confondues.
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Soit A la position commune des droites A, A,. En raison de la
réciprocité des courbes G, T, la droite A engendre, lorsque u varie,
une surface réglée (p) qui, elle aussi, a ses lignes flecnodales confon-
dues, et si 'on désigne par I le point de rencontre de D et de A, la
courbe lieu de I est la ligne flecnodale double commune aux deux
surfaces.

D’autre part les quadriques osculatrices aux surfaces R, p le long
des droites D et A sont les mémes.

V. Envisageons maintenant le cas oa la courbe C est 212, En con-
servant les notations précédentes, on peut choisir le paramétre
variable u de telle maniére que les quantités a vérifient les relations

3 @ -,
()=

Une valeur « étant fixée, le complexe correspondant aux valeurs a
est ordinaire. La congruence caractéristique est singuliére. Le
1-plan osculateur a la courbe est 212,

Soit D la directrice double. Lorsque u varie, cette dioite engendre
une surface réglée R. Si 'on désigne par A un point de D, les droites
de la congruence sont dans un plan P passant par A. Le plan P n’est
pas tangent a la surface R. 1l v a correspondance homographique
entre le point A et le plan P.

Le 2-plan osculatear a la courbe est singulier. La quadrique
caractéristique dégénére en deux plans. Elle est formée de l'en-
semble des droites communes aux deux congruences linéaires

{
3 ar = o, 2;1% xr =0,
(I) ~ da (Il) d2a
%x_o, du"x=°'

Les droites de la deuxiéme congruence qui passent par un point A
de D sont situées dans le plan tangent a la surface R cn ce point.

Il en résulte que les droites communes aux deux congruences con-
sidérées passent par deux points I et J de D tels que le plan tangent
ala surface R en ces points coincide avec leur plan polaire par rap-
port au complexe A. Les droites considérées forment deux gerbes de
sommets I et J.
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La quadrique caractéristique touche son enveloppe suivant deux
droites A,, A, qui passent par I et J et qui sont, d’aprés 'étude faite
pour les courbes simplement isotropes, les tangentes aux lignes
asymptotiques de la surface R passant par ces points.

VI. La courbe I qui correspond par orthogonalité & C est 313. Les
propriétés des familles de complexes correspondant a ces courbes se
déduisent immédiatement.

Les droites Ay, A, sont les directrices de la congruence caractéris-
tique.

La quadrique caractéristique dégénére en deux plans qui sont les
plans des deux gerhes de droites considérées plus haut. Elle touche
son enveloppe suivant une droite double qui est la droite D.

VIIL. Lorsque la courbe C est 12, les paramétres a vérifient les rela-

tions
Za’:o, 2a"’=o.

Soit D la droite dont les coordonnées sont «. Elle engendre,
lorsque u varie, une surface développable. Soit M le point de contact
de D et de I'arétc de rebroussement (C). La eongruence caractéris-
tique est formée de 'ensemble des droites qui passent par M ou qui
sont situées dans le plan osculateur en M a la courbe (C). La qua-
drique caractéristique se réduit a la gerbe double de sommet M située
dans le plan osculateur. la droite double D engendre 'enveloppe de
ces quadriques.

On déduit par orthogonalité 'étude des familles de complexes qui
correspondent a une courbe 2I%, qui sont caractérisés par le fait
qu’a chacun d’eux correspond cinq génératrices infiniment voisines

d’une développable.
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