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SUR 

LA « SOMME » DUNE FONCTION 
Par N. E. NÔRLUND, 

Membre correspondant de r\cadémie des Sciences de Paris. 
Professeur à l'Université de Copenhague. 

INTRODUCTION. 

L'étude d'une équation linéaire aux différences finies comporte-
deux problèmes de genres différents. On peut rechercher tout d'abord 
s'il existe des solutions possédant certaines propriétés analytiques 
simples, par exemple, qui soient analytiques ou entières. Mais de 
telles conditions laissent subsister une grande ambiguïté dans le choix 
des fonctions périodiques arbitraires dont dépend la solution géné­
rale, et, d'une manière plus précise, on peut chercher des solutions 

•possédant en outre certaines propriétés asjmptotiques, qui soient 
aussi simples que possible, et caractéristiques. 

Nous exposons ici les principaux travaux auxquels ont donné lieu 
ces deux problèmes pour l'équation 

/ ( g - J - c p ) — / Q g ) _ 
¥(*)> 

ou <p(#) est une fonction donnée. La solution générale, qu'on Appel­
lera somme indéfinie de <?(x) est de la forme 

/ ( * ) = F(.r) + *(*), 

F( x) désignant une solution particulière, elTt{x) une fonction pério­
dique arbitraire de période w; et sa détermination s'appellera U 
sommation de l'équation. 

Les premières théories de cette équation ont consisté à démontrer 
l'existence d'une solution entière, ou méromorphe, lorsque <p(a?) 
possède l'une ou l'autre de ces deux propriétés. 
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Pour pouvoir caractériser une solution principale, il faut en outre 
préciser le caractère de y(x) à l'infini. On réussit ainsi à définir une 
solution ne dépendant plus que d'une constante additive arbitraire, 
et que l'on appellera la somme principale, ou, plus brièvement, la 
somme de v(.r). 

Les hypothèses que Ton fait sur cp(x) pour démontrer l'existence 
d'une somme, telle qu'elle est définie au Chapitre III, peuvent être • 
rendues moins restrictives en généralisant convenablement cette 
définition. On trouvera ici même un exemple de généralisation, mais 
on conçoit que l'on puisse étendre encore la classe des fonctions qui 
admettent une somme, de même que l'on étend, en généralisant la 
définition et les procédés, la classe des séries divergentes sommables. 

CHAPITRE I. 

LES POLYNOMES DE BERNOULLI. 

i . On appelle nombres de Bernoulli la suite des nombres B0, B, , 
B 2 , . . . définis par la relation de récurrence 

(v = 2, 3, 4, . • )• 

On voit immédiatement sur ces équations que ce sont des nombres 
rationnels, et tels que (v -f-1)! Bv soit entier. Le rôle important de ces 
nombres dans l'analyse résulte de ce qu'ils permettent de sommer 
aisément les puissances entières positives de x. 

On appelle polynôme de Bernoulli Bv(#) le polynôme qui satisfait 
1 à l'équation ( ' ) 

( 2 ) A/ ( 3-) = ^ - 1 ^ 

(1) Dans ce qui suit on pose 
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et qui est tel que 
B v (o) = Bv . 

Ces deux conditions déterminent complètement ce polynôme,, et 
l'on vérifie de suite qu'il s'écrit 

il est donc toujours de degré v. 

On peut écrire symboliquement ce second membre (x -f- B)v, en 
convenant de remplacer B' par B, dans le développement suivant les 
puissances de B. En particulier, on peut écrire (i) sous la forme 

(.') ( i+-B)v_B v= j ° (* = °,2, 3,4, . . . ) , 

( i ' (v = i). 

Si l'on remplace, dans (3), x par x + h, on a 

B„(ar -+- h) = (x-+- h-{- B)vf 

qui,, développé suivant les puissances de A, donne la formule générale 
V 

(4) • Bv(*+ /,)'= 2C)* ,B^*<*)-
On voit, en particulier, que 

Plus généralement, si y(x) désigne un polynôme quelconque, on 
déduit immédiatement de ( i ' ) l'identité symbolique 

<6> ? ( ^ + i-+-B) — c p ( i c + B ) = ?'(•*), 

de sorte que 

/<* ) = f ( * -H B) = 9 ( * ) + IL1
 9'(a.) + 5| ̂ ( a? ) + - > % 

admet <p'(#) pour différence finie. On a donc 

( 7 ) / ( ^ + /') = ?(^ + A + B) = ? ( ^ ) + ^ ) ? ' ( ^ ) + Ç ^ ) f < â ? ) ^ B . 

de cette formule générale découlent les applications des poljnomes 
de Bernoulli dans le calcul aux différences finies. 
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La différence finie des deux membres extrêmes de (7) conduit à la 
formule sommatoire d'Euler et de Maclaurin, relative à un polynôme, 

(8) ?X-r + A) = ^ ( x ) + 2 i ^ 2 A ? ' ( x ) + ^ * ) A ? " ( ^ ) + . . . . 

Remarquons encore que (6) peut s'écrire 

ç(i + B(* ) ) - ç (B(* ) ) = ç'0r), 

où l'on convient de remplacer les puissances Bs(x) du dévelop­
pement par Bs(x). Pour <p(#) = ;rv, on retrouve l'équation (4)> 
avec h = \. 

2. En changeant x en 1 — x , on voit que l'équation (2) est égale­
ment satisfaite par le polynôme (— I ) V B V ( I — x), dont la différence 
avec Bv(.r) doit donc être une constante. En égalant les dérivées de 
ces deux polynômes, on voit que 

(9) Bv(i —x) = (—.i)vBv(^). 

Voici une autre application importante de (5). Celte équation est 
équivalente à 

v - t - i 

' x et y étant quelconques. En particulier 

(10) / Bv(z)rf* = a?v. 

On en déduit l'expression de la somme des puissances semblables 
des n — 1 premiers nombres entiers 

, v + 2vLi_... + ( » - ,)v =
 B " - i ( " ) ~ B "- i ( v > 0 ) . 

C'est cette propriété des Bv(#) qui a attiré tout d'abord sur eux 
l'attention des géomètres. 

3. L'équation 

A/(*)=-v*v-i (« = £) ' . 
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où n est un entier positif, admet évidemment les deux solutions 

/ r v B v ( / i j ) et - ^ B y ( . r - f r - - ) 

s=o 
On a donc 

/ i—i 

y B v [ ^ + - j = Ai»-vBv(/i.r)-h/iC. 

En intégrant de x à x -\— > on voit, grâce à (10), que 

/
x+i sjc+-

B v ( - z ) ^ ~ / i » - v / n B v (7 i* )c?* = o. On a donc 
n— i 

( n ) V B v ^ - h ^ = ni-vBv(/ i^). 
5 = 0 

Inversement, on peut déduire (10) de (11) en divisant cette 
dernière équation par /i, puis en faisant tendre n vers l'infini. 

On déduit de (2), (9) et (11) les valeurs des B v (# ) pour certaines 
valeurs rationnelles de x. Par exemple, (2) et (9) donnent 

( i a ) Bv( i) = B v (o) = B v = ( - i)vBv (v > 1); 

les nombres de Bernoulli d'indice impair supérieur à 1 sont donc 
tous nuls ; on a encore 

B t v ( i ) = B 2 v ( o ) = B t V ï 

B î v + i ( 0 = B 2 v + 1 ( o ) = 0 (v > o) . 

Pour # = o, n = 2, (11) donne 

B.(0-(^-)B-
4. Formule sommatoire d'Euler et de Maclaurin. — La formule (8) 

s'étend à toute fonction <p(^) admettant une dérivée continue 
d'ordre m, dans un intervalle # < s ^ # - f - c o . Considérons la fonc­
tion Bv(#) de période 1 qui coïncide avec Bv(#) dans l'inter­
valle o ^ # < i . Si v*>i , (12) montre que Bv(#) est continue; par 
contre, Bi (x) fait un saut brusque égal à — 1 quand x traverse une 
valeur entière, car B, (x) = x— -• Il résulte de (5) que, lorsque v 



N. E. NORLUND. 

est supérieur à i, Bv(j?) admet des dérivées continues, jusqu'à 
l'ordre v — 2, la (v — i)lèmo étant discontinue. 

Ceci posé, soit l'intégrale 

R m =_a>'» / B/w(/'~*V'">(ar-»-fo*)«i* ( ° ^ 0 -

m — 2 intégrations successives par parties donnent 

m 

et une dernière intégration par parties, compte tenu de la disconti­
nuité de B , ( / i—z ) au point z = h, donne enfin la célèbre formule 
sommatoire d'Euler 

( i3 ) Ç ( x + o ) A ) = - l f i(z)dz + y ^ B v ( / l ) A ? ' v - 1 , ( ^ ) + R m . 
V = | 

Le terme complémentaire R/w a été étudié par un grand nombre 
d'auteurs, notamment par Poisson [1] , Jacobi [1] , Malmsten [1 ] , 
Darboux [ 1 ], Sonin [ 11 et Lindelof [ 1 , 2 , 3 ] . 

En posant 9(a?) = er, il vient 

v=o 

La fonction au premier membre est la fonction génératrice des 
polynômes de Bernoulli qui a servi de base à un grand nombre 
d'études sur ces polynômes. 

En remplaçante) par i'w, (14) donne, pour h = o, le développement 
classique 

m 

05) - o o i j - ^ - . ^ B . î j v H 0\m: 
Cl> 

2 sin -
2 

ou 
^B.2m(*) 

/
1 B2 / l ,+,(a) . / i \ 
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5. On déduit aisément de (i5)les développements trigonométriques 
des polynômes de Bernoulli. En multipliant les deux membres 

par sin -» il vient, pour w =; 2VÎT, (&m= (— i)v, donc 

J B*m(*) C0S2V Kzdz = (- I)m+1 ^ ^ (™>o), 

En se rappelant la formule (9), on a donc les développements 

B. (xi-( p » * « a < a i w ) ! y c o s a < , c - r . 

(16) 

\ 

B / \ / .„,_,_. 2 ( 2 » l - + - l ) ! ^ sin2VTCiC 

B „ M . I ( * ) = ( - I)"'+I
 (

v
2TC),„i+; 2^ v^+' • 

v = i 

Si m est positif, ces séries convergent absolument et uniformément, 
et représentent la fonction au premier membre dans l'inter­
valle o<a?<i. Elles représentent donc les fonctions périodiques Bv(x) 
pour toutes les valeurs de x. 

On peut déduire de ces développements les expressions des sommes 
des puissances semblables négatives des nombres entiers. Par 
exemple, pour x = o, la première équation (16) donne 

00 

«71 I ( o -n }2 »1 

07) l^-^y^k^y^-

CHAPITRE 11. 

FORMATION D'UNE SOMME INDÉFINIE D'UNE FONCTION ENTIÈRE OU MÉR0M0RP1IE. 

6. De la définition des polynômes de Bernoulli, on peut déduire 
directement, pour la solution rationnelle de l'équation 

n 

(1) A / ( * ) = 2 « v * v , 
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l'expression 

(2) 2 7+7 Bv+l(:r) "*" const' 

Lorsque le second membre de (i) devient une série entière,' la 
série (2) correspondante n'est généralement pas convergente. Mais 
on peut remplacer les B v(#) par toute autre solution 4*v(^) de l'équa­
tion (2) (§ l ) e t faire ce choix de manière que la série formée soit 
convergente. 

A. Hurwitz [IJ retranche de B v (#) un certain nombre des pre­
miers termes de son développement en série trigonométrique, qui 
sont bien des fonctions périodiques de x. Etant donné, comme le 
montre tout de suite ( i4) (§ -4) que 

v! r e**dz 

C„ étant un cercle entourant le seul pôle z = o, par exemple le 
cercle | z | = 7r, cet auteur considère la fonction 

(3) ^^ )=^X(^-.)^> 

Cr étant le cercle | z \ =(2r -f- 1)7:, où /• est un entier. C'est encore 
une solution de (2) ( § 1 ) D'ailleurs, on voit immédiatement, par la 
théorie des résidus, que 

M ' ) ~ Bv(-) = ^ - = ¾ ^ (rgi). 

c'est-à-dire la somme, changée de signe, des r premiers termes du 
développement (16) (§ o) de B v ( . r ) (v^ i ) . 

Si l'on retranche, par exemple, les m premiers termes de ces déve­
loppements, les fonctions ^(x) obtenues sont telles que l'on ait, 
pour o < # < 1, 

On en déduit que, n étant un entier quelconque positif, 

J 4 * v ( # ± n ) i < v | | * ± / i : p i [v-'^-|a?±/iq=2|v-i-h.. .-+-|2?|v-i J -f-C 
< C v | a r ± / i | v ( o g r r < i \ 
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c'est-à-dire que, quels que soient x et v, 

| * v < * ) | < C v ! * | v . 

Il résulte de là que, si y(x) désigne une fonction entière, 

( 4 ) " <p(#) = a 0 -4-a 1 a?-r-a 2 a? 2 -h . . . , 

la série 

«*+i(«) "H v +i(*) •+• T '•»(*) " 

est absolument et uniformément convergente dans tout le plan; elle 
représente donc une solution entière de l'équation 

( 5 ) ^ * . / ( * ) = * * ( * ) • 

On peut se demander quelles sont les fonctions entières (4) pour 
lesquelles, quelle que soit la région finie T dn plan, on peut former, 
avec une valeur constante de r, une solution 

90 

<«) /(*) =2TÏT +^.^) 
v = o 

de (5), uniformément convergente dans T. A. Hurwitz montre que la 
condition nécessaire et suffisante est que la série 

(7) £v!avxv 
v=o 

soit convergente. 
Supposons d'abord que (6) puisse être rendue uniformément con­

vergente dans toute région finie T, grâce à une valeur constante de / \ 
Prenons pour T une région contenant l'intervalle (o, i) . La 
somme /(x) de (6), étant holomorphe dans cet intervalle, admet un 
•développement de Fourier. 

00 

/<»= 2 *****"> 
où 

c«= J ' f(x)er*****dx (n = o, ± i f zfca, . . . ) . 

On peut substituer (6) à / ( # ) et intégrer terme à terme; il vient 
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alors 

2 gvv! Ç dz 

v = o 

d'où l'on conclut que c0 = c±l = c±5 = . . . = , c ± r = o, et que, 
pour | n | ;> r, 

00 

2 a vv! 
(2/nr «)*-»-'' 

v=o 

Donc (7) converge pour x = —r-, v—• • En posant 

v — ° 
il vient 

30 

(9) / ( * ) = - 2 [#(")e9''c/*+#(-")«-2, l7C/*J (o<ar<i) ." 

Réciproquement, si (8) converge pour | x | >> /, prenons pour /• la 
partie entière de /, et formons la série (6) correspondante. La somme 
de ses n -f-1 premiers termes est 

s x _ V g v v ! f e27t/arz à 
n{X) ~2d (2ÏU0V + I J e ( « « * ' » - i ) 3V+1 1 

C étant un cercle de centre O et de rayon compris entre / et r-f- i. 
Si gn(%) est la somme des n -+- 1 premiers termes de (8), on a 

r eïKixz 

et ceci tend bien uniformément vers une limite, en même temps 
que gn(z), quand n augmente indéfiniment. On peut donc énoncer le 

THÉORÈME. — Si une fonction entière (4) est telle que la 
série (8) converge pour \ x | > /, départie entière r > o, la série (6) 
est uniformément convergente dans toute région finie, et repré­
sente une solulion entière de Véquation (5) . Cette solution se 
représente encore par 

r ettUxz 
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où C désigne un cercle de centre O et de rayon compris entre l 
et r -f-1, et (9) donne son développement en série de Fourier. 

7. P. Appell [1] considère la solution tyy(x) de (2) (§1) définie 
dans l'intervalle o ^ a < 1 (x = a -+- /T) par l'intégrale 

( 1 0 ) <Jiv(jr) = v / 
,+'" cos;(v — 1)7:̂  g'—^dz 

cos2(v — 1)713 1 — e2*i,x-

le prolongement analytique hors de cet intervalle s'effectue à l'aide de 

l'équation (2) (§ 1). En développant i w ( j_g ) suivant les puissances 

décroissantes ou croissantes de e27Zl'-l'-z), selon que ; est sur la partie 
positive ou négative de l'axe imaginaire, on vérifie aisément que <^v(#) 
admet un développement trigonométrique qui coïncide avec celui 
de B\(x) à partir du vième terme, tandis que les coefficients des v — 1 
premiers termes sont de l'ordre de celui du v,èmc terme quand v 
augmente indéfiniment. Les fonctions d'Appell peuvent donc remplir 
le rôle de ^v.v-i (•#)• 

8. La définition de ces fonctions est une application de l'intégrale 
générale grâce à laquelle C. Guichard [1] a démontré que toute 
fonction entière est la différence finie d'une fonction entière. Soit 
l'intégrale 
/ x r, s /*B , * ( # ) dt (,,) /{x)=i ^ ^ , - « . ^ > » 
où le chemin d'intégration est un segment de droite parallèle à l'axe 
des imaginaires, et n(x) une fonction analytique de période 1. 

Eig. 1. 

B* B 

A* - A 

-, B 

-t A 

., 

-1 

B B, B t B' 

A / v, / <t A" 

(11) définit u"ne fonction périodique de x, admettant pour lignes Ce 
discontinuité les segments... A_iB_,, AB, A,B,, A2B2, . . . con-
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gruents de A B ( 4 ) . En effet, si E et F sont deux points infiniment 
voisins, respectivement à droite et à gauche de AB, on voit, sur 
l'expression 

Jk VK ' <*) ^ ;J <nzi{t-X)^ 27T/ / t -
dt 

que, lorsqu'on passe de E à F, f(x) admet la même discontinuité que 
la dernière intégrale, qui est une intégrale à coupure d'Hermite. La 
valeur de cette intégrale en un point M non situé sur AB est 

. N / i . B - M arg(B —M) —arç< A — M ) \ 
CfO) r l 0g r-r H ^ L -J2 L ; 

donc sa variation, quand M passe de E à F sans traverser la coupure^ 
est 9(37), pourvu que ces deux points ne s'approchent pas indéfiniment 
des extrémités A et B du chemin d'intégration, la cote de A étant 
supposée inférieure à celle de B. On en conclut que la valeur de l'inté­
grale (11) augmente de o(x), à un infiniment petit près, quand x 
passe du point E au point F , = F -+-1. 

Par conséquent si l'on prolonge le chemin d'intégration en a et (3 
au delà de A et B, et si l'on définit f(x), dans le rectangle A B B , AM 

par l'intégrale (11) de chemin aj3, et, hors de ce rectangle, par 
l'équation aux différences (5 ) , cette fonction est analytique et con­
tinue dans la bande limitée par les deux parallèles A'A A" et B'BB" à 
l'axe réel. 

11 a suffi que 9(0?) fût analytique dans une bande contenant la 
bande A'A", B'B". Si 9(4?) est entière, on saura donc former une 
solution entière de ( 5 ) , si l'on sait trouver une fonction entière 
périodique T:(X) telle que l'intégrale ( n ) converge quand A et B 
s'éloignent à l'infini. Etant donné le développement ( 4 ) de y(x), il 
suffit de prendre 

ao 

ir(.r) = ^ J «n I C0S2/nt# ; 

(1) C'est-à-dirê l'ensemble des points x, x±i, a? d= a, . . . correspondant aux 
points x de AB. 
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en effet, si AB est, par exemple, sur l'axe imaginaire, on a 

TC(ÎZ) I ~ 

2i 

^ , | aa | chî / i ï ï î 

qui tend vers zéro plus vite que toute puissance de z quand \z\ 

augmente indéfiniment. Le facteur , . „„„ restant fini, l'inté-

grale ( n ) , prise le long de l'axe imaginaire, a donc un sens et repré­
sente, dans la bande o^c<< i, une solution entière de l'équation (5).. 

9. Si 9 (•**) est seulement holomorphe dans un cercle \x — a | = R, 
en prenant A et B très voisins des points de cotes extrêmes de ce 
cercle, la méthode de Guichard définit une solution de (5) holo­
morphe dans ce cercle. On peut encore, avec H. Weber [1], rem­
placer le chemin rectiligne AB par un chemin curviligne variable ABC, 
tout entier intérieur à (R), et traversant la ligne des points xàzv 
(v entier), entre x — i et x. 11 suffit d'ailleurs de prendre TC(X)= I . 
Cette intégrale définit alors la solution f(x) dans tout le cercle en 
question (' ). 

10. On connaît une solution de l'équation (5) toutes les fois que 
l'une des séries 

00 - 00 

—2 ? ( a ? + v ) ' 2 9 ^"~ v ) 

est convergente. Ceci se produit avec des fonctions non nécessaire­
ment entières, et permet de sommer certaines fonctions méromorpbesi. 
D'une manière générale. A. Hurwitz [ 1J a démontré, par le procédé 
de Miilag-Lefiïer, qu'une fonction y(x), méromorphe dans toute 
région finie du plan, est la différence finie d'une fonction de 
même nature. 

En supposant d'abord que tous les pôles de o(x) soient à gauche 
d'une droite cr=b, les o(x-i-v) sont holomorphes à l'origine pour 
toutes les valeurs de v >> 6. On peut retrancher, du développement de 

C) Gf- également 11. D. Carmichael [1] , p. 173; K. P. William» [!}. 



l 4 N. E. NÔRLUND. 

Maclaurin de ces y(x + v), la somme gv(x) d'un nombre suffisant 
des premiers termes, de manière que, dans le cercle | x | < . v — b, on 
ait 

(12) | ? O P - + - V ) — ^ v ( j F ) | < e v ( v > 6 ) , 

les sv étant les éléments d'une série positive convergente. Cette inéga­
lité est vraie dans toute région finie T du plan, dès que v est suffi­
samment grand. Donc la série 

oc 

F(x)=^à[g^)-^(x-hw)l 

où les gv(x) sont des polynômes, converge uniformément dans toute 
région finie du plan, tout au moins si l'on néglige un nombre fini de 
ses premiers termes. Elle représente donc une fonction méromorphe 
dans toute région finie. 

La différence finie de F(x) est également méromorphe", mais 

est entière, car o{x-\- 1 -f- v) devient holomorphe dès* que v est assez 
grand, dans toute région finie du plan. On a donc 

A F U ) = ? U ) + ?i (*) , 

91 (a?) étant une fonction entière. En déterminant, par l'un des 
procédés que nous avons exposés, une solution entière F , ( # ) 
de A / ( # ) = 9, (x), la fonction F(x)— F,( .r ) admettra o(x) comme • 
différence finie et sera, comme F ( # ) , méromorphe dans toute région 
finie du plan. 

Si tous les pôles de <?(x) sont dans un demi-plan <7 > b, on peut 
former de même une série 

F(-0=2W*-V>-**<*H . 

où les gv(v) sont des polynômes, qui représente une fonction méro­
morphe dans toute région finie du plan, et telle que &F(x)—<f(x) 
soit une fonction entière. 
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Enfin, dans le cas général, on sait qu'on peut toujours décom­
poser y(x) en la somme de deux fonctions méromorphes dont les 
pôles soient respectivement dans les demi-plans (R (x•) >> b et dv (x)< b, 
et il suffit d'appliquer les résultats précédents à ces deux fonctions. 

CHAPITRE 111. 

LA SOMME D'UNE FONCTION. 

11. Pour résoudre l'équation 

(0 A / U ) = *<*)." 

où w est un nombre positif quelconque, on peut considérer (1 ) , 

au lieu de la solution formelle 
00 

(2) - w ^ ç ( a ; + vw), 
v—0 

qui diverge généralement, la série 
00 

"(3) Fn(x\<a)= f y(z)e--Vdz — u^i(x + v<o)erjn<*+v*>, 
*" a V = 0 

a étant une constante indéterminée. Pour que cette série converge, 
rquelque petit que soit le nombre positif r\, il suffit de supposer 
que 9( .r ) est une fonction, réelle ou non, continue pour x>b, et telle 
que l'on ait 

( i) 1 ^ 9 ( . ^ ) 6 - ^ = 0 

quel que soit Y) > o. Or, on a 

AF„( .r | W ) = 9(.z:)e-V; 

doiic, si F T J(JÎ |W) tend uniformément vers une limite quand YJ tend 
vers zéro, cette limite F (x\ w) est une solution de (1). Elle est définie 
à une constante additive près, et nous l'appellerons la solution prin-

( 1 ) Cf. N. E. ISÔRLUND [ 4 ] . 
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cipale de (i), ou somme de y(x). Elle sera désignée parla notation 

F(#|o>) = \ c p ( , z ) A * = liraF^a?] w). 
(V « *)>o 
a 

D'ailleurs, lorsque (2) converge, F(x | w) représente sa somme, à une 
constante additive près. 

Supposons que F^x]^) tende uniformément vers une limite F (x |w) 

quand 0 tend vers zéro, dans un certain intervalle b<x<B. On déduit 

immédiatement, de sa définition, que cette limite est une fonction 

continue de x dans cet intervalle. D'autre part, de l'égalité évidente 

i2'.(~-?|-W*i;)' 
s =0 

on déduit la formule de multiplication 

•<•> : 2 ' ( - - T ? | - ) - ' ( - | Ï ) -

Quand n augmente indéfiniment, on a donc 

* - ) = - / F(x\u)dx; 

cette intégrale s'évalue aisément, car en intégrant terme à terme la 
série uniformément convergente (3), on a 

j ~X-htÛ „ 00 

- / Fïj(o?| u>)dx = / 9(j?)e-^rfa? 

/

x + to • 
y 9(a? +vw)c-^+^«te 

= "7 y(x)e—tixdx, 
«Ai 

de sorte que, en faisant tendre r\ vers zéro, il vient 

(6) - / F(*|ft))<te= / y(x)dx. 



SUR LA SOMME D'UNE FONCTION. 17 

On voit ainsi que la somme Fyx — j devient justement la primitive 

de <?(x) quand n augmente indéfiniment. 
»• 

Signalons que les deux opérations / \ et \ n e sont pas permutables, 

car 
X X X 

(7) §[£»(*>]£*= =§*<* + ->£— £§*•>£• 
a a a 

x + w a* 

rt-t-W <t 

= AN?0)A^ —- / y(x)dx. 

12. Théorème d'existence. — Démontrons maintenant l'existence 
de F(x | w) dans le cas où : 

i° y(x) admet, pour x>b, une dérivée mième continue, infiniment 
.petite à l'infini; 

^ 20 L'intégrale 

(8> /
B,„(— z)^m)(x-\- toz)dz 

converge uniformément dans l'intervalle b^x^b -f- w. 
Il résulte de la première hypothèse que 

(9) lim I 7 ^ - = ° (* = o, 1, 2, . . . , m). 
o->oo X* 

D'autre part, nous utiliserons dans la démonstration l'inégalité 

(10) / Bm(à — z)e-n<»*dz < Cè-*l«*, 

où C est une constante. En effet, si ty(z) désigne l'intégrale au pre­

mier membre, la périodicité de Bm(z) permet d'écrire 
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ou encore, en vertu de 

/
X-hl __ 

Bm(0<ft = os 

J0 I — er~>iw ' • (*) 

et cette intégrale reste finie lorsque Y? tend vers zéro. 

Ceci posé subst i tuons dans la formule d 'Euler ( i 3 ) (§ 4) 

. 9r,(Jf) = « ( - O e - l * 

à y(x), et ajoutons les équat ions relatives aux valeurs x, X-\-<Ù, . . . r 

x -+- {n — i)co de la variable x. Il vient, pour x>b, 

f 9^( s) dz — w \ 9/)(^ -f- Aw -H vw) 

/n /n 

V = l 

H-l /» W — 

-y- / \*m(h- zW™\x+t*z)dz. 

Quand n augmente indéfiniment, YJ restant fixe, il résulte de ( 9 ) que 

le second terme au second membre tend vers zéro, et l 'on a 

X "' 

F , ( * + u A | w ) = y ? o ( a ) r f * - r - 2 ^ B v ( A ) ? y - D ( a ? ) 

i + l / • " — 
-y- / 6 ^ ( ^ - 3 ) ^ ( ^ + ( 0 3 ) ^ . 
l ' »/0 

fc>/"-r-l 

Lorsque YJ tend vers zéro, les deux premiers termes au second 
membre tendent uniformément vers des limites finies. D'autre part, 
le dernier terme est une combinaison linéaire d' intégrales 

P , = V / *m(h--z)iil'»-')(jB + toz)er-nlx+<*z)da (s = o, 1, . . . , m ) . 
«/0 

En posant 

f{z)= J ~Bm(h— z)yi>»)(x-*-<»z)dzi 
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l'intégration par parties de P0 donne 

P 0 = c - ï î* / - (o) - r ,w f f(z)e-^+^ dz\ 

mais, en vertu de l'hypothèse 2°, on sait trouver un nombre N indé­
pendant de'#, tel que 

pourvu que b<x<B] on a donc 

I Po— ^ - ^ / ( O ) | < TQCO / f(z)dz -t-r,a>e / e-V*+<»z)dz, 
J0 Jx 

et ce second membre tend uniformément vers zéro quand n tend vers 
zéro. P 0 tend donc uniformément v e r s / ( o ) . 

Pour s> i, l'intégration par parties donne 

(n) P ^ V ^ o J ^ ^ ' W + V t o ^ r"^>n-s+i){x + <»z)^z)dz, 

ty(z) désignant l'intégrale au premier membre de (10); il résulte de 
cette inégalité (10) que le dernier terme de ( n ) est inférieur, en 
valeur absolue, à 

(i2)Cr/<o f \y(>n-s+i)(x-ruz)\e-iï*+<»z)dz = Crj* f \^«-*+^(z)\r^i*dz. 
,/0

 Jx 

D'autre part, (9) exprime qu'il existe un nombre positif JN tel que 

| ç(/«-#+i>(*) I < e**-i, si z > N, 

quel que soit £ > o ; une borne supérieure des membres de (-12) est 

donc 

CTJ* f | yi>»-s+lHz)\e-*lzdz H- Ce f T/z*~le~n*dz, 
Jx J* 

qui tend uniformément vers zéro avec r,, car la dernière intégrale 
tend vers T(s). Vs tend donc uniformément vers zéro avec Y), 

# pour 5 = 1, 2, . . . , m, ce qui démontre enfin que FT|(# 4- w/t |w)tend 



2 0 N. B. NORUHIft. 

uniformément vers la limite 

(i3) F(a?-h»À|u»)= T «p^rfj + Y ^Bv(A) f(v-i)(9) 
V = ! 

-+--JJ-JT / B/W(A — «)9 ( w i , (a ; -h t r t^ )^ , 

quel que soit A dans l'intervalle o < / i ^ i . E n particulier, F(a? | w) e** 
une fonction continue de x pour toute valeur de x supérieure ou 
égale à b. Remarquons aussi que F(x\ &>) est une fonction continue 
de co, pour co > o. 

Par exemple, si cp(o?) = #v, on voit que 

e; v-4-i 
0 

13. Valeurs asymptotiques. — Quand m augmente indéfiniment, 
la série au second membre de ( i3) est généralement divergente, mais 
représente asymptotiquement F(a? + wA | w) pour les très grandes 
valeurs de x, car la dernière intégrale converge, par hypothèse, uni­
formément par rapport à x, et tend donc vers zéro quand x augmente 
indéfiniment. En particulier, si l'on pose 

x "l 

T>(x)= f v(z)dz + y?ÇB^-U(x), 

on a 

(•4) lim |F(a?|w)-:P(j?)]==o. 
.» ->• oo 

On peut déduire de là une autre expression de F ( # | w). 
En effet, il résulte de (i) que 

n —i 

O5) F (or | co) = — « 2 ? ( * - * - vto)-f-F(#+/iw |«*>), 

donc ( 14 ) entraîne 

(i0) F(.r|(o)= lim ! P(^î-t-/10))--(1) Vçp(a?-hvw) [ 

00 

(l6'> = P i » — w ^ [?(^-+->w)-AF(^-+-,vf»)]. 
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La solution principale est ainsi exprimée par une série uniformé­
ment convergente dans tout intervalle fini b < x < B. En prenant t ^ o , 

par exemple /i = - , on obtiendrait de nouvelles séries, mais qui ne 

diffèrent pas essentiellement de ( T 6 ' ) . 
Ces séries sont d'autant plus simples que l'on prend pour m les 

plus petites valeurs pour lesquelles nos hypothèses sont valables. Par 
contre, elles sont généralement d'autant plus rapidement conver­
gentes que m est plus grand; il arrive même qu'elles deviennent 
absolument convergentes dès que m surpasse un certain nombre. 

14. Si l'on suppose en outre que / | 9 W ( 3 ) [ dz a un sens, on 
*'b 

peut faire tendre w vers zéro. En désignant par R,w+4 le dernier 
terme de ( i3) , on peut trouver une constante G telle que 

| Rm + 1 | < Cio'»+i f |ç(«i)(ar + C r t^)|£/3<r i to) '» f | ?('">(*) |<tf*-, 
«/o / Jb 

donc w~m + ,Rw + 1 tend vers zéro avec co. De la relation entre les 
deux restes consécutifs Rm et R w + I , on conclut alors que &)~m+lRTO 

tend vers zéro avec w. En particulier, 

l i m F < a r | w ) = / o(z) dz ( w > o ) . 
w>o Ja 

Lorsque y(x) est infiniment dérivable, et telle que l'intégrale 

Jb 

converge pour toutes les dérivées d'ordre suffisamment grand, on 
voit que la série infinie des puissances de w, au second membre 
de ( i3) , représente asymptotiquement la solution principale pour 
les valeurs infiniment petites positives de w. 

15. Les dérivées de F(x\u). — Supposons que 9 ( m , (#) soit con­
tinue pour x^. b, et que la série 

OC 
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converge uniformément dans l'intervalle 6 £ # £ 6 + w . Les conditions 
du paragraphe 12 sont satisfaites, et (i3) peut s'écrire 

(17) F(x-hhu>\u)=; f 9(z)dz+^i^B,,(h)y(v-*)(x 

y = i 

-+- . / H m ( / i - z ) * m ( a ; + (û : dz 

En dérivant par rapport à A, il vient, pour h = o et m > 1, 

m — 1 dérivations de (17) donneraient 

rf»'-iF(a?H-coÀ[w) 
A _ _ _ L_ ; = 9(11.- . ) (^ . ) + w B | ( A ) ^ » - i ) ( * ) 

et une nouvelle dérivation, compte tenu de la discontinuité de 

B, (h — z) pour z = h, donne 

rfmF(a?+ » Alco) , * y 1 

— = ? ( m - i ) ( ^ ) + a ) / t w ^ + ( o z ) ^ - w * w ( a ; + (oA); 

ceci devient, pour h = o, 

<im F ( x 110 ) «r* 
(,8) —3^-^=^^-^(^--2^^+^)-

VrzO 

11 résulte des hypothèses faites que la série au second membre tend 
vers zéro quand x augmente indéfiniment. Donc, avec ces conditions, 
F(X\(Ù) admet, pour x^b, une dérivée mième continue qui tend 
vers une limite finie c quand x augmente indéfiniment. Cette 
propriété est caractéristique, car la solution générale diffère de la 
solution principale par une fonction de période w, et une fonction 
périodique qui possède la propriété en question est une constante. 

Eii particulier, s'il existe un nombre p > 1 tel que 

(19) lim xr?l»ri(x) = o, 
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on déduit de (18) que 

lïm x/'-^F^^x]^) — c) = o. 

Il résulte de là que si y(x) est indéfiniment dérivable, et si, quelque 
solt/>, (19) est vrai dès que m surpasse un certain nombre, F ( # | w ) 
est indéfiniment dérivable, et l'on a, quel que soit/>, 

lim xf'F^"^(x\ w) = o, 

pourvu que m soit suffisamment grand. F(a7|co) admet donc elle-
même une somme, possédant également cette propriété, de sorte 
qu'on peut déduire de o(x) une succession infinie de# sommes 
itérées. 

Remarquons que la propriété d'admettre une somme caracté­
rise F(x | co), car la fonction F^(x\u) relative à une fonction pério­
dique n(x) de période to est 

Fr,(* I *>) - [ j " * e-'^-x)r,(z) dz _ ,)7t(x) 1 -^~. 

et n'admet une limite, quand r\ tend vers zéro, que si la limite du 
crochet est nulle, c'est-à-dire si K(X) est une constante. 

16. Séries trigonométriques. — Supposons que 9(2?) admette, 
pour x >> 6, une dérivée ntième continue telle que 

(20) f |<p"M>(3)|<te 
Jb 

ait un sens. F(x ] w) admet alors, dans tout intervalle 

>£Q < x %. x0 -f- 10 (x0>b), 

un développement de-Fourier 

(ai) F(*|w) = 2 c » « ~ 
2/ l t t l 

r 

avec 
,.r0H-CO »WTCf 

& t — — — Cn m , x9 

= - / e » "F(*|u,)</*. 

On a vu, au paragraphe 11, que 

J rx9 
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Pour n ^é o, un calcul analogue donne 

1 e \ «> +riJ5^z)dt. 
• • x0 

La limite au second membre a donc un sens, mais l'intégrale ne con­
verge généralement pas pour YJ = o. En l'intégrant m fois par 
parties, on voit de suite que grâce à (20) l'intégrale obtenue conserve 
un sens pour n = o, ce qui donne 

c» = — e 

2 * < " ^ 1 , w 00 ~ ^ ^ » 

9 (v )(^o) C e <•>. <p<™>(g) A . ^ / 2 ^ y ^ Jro / «wy 

c„ étant généralement de l'ordre de - , lorsque \n\ augmente indéfi­
niment, la série de Fburier de F(a?|w) n'est pas absolument conver­
gente en général. Pour qu'elle converge absolument, il faut et il 
suffit que y(x0) = 0. 

Pour^ = ^ 0 + ^ , (21) donne 

F ( * + ? | » ) = / % W * - a 2 ( « i ) - l i « i i fcosîHm^x + zU-Vdz. 
« = i " 

En prenant x = x0, et sachant que la valeur correspondante de la 

série trigonométrique est F ( , r ° [ (o) + F ( - * < > + " 1 *>)# n v i e n t 

F<*|«) = / % ( * ) * - 5 , ( * ) - i Y l î « r"ootî22î?(«H-Or-Mifc. 

Ces deux développements sont valables quel que soit x > b. 

17. La fonction V(x). — Une première application importante rfe 

ces généralités se rapporte à y(x) = I . Nous définissons par 

(M)' »<«>-§? 
la fonction transcendante V(a?) étudiée par Legendre, Poisson et 
Gauss. La fonction P(x) du paragraphe 13 est ici, pour m = o, la 
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fonction log#, donc l'équation (16) donne 

V(ar) =J|m ( log(ar+ n) - 2 T T V ) 5 

en particulier, 

— V(i) = limfi-4-i+.-.-f- -—logn) 

est la constante d'Euler C. Avec la même fonction P ( # ) , l'équa­
tion (16') s'écrit 

T(») = logar-2[^;-lo«(«+7T;)]-

Pour o? = 1, on a l'expression 

°-ï[î-*H)]' 
v = i 

qui, ajoutée à l'égalité précédente, donne 

(.3) ^(-) = - c + 2 ( 7 T T - ^ ) -

La valeur asymptotique de cette fonction est donnée par ( T 4 ) , 

c'est-à-dire 
lim[V(*) —log*} = o. 

.r>oo 

et, d'une manière plus précise, par l'équation (i3) : 

in , 

V(̂ A) = ̂ - 2 ^ ^ )^5^- , )^¾^ (•>* 

La définition (22) fait intervenir les quantités 

x-r-v J^ 

substituons ces intégrales dans l'équation (22.); en permutant l'inté-
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grale et la somme, et en remarquant <jue 

on obtient 

? W = lim f (îZf fZf!_\^ ; 
•n>0J.0 \ t i — e-tj 

on démontre ainsi que W(x) est représentée, pour x > o, par l'inté­
grale de Gauss 

(»o *<*>=jf ( Ç - Ï S F ) * -
Grâce à l'identité 

dt = \ogx ( # > o ) , 

on en déduit l'intégrale de Binet 

W(x) = logx+ f e-**(l- - L — W 

La dérivée de W(x) est représentée par des séries très simples. La 
dérivation de (23) donne d'abord 

w'(x)=y -—!— 
v J jLd ( a? - r v )2 

et l'on peut remplacer cette série par des séries de plus en plus con­
vergentes à l'aide de la formule (i6 f), où 

m. 

' c i - i + 2 ^ 
par exemple, aux valeurs m = o et i correspondent respectivement 
les séries 

l r ( a ; ) = 3 ^ 2 ( x - r - V ) t ( j # - h V - h l ) 

SS I _ V î 
X IX^ Z* 2(x-i- V )*(X -^ V - h l ) 2 ' 

Vr=0 

dont la dernière a été trouvée par Hermite. 
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La formule de multiplication (5) devient ici 

n —i 

2^-^)=^), 
S = 0 

F(x) désignant une solution principale de l'équation 

» [ P ( * + I ) - F ( . ) ] - I i 

en changeant x en ^, on voit de suite que F( - j ne diffère de W(x) 

que par une constante, donc 

n — i 

2 v ^ + i j = n?(/i^) -f- c. 

Quand a? augmente indéfiniment, la valeur asymptotique !og# 
de W(x) montre que C = — n logn; la formule de multiplication de 
la fonction W(x) est donc 

(25) T(j?) + T / a r + l U . .. + W#-+- iZJL) = nW(n*)--nlog#t. 

18. Li fonction r ( # ) . — Comme autre application, considérons 
la fonction logr(#) , définie comme la somme de log# qui s'an­
nule pour x = i. On a donc 

X 

\ogT(x)= Slogxbx -f- c, 
0 

c étant une certaine constante, et, par conséquent, T(x + 1 ) = x T(x)> 
La fonction P ( # ) du paragraphe 13, relative à /n = i, est ici 

P(x) = I \o%zdz Iogr=(a; \\o%x—x, 

et l'équation (16) donne 

logT(a;) — c = lim I (x -h n—- - )Iog/i — /i — \ ^ log(^H-v) j . 
">«LV 2 / v=o J 

En retranchant de cette équation ce qu'elle devient pour x = i f U 
MÉMORIAL DES SC. MATH. — K» 2 4 . ? 
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vient 

lb*gr(ar) = lim 3a?log/i —log^r-H 7j[logv — log(a?-t-v)J 
\ V = l 

On en déduit le produit de Gauss, 

w , r (n-i)ln* 
Y(x)=ï lim — -̂r y r-' n>„ x(x-{-i)...(x + n — i) 

Si l'on remplace x par i —x, le produit de ces deux expressions 
de T(x) et T(i — x) fournit, par un calcul aisé, l'identité 

(26) T(x)T(i—x): 

Cette équation permet de calculer c; en effet, cette constante est, 
par définition, 

1 1 

c = — X logx A3? = — N [ ^ l°gl ,( a î)] ̂ Xf 
0 0 

et, par suite, en vertu de (7), 

c = f \ogY(x)dx; 

grâce à (26), on a donc 

1 i , 
i 2 

c = / log[T(#)r(i — #)]da? = / log-: da? = log y/â"*-

«/0 «/0 SUITES? 

La relation asymptotique (i4) donne alors 

(»7) lim I Iogr(#)—(x jIog#+ x 1 = logvSïr. 

Plus généralement, l'équation (i3) s'écrit ici 

logr(#-+- h) = log yfïïz -+- jclog^r— J7+ Bt(/i)logâ? 
W I T - J 

2 ( - I ) V B V ^ ( / I ) 1 1 / • - - - rfz •Ï 

et nous savons que la série au second membre, prolongée indé­
finiment, représente asymptotiquement logY(x-\-h) pour x > o. 
Pour h = o, ce développement se réduit à la série de Stirling. 
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La fonction T(x) se rattache simplement à la fonction W(x) grâce 
à la relation évidente 

£lofr(,)=|£-»(.); 
on en déduit 

\ogT(x)=f W(x)dx. 

L*intégration terme à terme du développement (23) donne alors 

(28) logr(a?-+-i)= f W(x~hi)dx 

._c,+2[|_,„8(,.f)] ; 
V = l 

on en déduit l'expression de Sehlomilch, 
X 

r(ar -f-1) = e-**O - ~ ^ 
V = i 

En remplaçant W(x -f- i )par son expression (24), on déduit de (28) 
la formule de Plana 

logr(or + i ) - j f " ( * - i ^ î 5 ) Ç d * < * > - i ) . 

La formule de multiplication de l og r (# ) peut s'établir à partir 
de (25), en intégrant de 1 à x. On obtient de suite 

log r(^)IM #-+- -i j . . . F / x-*r n~l- j = logr(/i^)-r-n^log/i-4-const., 

la constante se calculant aisément à l'aide de l'expression asympto-
tique (27). On trouve 

r(x)T(x-h±)-.'V(x+?^)n»* „_! 

, ce qui fournit le théorème de la multiplication de T(x), dû à Gansé 
et Legendre, 

T(x)r(x+ i V . .r(x-h ^ ^ \ = ( 2 * ) " itf-**r(#i*). 
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19. Représentation de la somme par des intégrales définies. — On 
suppose maintenant que x et co sont complexes. Soit 9(a?) une fonc­
tion holomorphe dans un angle aigu CD contenant l'axe réel positif et 
limité par deux rayons vecteurs situés au-dessus et au-dessous de cet 
axe. Si l'on a, uniformément dans CD, 

lim xl+*^m)(x) = 0 (e>o) , 

pourvu que m soit assez grand, l'analyse du paragraphe 12 montre 
que F(x | co) existe lorsque x et co sont intérieurs à CD. Cette fonction 
est holomorphe dans cet angle, et les expressions analytiques données 
plus haut sont valables. 

Plus généralement, supposons qu'on ait, uniformément dans CD, 

(29) • lim y(x)e—e\v\= o ( e > o ) , 
.T>oo 

quelque petit que soit £. F^(x | w) existe quel que soit YJ > o, pourvu 
que a? et co restent dans CD. En posant, comme plus haut, 

9/1(^) = 9 ( ^ - ^ . 

la théorie des résidus montre que l'on a 

(30) 2, 9t\{x "+* vco)= —•. I <f(\(x-\- wz) coin zdz, , 
v=o 

C étant un lacet rectiligne direct y a / , contenant l'axe réel positif, 
et coupant l'axe réel négatif en un point a compris entre o et — 1 et 

Fig. 2. 

assez voisin de o pour que x-+-uz reste dans CD quand z décrit C. 
A l'aide de l'une ou l'autre des deux identités 

COtTTZ _ 1 1 1 1 
%i ~~ ~ ~ â 1 — er-*niz ~~ à 1 — C Î * / * ' 
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suivant que z est sur ya ou a / , on a donc 

00 

(3l) 2 ? / ) ^ " + " v a ) ) = = f <?fi(* + <»z)dz 

___ f n(x-h<»z) r y ^ + o j g ) ^ 

la première intégrale étant prise le long de Taxe réel. On-peut 
déformer les chemins a.y et cny des deux dernières intégrales suivant 
les côtés a{3 et a(3' d'un angle aigu, situés au dessus et au-dessous de 
l'axe réel positif (fig. 2), et tels que x + cos reste dans CÎ) quand * 
les décrit. Ces deux intégrales, prises respectivement le long de afi et 
a(3', conservent un sens quand r\ tend vers zéro, donc F ( # | w ) existe, 
et l'on a 

(32) F ( , , . ) = / • " " % « d > + ^ £±^g *+-/,¾^ 
En introduisant la primitive 

X X 

y{z)dz (d>b), 
.. 

l'intégration par parties des deux dernières intégrales de (3a) donne 
l'expression simple 

(33) F(*|u>)= --i-. f 4,(* + w *)( - JL_Yrf , ( _ ,<«<<>) . 

On voit aussi que F ( # | co) est une fonction analytique de x et de coy 

holomorphe dans CÎ). 

20. On obtient des résultats analogues en supposant : 

i° Que 9(3?) soit holomorphe dans un demi-plan Œ> b (x = o- -f- it:)f 

et qu'on puisse trouver deux constantes positives C et k telles qu'on 
ait, dans ce demi-plan, 

( 3 4 ) | ç ( j? ) |<Ce<*+*' l* l ( £ > o ) , 

quelque petit que soit E; 
20 Que dans une bande quelconque située dans ce demi-plan et 



32 N. E. NÔRLUND. 

parallèle à l'axe réel, on ait 

(35) | ? ( * ) | < C « « I * I (•><>). 

quelque petit que soit e. 

Prenons co > o, <r > b. ( 3o ) et ( 3 i ) subsistent, et l'on peut 

déplacer ay et ay' jusqu'aux deux demi-droites a(3, a(3' parallèles à 

l'axe imaginaire, pourvu que (/r-f-£)co — 27T<Co, ce qui se produit 

si co < - y - En faisant tendre YJ vers zéro, on retrouve (32) où a {3 

et a(3' sont parallèles à l'axe imaginaire, et (33) où le chemin d'inté­

gration est la droite ( a — /oo, a-f-j'oo). Dans ces deux formules, 

a est un nombre quelconque compris entre o et — i. avec e ^> b — coa. 

En particulier, si l'on fait tendre a vers zéro, en déformant la 
ligne d'intégration à gauche de z = o, (32) devient 

(36) F ( J ? | w) = / y(z)dz ?(•*•) + tw / I _ J^ ' dt. 

On voit que F ( # | co) est une fonction analytique de x, holomorphe 

pour <j > b, tant que o < co <; -r- • Mais il n'en est plus ainsi quand co 

sort de cet intervalle. 
Cette expression de la solution de l'équation ( i ) a été donnée par 

Plana [1] et Abel [ I j . La première démonstration rigoureuse est due 
à Caucliy [I] , qui a établi une formule sensiblement équivalente. On 
trouvera une autre démonstration de la formule (36) dans un ouvrage 
important de E. Lindelof [ 3 ] , où elle est déduite directement de la for­
mule sommatoire d'Euler. On peut la déduire également de l'intégrale 
de Guichard, par une transformation très simple de cette intégrale 
sous la forme donnée par YVeber, et citée au paragraphe i). 

2 1 . Supposons, plus particulièrement, que y (x) soit une fonc­
tion entière satisfaisant à ( 3 5 ) pour toute valeur de x. L'inté­
grale (33) , de chemin (a — iao, oc -f- /oo), conserve un sens quels que 
soient les nombres complexes x et co, et fournit le prolongement ana­
lytique de F ( # j w) dans tout le plan. F(x jco) est donc une fonction 
entière de x et de co. En remplaçant co et z par — co et — i — z, (33) 
devient 

F(ar| —w) = . / ù(x-+- w-+-t»s)( - ) dz (— I < a < o ) / 
a 7 î *t7 a _ / w

 T '\smnz/ v -^ ^ i 
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dont la comparaison avec (33) fournit la relation remarquable 

(37) , F{x — w | — to) = F (# |u>) . 

La formule (9) (§ 2) en est une application. 

22. Prolongement analytique. — Les résultats précédents peuvent 
être établis en substituant e"r^{x) au facteur e''**, où 

\(x) = xt'logix (P^iiÇZo)-

Il n'y a presque rien à changer aux démonstrations. Mais on peut ainsi 
étendre les résultats aux fonctions y(x) qui satisfont à la seule con­
dition i° du paragraphe 20, en définissant leur somme par 

( -riX(jM-vu>i 38) >9(#)A^ = , i m I / ^(z)e-TÎf^) dz — co ^ <?(x -+- vco)e-y<> 

avec p^>\, ou avec p = 1, q > o. Le raisonnement du paragraphe 19 
donne encore l'équation (3i) , avec a> b, où l'on aurait posé 

(39) yA(x) = *(x)e-^*K 

On voit que l'on peut encore déformer les chemins <xy et ay des deux 
dernières intégrales de (3i) suivant des rayons vecteurs a[3 et a(3' 
faisant avec l'axe réel positif des angles db 9 tels que 

où l'on a posé co = pe'Z. Lorsque YJ tend vers zéro, ces deux intégrales, 
conservent un sens pourvu que co soit assez petit, et l'on retrouve (32). 
On voit qu'en faisant tendre p vers 1 on peut écarter <x[3 et *$ë 

jusqu'à ce que 0 = - — jç|, pourvu que 

P< T c o s Ç-

On peut donc affirmer que la limite (38) existe pourvu que p soit 

intérieur au cercle de diamètre /o , ^ J, et ne dépend pas de ï(x). 

Par contre, il arrive que cette limite cesse d'exister quand co sort de 
ce cercle. 
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En particulier, si o < co < -r-> on retrouve également (33). On 

déduit de cette équation qu'il existe une constante C telle que 

<4 'o) | F ( 0 r | < D ) | < C e i * + « » l * l ( < F > 6 ) , 

pour toute valeur fixe de co de cet intervalle. Notre opération de som­
mation s'applique donc à F(x\ co), et ainsi de suite, les sommes suc­
cessives vérifiant toutes l'inégalité (4°)- La propriété d'être holo­
morphe dans une bande b < <r < b -+- co, et d'être la solution de la 
plus petite croissance dans celte bande caractérise la solution 
principale, car une fonction TZ(X) de période positive co, holomorphe 
pour (7 >• b, et vérifiant (4°)? avec k < —* est une constante. 

23. Le développement trigonométrique de F (x j co) se déduit aisé­
ment de (3i), où 9YJ(#) a la signification (3g). A l'aide des dévelop­
pements limités 

i x ^ e^i/mziz 
^ -?vTc*a_i 

v = i 

= - 2 e -

cette équation donne, pour <J^> b — aco, 

r + aa> ™ oo 

F r j < ^ | w ) = / *rx(z)dz — * w ^ j / cos(iy7zz)yA(x + taz)dz 
" v = i a 

r et/nTziz r ç—ziimlz 
+ toJ 9ri(x+t»z)——^-dz-+-o>J ^ ^ + ^ ) ^ ^ : ^ 

Si o < co <C -j- > les transformations des chemins d'intégration faites 

dans le paragraphe 22, avec \ = o, donnent 

<4i) F(* |a>)= /" ° 9 ( z ) ^ 
«Ai 

1n 

- 2 2 l i m / "c°s 22î i£pf> ?( , )«HXirtrf ,+ Rm 

v = i r ° 

avec # 0 = # - h «co(o > a > — i), et où 

9(.r-+-co^)——j^<& 
'a 

. a — i * » 

-co / ? ( * + w * ) _ _ _ < / * . 
* 8 
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Il résulte de (42) et de l 'inégalité (34 ) que 

,« + ! -
f j elmrJz dz | = 
a miz 

donc R,„ tend vers zéro quand m augmente indéfiniment. La série* 
t r igonométr ique au second membre de (4») , prolongée indéfiniment, 
représente donc F{x | co) dans l 'intervalle o < x — x0< co. 

Les intégrales dont les limites const i tuent cette série n 'ont généra ­
lement pas de sens pour n = o. Mais on peut écrire 

J s* X0 

f y(z)dz 
n 

V = l 

et déplacer deux fois le chemin de ces intégrales comme on a fait 

pour obtenir (41) ; pour les termes en e~^~', l'axe réel positif est 

déformé jusqu 'à l'axe imaginaire positif; il devient l'axe imaginaire 

negatit pour les termes en e <•> ; les intégrales ainsi obtenues ont 

un sens pour YJ = 0 ; en faisant enfin le changenien tde variable (z,~iz)Y 

il vient 

(43) 

avec 
ÎV7CS „ » Ï V 7 C S / . v , . . 

&v= — l e * » [<?(x0-hiz)-ho(x0—iz)]dz. 

Le reste de la série (43) est encore donné par ( 4 2 ) . 

24 . Si Ton veut pouvoir prolonger F ( x | co)«en dehors des domaines-
indiqués au paragraphe 22, il faut faire des hypothèses plus r e s t r i c ­
tives. Supposons que y(x) soit une fonction entière satisfaisant à la 
condit ion ( 3 4 ) dans tout le plan. L'intégrale (33 ) de chemin 

( a — 100, a -f- i"ac) 

montre que F(x | co) est holomorphe pour toute valeur de x, pourvu 
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que | co I -^ -j1» Si l'inégalité (34) ne subsiste pas dès que e prend une 

valeur négative, il y a un point singulier sur la circonférence de ce 
cercle. En effet, si l'on remplace, dans (33), <]>(# + co^) par son déve­
loppement de Taylor, 

y(z)dz+- > —^-9^-^(^), 

l'intégration du terme général fait apparaître ( ' ) Bv(o). Sachant 

que B, = — - et B 2 v + i = o (v '> o), on a donc 

F ( * | « ) = y f(z)dz -^fi^ + ^^-^^^iœ). 

Or il résulte de (17) (§0) que 

( a v ) ! (2ÏU)*V 

quand v croît indéfiniment; d'autre part, les hypothèses faites sur y(x) 
entraînent 

1 

(44) liS |<pM(*)|5»*, 
V>oo 

d'où l'on conclut que la série entière en co admet le cercle | co ] = -r-

pour cercle.de convergence. 

25. Supposons maintenant que 9(.^), toujours uniforme, possède 
un nombre limité de points singuliers fis(s=,i, 2, . . . , JUL) dans le 
plan, et vérifie encore (34) pourvu que \x\ soit assez grand. Celte 
fonction est holomorphe dans deux demi-plans ex > b, c r < 6 , et les 
résultats du paragraphe 20 subsistent. Reprenons l'expression (33), 

de chemin (x — /00, a -4- ioo), valable pour o < c o ^ - 7 ^ - On sup­
pose a^>b, et, si cr > b, que ty(z) est définie par un chemin d'inté­
gration situé dans ce demi-plan. On peut remplacer le chemin recli-
ligne de (33) par le chemin A'B'C'aCBA, formé d'un petit cercle 
C 'aC entourant z = o, des deux segments CB, CB' d'équations 

(1) On a en effet l'intégrale (33) relative à ty(z) = £y, avec x = o. 

http://cercle.de
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T = , ± à(à<,<r<;d), et des deux demi-droites BA, B' A'(<r = d, | T ( > d). 

Quel que soit x d'abscisse plus grande que b, et co dans le demi-

cercle (c) défini par dl(co)>o, | co | < ^ p l'origine étant exclue, on 

peut choisir à assez petit et d assez grand pour que <{>(# + w 3 ) s01^ 
holomorphe quand z décrit A'B'C'aCBA. F(x\ co)est donc une fonc­
tion analytique de x et de co, holomorphe pour a >• b et co dans (c). 

On peut prolonger cette fonction à l'aide de (i5) (§ 13). co étant 
donné dans (c), on peut, quel que soit x, choisir n assez grand pour 
que F ( # - | - /lu | w) soit holomorphe en # et co. Donc F(.r | co) est une 
fonction uniforme de x admettant les seuls points singuliers 

P,—vu> (5 = 1, 2 , . . . , {x; v = 0 , i , 2 , . . . ) . 

(i5) (§ 13) montre que la singularité de F(x | co) en chacun de ces 
points est généralement celle de — ¢09(^ 4- vco). 

26. On peut prolonger autrement F ( J ? | W ) . Soit o < <k> -< ^r-» G?> b, 

et écrivons (33) 

(45) F(* |co)= —V- / +(-Ï) f- -A dz. 

L w J 

Déplaçons # vers la gauche, le long d'une parallèle à l'axe réel qui 
ne rencontre aucun dos (3,. Toutes les fois que le chemin d'intégra­
tion L de (45) rencontre un de ces points, il faut ajouter la valeur de 
l'intégrale étendue au lacet rectiligne Ts, d'origine fis—ico, qui 
tourne dans le sens direct autour de (3,. Lorsque a < b, on a donc 

(46) F(*| «) = * (* |«o) + j i j f M**™*^?^)*** ' 

(•<-<¥)• 
7c(:r | co) étant la fonction, de période <o, 

L'intégrale au second membre de (46) est holomorphe pour a<^b 
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et co dans (c)', donc, lorsque x et co restent dans ces deux domaines, 
les points singuliers de F(#|co) sont ceux de 7r(#|co). "En inté­

grant (47) par parties, et remarquant que 
L TZ(Z — X) 

cot — — l tend 

vers zéro comme e w quand z s'éloigne à l'infini sur Ts, il vient 

^ 
(4«) ^(^1^) = 77-2/ ?(*)[col*(\ x)-î\d*-

La fonction sous le signe étant maintenant uniforme, la théorie des 
résidus donne, avec la notation de Cauchy, 

v- / \ 
(49) * ( * ! « ) = —™^A,-h£ L 9<*) ] l ï -C0t - - i - - = , 

S = l 

A, désignant le résidu de y(x) au point (3,. On voit que 7r(#|ca) 
admet les points singuliers (3,dzvco(v = o, 1,2, . . . ) . 

27. Reprenons l'expression (45)? a v^ c * > 6, et, laissant a? fixe, 
déplaçons o le long d'un cercle de centre co = o, à partir d'une valeur 

positive inférieure à ~ Lorsque co est devenu négatif, après une 

rotation dans le sens inverse, le chemin d'intégration L a balayé tout 
le plan, de sorte qu'à l'intégrale prise le long du nouveau chemin se 
seront ajoutées les valeurs qu'elle prend le long des lacets Ts. On 
retrouve ainsi (46) avec (4<))- Mais si l'on fait tourner co dans le sens 
direct, le rôle des lacets Ts est rempli par les lacets 1̂  d'ori­
gine (3,-1-joo, de sorte que, dans l'expression (48), Ts est remplacé 
par T̂  et — i par + i. On obtient donc (46), où n(x | co) serait rem­
placé par 

v- t — \ 
(5o) * « 2 A , + £[*•(*)]*cot

 M = - * ( * ! -# ) • 

On voit ainsi que F(x | co) est une fonction non uniforme de w. 
Pour une rotation complète autour de co = o dans le sens direct, sa 
valeur s'accroît de 

2 K * ^ A J = *— •iT.i A, 
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A étant le résidu de 9(3?) à l'infini. Nous la rendrons uniforme à 
l'aide de la coupure recliligne (o , —/00) . 

co étant devenu négatif sans traverser la coupure, on peut déplacer o? 

comme au paragraphe 26 jusqu'en un point du demi-plan < 7 < 5 ; 

co étant négatif, et les Ys étant parcourus dans le sens inverse, la 

contribution de ces lacets détruit le terme (5o ) , de sorte qu'on 

retrouve (45)? où co est négatif. On a ainsi réalisé le prolongement 

analytique complet de F(x\ co). Si (c) désigne le demi-cercle opposé 

à ( c ) , on voit q u e F ( # | co) est holomorphe pour cr < b, et co d a n s ( c ) . 

Il résulte encore de ce qui précède que 

(5i) F(x — co 1 — to) = F(x\o))—iz(x\t»), 

et cette relation subsiste pour les valeurs* complexes de co, pourvu que 

la coupure ne soit pas franchie. La formule (26) (§ 18) en est une 

application. De même, en posant o(x) = -t la relation ( 5 i ) prend 1 

x 
la forme 

\IT(l x) = W(X) -+- 7CCOt7C# 

28. Sans changer les hypothèses, on peut définir de même la 

fonction 
X 

F(x\u) =1^1(-z)àz (a>b) 
QJ co 
— a 

par la limite ( 1 ) 

(5a) F(— a?|io) = lim f ^ ^ ¢ - 0 ^ ^ - 1 0 ^ 9 ( ^ - 7 ( . ) ) ^ ^ ^ ) ( 

l'intégrale au second membre étant définie par un chemin situé 

au-dessus de tous les points (3,. Cette limite existe, par exemple, 

pour o < co < ^ et cr < 6, et l'on a alors 

— — 1 / » a 4 / a o / n \ î 
Fz—^i w ) — . / ù(x — IÛZ)[ -. dz. 
rK . ' ' aw«J»_/ , ' \ s in7c*; 

On en conclut que 
F(__ x | o,) '«= — F(x \ — co). 

Compte tenu de cette relation et des expressions (38) et (52) , on 

( l) On peut, en effet, remplacer A(-z) par A(—z). 

file://'/sin7c*
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déduit de (5i) que 
/ o o • 

(53) 7u(a?|co) = lim ) f y(z)e-*frWdz — (a T ^ <p(#-t- v<o)e-*J .t*+-vco)"Jf 

( - a ° V=-oo J 

valable pour o «< co < -r- et pourvu que x soit sur une parallèle D à 
l'axe réel ne passant pas par un (3j. 

La fonction périodique 7r(#|co) est développable en série de 
Fourierle long d'une telle droite D. Les coefficients de ce dévelop­
pement 

00 2 n K ix 

n(x\i»)= ^V cne w ( a?surD) 
71 = - 0 0 

sont donnés par 

• cn= - / Tz(x\u)e <* dx. 

En substituant le développement uniformément convergent (53) t 

l'intégration terme à terme donne 

c0 = lim] / y(z)e-^Mdz— f o(z)e-^z)dz\ 

= — 2 T c ï * 2 A " 
s 

cette dernière somme étant étendue aux pôles (3, situés au-dessus 
de D. On obtient de même, pour n •=£ o, 

(54) c* = — lim / ^(z)e-fî^^e *>v dz. 
il + tJj--» 

Si n est positif, cette intégrale a pour valeur la somme 

cn= iizi£ y{x)e w (*>o), 

étendue aux points p, situés au-dessous de D, car l'hypothèse (34) 
et o < co < ~ montrent que l'intégrale ( 54 ) est nulle pour un chemin 
situé au-dessous de tous les points singuliers. 

On voit de même que, pour n <[ o, 
, 2 n 71 ix 

Cm** — *vi£l(œ)e~ w (*<o), 

cette somme étant étendue aux points (3, situés au-dessus de D* 
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On conclut de là que 7r(x|co) est représentable par une même 

série trigonométrique dans toute bande parallèle à l'axe réel, com­

prise entre deux points singuliers de cotes consécutives. En parti­

culier, c 0 = o pour T > C U (H) (s= I, 2, . . . , Lt), et C 0 = 2 T T £ A 

p O U r T < t R ( ^ ) ( 5 = I , 2 , . . . , f J L ) . 

29. Série asymptotique. — Les points singuliers de F ( # | c o ) dans 

le plan des co sont les points ^s~ x (v = i, 2, 3 , . . . ), donc co = o est 

un point singulier essentiel, et tous les points singuliers sont sur 

/JL rayons \ecteurs issus de ce point. Pour étudier F (x | co) au voisi­

nage de co = o, x étant fixe dans le demi-plan cr >> b, reprenons le calcul 

du paragraphe 24 avec le'développement de ï a y l o r de ty(x-\-toz), 

limité par le reste de Darboux, 

m 
C V^ 0)V,SV ^m-hl zm-+-l 

<{,(.rH-u>*)=J ? ( g ) r f 3 + 2 ^ — 9 ^ ^ ) + t (m + i)\ ?(m)(-g-*-3to*), 
a v=i 

o ù o < 0 < i et | Ç | < 1. H vient alors 

m 

(55) F(*|eo) = f*9(z)dz + y^ ^ ? ( v - i ) ( j ? ) 

-+-- r, - 2 - . / 9 ( ^ ( ^ + 6 1 0 ^ ) ^ ^ + 1 ( - : ) £**. 
(m-t - i ) ! aiutj^^<tB Xsinit^/ 

La série au second membre ne peut pas être convergente lorsqu'on 

la prolonge indéfiniment avec m, sans quoi le point co = o serait 

régulier, mais elle représente asymptotiquement F (# [co ) quand co 

tend vers zéro d'une certaine manière. En effet, l'intégrale dans le 

dernier terme Rm de (55) converge pour o < co < - ^ ; et l'on peut 

déformer le chemin d'intégration suivant les côtés a(3, y.rp' d'un angle 

placés comme dans la figure 2. ± x étant leurs angles avec l'axe réel 

positif, l'intégrale prise le long de (3'«j3 a un sens pourvu que co reste 

dans le demi-cercle (c) avec 

, ^ 27t s i n x — & , _ * 
| w | < j ( « > o ) , 

| x | étant assez petit pour que ®{m)(x-\~%tùz) reste holomorphe le 

file:///ecteurs
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long de (3'a(3. On sait alors trouver une constante C telle que l'on ait 
constamment 

I 9^0(37-1-6(0,8) 
I (iw-Hi)! 

et, par suite, 

<Ce*l w * l , 

R m | < 2 C l i o | ' » + i / e(27tsinx-s)i«| -s7"'"dz 
•/ft'aB (simrs)* I 

On a donc, uniformément, 

lim 5 ^ = 0 , 
|w|>o w"* 

co tendant vers zéro à l'intérieur de (c). On verrait de même que 

ce résultat subsiste pour cr < 6, co tendant vers zéro à l'intérieur du 

demi-cercle (c) . On en conclut que la série divergente 
X °° 

(56) - f f(*)rf, + y ^ , ^ 1 ) ( , ) 
V = l 

représente asymptotiquement F(#|co) dans l'angle — - < argco < -

si cr > b, et dans l'angle - < argco ̂  — si cr < b. Il résulte du para­

graphe précédent que cette série représentera asymptotiquement 

F(x\ U))-t- n(x\ —co) 

dans l'angle - < argco < — si a > b, et 

F(ar | o ) — TU(# | co) = F ( * — co | — co) 

dans l'angle : < argco ̂  ^ si cr < 6. 

Plus précisément, en posant co = pe'S et (3,— x = rse
l^s, l'expres­

sion (5o) montre que, lorsque co tend vers zéro sur un rayon vecteur 
non singulier d'argument £, o n a ( ' ) 

l i m 7 u ( # | — co) = — I T Ï - V A, + w« V A J i m ^- — . 

(1) Les dérivées de c o t — ^ étant infiniment petites quand p tend vers zéro. 

la limite du résidu de-9 (z) ic cot ——~ X' est égale à la limite du terme 

% As cot — ^ ' • 
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Donc, si cr > b, et si les fis sont numérotés dans l'ordre des argu­

ments 0s croissants, qui sont alors compris entre - et — > la série (56) 

représente asymptotiquement 

p 

F(x | co) — 27T* 2 A, [arg(43,,— x) < argco < a r g ^ + i — x)]. 

On voit que la valeur asymptotique fait un saut brusque égal à une 
période de ty(x), quand co franchit un rayon vecteur singulier. On 
a donc 

lim F(a?| co) = / y(z)dz 
to>o 

= / 9 ( * )< 

le long de tout rayon vecteur non singulier, la détermination de 
l'intégrale changeant lorsque l'argument de co traverse une valeur 
singulière. 

CHAPITRE IV. 

MÉTHODES DIVERSES DE SOMMATION. 

30. R. D. Carmichael [1] obtient les résultats exposés au para­
graphe 6 par la méthode intéressante suivante. Etant donnée la fonc­
tion entière 

(0 9(*) = 2 ^ [ * \ 

il s'agit de trouver une solution 

<»> /(*>« 2 $*» 
v=o 

de l'équation 

(3) A / ( * ) = ?(*)• 

La substitution des développements (i) et (2) dans (3) fournit les 
équations 
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et, par suite, en posant 
00 

(4) f^y.wa*, 
/2=0 

* X<£s. 
^ ^ " " s f = S v ' / 4 ( £ v , A = o si v ^ A; e A | A = i ) . 

* = i 

On est ainsi conduit à prendre 

2 7 r j J C / ( ^ - i ) ^ ;Ai-V-t-I ' 

CA étant un contour entourant l'origine. On vérifie aisément qu'il 
suffit que CA entoure z = o et soit indépendant de v pour que les 
quantités lv

h' définies par (6) soient une solution de (5). 
Il s'agit donc de choisir les contours CA de manière que les 

séries (4) et (2) convergent. Pour que la fonction sous le signe 
de (6) reste finie le long de CA, il est indiqué de prendre pour CA un 
cercle de centre z = o et de rayon ( 2 / ^ + 1 ) 7 : , îik étant entier. 

On peut alors trouver une constante K telle que 

(7) l ^ ' | < K 
[ ( 2 H A + I ; Ï Î ] ^ - V 

Ceci posé, si l'on considère la série double 

/1=0 v = o 

il résulte de (7) que la somme relative à v est inférieure à 

( 9 ) 7: TT e(S*A-M>W|jr|. 

D'autre part, on sait que, quel que soit R, on peut trouver une 
constante M telle que l'on ait 

donc la somme de la série (8) est inférieure à 

h ! e(*»*+«ttM 
KM 2 t(2U/H-l)TcR]A' 
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la racine Alème du terme de rang h de celte dernière somme est de 
Tordre de 

he h 

(2/^/^^-I)7:R , 

et est aussi petite que l'on veut, en même temps que jr» pourvu 

que /ZA soit dans un rapport fini avec h. On prendra, le plus simple­
ment, nh = h. La fonc t ion / (# ) obtenue est bien entière, et son 
développement s'écrit 

(.o)/(,)=isi.sX(7.=$^. [I.I-<.*+.M. 
v = o / 1 = 0 " C ' * V ' 

On retrouve ainsi la solution donnée par Hurwitz, car la conver­
gence absolue des séries permet de permuter les sommations, ce qui 
introduit les fonctions 

2 xy* C dz _ _ i_ r ex*dz _ i 

aut 'v! JClt(e* — i ) ^ - v + i ~ -jLr.iJCh(e*—i)z»+* " ( A + i ) ! •*+« .* (*) • 

Remarquons que si h — v est pair, les résidus de -. r en 

deux pôles ±2niti sont opposés; donc, dans ce cas, CA peut se 
réduire à C0. On a alors 

x , / 0 = B A _ V + L ^ = { i 

o ( A ^ v ) , 

( A _ v + I)! | _ _ (A = v;. 

En résumé, on peut écrire (10) 
00 00 

V = 0 A = 0 '* 

la dernière somme étant étendue aux seules valeurs de h pour 
lesquelles h — v est impair. On en conclut que si 9(5?) est 
une fonction paire (impaire), une solution de (3) est la somme 

,de 9(#) e t d'une fonction entière impaire (paire). 

31. Lorsque ®(x) est une fonction holomorphe à ^'extérieur d'un 
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cercle \x\ = R, sauf peut-être à l'infini, R. D. Garmichael [1] pose 

9(-*0 = 9 i ( * ) + " - •+• * ( * ) i 

91 (x) étant entière, et <&(x) étant développable suivant une série 

entière en - sans terme du premier degré. 11 résulte de là que les 

séries 
oo ob 

&i(x)=— >?$(#-+- v), *,(*)== 2 * ( * — v) 
V = 0 v = l 

sont convergentes, et définissent des fonctions analytiques dont la 
différence finie est ®(x), et dont les seuls points singuliers sont 
les points congruents, respectivement à gauche et à droite, aux 
points singuliers de <D(#). D'autre part, deux solutions évidentes 
de A/(#) = - sont 

"<*>=—5+20-srh)* •^*>=2(vi + ^ ) ' 
V s = l V = l 

qui sont holomorphes dans tout le plan, sauf respectivement aux 
points — v et 1 + v ( v = 0, 1, 2, . . . ) . 

On voit ainsi qu'une solution de (3) est, dans ce cas, la somme 
de Agi (x) + <&l(x) ou \.g-2(x)-\-Q>2(x) et d'une fonction entière. 
Les solutions obtenues sont analytiques dans tout le*plan, sauf aux 
points congruents, respectivement à gauche et à droite, aux points 
singuliers de <?(x). 

32. E. Hilb [2] a indiqué plusieurs procédés pour ramener la 
résolution de certaines équations aux différences finies à la résolu­
tion d'équations différentielles. 

Etant donnée une fonction entière y(x) pour laquelle il existe un 
nombre k tel que l'on ait 

1 

( n ) ÏÏm" | 9 M ( . r ) | v < * < a i C | 
V >- 00 

l'équation (3), où Ton développe f{x-\-\) en série de Taylor, 
devient l'équation différentielle d'ordre infini 

2 f^Hx) 
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En cherchant une solution de la forme 

/ ' (* )=2 a 5 ? ( * ) ( a 7 ) ' 
la substitution dans (12) fournit les équations 

V 

2(v-«'+or°^v'-
A = 0 

d'où l'on déduit immédiatement 

> av#v = — i 
Amà ex—i 
v=o 

c'est-à-dire 

On retrouve ainsi la solution principale donnée au paragraphe 24. 
On vérifie'aisément qu'elle possède la même propriété que y(x)t de 
sorte que (12) a bien un sens. 

33. Une autre méthode de cet auteur [2] , qui s'applique indirec­
tement à notre équation, est basée sur le lemme suivant ( ' ) : 

« Si les deux séries 
00 « 

<l(3) = 2«v=V , 6 ( 3 ) = 2 * v * V 

V = 0 V = 0 

sont régulières pour | z | < k, et si b(z) a un zéro unique et simple, 
z0, dans ce cercle, le système d'équations 

(i3) Vav_4.£vH- 2 **'-*+* î"'= 1* (5 = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 

où 
r 

(14) îîïïriTi,i;<* *>» 

possède une seule solution, dont les éléments £, vérifient la même 
inégalité (i4) que l e s ^ -

(1) Cf. E. HILB, Malhematisclie Annaten, t. 83, 1920, p. 1-39. 
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» Cette solution est définie par les équations 
00 

v—0 -

les Xf,v étant les coefficients de la solution unique 
00 

^)=2 .̂-^ 
5 = 0 

de l'équation 

(16) a(z)ls(z)+ 6(3) ^ p = *"*, 

qui est régulière au point z0. » 
Ceci étant admis, considérons l'équation 

( i 7 ) tt(x-hi)— xh(x) = g(x), 

qui se ramène immédiatement à notre équation ( 3 ) en posant 

h(x) = T(x)f(x), 
g(x)=T(x + i)9(x). 

Le changement de x en x-+-s dans cette équation donne 

(18) ÊH-I — ( * H - * ) Ê * = TM (5 = o5 1, 2, ; . . . ) , 

où l'on a posé 
/i(ar -+ -5 )= J„ ^(ar + «) = TJ,.. 

On voit par identification que les équations (18) forment un 
système ( i3) où l'on aurait 

a(z) = z — x, b(z)=—z; 

en particulier, on a z0 = o. Si X0(s) est la solution de 

( , - * ) X , ( , ) - , ^ 1 . ) = , , 

qui est régulière à l'origine, un calcul élémentaire donne 

X«(s)=: — ezz~x j er-*z*-*dz, 

donc 

A 0 i V = — 
x(x-hi).. . ( # - f - v ) j. 
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Par conséquent, 

V ^r i X(x-+- ! ) . . . { J7-+-V) 
v = o 

On a supposé, pour appliquer le lemme, que ff(x) vérifie la con­
dition ( n ) ; ce lemme nous apprend alors que la solution h{x) pos-̂  
sède également cette propriété, qui suffit à la caractériser. 

34. En revenant kf(x) et o(x), on voit que (49) fournit Tune 
des solutions formelles évidentes de notre équation. Mais la méthode 
permet d'obtenir des solutions sous des formes très différentes. 

Par exemple, si l'on exprime h(x-\-i) par son développement de 
Taylor au point x, la dérivée 6i=mc de l'équation (17) mise sous cette 
forme donne 

- » A " - " ( * ) + ( i - * ) A W ( x ) - + - 2 7 7 ^ = 5 ^ ) (« = o , i , a , . . . } . 
V = l 

En posant 
Ks){x)=îs, g^(x)=rls, 

ces équations forment un système (i3) où 

a(z) = ez—x, ' b(z)=z—1. 

L'équation (16) d'indice 5 = o est ici 

( e * - * ) X 0 ( * ) _ ^ i £ > = i ; 

z0 n'existe plus, et l'on peut prendre, par exemple, l'une ou l'autre 
. des deux fonctions 

X0(*) = «*» e~x~~ f me-*e**dtf 

et à chacune d'elles correspond une solution entière 
ao 

. ^(^)=2x^^ (v , (a?)-
35. Signalons encore une autre méthode intéressante de E. Hilb 

[1, 2 ] , bien qu'elle exige l'hypothèse très restrictive que g(x) soit 



5 ° N. E. NÔRLUNI). 

holomorphe pour cr > b, et de la forme 

X X* 

dans ce demi-plan. On voit de suite que si a est supérieur à 6, 
(17) peut s'écrire, pour une solution h{x) de même nature que g(x), 

a-/» ' \ . r - h i — * x — z) J(X_. x x - z l " - > « * 

En remplaçant, dans cette équation- _|_ et ! respective­

ment par 

_ L - = y e(MJ«rfa [*>*(*)], 

et l'expression analogue, et en permutant les intégrations comme le . 
permet la convergence absolue des intégrales, il vient 

(»0 f e-»x(e-" — x)F(u)du= f e-«xv(u)du, 

où l'on a posé 

f e»~g(z)dz, 
OL-i x. 

~ a + /' » 
(22) F ( w ) = / e«~h(z)dz. 

Supposons F ( o ) = o, et intégrons par parties l'intégrale, au p r e ­
mier membre de (21) relative au terme xe~ux\ cette équation devient 

f e-»*\e-»F(u) — F'(u)]du= f e-»x^u)du, 

ce qui donne 
F'(M) — e-»F(u)-h*((u)=:o. 

Avec la condition F ( o ) = o, F(u) est entièrement défini, et la 
résolution de (22) donne 

(23) h{x)=-±-f e-»*F(n)du. 

D'ailleurs, on trouve de suite 

ee-tv(t)df, 
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en portant cette expression dans (23), il vient 

5i 

(24) 

où 

/ , ( ^ ) = 7 7 7 f H(x,z)g(z)dz, 

H(x, z) = — f e-uxe-~e-"du f e^e^'dt. 
*- o VO 

On vérifie directement que H(x, z) est la valeur de h(x) relative 

à g(x)= ? donc que (24) vérifie notre équation. On voit aisé­

ment que 

U(X, *) = — y l- ; r-î—; r, 
*^ J 4miX-hV — ZX(X-hl)...(X-i-v) 

v = o 

et, par suite, que (24) est la solution trouvée au paragn 
cèdent.. 
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