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SUR
LA « SOMME » D’'UNE FONCTION

Par N. E. NORLUND,

Membre correspondant de I’Académie des Sciences de Paris.
Professeur 4 I'Université de Copenhague.

——0 ———

INTRODUCTION.

L’é¢tude d’une équation linéaire -aux différences finies comporte-
deux problémes de genres différents. On peut rechercher tout d’abord
¢l existe des solutions possédant certaines propriétés analytiques
simples, par exemple, qui soient analyliques ou entiéres. Mais de
telles conditions laissent subsister une grande ambiguité dans le choix
des fonctions périodiques arbitraires dont dépend la solution géné-
rale, et, d’'une maniére plus précise, on peut chercher des solutions
-possédant en outre certaines propriétés asymptotiques, qui soient
aussi simples que possible, et caractéristiques.

Nous exposons ici les principaux travaux auxquels ont donné lieu
ces deux problémes pour I’équation

Sz + ":u)—f(w) = o(z),
ol ¢(z) est une fonction donnée. La solution générale, qu'on appel-
lera somme indéfinie de ¢(x) est de la forme

f(@) =F(r)+ (=),

F(x) désignant une solution particuliére, et n(z) une fonction pério=
dique arbitraire de période w; et sa détermination s'appellera la
sommation de I’équation. .

Les premiéres théories de cette équation ont consisté a démontrer
Pexistence d’une solution entiére, ou méromorphe, lorsque ¢(z)
posséde I'une ou 'autre de ces deux propriétés.
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" Pour pouvoir caractériser une solution principale, il faut en outre
préciser le caractére de ¢ (z) a I'infini. On réussit ainsi a définir une
solution ne dépendant plus que d’une constante additive arbitraire,
et que l'on appellera la somme principale, ou, plus bri¢vement, la
somme de ¢(x).

Les hypothéses que l'on fait sur ¢(z) pour démontrer I'existence
d’unc somme, lelle qu’elle est définie au Chapitre 111, peuvent étre
rendues moins restrictives en généralisant convenablement cette
définition. On trouvera ici méme un exemple de généralisation, mais-
on congoit que I'on puisse étendre encore la classe des fonctions qui
admettent une somme, de méme que l'on étend, en généralisant la
définition et les procédés, la classe des séries divergentes sommables.

CHAPITRE 1.

LES POLYNOMES DE BERNOULLI,

1. On appelle nombres de Bernoulli la suite des nombres By, B,,
B,, ... définis par la relation de récurrence
Bo=1,

Z(:)B-‘:Bv (v=123,4, .. ).

A=0

On voit immédiatement sur ces équations que ce sont des nombres
rationnels, et tels que (v +1)! B, soit entier. Le role important de ces
nombres dans I'analyse résulte de ce qu'ils permettent de sommer
aisément les puissances entiéres positives de z.

On appelle polynome de Bernoulli B,(x) le polynome qui satisfait

*a I'équation (')

(2) Af(z) = var1,

(') Dans ce qui suit on pose

Af(z) =f(z+1)—f(x),

,-
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et qui est tel que
B,(0) = B,.

Ces deux conditions déterminent complétement ce polynome, et
[L'on vérifie de suite qu’il s’écrit-

v

3) By(a) = 2 () Bear;

s=0
il est donc toujours de degré ».
On peut écrire symboliquement ce second membre (z +B)Y, en
convenant de remplacer B par B dans le développement suivant les
puissances de B. En particulier, on peut écrire (1) sous la forme

o (v=o90,2,3,4....),

(V = l).

Sil'on remplace, dans (3), z par z + h,ona

(1") (t+By—By=

By(z+ L) =(z+ h+ B),

qui,- développé suivant les puissances de 4, donne la formule générale

-

«) - By(a i) = 3 (7 ) hsBomsa).
s$=0
On voit, en particulier, que
) dB;—ff) = vBy_1(2).

Plus généralement, si ¢(z) désigne un polynome quelconque, on
déduit immédiatement de (1) l'identité symbolique

(6) ¢(2+1+B)—9(x + B) =9¢'(r),
de sorte que

f(@) = g(z+B) = 5(2) + Do)+ Bor(a) 4.,
admet ¢'(z) pour différence finie. On a donc

(D) fz+I)=¢(z+h+B)=0o(z)+ B‘+!h)?'(1‘)+ li’z(T-h)?'(z)+...;

de cette formule générale découlent les applications des polynomes
de Bernoulli dans le calcul aux différences finies.



4 N. E. NORLUND.

La différence finie des deux membres extrémes de () conduit & la
formule sommatoire d’Euler ct de Maclaurin, relative 4 un polynome,

1(h) Bz(h)

(8) ¢ (r-+h)=Aaz(x

Ag"(z) +.

Ay (2) + ——

Remarquons encore que (6) peut s’écrire
$(1+B(2)) — 9(B(2)) = ¢'(2),

ou l'on convient de remplacer les puissances B*(z) du dévelop-
pement par B(z). Pour ¢(z)==x", on retrouve l'équation (4),
avec h=1.

2. En changeant z en 1 — z, on, voit que I'équation (2) est égale-
ment satisfaite par le polynome (— 1)B, (1 — z), dont la différence
avec B, (z) doit donc étre une constante. En égalant les dérivées de
ces deux polynomes. on voit que

(9) By(1— z) = (—1)'By(2).

Voici une autre application importante de (5). Cette équation est

équivalente a
f By(s)dz = B, 1(}’3 le+1( ):

"z et y étant quelconques. En particulier
T+
(10) f By(z)ds = av.

On en déduit I'expression de la somme des puissances semblables
des n — 1 premiers nombres entiers

Byi1(n) — Byyy

V2V (R —1)V=
vt

(v> o).

Clest cette propriété des B,(x) qui a attiré tout d’abord sur eux
I'attention des géométres.

3. L’équation

é}f(z):-—‘vx"—l (w:-'-:)s .
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ou 2 est un entier positif, admet évidemment les deux solutions

1 s
nVvB,(nz) et 7;28"(£+r-l)

On a donc

n—1
¥e. (x+ ;l) = n1=vB,(nz)+ nC.

s=0

En intégrant de z a z + ,—:, on'voit, grace a (10), que

. x+1 +3

G =f By(z)dzs — n'—\‘f By(n3z)ds =o. -
: . x x
On a donc

n—i

(11) va(x+ %):n"“'Bv(nw)-

§=0

Inversement, on peut déduire (10) de (11) en divisant cette
derniére équation par n, puis en faisant tendre n vers l'infini.

On déduit de (2), (9) et (11) les valeurs des B, (z) pour certaines
valeurs rationnelles de z. Par exemple, (2) et (g) donnent
(12) B,(1) = By(0) = B,=(—1)'B, (v>1);

les nombres de Bernoulli d’indice impair supérieur & 1 sont donc
tous nuls; on a encore
Bay(1) =  Bsy(0) = Byy,
B’v+](,) = Bgy+|(0) =0 (‘I > 0).

Pour 7 =0, n=2, (11) donne

O

4. Formule sommatoire d’Euler et de Maclaurin. — La formule (8)
s’étend a toute fonction ¢(z) admettant une dérivée continue
d’ordre m, dans un intervalle <3<z + w. Considérons la fonc-

tion B,(z) de période 1 qui coincide avec B,(x) dans linter-
valle o<z <1. Siv>1, (12) montre que B,(z) est continue; par
contre, B, (z) fait un saut brusque égal 4 — 1 quand z traverse une

valeur entiére, car B, (z) = x — E Il résulte de (5) que, lorsque v



6 . N. E. NORLUND.

est supérieur a 1, B,(x) admet des dérivées continues, jusqu’a,
Pordre v — 2, la (v — 1) étant discontinue.
Ceci posé, soit I'intégrale

1=
Bm=-—-w"lf L"I:zz?("ﬂ(w+wz)dz (o Shga).
o !

m — 2 intégrations successives par parties donnent

m
v
Rm= —2 % Bv(h)%cp("_”(.’l') + Rh

v=2

et une derniére inlégration par parties, compte tenu de la disconti-

nuité de B, (h— 3) au point 3=/, donne enfin la célébre formule
sommatoire d’Euler

. 4w . m wv
(13) (s+wh)= f #(2)dz+ 3 LBy (1) A¢VI(2) + R,

w /. V. ©

v=1

Le terme complémentaire R,, a ét¢ étudié par un grand nombre
d’auteurs, notamment par Poisson [1], Jacobi [1], Malmsten [1],
Darboux [1], Sonin [1] et Lindelsf [1, 2, 3].

En posant ¢ (x) =e7, il vient

m 1 -
wewh wV Wi+t B,,(h— 3)
(4) - =2WBv(h)— £ ewz dz.,

1 ew—1 m!

\
V=0

La fonction au premier membre est la fonction génératrice des
polynomes de Bernoulli qui a servi de base a un grand nombre
d’études sur ces polynomes.

En remplagant  par {w, (14) donne, pour A = o, le développement
classique

m
[ w ~ w2V w
- g —_1)V
(15) 2 %' 21( n (2v)! B+ —o Roms
v=0 2sm;

kY

ou

n m ! B'Z,n (z ) I
01,,;%— (—1)m+ig? S myt cos(z— ;)wdz

1 Bzm+l(5) . I
—= SIn — - Jwds.
=(_|/m+!mlm+l (an-e—l)! z 2)
[
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5. Ondéduitaisément de (15) les développements trigonométriques
des polynomes de Bernoulli. En multipliant les deux membres

oW !
par sin -, il vient, pour @ = 2vm, Rm=(—1)", donc

(2m)!
(2v1€)!m

f Bam(3)cos2vnz dz = (—1)m+1 —— (m>o0),

1
. maq (2m D!
[ Bam+1(3)sin2vrz dzs = (—r1)m+1 Gavmymmi’

En se rappelant la formule (9), on a donc les développements

Blm(z) = (—l)’”+l 2(2m)! Z COS').V‘;r,r,

\ (21T)im yam
(l 6) V=1

L)
2(2m +1)! sin2vrz
Bimii(2) = (—1)m+t (2mym+1 2 vEim+1

v=1

Si m est positif, ces séries convergent absolument et uniformément,
et représentent la fonction au premier membre dans linter-
valle 0o S# <1. Elles représentent donc les fonctions périodiques B, ()
pour toutes les valeurs de z.

On peut déduire de ces développements les expressions des sommes
des puissances semblables négatives des nombres entiers. Par
exemple, pour z = o, la premiére équation (16) donne

o 2m
(17) 2 \T:T:Z = (—1)m+1 Lam)m Bam.

2(2m)!

CHAPITRE 11.

FORMATION D'UNE SOMME INDEFINIE D'UNE FONCTION ENTIERE OU MEROMORPIE.

6. De la définition des polynomes de Bernoulli, on peut déduire
directement, pour la solution rationnelle de I'équation

(1 Af(=) =2 ayz¥,
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Pexpression

(2) 2v+| By+1(x) + const.

v=0

Lorsque le second membre de (1) devient une série entiére, la
série (2) correspondante n’est généralement pas convergente. Mais
on peut remplacerles B, (z) par toute autre solution ¢, (z) de I'équa-
tion (2) (§ 1) et faire ce choix de maniére que la série formée soit
convergente.

A. Hurwitz [I] retranche de B,(x) un certain nombre des pre-
miers termes de son développement en série trigonométrique, qui
sont bien des fonctions périodiques de z. Etant donné, comme le
montre tout de suite (14) (§ 4) que

B,(z) = e*2dsz
T ol ¢, (62—1) P
C, étant un cercle entourant le seul pole 3 =o0, par exemple le
cercle | 2| =, cet auteur considére la fonction

er3dz
Ny ?
ani c, (e*—1)5

3) bv,r(2) =

C. étant le cercle | 3| =(2r +1)x, ou r est un entier. C’est encore
une solution de (2) (§ 1) D’ailleurs, on voit immédiatement, par la_
théorie des résidus, que

eWTiL - (— 1)V g—2hTix

ql~;,r(x)—~Bv(Z‘)=V!§ (‘Zkﬂi)“ (/'gl):

c’est-a-dire la somme, changée de signe, des r premiers termes du
développement (16) (§ 3) de B, (z)(v21).

SiI'on retranche, par exemple, les m premiers termes de ces déve-
loppements, les fonctions ¢, (x) obtenues sont telles que l'on ait,
pour oSz <1,

lv(2)| < = <C.

(1“ )“
On en déduit que,  étant un entier quelconque positif,

th,,(a;:!:n);<vi|m.i.-n¢| ["—'+lwin¢2|"—1+...+lz‘|"—i!+C
<GCGv|lzxtni (ozx <),
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c’est-a-dire que, quels que soient z et v,
4z} | <Evizl.
[l résulte de la que, si ¢(.r) désigne une fonction entiére,
- o(Z) = Gy+ @ Z + A2+ . .,

la série

a1 (2) + 2 da(@) + T ha(@) + e

est absolument et uniformément convergente dans tout le plan; elle
représente donc une solution entiére de I'équation

(3) Af(z) = ¢(z).

-

On peut se demander quelles sont les fonctions entiéres (4) pour
lesquelles, quelle que soit la région finie I' du plan, on peut former,
avec une valeur constante de r, une solution

() S@) = P2 e ol 2)

v=0

de (5), uniformément convergente dans I'. A. Hurwitz montre que la -
condition nécessaire et suffisante est que la série

x

7) ) iaay

v=0
soit convergente .

Supposons d’abord que (6) puisse ¢tre rendue uniformément con-
vergente dans toute région finie ', grice & une valeur constante de r,
Prenons pour I' une région contenant lintervalle (o, 1). La
somme f(x) de (6), étant holomorphe dans cet intervalle, admet un
développement de Fourier.

®

S(z) = 2 Ccpenmz,
n=—x»

ol
1
c,,=ff(x)e—mmdx (n=o, %1, £32, ... °
0

On peut substituer (6) & f(x) et intégrer terme a terme; il vient
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alors

a.,v‘
Cn= v+
2me (z—zrnu)z
v=0

d’ot l'on conclut que co=cCs=Ci3=...=cCser=o0, et que,
pour [n|>r, :

ayv!

=T i (anmiy
=0

Donc (7) converge pour x = T En posant
ayv!
(8) () E(zntx)‘“'l
il vient
(9 f@)=— I [g(n)ermiet g(—n)e=nmiz] (o< <1)"

n=r-+i

Réciproquement, si (8) converge pour [z | > [, prenons pour r la
partie entiére de /, et formons la série (6) correspondante. La somme
de ses n -1 premiers termes est

. ayv! emixz gz
Sp(x) =2(21;i)v+1,f(e"‘"~—l)z"""
v=0

C étant un cercle de centre O et de rayon compris entre [ et r—1.-
Si g, (x) est la somme des n + 1 premiers termes de (8), on a

ermixz
Sn(@) = [ S gn(a)ds,

et ceci tend bien uniformément vers une limite, en méme temps
que g,(3), quand n augmente indéfiniment. On peut donc énoncer le

Tutoreme. — St une fonction entiére (4) est telle que la
série (8) converge pour |z |> l,de partie entiére r 2o, la série (6)
est uniformément convergente dans toute région finie, et repré-
sente une solulion entiére de Uéquation (3). Cette solution se
représente encore par

ermixz
.f(x)=fe,_.,ﬁz—_l &(3)dz,
c
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ot G désigne un cercle de centre O et de rayon compris entre |
et r+1, et (9) donne son développement en série de Fourier.

7. P. Appell [1] considére la solution ¢, (z) de (2) (§1) définie
dans l'intervalle o <o <1 (2 = ¢ <+ i7) par l'intégrale

'(m) $o(a) = v /"H'” cos)(v—nrr -ldz |
W(r) =

v — — e2niix—3)?
iw €OS2(v—1)TZ 1 —e

le prolongement analytique hors de cetintervalle s’effectue & I'aide de

I'équation (2) (§ 1). En développant ~— s Suivant les puissances

décroissantes ou croissantes de e27{r—2' selon que s est sur la partie
)
ositive ou négative de I’axe imaginaire, on vérilie aisément que x
) y q v
admet un développement trigonométrique qui coincide avec celui
de B} () a partir du v*™ terme, tandis que les coefficients des v — 1
premiers termes sont de l'ordre de celui du v*™ terme quand v
augmente indéfiniment. Les fonctions d’Appell peuvent donc remplir

le role de ¢, (r).

8. La définition de ces fonctions est une application de I'intégrale
générale grice a laquelle C. Guichard [1] a démontré que toute
Jonction entiére est la différence finie d’une fonction entiére. Soit
I'intégrale

) f(2)= f "("” dt

1.!(') 11— e!'m\.‘t—tl

o le chemin d’intégration est un segment de droite paralléle a I'axe
des imaginaires, et w(x) une fonction analytique de période 1.

Eig. 1.

4
8 B, B, |[B B, B, 8
A Al Ay [ATAT A A"

(| 1) définit une fonction périodique de x, admettant pour lignes Ce
discontinuité les segments... A_,B_,, AB, A,B,, A,B,, ... con-
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gruents de AB(*). En effet, si E et F sont deux points infiniment
voisins, respectivement a droite et & gauche de AB, on voit, sur
Pexpression

. =(x) 1 1
f(‘z')"—"f ?(t) ":(t) [l___eztﬂx-——n - gui(t—.’t)Jdt

+f [ ) ?t((f)) 9.(.2')] 21ti(gtu-— z) ?2(:1) [Btitm’

YA

que, lorsqu’on passede E a F, f(z)admet la méme discontinuité que.
la derniére intégrale, qui est une intégrale a coupure d’Hermite. La
valeur de cette intégrale en un point M non situé sur AB est

arg(B—M)—arg(A — M)).
’

w(.z‘)( log A Ml o

donc sa variation, quand M passe de E a F sans traverser la coupure,
esto(x), pourvu que ces deux points ne s’approchent pas indéfiniment
des extrémités A et B du chemin d’'intégration, la cote de A étant
supposée inférieure a celle de B. On en conclut que la valeur de V'inté-
grale (11) augmente de ¢(z), & un infiniment petit prés, quand z
passe du point E au point Fy=F +1.

Par conséquent si 'on prolonge le chemin d'intégration en a et 8
au deld de A et B, et si 'on définit (), dans le rectangle ABB, A,,
par lintégrale (11) de chemin a3, et, hors de ce rectangle, par
I'équation aux différences (5), cette fonction est analytique et con-
tinue dans la bande limitée par les deux paralléles A’AA" et B'BB” &
Paxe réel.

Il a suffi que ¢(z) fut analytique dans une bande contenant la
bande A'A", B'B". Si o(x) est entiére, on saura donc former une
solution entiére de (5), si I'on sait trouver une fonction entiére
périodique n(z) telle que I'intégrale (11) converge quand A et B
s’éloignent a l'infini. Etant donné le développement (4) de cp(.z‘), il
suffit de prendre

w(x) =2|a,.{c052mtx;

n==0

(') C’est-a-dire I'ensemble des points =z, xil, 13, ... correspondant aﬁx
points z de AB.
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en effet, si AB est, par exemple, sur I’axe imaginaire, on a
P ple, gmaire,

Siants

9(iz) n=0

m(i3)
Z[a,,lchanﬂz
n=0

qui tend vers zéro plus vite que toute puissance de z quand |z}

. . 1 c aye .
augmente indéfiniment. Le facteur ————- restant fini, l'inté-
grale (11), prise le long de I'axe imaginaire, a donc un sens et repré-

sente, dans la bande oS o <1, une solution entiére de1’équation (5)..

9. Si ¢(x) estseulement holomorphe dans un cercle |z —a|=R
en prenant A et B trés voisins des points de cotes extrémes de ce
cercle, la méthode de Guichard définit une solution de (5) holo-
morphe dans ce cercle. On peut encore, avec H. Weber [1], rem-
placer le chemin rectiligne AB par un chemin curviligne variable ABGC,

“tout entier intérieur & (R), et traversant la ligne des points z =
(v entier) entre x — 1 et z. Il suffit d’ailleurs de prendre n(z)=1.
Cette intégrale définit alors la solution f(x) dans tout le cercle en
question (').

10. On connait une solution de I’équation (5) toutes les fois que

I'une des séries
—z'o(x -+ v), Z?(x —v)

v=1

est convergente. Ceci se produit avec des fonctions non nécessaire-
ment entiéres, et permet de sommer certaines fonctions méromorphes.
D’une maniére générale, A. Hurwitz [1] a démontré, par le procédé
de Miuag-Leftler, gu'une fonction ¢(x), méromorphe dans toute
région finie du plan, est la différence finie d’une fonction de
méme nature.

En supposant d’abord que tous les péles de o(x) soient a gauche
d'une droite ¢ =-b, les o (x + v) sont holomorphes a I'origine pour
toutes les valeurs de v > &. On peut retrancher, du développement de

(') Gf. également R. D. Carmichael [1], p. 173; K. P. Williams [1}.
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Maclaurin de ces ¢(z +v), la somme g,(z) d’'un nombre suffisant
des premiers termes, de maniére que, dans le cercle || <v — b, on
“ait '

(12) le(z+v)--gv(@) | <ew  (v>b),

les ¢, étant les éléments d’une série positive convergente. Cette inéga-
lité est vraie dans toute région finie T du plan, dés que v est suffi-
samment grand. Donc la série )

F(z) =Y [6v(2) —e(z+V)],

v=0

ou les g,(z) sont des polynomes, converge uniformément dans toute ‘
région finie du plan, tout au moins si 'on néglige un nombre fini de
ses premiers termes. Elle représente donc une fonclion méromorphe
dans toute région finie.

La différence finie de F(x) est également méromorphe, mais

AF (2)— o(2) + 80(2) =y;n gz +1)—8(@)] +[81(2 +1) — £2@) ]+
+ [ g1 (2 +1)— gv(2)]
+ gy(x —l—l)—q)(.L'+l-|-v)]_

est entiere, car o (z + 1+ v) devienl holomorphe dés que v est assez
grand, dans toute région finie du plan. On a donc

AF (&) =9(x)+ 91 (x),

¢1(z) étant une fonction entiére. En déterminant, par l'un des
procédés que nous avons exposés, une solution enticre F,(z)
de A f(z)=¢,(x), la fonction F(z)— I, (r) admettra o (z) comme -
différence finie et sera, comme I'(x), méromorphe dans toute région
finie du plan.

Si tous les poles de ¢ (x) sont dans un demi-plan ¢ > b, on peut
former de méme une série

F(o)=Ylp(z—v)—8u(2)]; ,
v=1
ou les g,(z) sont des polynomes, qui représente une fonction méro-

morphe dans toute région finie du plan, et telle que AF(z)— 9(2)
soit une fonction entiére.
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Enfin, dans lc cas général, on sait qu'on peut toujours décom-
poser ¢(z) en la somme de deux fonctions méromorphes dont les
polessoientrespectivement dans les demi-plans R (2) > bet R (x)< b,
et il suffit d’appliquer les résultats précédents a ces deux fonctions.

CHAPITRE 111.

LA SOMME D'UNE FONCTION.

11. Pour résoudre I'équation
(1) Amf(l‘)=?(w),'

ot » est un nombre positif quelconque, on peut considérer (*),
au lieu de la solution formelle

(2) — o Y (2 +w),
v=0
qui diverge généralement, la série
(3) Fo(elow)= f 9(z)e—a® z—wz 9 (z + vw) e nlz+vew),
va V=0

a étant une constante indéterminée. Pour que cette série converge,
‘quelque petit que soit le nombre positif », il suffit de supposer
_que ¢ () est une fonction, réelle ou non, continue pour z2 b, ettelle
que P'on ait

(0 lim p(x)e =0
x> o
quel que soitn>o0. Or, on a
AFq(z|w) = p(z)enr;
w
donc, si Fy(z|w) tend uniformément vers une limite quand » tend '

vers zéro, cette limite F (2| w) est une solution de (1). Elle est définie
a une constante additive prés, et nous l'appellerons la solution prin-

(') Cf. N. E. Norwesp [4].
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cipale de (1), ou somme de ¢(z). Elle sera désignée par'la notation
F(z|w) =Sp(z)%z = 7‘l’i_;noF-,,(a:] w).

D’ailleurs, lorsque (2) converge, F(z | w) représente sa somme, a une
constante additive prés. '

Supposons que F, (x| w) tende uniformément vers une limite F (2 |w)
quand 7 tend vers zéro, dans un certain intervalle 6 <z <B. On déduit
immédiatement, de sa définition, que cette limite est une fonction
continue de x dans cet intervalle. D’autre part, de I'égalité évidente

n—1
I sw lw
w L F (e o) =ral]7)
s=0

on déduit la formule de multiplication

n—i

-(5) ;‘ZF(x+%°lm)=F(x‘;":.)
s=0
Quand n augmente indéfiniment, on a donc

© . X4+ W
lim F(xl—):—f F(z|w)dz;
n>w» n W

cette intégrale s'évalue aisément, car en intégrant terme a terme la
série uniformément convergente (3), on a

I

x -+ ®
P [ Fp(z|w)dz = f P(z)e = dx
“x a
x40 ’:‘
- f z ¢(z +vw)e—nz+wl dg
Co v v=e
= f p(x)ezdz,
de sorte que, en faisant tendre n vers zéro, il vient

(6) ;:—fx-'.wF(wlw)dx:fx(f(x)dz.

N
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On voit ainsi que la somme F(xl:”—l) devient justement la primitive

de ¢(z) quand n augmente indéfiniment.

Signalons que les deux opérations /\ etS ne sont pas permutables,
w
a

car N . .
0 S[oe@)se= i Searo pe— £ Sen
CE & '
= Géf(w)%x_ Qe
= %S?(w)%x —2 j{:um?(w) dz.
12. Théoréme d’existence. — Démontrons maintenant P'existence

de F (2 |») dans le cas ou :

1° ¢(z) admet, pour z 2> b, une dérivée m'®™® continue, infiniment
-petite a l'infini;
. 2° L’intégrale

(8) fwﬁ,,,(— )¢ (z 4+ wz)ds

converge uniformément dans 'intervalle 5<2<b + w.
11 résulte de la premiére hypothése que

(9) lim ?(m—s)(x) —

o (s=o0,1,2, ..., m).
Xy o

D’autre part, nous utiliserons dans la démoanstration l'inégalité

(10) lf B.(h— 2z)e02dz | < Ce—nw3,

ou C est une constante. En effet, si ¢(z) désigne l'intégrale au pre-

mier membre, la périodicité de B, () permet d’écrire

e—fws

l-—
Y(2)= l—e—'ﬂw[ Bln(h—z—l)ﬂ"'dt,
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1‘+l_
f B (2)dt = o,
A

1 1 — e—Nwt
@(z):—e""lwz./o‘ m(h—z_t)_ﬂu—)dt’

ou encore, en vertu de

et cette intégrale reste finie lorsque » tend vers zéro.
Ceci posé substituons dans la formule d’Euler (13) (§ 4)

. 9a(x) = g(2)eie

a ¢(x), et ajoutons les équations relatives aux valeurs z, z + w, .

Z + (n —1)w de la variable z. 1l vient, pour z > b,

n-—i

Xr4-nw
[ Pq(3) dz—-wz Pq(Z +how +ve)
o v=u
_Z OB, (lz)c?w_”(.l')-—v ‘i B,(h)o{—" (2 + nw)
v=1 V-—l

wn+1

+ ____.f |¢m(h_z)o<"”(x+wz)dz

Quand » augmente indéfiniment,  restant fixe, il résulte de (9) que

le second terme au second membre tend vers zéro, etl’on a

Fp(x +wh|w) =frqa,,(z) dz+2 ‘:’_'v By(h)ol=V ()

V=1

wm+l
f B (h— z)oy" (x + w3z) ds.

Lorsque 7 tend vers zéro, les deux premiers termes au second
membre tendent uniformément vers des limites finies. D’autre part,

le dernier terme est une combinaison linéaire d’intégrales

Ps= qu Bu(h —3)¢V—)(r + wz)enrtwi dg (s=0,1, ..., m).
(]

En posant

f(3) =[~En.(h— z)e(z + w3)ds,
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Pintégration par parties de P, donne
Po=e1%f(0) — r,wfnf(z)e-ﬂ(ﬂm’ dsz;
0

mais, en vertu de hypothése 2°, on sait trouver un nombre N indé-
pendant de z, tel que

f(3)]| <e (z2N),

pourva que b<2<B; on a donc

N
|Py— e—t% f(0) | < mo f f(z)ds

°
+ M we f e—Nx+w2) dz
N

et ce second membre tend uniformément vers zéro quand 7 tend vers
zéro. P, tend donc uniformément vers f (o).
Pour s> 1, U'intégration par parties donne

(1) Py=15¢(0)enxpln—s)(x) 4+ 15w e—n* /‘ plm—s+)(z + wz)y(3) dz,
Jo

y(z) désignant l'iniégrale au premier membre de (10); il résulte de
cetle inégalité’ (10) que le dernier terme de (11) est inférieur, en
valeur absolue, &

@ £
(12)Crsw f |?(m—s+l)(x_,. w 3)| e—nx+wz) dz = C-qsf | (m—s+1)(z)|3-—nzdz_
70

D’autre part, (9) exprime qu'il existe un nombre positif N tel que

| guu—s+0(2) | < ezst,  siz>N,

“quel que soit ¢ > 0; une borne supérieure des membres de (12) est
donc

N @
C"l’f ] ?(m—:+|)(z) le—"l‘dz -+ Caf 75 z5—1e—n3 dz,
x N

qui tend uniformément vers zéro avec 7, car la derniére intégrale
tend vers I'(s). Ps tend donc uniformément vers zéro avec 7,
Jpours=t, 2, ..., m,ce qui démontre enfin que Fy.(z + wh|w)tend
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uniformément vers la limite

* “ wY

(13) F(z+ whA|w) =f $(3)dz _._EWBVU.),W—.)(“,)

a v=1

wm+1 ®

+ 20 [ Buth—a)gm(z+ws)ds,
: []

quel que soit / dans V'intervalle 0< ~<1. En particulier, F(z|w)est -
une fonction continue de x pour toute valeur de x supérieure ou

égale a b. Remarquons aussi que F'(z | w) est une fonction continye
de w, pour w>o.

Par exemple, si ¢(z) = 2", on voit que

a

Qoo = Beute),
e

v+
0

~

13. Valeurs asymptotiques. — Quand m augmente indéfiniment,
la série au second membre de (13) est généralement divergente, mais
représente asymptotiquement F(z 4+ wh|w) pour les trés grandes
valeurs de .z, car la derniére intégrale converge, par hypothése, uni-
formément par rapport a z, et tend donc vers zéro quand 2 augmente
indéfiniment. En particulier, si 'on pose

x m N
P(-Z')=f 9(2)dz +2;£,-'Bv9("-“(x),
“ v=1 ’

on a

(14) l;m |F(z|w)—=P(z)]=o.

On peut déduire de 1a une autre expression de F(z|w).
En effet, il résulte de (1) que

n—i

(15) F(.z-lw)=—m2q)(w+vw)+F(x+nle),
V=0 . -
donc (14) entraine

(16) F(z|w)= lim lP(a:+nm)—m2q>(z+vw)]
nyw

=0

(16") =P(x)—-w2 [9(w+vw)—%P(m+\vm)]-
v=6
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La solution principale est ainsi exprimée par une série uniformé-
ment convergente dans tout intervalle fini 6 <z <B. En prenant £ 3£ o,

1 . . . . .
par exemple h = 5» on obtiendrait de nouvelles séries, mais qui ne

différent pas essentiellement de (16').
Ces séries sont d’autant plus simples que 'on prend pour m les
- plus petites valeurs pour lesquelles nos hypothéses sont valables. Par
contre, elles sont généralement d’autant plus rapidement conver-
gentes que m est plus grand; il arrive méme qu’elles deviennent
absolument convergentes dés que m surpasse un certain nombre.

14. Si 'on suppose en outre que f |9 (3)| d= a un sens, on
b

'peut faire tendre o vers zéro. En désignant par R,,, le dernier
terme de (13), on peut trouver une constante G telle que

x

|Rm+l| <Cwlu+lf I;(Ill)(x+wz)|dz<(“wmf l?(lu)(z)ldg-,
0 / b

donc w—m+'R,,,, tend vers zéro avec w. De la relation entre les
deux restes consécutifs R,, et R, on conclut alors que o™t R,
tend vers zéro avec w. En particulier,

ii;noF(w]m)=[ ¢(z)ds (w>o0).

Lorsque ¢ (x) est infiniment dérivable, et telle que V'intégrale

S 19w ds
b

converge pour toutes les dérivées d’ordre suffisamment grand, on-
voit que la série infinie des puissances de ®, au second membre
de (13), représente asymptotiquement la solution principale pour
les valeurs infiniment petites positives de .

15. Les dérivées de F(z|w). — Supposons que 9™ (x) soit con-
tinue pour z 2 b, et que la série

Qp(x) =29(m)(.1: + vw)

vy=0
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converge uniformément dans l'intervalle 5< 2 < 6 + w. Les conditions
du paragraphe 12 sont satisfaites, et (13) peut s’écrire

() Ferhulo)= [ s(s)ds+ 3 Wb, (h)ghn(a

v=1
w1 1

+ Bm(h —2)®,(z+ws ds
° 0

En dérivant par rapport a 4, il vient, pour A —oetm>1,
' T X

a o .

75 )F @0 =8¢ (@) Az + p(a;
m — 1 dérivations de (19) donneraient

dm—1F(z +wh|w
cs.z:m—l o) = olm—2(z) 4 @B (h)pim-1(z)

1
+w'/ Bi(h—2)®,(z+ ws)ds
[

et une nouvelle dérivation, compte tenu de la disconlinuité de

B, (k — z) pour z = h, donne

hd 1
ﬂ(id;%"") =<pl'"—l’(x)+wf Pu(z+ wz)dz— b, (x+wh);
. [

ceci devient, pour A = o,
-
(18) % =zl;":‘?(ln—l)(z)_wz?(lll)(m+ym).
v=0 .
1l résulte des hypothéses faites que la série au second membre tend
vers zéro quand z augmente indéfiniment. Donc, avec ces conditions,
F(z|w) admet, pour = b, une dérivée miéme continue qui tend
vers une limite finie ¢ quand x augmente indéfiniment. Cette
Ppropriété est caractéristique, car la solution générale différe de la
solution principale par unc fonction de période w, et une fonction
périodique qui posséde la propriété en question est une constante.
En particulier, s'il existe un nombre p > 1 tel que

(19) lim zrgm)(z) = o,
£ e
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on déduit de (18) que

lim zr—1(Fn)(z|w)—c)=o.
x> o

Il résulte de 1a que si 9(z) est indéfiniment dérivable, et si, quel que
soit p, (19) est vrai dés que m surpasse un certain nombre, F(z|w)
est indéfiniment dérivable, et I'on a, quel que soit p,

lim 7 F) (2 |w) = o,

>0
pourvu que m soit suffisamment grand. F(z|w) admet donc elle-
méme une somme, possédant également cette propriété, de sorte
qu'on peut déduire de o(z) une succession infinie de, sommes
itérées.

Remarquons que la propriéié d’admettre une somme caracté-
rise F(z|w), car la fonction F,(z | w) relative a une fonction pério-
dique () de période w est

o+ w e—nx
Fr,(“’l‘”):[v[: e‘"’l‘z—x’n(z)dz—c,)'tt(.r)] Pl
et n'admet une limite, quand 7 tend vers zéro, que si la limite du
crochet est nulle, c’est-a-dire si w(z) est une constante.

16. Séries trigonométriques. — Supposons que ¢(z) admette,
pour z > b, une dérivée mi*® continuc telle que
(20) FREEISIES

-ait un sens. F(z | w) admet alors, dans tout intervalle
ro<xixyg+w (o >b),

un développement de Fourier

hd illﬂiz
(an) F(z|w)= ¥ cne

n=—x

avee

o+ _2n_'nlz_
c,.=£.[: o “F(z|w)dz.
On a vu, au paragraphe 11, que

o
co= 9(3)ds.
a
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Pour n 3£ o, un calcul analogue donne

. T (B ) s .

Ch= — Iun/ e \ ® 9(3)ds.
n>0Jz, .

La limite au second membre a donc un sens, mais l'intégrale ne con-

verge généralement pas pour n=o. En intégrant m fois par

parties, on voit de suite que grice a (20) Pintégrale obtenue conserve

un sens pour n = o0, ce qui donne

2Tin

emin N—1 ——u*
om0
=—c . — - .
" (21:m>V‘H - (2rcm‘ m
- v=0 e )
)

¢ étant généralement de U'ordre de -(;, lorsque | n| augmente indéfi-

w

niment, la série de Fourier de F(z |w) n’est pas absolument conver-

gente en général. Pour qu'elle converge absolument, il faut et il
suffit que ¢(z,) = o.

w
Pour 2 = z,+ 5 (21) donne

x o ® : ->
F(w+§’w)=[ <p(z)dz——22(—1)'l:li-;no A coszn:z(p(x-f-z)e—'ﬂ‘dx.

n=i

En prenant z = z,, et sachant que la valeur correspondante de la
F(zy|w)+F(ay+w|w)
2

série trigonométrique est » il vient

r w N ® anxz :
= —_—— — 1i —— z .
.F(z|w) ‘/a 9(3)ds 29(.1') 2 'nl-;l:‘/; 008 ———9(z + 3)eN=dx

n—

Ces deux développements sont valables quel que soit x > 6.

17. La fonction ¥(z). — Une premiére application importante de

ces généralités se rapporte 4 ¢ () = % Nous définissons par
(n)'k (z) =SA§
1

la fonction transcendante W(z) étudice par Legendre, Poisson et
Gauss. La fonction P(z) du paragraphe 13 est ici, pour m =o, la
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fonction logz, donc I'équation (16) donne

' =1 .
W(z) =nl_|>r£1e (log(.z‘-i— n) ——2 .z'—+-v)’

v=0

én particulier,

" 1 I .
—¥(1) = lim (n+ Lyl —-logn)~

est la constante d’Euler C. Avec la méme fonction P(z), 'équa-
tion (16") s’écrit

1 1
V(x)= logx_Z[x+v —log(l+ m)]'
v=0
Pour £ =1, on a I'expression
1 1
C =2[; —]0g(l+ ;)]7
V=1

qui, ajoutée a I'égalité précédente, donne

(23) ‘l"(w):-c_._i(:l:;_ AW

x
v=0 .

La valeur asymptotique de cette fonction est donnée par (14),
c’est-a-dire
lim [W(z)— logx]} =o0,
x> o

et, d’'une maniére plus précise, par Péquation (13) :
m _ B.(h -_ d .
'r(x-;-h;:ng-—z‘@ —}(Tl +fo Bm(s — h)(—;:‘f)—,;_-; (x>0}
v=1

La définition (22) fait intervenir les quantités

e—nx+v)

— (x+V)¢ .
e ,/,; e—x+vid (x> 0);

substituons ces intégrales dans I'équation (22); en permutamt Vinté-
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grale et la somme, et en remarquant que

e —t
f mdz_.f “a,
1

N ® /et e—xt
‘P'(x)zhmf (--— -—-———)dc;
>0y t 1—et

on démontre ainsi que W (x) est représentée, pour £ > o, par 'inté-
grale de Gauss

® /et e—xt
(24) W’(x):[ <—t——1_e_t)dt.

Grace a l'identité
® o—t . p—axt
f L—t—e———dt=]oga‘ (z>o0),
(1]

on en déduit Pintégrale de Binet

s 1
‘P’(x):logm—{-[ e—*w'<; ———e—_-t)dt

La dérivée de W(z) est représentée par des séries trés simples. La
dérivation de (23) donne d’abord

V(@)= ¥

V=0

on obtient

ctl’on peut remplacer cette série par des séries de plus en plus con-
vergentes a 'aide de la formule (16'), on

P(z)= - +2 (= ‘)VBV,

v+t
V=1

par exemple, aux valeurs m =o et 1 correspondent respectivement
les séries

‘Y’(x):

2(x+v)’(x+v+1)

L S < 1
Tz a2a? 242(x+v;’(x+‘v+x)”
V=0

dont la derniére a été trouvée par Hermite.
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La formule de multiplication (3) devient ici

F(z) désignant une solq.tion principale de 1'équation
n[F(.z'+ ;‘)— F(.z')] = é;

en changeant z en =, on voit de suite que P(-‘f) ne différe de W ()
n n
que par une constante, donc

n—t

Z‘lf(m+-:-‘> =nW¥(rnz)+ C.

Quand z augmente indéfiniment, la valeur asymptotique logz
de ¥ (z) montre que C= — nlogn; la formule de multiplication de
la fonction W' (z) est donc

n—1

(25) ‘If(.z)+‘lf(x+%)+...+‘lf(x+ ):n\lf(nx)—nlogn.

18. La fonction I'(x). — Comme autre application, considérons
la fonction logT (z), définie comme la somme de logz qui s'an-
nule pour z =1. On a donc

x
logI‘(z):Slongz + ¢,
[]

¢ étant une certaine conslante, et, par conséquent, I'(z +1) = & T'(x).
La fonction P(x) du paragraphe 13, relative a m = 1, est ici

T
P(x) =/; logzdz—%logv: (x_—i)logz——x,

et I'équation (16) donne

n—1
logT(z)—c = ji;;:[(a:-q-n— i)logn— n—ZIog(x+v)].
v=0

En retranchant de cette équation ce qu’elle devient pour z =1, il

MEMORIAL DES SC. MATH. — N°o 2§, - 7
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viegt
n—4
logl(z) = li;n zlogn —logz + 2 [logy —log(z+v)]}.
v=t
On en déduit le produit de Gauss,
I'(z)= lim (n—1)!n®

u)..,z(x—f—l)...(x-i—n—-l)'

Si Von remplace # par 1 — z, le produit de ces deux expressions
de T'(z) et I'(1 — z) fournit, par un calcul aisé, I'identité

(26) , T(z)Ta—xz)=

- .
sInTX

Cette équation permet de calculer c; en effet, cette constante est,
par définition,

1 1
c= —S logz Az = — S[A logI'(z)] Az,
[0 0

et, par suite, en vertu de (7),

1
c =f logT'(z) dz;
o

grace a (26), on a donc

c=f’]og[l‘(w)[‘(|—a:)] dz =f2|og —de=log Vaz.

sintx
La relation asymptotique (14) donne alors
(27) :i;r;[logl‘(x)—(w——é)logx+x =log yar.
Plus généralement, I’équation (13) s’écrit ici
logT(z + h) =log \/2m + .z'lc;gz— z + By(h)logz

me—1

_NVEDWB() 1 1 s ds
v(v+1) F'_m_/o‘ Bm(2 h)(x+z)"'~’

v=1

et nous savons que la série au second membre, prolongée indé-

finiment, représente asymptotiquement logI'(z + h) pour z >>o.

Pour A = o, ce développement se réduit a la série de Stirling.
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La fonction I'(x) se rattache simplement a la fonction ¥ (x) grice
a la relation évidente

d G Az
1
on en déduit

x

logI‘(:z:):f W(z)dzx. V

1

L’intégration terme & terme du développement (23) donne alors

(28) logT(z +1) =f.v\lf(m+x) d:r:~
= ——C.L‘+v2=‘ [%‘ -——log(x—i— %)],

on en déduit ’expression de Schlomilch, -

<IR

I'(z +1)= e—“‘”l—I ¢

I+ d
vy=t v

En remplacant W (z + 1) par son expression (24), on déduitde (28)
la formule de Plana

logT(z+1) = f (w-—--l—_—e——i’>ft:’dt (z>—1)

et

La formule de multiplication de logI'(z) peut s’établir a partir
de (25), en intégrant de 1 a z. On obtient de suite

log [I‘(m)[‘(x+ %) TR o n_'>J =logl'(nx)— nzlogn + const.,

la constante se calculant aisément a I'aide de 'expression asympto-
tique (27). On trouve

F(:c)l‘(w+ l) . .F<x+ i
. n
lim

T>w I'(nr)

) " VA@R T,

. ce qui fournit le théoréme de la multiplication de I‘(z), da a Gaush
et Legendre,

I‘(.z-)l"(x+ '1‘)...1‘(

A1
=) T A " (na).
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19. Représentation de la somme par des intégrales définies. — On
suppose maintenant que z et » sont complexes. Soit ¢ () une fonc-
tion holomorphe dans un angle aigu (D contenant 'axe réel positif et
limité par deux rayons vecteurs situés au-dessus et au-dessous de eet
axe. Si l'on a, uniformément dans @,

lim zi+epml(2) = o (e > o),

r>w
pourvu que m soit assez grand, P'analyse du paragraphe 12 montre
que F(z|w) existe lorsque z et  sont intérieurs a @M. Cette fonction
est holomorphe dans cet angle, et les expressions analytiques données
plus haut sont valables.

Plus généralement, supposons qu’on ait, uniformément dans @,

(29) + lim g(2)etlvl=0  (¢>o),

quelque petit que soit &. F, (x| w) existe quel que soit n > o, pourvu
que z et o restent dans (. En posant, comme plus haut,

eq(x) = ¢(x)e—1<,
la théorie des résidus montre que I'on a
(30) Z?n(w-i-vw): 2% [?q(w+wz)cotnzdz,,
v=0 c

C étant un lacet rectiligne direct yay’, contenant 'axe réel positif,
et coupant I'axe réel négatif en un point « compris entre o et — 1 et -

Fig. 2.

assez voisin de o pour que z+ w3 reste dans D quand z décrit C.
A l'aide de I'une ou I'autre des deux identités

I
l——c"“"

cotnz i I

1
ai 2 + I—e iz g
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)

suivant que 3 est sur yx ou a3/, on a donc
B) D ea(z+vw) = f 90(z +w3z)ds
v=0
n(z+ wz) Pa(2 + w3z)
‘/1‘7 ] — e 2T dz— ‘/a‘y' [ — e2niz d

la premiére intégrale étant prxse le long de l'axe réel. On.peut
déformer les chemins ay ct oy’ des deux derniéres intégrales suivant
les cotés af et «f' d’un angle aigu, situés au dessus et au-dessous de
Taxe réel positif (fig. 2), et tels que = + w3 reste dans (D quand z
les décrit. Ces deux intégrales, prises respectivement le long de af8 et
af¥’, conservent un sens quand 7 tend vers zéro, donc F (1 |w) existe,
etl'ona
x40
. i 4+ w3 (r + w3z)
(32) F(z|w>=f q»(z)dz+w_f ﬁ'eTm)d +w‘[aﬁ,?ﬁ:m“‘~
a

af !

En introduisant la primitive
¥@)= [ o)z (d>b),

Iintégration par parties des deux derniéres intégrales de (32) donne
I'expression simple

(33) F(z-|w)-——f (2 +w z)(smm) dz  (—1<a<o)

On voit aussi que F(z | ) est une fonction analytique de z et de w,
holomorphe dans ®.

20. On obtient des résultats analogues en supposant :

1° Que ¢(z) soit holomorphe dans un demi-plan ¢2> b(z = ¢ + i7),
et qu’on puisse trouver deux constantes positives C et & telles qu’on
ait, dans ce demi-plan,

(34) l#(z)| < Cett+slxl (2> 0),

quelque petit que soit ¢;
2° Que dans une bande quelconque située dans ce demi-plan et
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paralléle a I’axe réel, on ait-
(35) le(2)| <Cel¥l  (e>0),
quelque petit que soit .

Prenons » >0, ¢>b. (30) et (31) subsistent, et 'on peut
déplacer oy et oy’ jusqu'aux deux demi-droites af, of3' paralléles a
I'axe imaginaire, pourvu que (k +¢)w — 27 < 0, ce qui se produit
si < _9/_:: En faisant tendre 7 vers zéro, on retrouve (32) ou 8
et «f’ sont paralléles & 'axe imaginaire, et (33) ot le chemin d’inté-
gration est la droite (¢ — {0, a + {). Dans ces deux formules,
o est un nombre quelconque compris entrc o et — 1, avec ¢ > b — wa.

En particulier, si I'on fait tendre a vers zéro, en déformant la
ligne d’intégration a gauche de 5 = o, (32) devient

(36) F (x| w) :f' #(3)ds— 2 9(z) + iw [ pzriu)—e(z—rtol
a

— e2mt
A 1—e

On voit que F (x| ) est une fonction analytique de z, holomorphe
pour ¢2 b, tant que o < w < fkf Mais il n’en est plus ainsi quand o
sort de cet intervalle.

Cette expression de la solution de I'équation (1) a é1é donnde par
Plana [1] et Abel [1]. La premiére démonstration rigoureuse est due
a Gauchy [l], qui a établi une formule sensiblement équivalente. On
trouvera une autre démonstration de la formule (36) dans un ouvrage
important de E. Lindelif [3], ou elle est déduite directement de la for-
mule sommatoire d 'Euler. On peutla déduire également de P'intégrale
de Guichard, par une transformation trés simple de cette intégrale
sous la forme donnée par Weber, et citée au paragraphe 9.

21. Supposons, plus particuliérement, que 9 (z) soit une fonc-
tion entiére satisfaisant a (33) pour toute valeur de z. L’inté-
grale (33), de chemin (a — {w, 2 + i), conserve un sens quels que
soient les nombres complexes x et w, et fournit le prolongement ana-
lytique de F(z'w) dans tout le plan. F(x|w) est donc une fonction
entiére de x et de w. En remplacant w et 5 par —w et —1— 3, (33)
devient

Q+1o .
F({tl_w)=2-::_if, q;(.z‘-‘l—w+mz)(
A—iw

? v
sinxs) dz F1<e<o),



SUR LA SOMME D'UNE FONCTION. 33

dont la comparaison avec (33) fournit la reldtion remarquable

(37) ;, Flz—w|—w)=F(z|w).

La formule (9) (§ 2) en est une application.

22. Prolongement analytique, — Les résultats précédents peuvent
étre établis en substituant e=%(%) au facteur e~*%, ou

Mzx)=xrlogie .(p21,g20).

Iln’y a presque rien a changer aux démonstrations. Mais on peut ainsi
étendre les résultats aux fonctions ¢ () qui satisfont a la seule con-
dition 1° du paragraphe 20, en définissant leur somme par

'% » ® .
(38) éqz(z) Az = lim f 9(3)e—3) dz — wz o (& + vw)e—riMz+vwl §
Y ) a4>0 | Ja

v=0

avec p >>1, ou avec p =1, ¢ > o. Le raisonnement du paragraphe 19
donne encore I’équation (31), avec ¢ > b, ou I'on aurait posé

(39) (@) = o(z)e—,

On voit que I'on peut encore déformer les chemins ay et oy’ des deux
derniéres intégrales de (31) suivant des rayons vecteurs a3 ct aff’
faisant avec I’axe réel positif des angles == 0 tels que

151+e<§, (6> o),

ou 'on a posé w = pe®. Lorsque 7 tend vers zéro, ces deux intégrales,
conservent un sens pourvu que « soit assez petit, ct'on retrouve (32).
On voit qu’en faisant tendre p vers 1 on peut écarter af et af,

jusqu’a ce que 6 = 7;— — |g|, pourvu que
27
P<% cosé.

On peut donc affirmer que la limite (38) existe pourva que p soit

intérieur au cercle de diamétre (o, 2—/::), et ne dépend pas de 2.(z). .

Par contre, il arrive que cette limite cesse d'exister quand » sort de
ce cergle.
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En particulier, si o< w< 271:’ on retrouve également (33). On
déduit de cette équation qu’il existe une constante C telle que

{(§0) |F(z|w)]| < Ceth+ol ] (e >b),

pour toute valeur fixe de w de cet intervalle. Notre opération de som-
malion s’applique donc a F(z|w), et ainsi de suite, les sommes suc-
cessives vérifiant toutes 'inégalité (40). La propriété d'étre holo-
morphe dans une bande b < << b+ w, et d’étre la solution dela _
plus petite croissance dans cette bande caractérise la solution
principale, car une fonction n(z) de période positive w, holomorphe

pour ¢ > b, et vérifiant (40), avec k < %, est une constante.

23. Le développement trigonométrique de F(z | w) se déduit aisé-
ment de (31), ot g,(x) a la signification (39). A I'aide des dévelop-

pements limités
mn
I P eF2mmiz
T—emmiz = Z TN )
v=1

cette équation donne, pour ¢ > b — aw,

m

T+ oW
F,r(.z-]w) f on(z)(lz—‘zwz‘f cos (297 3)Pp( 2 + w3)d3

v=1
e2mmiz e—2mmiz
+“’..[Y?"(‘”+wz)—~Tﬂ,_dz+mf 9,.(x+w‘.) em,._dz

. 2 . . . , . .
Sio<ow< —/:5, les transformations des chemins d’mtegrauon faites
dans le paragraphe 22, avec £ = o, donnent

(41) F(-’«‘I“’)=‘/‘.o<p(z)dz

m

®
—0 lim f cos ﬂ(_z:-_w_)?(z)e—'n)ﬂz)dz*_ R
>0 w
v=1 .

avec £o=2z + aw(o >a > —1), et out

emmwis
— e Wiz

(§2) Rnp= w‘f¢+m?(.r+wz) ds

e—tmmniz

X—iw
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Il résulte de (42) et de Iinégalité (34) que

4
mmxw

X410 s
lnm]<ch ,e!lm:i:dz|=_,
. -1
donc R,, tend vers zéro quand m augmente indéfiniment. La série
trigonométrique au second membre de (41), prolongée indéfiniment,
représente donc F(z |w) dans Pintervalle 0 < 2 — z,< w.

Les intégrales dont les limites constituent cette série n’ont généra—
lement pas de sens pour n = o. Mais on peul écrire

F(z|w)= Io(p(z)dz

a
L)

«
. 295 (3 +x9g—
—a hm/ (‘os(“°—)q;(xo+ 3)0—'1)-'(-1'0"'-'-)(13,

=117 @ .

ct deéplacer deux fois le chemin de ces intégrales comme on a fait
29 - ’
pour obtenir (41); pour les termes en e ™ , I'axe réel positif est
déformé jusqu’a I'axe imaginaire positif; il devient axe imacinaire
Jusq g I ) 8
2YTL .

négatif pour les termes ¢n e "o ; lcs intégrales ainsi obtenues ont
un sens pour n = o; en faisant enfin le changement de variable {zy13),
il vient

(43) F(x|w) =‘/:' o(p(z)dz—!—z‘ [a‘,cos 'n—ﬂ(z——ﬂ + b,sin ﬁﬂ";——z‘l)]

v=1
avec
© _IVWS

ay= j; R q>(.z‘.+iz)—'-9(mo—iz)dz’

13

. » 2y 3 '
by= -—f ¢ O [9(zo+iz)+ g(zo— i5)]dz
[}
Le reste de la série (43) est encorc donné par (43).

24. Sil'on veut pouvoir prolonger F (z | w)-en dehors des domaines
indiqués au paragraphe 22, il faut faire des hypothéscs plus restric-
tives. Supposons que g (z) soit une fonction entiére satisfaisant a la
condition (34) dans tout le plan. L’intégrale (33) de chemin

(x— i, 2+ ix)

montre que F(z|w) est holomorphe pour toute valeur .de z, pourvu
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que ol < 2/:- Si linégalité (34) ne subsiste pas dés que ¢ prend une

valeur négative, il y a un point singulier sur la circonférence de ce
cercle. En effet, si 'on remplace, dans (33), ¢ (2 + w3) par son déve-
loppement de Taylor,

(.z'—i-wz)-f qa(z)dz-l—z

v=1

?(V-—l) ( x),

I'intégration du terme général fait apparaitre (') B,(o). Sachant
que B, = — 1 et By,,;=0(v>>0), onadonc
F(z|w) —f (3)ds — — o(x)-q—z "(’) P;zl; rgv—x)(,z-)

v=1
Or il résulte de (17) (§ 3) que

Bay ) (.__I)v+l
Gl Y2

quand v croit indéfiniment ; d’autre part, les hypothéses faites sur ¢ (z)
entrainent

1
(4%) fim | ¥ (z) Y = &,
V>

d’ou I'on conclut que la série entiére en w admet le cercle |w|== fulid

k
pour cercle de convergence.

23. Supposons maintenant que ¢ (z), toujours uniforme, posséde
un nombre limité de points singuliers 3,(s =1, 2, ..., 1) dans le
plan, et vérifie encore (34) pourvu que |z | soit assez grand. Celte
fonction est holomorphe dans deux demi-plans ¢ > b, c<<b, et les
résultats du paragraphe 20 subsistent.'Reprenons l’expression (33),

de chemin (2 —icw, o+ i»), valable pour o < w < 2% On sup-

pose @ > b, et, si¢ > b, que () est définie par un chemm d’inté-
gration situé dans ce demi-plan. On peut remplacer le chemin recti-
ligne de (33) par le chemin A'B'C'2CBA, formé d’un petit cercle
8 P P :
C'2C entourant 3 —=o0, des deux segments CB, CB’ d’équations
g ’ q

(') On a en effet I'intégrale (33) relative & ¢(3) = 5", avec z = o.


http://cercle.de

SUR LA SOMME D'UNE FONCTION. 37
7= §(0La<d), etdes deux demi-droites BA, B'A’ (s =d, |t| >9).
Quel que soit z d’abscisse plus grande que b, ct » dans le demi-
cercle (c) défini par R(w)2o0, || << %1 Vorigine étant exclue, on
peut choisir d assez petit et d assez grand pour que §(z + w3) soit
holomorphe quand z décrit A'B'C'a CBA. F(x | ) est donc une fonc-
tion analytique de z et de w, holomorphe pour ¢ > b et » dans (¢).

On peut prolonger cette fonction a aide de (13) (§ 13). o étant
donné dans (¢), on peut, qucl que soit z, choisir n assez grand pour

que F(2 + nw|w) soit holomorphe en z ¢t w. Donc F(z|w) est une
fonction uniforme de x admettant les seuls points singuliers

Be—v  (S=1,2, ..., 0;V=0,1,2,...).

(15) (§ 13) montre que la singularité de F(z | w) en chacun de ces
points est généralement celle de — wp (r 4 va).

26. On peut prolonger autrement F (| ). Soit o< ® < Zio b,
et écrivons (33)

. 1 THOA+iw= ki '
(45) F(zlw)= —7 «/;-c-w“"“’” qJ(Z)[Sinz—(—z:__ﬂ] N
| w

Déplagons z vers la gauche, le long d’anc parall¢le a I'axe réel qui
ne rencontre aucun des 3. Toutes les fois que le chemin d'intégra-
tion L de (45) rencontre un de ces points, il faut ajouter la valeur de
Vintégrale étendue au lacet rectiligne Ty, d’origine p,— ico, qui

tourne dans le sens direct autour de B;. Lorsque ¢ < b, on a donc

i )'dz
nwz

A+io

(#6)  F(z]w)=n(z|0)+ — Wz +on)(5

Py

(o<w< 2T‘n)’

m(z | w) étant la fonction, de période o,

("7) “(‘”]‘")_Juzw Zf q’(z)[i n(z— )] _
- »

L'intégrale au second membre de (46) est holomorphe pour ¢ <6
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et o dans (¢), donc, lorsque z et w restent dans ces deux domaines,
les points singuliers de F(z|w) sont ceux de n(z|w). En inté-

grant (47) par parties, ct remarquant que

cot FM — I tend
w
__"‘r:iz

vers zéro comme ¢ © quand 5 s’éloigne a P'infini sur T, il vient

{43) n(z|w =%i\/{: ?(z)[cotz(—z;-—x—)—i]dz.

s§=1

La fonction sous le signe étant maintenant uniforme, la théorie des
résidus donne, avec la notation de Cauchy,

"
(49) ﬂ(xlw)=_—.1ti2A.\'+£‘[?(Z)]ﬂ-c0[ 7!(3;,—3')’

s=1

A, désignant le résidu dec ¢(z) au point B,. On voit que 7(z|w)
admet les points singuliers 3, = vo(v=0,1, 2, ...).

27. Reprenons Pexpression (43), avee ¢ > b, et, laissant z fixe,
déplacons o le long d'un cercle de centre w = o, a partir d’unc valeur

.. . p, . 2% . \
positive inféricurc a —=. Lorsque o est devenu négaltif, aprés une
k

rotation dans le sens inverse, le chemin d’intégration L. a balayé tout
" le plan, de sorte qu’a l'intégrale prisc l¢ long du nouveau chemin se
seront ajoutées les valeurs qu’elle prend le long des lacets Ty, On
retroave ainsi (46) avee (49). Mais si 'on fait tourner o dans le sens
direct, le role des lacets Ty est rempli par les lacets Iy d'ori-
gine 8,4 o, de sorte que, dans I'expression (48), I's est remplacé

par T, et — i par + ¢. On obtient donc (46), ou n(#|w) serait rem-
placé par

n
(50) ﬂiZA,+£[9u)]ﬂcot1(-£5—i) = n(z|—w)

s=1

On voit ainsi que F(z|w) est une fonction non uniforme de .
Pour une rotation compléte autour de w = o dans le sens direct, sa

valeur s'accroit de
©®

al
27i Y Ay=—2xiA,

s=1
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A étant le résidu de ¢(zx) alinfini. Nous la rendrons uniforme a
I'aide de la coupure rectiligne (0, — i o).

 étant devenu négatif sans traverser la coupure, on peut déplacer =
comme au paragraphe 26 jusqu'en un point du demi-plan ¢ < b;
w étant négatif, ct les I' étant parcourus dans le sens inverse, la
contribution de ces lacets détruit le terme (50), de sorte qu’on
retrouve (45), oit w est négatif. On a ainsi réalis¢ le prolongement
analytique complet de F(z|w). Si (¢) désigne le demi-cercle opposé
a (¢), on voit que F(z | w) est holomorphe pour ¢ < b, et » dans (¢).

Il résulte encore de ce qui précéde que

(51) F(r—w|—w)=F(zjv)—rn(z|w),

et celte relation subsiste pour les valeurs' complexes de », pourvu que
la coupure ne soit pas franchie. La formule (26) (§ 18) en est une
application. De méme, cn posant o(z) = é, la relation (51) prend

la forme .
¥ (1—z)=W¥(x)+ ncotnz.

28. Sans changer les hypothéses, on peut définir de méme la

fonction
x

Falo)=§o(—nds  (a>b)

—a

par la limite (')

(52) F(—=z| w)=-}1i-'>“o % fﬂ g (z)e—Mdz — wz @ (z — v w) e—nhiz=-ve) 2,

v=0
Pintégrale au second membre étant définie par un chemin situé
au-dessus de tous les points B3,. Cette limite existe, par exemple,
pour o < & < %et ¢ < b, et’on a alors
x+i=

— —_—1 \ L[4 2
F—zlwy=22 ) . Y(’f‘—‘”)(san”) ds.
. R—in

On en conclut que
F(—z|w)=—F(z]|—o).

Compte tenu de cette relation et des expressions (38) et (52), on

(1) On peut, en effet, remplacer A(3) par A(— 2).
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déduit de (51) que

(53) n(xiw)=:i$){[:§(z)e—ﬂl(2’dz—w 2 ?(x + va)e-1 J-‘H"""’.),

V=—n

salable pour 0 << 0 < 3,;—' et pourvu que Z soit sur une paralléle D a
Paxe réel ne passant pas par un 8. )
La fonction périodique n(z|w) est développable en série de

Fourier le long d’une telle droite D. Les coefficients de ce dévelop-

pement
b 2nTix

n(z|w)= 2 che © (# sur D)

nN=-—aw

sont donnés par

I X+w _2n1ti.1:
c,,=—/ m(z|w)e & dy.

(O] x

En substituant le développement uniformément convergent (53),
Pintégration terme a terme donne

L X400 .
co=1lim g‘/. q:(z)e—"l\(z)dz—f Q(z)e—'ﬂl(i’dz}
nro|J_. (S -
= —21:1:2 A,

s

cette derniére somme étant étendue aux péles B, situés au-dessus
de D. On obtient de méme, pour n 3£ o,
X+ w _nmir
(54) ’ ch=—Ilim 2(z)e-MMale ~ o\ dg,
N>0J r—»
Si n est positif, cette intégrale a pour valeur la somme

2nTic

a=amif 9(z)e ® (n>o),

étendue aux points f; situés au-dessous de D, car I’hypothése (34} ,
eto< o< ?—,:—t montrent que 'intégrale (54) est nulle pour un chemin
situé au-dessous de tous les points singuliers.

On voit de méme que, pour n < o,

2nTmix

c,..=—2'ni£lq$(.1:)e w - (n<o),

cette somme étant étendue aux points 3, situés au-dessus de D.
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On cenclut de la que n(x|w) est représentable par une méme
série trigonométrique dans toute bande paralléle a I'axe réel, com-
prise entre deux points singuliers de cotes consécutives. En parti-

culier, ¢,= o pour r>0{(p‘) (=1, 2, ..., ), et gg=2niA
pourr<m(p‘) (s=1,2, ..., p).

29. Série asymptotique. — Les points singuliers de F(z|w) dans
le plan des  sont les points = —— B Z(v=1,2,3,...), donc w=o0 est

un point singulier essenticl, et tous les pomls singuliers sont sur
[ rayons vecteurs issus de ce point. Pour étudier F(z |w) au voisi-
nage de » = o, x étant fixe dans le demi-plan ¢ > b, reprenons le calcul
du paragraphe 24 avec le développement de Taylor de ¢(z+ w3),
limité par le reste de Darboux,

m
N wV3zY wm+1 gm-+1
m ?("l) (.Z' -+ e(l)z),

?(V-—l)(x) —+ C

!{a(x+wz)=fx:p(z) ds +

v=1

col o< ®<ret|t|< 1.1l vient alors

©Com
x vB
(55) F(x|w)=f Q(z)d;_pzwv!v?(v—ﬂ(w)
“a v=1
wm+1 4 ati=
(m+1)! ami

N

(m) +1
e (z + Bw3z)zm ( m-u:) ds.

Xx—iw

La série au second membre ne peut pas étre convergente lorsqu’on
la prolonge indéfiniment avec m, sans quoi le point w =o serait
régulier, mais elle représente asymptotiquement F(z|w) quand w
tend vers zéro d’une certaine maniére. En effet, I'intégrale dans le
dernier terme R,, de (53) converge pour o < w <{ %, et 'on peut
déformer le chemin d'intégration suivant les cotés 23, 23" d’un angle
placés comme dans la figure 2. ==z étant leurs angles avec I'axe réel
positif, 'intégrale prise le long de '3 a un sens pourvu que w reste
dans le demi-cercie (¢) avec

27 Sint —¢e

|wl<-—'k—— (s>0),

crxl étant assez petit pour que 9™ (x - 8wz) reste holomorphe le
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long de 3'aB. On sait alors trouver une constante C telle que I'on ait

constamment

M) (7 + Bwz)
(m+1)!

< Geklos],
et, par suite,

lRm|<QC!w|m+1f el2Tsinx—¢)] z|
Brap

zm+idz
(sinws)? ’

On a donc, uniformément,

w tendant vers zéro a l'intérieur de (c). On verrait de méme que
ce résultat subsiste pour ¢ << b,  tendant vers zéro i 'intérieur du
demi-cercle (¢ ). On en conclut que la série divergente

(56) - fnx?(z)dz-ki

V=i

\J
“’v ?V Q=1 ()

représente asymptotiquement F(z|w) dans angle — ggargmg

1A

si ¢ > b, et dans 'angle E Sargw< §2—“ si ¢ < &. Il résulte du para-
graphe précédent que cette série représentera asymptotiquement

F(z|w)+m(x|—w)
dans I’'angle E Sargw < 37“ sic> b, et

F(z|ow)—n(z|w)=F(r —w|—w)
L]
, = T . -
dans 'angle —3 Sargw < 5 sie<<b. .
Plus précisément, en posant o =pet et B;— z = r e, I'éexpres-
sion (50) montre que, lorsque w tend vers zéro sur un rayon vecteur
non singulier d’argument £, on a (')

anr,

A N " . sln(e,—5)+'
li W) = — =p . ef 0 4t
ml;noﬂ(.z'l w) ntzA,+ﬂ:zEAshm

27 r, _t
s=1 s=1 p)oe P slntﬂ. ¥

(') Les dérivées de cot’ﬂ‘;——z)élant infiniment petites quand p tend vers zéro,

la limite du résidu de-g (2) 7 cot 1_t_(zm;.1:) est égale a la limite du terme

1A‘co[n_(ﬂ‘;z) .
w
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Donc, si ¢ > b, et si les 3; sont numérotés dans l'ordre des argu-

ments f; croissants, qui sont alors compris entre -15 et ?%t, la série (56)
représente asymptotiquement

P
F(w|w)-—2ni2A, [arg(8)— z) < argw < arg(Bp+1— @) ]-
s=1
On voit que la valeur asymptotique fait un saut brusque égal & une

période de ¢(x), quand » franchit un rayon vecteur singulier. On
adonc

EgNﬂMf£$UWf

le long de tout rayon vecteur non singulier, la détermination de
l'intégrale changeant lorsque I'argument de w traverse une valeur
singuliére.

CHAPITRE 1IV.

METHODES DIVERSES DE SOMMATION.

30. R. D. Carmichacl [1] obtient les résultats exposés au para-
graphe 6 par la méthode intéressante suivante. Etant donnée la fonc-
tion entiére

0) v(x)=§]‘—f—}w,
il s’agit de trouver une solution =:

() s@y= Lo
de l’éq.uation =

(3) Af (z) = ().

La substitution des développements (1) et (2) dans ( 3)' fournit les
équations . '
foss

s!
s=1

=ay
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‘et, par suite, en posant

0 | fo= 2 Wan,
h=0
& o syt
) T =t (=0 si v A san=1).
s=1

On est ainsi conduit & prendre

Ry !
(6) N z-mf (ez—l)z"‘—"*'l’_

C, étant un contour entourant l’origine. On vérifie aisément qu’il
suffit que C; entoure s =o et soit indépendant de v pour que les
quantités 1,*' définies par (6) soient une solution de (3).

Il s’agit donc de choisir les contours C; de maniére que les
séries (4) et (2) convergent. Pour que la fonction sous le signe
de (0) reste finie le long de Cy, il est indiqué de prendre pour C; un
cercle de centre 5 = o et de rayon (2n,—1)m, n, étant entier.

On peut alors trouver une constante K telle que

K

(7) N < g

Ceci posé, si I'on considére la série double

® zlanz'”’“”"

h=0

il résulte de (7) que la somme relative a v est inférieure &

K '3,
(9) m el2np+1Rlx|,

D’autre part, on sait que, quel que soit R, on peut trouver une
constante M telle que I'on ait

M#k!
lan] < —g7»

donc la somme de la série (8) est inférieure a

eC2rR)Tlx]

KM 2 [(2n,, -+ I)KR]"’



SUR LA SOMME D'UNE FONCTION. 45

la racine hi*me dy terme de rang & de cette derniére somme est de
I'ordre de
. 2yl
he *
(2ra+1)=R’

. . . i
et est aussi petite que I'on veut, cn méme temps que R’ pourvu

que ny soit dans un rapport fini avec . On prendra, le plus simple-
ment, n,=h. La fonction f(z) obtenue est bien entiére, et son
développement s’écrit

(10) f(x)=2vﬁ?2% £GT:%Z—ml [1z]1=(2k +1)=]
v “ G

=0 h=o

On retrouve ainsi la solution donnée par Hurwitz, car la conver-

gence absoluc des séries permet de permuter les sommations, ce qui
‘introduit les fonctions

1 exidz 1
2 amwiv! f (e‘——-l)z’l—"'H YT [(e’-—l)xh‘“ =_(h+l)! Yir,h (2).

v=0

I

Remarquons que si 2 —v est pair, les résidus dc — e

en

deux poles = 2nni sont opposés; donc, dans ce cas, C;. peut se
réduire a C,. On a alors
(h #v),

(h =.V)|

)\(h) Bh-—-v+l —
(h—v+1)! —_

Nl= O

En résumé, on peut écrire (10)

Sar=—"Lte@r+ 3% Z S e

la derniére somme étant étendue aux seules valeurs de A pour
lesquelles & —v est impair. On en conclut que si ¢(z) est
une fonction paire (impaire), une solution de (3) est la somme

de — é ¢(z) et d’une fonction entiére impaire (paire).

31. Lorsque o(x) est une fonction holomorphe 4 Pextérieur d’un
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cercle fz | =R, sauf peut-étre a I'infini, R. D. Carmichael [1] pose
?(2) = 91(2)+2 + @ (2),

¢ (z) étant entiére, et ®(z) étant développable suivant une série
entiére en-;;sans terme du premier degré. 1l résulte de la que les
séries

@, (2)= ——Efb(x+v), ®,(7) =2¢(z‘—v)

v=0 v=1

sont convergentes, et définissent des fonctions analytiques dont la

différence finie est ®(x), et dont les seuls points singuliers sont

les points congruents, respectivement i gauche et a droite, aux

points singuliers de ®(z). D’autre part, deux solutions évidentes
1

de Af(z) = _ sont

a@==23 (- n) =3 (i)

v=1 v=1

qui sont holomorphes dans tout le plan, sauf respectivement aux
points —vet 14v(v=o, 1, 2,...).

On voit ainsi qu’une solution de (3) est, dans ce cas, la somme
de Ag(z)+ ®,(x) ou Ag,(x)+ ®,(x) et d’'une fonction entiére.
Les solutions obtenues sont analytiques dans tout le-plan, sauf aux
points congruents, respectivement i gauche et & droite, aux points
singuliers de ¢ (x). i

32. E. Hilb [2] a indiqué plusieurs procédés pour ramener la
résolution de certaines équations aux, différences finies a la résolu-
tion d’équations différentielles.

Etant donnée une fonclion entiére ¢(z) pour laquelle il existe un
nombre 4 tel que 'on ait

1
() Tim | o (@) Pk <o,
Péquation (3), ou I'on développe f(x+1) en série de Taylor,
devient ’¢quation différentielle d’ordre infini '

(12) 2%—(,”) = ?(fv)l-
=1
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En cherchant une solution de la forme

f(2) =Y g (),

§=0

la substitution dans (12) fournit les équations

v
ag _
Z(V—S—i—l)r = fow,
s=0

d’ott 'on déduit immédiatement

©

W v x

: a,x’= 8""—1’
v=0

B
a= 2.

c’est-a-dire

On retrouve ainsi la solution principale donnée au paragraphe 24.
On vérifie‘aisément qu’elle posséde la méme propriété que ¢(z), de
sorte que (12) a bien un sens.

33. Une autre méthode de cet auteur [2], qui s’applique indirec-
tement & notre équation, est basée sur le lemme suivant (') :
« Siles deux séries

a(z)=2av:", b(z)=2bvz"
v=0 v=0

sont réguliéres pour | z| <k, et si b(5) a un zéro unique et simple,
54, dans ce cercle, le systéme d’équations

@a13) Zav_sé.,—i— 2 sbsmbr=ms  (5=0,1,2,...),
v=s v=s-:-i )
ou 3
. 1
Fm |, '<k
(15) s_)"ll e "<

posséde une seule solution, dont les éléments £, vérifient la méme
inégalité (14) que les n;.

(%) Cf. E. HiLB, Mathematische Annalen, t. 8?2, 1920, p. 1-39.
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» Cette solution est définie par les équations

(13) Es= zls,v".v,

V=0 ~

les A,y étant les coefficients de la solution unique

A (3) = 2 A, zY

s=0
de I'équation
——— z‘ﬁ

(16) a(2)hs(3)+ b(z)

dhs(3)
dz

ui est réguliére au point z,. »
q g 0
Ceci étant admis, considérons I'équation

(17) h(.i‘—f—l)—.z'/l(.x);g(x),
qui se raméne immédiatement a notre équation (3) en posant

h(z)=T(z)f(x),
glz)=T(x+1)9(x).

Le changement de z en z 4 s dans cetle équation donne
(18) E.-+a—(x+8)5s=’q; (s=o0,1.2,....),

ou 'on a posé
h(z+s)=E, glz+s)=n.
On voit par identification que les équations (18) forment un
systéme (13) ou I’on aurait

a(z)=3z— z, b(z)=—3=;

en particulier, on a zo==0. Si A4 (5) est la solution de
dly (3
(5= 2)ho(s)— s DolB)
qui est réguliére a 'origine, un calcul élémentaire donne

= — e3z—X ’ : 3zx—1d
l.(z) ) [ 2F 1 A e—3zx—1 3,
donc

<1
T z(@+1)..(z+v)

1o,v =
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Par conséquent,

(19) /;(@:Eoz_zx(x &(z+v)

+|)...(x+v)'

v=0

On a supposé, pour appliquer le lemme, que g(x) vérifie la con~
dition (11); ce lemme nous apprend alors que la solution & (z) pos-
séde également cette propriété, qui suffit a la caractériser.

34. En revenant & f(x) et v (), on voit que (49) fournit 'une
des solutions formelles évidentes de notre équation. Mais la méthode
permet d’obtenir des solutions sous des formes trés différentes.

Par exemple, si I'on exprime & (z +1) par son développement de
Taylor au point z, la dérivée st de I'équation (17) mise sous celte
forme donne

= };(.t+v)(,,;-)
— shis—1) () + (1 — 2 ) A () +Z"’T!—— =g(g)  (s=0,1,2,...)
=1

En posant

B (z)=3%,  g9(z)=nq

ces équations forment un systéme (13) on

alz)=e—z,' b(z)= --l

I;’équation (16) d’indice s = o est ici
(er—2)he(5)— L2y

3, n’existe plus, et 'on peut prendre, par exemple, 'une ou I'autre
. des deux fonctions .

* o
Xo(2) = e e—2= f e=cetdt,
s

et a chacune d’elles correspond une solution entiére

_h(zx) =2‘Ao,.,gw(x).

v=-0

33. Signalons encore une autre méthode intéressante de E. Hilb
[1, 2], bien qu’elle exige ’hypothése Lrés restrictive que g(z) soit
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holomorphe pour ¢ > b, et de la forme

o)

x?

(20) glw)= -+

810

dans ce demi-plan. On voit de suite que si o est supérieur a b,
(17) peut s’écrire, pour une solution 2(z) de méme nature que g(z),

f;a+iah(z)(x+:—z_xiz>dz= f“mf%)z"‘ (e>a).

—iw o —i =

~ . . I
En remplagant, dans cette équation; pn

et respective-
— 3 Z+1—23

ment par

I
X —3

=f eatudy  [o>R(3)),
[

et 'expression analogue, et cn permutant les intégrations comme le.
permet la convergence absolue des intégrales, il vient

(21) fue—“x(e—“—x)F(u)du= [we—"xy(u)du,

ou I'on a posé

K4ixo
Y(u) =f et g(3)ds,
o—i =

A+iw
(22) F(u) =f eush(s)ds.

ox—1i1o

Supposons F(o) =o, et intégrons par parties l'intégrale, au pre--
mier membre de (21) relative au terme ze—7; cette équation devient

f”e—"t[e—"F(u)—F'(u)]du= /‘w‘"”‘{(“)d“’
) v
ce qui donne
F'(u)—eF(u)+v(u)=o.

Avec la condition F(o)=o0, F(u«) est enti¢rement défini, et la
résolution de (22) donne -

(23) h(z)= é;.fae—"tF(u)du._

.

D’ailleurs, on trouve de suite

F(u) =—“‘_"f"“"‘r(f)dt;
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en portant cette expression dans (23), il vient

1 oA+ix
(24) h(x):mf“_“ H(z, 5)g(s)ds,
ot
H(z, 2) = — f e-"-"e-e‘“duf etzee~! dt,
[}

hdl']
On vérifie directement que H(z, z) est la valeur de h(z) relative

: 1 . 4 . . .
4 g(z)= —, donc que (24) vérifie notre équation. On voit aisé-
ment que

1
z.x—e-v—-z z(z+1).. (2+v)
v=0

H(z, z) =

cédent..
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