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EXTENSION

AUX FONCTIONS ALGEBROIDES MULTIFORMES.

j111)

THEOREME DE M. PICARD

ET DE SES GENERALISATIONS

Par M. Georges REMOUNDOS,

Mcmbre de PAcadémic J’ Atheénes,
Professeur a I'Université d’Athénes.

— () o e

PREFACE.

Les diverses généralisations apportées aux célébres théorémes de
M. Picard sur les valeurs d’une fonction entiére ou méromorphe et
d’une fonction uniforme dans le voisinage d’un point singulier essen-
tiel isolé ne concernaient que les fonctions uniformes jusqu’a 1go3,
date ou j’ai fait ma premiére communication a I’Académie des sciences
de Paris donnant une extension aux algébroides multiformes. Dés
lors, une nouvelle voie s'est ouverte aux mathématiciens ayant comme
but ’extension la plus parfaite aux fonctions multiformes dela théorie
des fonctions entiéres ou méromorphes dans tout le plan ou dans un
domaine du plan 3, et, en particulier, du célébre théoréme de
M. Picard et de ses généralisations. '

La théorie des fonctions algébroides uniformes, étant née d’hier,
off:c un domaine fécond et intéressant de recherches; aussi I'ai-je
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2 GEORGES REMOUNDOS.

choisi comme objet du premier fascicule que j’ai rédigé pour le
Mémorial des Siences mathématiques.

Ce petit livre contient les résultats acquis jusqu’a présent sur le
sujet choisi. Pour la clarté ct la simplicité des idees des méthodes et
des énoncés, je me suis borné au cas d’ordre fini, puisque cela ne
diminue nullement la généralité des méthodes appliquées.

En effet, avec les notions précises de 'ordre de grandeur de M. Borel
et des ordres de M. Blumenthal définis a I’aide de ses fonctions types
et la théorie actuellement bien connue des fonctions entiéres ou méro-
morphes d’ordre infini, toutes les méthodes et les résultats de ce fas-
cicule s’étendent tout de suite au cas d’ordre infini.

Pour la méme raison, je me suis borné aux géneralisations les plus
classiques du théoréeme de M. Picard. L’extension aux algébroides
multiformes des autres généralisations au bien se fait visiblement par
les mémes méthodes, ou bien appartient au sujet du second fascicule :
Sur les familles et les séries de fonctions algébroides que je rédi-
gerai pour le Mémorial des Sciences mathématiques. Clest ainsi
que 'extension des généralisations importantes faites dans la direction
de M. Landau est remise au second fascicule. 11 en est de méme de
Pextension de ’autre théoréme de M. Picard sur les valeurs d’une
fonction uniforme dans le voisinage d’un point singulier essentiel
1solé qui sera exposee par une méthode se rattachant aux familles et
séries de fonctions et surtout a la notion des familles normales due
a M. Montel.

La bibliographie détaillée se trouve, d’aprés le plan prescrit par la
direction du Mémorial, a la fin du fascicule.

Je tiens a remerecier mon cher collegue M. Henri Villat qui, par
son Mémor ial destine a rendre de grands services a la Science mathé-
matique, m’a fourni 'occasion d’écrire des livres qui contribueront
puissamment & augmenter 'intérét des champs mathématiques de mon
cadre.

Qu’il me soit permis d’aimer & espérer que ce petit livre sera 'ori-
gine et 'occasion de nombreuses recherches dans un domaine nou-
veau ot il y a beaucoup de progrés a accomplir.

Athénes, le 27 novembre 1924.

Georces 1. Rémounpos.
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CHAPITRE 1.

a. — NOTIONS PRELIMINAIRES.

1. Nous supposons connues les définitions et propriétés suivantes
que nous citerons sans démonstration (Legons sur les fonctions
entiéres de M. Borel) :

On appelle fonction enticre toute fonction analytique n’ad-
mettant aucune singularité a distance finie. Les fonctions analytiques
qui n'admettent que des poles a distance finie s’appellent méro-
morphes.

On appelle facteur primaire de genre & I'expression

w, o uy uk

) Pr(u)=(1—uyel "2+ T

Soient f(3) une fonction entiére et r'y, 1y, 7y, o o oy I'ny « . . les modules

. . L. 1
de ses zéros; s’il existe un nombre p tel que les deux 50“3527?‘:5
L

~ ] .y . " N .
et 2, ~7%! la premiére diverge et la deuxiéme converge, quelque petit
n

que soit le nombre positife, le nombre z sera dit ordre de densité (V)
de la suite des zéros.

Il existe un produit P(s) de facteurs primaires de genre p<p qui a
les mémes zéros que la fonction f(3) et, alors, nous disons que ce
produit canonique de Weierstrass est d’ordre p et de genre p. Si ce
nombre p n'existe pas on peut aussi former un produit canonique P(3)
de Weierstrass uniformément convergent dans tout le plan, qui sera
dc genre et d'ordre infini, ayant les mémes zéros (avec le méme
degré de multiplicité) que la fonction f(z).

Il en résulte que

(3) S(3)=P(z)el,

ou H(s) désigne une fonctiou aussi entiére.
Si nous désignons par m(r) le module maximum de P(z) surla
circonférence | 5| = r, nous avons l'inégalité

m(r)<et™™ (e positif et arbitraire)

{') Ou bicn exposant de convergence.
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satisfaite a partir d’une valeur de r et I'inégalité

m(r)y>e®"

satisfaite par des valeurs de 7 infiniment grandes.
Désignons par M(r) le module maximum de f(s) sur la circonfé-
rence | 3| =r; s'il existe un nombre p tel que 'on ait les inégalités

ete
]

M(n)<e M(7)> e,

la premiére a partir d’une valeur de r ct la seconde pour des valeurs
de r infiniment grandes, nous disons que la fonction entiére f(z) est
d’ordre fini p; dans le cas contraire, la fonction f(3) est d’ordre
infini.

Si f(5) est d’ordre fini p, 'exponentielle ¢"* sera aussi d’ordre
{ini et 'exposant H(z) sera un polynome entier.

2. Les théorémes de M. Picard, découverts en 1880, 'sont les sui-
vants :

Tutorime I. — Toute fonction entiére f(z) prend, une infinité
de fois, toute valeur sauf, peut-étre, deur au plus (I’infini com-

pris).

Tutonivie II. — Toute fonction anal)tique uniforme dans le
voisinage d’un point singulier essentielisolé s = a prend, dans le
voisinage de ce point, toutes les valeurs sauf, peut-étie, deuzx au
plus (Uinfini compris), qui sappellent exceptionnelles.

Parmi les nombreuses généralisations du premicr théoréme,
établies par divers auteurs, nous nous bornerons ici de citer la sui-
vante, due a M. Borel [voir les Legons sur les fonctions entiéres
de M. Borel, p. g4-102], a savoir :

Si f(3) est une fonction entiére d’ordre p, le produit cano-
nique P(3) de Weierstrass pour la fonction f(3) — u[ouw « est un
nombre quelconque| ne saurait étre d’ordre inférieur a p que
pour une au plus valeur finie de u, qui sera appelée exception-
nelle.

Généraliser ces théorémes afin de les étendre aux fonctions multi-
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formes, c’est lale but de ce livre. Avant d’aborder notre sujet, il est
encore nécessaire de citer deux autres théorémes sur les fonctions
entiéres d’ordre fini.

I. La dérivée d’une fonction entiére d’ordre p est du méme ordre p.

II. Turoreur vr mopure sinmmuw. — Nous avons Uinégalité
(théoréme de M. Hadamard)

(4) [f(5)]> e

satisfaite pour toute valeur de r suffisamment grande sauf
quelques intervalles exceptionnels d’étendue totale négligeable

(3] et [3].

11 en résulte que. si nous considérons un nombre limité de fonc-
tions enticres, il existera pour 'ensemble de ces fonctions une infinité
de valeurs de r, infiniment croissantes qui satisfont a l'inégalité (4),
les autres étant encore négligeables [voir le méme livre de M. Borel,

p- 81].

b. — L’ IMPOSSIBILITE DE CERTAINES IDENTITES.

Théoréme de M. Borel.

3. Envisageons une idenLité de la forme
(5) Py(z)eMi® 4 Py(3) e+ Py(3) es 4, . .+ Pp(2) ginldl = o,

ou les P,(z) et les H,(z) sont des polynomes quelconques avec la
scule restriction que la différence de deux exposants quelconques
II,(5) et H,(5) ne doit pas étre une conslante.

Une telle identité nest possible que dans le cas ot tous les P;(s)
sont identiquement nuds.

La démonstration de ce theoréme est bien élémentaire et connue;
cependant, nous tenons a 'exposer ici, parce qu’elle servira de base
pour généraliser la proposition ci-dessus indiquée et établir un théo-
réme plus géncral de M. Borel.

Voici la démonstration : divisons les deux membres de (3) par "~
et ensuite prenon- la dérivée des deux membres, cc qui nous conduira



6 GEORGES REMOUNDOS.
a l'identité
6) Y [P(a) + Pu(a) 8(2)] B+ Pi(s) = o,

k=1,2%,3, ,n—1

ol Ak(z) = H;,(z) — H,,(Z).

Les nouveaux coefficients P; + P, A, des exponentielles eAxz) ne
-auraient étre identiquement nuls que «i les Py correspondants le sont;
en effet, 'identité P, + Pz A; = o nous donnerait

Pi(z) =Ce—Vt0 (C étant une constante).

ce qui entraine C = o ct, par con-équent, Ps(z) =0, puisque, par
hypothese, I'exposant — A4(z) n’est pas une constante.
Nous remarquons méme que le nouveau coefficient P; Pz A; est
un polynome au moins du méme degre que le coefticient primitif P;.
En faisant successivement un nombre suffisant de fois celte dériva-
tion nous arriverons a annuler le terme non exponentiel de I'identité
en question et obtenir unc nouvelle

(7 2 Qi(z) edusl= o

A=1,23 n—i

ayant la méme forme que l'identité donnée (5) mais un terme de
moins, ot les coefficients Q4 (<) ne peuvent étre nuls que i les Px(3)
le sont.

En répétant la méme méthode n — 1 fois nous arriverons enfin a
une identité

(7) A(3)ePB)=0

ayant un seul terme exponentiel, ou le coefficient A(z)est un poly-
nome qui nc saurait étre identiquement nul que si tous les Py(z)
I'étaient, et l'exposant D(s) est la différence de deux poly-
nomes Hy(3).

Or, I'identité () estimpossible dans le cas ou A(z) n’est pas iden-
tiquement nul et, par conséquent, le théoréme se trouve démontré.

Théoréme de M. Borel.

4. On doit a M. Borel ([4] et [11] de I'index bibliographique)
des généralisations trés précises du théoréme du numéro précédent;
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nous nous bornerons a exposer ici la suivante :
Envisageons une identité de la forme
(8) J1(3) eMl® 4 fo(3) elr'2) 1 fy(2) eMle) . . .+ fr(3) elals) = o,*

ot les exposants H;(z) sont tels que toutes les différences
H;(3) — H,(3) soient des polynome de degré au moins égal d p et
les coefficients f.(3) sont des fonctions entiéres d’ordre fini infé-
rieur a p; cette identité (8) n'est possible que dans le cas ol tous
les coefficients fi(3) sont identiquement nuls | 4].

Pour démontrer ce théoréme nous avons be-oin des lemmes sui-
vants :

Lemme I. — Le mazimum de la partie réelle d’un polynome
P(3) de degré p

P(z)=a¢sP+a zP—1+...

a, dans le domaine de 'infini, le méme ordre de grandeur que le
module mazximum M(r) du polynome lui-méme.

En effet, si

@y = Po(COSPo—+ i singy), a; = py(cospy - Lsing,),
et
2z =r(cosd + isinb),

nous savons que, dans le domaine de l'infini, le module maximum M(r)
est de lordre de grandeur p,r? dans le sens que le rapport
M(r) : porP tend vers 'unité lorsque r tend vers l'infini.

D’autre part, la partie réelle de P(3) est

po?P cos(p O+ go) + prrP-tcos[(p —1)0 4] +...

et nous savons que, pour 7 infiniment grand, sa valeur absolue est
de 'ordre de grandeur de son premier terme pyr”cos(p0 + ¢,) dont

le maximum est égal & o4 1P [pour —— f'i].

Donc, sur une circonférence | 3} = r de rayon infiniment grand, le
module maximum M(r) de P(s) et le maximum A(r) de sa partie
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réelle sont équivalents a p,r? dans le sens précis que les rapports
M(7r):porP et A(z):por?
tendent vers 'unité, lorsque 7 croit indéfiniment

Il en est de méme, évidemment, de la valeur absolue B(r) du
minimum — B(r) de la partie réelle du polynome.

Il en résulte que, ¢ étant un nombre positif quelconque donné
d’avance, nous aurons, a partir d’une valeur de r, les trois inégalités

j—8lp L M(,-) < e,
ri—ep < A(,-) < (l+s)p, rit—sp < B(,-) < ri+ep,

Lenmr . — Si nous envisageons une exponentielle €™, ot
Uexposant P(z) est de degre p, le module maximum de e quu est
égal a e sera, a partir d’une valeur de r, compiis entre les

quantités

(1+e)p (1-¢)p
e’ e’ N

et

ot ¢ est un nombre positif quelconque donné d’avance.

Lesue L. — Soit axt z% 2% un monome. Si nous y remplacons
les zy, Xa, ..., x, respectivement par des fonctions entiéses H,(2),
H,(3), ..., H,(3) d’ordre infericur ap, la fonction ainst obtenue

M(3)=a HY'(3) BY*(3), ..., [Hy(3)]*

sera aussi d’ordre inférieur a o.

En effet, il existera, par hypothése, un nombre positif § tel que 'on
ait ,
[Hy(z)|<e™ (¢=1,2,3,...,V)
a partir d’une valeur de r; on en tire 'inégalité

-0 -
[H ()] < ebr® ™ < ert™

(e étant positif et arbitrairement petit).

Il en résulte que, si nous désignons par 6, un nombre positif et
inférieur a 6, nous aurons l'inégalité

[ Hya)m | < et (i=1,2,2 ...,9)
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satisfaite a partir d’une valeur de r, et, par conséquent,
TH, (35 Hy(5)ua ... Hy(z) | < e "<<er®™  (0<0,<0y)
et, il en sera de méme si nous prenons aussi le facteur constant a.
Alors I'inégalité

(9) IM(2)] < ert™

salisfaite a partir d’une valeur de » nous montre que I'ordre de la
fonction entiére M(z) est inférieur a p.

Limme 1V, — Sout P(z,, z,, ..., zy) un polynome entier par
rapport @ &y, xs, ..., x,. St nous y faisons la méme substitution

que dans le lemme précédent, la fonction ainst obtenue sera aussi
d’ordre inférieur a p.

En effet, nous aurons pour chaque terme l'inégalité (g) et, par
consequent, si nous designons par n le nombre des termes du poly-
nome (&, Z3, ..., &,), nous aurons I'imégalité

| P[Hy(2), Hy(2), .. , I (3)]<ne® "<et™  (0<03<0,).
Levmme V. — Soit

P(zy, z2, 3, ..., 2v)

R(xl)x!: "xV)=Q(x1, z,, -’”3,---,3‘v)

une fonction rationnelle de z,, z,, ..., z,. Si nous y faisons la
substitution des lemmes Il et [V, la fonction ainsi obtenue

R[H.(2), Hs(2), Ha(2), ., Hy(3)] = M(3)
satisfera aux inégalités
M) <et !, M) > et

ot 0 désigne un nombre positif.

Démonstration. — En effet, d’aprés le lemme précédent, les fonc-
tions entiéres
Py(z) = P[H,(3), Hy(3), .., H,(3)]
et
Q[Hy(3), Hi(3), ..., Hy(3)] = Qu(3)

seront d’ordre p, et p, inférieur a p et, par conséquent, nous aurons
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les inégalités
lPl(z)l <e""'", [ Qi({)l <e,h-u,
| Py(3)| > e, 1Qu(z)| > e—®™,

les premiéres a partir d’une valeur de 1 etles secondes pour les valeurs
de r infiniment grandes. Il en résulte que nous aurons sur la circon-
férence |z|=1r

Py(z)|  e™
Qi(z) e—rtt*

ottt gt 0yt (]
= et er <g!l’ <er ‘,

M) =|

ou p, désigne le plus grand des nombres p, et p, et &, > .
On en tire 'inégalité

(10) I M(3)| < ert™,

ou § désigne un nombre positif quelconque inférieur & p —ps—¢,,
€, étant avec ¢ arbitrairement petit.

On démontrera de la méme maniére I'inégalité

IM(z2)] > ert"

satisfaite, ainsi que (10), a partir d’une valeur de r, sauf, peut-étre,
quelques intervalles exceptionnels d’étendue Lotale négligeable.

Les cinq lemmes nous permettront maintenant de faire trés facile-
ment la démonstration du théoréme de M. Borel.

5. Démonstration du théoréme de M. Borel. — Elle est analogue a
celle du n* 3, concernant les cas ou les coefficients f,(z) sont des
polynomes, et sera faite aussi par divisions et dérivations successives;
la modification esssentielle que nous apporterons au procédé du n° 3
consiste en ce que chaque fois la division sera faite par un terme, entié-
rement pris, et non seulement par '’exponentielle; au commencement, .
par exemple, nous diviserons par f,(z)e"** et non pas par I'expo-
nentielle e'""* seule et ensuite nous ferons la premiére dérivation qui
éliminera ce dernier terme et nous donnera une nouvelle identité

(1) 3[?8;]* flii;lmz)—nn(z)]' eMisals) .= 0.

Nous remarquons que les coefficients des exponentielles de ceue
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identité ne seront pas identiquement nals; en effet, I'identité,

[£3] + FS e — HaaT =o

entrainerait la suivante :

S1(2) | iz na)
() Ja(z) ¢
qui est impossible pour les raisons suivantes : 1° Chacune des fonc-
tions f,(s) et f,(3) n’est pas, par hypothése, identiquement nalle;
2" Les fonctions f,(z) et f,(3) étant, par hypothése, d’ordre infé-
rieur & p, nous aurons, d’aprés le lemme V, I'inégalité

(12) fl(z)

Su(2)

a partir d’'une valeur de r, sauf, peut-étre, quelques intervalles
d’étendue négligeable.

3° La difference H,(z) — H,(3) étant, par hypothése, de degré au

moins égal a p, nous aurons & partir d’'une valeur de r (sans aucune
exception) inégalité

<e*' (0, un nombre positif),

(13) max. | elzi=Mhiz) | > e’ gu bren > e,

¢, élant, ainsi que ¢, positif, et arbitrairement petit.

Les inégalités (12) et (13) nous montrent qu’il est impossible
d’avair 'identité (11), parce que, sur certains points de Ja circonfé-
rence |z | =7, le module de I'exponentielle e"~>="+ sera, pour r
infiniment grand, plus grand que e, tandis que le module du
premier membre sera inférieur a

0
e’ et (cn prenant g, < 0),

c’est-a-dire, exception faite des intervalles exceptionnels, le module
du second membre est d’ordre de grandeur supérieur a celui du pre-
mier.

En répétant sur I'identité (10") la division et dérivation nous obtien-
drons une nouvelle ayant seulement n — 2 termes et ainsi de suite;
nous procédons en diminuant de proche en proche le nombre des
termes. Nous arriverons enfin 4 une identité avec une seule exponen-
tielle de la forme

(h‘ ) ell,’z)——H,(;)

=R[f1(8), fe(3); 00 Su(2), [1(2), [3(3)s -2, [u(3), H}(2), Hy (3), ..., Hy()]s
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ot le second membre est une fonction rationnelle des quantités qui
tigurent dans la parenthése et sont ou bien des polynomes ou bien des
fonctions entiéres d’ordre inférieur a p. Or, d’apreésles considérations
plus haut indiquées, les deux termes de cette fraction R ne sont pas
identiquement nuls dans le cas ou les f,(z) ne le sont pas; d’autre
part, d’aprés le lemme V, il existe un nombre positif 9 tel que le
module du second membre de I’egalité (14) soit, pour des valeurs
infiniment grandes de r, inferieur a ¢~ °, tandis que, d’aprés le
lemme 1I, le module maximum du premier membre """ sur
chaque circonférence | 5| = r depasse, & partir d’une valeur de r, la
quantité

-0
ert > ert™

¢ étant un nombre positif arbitrairement petit donné d’avance.

Nous en concluons que I'identité (14) et, par conséquent, I'identité
donnée (8) est impossible lorsque les coefficients f,(z), f1(2), ...,
/n(3) ne sont pas tou~ identiquement nuls. Le théoré¢me de M. Borel
est ainsi demontré.

Dans un Chapitre suivant nous exposerons la forme la plus générale
du théoreme de M. Borel, en considérant aus~i des fonctions entiéres
d’ordre infini.

5'. Remarque importante. — Nous tenons ici a indiquer une géné-
ralisation du théoréme démontré qui nous «era utile dans le Chapitre
actuel.

Le théoréme de M. Borel s'étend au cas plus général ou les
coefficients f,(z) sont des fonctions méromorphes d’ordre infe-
rieur a p.

Soit
M(3)

N(2)

f(z)=

une fonction méromorphc (quotient de deux fonctions entiéres)
irréductible [c’est-a-dire on suppose que les deux termes de la frac-
tion n'ont pas de~ zéros communs]. Nous appelons ordre de f(5s),
d’aprés la définition donnée par M. Borel, lc plus grand des ordres des
deux termes de la fraction. Alors, d’aprés le lemme V, si la fonction
méromorphe f(z) est d’ordre inférieur a p, il existera un nombre
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positif 6 el que I'on ait les inégalités,
et "< f(a) < et

sauf, peut-éire, quelques intervalles d’etendue totale négligeable.
Plus précisément, si f (=) est d’ordre py nous aurons les inégalités

If(z)] < e™™,
i }f(z) ‘ > e_,‘h-u-
En effet, nous avons

ettt | M(3) < e e~ < IN(3) i < e,

Nous en tirons

M ratt 0,48 .
|f(z)|_—.. N:Tz; <.e%?_'+—‘=e!rl <e;?x+| (El>‘),
— e te
"f(Z)[= l:—gz-; e,—,?r"T =e—-z/?l"'> e—l?l""l (51>-‘-)-
e

B”. Cas de possibilité de l'identité
(4') Y\ fi(z) e =0,

Nous avons vu qu'il faut, pour la démonstration de M. Borel, sup-
poser que toutes les differences H,(3) — H,(3) doivent étre des poly-
nomes de degré au moins égal a p, les cocfficients f,(3) ctant d’ordre
inférieur a p. Cette hypothése est fondamentale, puisque, dans les
cas contraires, I'identité (14') est bien possible.

Pour nous en rendre compte supposons, par exemple, que la diffé-
rence H,(3) — H,(3) = A(3) soit de degré inférieur a p; alors, les
deux termes

[1(3) eMi=) 4+ fo(3) et 2)

peuvent se réduire de la fagon suivante :
Su(3) e+ fi(3) eMN) = friz) eliT 4 fr(2) el +Aiz)
=f| ( z) elly's) ._'—f.(z) eHy(3) eﬁ(:)
= [f1(2) + f1(3) €d] eala)

. = ¢(3) ell2),
ou la fonction entiére

o(3) = fi(3) + f1(3) edin)
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est évidemment d’ordre inférieur a p et, par conséquent, la somme
J1(z) etild) + fy(2) eMat2)

s¢ réduit & un seul terme o(z)e"® de la méme forme et ayant la
méme propriété concernant le degré de 'exposant et Fordre du coef-
ficient ¢ (z). )

Remarquons maintenant que le nouveau coefficient ¢(s) peut étre
nul, tandis que les coefficients primitifs sont supposés différents de
zéro.

Clest ainsi que tous les termes primitifs peuvent subir des modifi-
cations, causées par des réductions analogues a celles que nous
venons de citer, telles que les nouveaux coefficients soient tous iden-
tiquement nuls, ce qui entraine la possibilité de (14").

Un cas particulier. — Un cas particulicr de possibilité de I'iden-
Lité (14') qui présente un intérét spécial est celui ou certains (deux
ou plusieurs) exposants H,(z) sont de degré inférieur a p et, par
conséquent, certains (deux ou plusieurs) termes sontd’ordre inférieur
ap; tous les autres etant d’ordre égal a p. Dans ce cas, les termes
d'ordre inferieur a ¢ ne saurvaient se réduire, dans le sens ci-dessus
indiqué, avec les termes d’ordre p, et, par conséquent, les termes
d’ordre inférieur a ¢ se réduiront entre eux et leur somme doit étre
considérée comme un terme de la nouvelle identité obtenue aprés
toutes les réductions possibles.

En appliquant, donc, le théoréme de M. Borel a la nouvelle iden-
tité (la transformée) nous concluons que la somme de tous les termes
d’ordre inférieur a p doit étre nulle et, par conséquent, I'iden-
tité (14') sera décomposée en deux autres; c’est 1a une propriété
caractéristique du ca’s particulier en question, qui est trés intéressant
ctnous sera trés utile au sujet de I'extension aux fonctions multiformes
du théoréme de M. Picard et de ses généralisations.

En effet, la décomposition de P'identité (14") n’est assurée que dans
le cas ou il y a des exponentielles de divers ordres : dans le cas con-
traire, il peut se faire que la somme de tou-~ les termes se réduise cn
un seul terme dont le coefficient <oit nul, et, alors, la décomposition
n'a pas lieu.

Un exemple de cas particulier, ou I'identité est décomposable, est
celui ou certains termes ne sont que des polynomes entiers ou des



EXTENSION DU THEOREME DE M. PICARD ET DE SES GENERALISATIONS 15

fonctions rationnelles, les autres étant des fonctions entiéres transcen-
dantes d’ordre p.

CHAPITRE 1l.

GEVERALITFS SUR LES FONCTIONS ALGEBROIDES.

6. Nous appelons algébroide (dans tout le plan) toute fonc-
tion « =a(z) ayant un nombre fini de branches dans tout le plan
et n’admettant pas a distance finie des singularités transcendantes.
Les fonctions symétriques élementaircs des v branches wuy, u,,
Ug, ..., Uy seront des fonctions uniformes dans lout le plan et, par
conséquent, des fonctions méromorphes. Nous en concluons que la
fonction « = a(z) satisfera & une équation de la forme

(15) F(z,u)=u'+Ai(3)u"1+ \L(3)uw 2+ ..+ A (3)u+Ay(3) =0,

ou les A, (5) désignent des fonctions meromorphes. Lorsque les A, (z)
sont des fonctions entiéres, 'algébroide « =a(3z) ne prend pas la
valeur oo a distance finie et sera appelee algébrotde entiére. Dans
le cas particulier ou les coefficients A,(z) sont des fonctions ration-
nelles, l'algébroide u=a(z) devient al/gébrique. Inversement, il
est clair que toute équation de la forme (15), ot les A,(3) sont méro-
morphes, définit une fonction algebroide.

Si les A,(3) sont méromorphes dans un domaine D nous dirons
que la fonction « =a(3z) définie par (15) est algebroide dans le
domaine D : elle n’y admet comme singularités que des pdles et des
points critiques algebriques.

Si I'ensemble des poles des A,(z) est fini, 'algebroide « =a(3)
sera finie (ne prendra pas la valeur infinie) dans le voisinage de
Pinfini.

Ordre d’une algébroide. — Nous appelons ordre de l'algé-
broide u =a(3z), supposée entiére, le plus grand des ordres des
coefficients A,(z); si I'une au moins des A,(3) est d’ordre infini,.
nous dirons que I’algébroide « = a(z) est aussi d’ordre infini. Nous

nous bornerons, pour la clarté des idées, au cas d’ordre fini; soit p
cet ordre.

7. Théoréme de module maximum. — Si M(7) désigne le module
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maximum, sur la circonférence | z| = r, d’une branche quelconque
de l'algébrorde u=a(3), il est facile de démontrer que 'inégalité

(16) M(r)<et'

est satisfaite a partir d’'une valeur de r et que I'inégalité
(17) M(r)>ert*

est satisfaite pour une infinité de valeurs de r croissantes indéfini-
ment et pour une au moins des branches.

Démonstration. — Ecrivons 'équation (15) sous la forme
’ i 1 1 1
(17") u"[t+A,(z);‘- + \’(‘;)u_ﬂ + "“A"—'(Z)'{F +A,(z)lT,] =o0
et remarquons quc, s’il y avait des valeurs de r infiniment grandes
satisfaisant a I'inégalité
(18) M(r)>er™,

¢ étant un nombre positif arbitrairement petit, pour ces valeurs de s
les termes

Al(Z);‘) A,(z)#, ey Av(z)uiv

. . I
tendraient vers zéro avec -

En effet, nous avons
|AL(3) ]| < et (e1> o et arbitraire),

A partir d’une valeur de r.
D’autre part, d’aprés I'inégalité (18), nous aurions, pour certains
points de la circonférence | 5| = r, 'inégalité

Juk]>eb¥ > et ou gy>e et (h=1,2,3, ..,v),

et, par conséquent,

1

m <¢—’e“' (k=1,2,3,...,v)

Donc

(19) lAk(z)ﬁ

004 _ Ry e
<er‘°' r = ert"—rt ')'
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et exposant de la puissance (19) tend vers I'infini négatif.

Nous en concluons que I'hypothése (18) entrainerait I'existence
de points de module assez grand qui n’annulent pas la parenthése
de la formule (15') et, par conséquent, ne sauraient satisfaire a
'équation (17'). Donc, 'hypothése (18) est inadmissible.

Démontrons maintenant I'inégalité (17).

Si la formule

et, si nous prenons ¢, > ¢, la puissance r%~% tend vers Uinfini avec r

M(r)se® "

était satisfaite a partir d'une certaine valeur de r et pour toutes les
branches, il en serait de méme du module maximum des fonctions
A, (2), A3(3), Ay(5) qui satisferaient & une inégalité

(20) M (r)<ef™ oit g<e et I=1,2,3,...y7),

M, (r) étant le module maximum de A (3).

Cela résulte bien des relations bien connues entre les coefficients
A, (5) et les diverses branches de la fonction algébroide.

Mais les inégalités (20), satisfaites a partir d'une valeur de r, sont
en contradiction avec notre hypothese que les coefficiénts A,(z) ne
sont pas tous d’ordre inférieur a p.

Notre théorcme sur le module maximum est donc démontré et

. justifie bien la définition d’ordre que nous avons donnée pour les
fonctions algébroides | 14].

8. Ensemble des points qui satisfont a linégalité (17). — Il est
utile pour la suite de chercher une limite inférieure de I’étendue des
arcs du cercle de rayon r, sur lesquels une au moins branche de
Palgébroide satisfait a I'inégalité (17).

En effet. nous allons démontrer que, si une branche w=a(s)
satisfait a I'inégalité (17) pour un point de module assez grand, il en
sera de méme de l'un, au moins, des coefficients A,(5) [en rempla-
cant ¢ par un autre ¢, plus grand que & mais quelconque].

La démonstration est facile : si, pour cettc valeur 3=3,, on
avait

p . L) <ket™ (A<i;i=u,2,3,..,v
¢équation

(21) F(z, u)=o0 SEPVICE DE
ne saurait étre satisfaite pour r = | 5, | assez grand. MATHEMATIQUES
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En eftet, écrivons I’équation (21) sous la forme (17') et remarquons
que I'on aurait

A,(z)i 4—1!;2(1.)5—2 ot A,,(z);l;

< k(e,-?_'n_,?_'+ 8’?—"_”?“4- e,?_‘i_;,?—‘_*_' . .)
et

(22) lA.(z)'% +A,(z)u'-, +.. +Av(s)$

< k[e?ha—rTh gt T T ]

Or, si g, > ¢, le second membre dc (22) tend visiblement vers zéro

. . . . L1
et sera, a partir d’une valeur de r, inferieur 3 - et 'on aura
yap y 7

|A.(z)é+...+ \V(z)‘%, <I.

Dés lors, il est clair que I'equation (21) n'est pas satisfaite pour
un tel point de module asscz grand. 1l en resulte que :

Tous les points de module asses grand satisfaisant, pour ure
au moins des branches, a U'tnégalité

(23) la(z)|> e
satisfont aussi & l'une, au moins, des inégalités
(24) [A(3)[>et™ (i=1,23,...,),

ou ¢, désigne un nombre positif plus grand que ¢, mais quelconque.

Appelons U, 'ensemble des points du cercle de rayon r qui
satisfont, pour une au moins des branches, a l'inegalité (23) et
E; I'ensemble des points du méme cercle qui satisfont a I'une au
moins des inégalités

(25) |\l(‘)|>e'?—. (i=1,2,3,...,v).

Cela posé, le théoréme ci-dessus peut s’énoncer :

L'ensemble U, fait partic de U'ensemble E, , ¢, étant supérieur
a e. La réciproque est presque évidente :

Soit z, un point du cercle | z| = r satisfaisant a I'une au moins
des inégalités (25); si, pour ce point, toutes les branches de I'algé-
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broide satisfaisaient a I'inégalité
la(a)| < e

alors tous les coefficients A,(3) satisferaient (grace aux relations
entre eux et les branches de I'algébroide) a I'inégalité

A (2) | <erf™  (aa<e.i=1,2,3,..,v),

ce qui est en contradiction avec notre hypothese pour e,> e.

Donc, tout point de l'ensemble E. appartient aussi a l'en-
semble Ue, ot ¢, >¢.

Ces theoremes qui donnent une comparaison des ensembles U
et E sont tres utiles puisqu’ils nous fournissent le moyen de ramener
les fonctions algebroides au cas des fonctions uniformes.

9. Theoréme de module minimum. — Nous allons maintenant
étendre aux foncuions algebroides le theoreme de M. Hadamard sur
le module minimum; 1l est aise de demontier que toutes les branches
de a(z) satisfont a I'inégalité

la(a)|>e?",

les intervalles d'exclusion étant aussi bien negligeables que ceux qui
concernent les fonctions entieres.

Supposons, en effet, qu’il n’en soit pas ainsi pour une certaine
branche et que, pour un point 5 = zy de module assez grand, on ait

la(z)| < e®,
il en résulterait

|Ai(3) [aea) P+ < e=tv—rrett ¢r"‘< G—"H',

ou d est suffisamment petit et &, < ¢.
Cela acquis, ’équation

W+ A(3) =+ Ag(3)uV 2+ o+ Ay (B)u + Ay(3) =0, ou u=a(3),

montre que I'on aura

(26) [AWE) [ <e®™, o &<g

et, par conséquent, le point 5, appartient & un arc d’exclusion pour
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la fonction entiérc ou méromorphe A,(3), c’est-a-dire & I'ensemble
de~ points du cercle | z| = r, qui satisfont a I'inégalité (26).

Ainsi la'question se raméne au cas des fonctions entiéres.

Nous en déduisons le théoréme suivant :

Si lon exclut du cercle de rayon r certains arcs dont la lon-
, [ ,
gueur totale tend vers zéro avec ~ comme e’“(a étant un nombre
SELL ¢ inféricur a e ous les autres poir
ositif quelconque et inférie , L les autres points du
cercle satisfont a l'inégalité
0t
la(z)| >,

et cela pour toutes les branches de U’algébroide u="a(3).

Ce théoréme est I'extension de celui que j'ai établi dans une Note
du Bulletin de la Société math. de IFrance (1. 32, 19o4, p. 314) et
qui conslitue une extréme précision du théoréme bien connu de
M. Hadamard sur le module minimum pour les fonctions entiéres
d’ordre fini.

10. La croissance de la dérivée. — La dérivée d'une algébroide
u =a(s) est aussi algébroide et se trouve déterminée par I'équation
qui résulte de I'élimination de « entre I'équation donnée

F(z,u)=o0
et celle qui s’en déduit par la dérivation
w4 A (3w 4. o+ A (2)u - Ay (3)
+ W [vurt+ (v—1)u2 A (3) +...+ Ay (3)] = 0.

Comme une fonction entiére a le méme ordre avec sa dérivée,
nous en concluons immédiatement que la'dérivée u,—=a'(s) ne
saurait avoir un ordre supérieur a celui de u = a(3).

11. Croissance de la partie réelle d’une algébroide u = a(3z). —
M. Borel a montré, dans son Mémoire sur les zéros des fonctions
entiéres (déja cité) la relation étroite qui existe entre la croissance

du maximum M(7) du module d'une fonction entiére pour|s|=r
et la croissance des fonctions suivantes : le maximum P(r) des
valcurs positives de la partie réelle de f(s) pour [z]=1r, et le

minimum — P, (r) des valeurs négatives de celte partie réelle.
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MM. Hadamard et Borel ont montré les inégalités
P(r)y>[M(r)]—e0, Py(r) > [M(r) ],

ou &(r) désigne une quantité qui tend vers zéro lorsque r croit
indéfiniment par valeurs positives, sauf quelques intervalles d’exclu-
sion d’étendue négligeable.

Jai étendu cette propriété aux fonctions algébroides multiformes
dans un travail publié dans les Rendiconti del Circolo Matematico
di Palermo |Extension d’un théoréme de M. Borel aux fonctions
algébroides...]; pour la démonstration je ferai usage d’une méthode
simple indiquée par M. Valiron dans sa Note Sur quelques theo-
1émes de M. Borel (Bull. dela Soc. math.de France, fasc. 3 et 4,
1914, p. 251).

Considérons toujours la fonction algébroide a v branches
«w=a(z) définie par ’équation

(26") w—+ N (3 w1+, .+ Ay(3) = o,

ot les A,(3) désignent des fonctions entiéres; adoptons les nota-
tions de M. Valiron et désignons par U(r) le maximum du
module des diverses branches w,(z) pour |z|=r par [Mx(r)]* le
maximum de |Ax(z)| et par M(r) le plus grand des nombres
My(r), Il est facile de démontrer qu'il existe deux constantes
positives A et B telles que Uon ait

(26") BU(r)<M(r)<AU(r).

En effet, ces deux inégalités se déduisent immédiatement 'une
des relations bien connucs entre les racines et les coefficients d’une
équation algébrique et I'autre de la horne supérieure des modules
des racines.

Désignons par n la valeur de K qui correspond au maximum M(r)
et par [P, (r)]” et [Q.(r)]"* le maximum de la valeur absolue de la
partie réelle et du coefficient de ¢ de la fonction A, (), et supposons
que la valeur » n’appartienne pas aux intervalles d’exclusion pour
aucun coefficient A;(3).

Alors, d’aprés le théoréme analogue de la croissance de la partie
réelle et du coefficient de i des fonctions entiéres, nous aurons les
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formules

[M ()= = [ M, () H=2 < | Pa(r) ] < [Ma(r)]r = [ M(r)]",
[M(r) =8 = [M, ()"0 <[ Qu(r)]* < [Ma(r)]* = [M(r)]"

(¢ étant positif ct arbitrairement petit) et, par conséquent, les inéga-'
lités

[M(r)]t=e< Pa(r) <M(r),
[M(r)]'-# < Qa(r) < M(r).

On en déduit, en vertu de la formule (26%),

{ (U< Pa(r) <AU(r),

) L LU 0< Quir) <A U(r)

(8 positif et supérieur a ¢), la premiére étant réalisée en un point §
et la seconde en un point ¢’ du cercle |z | =r.

Cela fait, envisageons une branche u,(z) de notre fonction algé-
broide et désignons par p,(r) et ¢,(7) le maximum de la valeur
absolue de la partie réelle et du coefficient de la branche «,(z) et
par p(r) et ¢(r) les plus grands des nombres p,(r) et ¢,(r).

Alors, d’aprés les relations elementaires entre les branches u,(r)
et les coefficients A, (z) de I'équation (26'), decomposees chacune en
deux par la séparation des parties réelles et des parties imaginaires,
nous aurons les égalités

[Pa(mlr= Y Pi(Z)Pa(L) - Pa(L)

=D (D) P20 Paca(®) a1 () (D) +-
(26") -

[Qu(MIr= X P Pa(Z) - Pamt(T) ga(¥)

<3 PE) - Paca () 2ot (E) niT) ga(E) ..
d’ou

1Pa(r))22am,  [Qa(r)]*Saym,
ou les « et &’ désignent le nombre des termes des seconds membres

des égalités (26”) et les m et m, désignent le terme du plus grand
module dans les mémes seconds membres. Si, donc, ces termes cor-
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respondent aux indices & et {, nous aurons les formules
Pu(r)paa(r) .. pua(7) quiea(r) ... qun (1) 2 i [ Pr(r)],
PATIPA(R) PP @t (P) - (1) 2 [ Qu() -

Mais, en vertu des formules (), nous avons les inégalités

[U(r)n=m0 < [Pr(r)]* < A [U(r)]?

[U(ry W< [Qu(r < AU (A=A

qui, avec l'application des formules precédentes, entrainent
Pu(r)pa(r) ... pue(r) qua(r) ... gua(1) > i [U(r)]r—,

(26")
Pr(r)pe(r). ... pu(r)gueilr) ... qum(r)> ;l:[U(")]"_"q-

Or, il est clair que chaque facteur de ces premiers membres est
inférieur ou égal a U(r) et, par consequent, tous ces facteurs sont
supérieurs ou égaux a

LU=
ou a

S [U(r)ne

puisque, dans le cas contraire, chacun de ces deux membres serait
inférieur ou égal a

[U(r) ]t S EUCr) it = Z[U(r)]rmd
ou
LU,

ce qui est en contradiction avec les inégalités (26').

D’autre part, la parité du nombre des facteurs p, et ¢, qui figurent
dans les inegalités (26') y est differente, nous en concluons qu'’il
existe un au moins p, et un au moins ¢, qui satisfont aux formules

pi(r)Z - [U(R)]=m> [U(r)]t-s,

g:(12 - [U(N)]="0> [U(N)]=%,
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ol & est un nombre positif supérieur a une quantité ne dépendant
que des o, n et 0, et, par conséquent, arbitrairemeni petit, puisqu’il
en est de méme de la quantite 9 qui est aussi arbilrairement petite.

Ainsi, le thcoréme classique de la croissance de la partie réelle

(et du coefficient de ¢) des fonctions entieres est étendue aux algé-
broides multiformes.

Tutoreme. — Soit u=a(z) une algébroide multiforme entiére
(finie & distance finie) et désignons par U(r) le module maxi-
mum de ses branches sur le cercle |z|=r et par p(r)et q(r)le
plus grand des maximums des valeurs absolues de la partie
réelle et du coefficient de i dans les diverses branches. Alors, si e
désigne un nombre positif quelconque donné d'avance, nous
aurons les inégalités

p(1)>[U(r)]-s,
q(r)>[U(r)]-e

a partir d’une valeur de r, sauf, peut-étre, quelques intervalles
d’éiendue totale négligeable [23].

Remarque. — Remarquons que les inégalités (26") nous per-
mettent cvidemment de donner une nouvelle demonstration plus
simple du théoreme du module maximum d’une algebroide.

CHAPITRE III.

GENERALISATION ET LXTENSION AUX FONCTIONS ALGEBR DES
DES THEOREMES DE M. PICARD.

12. Premier TatoriME DE M. Prcarp. — Son énoncé déja classique
est le suivant :

Toute fonction entiére ou méromorphe u = ¢(z) prend dans le
domaine de Uinfini toutes les valeurs, sauf, peut-étre, deux au
plus (Uinfine compris), c’est-a-dire :

L'équation

p(z)=u
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admet, par rapport a z, une infinité de racines pour toute valeur
de u, sauf, peut-étre. deux au plus (U’infini compris).

Envisageons maintenant une algébroide w = a(z) entiére (finie a
distance finie) définie par I'équation

(27) F(3, u)=w+ A1(3)w -1+ Ay(3)u2+...+ Ay~ (3)u + Ay(3) =0,

ou 'un au moins des coefficients A,(z) est une transcendante entiére
d’ordre p.

Nous appellerons exceptionnelle toute valeur que la fonction ne
prend pas dans le voisinage de l'infini; c’est ainsi que U'infini est, par
hypothése, une valeur exceptionnelle.

I est clair que, pour qu’une valeur donnée u = u, soit exception-
nelle, il faut et il suffit que la fonction entiére

F(z,u))=uj+A(3)ul "+ A () ...+ Ay (B)uy + Ay(3)

n’admette qu’'un nombre fini de zéros en ayant la forme

F(z, uj=P(z)e",

oua P(z) et H(z) sont des polynomes entiers dans le cas ou Ialgé-
broide est d'ordre fini.

S’il existe des valeurs de u pour lesquelles la fonction F(z, u) soit
un polynome, ces valeurs sont évidemment exceptionnelles; comme
elles ont un caractére spécial pour I'équation (27), nous les appel-
lerons exceptionnelles formelles.

Le nombre de ces valeurs ne’ saurait dépasser la quantité v —1; en
effet, il y cn avaitv : wy, u,, uy, ..., 1y, nous aurions les identités

(28) F(z, ui)=Pi(z) (i=1,2,3,...,v),

ou les P,(z) désignent des polynomes entiers et, alors, la résolution
de ces équations par rapport aux coefficients A (5), Ay (2), ..., Ay(%)
ne donnerait que des polynomes, ce qui est cn contradiction avec
notre hypothése qu’un au moins des A,(z) est une transcendante
enliére. )

Remarquons que le déterminant des coefficients des inconnues A, (3)
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dans le systéme (28) est le déterminant de Vandermende

V—t V—2
uy uy A /T |
V—1 v—2
u u Uy 1
2 2 # o
V—1 v—2
u, u, . uy 1

Supposons maintenant que notre algébroide admette v —+1 valeurs
cxceplionnelles finies et non formelles wu,, u,, us, ta, .... uy; nous
aurons alors les identités

(o9) F(z,u)=u, +Ax(8) 1) -+ Ag( 5) u) " ..+ Ay _1(3) dy~+-Ay(3) = P y(2) i’z
(i=o0,1,2,3,...,v)

ou les P,(z) et les H,(z) désignent des polynomes entiers, et 'élimi-

nation des A,(s), A2(2), ..., Ay(z) entre les v+1 équations (29)
nous conduirait a 'identité

(30) qoPo(3z) e+ g, Py(2) eMid 4 gy Py(2) efddl 4. 4+ gy Py(2) ehi2) = ¢

ou
W™ w1
I e R TP | whoudTh oupt oL we
ceee ceee cee .. . u‘: lt‘;—l u‘;—'ﬂ . uy 1
Crgu= | & o Wi |, g=luy al w7 .. uy B
u;':: u“':l! ee Upyq vee caee ceee e “e -
ere e ee eaee . wy w7t oWyt oL uy
[P M BV T

Or, l'identité (30) est de la forme (5) n’ayant qu’un seul terme
algébrique : le second membre ¢; tous les autres étant, par hypothése,
transcendants (puisque les valeurs considérées u, ne sont pas for-
melles) ne pecuvent subir aucune réduction avec le terme algé-
brique ¢. Cest ainsi que ce lerme g restera invariable aprés toutes
réductions possibles qui donneront a I'identité (30) la forme défini-
tive exigée par le théoréme du n° 3 et, comme le nombre ¢ (qui est un
déterminant de Vandermonde) est différent de zéro, l'identi‘é (30)
est impossible.

Done, il est impossible que notre algébroide admette plus que
v valeurs exceptionnelles finies distinctes et non formelles; d’autre
part, comme nous avons va, le nombre des valears exceptionnelles
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finies et formelles est au plus égal & v —1. Nous avons donc le
théoréme suivant :

Tutoreve I. — Une algébroide entiére ( finie & distarce finie)
u=a(3) a v branches prend une infinité de fois toute valeur,
sauf, peut-étre, 2v — 1 au plus, U’infini non compris [12].

C’est I'extension (et généralisation) parfaite du premier théoréme
de M. Picard concernant les fonctions uniformes entiéres. Le premier
théoréme de M. Picard se présente comme cas particulier corres-
pondant a la valeur v =1.

13. Considérons maintenant une algébroide u=a(z), quelconque,
définie par I'équation (27), les coefficients A,(z) étant en général
méromorphes. Nous supposons, bien entendu, que I'un au moins des
coefficients A, (5) soit une fonction transcendante.

Le nombre des valeurs exceptionnelles formelles ne saurait toujours
(pour la méme raison que dans le cas du numéro précédent)
dépasser la quantité v —1; il s’agit, bien entendu, de valeurs de u
pour lesquels la Tonction f( , u) soit rationnelle.

Supposons maintenant que notre algébroide u = a(s) admette v—+-1
autres valeurs exceptionnelles distinctes et non formelles w,, u,,
Us, ..., &,. Nous pouvons toujours, sans diminuer la genéralité de
notre probleme, supposer que I'infini soit une valeur exceptionnelle,
puisque, dans le cas contraire, nous pouvons faire la transforma-

tion u — ' = %[ qui fait corrvespondre la valeur W= a la

valeur u = u’ supposée exceptionnclle.

Nous supposons donc que notre algébroide admette, en dehors
des valeurs formelles, v+ 1 autres exceptionnelles uq. ty, g, . . ., 16, €L
Tinfini qui n’est pas formelle. Alors, les fonctions F (s, w,), F (3, u,),
F(z, u;), ..., F(5, «,) sont des fonctions méromorphes ayant un
nombre fini de zéros et de pdles et, par conséquent, nous aurons
les v 41 équations

(32) F(3, ;) = R,(3) i3 (t=o0,1,2,3,...,v),
ou les R,(3) sont des fonctions rationaelles et les exposants H;(s)

sont des polynomes entiers (il s’agit toujours du cas d’ordre fini).
Alors, I’élimination des A;(3) entre les équations (32) nous conduira
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al’identité
(33) qo Ry(3) elo'® + g, Ry(3) eMi&) 4. . .+ gy Ry(3) VD) = g,

ou les constantes ¢, et ¢ sont toujours données par les formules (31).

Or, d’apres la généralisation du théoreme de M. Borel, indiquée
dans le n° 5’ et appliquée au cas particulicr ou les coefficients f,(z)
des exponentielles sont des fonctions rationnelles, I'identité (33) est
encore impossible et nous avons le théoréme suivant :

Tutoreve . — Une algébroude quelconque a v branches et
d’ordre fini prend une infinité de fois toutes les valeurs sauf,
peut-étre, 2v au plus, Uinfini compris [12].

C’est une généralisation et cxtension parfaite aux algébroides mul-
tiformes du second theoréme de M. Picard concernant les fonctions
uniformes méromorphes.

14. Extension d’une généralisation du théoréme de M. Picard. —
Il est bien connu que 'on doit & M. Borel (Lecons sur les fonctions
méromorphes, Paris, p. 50-37) la géneralisation suivante des deux
premiers théorcmes de M. Picard, a savoir:

Soit u=f(3) une fonction méromorphe d’ordre p. La densité
des zéros de la fonction f(z) — u ne saurait correspondre a un
exposant de convergence inférieur @ p pour plus de deux valeurs
de uw Uinfini compris. S'il existe de telles valeurs elles seront
considérces exceptionnelles.

La valcur infinic sera exceptionnelle dans le cas ou la fonc-
tion f(3) (supposée toujours irreductible) admet des poles dont
I'exposant de convergence est inférieur a p.

Nous allons étendre aux algébroides multiformes cette générali-
sation des théorcmes de M. Picard.

La valeur de u sera exceptionnelle pour notre algébroide multi-
forme u=a(s) si la fonction a(:) — « admet des zéros dont la
densité correspoud a un exposaﬁtde convergence inférieur a o.

Une valeur infinie sera exceptionnelle dans le cas ou la suite des
infinis de notre algébroide a un exposant de convergence inférieur
a p, ou encore, si lasuite des poles de 11 fonction méromorphe F(z, «)
a un exposant de convergence inférieur a p.

Si notre algébroide admet des valeurs exceptionnelles, nous pouvons
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toujours (sans diminuer la généralité de notre probléme) supposer

que 'une d’elles est l'infini, en ramenant a la valeur infini une valeur

. . . 1
exceptionnelle finie «' moyennant la transformation v — u' = W

Supposons donc que I'w est une valeur exceptionnelle et remar-
quons alors que, si ©, est une valeur exceptionnelle finie, la fonc-
tion F'(z, u,) admettra des zéros et des poles dont la densité correspond
a un cxposant de convergence inférieur a p et, par conséquent, sera de
la forme

F(z, uy) = fi(3) etlul2),
ou f,(z) est une fonction méromorphe d’ordre inférieur a p.

La valeur exceptionnelle scra appelée formelle dans le cas ou
I’exponentielle e™'*' est aussi d’ordre inférieur a p.

Cela posé, supposons qu'il existe v—-1 valeurs finies u,, w4,
Uz, ..., w, exceptionnelles (') au sens ci-dessus généralisé; nous
aurons alors les équations

(33) F (2, ;) = fi(3) el (i=o0,1,2,3,...,v),

ou les f,(5) sont des fonctions méromorphes d’ordre inférieur a p,
tandis que les exponentielles e sont d’ordre égal a p (les exposants
sont des polynomes de degré p).

L’élimination des v coefficients A,(z) entreles v + 1 équations (33)
nous donnera I'identité

34 o fo(3) e+ gy f1(2) eMi5) 4. .+ gy fy(3) Mol =g,

ou les ¢, et ¢ sont toujours les déterminants (31), qui répond bien
au théoréme de M. Borel énoncé dans le n® 4. Donc, I'identité (34)
est impossible, puisque, pour les raisons plus haut indiquées, le
second membre ¢ ne peut subir aucune modification. Nous avons
donc le théoréme suivant :

Trueorime 1. — Sinous envisageons une algébroide quelconque
d’ordre fini p et a v branches u=a(sz), la densité des zéros de
la fonction u=a(z) ne saurait correspondre & un erposant de
convergence inférieur a p pour plus de 2v valeurs de u, U'infini
compris | 12].

C’est une généralisation et extension aux algébroides multiformes
de la généralisation plus haut mentionnée du théoréme de M. Picard.

(') Et non formelles.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N, 23 2
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15. Extension d’une autre généralisation (plus précise). — On
doit aussi a M. Borel (Legons sur les fonctions méromorphes,
p. 57-66) la genéralisation suivante de M. Picard, a savoir :

E'tant donnée une fonction méromorphe u= f(z), d’ordre p,
il est impossible de trouver deux fonctions entiéres ou méro-

morphes ¢,(3) et 95(3) telles que la densité des zéros et des péles
des fonctions
f(3)—=21(3) et f(3)— 9:(3)

corresponde & un exposant de convergence inféerieur a p.

Si la densité des péles de f(3) correspond a Uerposant de con-
vergence p, il est impossible de trouver trois fonctions entiéres ou
méromorphes d’ordre inférieur a p: 9,(z), 92(3), 93(2) telles que
la densité des zé10s des fonctions

Sf(z) —o1(3), f(3)— $2(3), S(z) — 93(3)

soit exceptionnelle (c’est-a-dire : corresponde a un exposant de
convergence inférieur a p).

Nous allons étendre aux algébroides multiformes cette nouvelle
proposition. Soit ¢(3) une fonction entiére ou méromorphe d’ordre
inférieur a p et remplagons dans I'expression F(z, u) la variable «
par ¢(z). Nous démontrerons que la fonction IF[z, ¢(3z)] ainsi
obtenue doit, en général, avoir des zéros dont la densité corresponde
a P'exposant de convergence p; dans le cas contraire, cette fonc-
tion ¢(3z) sera appelée, des maintenant (pour abréger le langage),
exceptionnelle.

Si la fonction uniforme F[z, ¢ (z)] est d’ordre inférieur ap, la fonc-
tion ¢(3) sera évidemment exceptionnelle, puisqu’il en est de méme
de la densité de la fonction entiére ou méromorphe F[z,0(3)] (*).

Ces fonctions exceptionnelles o (z) correspondent visibhlement aux
valeurs exceptionnelles formelles citées dans les numéros précédents;
je conserverai pour elles le méme mot : formelles.

(') D'une facon plus precise, nous dirons que la densite des zéros de la fonc-
tion u — ¢ (3) =a(3) —¢@(3) est d'ordre p lorsque I'exposant de convergence de
la suite des modules des zéros de la fonction umforme (entiére ou méromorphe,
F[3, ¢(2)] est égal & p.
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Soient

(35) 91(2), 9:(3), ... 9v(2) et @o(3)

v—1 fonctions entiéres ou méromorphes exceptionnelles non for-
melles pour notre algébroide muliiforme u = a(z). Supposons
d’abord que les fonctions

(36) F(3z, 9.(3)] = fi(3) el (t=o0,1,2,3,...,V)

possédent une densité exceptionnelle non seulement pour leurs zéros
mais encore pour leurs poles; alors les fonctions f,(z) seront entiéres
ou meromorphes d'ordre inferieur a g, tandis que les exposants H,(z)
sont des fonctions enticres d’ordre . [l est a peine utile de noter
que les coefficients f,(3) 1eprésentent le quotient de deux produits
canoniques de facteurs primeurs de Weierstrass. ]

Alors, nous n’avons qu’a appliquer toujours notre méthode d’éli-
mination des A,(3z) entre les equations (36) pour arriver toujours a
Pidentité

(37) 28,f,(z)e"ﬂ51=8 (=0,1,2,... ),

ou les g, et d se déduisent des quantités g, et ¢ si nous remplagons
dans les déterminants de Vandermonde les u, par les ¢,(2).

Dés lors, les formules et les raisonnements ne changent pas essen-
ticllement et 'application du theoreme de M. Borel nous conduit
toujours a I'impossibilité de 'identité (37).

Tutorewe IV. — Soit u=a(3) une algébroide multiforme
d’ordre p définie par l'équation

F(z, u)=w+ A (3)uw-1+ Ay(3)uv-2+...4+ A\ (3) =0,
il est impossible de trouver 2v fonctions entiéres ou méromorphes
(37) P:(3) (i=1,2,3,...,2v)
telles que la densité des séros et des péles de toutes les fonctions
(38) F(3, 9.(3)] (f=1,2,3,.%., 2v)

soit exceptionnelle (corresponde a un exposant de convergence ,
inférieur a p).
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En effet, d’une part. d’apres la conclusion ci-dessus indiquée, le
nombre des fonctions exceptionnelles ¢,(5) non formelles est au plus
égal a v et, d'aulre part, le nombre des fonctions exceptionnelles for-
melles ne saurait toujours dépasser la quantité v — 1, puisque, dans
le cas contraire, tous les coeflicients A, (3) seraient d'ordre inférieur
a p ct il en serait de méme de notre algébroide multiforme « = a(z).
Donc, le nombre total des fonctions exceptionnelles est au plus égal
av4t+v—i1=2v—1.

Si la densité exceptionnelle existe seulement pour les zéros
et non pas pour les poles des lonctions (38), alors les v+ 1 fonctions
exceptionnelles non formelles (37") ne suffisent pas pour nous con-
duire a une identité impossible moyennant le théoréme de M. Borel :
il nous en faudra encore une, mais nous nous réservons d’examiner
ce cas dans 'article suivant.

16. Les involutions exceptionnelles de M. Montel. — Dans un
Mémoire qui a paru apres la rédaction de ce fascicule, M. P. Montel
a introduit la notion d’involation exceptionnelle qui généralise a un
certain point de vue celle de valeur exceptionnelle. Nous résumerons
rapidement es résultats.

Considérons l'algébroide définie par I'équation (15) et soit une
équation a coefficients constants

(38") Row’ — Cyhgur—24- Cihauv -2 4. .- (—1)'Ay=o
dont les racines a, 0, ..., sont distinctes ou non. Les branches u, (z),

(), uy(s) de 'algébroide sont dites en involution par rapport aux
racines de (38’) lorsqu’on a

(39) Y (wi(s)—a)(ua(s)— b).. .(wy(3)— ) =0]
!
la somme étant étendue aux v! permutations des lettres a, b, . .., Let

aux v! permutations de u,, s, ..., u,- En exprimant cette condition
au moyen des coefficients de (15) et de (38’) on obtient

(40") Mo+ AA1(3)—...+~AAy(3)=0.

L’involution est dite exceptionnelle lorsque la combinaison linéaire
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figurant dans le premier membre de (40') est exceptionnelle, c’est-
a-dire n’a qu'un nombre fini de zéros. Elle est exceptionnelle du
premier type si ce premier membre est un polynome, du second
type dan- le cas contraire. Unc valeur exceptionnelle a est une invo-
lution exceptionnelle correspondant a I'équation (« —a)*=o; les
valeurs exceptionnclles sont donc des involutions exceptionnelles
dégénérees. A involutions exceptionnelles du premier type sont dis-
tinctes si le tableau des coefficients des A,(5) dans les équations (40')
correspondantes contienl un déterminant non nul de degré /t; k' invo-
lutions du second type sont distinctes i le tableau des v 41 coeffi-
cients des équations (40') contient un déterminant non nul de
degré A'.

Les raisonnements qui ont conduit au théoréme I montrent qu’il y
a au plus v —1 involutions exceptionnelles distinctes du premier
type et v du second type. On obtient donc ce théoreme qui contient
le théoréme 1.

Le nombie total des involutions exceptionnelles distinctes est
au plus égal a 2v —1 [ 34, 35].

Le nombre des valeurs exceptionnelles peut donc s’abaisser dans
certains cas par suite de I’existence d’involutions exceptionnelles
ordinaires. Mais il importe que ces involutions soient irréductibles
(par combinaison) a des involutions dégénérées : par exemple, s’il
existe v — 1 involutions distinctes du premier type, il existera v — 1
valeurs exceptionnelles formelles en général distinctes. 11y ala une
étude a-sez délicate qui reste a faire. On pourra de méme chercher,
comme nous le ferons pour les valeurs exceptionnelles au Chapitre V,
des cas d’abais~ement du nombre des involutions exceptionnelles.

11 est clair qu'on pourra aussi considérer des involulion~ excep-
tionnelles au sens de M. Borel, le nombre de ces involutions dis-
tinctes est au plus égal @ 2v —1 (ce qui compléte le théoréme 111).

Le nombre des involutions exceptionnelles distinctes reste inva-
riant lorsqu’on effectue une substitution lincaire réversible a
coefficients constants sur les A,(z), M. Montel dit que les algébroides
correspondantes sont de la méme classe.

Nou- renverrons au Mémoire de M. Montel pour la définition de
I'ordre d'une valeur exceptionnelle et pour 'extension des propriétés
précédentes aux algébroides générales.
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CHAPITRE 1V.

THEOREMES GEMNERAUX.

Soit
Flu)=u+ A w1+ Ayuv—2+...+ Ay qu+ Ay

un polynome entier en u de degre v, dont les coefficients A, sont des
fonctions absolument quelconques d’une ou plusieurs variables ou
des quantités quelconques de nature arbitraire.

7. Envisageonsv valeurs uy, 4z, u,, .. ., u, distinctes de u, posons
F(ul)=fh F(us) =f‘2) [REY) F(uy) =ﬁ:

et remarquons que ce systéme d’équations définit une correspondance
biuniforme entre les coefficients A, d’une part et les quantités f,
d’autre part; il en resulte que toute 1dentite entre les f, entraine une
identite correspondante entre les A, ct inversement.

Considerons maintenant v -1 valeurs w,, w,, uay ..., u, de u,
posons '
(39) F(u) =/ (¢t=0.1,2,3

g ooy V)

et éliminons les A, entre ces v—+1 équations. Le résultat de I’élimi-
nation sera

=v

(40) Nasfi=q,

=0

les g, et Q étant toujours les déterminants connus rencontrés plusieurs
fois. Supposons que cette relation (40) se décompose (se déchire) en
deux ou plusieurs ayant des termes appartenant a (40) : par exemple,

=P =m =n =v
(41) Zq!fl=°9 2 q9:.fi=o, 2 q.fi=0, ..., Z 2.fi=Q
=0 1=+ =m+1 1=p+1

Ces égalités sont des identites par rapport aux variables dont
dépendentles f, mais non pas par rapport aux f, elles-mémes, puisque
les coefficients ¢, etant des déterminants de Vandermonde sont diffé-
rents de zéro. Chacune de ces identités (41) contenant au plus
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v termes et, par conséquent, v au plus quantités f, entrainera, d’aprés
la correspondance biuniforme signalée dans le numéro précédent [17],
une relation correspondante entre les A,
(42) Z oA, = a,

1=1,2, ,V

a coefficients constants a, et a qui sera une identité, non pas en A,,
mais par rapport aux variables dont dépendent les A,; en effet, si les
relations (42) élaient des identités par rapport aux A,, il en serait de
méme des relations correspondantes (41), grice a la correspondance
biuniforme signalec dans le numéro précédent.

Nous remarquons encore que I'unc des relations (41) est une con-
séquence des autres ct, par suite, I'une des relations linéaires entre
les A, correspondantes aux (41) sera une conséquence des autres.

Nous en concluons que la decomposition (déchirement) de I'iden-
tité (40) en d'autres (deux ou plusieurs) entraine l'existence d’une au
moins relation linéaire a coefficicnts constants entre les quantités A,.’
Nous avons donc le théoréme suivant :

Tutoreme V. — Soit
(43) F(u)=w+Au -1+ Auv-+...+ A qu+ Ay

un polynome entier en u, dont les coefficients A, sont des Sonctions
quelconques d’une ou plusieurs variables, et sotent Wy, Uy, Ugy + .oy
u, v +1 valeurs distinctes quelconques de u.

Le résultat de ’élimination des A, entre les équations

(45) F(u,) =/ (t=0,1,2,..,9)
ne saurait se décomposer (se déchirer) en d’autres identités que
dans le cas o ilexiste une au moins relation linéaire a coefficients
constants entre les coefficients A, [31] et [32].

18. Considérons maintenant une valeur quelconque de « et posons
(45) F(u)=/.

Le résultat de I'élimination de A, entre I'équation (45) et

(48" Fu)=fi (=1,2.3,..,")
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est
(46) 9f+ z 7:fi=Q,
=103 ¥
ou g est le déterminant
g=lult wdt .. ow, 1l (G=1,2,3, ..., V)

Si la valeur u est égale a une des valeurs données u,, uy, ..., u,,
P'un des déterminants ¢, sera visiblement nul et, par conséquent,
I'identité (46) sera déchirée.

Si la valeur « considérée est distincte des valeurs données u,,
I'identité ne saurait se déchirer que dans le cas ou il existe une au
moins relation linéaire a coefficients constants entre les A,. Si iden-
tité (46) était décomposable pour v valeurs u), u,, '\, ..., u, dis-
tinctes et diffcrentes des valeurs données u,, cela entrainerait ’exis-
tence de v relations linéaires a coefficients constants

(47) A+ apho+. ..+ ayAy= 1, (i=1,2,3,...,9)

Si nous posons
(48) F(u)=£" (i=123,...,v),

I'une des identités auxquelles se décompose le résultat de I'élimina-
tion des A, entre les équations

Flu)=/fi" e F(u)=fi (i=1,2,3,...,v)

contiendra nécessairement la quantité f" et, par conséquent, les rela-
tions (47) peuvent étre choisies de fagon a correspondre (moyennant

la correspondance biuniforme plus haut citée) a un systéme de relations
de la forme

(48) q(.“f,““‘quf'=° (t=1,2,3....,9).

Or, nous avons une correspondance biuniformc d’une part entre
les A, et les f, et d’autre part entre les A, et f'", il en résulte une cor-
respondance biuniforme entre les £, et f,". Donc, si les relations (47)
n’étaient pas distinctes, le systéme (47) aurait une infinité de solu-
tions en A, et il en serait de méme (& cause de la correspondance
biuniforme) du systéme (48), si nous y considérons les f' comme
inconnues; or, cela est visiblement absurde (comme il résulte d’ail-
leurs de la correspondance biuniforme entre les f, et fi').
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Nous en concluons que les v relations (47) sont distinctes et
donnent une seule valeur constante pour les A;; si, donc, les A; ne
sont pas toutes des constantes, il est impossible que 'identité (46)
soit décomposable pour plus de v — 1 valeurs de u différentes des u;.

Nous avons maintenant le droit d’appeler exceptionnelle toute
valeur pour laquelle le résultat (46) d’élimination est décomposable
et nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Tutorime VI, — Le résultat de l'élimination des coefficients A;
entre U'équation (45) ct les équations (45') ne saurait se décom-
poser (se déchirer) dans I’hypothése que les A; ne sont pas toutes
des constantes, pour plus dev—1valeurs de u distinctes des valeurs
données uy, ty, g, ..., u,. S'tlexiste de telles valeurs, elles seront
appelées exceptionnelles. Le nompre total des valeurs exception-
nelles est au plus égal @ 2v —1, les valeurs w,, uy, us, ..., u,

comprises | 31] et [32].

Envisageons maintenant deux valeurs exceptionnelles «' et u”;
alors, il y aura deux au moins relations linéaires entre les A; a coeffi-
cients constants, I'une L' correspondante & la [valeur «’ et 'autre L”
a la valeur «’. Nous n’avons, en effet, qu'a prendre pour L' la relation
qui résulte d’une identité ne contenant pas f'=1F(«') et comme L’
la relation qui résulte d’une identité contenant /' = F(u") et expri-
mant f” en fonction des f,, f2, f3, ..., fo.

Si, donc, il existe 4 relations linéaires entre les A; a coefficients
constants, le nombre des valeurs exceptionnelles distinctes de u,,
lay ..., 1, se saurait dépasser la quantité &, puisque a chaque valeur
exceptionnelle correspond une relation entre les A, qui lui est propre
(distincte des autres). Nous en concluons un nouveau théoréme :

Tueonime VII. — S’il existe k relations linéaires a coefficients
constants entre les A;, le nombre des valeurs exceptionnelles de u
ne saurait dépasser la quantité k -+ v, les valeurs u,, u,, ..., u,
(qui sont évidemment exceptionnelles) étant comprises | 31]et [32].

19. Les théorémes ci-dessus indiqués sont susceptibles d’une géné-
ralisation que nous allons exposer ici.

Envisageons un ensemble (E) de quantités telles que toute fonction
rationnelle d’éléments de (E) appartienne aussi a 'ensemble (E);
nous dirons alors que ces quantités constituent un corps.
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Cela posé, revenons a notre expression
F(u) = u¥+ A| w4+ Agu""+. .ot Av-g u -+ Av

et supposons que les valeurs données a « ne soient pas des constantes
mais, d’une fagon générale, des éléments d’un corps G, auquel n’ap-
partient pas 'un au motns des coeflicients A,; alors, tous les théo-
rémes du Chapitre actuel s’étendent, par la méme méthode et les
mémes raisonnements, aux éléments de ce corps. Cest ainsi que nous
avons les théorémes :

Tuaéoncve VII. — Soient w,, u,, us, ..., u, véléments d’un
corps G, auquel 1’ appartient pas U'un au moins des coef ficients A,.
Le résultat d’élimination des A, entre les équations

F(u)=f e F(u)=/f (E=1,2,3,...,9)

ne saurait se décomposer (se déchirer) pour plus de 2v — 1 valeurs
de u qui soient des éléments du corps G (les éléments u, compris).
S'il existe de telles valeurs, elles seront appelées exceptionnelles.,

TutonLme IX. — S’il existe entre les coeffi "ients A, k 1elations
linéaires dont les coefficients appartiennent au corps G, le nombr e
des éléments cxceptionnels du corps C ne saurait dépasser la
quantité k +v, les éléments u, étant compris [32].

Ezxemples particuliers. — Les deux théorémes ci-dessus énoncés
sont, par exemple, applicables lorsque le corps G comcide avec le
corps des fonctions rationnelles d'une ou de plusieurs variables,
tandis que un au moins des coefficients A, est une fonction transcen-
dante des mémes variables, puisque, dans ce cas, I'un au moins des
coefficients A, n’appartient pas au corps C.

Pour la méme raison, les mémes théorémes sont applicables lorsque
le corps C coincide avec le corps des nombres algébroides tandis que
I'un au moins des coefficients A, est un nombre transcendant.

Un autre exemple est celui ou le corps C est I'ensemble des fonc-
tions entiéres ou méromorphes d’ordre inférieur a p, tandis que I'un
au moins des coeflicients A, est une fonction entiére onu méromorphe

d’ordre p.



EXTENSION DU THKOREME DE M. PICARD ET DE SES GENERALISATIONS. 39

CHAPITRE V.

APPLICATIONS DES THEOREMES GENERAUX.

20. L’application des théorémes trés généraux du Chapitre précé-
dent a Pextension aux algébroides multiformes des théoremes de
M. Picard et de -es généralisations permettra de préciser les théo-
rémes du Chapitre Il par la détermination des cas out nous pouvons
diminuer la borne supérieure du nombre total des valeurs exception-
nelles.

Revenons d’abord au théoréme I du Chapitre IlI. Nous n’avons
plus besoin de faire jouer un réle particulier aux valeurs excep-
tionnelles formelles; il nous suffit de nous rappeler que leur nonibre
est au plus égal & v—1, lorsque la fonction w=a(z) n’est pas
algébrique.

Considérons, en effet, v+ 1 valeurs exceptionnelles quelconques
Uy; Uy, Ugy - .., Uy, ce qui nous donne les équations

(49) F(z, u,) = P,(3) et (I=0,1,2,3,...,v),

ou certains exposants (dont le nombre sera au plus v —1) peuvent
étre des constantes. L’élimination des A,(z) entre ces équations (49)
nous conduit toujours a I'identité (en z)

(50) Y . P(a)em=Q,

du les g, et Q sont toujours les déterminants bien connus et certains
termes du premier membre (dont le nombre est au plus égal a v —1)
peuvent étre algébriques.

Or, d’aprés le cas particulier signalé dans le n° 5" du Chapitre I
(cas de possibilité des identités de M. Borel), I'identité (30) sera
déchirée en deux ou plusieurs aulres et, par conséquent, d’aprés les
théorémes généraux du Chapitre précédent, la valeur u, seraavec les
autres u,, 42, ..., u, exceptionnelle dans le <ens plus général du
Chapitre IV, ce qui entrainera une, au moins, relation linéaire a coef-
ficients constants entre les A, (3).

En appliquant donc tous les théorémes du Chapitre IV a l'ex-
tension aux algébroides multiformes: des théorémes de M. Picard et
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de ses généralisations, nous obtenons immédiatement de nouveaux
théorémes d’extension plus précis que ceux du Chapitre III, a savoir :

Tutoreue X (précisantles théorémesletll). — Soit u = a(s) une

algébroide quelconque av branches d’ordre fini p, définie par
Uéquation

(51) F(3, u)=w+Ai(3)u-1+ Ay(B)u2+...+ Ay (3 u + Ay(3) = 0.

S’il n’existe aucune relation linéaire @ coefficients constants
entre les coefficients A, (z) Ualgébroide u—a(z) prend, dans le
domaine de Uinfini, toutes les valeurs, sauf, peut-étre,v +1 au
plus (Uinfini compris), c’est-a-dire la borne supérieure du nombre
des valeurs exceptionnelles est abaissée au lieu de 2v.

S’tl existe k relations linéaires distinctes a coefficients cons-
tants entre les coefficients A,(z), le nombre des valeurs exception-
nelles est au plus égal a v+ k, U'infini non compris. Cette préci-
sion a été énoncée pourla premiére fois par M. Th. Varopoulos dans
une communication insérée dans les Comptes rendus (1923) [31]

et [32].
Tutorime X1 (précisant le théoréme Il du Chapitre III). — S’i/

n'existe aucune relation linéaire & coefficients constants entre
les A,(3), la densite des zéros de la fonction u = a(z) ne saurait
étre d’ordre inférieur ap pour plus de v 41 valeurs de w, Uinfini
compris.-S’il existe k relations, le nombre des valeurs exception-
nelles ne saurait dépasser k +v, U'infini non compris.

Abordons maintenant le probléme de la précision du théoréme IV
(Chapitre 11I), en adoptant toujours la définition suivante :

Soit ¢(z) une fonction entiére ou méromorphe. Nous dirons quela
densité des zéros ou de- infinis de la fonction algébrowde

u—o(z)=a(z)—¢(z)

est d’ordre p, lorsqu’il en est de méme de la densité.des zéros ou des
poles de la fonction entiére ou méromorphe

F[z, ¢(3)] = [¢(3)]"? + A (3) [ ()P +. . 4 A (3) 9(8) + Ay(3).

Nous n’avons maintenant qu’a appliquer les théorémes géné-
raux VIl et IX du Chapitre précédent a la méthode qui nous a con-
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duit a démontrer le théoreme 1V du Chapitre Il pour le préciser et
aboutir au théoréme suivant :

Tutorime XII (précisant le théoréme IV du Chapitre 1II). —
Soit u = a(z) une algébroide transcendante multiforme d’ordre p,
définie par U'équation

F(z u)=u’+ A (3)u1+ A, (3)u'—2+. ..+ Ay 1 (B u + Ay(3).

S’il n’existe entre les A,(z) aucune relation lincaire dont les coef-
ficients sont des fonctions entiéres méromorphes d’ordre inférieur
a p, il est impossible de trouver v —+1 fonctions entiéres ou méro-
morphes

%:(3) (i=1,2,3,...,v+1)

telle que la densité des séros et des infinis de toutes les fonctions
u—¢,(3)=12a(z)— ¢, (3) (i=1,2,3,...,v41)

soit d’ordre inférieur a p.

S’il existe entre les A,(s) k relations linéaires distinctes dont
les coefficients sont des fonclions entiéres ou méromorphes d’ordre
inférieuraop, le nombre des fonctions exceptionnelles ¢ (z) ci-dessus
définies |telles que la densité des zéros et des infinis de u — ¢(z)
soit d'ordre inférieur a o] ne saurait dépasser la quantité k—+v

[31] et [32].

11 est clair que, pour la démonstration de ce théoréme, nous avons
appliqué les théorémes XI1II ¢t IX en prenant comme corps Cle
corps constitué¢ parI'ensemble des fonctions entiéres ou méromorphes
d’ordre inférieur a o. Il est & peine utile de remarquer que l'utilisation
du corps constitué par l'ensemble des fonctions rationnelles nous
aurait conduit a un théoréme particulier évident qui est un cas de
celui que nous vcnons d’énoncer.

Nous remarquons aussi que, pour la méme démonstration, nous
faisons usage de la proposition d’aprés laquelle toute expression
rationnelle des fonctions entiéres ou méromorphes d’ordre inférieur
4 p nous donne une fonction entiére ou méromorphe qui est aussi
d’ordre inférieur a p.

21. Nous avons maintenant tous les moyens nécessaires pour
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établir une nouvelle généralisation importante du théoréme de
M. Picard par l’extension aux algébroides multiformes de la proposi-
tion de M, Borel que nous avons indiquée dans le n° 13 du Cha-
pitre 1L

Dans I'équation F(z, «) = o qui définit notre algébroide u = a(z)
chassons les dénominateurs et mettons-la sous la forme

(41) ®(3, u)=Ei(z)uw+ E;(z)u"1
+ Ey(z)u-2+.. .+ Ey4(3)u+E,(3)=o0,

ou tous les coefficients E,(z) sont maintenant des fonctions entiéres
(et non méromorphes). Nous adopterons toujours la définition que,
étant donnée une fonction ¢(z) entiére ou méromorphe, nous dirons
que la densité des zéros de l'algébroide

u—9(z)=a(z)—9(s)

est d’ordre p; lorsqu’il en est de méme de la fonction méro-
morphe ®[z, ¢(z)].

11 est bien entendu que l'on suppose que les coefficients E;(z)
sont supposés, sans diminuer la généralité de la question, premiers)
entre eux, c'cst-a-dire qu’ils n’aient pas des zéros communs.

Nous appelons toujours ordre le plus grand des ordres des coeffi-
cients Eo(z), E (2), E2(3). ..., E,(2): supposons que notre algé-
broide 1« = a(z) soit d’ordre p.

Nous démontrerons (que toute fonction o( z) entiére ou méromorphe
d’ordre inférieur a p et telle que la densité des zéros de la fonc-
tion « — %(3) soit d’ordre inférieur & o doit étre considérée comme
exceptionnelle.

Les fonctions ¢ (3) d'ordre inférieur a p qui sont telles que lafonc-
tion ®[ z, o(3)] soit d’ordre inférieur a p sont évidemment exception-
nelles et seront toujours appelées formelles; leur ncmbre est tou-
jours au plus égal & v —1, puisque, dans le cas contraire, tous les
coefficients

E,(2) E,(3) E (2) Ev(z)
(51) E) Ba(s) Eo(s)’ By (3)

seraient d’ordre inférieur a p, ce qui est contraire & notre hypothése.
En effet, si nous avions v fonctions ¢,(3), ¢a(3), ..., 9o(3)
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exceptionnelles formelles, nous aurions les v équations
[ 2, 9.(2)] = fi(3) (i=1,2,3,...,v)

ot les £,(3) sont des fonctions entiéres ou méromorphes d’ordre infé-

rieur a p, et la résolution de ce systeme par rapport aux coeffi-
E

cients E’EZ) donnerait évidemment des fonctions d'ordre inférieur a .
0

Cons:derons mointenant une autre fonction exceptionnelle u =¢(3)
non formelle; alors, la densité des zéros de la fonction F[z, ¢(3)]
sera d’ordre inférieur a p; mais il en sera de méme de la densité des
poles de ®[z, o(z)], puisque cette fonction, lorsqu’elle est méro-
morplie, ne peut avoir comme dénominateur qu'une puissance du
dénominateur de la fonction «(z). 1l en resulte que la densité des
poles de la fonction @[3, ¢(5)] ne saurait étre d’ordre supérieur a

celui des poles de la fonction ¢ (z) qui est d’ordre inférieur a p. Nous
aurons donc

®[z, ¢(3)] =Sf(5) ",

ou la fonction f(z) sera méromorphe ou entiére d’ordre inférieur a p
(quotient de deux produits canoniques de Weierstrass d’ordre infé-
rieur a p).
Cela posé, supposons qu'il existe v +2 fonctions exceptionnelles
non formelles (intrinséques) 9o(2), 21 (2), 92(2); « ++ 5?4 (2)s Pvpr (3)-
Nous aurons alors les équations
(52) @[z, ¢, (5)] = fi(z)eM (i=0,1,2,3,...,v,v+1)

et I'élimination entre elles des v+ 1 coefficients Eo(z), E,(3), ...,
E.(2) nous conduit a 'identité

(53) 2 7lfl(z)en'“'=0v

1=0,1,2,3, .,V+I
oules g;sont toujours des déterminants de Vandermonde d’ordre v 41

% Y M SN 1) I
1 tp‘;—' P4 . P 1
gi=| %, ?”" Py e Bt 1
Prer Py Pep v P T

v v—2
Porr P Bpr cee Pvnr B
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L’identité (53) n’est possible que dans les deux cas suivants :

o/. La différence de deux exposants quelconques H,(3) est un
polynome de degré inférieur a p; dans ce cas, le rapport de deux
termes quelconques de (33) est d’ordre inférieur a p, et, par consé-
quent, tous les seconds membres des équations (32) peuvent se
mettre sous la forme

Q.(z) e,

ou les Q,(z) sont des fonctions entiéres ou méromorphes d’ordre
inférieur a p. Dés lors. larésolution du systéme

®[z, 9,(3)]= Q.(3) el (i=o0,1,2,3,...,)

par rapport aux coefficients Eo(3), E,(2), E2(z), ..., E,(3) montre
que tous les E, (z) seront de la forme

E,(3) = R,(3) elul2),

ou les R,(z) sont des fonctions entiéres ou méromorphes d’ordre
inférieur & p. Or, cela est absurde, puisque, en divisant par e les

membres de I’équation
P(z,u)=o,

nous voyons que l'algébroide donnée coincide avec 1’algébroide
définie par I'équation

Ro(z)u’+ Ry(z)u—!-+ Ra(2) e+ ...+ Ry (3)u + Ry)3) =0

qui est d’ordre inférieur a p, puisqu’il en est de méme des coeffi-
cients R, (3). Ce cas est donc inadmissible.

B'. L'identité (53) se décompose en d’autres; dans ce cas, nous
n’avons pas besoin d’exclure les fonctions exceptionnelles formelles
et, par conséquent, les v + 2 fonctions exceptionnelles, que nous
considérons, sont quelconques (formelles ou intrinséques).

Or, il est clair que toute la théorie du Chapitre précédent s’étend
a I'expression de forme plus générale

P(z,u) =Ejuw+Ejw 1+ Eyuw 2+...+E,u+E,,

pourvu que le nombre des valeurs données a u (ou des éléments du
corps C attribués a u) soit v+ 2 au lieu de v + 1.
Le résultat de I'élimination aura toujours les mémes propriétés
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avec la seule différence que les nombres 2v et v + k seront augmen-
tés d’1ne unité, vemplacés respectivement par 2v +1 et v 41 + k;
cela uient & ce que le nombre des quantités & éliminer est maintenant
égal av 41 au licu de v.

Le nombre K des relations linéaires, entre les E,, a coefficients
appartenant au corps G, est encore au plus égal a v, parce que ces
relations entre les E, seront homogénes et, par conséquent, si nous
avions v telles relations distinctes entre les E,. elles, résolues par
rapport aux v quantités

E, E, E; E,
E B OB T OE

nous auraient donné des éléments du corps C. Or, ceci est contradic-
toire & notre hypothése que I'une au moins de ces quantités n’appar-
tient pas au corps C.

Le corps C, que nous c¢nvisageons ici, est constitué de toutes les
fonctions entiéres ou méromorphes d’ordre inferieur a p. Les consi-
dérations ci-dessus indiquécs nous conduisent a la conclusion que les
éléments 9,4, 91, 92, 935 ..., ¢,,, du corps C sont des fonctions excep-
tionnelles relativement au theoreme général concernant la décompo-
sition de la relation (53), et, d’apres le méme théorcme, le nombre
des éléments du corps G exceptionnels et distincts des 9,(3), ©2(3),
93(%), -y ¢y41(3) ne saurait depasser la quantite K qui designe le
nombre des relations linéaires et homogeénes a coefficients appartenant
au corps G entre les fonctions E, (z).

Nous avons donc obtenu le théoreme suivant :

Tutoreve XIII. — Soit u = a(z) une fonction algébroide quel-

\

conque d’ordre fini p a v branches, définie par Uéquation
F(z, u)=Ey(3)u'+ E((3)u-1+Ey(zs)ur+.. .+ E,_(3)u+ E\(3) =0,

il est impossible de trouver 2v + 1 fonctions entiéres ou méro-

morphes
2,(3) (i=1,2,3,...,2v+1)

telles que la densité des zér os de toules les fonctions
Fl3,0,(3)] (i=1,2,3,...,2v+1)

soit d’ordre inférieur a p.
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S’il existe de telles fonctions ¢,(z), elles seront appelées excep-
tionnelles. Leur nombre, d’'une facon plus précise, ne saurait
Jjamais dépasser la quantité v+ 1+ k, ot k désigne le nombre
des relations, entre les E,(3), linéaires et homogénes dont les
coef ficients sont des fonctions entiéres ou méromorphes d’ordre
inférieur a p.

CHAPITRE VL

THEOREMES ANALOGUES DE LA FHEORIE DES NOMBRES.

22. Le théoréme d’Hermite-Lindemann. — Nous allons, dans ce
Chapitre, appliquer les idées les méthodes et quelques théorémes des
Chapitres précedents a la théorie des nombres pour établir des résul-
tats analogues a ccux de la théorie de~ fonctions.

On doit a Hermite (Comptes rendus, t. 7T, 1873) une célébre
méthode pour etablir la transcend ince de quelques nombres impor-
tants en Analyse; ainsi Iermite a démontré la transcendance du
nombre e et le mathématicien Lindemann, s’inspirant par le pro-
cédé suivi par Hermite, a établi la transcendance du nombre =
(Mathematische Annalen, vol, 20, 1882, p. 213). Les démonstra-
tions de ces deux géométres ont été simplifiées par M. David Hilbert
(Gottinger Nachrichten, 1893).

M. Lindemann a, a cette occasion, établi un théoréme d’une
grande importance, a savoir :

Si les nombres a,, aa, ..., ay, Ay, As, ..., Ay sont algébriques,
l'égalité
(1) Ajerit+-Aye* .. .+ Ayetv=0

entraine la nullité de tous les coefficients A,.

Ce théoréme présente une analogie visible avec le théoréme de
M. Borel, qui nous a servi de base pour I'extension aux algébroides
multiformes du théoréme de M. Picard et de ses généralisations.
Cette analogie suggére l'idée que le theoréme ci-dessus indiqué
d’Hermite-Lindemann joue dans la théorie des nombres un réle
analogue a celui du théoréme de M. Borel dans la théorie des fonc-
tions.
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Envisageons un polynome P (u)
(2) Pu) = w4+ yu’'=t 4+ Y2 2. . Yy U+ Yy,

ou les cocfficients y, ne sont pas tous des nombres algébriques et une
équation de la forme

(3) P(u)=Ae%,

les nombres A et « étant algébriques. L.e second membre de cette
équation sera, conformément au théoréme de M. Lindemann, un
nombre transcendant lorsque I'exposant a n’est pas nul.

Nous démontrerons que les racines de I'équation (3) sont, en
général, des nombres transcendants et qu’une telle équation admet-
tant des racines algébriques doit étre regardée comme exception-
nclle.

Je commence par remarquer que le polynome P(u) ne saurait
étre un nombre algébrique pour plus de v —1 valeurs algébriques
de u. Supposons, en cffet, qu’il existe v nombres algébriques
Uyy Uy Uy, ..., i, tels que les nombres

(4) plu)=A, (i=1,2,3,...,v)

soient algébriques A, alors, la résolution de ces équations (4) par
rapport aux coefficients y,, y2, .. , y, donnerait pour eux des valeurs
algébriques, ce qui est en contradiction a I'hypothése que l'un au
moins des coefficients y, est transcendant. S’il existe de telles valeurs
de «, elles sont visiblement exceptionnelles et correspondent aux
valeurs formelles des Chapitres precédents.

Envisageons maintenant les valeurs algébriques de u pour lesquelles
le polynome P(u) est un nombre transcendant de la forme Ae®, ol
les nombres A et « sont algébriques. Supposons qu’il en existe v 41
telles valeurs u,, wi, wa, s, ..., w, distinctes de w«; alors nous
aurons les égalités.

(5) P(u,)=A,ex (i=o0,1,2,3,...,v),
ou les A, et a, sont des nombres algébriques et les exposants a, sont

tous différents de zéro. L'élimination des coefficients y, entre les v—-1
équations (5) nous conduit a I'égalité

(6) quoe“o+qlAie“-+q,A,e¢s+...+qvAVelvzq,
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ou les g, et’g sont les déterminants de Vandermonde rencontrés dans
les Chapitres précédents, et comme les exposants o, sont différents
de zéro, I'égalité (6) est bien de la forme du théoréme d’Hermite-
Lindemann. Il faut cependant remarquer que les exposants 2, ne sont
pas nécessairement différents entre eux et il peut arriver que certains
’entre eux soient ¢gaux; dans ce cas, il y aura des réductions dans
le premier membre de (6), les réductions peuvent étre telles que
aucun des coefficients primitifs ¢, restc intact: mais quelles que
soient ces réductions, le seul terme algebrique, qui constitue le
second membre de (11), ne subira aucune reduction et restera intact.

Aprés toules les réductions possibles, notre égalité (6) prendra la
forme stricte exigée par le théoréme de Lindemann

7) a e*tta, e*ut. .. -ay e*u=gq,

ou les exposants a,, sont distincts (différents entre eux) et les coeffi-
cients a, sont toujours des nombres algébriques; les coefficients a,
peuvent éire nuls mais le second membre ¢ est sirement différent de
zéro et, par conséquent, d’aprés le théoreme de Lindemann, I'éga-
lité (7) est impossible. Nous en concluons le théoréme suivant :

Tutorime X1V, — Soit
P(u) =t 4 U= 4 Yot 2o - Yymg U+ Yy

un polynome entier de degré v dont les coefficients y, ne sont pas
tous algébriques (un au moins est transcendant). S'il existe des
valeurs algébriques de u pour lesquelles P(u) est un nombre
transcendant de la forme Ae%, oi les A et o sont algébriques,
elles doivent étre considérées comme exceptionnelles, puisque leur
nombre ne saurait jamais dépasser la quantite v.

Le nombre total des valeurs algebriques de u pour lesquelles
P(u) est algébrique ou transcendant de la forme Ae* est au plus
égal & la quantité 2v —1 [16].

Ce théoréme est visiblement semblable a I'extension aux algé-

broides multiformes du théoréme de M. Picard et de ses généralisa-
tions.

23. Gsnéralisation du théorsme précéd;nt. — Le théoréme ci-dessus
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énoncé s’étend facilement aux valeurs de « pour lesquelles le
nombre P(u) est plus généralement de la forme

Plu)=Aj et + \je% + AgeXat...+ \, g%,

les nombres A, et «, toujours algébriques et les exposants «, étant
tous differents de zéro.

En effet, I'élimination des 7. entre les équations
(6" P(u,)= e+ A, etut-.. . — Ay, €%n,

nous conduira a Iégalité

(7" 2 Gi(Ap et A etnt.. .+ Ay etn) =¢q,

1=0,1,%,3, ,,v

dans laquelle, quelles que soient les réductions qui peuvent s’effec-
tuer dans le premier membre (entre les termes qui ont le méme
exposant) le seul terme algébrique, qui restera invariable, sera le
second membre g, qui n’est jamais nul. Donc, d’apres le théoréme
d’Hermite-Lindemann, cette é¢galité (7) est impossible el nous obte-
nons la généralisation suivante du theoreme précédent :

Tutorrve XV. — Les valeurs algébriques de u pour lesquelles
le nombre P(u) est de la forme

P(u) = \jeth+ A,etr4 Ageds+...+ A, €%n,

oit les A, et a, sont algébriques, doivent étre considérées comme
exceptionnelles, puisque leur nombie total ne saurait jamais
dépasser la quantité 2y —u, les valeurs formelles comprises [16].

Nous avons ici la borne supérieure 2y —1 au lieu de 2v, que nous
avions dans la théorie des fonctions, parce que la valeur infini n’a
pas a intervenir dans la théorie des nombres.

Ce théoreme comprend le precedent comme cas particulier corres-
pondant a n =1. Les valeurs exceptionnelles formelles correspondent
au cas ou tous les exposants 2, sont nuls.

Nous pouvons résumer les deux théorémes XIV et XV en disant
qu'un nombre algébrique u, doit étre considéré comme excep-
tionnel lorsque l'on a

P(u‘) = Aj e*+ Ag e%* +...+ A,e’-
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quel que soit Uindice n, ou les A, sont algébriques et les expo-
sants a aussi algébriques ou bien tous différents de zéro ou bien
tous nuls (16).

Le théoréme XV nous permet de conclure qu’il faut considérer
comme exceptionnelle toute valeur algébrique de u pour laquelle le
nombre P(«) soit de la forme : sina ou cosa, a étant un nombre
algebrique.

2%. Précision du maximum du nombre des valeurs exceptionnelles.
— Nous pouvons préciser le maximum du nombre des valeurs excep-
tionnelles relatives aux deux theorcmes XIV et XV en appliquant les
théorémes géneraux du Chapitre IV a la théorie des nombres.

Pour realiser cette application nous n’avons qu’a prendre comme
corps C le corps conslitue par tous les nombres algébriques; alors,
un au moins des coefficients ;, du polynome P(u) n’appartient pas a
a ce corps G et lapplication en question se fera immédiatement,
parce qu’il est a peine utile d’ajouter que, dans la théorie du Cha-
pitre IV, les coefficicnts du polynome P(«) ne doivent pas étre
nécessairement des fonctions : ils peuvent étre des quantités quel-
conques dont 'une au moins ne soit pas un élément du corps. Nous
avons donc le theoréme suivant :

Tutoreme XVI [31] et [32]. — Le nombre des valeurs excep-
tionnelles relatives aux theéorémes X1V et \V ne saurait jamais
dépasser la quantité v dans le cas ot il n’existe pas entre les
coefficients y, de P’(u) des relations linéaires a coefficients algé-
briques. S’il existe k telles relations, le nombre des valeurs
exceptionnelles ne saurait dépasser la quantité k + v.

Nous devons seulement donner quelques explications pour la pré-
cision du théoréme NV, puisqu’il ne correspond a aucun des théo-
rémes de la théorie des fonctions jusqu’ici exposés.

Envisageons v -1 valeurs exceptionnelles algébriques w,, w,, u,
us, ..., i, quelconques formelles ou non, c’est-a-dire telles que les
nombres P(«,) soient ou bien algébriques ou bien transcendants de
la forme

Aje*s+ Ase*r+...+ A, e% (o # 29 Z U377 ... 7Z ap 5% 0),
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ou les coefficients A; et les exposants o; sont tous -algébriques.

Nous avons plus haut démontré Pimpossibilité de 'égalité (7'),"
qui est le résultat de ’élimination des y; entre les équations (6'),
dans le cas ou aucune des exceptionnelles u, n'est formelle. Donc,
le cas qui nous intéresse ici est celui ou les exceptionnelles non for-
melles ne sont pas exclues et, comme le nombre des exceptionnelles
non formelles est au plus égal a v (cela est démontré), il en résulte
que, parmi les exceptionnelles considérées w;(i =0, 1,2...,v),’'une
an moins est formelle (c’est-a-dire telle que le nombre f(u) soit
algébrique).

"~ Nousen concluons que dans le premier membre de égalité (7') il
y a au moins un terme P(«,) qui est algébrique: et ces termes algé-
briques ne peuvent se réduire qu'entre eux etle second membre g et,
par conséquent, la somme des termes algébriques (le second

méme parcnthése sont irréductibles. = “\gﬂ;‘ﬂ‘\?ﬂ’-
Nous en déduisons que, grice a l'intervention des excep! onyelles ?\J\{ES
formelles, I'égalité (') sera déchirée (dans le sens indiqué\ddny Jes
chapitres précédents) et, par conséquent, 'application des the
généraux du Chapitre 1V nous conduit au théoréme XVI.

TR
“l.x//

23. Nouvelle généralisation du théoréme de M. Picard et de son
extension aux algébroides multiformes. — Nous pouvons établir,
pour la théorie des fonctions, un théor¢me analogue au théoréme XV,
qui donnera une nouvelle généralisation du théoréme de M. Picard
et de son extension aux algébroides multiformes.

Soit u = G(z) une fonction entiére et supposons, pour fixer les
idées, qu’elle soit d’ordre finip. Toute valeur de « pour laquelle nous
avons

G(3) — u = fi(2) eMld) + f(3) M3 4 f3(3) eMats) 4. .+ fr(3) eMal2),
ot les coefficients f;(z) sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur

ap et les exposants des polynomes de degré o, doit étre considérée
comme exceptionnelle quel que soit 'indice n. Si, en effet, il y avait
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deux telles valeurs «, et s, nous aurions

G(a)—m= X fuelwil,  Ga)—uy= N fuet?,

t=1,2,3, . ,n =123 ,ng

et I'élimination de G(3) entre ces deux équations nous donnerait le

résultat
Uy— Uy = 2 f” el 3) — Z f!z ella'2)

=12 ,ny 1=1,2, ,ng

Ou cette égalité est impossible, d’aprés le théoréme de M. Borel,
puisque les termes du second membre peuvent subir des réductions
quelconques entre eux mais sans pouvoir jamais donner, aprés toutes
les réductions, des termes d’ordre inferieur o p et non nuls. On en
déduit le théoréme suivant :

Tutornuve X VL. — Soit une fonction entiére u = G(3) supposée,
pour fixer les wdées, d’ordre fini p. Il est impossible d’avoir deux
valeurs fintes de u pour lesquelles la fonction G(z) — u soit de la
Jorme

G(2)—u = f1(3)eMid) 4 f,(z) eM3) + f1(2) eMalsl . |+ fr(3) eHnls),

ot les coefficients f, (z) sont des fonctions entiéres d’ordre infé-
rieur a p et les exposants des polynomes tous de degré égal a p et
Uindice n quelconque. 11 y ala un nouveau cas d’exception qui est
unique et qui ne concerne pas la densité des zéros, puisque, dans le
cas ou n > 1, l'expression

S Aceyen

t=1,2,%, ,n

supposée irréductible [c’est-a-dire la différence de deux expo-
sants H,(z) est toujours du méme degré p| ne saurait étre égale a
une fonction dont la densité de zero soil d’ordre inferieur a p. En’
effet, s'il n’ctait pas ainsi, on aurait une identité telle que

(8) Fi(5) M3+ f,(2) W)+ .+ fo() €M) = f(7) eMis),

ou f(z) désigne une fonction entiére d’ordre inférieur a p. Nous djs-
tinguons deux cas : ou bien aucune réduction n’est possible parmi les
termes de l'identité (8), ce qui, d’aprés le théoréme de M. Borel,
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entraine les égalités

Ji(z)=fa(z) =...=fa(3)=f(z) =0,

contradictoires a I'hypothése n > 1;

Ou bien le terme f(z)e"¢ peut se réduire avec un terme du pre-
mier membre, par exemple avec f,(z)e"*: alors, il ne saurait se
reduire avec un autre, parce que le premier membre de (8) est
supposé irréductible. Nous aurons donc

H(z)— Hy(3) = P(3),
P(3) étant un polynome de degré inférieur a p. On en déduirait
(9) [fi(z) — f(3) eP13)] eMa)+ fi(3) e ..+ fr(3) eWnl® = 0.

Aucune réduction n'étant plus possible, cetie derniére identité
entrainerait, d’apres le théoréme de M. Borel, les égalités

f2(3)=1i(3)=fi(3)=...= fu(3) =0, Si(z) =f(3)eP?,

ce qui est en contradiction avec notre hypothése que le nombre des
termes distincts de I'expression

D\ filz) etin

est au moins égal a deux (2).
Nous avons donc, dans le cas de » >>1, un fait contraire a celui
. , . . . .

qui caractérise le cas d’exception usuel de M. Picard.

St uy est valeur exceptionnelle dans le sens nouveau corres~
pondant @ n > 1, la densité des points du plan s, ot la fonction
G (3) prend cette valeur u, est toujours (siirement) d’ordrep.

Revenons maintenant a I'algébroide « = a(z) multiforme d’ordre p
et a v branches définie par I'équation

F(z, u) = w4+ Ay (3 v+ Ay (3)uw ...+ Ay (3)u + Ay(2) = o,
et supposons qu'il existe v + 1 valeurs finies u,, uy, Uz, ..., u;de u
telles que I'on ait

(9) F(3, w,) = fur (3) el f,5(2) eWale) - fi3(2) eMnalo) .. .4 fin,(5) eMin (o)
(E=0,1,2,....9),
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ou tous les exposants sont des polynomes de degré p tandis que les
coefficients f,,(z) sont tous des fonctions entiéres d’ordre inférieur
a p. Alors, I'elimination de A,(z) entre les v + 1 équations (9) nous
donnera l'identité

(10) Y Glfa(a) i s fra(z) Ml i (5) eMn] = ¢

1=0,1,2,, . Vv

ou les g, et g sont toujours les déterminants de Vandermonde des
chapitres précédents, ct nous n’avons qu’a répéter les raisonnements
faits plus haut dans la démonstration du théoréme analogue de la
theorie des nombres pour arriver a la conclusion que le second
membre ¢ restera invariable et constituera le seul tcrme d’ordre
inferieur a g dans la forme definitive que prendra l'identite (10) aprés
toutes les réductions possibles qui peuvent avoir lieu entre les termes
partiels du premicr membre et, par conséquent, l'identité est,
d’aprés le théoreme de M. Borel, impossible. Nous avons donc :

Tutoneme XVII. — Les valeurs de u pour lesquelles l'expres-
sion ¥ (3, u) est de la forme

F (3, u) = f1(3) MDD+ fr(2) M3 4. .+ fr(2) efnld),

ou tous les exposants sont de degré p, tandis que les coefficients
sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur a p, sont exception-
nelles quel que soit Uindice n, et le nombre de ces valeurs excep-
tionnelles ne saurait jamais dépasser la quantité v, que est le
nombre des branches de ’algébroide u = a(z) considérée [16].

Il est facile, par la méme méthode toujours, de démontrer qu’il
faut, dans des cas tres généraux, considérer aussi comme exception-
nelles les valeurs de u pour lesquelles I'on ait

(1) F(z, u)=f(3) = f1(3) eM? 4 fo(3) €M) 4. . .+ fr(3) elald),

ou tous les exposants’ H,(z) sont des polynomes de degré p et les
coefficients f(z) et f,(3) sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur
a p. Il en est, bien entendu, de méme de la théorie des nombres. 11
est a peine utile d’ajouter que tous ces cas d’exception ne se présentent
que lorsque 'ordre p est un nombre entier.
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CHAPITRE VII.

EXTENSION DU THEOREME DE M. PICARD A UNE CLASSE D.E FONCTIONS
AYANT UNE INFINITE DE BRANCHES.

26. Considérons 1’équation

(12) F(z, u)=Ao(z)+A,(z)u+A,(z)u’+....
+ Ay (3)u'-1+ uV—i-:zqa(z, u) =w,

ou les A,(z) sont des fonctions entiéres dont une au moins est
d’ordre p, les autres élant d’ordre égal ou inférieur a p et ¢(z, u)
désigne une fonction ayant les propriétes suivantes :

1° Elle est une fonction entiére de z, pour toute valeur finie de u,
d’ordre inférieur a p;

2° Elle est, pour toute valeur de 35, une fonction quelconque de u«
(uniforme pour fixer les idées) soumise a la seule 1estriction qu’elle
assure I’existence d’une fonction « = «v(5) définie moyennant I'équa-
tion (12). Si ¢(s, u) n’est un polynome (ou fonction rationnelle)
en u, la fonction multiforme « = w(z) aura, en général, unc infinité
de branches;

3° ¢(z, u) ne devient infinie pour aucun systeme de valeurs de z
et u. Nous appellerons toujours valeur exceptionnelle formelle toute
valeur de « pour laquelle la fonction [F(:, u) est d’ordre inférieur
4 p; leur nombre sera toujours au plus égal a v — 1.

Excluons pour le moment ces valeurs exceptionnelles et supposons
qu'il cxiste v -+ 1 autres exceptionnelles o, ui, uy, us, ..., uy; alors,
notre méthode d’élimination nous conduira a I'identité

) Y afi(z)ems

1=0,1,2,3,. ,Vv

=¢q + z[go0(z, us) + 9y 9(3. 1))+ 02 9( 3 ,Uus) +...+ 9y 9(3, uy)]

qui entraine, d’aprés le théoréme de M. Borel, la nullit¢ du second
membre, qui ne peut pas se réduire avec les termes du premier qui
sont tous d’ordre o (a cause de I'exclusion des valeurs exceptionnelles
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formelles). Or, le second membre de (12) ne saurait étre identique-
ment nul, puisque pour z =o il prend la valeur ¢ qui est différente
de zéro (déterminant de Vandermonde), et, par conséquent, I'iden-
tite (13) est impossible.

Remarquons que le méme résultat subsiste si le terme 30(3, u) se
remplace par une fonction quelconque ®(z, «) admettant au moins
une racine 3 = a indépendante de « et ayant toutes les propriétés
plue haut indiquees. Nous avons, donc, le théoreme suivant :

Tuvorewr XVIIL. — Soit u=w(3) une fonction définie par
l’équation

F(2. 1) = 80(2) + Ay () + Ag(3)ut 4.t Ay (D) 0¥t 4w/ o+ B (3, 0) = 0,

ot les A,(3) sont des fonctions entiéres dont l'ordre maximum
est p, et ® (s, u) une fonction entiére de z et d’ordre inférieur ap
pour toute valeur finiec de u et quelconque de u, admettant une
racine 3= a indépendante de u.

Alors, la fonction u = w(z) prend toute valeur donnée en une
infinité de points dont la densité ne saurait étre d’ordre infé-
rieur a o pour plus de 2v — 1 valeurs finies de u [12].

Nous voyons que l'extension aux algébroides multiformes du
théoréme de M. Picard et de ses géneralisations s'étend, sans aucune
modification, & une classe tres étendue d’autres fonctions multi-
formes, qui ont, en général, une infinité de branches.

27. Considérons maintenant une équation de la forme
(13') F(3, u)=0o(tt) + oy () A{(3) +03(u)As(3) +...+c,(u)Ap(3) =0,

ouless,(z)etles A,(z) désignent des fonctions enticres; pourles A, (3)
nous supposerons, pour fixer les idées, qu’elles soient d’ordre fini
et nous désignerons par p le plus grand des ordres des A,(3z).

Si 'une au moins des o,(u) est une transcendante entiére, I'équa-
tion (13) définit une fonction multiforme u= m(3) qui n’est pas
algébroide. Nous établirons une certainc extension a ces fonctions
non algébroides du théoréme de M. Picard et de ses généralisations.

Une valeur u = u, sera appelée exrceptionnelle lorsque la densité
des zéros de la fonction entiére F( 3, u,) est inférieure a p. La méme
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valeur u, sera appelée exceptionnelle formelle lorsque la fonc-
tion F(z, u,) elle-méme est d’ordre inférieur a ». Deux valeurs w,
et u, seront appelées équivalenteslorsque le rapport F(z, u,) ! F (352 u,)
est d’ordre inférieur a p : si 'une est exceptionnelle, I'autre l'est
aussi.

Supposons d’abord qu'il existe v valeurs exceptionnelles for-
melles uy, us. uy, uy, ..., u,, ce qui nous donne le- formules

(14) F(z,u)=fi(5) (E=1,23.. .,v)

ou les /,(3) sont toutes d’ordre inférieur a p,
Il en résulte que le déterminant

o (uy) m(ue) .. oy (wy)

(15) D — ga(ur) oa(u2) . . Ga(uy)

DRy . e . . sseee,

oy(uy) oy(ug) ... ev(uy)

est nul parce que, dans le cas contraire, le systéme des équations (14)
résolu par rapport aux A;(3) donnerait pour elles des fonctions qui’
seraient toutes d’ordre inférieur a p, ce qui est en contradiction avec
notre hypothése plus haut faite.

Avant de nous avancer rcmarquons que nous pouvons supposer
qu’il n’existe pas des relations linéaires & coefficients constants entre
les fonctions o,(u); en cffet, s'il en existait, on pourrait les utiliser
pour diminuer le nombre des termes de 'équation donnée (13").

Il en résulte que, étant lixées les valeurs formelles w,, wa, .. .5 uy_y,
Iégalité

D(uy, us, us, ., uUy)=0
ne saurait étre unc identité par rapport a u, et, par conséquent,
I'expression D(u,, u,, ..., u,) sera une fonction entiére de u, et
nous savons que l'cnsemble des zéros d’une fonction entiére est
toujours dénombrable ayant un point-limite unique : P'oo.

Excluons maintenant les exceptionnelles formelles et supposons
qu’il existe v—41 autres valeurs exceptionnelles formelles uo, u,,
Us, ..., u,. Alors, en appliquant toujours notre méthode d’élimina-
tion des A,(3) nous obtiendrons toujours une identité dont la possi-
bilité entraine la nullité du déterminant

Aoy Uy, Usy ...y uy) = 5, (U) 0,(U1) oi(us) ... o (uy) |
(i=o0,1,2,3,...,V)
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Or, étant fixées les valeurs exceptionnelles w,, u,, ..., u, et sup-
posant variable I'autre u,, le déterminant A est une fonction entiére
de u, et, par conséquent, I’ensemble de ses zéros est dénombrable.

Ce procédé suppose que la fonction ¢, () n’est pas identiquement
nulle, mais il est facile par des procédés analogues d’arriver a la
méme conclusion dans le cas contraire. Nous avons donc le théoréme
suivant :

Tueorrme XIX. — Toute fonction multiforme u = m(z) définie
par une équation de la forme (13) et (19)

F(2, u) =og(u) + oy (u)A(2) +02(u) As(3) +...+ on(u) A,(3) =0,

ot les o,(u) sont des fonctions entiéres quelconques et les A, (z)
des fonctions entiéres dont l'ordre mazximum est égal a p, prend
toute valeur en une infinité de points dont la densité ne saurait
étre d’ordre inférieur a o que pour un ensemble dénombrable de
valeurs exceptionnelles de u, pour lesquelles la fonction m(z) — u
peut avoir un nombre fini de zéros.

Je n’insiste pas davantage sur les diverses applications de la
méthode d’élimination utilisée dans ce livre aux fonctions ayant une
infinité de branches pour etudier 'ensemble de leurs valeurs excep-
tionnelles. Le lecteur pourrait en trouver d’autres dans la deuxiéme
partic de ma Thése de doctorat de I'Université de Paris. Aussi, faut-il
ajouter qu’il y a la un sujet fecond de recherches.

CHAPITRE VIIIL

LES VALEURS DOUBLEMENT EXCEPTIONNELLES.

28. Envisageons une transcendante algébroide a(z) av branches et
d’ordre fini quelconque et, pour fixer les idées, supposons qu’elle
n’admette pas des infinis. Soit « une valeur exceptionnelle dans le
premier sens de M. Picard, c’est-a-dire telle que la fonction a(3) — «
n’admette qu’un nombre fini de zéros: nous savons déja que le
nombre de ces valeurs est au plus égal a 2v, l'infini compris.

Soient py, pa, ..., pn les aflixes des zéros de la fonction a(z) — «
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et my, my, My, ..., m, les degrés respectifs de multiplicité et posons
q(z) = (3 — M1 )m,(; — l"'2)”" .. (; — ‘u")m,,'

a(z)—a
7(3)
et aucun zéro, et, par conséquent, le logg (z) = H(z) sera une fonc-

tion toujours finie a distance finie. On aura

11 est clair que le quoiient = ¢(z) n'admetira aucun infini

a(z)—a=g(z)eh.

A priori, la fonction H(z) peut avoir un nombre fini ou infini de
branches. Nous allons démontrer que, en général, cette fonction
doit avoir une infinité de branches : le cas contraire dott étre
considéré comme exceptionnel.

Nous allons, en effet, démontrer qu'il n'y a pas deux valeurs
exceptionnelles «, et a, (dans le <ens primitif de M. Picard), pour
lesquelles la fonction correspondante H(z) soit algébroide ou algé-
brique (& un nombre fini de branches).

Supposons le contraire; on aura les équations

(2 a(z)—a =g, (3)em?,  a(z)—m=qu(3) M),

les ¢, (2) et ¢.(z) étant des fonctions algébriques et les H,(3)
et Hy(z) des fonctions algébroides finies a distance finie. L'élimina-
tion de a(z) entre les équations (3) nous donnerait la formule

3) dgm—y =g (3) M — g,(3) el =,

Remarquons maintenant que les exponentielles ™) et e'"* ne
peuvent pas ¢tre des fonctions algébriques [ni méme algébroides
d’ordre inférieur a o; autrement, il en serait de méme de I'algébroide
donnée a(3) qui est supposée d’ordre p]. L'identité (3), qui est de
la forme de celles de M. Borel avec la <eule différence que le- exposants
et les coefficients sont des fonctions multiformes (algébriques ou
algébroide-), est impos~ible pour les mémes raisons que le théoréme
lui-méme de M. Borel, grice aux extensions aux algebroides multi-
formes de~ théorémes de la croissance du module maximum, du
module minimum et de la croissance de la dérivée, établies dans le
chapitre de ce livre.

a(3)—% 4 un nombre fini de

Si, donc, la fonction H(s)=1log —7
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branches, la valeur exceptionnelle « présente un nouveau cas d’excep-
tion, qui est unique, tandis que le nombre des valeurs exceptionnelles
usuelles est au plus égala 2v et peut atteindre cette limite supérieure.
Une telle valeur 2 <era appelée doublement exceptionnelle comme
présentant deux caractéres d’exception. Nous avons donc :

Turoriue XX. — I{ est impossible d’avoir deux valeurs finies
doublement cxceptionnelles.

Le logarithme d’une algébroide multiforme finie et dépourvue
de zéros est, en geénéral, & une infinité de branches (n'est pas
algébroide).

Nous voyons que, par rapport aux valeurs doublement exception-
nelles, les algébroides multiformes ne se distinguent pas des algébroides
uniformes. Le cas d’exception est encore wunigue (l'infini non
compris) quel que soit le nombre des branches, qui ne joue aucun
réle ici.

Je n’insiste pas ici surles généralisations, auxquelles est susceptible
le théoreme que nou- venons d’énoncer, analogues aux généralisations
bien connues pour les algébroides uniformes et indiquées dans les
Chapitres précédents pour les algébroides multiformes.

Le lecteur trouverait des considérations détaillées sur ce sujet dans
mes deux Mémoires publiés dans le Journal de Mathématiques
pures et appliquées (Sur les fonctions ayant un nombre fini de
branches, 1906, fasc. I; Sur la croissance des fonctions multi-
Jormes, 1907, fasc. IIT).

Il y a la un sujet fécond de recherches.

Je n’insistc pas non plus sur les applications de la méthode
appliquée a ce livre et du théoréme fondamental de M. Borel aux
équations différentielles, pour lesquelles je renvoie le lecteur 2 ma
Theése de Paris, a mes Mémoires du Journal de Jordan ci-dessus cités
et a ma communication faite au I'V¢ Congres international de Rome;
il s’agit toujours du méme ordre d’idées avec lesquelles le lecteur est,
je Vespere, bien familiarisé par la lecture de ce livre; ce sujet
m’entrainerait tres loin et augmenterait outre me-ure les pages de ce
fascicule. Je me borne a remarquer qu’il y a la un domaine fécond de
recherches et de perfectionnement.

29. Extension aux algébroides multiformes du théoréme fonda-
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mental de M. Borel. —— L'extension aux algébroides multiformes des
théorémes -ur la croissance de la dérivée et de la partie réelle ainsi
que du théoréme du module minimum nous permet d’étendre immé-
diatement aux algébroides multiformes le théoreme de M. Borel qui
nous a servi de base dans les problémes exposés dans ce fascicule.

Je me contenterai de I’énoncer dans le cas d’ordre fini.

Tutoreve XXI. — Une identité de la Jorme

) 2,(z) eI ay(z)eM 4. .+ a,(3) eMl>) = o,

ou les fonctions e"*=""* sont toutes des algébroides d’ordre p,
tandis que les coefficients a,(3) sont des algébroides (ou algé-
brigques) d’ordre inférieur a p, entraine la nullité de tous les

coefficients a,(z).

La démonstration est identique a celle du théoréme de M. Borel.

Il aura des conséquences et des applications analogues a celles du
théoréme de M. Borel.

30. Uniformité des théorémes sur le cas d’exception unique. — Le
cas unique de double exception se raméne au cas unique de simple
exceptlion concernant la densité des zéros, lorsqu’on se borne aux
algébroides uniformes (fonctions entiéres ou méromorphes).

Nous pouvons confondre ces deux cas uniques (le cas de simple
exception des algébroides uniformes et le ca- de double exception
des algébroides multiformes) en remarquant que tous les deux se
caractérisent par une propriété commune de croissance de la dérivée
logarithmique.

Nous pouvons les énoncer sous une forme sommaire commune parr
le théoréme suivant :

Tutorevr cEntraL XAIl o'Excertion unique. — Etant donnée
une fonction algébroide quelconque u=a(z) (uniforme ou mul-
tiforme) finie a distance finie, la derivée logaiithmique de la
fonction a(z) — u ne saurait étre d’ordre inférieur a celut
de a(z) pour plus d’une valeur de u [15].

En effet, ’il en était ainsi pour deux valeurs u, et u,, nous aurions
les identités

(5) a'(z) =[a(z) —wlgq1(z), a'(3)=[a(z)—u:] ¢:(3),
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ou les ¢,(z) et ¢,(s) désignent des algébroides d’ordre inférieur a
celui de a(z).

Or, I’élimination de la dérivée a’'(z) entre les équations (5) nous
donne la formule

(6 a(s) = BUC= 2 e(s)

dont le second membre est toujours déterminé (u, % u,) et définit
une fonction algébroide d’ordre inferieur a celui de a(3) (d’apreés le
théoréme de module minimum étendu aux algébroides multiformes).
Donc, la relation (6) est impossible. Notre théoréme est démontré.

Terminons le fascicule en remarquant que ce dernier mode de
démonstration du théoréme ci-dessus énoncé suggére plusieurs appli-
cations intéressantes pour la théorie des équations différentielles,
et fournit un domaine intéressant de recherches.
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