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THEORIE GENERALE

DES

SERIES DE DIRICHLET

Par M. G. VALIRON.

I. — INTRODUCTION.

1. Définitions et notations. — Les séries de Dirichlet les plus
générales sont les séries de la forme

o«

(11 2 apehns,

1

ou s = o +- it est la variable complexe, les ), des nombres réels indé-
finiment croissants (7uyy > Ag, lim), =+ ) et les a, des coeffi-
cients quelconques. Dans I'étude de telles séries on peut supposer
que A, 2o, c’estce qu’on fera toujours dans la suite. Toutes les séries
correspondant & une méme suite X, sont dites du méme type, le
type .

Nous désignerons par f(s) la somme de la série (1), lorsque cette
série converge au point s.

Les séries du type ), = n sont les séries entiéres en e~*, leurs pro-
priétés se déduisent de celles des séries de Taylor, elles ont servi a
orienter certaines recherches sur les séries les plus générales. Un
autre cas particulier important est celui des séries du type A, =logn,
ces séries

(2) 2
1

Q

n
)

l

S
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qui jouent un rdle considérable dans la théorie analytique des
nombres sont celles qui ont été surtout envisagées par L. Diri-
chlet [9], on les appellera séries de Dirichlet proprement dites. La
plus simple d’entre elles, correspondant & a, =1, définitla célébre
fonction {(s) de Riemann.

La théorie générale des séries de Dirichlet a son origine dans les
travaux de E. Cahen et de J. Hadamard. Les mathématiciens alle-
mands et scandinaves, sous I'impulsion de E. Landau, ont considéra-
blement complété, étendu et approfondi les résultats des deux géo-
métres frangais; & coté d’eux on doit signaler particuliérement
M. Riesz et G.-H. Hardy, qui ont étudié le prolongement analytique
des fonctions définies par ces séries, et H. Bohr qui a apporté ala
théorie une contribution trés personnelle et trés importante.

Nous emploierons dans ce fascicule certaines notations qui sont
d’un usage courant dans les Mémoires Lraitant des séries de Dirichlet
et de la théorie analytique des nombres.

Soient x une variable réelle qui tend vers une limite (finie ou
infinie), ¢(z) une fonction positive de cette variable, et ¢(z) une
autre fonction réelle ou complexe de z. La notation

Y(z)=O[9(»)]

signifie que le rapport | (z)|: ¢(x) reste borné lorsque x tend vers
sa limite; si ce rapport tend vers o, on écrit

$(z)=o[9(2)].

En particulier, si | {(z)| reste borné, on écrira

$(z)=0(1),
et si Y (z) tend vers o, on aura
$(z) = o ().

Ce sont les notations de Bachmann.
cn étant le terme général d’une série quelconque, on posera

C@)=Den O@= 3 en

nsx MSx

2. Sur une classe particuliére de séries de Dirichlet. — D’aprés
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les propriétés connues des séries de puissances, le domaine de con-
vergence des séries du type A, = n, s’il existe, est le plan complet
ou un demi-plan ¢ > G, € étant défini par I'égalité de Cauchy-Hada-
mard

e = Tim lo8lan|,
n—o
Les procédés qui conduisent a cette proposition se généralisent de
suite 4 une classe étendue de séries de Dirichlet. Posons

(3) D= i—;ﬂ—-logn'

i 3
n—ow n
la propriété des séries a termes positifs décroissants ¢, de ne pouvoir
converger que si nc, tend vers o, montre que la série
4) ZeMna
converge pour ¢ > D et diverge pour ¢ <<D. Supposons que D soit
fini; si e est positif et donné, on a, a partir d’une valeur de n,

I
nive

(5) Iaue_)‘"“+°+"°5’l< Iane"l"’l

La convergence de la série (1) au point s, entraine donc la conver-
gence absolue et uniforme pour ¢ > ¢y + D - ¢. En supposant D =o,
le théoréme relatif au cas du type (n) se généralise et 'on obtient
cette proposition :

1. Etant donnée une série de Dirichlet (1), pour laguelle le
nombre D est nul, si l'on pose

(6) e = Tim &%l

n=—w® n
la série diverge pour ¢ < C et converge absolument et uniformé-
ment pour c2a,>C. Sile domaine de convergence existe (C<—+),
la somme f(s) de la série est une fonction holomorphe de s a Uin-
térieur de ce domaine.

Dans le cas A\, = n, les propriétés connues des fonctions analy-
tiques montrent que la fonction analytique qui coincide avec f(s)
dans le domaine de convergence, admet des points singuliers sur la
droite ¢ = C. Cette propriété ne se conserve pas pour toutes les
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séries telles que D = o. Choisissons en effet des nombres ., positifs
et indéfiniment croissants, tels que logn : ., tende vers o, et adjoi-
gnons-leur des nombres positifs ¢, tels que la série de type ., et de
coefficients ¢, converge quel que soit s; la série de Dirichlet obtenue

en pl‘enant
Aen = fin,y Aany = pn—+ en,

Qp =1, Aon+1 =—1,

appartient & la classe considérée ici, son domaine de convergence
est ¢ >o0 d’aprés la formule (6) et elle représente une fonction
entiére, comme on le voit de suite en groupant les termes derangs 2n
et 2n + 1. En particulier on peut prendre p, =2n, ce qui montre
que les fonctions définies par deux séries de type voisin peuvent
présenter des propriétés essentiellement différentes. Ainsi, non seu-
lement le mode de croissance de la suite 2, mais aussi la régularité
de la croissance doit jouer un role important dans cette étude. D’apres
les travaux de H. Bohr (Chap. IV), la nature arithmétique des
nombres A, inlervient également.

1. — LE DOMAINE DE CONVERGENCE.

3. Le domaine de convergence. Convergence absolue et conver-
gence uniforme. — I étude des séries de Dirichlet de type quel-
conque, se fait en utilisant la transformation d’Abel

m—1

(7) 2 cpdp=[C(m)—CG(n—1)]dm+ E[C(p)— C(n—1))(dp— dp+1)-

Lorsque les différences G(p) — C(n —1) ont un module inférieur
a K et que les d,, sont positifs et monotones, on a

m m
(8) zc,,d,, <Kd, ou chd,, <2Kd,p
n n

suivant que les d, sont décroissants ou croissants. Supposons que la
série (1) converge pour s = s, posons

cp=a, 6'7‘}"0, dp = G_)‘p(‘_‘o),
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et appliquons l'égalité (7). Comme on a ici

)‘ p+1
s ldp'—dp-i—ll = (s_-so)f e—xls -s) dx
(9) . b
| 2=l sy

on obtient le premier théoréme de Cahen [a], que nous énoncerons
avec le complément qui y fut ajouté par O. Perron. | Voir aussi 32 (c).]

IL. 8¢ la série de Dirichlet (1) converge pour s =s,, et si H est
un nombre positif fize arbitrairement grand, la serie est unifor-
mément convergente dans la région

¢ 2 6o, | s — 0| S (6 — ao) HelT—0u),
qui comprend l'angle
¢ 2 oy, |s—so|SH(o —09).

Cette proposition contient comme cas particulier le théoréme clas-
sique d’Abel, sur la continuité de la somme d’une série entiére en
un point de convergence de la circonférence de convergence. La
convergence en s, entraine donc la convergence a I'intérieur du demi-
plan ¢ > 5, et la convergence uniforme dans toute région compléte-
ment intérieure a ce demi-plan. En appliquant d’autre part le théo-
réme de Weierstrass sur les suites uniformément convergentes de
fonctions holomorphes, on arrive au second théoréme de Cahen [a].

II. Ou bien la série (1) diverge partout, ou bien elle converge
partout et sa somme est une fonction entiére, ou bien il existe un
nombre fini C tel que la série converge pour «>C et diverge
pour ¢ < C. La somme f(s) est une fonction holomorphe a l’inte-
rieur du demi-plan o > C.

C est appelé ’abscisse de convergence, la droite ¢ = C qui limite
le demi-plan de convergence est la droite de convergence.

Lorsque le domaine de convergence existe, il peuat arriver que la
série converge absolument pour une valeur sy, donc sur la droite s=a,;
d’apreés le théoréme Il elle converge absolument pour & > &, i/ existe
donc aussi un demi-plan de convergence absolue ¢ > A, A pouvant
étre égal & — o0 ou & +o0. A est Labscisse de convergence absolue.
L'inégalité (5) conduit de suite a ce théoréme de Cahen [a] :
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IV. La différence & — C des abscisses de convergence absolue
et ordinaire est au plus égale au nombre D défini par l'éga-
lité (3).

On voit, en prenant s = ¢, que la série pour laquelle @, = (—1)"
admet pour abscisse de convergence C = o; la série des modules est
la série (4), on a donc & = D.-La différence & — C peut donc
atteindre sa limite supérieure D.

H. Bohr [¢, h, n] a introduit la notion de demi-plan de conver-
gence uniforme : I’abscisse de convergence uniforme Vb estla borne
inférieure des nombres gy, tels que la convergence soit uniforme
pour 5 2 ¢,. Le raisonnement qui conduit au théoréme Il montre que
la convergence uniforme sur la droite s = o, entraine la convergence
uniforme pour s 2¢,, W est donc aussi la borne inférieure des abs-

_cisses des droites 3 =g, sur lesquelles la série converge unifor-
mément.

Il est manifeste que C<Wh <. I.. Neder [a] a montré que le
nombre vb peut prendre effectivement toute valeur satisfaisant a ces
inégalités.

E. Cahen |a] a donné une expression simple de I'abscisse de con-
vergence valable lorsque cette abscisse est positive. Si la série (1)
converge pour g, > 0, on a, en posant

cp=ape )‘p""o, ‘d,, = e)‘p%,

et en appliquant la formule (8) avec n =1,

m

|A(m)| <2Kedndo, | A(m)= D an|.

1

Inversement, si A (m) vérifie une telle inégalité avec &, > o, en vertu
de la formule d’Abel (7), la série (1) converge pour ¢ >> ¢, en méme
temps que l'intégrale

[” M (@)e—szdz (1)

dont la convergence est évidente. Ainsi :

(') Les fonctions définies par de telles intégrales lorsque A, (z) est remplacé par
une fonction intégrable croissant moins vite qu'une exponentielle présentent de
gcandes analogies avec les fonctions définies par les séries (1).



THEORIE GENERALE DES SERIES DE DIRICHLET. "

V. L’abscisse de convergence est donnée par

(10) e= FnT‘O—g—‘—{}—(‘—’QJ,

n=owo n

si ce nombre est positif; elle est négative ou nulle lorsque le
second membre de I’égalité (10) est négatif ou nul.
n

En remplagant dans cette formule A (r) par la sommeE |apl, on

obtient une expression de P'abscisse de convergence absolue, valable
si b est positif. L’abscisse de convergence uniforme 5 s’obtient par
des considérations analogues si elle est positive, elle est donnée par
le second membre de (10) dans lequel |A(n)| est remplacé par la
borne supérieure de

n

2 ap e—)\’,lt

1

1

lorsque ¢ varie de — o & 4 [Bohr [k] et Kuniyeda [a]].

S. Pincherle a montré le premier que lorsque € est négatif, sa
valeur s'obtient en remplagant dans le second membre de (10),
A(n) par A(w)—A(r). (Voir aussi Cotton.) K. Knopp [d],
T. Kojima [a, b], M. Fujiwara [a, b], E. Lindh [30], B. Malmrot,
S. Kakeya, G. Valiron [a|, ont donné des expressions des abscisses
de convergences valables dans tous les cas. Parmi les résultats
obtenus, signalons le suivant : g, = )\n,, étant une suite extraite de la
suite %, et telle que ppy o pp lende vers 1 et que

X e—UpS

converge quel que soit o, il suffit de remplacer dans (10) et dans les
formules analogues A(n) par la somme des a, pour m compris
entre n et le plus grand nombre n, inférieur a n, pour obtenir des
expressions valables quel que soit le signe de C, &, W.

4. Unicité du développement en série de Dirichlet. Singularité
de f(s) & linfini. — Si la série (1) converge pour s,, elle converge
uniformément dans tout angle ¢ >a,, |s—s,|SH(s—0g,), et
si A, > o elle tend uniformément vers o, a la fagon d’une exponen-
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tielle, lorsque s s’éloigne indéfiniment dans un tel angle. En mettant
en facteur le premier terme de la série et en appliquant ce résultat,
on voit que la fonction f(s) n’a qu’'un nombre fini de zéros dans un
tel angle, et plus généralement dans toute région considérée dans
Pénoncé 1I. Comme la différence de deux séries de Dirichlet est
encore une série de Dirichlet, on obtient ainsi des théorémes d’uni-
cité et en particulier le suivant :

V1. Deux séries de Dirichlet possédant des domaines de con
vergence, ne peuvent avoir la méme somme dans une région
quelconque complétement intérieure aux deux domaines de con-
vergence, que si elles sont identiques.

Une autre conséquence de ce qui précéde est que le point a ’in-
Jini est une singularité transcendante de.la fonction f(s) définie
par la série de Dirichlet; si cette fonction f(s) est holomorphe dans
tout le plan, c’est une fonction entiére dont I'ordre est au moins égal
a 1. (Voir le fascicule sur les fonctions entiéres.)

5. Expression de A(n) et généralisations. — E. Cahen [a] a
montré que la somme A(n) peul s’exprimer au moyen d’une inté-
grale portant sur f(s) et prise sur une droite ¢ = const. convenable-
ment choisie. La démonstration de Cahen, surtout formelle, a été
complétée par J. Hadamard [c| dans le cas ou <\ est fini, puis par
O. Perron dans le cas général. Les théorémes de Cauchy permettent
de montrer que I'on a

c+iw

I ili_gl si z>o,

—_ e«'t‘S
2T s o si z<o,

I'intégrale étant prise sur la droite ¢ = ¢ > o. D’autre part, en s’ap-
puyant sur la transformation d’Abel et I'inégalité (g), on établit ce
lemme [ O. Perron, Landau [53], Hardy [52]] :

VII. 8¢ une série de Dirichlet converge pour s =s,, on a uni-
formément, quels que soient ¢ Z 59 —+e(e >o0) et n,

n
Z ap e—(o+itkp
1

=o(l¢])-
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En écrivant f (s) sous la forme

N
f(s)= Z apedps+ e AN+1g(s),

et en intégrant aprés multiplication par es* -d—s, on conslate que 'in-
S

tégrale du dernier terme est nulle pourvu que Ay, > u, et l'on
obtient le théoréme de O. Perron :

VIIL. Si la série f (s) posséde une abscisse de convergence C<—+-o
et si c est positif et supérieur a C, on a

1 Cc+im ds
(11) A(n)= — - f@es—  Ma<u<dar)
— o

J. Hadamard [a] dans un cas particulier, puis O. Perron dans le
cas général ont donné des formules qui cdmprennent celle- -ci comme
cas partlcuher et dont la démonstration est analogue. Si & est posiuf,
on a l’égalité

F(k+ I Cc+iw

(12) )‘PEO‘“F (u—Ap)k= W) o S(s)eus s‘+’¢’
dans laquelle on suppose encore ¢ positif et supérieur a C. Dés
que &k >1 l'intégrale figurant dans cette égalité converge absolu-
ment. Lorsque C est négatif on peut obtenir des formules dans les-
quelles l'intégrale est prise sur une droite d’abscisse négative en uti-
lisant une méthode d'un emploi trés général dans ces questions : on
intégre la fonction sous le signe somme le long des cotés d’un rec-
langle s =¢, s =c¢' <<¢, t=—T, t=+T et 'on fait croitre T
indéfiniment, ce qui est loisible en vertu du théoréme VII, les inté-
grales correspondantes tendent vers o. Si ¢’ est négatif on introduit
ainsi le résidu a 'origine de la fonction sous le signe somme et I'inté-
grale sur la droite d’abscisse ¢, a la place de I'intégrale sur la droite
d’abscisse ¢. En appliquant la formule ainsi obtenue a la fonction
f(s+s,), on arrive a I'égalité

_ "(%0) J* (%)
— E ap(u—\p)ke—pso = f(so) + C}(‘[T"- +it Cﬁ—uT"—
< .
(13) et k! Cie et (s—sg)

sinuk S s
20U i, (s — so)t+

ds

(€ < ¢ < gy, k entier positif).
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Dans cette formule I'intégrale du second membre reste bornée, on
a donc

(14) f(s0) = lim uik Z ap(—Ap)kehpfe  (k>1).
)\P<u

11 est manifeste que, st le second membre de cette égalité converge
aniformément dans un domaine comprenant a la fois une portion du
demi- plan de convergence et une portion extérieure a ce demi=plan,
il donnera le prolongement analytique de f(s) dans cette portion
extérieure; on est ainsi conduit a la méthode de prolongement de
M. Riesz qui sera étudiée plus loin (n° 16). Nous nous bornerons
actuellement & faire la remarque suivante. Supposons que la fonc-
tion f(s) soit prolongeable analytiquement suivant des paralléles a
Paxe oo jusque et y compris une droite d’abscisse p(k) ('), et sup-
posons en outre que dans Ia bande p(A)SeSC+-¢, (e > 0), la fonc-
tion £ (s) ainsi obtenue vérifie uniformément la condition

(13) J(s)=0(| ¢|k).

(L’exemple donné au n° 2 montre que de telles hypothéses n’ont rien
d’absurde.) f(s) désignant la fonction ainsi prolongée on peut,
comme précédemment, remplacer dans 1'égalité (13) I'intégrale prise
sur la droite d’abscisse ¢> C, par l'intégrale prise sur une droite
d’abscisse p(k) +¢; cette nouvelle intégrale sera une fonction holo-
morphe de s, pour s, > o(k) + 2¢ et I'égalité obtenue sera valable
dans ce demi-plan, ce qui donne cette proposition (2) :

IX. 8¢ la fonction f(s) définie par la somme de la série (1),
supposée convergente pour une valeur de s, vérifie la condi-
tion (15) pour sZo(k), la valeur f(s,) de cette fonction en un
point intérieur a ce demi-plan est donnée par l'égalité (14).

On peut développer des considérations analogues en partant de

. k
k! Ctio xsds ‘ (1—l> si z21,

2%, _, s(s+1)...(s+k)=} -

si z s,

(') Nous désignons dorénavant par f(s) la somme de la série (1) ainsi prolongée.
(?) On utilise ici le théoréme XII.
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T’égalité étant valable pour ¢ > o et & positif entier (1), ce qui con-
duira a I’égalité

k! poHR f(s)esuds
— et = .
2 ap(1— b= giu[__iw s(s+1)...(s+ k)

Ap<u

On obtiendra une proposition paralléle au théoréme IX :

X. Moyennant les hypothéses du théoréme IX, on a aussi dans
le demi-plan ¢ > o (k)
SJ(s)=lim ape=tps (1 — ehp—u )k,

U=w
l’. <u

Si au lieu de supposer que f(s) vérifie la condition (15), on sup-
pose cette fonction bornée, la convergence dans 'expression (14), et
dans cette derniére égalité est uniforme; d’une fagon plus précise on
a la proposition suivante qui sera utilisée au n° 7 :

XI. Sila série (1) converge pour une valeur de s et si la fonc-
tion définie par cette série est holomorphe et bornée pour s2s,,
on a uniformément quel que soit t

(lﬁ) f(c -+ zt) = 2 ane—ln(0+ll)u__ e)\,.—u)k_{_ 0(3-6:4)
M<lu

(k entier positif, s2a,—+¢, d >0).

6. Ordre de f(s) sur les droites v = const. — Les propositions
qui viennent d’étre données montrent l'intérét de I'étude de Iordre
d’infinitude de f(s) sur les droites o = const. H. Bohr [e] a introduit
systématiquement la notion d’ordre. Soit g(s) une fonction quel-
conque holomorphe dans un demi-plan o >a,; on appelle ordre
de g (s) sur une droite d’abscisse o de ce demi-plan, le nombre

——— log | f(s + it) |
= 1 _———t
k() Hm log[e]

Uordre dans le demi-plan ¢2 ¢’ est de méme

N —logL(t) ‘
V(@)= 1:1;2» log|e¢l’

(') On peut donner des formules plus générales en supposant seulement k pesitif
et en introduisant la fonction eulérienne [ Hardy [52].] ~
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L(t) étant la borne supérieure de | g(c —+it)| pour ¢2q'. On défi-
nira de méme V'ordre dans une bande ¢’ So<s”". En utilisant la mé-
thode employée par Lindelsf et Phragmen [35] dans une question
analogue (voir le fascicule sur les fonctions entiéres et méromorphes),
on démontre la proposition suivante [ Lindelsf [a]]:

XII. Si lordre de g(s) est fini dans une bande ¢’ Se<c” et si
lUon a
g(s'+ it)=O[| t|xa7], g("+it) = O[] ¢|ken],

on a uniformément dans la bande
g(s+1it) = O[|¢|k],

k(c) étant la fonction linéaire de & qui prend les valeurs k(a')
et k(") pour e =¢' et s =3". Dans la bande la fonction p(s) est
continue et semi-convexe (').

Appliquons ces résultats a la fonction f(s) dansle demi-plane > C.
D’aprés le théoréme VIITordre de f(s) est au plus égal a 1 dans tout
demi-plan ¢ Z¢’ > C. Remarquons en outre que p(o) ne change pas
si 'on divise f(s) par son premier terme, alors f(s) tend vers 1 lors-
qu’on s’éloigne indéfiniment sur 'axe réel et f (s)=o(s) pouraZC-¢;
les méthodes de E. Lindeliif montrent de suite que I'on ne peut avoir

f(€4+¢e+1t) =o0(1)

lorsque ¢ croit- indéfiniment par valeurs positives ou par valeurs
négatives. En particulier on peut énoncer cette proposition [1 et 16] :

XIHI. Dans le demi-plan de convergence o > C la fonction (o)
est au plus égale a 1, elle est continue, non croissante, semi-con-
vexe et jamais négative. Si Vb <+, (o) est nul pour o> .

H. Bohr [e] a construit des exemples de fonctions pour les-
quelles (o) est linéaire entre C et w»; T. Jansson montre que,
lorsque Wb =0, (o) peut étre égal a 1 pour ¢ > C. La détermina-
tion effective de la fonction p est trés difficile, elle est mal connue
méme dans des cas simples comie celui de la fonction {(s) de
Riemann.

(') Cest-a-dire que pour o’ S0, <o < 0,S 6", u(o) est au plus égal 4 la valeur t‘ie
la fonction linéaire de o qui est égale & u(s,) et u(o,) pour ¢ = g, et ¢ = o,.



THEORIE GENERALE DES SERIES DE DIRICHLET. 13

Considérons maintenant le prolongement de la fonction f(s)effectué
comme il a été dit au n°5; nous appellerons & la borne inférieure des
nombres ¢’ pour lesquels le prolongement est possible jusque et
¥y compris la droite d’abscisse o’. Dans le demi-plan ¢ > & on pourra
encore considérer les fonctions v(o) et u (o), nous désignerons par
la borne inférieure des nombres o pour lesquels v(o) est borné; dans
le demi-plan ¢ >, la fonction u(c) est encore continue, non crois-
sante et semi-convexe.

Nous désignerons par #la borne inférieure des nombres (@' >QR)
qui sont tels que f(s) soit bornée pour o2a". Si § <-4 oo, p() est
nul pour ¢ > § et si € < 4, on peut appliquer le théoréme XII ala
bande € +¢ <o < F+¢, ce qui donne une limitation supérieure
de (o) dans cette bande. H. Bohr [1] a montré que si ’abscisse de
convergence uniforme b est finie ets’il existe une suite de bandes

g2, T,St<T, [n<W, limT, =00, lim (T),— T,) =]

dans lesquelles f(s) ou son prolongement suivant les paralléles
a oc est en module inférieur a un nombre K, on a ¥<x. La dé-
monstration de cette intéressante proposition se rattache aux consi-
dérations qui seront développées au Chapitre IV : si 'on se donne
un domaine A, < t<<7,d>>7, on peut trouver une suite de
valeurs 7, telles que les domaines A, déduits de A par les transla-
tions (v, appartiennent aux bandes considérées. et telles que les .
fonctions f'(s + it,) convergent uniformément vers S(s) pour s >1b
etintérieur 4 A. Comme ces fonctions ont un module moindre que K
dans A, elles convergent uniformément a Uintérieur de A [théoréme
de Stieltjes (voir le fascicule sur les suites de fonctions)], ce qui

montre que f(s) existe et a un module moindre que K 4-¢ dans toute
région intérieure a A.

7. Formule de la moyenne et expression des coefficients. — Con-
sidérons avec F. Carlson [b] la série (1) et une série du méme type

g(é‘) = 2 bu 5—)‘"51
1

ces deux séries admettant des domaines de convergence et définissant
des fonctions réguliéres et bornées pour ¢ > o. Ecrivons 'égalité (16)
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pour f(s) et I'égalité analogue pour g(s), mais en y remplagant ¢
par — ¢; multiplions membre & membre et intégrons de a & a4z le
produit par d¢ de I'égalité obtenue. Nous aurons I'inégalité

x

o
! f " flo+it)g (s —it) dt — 2 A bn =0 (1 — ehn—u)tk
o - In<u

(17 .
— 4+ O (e-8u
< Vo (e

pourvu que o soit positif et que z soit une fonction de « convenable-
ment choisie. En supposant que=b, est imaginaire conjugué de a,,
cette inégalité montre que

0

(18) }_“ | @u [2e-2aS M3,

M désignant la’ borne supérieure de |f(s)| sur la droite ¢ = const.
considérée. Le méme résultat élant valable pour la série g¢s), I'iné-
galité de Cauchy

(2] anb, (L | D> | by |2
montre que la série

(19) | anb,|e-hne

est convergente. L'inégalité (17) dans laquelle on fait croitre u, et
par suite z, indéfiniment conduit alors au théoréme de Carlson :

XIV. Si les séries du méme type f(s) et g(s) admettent des
domaines de convergence et définissent des fonctions qui sont
bornées respectivement pour s>c—ceto>d—e(e>0),on a
Véglaité

T (-
(20) Thznl%ft fle+ityg(d—itydi="Y anbpenicra
o 1

et la série du second membre converge absolument. En particu-
lier,si¢c >3, ona

&+

T
| f(c+ it) |2 d,
—T

«©

N\ . 1
z [ Gn 12 3_2)"c= ’l!l=mao 2_'11
1

c'est la formule de la moy-enne.
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En supposant tous les bx nuls, sauf celui de rang n supposé égal
a1, on a ce corollaire :

XV. Pourc>g,ona

T
(21) eMean= lim %f it f(c + it) dt.
T=w T J;

Ces propositions, qui comprennent des théorémes connus de la
théorie des séries de Taylor, avaient d’abord ét¢ données par
J. Hadamard [b] dans le cas ot c et d sont abscisses de convergence
absolue; elles avaient été ensuite étendues au cas ou ¢ est abscisse de
convergence uniforme, et d abscisse de convergence absolue. ’

En utilisant la formule de Ja moycnne et en appliquant I'inégalité
de Cauchy, on démontre aisément cette proposition de G.-H. Hardy
[k], F. Carlson [b] et L. Neder [b] :

XVIL Ona

(22) WIFIL— D

L. Neder montre en outre que ces inégalités ne peuvent étre rem-
placées par d’autres plus serrées.

F. Carlson [c] a cherché a préciser les conditions dans lesquelles
la formule de la moyenne reste valable, il étudie a cet effet I'expres~
sion

j@y=Tam o [ ey

qui avait déja été considérée par G. H. Hardy (voir n° 47); la for-
mule de la moyenne est valable tant que j(c)e? reste borné [voir
aussi [8, d| ].

On peut montrer directement que l'inégalité (21) a lieu uniformé-
ment quel que soit 7, pourvu que ¢ > . W. Schnee [e] établit une
proposition analogue lorsqu’on suppose seulement ¢ > C, mais en
faisant I'’hypothése que la suite des A vérifie 'inégalité

1
(23) -logm = O (eMd)

quel que soit le nombre positif 3. Cette condition de Schnee est
réalisée pour toutes les fonctions de type s & croissance réguliére
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pour lesquelles log, n : A, tend vers o. Moyennant la condition (23),
I'égalité

(24) Eanbne—)\"("*'d)_ lim — f f(c+zt)g(d—zt) de

_°°2

est vérifiée pour c supérieur a I'abscisse de convergence ordinaire
de f(s) el d supérieur a I'abscisse de convergence absolue de g(s).

On peut étendre le champ d’application de cette formule en
employant la méthode indiquée au n° 5 et la limitation de 'ordre
fournie par le théoréme XI1I, ce qui donne le théorémc de W. Schnee
[e] et Landau [53; 24, p] :

XVIIL. La condition de Schnee étant réalisée, f(s) conver-
gente pour o> a et absolument convergente pour c¢>b>a,
g(s) convergente pour o> a' et absolument convergente pour
e>b'>a', la formule (24) est valable pour des nombres c et d

“tels que
¢ d>a' c—a+d—a'>[
> & 7 b—a b—a 7
En particulier la formule de la moyenne est valable pourvu que ¢
soit supérieur 4 la moyenne des absc1sses de convergence ordinaire et

absolue, et a fortiori pour ¢ > C + =

8. Relations entre la valeur de ’ordre et la position des abscisses
de convergence. — E. Landau, W. Schnee et H. Bohr onl étudié. les
premiers la relation entre la position des abscisses de convergence .,
W, C, et la valeur de la fonction (o). Les résultats obtenus sup-
posent que les %, satisfont a certaines conditions.

On arrive a un résultat trés simple en ce qui concerne le nombre W :

XVIL. Si /a suite N, satisfait & la condition de Schnee, ou
st D=o, et si le domaine de convergence ordinaire existe, le
demi-plan de convergence uniforme coincide avec le demi-plan
dans lequel f(s) est borné, v» = 3.

Pour établir le premier résultat, E. Landau [m] emploie I'égalité
suivante qui se déduit du théoréme de Perron’'(n° 5):

O+ Xn+| -_ )\u
Zahe‘)‘r%—f(&'o)" mf g e sf(s+30)ds —f(s0)

—iw Aot1— Aa s2
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-
(¢>C—oy, 6p=7F +¢>F) et transforme le second membre en
. . . . . . 3 L.
introduisant l'intégrale prise sur la droite d’abscisse — -, ce qui

permet de voir que ce second membre tend uniformément vers o. Le
résultat relatif au cas D = o est une conséquence de 1'égalité (21), il
subsiste lorsqu’on fait une hypothése moins restrictive sur f(s)
[49, a]. L. Neder [b] a montré que la condition de Schnee ne peut
étre remplacée par une autre plus avantageuse et de la méme forme,
la condition (23) peut étre vérifiée avec une valeur fixe de d et le
théoréme X VIII ne plus étre vrai. i

L’étude de la relation entre la valeur de C et les valeurs de u (o)
est plus difficile. H. Bohr [e] a d’ailleurs montré que la fonction (o)
peut étre la méme pour deux séries de Dirichlet proprement dites,
ayant des abscisses de convergence différentes. Les résultats de
W. Schnee [d] et Landau [£] ont été complétés par H. Bohr [j]; la
condition imposée aux A, est ici la condition de Bohr : on suppose
que le nombre

- 1 1
l=lim —log ——
n I=":o )\n & )*n+l - )\n

est fini. On voit aisément que D=/, le domaine de convergence
absolue existe dés que l'abscisse de convergence C est finie. Pour les
séries de Dirichlet proprement dites. /=D =1. On démontre le
théoréme suivant :

XIX. La condition de Bohr étant satisfaite, si, quel que soit n
et pour toute valeur positive de 9, on a

(25) ap= 0(eMd)
et si f(s) est d’ordre au plus égal a k pour sZp(k), ona

p(k)+/fl_
(26) es 1+ k

1l suit de la que, si les autres conditions de 'énoncé restant les
mémes, I'inégalité (25) n’a plus lieu, mais que 'on sache que le
domaine de convergence exisle, on a

C<o(k)+ kL.

En particulier, pour {=o, le demi-plan de convergence coincide
avec le demi-plan ¢ >> w & U'intérieur duquel l'ordre est fini.
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K. Grandjot [12] a mis le théoréme XIX sous une forme différente
en résolvant par rapport a k l'inégalité (26); dans le demi-plan ou

Pordre reste fini, on a
-_—a

ASIE) c +E’
E désignant la limite supérieure pour n infini du rapport
logla,): X

Cette inégalité, qui renseigne sur la valeur de l'ordre, ne peut étre
remplacée par une autre plus avantageuse [ Neder [e] ].

On a déja donné [inégalité (22)] une relation entre & et § qui est
applicable aux séries pour lesquelles D <7+ co. H. Bohr [g] a aussi
étudié les séries pour lesquelles les ), sont linéairementindépendants
(voir n° 21), et K. Grandjot a considéré les séries dont les A, satis-
font & la condition de Bohr. 11 utilise 'égalité (12) et montre que,
E étant négatif 6u nul, la série

®
Elanl’ el o
1

kl 29(k)+kl
1+ k "+ &k

converge pour
>

En appliquant I'inégalit¢ de Cauchy, on voit alors que :

XX. La condition de Bohr étant satisfaite, on a

< o(k) Ek T+ {k

J"=1+k 1+ k 2+ 2k

Lorsque { est positif on peut résoudre par rapport a k et I'on obtient
I'inégalité .
d—s —21
> 2
(27) SO Py s vy o
qui renseigne sur la valeur de I’ordre dans le demi-plan ou cet ordre
est fini. K. Grandjot puis L. Neder [e] ont montré que cette inégalité
ne peut étre améliorée.

9. Les zéros des séries de Dirichlet. — On a déja dit au n° 4
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qu'une série de Dirichlet n’a qu'un nombre fini de zéros dans le
domaine de convergence uniforme, défini dans le théoréme II. Mais
il peut exister une infinité de zéros dans le demi-plan de conver-
gence ¢ > C. H. Bohr [d] a méme montré que, lorsque v» = +- oo,
il peut exister une suite infinie de zéros dont I'abscisse ¢ croit indé-
finiment.

On peut obtenir une limitation supérieure du nombre des zéros
dans une région en appliquant le théoréme classique de Jensen. Sup-

posons A, = o et a, 3% 0, ce qui est légitime dans la recherche des
zéros et soit L la ligne

| s —s0|= (6 —gp)Helllo—c (> a9)

qui a été introduite dans le théoréme II, sur cette ligne f(s) tend
vers a, lorsque ¢ croit indéfiniment, f(s)est borné a droite d’une
ligne analogue correspondant & une autre valeur de H aussi grande
que l'on veut, enfin pour 62 C—-¢, f(s)=o0(|¢|). On peut alors
appliquer le théoréme de Jensen a des cercles ayant leur centre
. sur L et tangents a une droite d’abscisse gy, Lorsque § <+ o, on
remplace L par une droite =g, > J. En désignant par N(a,, T, T5)
le nombre des zéros de f(s) appartenant a la région 62g,, TSt T,,
on obtient la proposition suivante [ Landau [j, n]]:

XXI. 8%l existe un demi-plan de convergence, on a dans lé
demi-plan ¢ > o ou U'ordre reste fini

(28) N(o, T, T+y/log|T1) =o(log?| T|);
s’il existe un demi-plan de convergence uniforme, on a pour ¢>>§
(29) N(s, T, T +1) = 0(1),

et pour ¢ >
N(s, T, T +1) = O(log | T|).

On déduit de ces formules des limitations pour les nombres
N(s, T, —T)

correspondants, mais I'on obtient des inégalités conduisant a des
résultats plus précis que (28), en appliquant le théoréme de Jensen



20 G. VALIRON.

non pas & un cercle ayant son centre sur L, mais 4 un demi-cercle
|s—op—e—iT|<log|T|, ¢>0,,

g, étant supérieur 4 w ou a4 § ('), ce qui conduit & ce théoréme
[S. Wennberg [80]] :

XXII. Ensupposant toujours C < -+ o, on a pour ¢ >
. N(o, T, T+ log|T|)=O0(log*|T|);

si § <+, on a pour ¢ > ¥
N(o, T, T +1log | T|)=O(log| T}).

S. Wennberg montre que les limites ainsi obtenues pour N(e,—T,T)
peuvent étre effectivement atteintes dans certains cas. On peut encore
compléter ces résultats dans le cas oa la condilion de Schnee est
satisfaile, en utilisant la formule de la moyenne (théoréme XVII), on

montre que N(¢, — T, T)=O(T) pour o> i (C4+a), [3, b, e].

Ces résultats peuvent étre précisés dans le cas de certaines séries de
Dirichlet proprement dites qui s'introduisent dans la théorie des
nombres [5 (a), 24 (0)].

E. Lindeldf [b] a appliqué a la fonction de Riemann les théorémes
généraux de la théorie des fonctions qui ont leur origine dans le
théoréme de Picard. D’une fagon générale si § <<+ oo et si R <&,
une application immédiate du théoréme de Schottky-Landau montre
que f(s) prend une infinité de fois toute valeur, sauf une au plus
dans toute bande ¥ —¢ < 0 < §+ ¢ (¢ >0). Ona une proposition ana-
loguelorsque w <+ o0 etk < w, c’estalorslabande v —e <<s<w ¢
qui contient certainement des zéros de toutes les fonctions f(s) — c,
sauf une au plus. Dans ces deux cas il existe méme une suite de
cercles de rayons finis dans lesquels la propriété a lieu. Dans un
ordre d'idées analogue, S. Wennberg a démontré le théoréme
suivant :

XXII. Si §=-+ow et C<+w, la fonction f(s) prend toute
valeur, sauf une au plus pour ¢ >c, > C.

(') On fait une représentation conforme convenable de ce demi-cercle sur un
cercle concentrique le méme rayon et ’on applique le théoréme de Jensen.
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On donnera au n° 21 un résultat de H. Bohr qui doit étre rap-
proché de ces propositions. Nous signalerons enfin une proposition
de K. Grandjot [12], qui permet aussi de reconnaitre dans certains
cas l'existence effective de zéros de f(s). Le théoréme de J. Hada-
mard sur la partie réelle d’une fonction (voir le fascicule sur les
fonctions entiéres) permet de montrer que la fonction f(s) étant
réguliére, non nulle et d'ordre fini pour ¢ >, el > tq et log f(s)
étant borné pour o217 ¢, la fonction (o) relative a f(s) est nulle
pour ¢ > 7. En rapprochant ce résultat de I'inégalité (27) on arrive
a la proposition en vue :

Si la condition de Bohr est vérifice avec I >>o, si la série (1) ou
a, # o et ), =o, posséde une abscisse de convergence absolue et

définit une fonction réguliére et d’ordre fini poura>n (‘q <A 2) )

JS(s)s’annule une infinité de fois pour ¢ > 7.
E. Grandjot applique ce résultat a la fonction de Riemann.

10. Singularités de la fonction f(s) dans le voisinage de la droite
de convergence. — S. Wennberg [50] a établi le premier que cer-
taines classes de séries de Dirichlet pour lesquelles D = o, jouissent
de la propriété démontrée par Hadamard et Fabry pour les séries de
Taylor lacunaires : la droite de convergence est une ligne singuliére
pour la fonction f(s). Le résultat de S. Wennberg a été complété
par O. Szasz, F. Carlson et E. Landau [6]. Sil'on pose

- n
A=lim &

G= “_m(}\n+l— An),

n—aw
on a la proposition suivante :

XXI1V. SiAest nul, G positif et si Cest fini, la droite de conver-
gence o = C est une coupure pour la fonction f(s). .

La démonstration utilise les propriétés des fonctions entiéres

d’ordre inférieur a %; on introduit la fonction
-] ’ 2
x
? (a‘)=| I (l——):Zc”xﬂ (p#n)
n : )\g q

. ) T i 2 S C—=o:
qui est au plus d’ordre - et du type moyen en z?. Si €= o; on peut
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écrire pour ¢ >0

(30)  anga(hn)e M= N amea(hm)ems= 3 (—1)7chAD(s).
1 []

Si I'on suppose que f(s) est holomorphe pour |s| <3, on voit, en
utilisant les propriétés des dérivées des fonctions analytiques et les
propriétés des coefficients ¢, de v,(x), que le dernier membre

de (30) est holomorphe et borné pour [s[ig, donc que l'égalité

. 3
a encore lieu pour s=—- En tenant compte de ce que, eu

égard aux conditions imposées aux A, on a ©,(A,) > O (e=%M), & po-

sitif arbitraire, on voit que la série (1) convergerait absolument
¢ . 5 .

pour s = — - contrairement a I’hypothése € =o.

Landau et Carlson [6] généralisent encore en montrant que A

étant toujours nul et la condition G >o remplacée par Ihypo-
thése
m"‘log()\rwi'—)\n)
n=x Wn

=k >o,

w, étant le minimum de A, : p pour p2n, on peut assurer que f(s)
n’est pas prolongeable au dela de la droite 6= C—4k (on a RZC—k).
[ Voir aussi Neder [d].] A. Ostrowski [c] a donné une autre exten-
sion; il montre que si ASH et G2 2, il existe une fonction o(6) telle
que f(s) admette au moins un point singulier dans tout cercle ayant
pour centre un point de ¢ = C et «(f) pour rayon. Lorsque 6 tend
vers o, la fonction «(f) tend aussi vers o. Une proposition d’une
nature un peu différente a été donnée par G. Pélya en supposant
seulement G > o. G. Pélya introduit la notion de densité maximum de
la suite A,, c’est un nombre & qui vérifie les inégalités 62 A, GOS1.
II montre que tout segment de longueur 276 de la droite de conver-
gence contient au moins un point singulier de f(s). En particulier
on a cette remarquable proposition :

XXV. 8iG est positif et C fini, la fonction f(s) a au moins

. . . 2T .
un point singulier sur tout segment de longueur <= pris sur la
droite de convergence.

A c6té de ces propositions qui supposent toutes que A est fini, se
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place un théoréme de Landau [a] qui ne suppose rien sur le type de
la série :

XXVL §i tous les coefficients d’ une série de Dirichlet admet-
tant un domaine de convergence sont positifs, le point s = C est
un point singulier de f(s).

Prenons C = o, si le point s =o était point ordinaire, la valeur
de f(s) pour une valeur réelle négative s, de s serait donnée par le
développement de Taylor de f(s) autour du points =1, on aurait

1) f(51)=2[“-%-;'—)’f2a,,7\;’,e—7\,y]

et comme la série double est a termes positifs on pourrait ordonner
par rapport aux a,, ce qui entrainerait la convergence au point s,.
Des généralisations ont été données par M. Fekete [a, b], puis par
A. Ostrowski [e]. A. Ostrowski considére notamment le cas ou
G étant supérieur ou égal a 2, les a, sont réels et changent de signe
pour des indices v tels que lim (v : 3, ) = Y > o. 1l montre que f(s)
posséde alors un point singulier dans le cercle |s — C|=¢ (), 4(y)
étant une fonction convenablement choisie de y. Cette proposition
qui contient celle donnée plus haut se déduit du théoréme XXVI et

d’un théoréme de Cramer dont il va étre question [on prend dans ce
théoréme XX VII

2 A, -+ A
‘P(z)=]—l(l—’z_—3>’ "v=-£;——vﬂ]'

11. Sur les singularités des fonctions définies par certaines séries
correspondantes. — Les propositions dont il va étre question ici
constituent les premiers essais d’extension aux séries de Dirichlet,
du théoréme sur la multiplication des singularités des séries de Taylor
(théoréme de Borel et Hadamard). H. Cramer [a, b,] a étudié la
relation entre le domaine d’existence de la fonction f(s) définie par
une série (1) et celui de la fonction

(32) F(s)= Y, anp(hn)en,

1

®(8) =3Zcy57 étant une fonction entiére d'ordre inférieur a4 1 ou
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d’ordre 1 et du type moyen, c'est-a-dire vérifiant la condition
l ‘P(‘) I < ekizl

a partir d’une valeur de | z|. On peut supposer positive 'abscisse de
convergence C de f(s); la transformation d’Abel montre alors que

n

Y ane)=0(M@skse)  (e>0),

1

la série (32) converge donc pour ¢ > C k. En remplacant o(},)
par son développement en série, on obtient une série double dans
laquelle on peut intervertir 'ordre des sommations lorsque ¢ >C+ £,
c’est la la partie essentielle de la démonstration. On a alors

F(s) = Z(—1)7cef'?(s)

et, en utilisant les propriétés des coefficients de ¢ () et les propriétés
des dérivées des fonctions analytiques, on peut montrer que le second
membre est encore holomorphe dans certains domaines qui sont
définis dans I’énoncé suivant de Cramer :

XXVIL. D étant un domaine connexe contenant le demi-plan
de convergence de f(s) et dans lequel f(s) est holomorphe, soit
D(k) le domaine obtenu en supprimant de D les points dont la
distance & la frontiére est inférieure ou égale a k et soit D'(k) la
portion de D(k) qui est connexe avec le demi-plan ¢ > C +k, la
Jonction F(s) définie parla série (32) quiconverge pour o >C—-k
est holomorphe & Uintérieur de D'(k). Lorsque ©(z) est d’ordre
inférieur a 1 ou d’ordre 1 et du type minimum, k est aussi petit
que lon veut, les seuls points singuliers de F (s) sont ceux de f(s).

H. Cramer montre en outre que si s, est un point singulier isolé
de f(s), tel que le rayon de convergence du développement de Lau-
rent de f(s) autour de ce point dépasse 2k, F(s) posséde au moins
un point singulier dans le cercle |s—s,|<k [on suppose que ce
cercle empiéte sur D'(4)]; il donne aussi d'intéressantes applications
de ses théorémes a la théorie des fonctions entiéres. :

Le théoréme de Cramer a été aussi démontré par O. Szasz dans le
cas des fonctions ©(z) du type minimum. G. Pdlya a complété le
théoréme XVII en montrant qu’on peut remplacer D(k) par le
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domaine obtenu, en supprimant de D la région balayée par des
courbes convexes dont le « centre » décrit la frontiére de D, ces
courbes se déduisant par une translation de la courbe indicatrice de
la croissance de la fonction o(z). (Cette indicatrice est intérieure au
sens large a un cercle de rayon £.) Un Mémoire de J. Soula sur ces
questions doit paraitre prochainement (Journal de Math., 1925,

p- 339).

12. Les généralisations du théoréme d’Abel et leurs réciproques.
— On a dit au n° 3 que le théoréme II généralise un théoréme bien
connu d’Abel. La réciproque de cette proposition a été donnée par

W. Schnee [¢] qui compléte de la fagon suivante une proposition de
E. Landau [b]: ‘

XXVIIL. La condition nécessaire et suffisante pour que la
série (1) converge pour s = o, est que f (o) tende vers une limite A
lorsque o tend vers o par valeurs positives et que

n= @i 1+ Ashg+. ..+ anhpn=0(Np).
La somme pour s = o est alors A.

Pour montrer que cette condition est suffisante, on remarque que
S(z) étant égal a S, pour A, Sz < A4y, on a, d’aprés la transforma-
tion d’Abel et moyennant 'hypothése faite sur S,,

I

A(n)=‘/0‘)‘n5(z‘)i—‘-:‘+o(l), f(c)=fo°5(x)e~cr (-;+—) da.

x2

La seconde égalité et ’hypothése faite sur S, montrent que

A =lim )‘"S(x)e—”if si = —,
n=w J, x An
et 'on voit alors aisément que la différence entre A (n) et I'intégrale
du second membre de cette derniére égalité tend vers o.
Le théoréme d’Abel a été généralisé par divers auteurs, en parti-
culier W. Schnee [a] a démontré que :

XXIX. Sile rapport huyy : b tend vers 1, la condition

(33) ﬂ%:L (a2—1)

1
n r
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entraine C=o et

(34) lim s£(s) = LT(1 + ) ( fl< u)
s=
si a>—1, tandis que pour o = —1on a
lim LY g,
=0 slog::-

Cette proposition est une conséquence immédiate de 'égalité
f(s)=sf Ay(z)e-sxdx
(14

valable pour ¢ > C = o (voir n° 3).

Ici encore on ne peut déduire de la seule hypothése faite sur les A,
et de I'égalité (34) que I'égalité (33) est vérifiée; les conditions dans
lesquelles on peut énoncer unc réciproque ont été élucidées par
Hardy et Littlewood (15, b). En supposant les a, positifs et 20, on
constate d’abord que la fonction croissante Ay (x) est égale a O (%),
Onen déduit que la relation asymptotique

ol+a f A(z)e-xade = LP.(I +a)+o(1)
]

est dérivable [voz'r aussi Landau [c]_l On dérive alors ¢ fois cetle
égalité en choisissant convenablement o et ¢, et 'on remplace l'inté-
grale obtenue par une autre prise entre des limites finies, ce qui
conduit a ce résultat : les a, étant positifs et 2> o, la relation (34)
entraine (33) (on suppose toujours que A, : ky_, tend vers 1). On
passe ensuite au cas des a, quelconques en les assujettissant & une
condition de croissance : on suppose les a, réels et 'on ajoute a la
série donnée une autre satisfaisant aux conditions du théoréme XXIX
et telle que la série obtenue ait ses coefficients positifs. On arrive
ainsi & cette conclusion qui comprend un résultat antérieur de Little-

wood [27] :

XXX. C étant nul, Uégalité (34) entraine certainement (33)
ST Aoyt 2 As tend vers 1 et si

a,.=0[()w — An—1) A% («20).

=
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Dans le cas o = o, Hardy et Littlewood [¢] donnent des réciproques
d’un caractére un peu différent.

Au licu de faire 'hypothése (33), on peut faire une hypothése sur
la fagon dont la série (1) se comporle en un point de 'axe des o situé
a gauche de I'abscisse de convergence. 11 est loisible de supposer que
ce point est g =—1, l'abscisse de convergence étant nulle; on intro-

duit alors les sommes
n

B(n) = 2"/)!‘1} (p =€),
1

et on voit que si p,u 1, tend vers 1 et si B(n):p.A;™ (2> 0)
tend vers L, on a encore 'égalité (34). Mais ici, non seulement la
méthode qui conduisait aux réciproques tombe /en défaut, mais ces
réciproques ne sont plus vraies en général; pour obtenir des résul-
tats, E. Landau [d et 83] fait en outre des hypothéses sur la nature
de la singularité s = o et sur 'ordre de f(s) pour ¢ > o. l.es impor-
tantes propositions qu’il .obtient doivent étre rapprochées de pro-
priétés directes telles que la suivante : Si By(x) désigne la valeur
de B(n) pour z compris entre ., et pnyq et si I'on a

By(z)= L& +o(2Y) (o <y <),

la fonction f(s) admet s = o pour pole simple de résidu L et n’a pas
d’autre point singulier pour ¢ >y —1. Ce théoréeme de Landau [c],

énéralisé ensuite par W. Schnee [c], est une conséquence de 'éga-
g I ) q g
lieé

D) =(1+s)fw By(z)z—-1dr,
0

valable pour ¢ > o. En utilisantI'égalité (12) on obtient avec E. Lan-~
dau la réciproque suivante :

XXXI1. Si la série de Dirichlet (1) a ses coefficients positifs et
posséde un domaine de convergence, si la fonction f(s) définie.
par sa somme est réguliére pour o> o, admet un péle simple de
résidu L pour s=o et est d’ordre fini K pour a28> o quel que
soit 8, on a

By(z) =Lz +o(z).

Cet énoncé, qui a été généralisé par Hardy et Littlewood (voir

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 17.
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n° 47) n’est valable comme le précédent que si w,y : uy tend vers 1.
E. Cahen [b] a donné une méthode qui permet I'élude de certaines
propriétés directes dans le cas ou cette condition n’est plus réalisée.
[Voir aussi 49, |b].]

Le théoréme \XX, qui donne dans le cas « = o une réciproque
du théoréme d’Abel, a été généralisé par E. Landau [g] qui fait une
hypothése sur la différence A (n) — A(m) en supposant que A, 2 An
satisfait A certaines conditions. [Voir aussi 24, [h]] On peut faire
des hypothéses plus larges sur les a,, si I'on suppose que le point
s = o0 est un point de régularité de la droite de convergence. Dans le
cas des séries de Taylor (2, =n) ona le théoréme de Fatou : si lesa,
tendent vers o et si la fonction définie par la série est holomorphe
pour s=o, la série converge en ce point. Cette propriété a été
étendue aux séries de Dirichlet par M. Riesz [c, e, g] qui donne la
proposition suivante :

NXXIL. 8¢ labscisse de convergence de la série (1) est nulle et

si ¢ €tant positif ou nul, on a 2 apec =o(z"), la série converge
<o

en chagque point de la droite s = o en lequel f(s) est holomorphe,

et la convergence est uniforme sur tout segment t<t<tv deoc=o

sur lequel f(s) est holomorphe.

M. Riesz conduit la démonstration d’une fagon trés simple. Soit
un rectangle —a<g <-4, 7, <t<1,, dans lequel f(s) est holo-
morphe, on introduit la suite de fonctions

&n(s) = ehs(s — ity (s—ito)| f(5)— Z a,etps
1

L’hypothése et la transformation d’Abel permettent de montrer que
le module de g,(s) tend vers o avec 71 lorsque s est sur les cétés du

rectangle, il s’ensuit que g,(s) tend uniformément vers o a l'inté-
rieur du rectangle et que la série (1) converge uniformément vers
J(8) sur tout segment intérieur au rectangle.

13. La multiplication des séries de Dirichlet. — On sait que le
produil de deux séries absolument convergentes Za, b, est égal a la
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somme de la série double 3Xa,b,, qui peut étre ordonnée en série
simple d’une fagon quelconque. Le produit de deux séries de
Dirichlet

Sf(s)=Zanetus, g(t)y=32b,eps,

possédant un domaine de convergence absolue commun, ¢ > g, peut
donc étre écrit sous forme de série de Dirichlet du type v, les v
sont les nombres 4, + %/, rangés par ordre croissant, s'il y a plusieurs
couples de nombres n, p tels que v, =k, + 1, le coefficient de e~vn?®'
est la somme Xa, b, étendue a ces couples de nombres. C’est la série
ainsi obtenue que l'on appellera dans tous les cas la série produit.
Cette série converge absolument pour o > g, et a pour somme f(s) g(s)
dans le cas ot nous nous sommes placés; d'une fagon générale on
dira que la multiplication est légitime lorsque la série produit
convergera et aura pour somme f(s)g(s). En général la série pro-
duit sera d’un type nouveau, cependant pour deux séries de Dirichlet
proprement dites, on aura une série du méme type

f($)g(s)=ZScmm,

cm est la somme des produits a, b, pour lesquels np = m.

En suivant la méthode classique qui sert a établir le théoréme de
Mertens dans le cas de la multiplication des séries de puissances, on
établit la généralisation énoncée par Stieltjes [46], et démontrée par
Landau [c]:

XXXNI. La multiplication est légitime pour toute valeur s
rendant U'une des séries convergente et l'autre absolument con-
vergente.

Stieltjes puis E. Landau [c] ont donné des conditions plus larges
dans lesquelles Popération est légitime, ¢ et ¢ 47, d et d ' étant
des abscisses de convergence ordinaire et absolue pour les deux séries

il suffit de supposer
ey’ +dn -+

pour que la multiplication soit permise. En particulier, I'élévation au

.. D .
carré est légitime lorsque o> C - 3" H. Bohr a construit une
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série (2) pour laquelle la série [ f(s)]? a effectivement ce demi-plan
de convergence.

On trouvera d’autres propriétés de la multiplication dans des
Mémoires *de E. Landau [e, 1] et de G.-H. Hardy [f]. Nous nous

bornerons a énoncer ici un théoréme qui généralise une proposition

d’Abel :

XXXIV. 8i les deux séries données et la série produit con-
vergent, la multiplication est légitime.

Dans le cas ot les séries ont une abscisse de convergence absolue
la démonstration a été faite par E. Landau [c], dans le cas général
elle a été obtenue comme conséquence immédiate d'un théoréme
relatif 4 la sommabilité par les moyennes de Cesaro de la série pro-

duit (n° 15).

14. Conditions pour qu’une fonction soit développable en série de
Dirichlet. — On sait (n° 4), qu’une fonction ne peut étre représentée
que d’une seule fagon par une série de Dirichlet. A quelles condi-
tions une fonction est-elle représentable? Il est aisé de donner des
conditions nécessaires pour qu'une fonction donnéc I(s) soit la
somme d’une série (1) convergente pour ¢>g, >o0 : il faut que
toutes les égalités ou intervient la fonction f(s) soient possibles
lorsqu’on y introduit F(s). Il est plus difficile de choisir parmi ces
conditions des conditions suffisantes qui ne soient pas surabondantes.
De telles conditions ont été données d’abord par E. Cahen [a]; sa
démonstration incompléte fut reprise par J. Hadamard [c], E. Lan-
dau [e] et [33] et W. Schnee [£]. [ Voir aussi 11 [e.]] Clest sur la
formule donnant A(n) que ces auteurs ont porté leur attention.
L’intégrale

C+in ds
W= [ @ (e>0, o>
c—iw

doit étre finie pour toute valeur positive de « et constante dans une
suite d’intervalles dont les limites donnent les valeurs des Auy les
valeurs de I'intégrale dans ces intervalles successifs donnentles A (n),
donc les coefficients a,,. Il faut encore supposer que le produit J (u)e~49
tend vers o lorsque # croit indéfiniment, ce qui n’est pas une consé-
quence des hypothéses précédentes. Les conditions ainsi trouvées



THEORIE GENERALE DES SERIES DE DIRICHLET. 31

semblent trop compliquées pour étre applicables, il ne semble pas
qu’elles aient été utilisées. J. Steffensen [b] a donné des conditions
d’une forme différente en utilisant les considérations qui seront déve-
loppées au n° 17; ses résultats qui sont énoncés pour le cas des séries
de Dirichlet proprement dites, pourront étre généralisés.

On donnera au n® 24 des conditions nécessaires d’une autre forme
et des propriétés des fonctions définics par les séries de Dirichlet.

III. — Lks PROCEDES D’EXTE\SION ANALYTIQUE.

15. La méthode des moyennes arithmétiques. — Les premiers
essais de prolongement analytique des séries de Dirichlet se ratta-
chant aux méthodes générales de sommation des séries divergentes,
ont été faits cn 1908 a peu prés simultanément par H. Bohr, M. Riesz
et G.-H. Hardy.

La méthode des moyennes arithmétiques ou de Cesaro consiste a
attribuer la somme C a la série divergente ¢, lorsque le rapport

Cl— C(1)+CG(2)+...+ C(n)

" n .
tend vers C. Si la suite C} diverge on prend les moyennes des termes
de cette suite, ce sont les moyennes d’ordre 2, G} ; d’'une fagon géné-

n
rale, on pose
Cor-Ch14 .+ Ch!
n

)
C’l =

Si les moyennes d’ordre p convergent vers G, la série est dite som-
mable d*ordre p ou sommable (C, p) de somme C. Une série som-
mable (C, p) est sommable (C, p + ¢) de méme somme. Dans la
méthode de Holder qui est équivalente & celle de Cesaro [Knopp (a],
Schnee |b] | on prend

n n

n
W Y
— 50 I — r—1
St= N, Sh= XS, .., Si= Y Si,
1

1 1

et on dit que la série est sommable d’ordre 7 et a pour somme S si
Pon a
lim

Ser!
n=mx r

=S.
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On a aussi défini les sommations d’ordre non entier, nous ne les
considérerons pas ici.

Une série de Taylor Za, 3" n’est jamais prolongeable au dela du
cercle de convergence par la méthode des moyennes arithmétiques,
mais ellc est sommable (C, p) en tout point de la circonférence de ce
cercle ou la fonction définie par la série est holomorphe, pourvu
que a, =o(nP'). Comme une série de Dirichlet proprement dite
est I'ensemble des valeurs des intégrales généralisécs d’une série de
Taylor en un point du cercle de convergence, la méthode des
moyennes doit au contraire permettre le prolongement analytique
d’une telle série moyennant certaines hypothéses. H. Bohr [a, b, ¢]
a appliqué cette méthode aux séries de Dirvichlet en utilisant la défi-
nition de Holder.

Si la série (2) est sommable d’ordre r aupoints, et si S/ (s) désigne
la somme dc Holder relative a cette série prise au point s, la transfor-
mation d’Abel effectuée r + 1 fois donne 'égalité

S1r1(0) = 3, 8 (st () - 0(),
1i

avec

Al (ap) = A/~ (a,) — A1 (0tps), AY(a,) = dp—Opiy,

et ¢>0,. 1l en découle que la série cst sommable d'ordre r pour o >g,;
le domaine de sommabilité d’ordre r est un demi-plan ¢ > o". La
somme obtenue donne le prolongement de la fonction f(s) dans les
‘conditions du n° 3 dés que ¢ << C. A l'intéricur du demi-plan de
sommabilité d’ordre 7, I'ordre v(o) est au plus égal & r + 1; inverse-
ment, si C+ < 0, la sommabilité d’ordre r -1 est possible dans le
demi-plan ou v(¢) << 7+ 1. H. Bohr donne également une expression
de I'abscisse de sommabilité d’ordre - qui généralise la formule (10)
de Cahen, il montre que la différence des abscisses de sommabilité
d'ordre r et rr 1 est au plus égale a 1. 1l donne également un théo-
réme sur la multiplication qui rentre comme cas particulier dans un
théoréme de Riesz dont il va étre question (théoréme XXA V).

16. Méthode des moyennes typiques de M. Riesz. — M. Riesz [a, b,
¢, d,h]| a créé de nouvelles méthodes de sommation, généralisant
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celle de Cesaro, qui s’appliquent aux séries de Dirichlet les plus
générales en donnant naissance a une théorie analogue a celle de
Bohr. Il remplace les moyennes arithmétiques par des moyennes
pondérées dépendant du type 4,, d’oit le nom de moyenncs typiques.
La méthode de Riesz a été exposée a priori par son auteur dans
IOuvrage sur les séries de Dirichlet qu’il écrivit en collaboration
avec Hardy [52]; nous rattacherons de suite ici sa théorie aux for-
mules de J. Hadamard et O. Perron données au n® 5. Les théo-
rémes [X et X conduisent & considérer a la place de la série (1) les
expressions

35) R (1=2)"  Faeia-drnr (k>0

Ap<n wp<tt

dont les limites pour « infini donnent certainement la valeur de f(s)
dans le demi-plan ou 'ordre est inférieur a £.

On dira que /la série (1) est sommable, de somme C, par les
moyennes de type 1., et d’ordre k ou sommable (i, k) lorsque li
premiére expression (35) tend vers G, et qu'elle est sommable, de
somme G, par les moyennes de type u, = eM d’ordre & ou sommable
(pn, k) lorsque la seconde expression (33) tend vers G lorsque u
croit indéfiniment. Ces définitions s’appliquent évidemment & une
série numérique quelconque.

M. Riesz fait tout d’abord la comparaison des divers procédés de
sommation ainsi définis : une série sommable (2,, k) est aussi som-
mable (A,, A’) si &' > /A et a méme somme, une série sommable (w.,, k)
est sommable (2,, 4) et a la méme somme. D'une fagon plus générale
on peut comparer la sommation (}J.,“ k) & une sommation (v, k) oty,
est une fonction rationnelle de 2,, ou une fonction de type plus
général a croissance rationnelle. M. Riesz donne aussi des conditions
nécessaires pour que la sommation soit possible : le reste de la série

. . A . . Aty h
a partir du terme de rang n doit étre égal a o [(m) pour

que la sommation (},, k) soit possible. 1l en résulte que lorsque
Aupi o ), reste supérieur & un nombre supérieur a 1, les seules séries
sommables sont les séries convergentes. Des propositions analogues
sont données par Hardy [g]-

L’application de la méthode des moyennes typiques au produit de
deux séries conduit & cette proposition [32].
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XXXV. Siles séries Ta, et 2b, sont sommables (\, k) et (\'y k')
respectivement, la série produit est sommable (v, k+ k' +1) et
* .
sa somme est le produit des sommes A et B de ces séries.

Car en posant [ =k + k'+1 et

Ab(u)= E ay(u—2\p)k  Bh(u)= 2 by (t—Xp)F,

).,,(u )\;,<u

C.(u)= 2’%(“ —vp)s
v,,<u
0N constate que

T(l+1) “ .
Cs(u)=ﬁ.ﬁ(l)l?(—/i)_—y——l)‘/o‘ A{'(le;’f,(u—v)dv,

et en utilisant la définition de la sommabilité on voit que l'intégrale
est asymptotiquement égale a

1
A.B.u! / ok (1— o)k do,

o
ce qui conduit au résultat.

Le théoréeme N\ \III a été également étendu au cas ou I'une des
deux séries étant absolument convergente, 'autre est sommable (I, k),
le produit est alors sommable (v, /') et égal au produit des sommes
[52].

Revenons alors au cas particulier des séries de Dirichlet. Dans les
applications dont il va étre question, f(s) désignera toujours la
somme d’une série (1), supposée convergente en un point, éventuel-
lement prolongée dans le demi-plan ¢ >R comme il a ¢té dit au
n°® 5. Les théorémes Il et III se généralisent comme il suit :

XXXVI. §8i la série (1) est sommable (3., k) ou (w,, k) au
point sy, elle est uniformément sommable dans Uangle A,

5 > gy, |s—s0| < H(a— 59).

Par suite, il existe un demi-plan de sommabilité (., k) ou (pn, k)
dans lequel la méthode des moyennes typiques donne la valeur

de f(s).

Nous donnerons des indications sur la démonstration en suppo-
sant & entier; dans toute cette théorie les démonstrations sont beau-



THEORIE GENERALE DES SERIES DE DIRICHLET. 35

coup plus difficiles pour & quelconque. On peut supposer s, =o0 et
la somme d’ordre 4 des a, égale a o; nous considérerons seulement
les moyennes de premiére espéce. La premiére expression (35) s’écrit

1 “ d
- J.’[ A)‘(x)%[e‘ﬂ'-"(u—w)k]dx
et comme Ay (z) est & un facteur prés la dérivée d’ordre & de

A{:(.z:): Z an(x — M)k,
n<lx

on peut intégrer par parties, ce qui conduit a I'expression

Mf(wens o i+
(36) F —k!u/f/o’ A{j(m)m[e—rx(x—zt)k]da'.

Dans I'angle A le premier terme tend vers o, le second donne une
somme de termes qui, a4 'exception d’un seul, tendent aussi vers o}
on trouve ainsi que 'on a dans 'angle A

sh+1 ®

(37) f(s)=I‘(k——|-|) A

et Al (z) dz,
ce qui généralise une formule donnée au n® 12.

M. Riesz montre que I'abscisse de sommabilité pour les moyennes
typiques de méme ordre est la méme pour les moyennes des deux
espéces, on peut donc se borner aux moyennes de premiére espéce.
La formule de Cahen (n° 3) se généralise de méme :

XXXVIL Si Uabscisse de sommabilité (M, k), of, est positive,

elle est donnée par la formule
h
(38) o =T “ELC,

Car Pexpression (36) converge lorsque o est supérieur au second
membre de (38) et, en appliquant la transformation d’Abel a la pre-
miére expression (35), on constate que le second membre de (38)
est au plus égal a I'abscisse de sommabilité. Des expressions de of
valables lorsque ce nombre est négatif, ou valables dans tous les cas,
ont été données par Kuniyeda [b, c].

Le théoréme VII se généralise également. Si f(s) est sommable
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(A k) pour s=o, f(s) est bornée dans I'angle A défini ci-dessus;
a lextérieur de cet angle U'intégrale (37) peut étre décomposée en
une intégrale prise de 0 4 X et une intégrale prise de X & -+ oo;
si X est assez grand la seconde intégrale est égale a o(|¢[**!), et
Pon voit qu’il en est de méme de la premiére en faisant une inté-
gration par parties. Par suite :

XXXVIIL. S f(s) est sommable en s, par les moyennes typiques
d’ordre k, on a uniformément f(s)=o(|t|**") dans le demi-
plan 6 Zgy+ ¢ > ay.

L’égalité (12) d’Hadamard et Perron est donc valable pour ¢ >0
et supérieur a of~'. Kuniyeda [b] a donné la valeur de l'intégrale
figurant dans cette formule lorsque o élant négatif on prend ¢ < o.

Les théorémes IX et \X\VIII montrent la relation étroite qui
lie of aux valeurs de la fonction p(s). On sait que p(c) est semi-
convexe, M. Riesz [h]| montre qu'il en est de méme de o} considérée
comme fonction de A.

La méthode de M. Riesz permet ainsi 'étude de f(s) dansle demi-
plan ¢ > w ol l'ordre est fini. Toutes les questions relatives a la
nature de f(s) dans le voisinage de la droite de convergence 5 = C,
peuvent également étre posées pour le voisinage de o =uw |voir
M. Riesz |h| et Cramer [d]]. Signalons enfin d’intéressantes appli-
cations de la méthode de Riesz a 'étude des zéros réels des séries de
Dirichlet a coefficicnts réels [ M. Fekete [e]].

M"e P, Nalli [a] a généralisé la méthode de Riesz en remplagant la
formule (37) qui donne la valeur de la somme par I'égalité de défini-
tion plus générale

81y)
f)=lim G F225 [ eseni(e)
() étant une fonction croissante telle que 6( ") : y log y tende vers
I'infini. Le champ de validité de la méthode n’est pas étendu.

17. Les fonctions correspondantes de Cahen et la méthode de
sommation de Hardy. — Cahen [a] a mis en évidence des relations
simples entre les séries de Dirichlet de mémes coefficients a, et de
types A, et p, = e". Nous considérons donc a coté de la série (1) la
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série

(39) IF(z)= Za,,e—ﬂnz (z=z+iy).
1

Les formules de Cahen découlent des formules réciproques
(40) F(s)= °t>e-’f:vf—‘a'a:,
=/

Cc+-iw
(41) e-z=;;—_ﬂf F(s)e—slossds (c>0, s=x+1iy, x>6)
c—iw

dont la seconde, due a S. Pincherle, s’établit en appliquant les
méthodes du calcul des résidus a la fonction sous le signe d’intégra-
tion (logz y est supposé égal a logz pour z =2 >o0). En chan-
geant z en w,z dans (40), 3 en p,z dans (471), en multipliant par
a,y,’ ou a, et additionnant on obtient les égalités formelles de

Cahen :

(42) f(s)=1%s)f @1F (@) dx
0
et
(13) F(z):;—lle;f. I(s)s=5f(s)ds.

O. Perron a établi en toute rigueur la proposition suivante :

XXXIN. L'égalité (42) est valable pour ¢ > s, 5, étant positif
et au moins égal @ U'abscisse de convergence C de f(s) et la for-
mule (43) pour c positif et supérieur a C et x> o.

La premiére partie résulte de la convergence uniforme de la série
(39) pour z=2x2Zx,>o0 etdece quela somme d’un nombre quel-
conque de ses termes est au plus égale a K 4K, 27 si o, > €. La
seconde partie se démontre en s’appuyant sur la convergence uni-
forme de f(s) dans la région considérée dans le théoréme II; on
établit la formule en intégrant tout d’abord sur la ligne L limitant
cette région, ce qui est possible, la formule (41) étant encore valable
lorsque l'intégrale est prise sur L. On passe ensuite de la ligne L & la
droite d’abscisse ¢ en appliquant le théoréme de Cauchy (voir n°5)

N
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et en utilisant la valeur approchée de I'(s) fournie par la formule de
Stirling ainsi que le théoréme VII.

La formule (42) renferme en particulier I'égalité déja employée
par Riemann

I “© xs-1
C(s):m[ S—dz (s>,

G.-H. Hardy a montré 'importance des formules de Cahen et en a
déduit une belle méthode de prolongement analytique qu’il a exposée
en détail pour les séries de Dirichlet proprement dites. Hardy dit
que sa méthode s’applique lorsque b < -+ oo; en réalité il suffit
que C <+ 0, c’est ce que nous supposerons ici.

On dit qu’une série Zc, est sommable par la méthode d’Abel ou
sommable (A, u) lorsque la série de Dirichlet de coefficients ¢, et
type W, converge pour  >>0; et (ue sa somme tend vers une limite
lorsque x tend vers o; cette limite est appelée la somme de la série
donnée.

Appliquons la formule (42) a la série de Dirichlet de type A, et
coefficients a,e~"*(x > 0), nous aurons

@ . l w ‘
Zane nS g ¥ = m»/{; y-'F(xz +y)dy,

égalité valable si la série Ta, cst sommable (A, n). On voit aisément
que le second membre tend vers une limite lorsque z tend vers o, ce
qui montre que :

XL. Si la série (1) est sommable (A, ) pour s=o, elle est
sommable pour ¢ > 0; sa somme qui est égale a f(s) est donnée
par la formule ’

f(s)= f"(l?)'b/o‘ 1 (y) dy.

Le domaine de sommabilité (A, p) est donc un demi-plan ¢23¢. La

formule de Stirling montre que pour ¢Z3J¢ +¢> 3¢ on a unifor-
mément

log | f(s)| = Z | ]+ O(log|t]).

Inversement si 0 < C <+ et si f(s) est holomorphe pour ¢ >
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(n <o), et telle que log| f(s)] soit inférieur a 8| ¢| avec B< —7;-, on
peut appliquer la formule (43) avec ¢ positif et assez grand et z =z,
puis remplacer I'intégrale par une autre 'prise sur la droite ¢ = 12;
ce qui introduit la valeur f (o) résidu a l'origine. L’intégrale prise
sur ¢ = -2 tend vers o avec z; f(0) estdoncla limite de ¥ (z) lorsque
tend vers 0. On voit que 'expression quijoue ici le role que jouait p(3)

dans les méthodes précédentes est

h(c) = lim !B_gl‘f(—d'—l-l_t—)l;
[tl=w [¢]

I'étude de cette quantité se fait en utilisant la méthode de Lindelsf
comme au n° 6. On a ce théoréme :

XLl Le domaine de sommabilité (A, u) coincide avec le demi-
plan dont U'abscisse est la borne inférieure des nombres s, jouis-
sant de cette propriété : pour 2oy, on a uniformément a partir
d’une valeur de | t| et si petit que soit ¢

(46) log1f(s)<(F +¢)lel

La méthode de Hardy est effectivement plus puissante que celle
de Riesz; il existe des fonctions qui ne sont pas d’ordre fini et qui
cependant vérifient la condition (44) dans un certain demi-plan
[Hardy [h, i]].

On peut encore étendre le domaine d’application de cette méthode
si simple en remplacant les p, par ph (k<C1), le domaine de
sommabilité (A, p, k) coincide avec le demi-plan dans lequel 4 (s) est

inférieur a 2% Hardy montre encore que la série de Dirichlet est

uniformément sommable dans tout demi-plan ou f(s) est borné, il en
déduit une démonstration du théoréme XVI. Il généralise ensuite ce
théoréme en montrant qu’on peut remplacer & par la borne inférieure
des nombres &, pour lesquels

+T
2_IT-/;T If(eritypde  (a2a)
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est uniformément borné. Ce résultat est a rapprocher de ceux obtenus
plus tard par Carlson (n° 7).

Hardy et Littlewood [c, d] donnent d’autres applications de la for-
mule (43) généralisée comme il vient d'étre dit : en supposant la
série (1) sommable (A, 1, k) pour 5 >> J€4, la formule (43) est encore
valable pour ¢ positif et supérieur a 3, et 'on a F(z) =o(x7¢); en
supposant que A, : A, tende vers 1 on peut appliquer le théo-
réme XXX.-

On peut également faire des hypothéses sur la fonction F(z) dans
le voisinage de l'origine et en déduire des propriétés de f(s) aun
moyen de la formule (42). Si F(z) est réguliére ou a un poéle
d’ordre g’a 'origine, on peut remplacer P'intégrale figurant dans (42)
par la somme de deux autres, 'une prise entre d et % qui définit une
fonction entiére, 'autre prise entre o et d dans laquelle F(z) peut
étre remplacé par son développement de Laurent si ¢ a été pris assez
petit. L’intégration terme a terme de cette seconde intégrale montre
que f(s) est méromorphe, les points 1,2, ..., g en sont les poles, les
résidus étant les coefficients de la partie principale de F(z) [ voir
aussi I'ekele |a, b] .

Une représentation des séries de Dirichlet proprement dites, d'un
caractére essentiellementdifférent de celui de Cahen, a été donné par
J. Steffensen {a].

18. Représentation analytique des séries de Dirichlet dans leur
étoile d’holomorphie. — M. Riesz [£f| a étendu aux séries de Dirichlet
les méthodes qui ont permis a G. Mittag-Leffler de donner une repré-
sentation analytique des fonctions définies par une série de Taylor,
valable dans toute I’étoile d'holomorphie.

L'¢toile d’holomorphie de la fonction f(s) définie par la série (1),
supposée convergente en un point (C fini), s’obtient en effectuant le
prolongement de f(s) suivant les paralléles i O vers les s néga-
tifs; si sy est un point singulier rencontré au cours du prolongement,
on exclut la demi-droite ¢ = ¢y, ¢ £ 54. Lie domaine restant est I'étoile
cherchée, c’est une étoile relative au point a Uinfini sur Os. M. Riesz
donne des expressions représentant f(s) dans certains domaines de
forme donnée intérieurs a I'étoile et une expression valable dans
toute I'étoile.
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D’aprés ’hypothése (C fini) la série

%<s>—2rz’;a" NG

définit une fonction entiére de s qui, lorsque o tend vers 2&ro, ¢on-
verge uniformément vers f (s)dans toute région fermée complétement
intérieure au demi-plan ¢ > €. Dans une telle région 2,(s) s’exprime
aisément au moyen dc f (s) grace a la formule connue de Hankel

I 1 -
—_— e —— - — —0A,—1
I'(ahy+1)  2ix% ,/(; e (—u) du,

dans laquelle C désigne un contour tracé dans le plan des u sec-
tionné le long de I'axe réel positif; C est constitué par la partie de
cet axe pour laquelle > r, prise au-dessus et au-dessous de la sec-
tion et par la circonférence | u|=r. Pour ¢ > €, on a

a(9) = Tz [ e fle-r alog(— ) -
On voit aisément que cette égalité reste valable dans une région A
intérieure a I'étoile et comprenant une portion du demi-plan de con-
vergence pourvu que o soit assez petit, car le second membre définit
une fonction holomorphe de s qui est égale au premier membre
pour o> C. Comme f[s+ 2log(— u)] est uniformément bornée
dans A pourvu que o soit assez petit, les fonctions g4 (s) sont bornées
dans leur ensemble dans \ et convergent uniformément dans une
portion de A vers f(s); elles convergent donc encore uniformément

dans tout A vers f(s), d’aprés le théoréme de Stieltjes déja employé.
au n° 6. Donc

XLU. Lorsque o tend vers o, les fonctions entiéres ¢, (s) con=

vergent unzfoz mément vers f(s) dans toute région complétement
intérieure a l’étoile d’holomorphie.

Une nouvelle intégration et I'interversion de l'ordre des intégra-.
tions conduisent M. Rlesz cette seconde proposition :

XLII. Soit By le domaine obtenu en supprimant de 1’étoile les

points ‘s balayés par le segments = o, t,— i naltS e+ i e
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lorsque le point s, décrit la frontiére de l'étotle; & Uintérieur
de Eqon a

Sf(s)= f_” e 9y (s —av)evdp.

M. Riesz donne également une formule généralisant la formule (10)
de Cahen, et faisant connaitre sur chaque droite ¢= const. I’abs-
cisse o du sommet de I'étoile situé sur cette droite, on a

og=1lim [ Tim (alogy | 9a(—o~+it) |—'c)].
a=0 | =+

On pourra déduire de ces beaux résultats de M. Riesz, des consé-
quences analogues a celles que 'on tire des propositions correspon-
dantes dans le cas des séries de Taylor; il semble cependapt que les
résultats moins parfaits qui ont été donnés ci-dessus (n° 16 et 17)
sont plus facilement applicables a I'étude des séries de Dirichlet.

19. Autres méthodes de prolongement analytique. — (G.-H. Hardy
[c] a appliqué aux séries de Dirichlet proprement dites la méthode
de sommation exponentielle de E. Borel : il attriBue pour somme ala
série (1) pour ¢ < C la valeur de I'intégrale

© b n—1
Y 4 x"—
e—% 2 -z —— )dz;
0 ns (n—ri)!
1

il montre quele domaine de convergence de cette intégrale est encore
un demi-plan, il en est de méme du domaine de convergence absolue.
Mais ce procédé peut donner moins que la méthode des moyennes
dans certains cas, tandis qu’il donne plus dans d’autres cas. Un
résultat intéressant est cependant a noter : si la série Za,x" est régu-
liére pour 2 =1, la fonction entiére représentée par la série (2) est
sommable B dans tout le plan (elle est d’ailleurs aussi sommable par
la méthode d’Abel).

G. Sannia a de méme appliqué la méthode exponentielle généra-
lisée de Borel aux séries de Dirichlet proprement dites.

On peut rattacher aux recherches sar le prolongement analytique
des propositions obtenues par A. Ostrowski [b|, comme consé-
quences de théorémes trés généraux sur les suites de fonctions ana-
lytiques uniformément convergentes. En supposant qu'il existe une
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suite d’entiers n, pour lesquels A, : A, 41 tend vers o, Ostrowski
montre que la suite de fonctions entiéres

9
1

converge uniformément vers la fonction analytique définie par la
série (1) dans toul le domaine d’existence de cette fonction qui est
par suite uniforme dans son domaine naturel d’existence. Cette pro-
position s’applique notamment aux fonctions pour lesquelles r : logh,
tend vers o.

:IV. — Les 1pkes pE H. Boni.

20. Rappel de deux théorémes sur les approximations simulta<
nées. — La partie la plus originale de l'uvre de H. Bohr dans la
théorie des séries de Dirichlet repose sur deux théorémes de la théorie
des approximations diophantiques dus & Kronecker. Le premier de
ces théorémes, qui est démontré dans la plupart des traités d’analyse,
s’énonce comme suit :

A. Etantdonnés N nombres positifs a,, o, ..., oy et un entiert
positif, il existe un entier m au plus égal a t", et des entiers B,

Bgy - .., P tels que ,
Im“q—3q|<% (g =1,2,...,N).

Ce théoréme a regu le complément suivant que nous aurons sur-
tout a utiliser :

A’. Etant donnés N nombres positifs ay, dg, ..., ay et un
nombre ¢ positif, il existe une suite de nombres mp tels que

o -_-—m
lim (mpyy—mp)>o, Iim -2 < »
p== p== P

et tels que, & chaque m, correspondent des entiers B?, 35, ..., B§
pour lesquels

(45) ' | 8f—mpaq| <e.

Le second théoréme de Kronecker employé par H. Bohr estla remars
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quable proposition qui a été retrouvée par plusicurs auteurs (Borel,
F. Riesz) et démontréc d’une fagon trés simple par Bohr [p] :

B. 8¢ les nombres %, a,, eevy oy SORL Linéairement indépendants
en ce sens qu'il n'existe pas de systémes d’entiers non tous nuls 3,
82, ..., Oy donnant lieu & U'sgalité

081+ 228, 4. .. +axdy=o,

et si By, Bsy ..., By sont des nombres donnés réels et quelconques,
on peut faire correspondre & tout nombre ¢ positif un nombre t
et des entiers yy, Ya, ..., vy tels que :

(46) ltaq‘ﬁq—70i<;-

H. Weyl [51] a en outre étudié la densité des nombres ¢ donnant
Vinégalité (46) : les nombres ¢ compris entre o et T vérifiant cette
inégalité forment des intervalles dont la longucur totale {(T) vérifie
la condition

tim St = e

21. ¥Etude du cas ou les ), sont linéairement indépendants. —
Nous supposerons dans tout ce paragraphe que les ), sont linéaire-
ment indépendants, ¢’cst-a-dire qu’il n’existe aucune relation linéaire
homogene i cocfficients entiers entre un nombre fini de ces éléments.
Le théoréme de Kronecker montre immédiatement que les abscisses
de convergence absolue et uniforme coincident. En outre, si la

série (1) converge absolument pour 5=, a chaque ¢ correspond
un nombre ¢, pour lequel

2 | a,,[e—luﬂ‘a—f(co+ ity) | <.
1

Il résulte aisément de cette inégalité que, si la série (1) ne converge

pas absolument pour.s =, f(s) n'est pas borné pour &> .
H. Bohr établit cette proposition générale :

XLIV. Sl existe un domaine de convergence s> C, le demi-

plan de convergence absolue s> coincide avec le dem -plan >3
dans lequel f(s) est bornée.
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Pour le montrer il est loisible de supposer que (1) converge pour
s=oet que ¥<o; la valeur de f(s) pour s=o+it, 3> et ¢
quelconque, cst donnée uniformément par égalité (14) dun® 5, dans
laquelle on peut prendre £ =1; on a donc, quel que seoit ¢,

<Ku,

Z ap(1e—Dy)ehple+it
);’,<u .

et d’aprés le théoréme de Kroneckerla méme inégalité ou K est rem-
placé par 2K a encore lieu lorsqu’on remplace chaque terme du pre-
mier membre par son module, a fortior:

©
5 Z |an | e < 2Ku,
< g

ce qui démontre la convergence absoluc pour s =s.

H. Bohr donne des exemples montrant que le théoréme XLIV n’est
pas valable pour des séries de type quelconque. Il étudie aussi les
valeurs prises par f(s) dans le domaine de convergence absolue.
Deux cas sont a distinguer suivant que la série des modules converge
ou ne converge pas pour 5= Jbu; dans le second cas la fonction f (s}
prend toute valeur finie pour ¢ > A,; dans le premier cas, si S désigne
la somme de la série des modules pour ¢ =\, f(s) prend toute
valeur de module inférieur & S (sauf la valeur o si 2| @, [e7b > 8).
La démonstration de ces propriétés repose sur une étude préalable
des valeurs de f(s) sur une droite ¢ = const.

Un cas particulier important de séries a A, indépendants est celui
des séries de Dirichlet proprement dites ou », = log p,, p. étant le
ni®™ nombre premier.

22. Etude del’ensemble des valeurs de /(s ) surune droite = const.
— H. Bohr a cherché a étendre les derniers résultats donnés ci-des-
sus au cas des séries de type X, quelconque. 1l étudie d’abord [2, i}
le cas des séries proprement dites, puis [2, m] celui des séries géné-
rales.

Considérons d'abord une série (2) absolument convergente pour
une valeur s=g¢; on peut 'écrire en prenant d’abord les termes pour
lesquels ~ est premier, puis ceux pour lesquels n est un produit
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de deux nombres premiers, et ainsi de suite. En désignant par
P1yP2yevvy Py

la suite des nombres premiers, on a

S(s) = a1+ Zeqpy’+ Lcq,3P5" PR’ + ZCa8,yPa’ PR PY 4o
avec
Cx,3,y=%2n St N =PpaPEpPy-

Les logarithmes des p, étant linéairement indépendants, le théo-
réme de Kronecker montre que : I’ensemble E (o) des valeurs de f (s)
sur une droite de convergence absolue ¢ = const. est partout dense
sur l’ensemble U(c) des valeurs prises par la fonction d'une infi-
nité de variables indépendantes.

47) E( &1y Tay ooy Ty o) = A+ 2Ca%q+ ZCo3TaTB+. . .,
lorsque le point z,, x,, ..., x, décrit la multiplicité

|x,,]=p;'f (g=1,2, ...).

Iy

Supposons 5 supérieur a b et soit E(s, ¢) I'ensemble des valeurs
prises par f(s) dans la bande ¢ — 2, o—-¢ (¢ est supposé assez petit
pour que 5 —z>c); les ensembles E(s, ¢) ont en commun un
ensemble E'(¢) que H. Bohr appelle l'ensemble des valeurs de f(s)
dans le voisinage de la droite ¢ = const. considérée. Les ensembles
E'(s) et U(s) coincident.

H. Bohr étudie aussi les séries g(Zy, Zay -+vy Ln, -..) qui sont bor-
nées sur la multiplicité | 2, | S\, (¢g =1, 2, ...). On entend parlaque
la série obtenue en supposant les 2, nuls pour ¢ > m 1 est absolu-
ment convergente et a un module inférieir & un nombre K indépen-
dant de m lorsque | 24| <X, pour ¢ =1, 2, .... Dans ces conditions,
la série (47) est encore absolument convergente pour |z, |<X, e,
pourvu que les e, soient compris entre o et 1 et que la série Ye} con-
verge. H. Bohr montre le role important que joue la borne supé-
rieure S des nombres y jouissant de la propriété suivante : toule
série (47) bornée sur la multiplicité | z,| SN\, converge absolument
pour | z4|SX4eq, pourvu que les ¢, soient compris entre o et 1 et
que la série Z¢] converge. Pour toute série de Dirichlet proprement
dite, on a

bo—F

A

W =~
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Comme d’aprés ce qui vient d’étre dit S est au moins égal a 2, on
obtient le théoréme XVI (dans ce cas particulier des séries propre-
ment dites) par une méthode plus compliquée que celles employées
depuis (n° 7 et 17), mais qui ne manque pas d’intérét. O. Toeplitz
[48] avait montré que S est au plus égal a 4, on a vu qu’en fait S = 2
(n” 7). ¢

Signalons enfin que Bohr montre, en utilisant ses résultats, que
& = F pour les séries qui s'introduisent dans la théorie des nombres.

Pour étendre ces résultats aux séries générales, il faut introduire
des nombres qui jouent le role des nombres premiers dans la théorie
précédente. On appelle base de la suite des X, toute suite finie ou
infinie de nombres v, va, ..., Vp, ... jouissant des propriétés suivantes:
1° ces nombres sont linéairement indépendants; 2° tout nombie 3,
s’exprime en fonction linéaire homogéne a coefficients rationnels
d’un nombre fini d’éléments v,,; 3° tout nombre v, est une fonction
linéaire a coefficients rationnels d’un nombre fini de )\,;.

Toute suite 2, posséde au moins une base et par suite une infinité
puisque les v,, constituant une base, il en est de méme des 7,,v,, ou
les 7 sont rationnels. Les éléments de I'une des bases sont évidem-
ment des fonctions linéaires homogénes a coefficients rationnels des
éléments d'une autre base. Si une base renferme un nombre fini P
d’éléments, il en est de méme de toutes les autres bases. Lorsque
les &, sont des fonctions linéaires & coefficients entiers des v,,, on dit
que la base est entiére. Cest le cas pour &, = logn, la base formée
par les logp, est entiére.

Si les v,, sont les éléments d’une base des A, on a

(48) An=rhvi+riva--...4 riavg,,
et Lon peut écrire
— Tna
S() =81, Zay evvy Ty +..) = Saye DI gy

Si f(s) converge absolument pour ¢ =1=,, g(xy, X1, ..].) converge
absolument lorsque la partie réelle des nombres z,, est égale a oy,

(49) partie réelle X =Y % (m=1,2,...)

Nousdésigneronsencore parU(a,)’ensembledesvalearsde g(z,, za,...)
lorsque les relations (49) sont vérifiées, par E(s,) 'ensemble des
valeurs de f(=, -+ it) lorsque ¢ varie et par E'(5,) 'ensemble des
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valeurs de f(s)dansle voisinage de la droite &y = const. En appliquant
le théoréme de Kronecker on montre que :

XLV. 8¢ la série (1) converge absolument pour ¢ >, Uen-

semble E (o) qui appartient a U(s) est partout dense sur cet
ensemble.

H. Bohr montre en outre que 'ensemble E'(s,) coincide avec
I'ensemble formé par E(s,) et ses points limites et établit la proposi-
tion suivante :

XLVI. Siles ), possédent une base entiére, les ensembles Er(c)
et U(c) coincident. '

On peut également rapprocher des séries de méme type dont les
coefficients jouissent de certaines propriétés : deux séries sont dites
équivalentes lorsque leurs coefficients ont le méme module et que la
différence des arguments des coefficients de rang n est de la forme

"I‘l?l—‘_ ";21?2_'-" -+ r;,l"?flnv

les r” étant les coefficients de I'égalité (48) et les o, ne dépendant
pas de n. Cette définition cst indépendante de la base v, choisie. Les
ensembles E'(¢) et U(s) sont les mémes pour deux séries équiva-
lentes.

23. Quasi-périodicité de f(s)sur les droites ¢=—const. — Dans les
propositions précédentes on a utilisé seulement les théorémes A et B
sur les approximations. Les compléments de ces théorémes per-
mettent de montrer que f(s) est quasi-périodique sur certaines
droites &= const. Considérons un domaine A complétement inté-
rieur au demi-plan de convergence uniforme (s>>1b) et donnons-
nous un nombre positif . Le reste de la série (1) est moindre que ¢
pour tous les points s+ i pourvu que s appartienne a A et que n>N';
on a donc

N
|f(s+it)——f(s)]<2s+2|a,,|e M8 | e T —1],
1

et en appliquant le théoréme (A’) on obtient|ce théoréme de
Bohr [o] :
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XLVI. Si la série f(s) posséde un demi-plan de convergence.
uniforme, & chaque domaine A intérieur a ce demi-plan et a

chaque ¢ correspond une suite de nombres t, tels que pour s
appartenant a A

| f(s+it,)—f(s)l <e (p==F=1,k2,...),

les nombres x, vérifiant les relations

lim (7, ,—= 0 Tm L2l < 4o
p;—tw( Pt p)> ’ p=ztw P <
C’est la propriété de quasi-périodicité.
D’une fagon générale la proposition n’est plus vraie au dela du
demi-plan de convergence uniforme, c’est ce que montre la fonction

Se

1

Les propriétés générales des fonctions holomorphes et bornées dans
un domaine | voir par exemple |33, b] | permettent de montrer que
la propriété subsiste dans le demi-plan ¢ > & ou f(s) est borné.

H. Bohr [o] considére le cas particulier on les 2, sont les loga-
rithmes de la suite des nombres premiers : la quasi-périodicité a lieu
pour ¢2a, > % (A —+C). La démonstration s’appuie sur la formule
de la moyenne (théoréme XIV) qui est valable pour ¢ = &, d’aprés
la remarque de la fin du n° 7, on constate que pour

>

623, et t—altit+a

le reste de la série (1) est en moyenne inférieur & un nombre donnée.
On applique d’autre part le théoréme de Kronecker avec le complé-
ment de Weyl. Ce théoréme de Bohr reste vrai lorsque les A, sont
linéairement indépendants et satisfont a lacondition de Schnee (n° 7).

24%. Caractéres analytiques des fonctions définies par les séries de
Dirichlet. — Pour qu'une fonction soit représentable par une série de
Dirichlet possédant un domaine de convergence ‘uniforme, il faut
qu’elle soit quasi périodique. Pour rechercher si cette condition est
suffisante, H. Bohr [voir [2, p]] a été amené a faire une étude
approfondie des fonctions quasi périodiques et de leur représentation
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analytique. Les résultats de cette étude, actuellement en cours,
semblent devoir étre d’une grande importance aussi bien pour la
théorie des séries de Dirichlet que pour la théorie des fonctions de
variables réelles.

A. Ostrowski [a] a montré que les fonctions définies par certaines
séries de Dirichlet ne peuvent vérifier certaines équations différen-
tielles algébriques. Une équation de la forme

(50) Pls, f(s+ ho), f(s+ hy)y oo, (s + hp)) =0,

ou P est un polynome par rapport aux p —+ 2 variables mises en évi-
dence, et les hg des constantes réelles ne peut étre vérifiée par une
série de Dirichlet possédant un domaine de convergence absolue si
les X ne possédent pas une base finie. Cette proposition s’étend au
cas ou la série posséderait seulement un domaine de convergence
ordinaire. L’auteur montre aussi que, si A, : 2,4, tend vers o, f(s) ne
peut vérifier aucunc équation de la forme (50); il en est de méme
lorsque les @, ne possédent pas de base finie. Ces résultats s'étendent
au cas ot 'équation (50) est seulement analytique par rapport a s, le
point & l'infini étant point régulier ou pdle.
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