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FORMULES STOKIENNES 
Par M. A. BUHL 

Professeur à la Faculté des Sciences de Toulouse. 

INTRODUCTION. 

Tout ce qui, dans ce fascicule, est engendré par les formules 
stokiennes peut provenir aussi bien du Calcul des variations, de la 
Théorie des Groupes, de celle des Invariants intégraux [1], du Pro­
blème de Pfaff [2], du Calcul différentiel absolu ou Calcul tensoriel 
et, sans doute, d'autres disciplines encore. Mais, outre qu'il serait 
peu pratique d'exposer tant de choses à la fois, il semble particuliè-
ment intéressant de s'en tenir au point de vue « stokien » et, plus 
exactement, à celui qui a son origine dans des identités évidentes 
prises à la base du Calcul intégral [cf. formules (i), Chap. I et II]. 

Les théories einsteiniennes surgissent immédiatement derrière 
ces prémisses rudimentaires, sous la forme, d'abord amétrique de 
H. Weyl [3] , A. S. Eddington [4], exposée par Th. De Donder [5] 
à l'aide du Calcul des variations; la Mécanique classique s'en accom­
mode aussi, ses équations canoniques ayant des propriétés qui 
peuvent être symétriquement opposées aux précédentes e.t sont tout 
aussi harmonieuses. C'est là qu'il est commode de parler de formes 
antistokiennes; si le mot est nouveau, la chose remonte, au moins, 
à Henri Poincaré qui, en suivant les propriétés des équations cano­
niques avec la Théorie des Invariants intégraux, a précisément 
apporté, en Mécanique céleste, des méthodes ressemblant étonnam­
ment à celles de la Physique mathématique. 

La théorie des groupes repose sur des symétries du même genre. 
Quant aux théories einsteiniennes, le moins qu'on puisse dire à leur 
éloge est qu'elles apportent dans le domaine physique un ordre com­
parable à celui que cette notion de groupe a apporté en géométrie. 
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On peut considérer ces théories comme l'étude de propriétés gra­
vifiques présentées par les équations électromagnétiques de Maxwell-
Lorentz ; le fait que ces équations ne s'accordent pas avec tous les phé­
nomènes électromagnétiques est d'importance fort secondaire, aucune 
théorie n'ayant jamais présenté une perfection absolue. 

De plus, les théories einsteiniennes ont un si prodigieux et même 
si étrange pouvoir de synthèse que, même dans les nombreux cas où 
l'on ne peut les appliquer, par suite des difficultés analytiques que 
Ton rencontre de prime abord, on peut revenir aux méthodes clas­
siques sans cesser d'être einsteinien. 

C'est ainsi que les équations ordinaires de la dynamique des 
milieux continus 's'insèrent, avec la plus grande facilité, dans les 
combinaisons préliminaires d'intégrales multiples qui peuvent servir 
de base à la Gravifique d'Einstein. 

CHAPITRE 1. 

% FORMULES STOKIENNES ÉLÉMENTAIRES. 

1. Convention de sommation. — Dans tout le cours de cet opuscule 
nous conviendrons que tout terme monôme contenant deux fois le 
même indice doit être sommé par rapport à cet indice. Ainsi V[dxi 
représentera 

Pt dxx-+- P2 ^ 2 + . . - + Vndxn-

La valeur de n sera généralement en évidence; sinon il sera toujours 
très simple de l'indiquer. 

« Cette convention ne sert pas seulement à abréger l'écriture; elle 
apporte une aide considérable à l'analyse car elle lui donne une sorte 
d'impulsion dans une direction qui se trouve être toujours la 
bonne » [4]. 11 faut entendre par là que le procédé suggère 1res aisé­
ment des combinaisons multiplicatives et additives de formules poly­
nômes; si nous ne le mettions pas en évidence dès le début, il s'im­
poserait à bref délai. Il sera rapidement justifié et rien n'empêche de 
commencer par l'employer. 

2. Identité fondamentale. Formule de Green-Riemann. — Par 
« formules stokiennes élémentaires » il faut entendre celles qui pro-
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viennent de transformations, ou de combinaisons linéaires de trans­
formations, de l'identité 

( i ) XxdY-ffdKd"-
En celle-ci, c est le contour d'une aire s simplement connexe dans 

le plan YOX. 
Il importe de bien remarquer la simplicité du point de départ; on 

peut dire que l'identité (i) contient en puissance tout le contenu du 
fascicule et probablement bien d'autres choses encore. 

Nous passerons sur des démonstrations élémentaires données dans 
un autre opuscule [6] et n'indiquerons d'abord que des résultats. 
Ainsi, par un simple changement de variables, (i) se transforme en 
la formule de Green-Riemann 

à à 

L?<d*>=fl <••>) dx i 

p. 

dxt 

p. 
dx\ d.j-2-

3. Formule de Stokes ordinaire. — Cette formule suppose une 
cloison gauche S, de contour C, qu'il est encore très simple de faire 
correspondre à Taire plane s de ( i) . Elle est 

(3) fPidxt= f f 

a 

â 
dxi 

Pi 

àx2 

P2 

ï 

àx3 

P3 

da. 

Sa propriété fondamentale est de révéler une intégrale double 
invariante pour toutes les déformations de la cloison S qui ne modi­
fient pas le contour C de cette cloison. Par oc, j3, y il faut entendre les 
cosinus directeurs de la normale menée à S en l'élément d<r. Si S avait 
l'équation explicite z = z(x, y), avec #, j - , z écrits pour # , , x^ x%, 
on pourrait poser, dans (3), 

( 4 ) a dv = — p dx dy, p d<s = — q dx dy, y du = dx dy, 

4. Formule stokienne pour cloisons k x, y, z, p, q invariables le 
long du contour. — Ici encore on peut établir très simplement une 
correspondance entre l'aire plane s de (ï) et les points à normale 
déterminée d'une cloison S. Soient toujours z = z(x, y) l'équation 



de S el p, q, r, s, t, les dérivées partielles de z suivant les notations 
bien connues. On aura 

t 

(5) fVidxi=fJ 

s 

r 

P 
d_ 

dx 

Pi 

ây 

P2 

o 

o 

— r 

àz 

P3 

o 

dp 

P4 

— 1 

O 

o 

àq 

P5 

dx dy, 

Les P; sont cinq fonctions dépendant chacune de x, y, z, />, «7. 
Dans le premier membre de (5), les cinq éléments dxt s'écrivent 
respectivement dx, dy, dz, dp, dq. 

L'essentiel, dans la formule (5), est la construction de l'intégrale 
double invariante pour les déformations de la cloison S qui n'altèrent 
ni le contour G ni ly ensemble des normales menées à S le long 
de C. 

5. Symétrisation de (5). — La formule (5) est analogue à (3) 
écrite avec les seconds membres des égalités (4). Or il y a, pour (5), 
une forme aussi symétrique que (3) même. Celte forme est 

(6) /S"""//. 
Tx 
a 

d_ 
dx 

Pi 

"y 

Pr 
ï'y 

P 

ày 

P2 

Y* 
ï 

Si 

P3 

— 1 

o 

o 

o 

à 

P4 

o 

— 1 

o 

o 

â_ 
à$ 

P5 

o 

o 

— 1 

o 
à 
¥( 
p6 

d<J. 

Les P; sont six fonctions dépendant chacune de x, y, z, a, p, v. 
Dans le premier membre de (6), les six éléments dxi s'écrivent res­
pectivement dx, dy, dz, dy., dfi, rfv. 

On pourrait évidemment poursuivre la méthode qui a donné (5) 
ou (6) et obtenir, par exemple, des formules stokiennes pour cloisons 
ayant, tout le long de C, des contacts d'ordre de plus en plus élevé. 

Les formules stokiennes précédentes, étant toutes déduites de (1), 
peuvent aussi se déduire les unes des autres; on peut même prétendre, 
au point de vue logique, qu'elles ne sont pas distinctes. Au point 
de vue pratique, elles n'en sont pas moins fort remarquables et 
peuvent servir chacune de porte d'entrée à de grandes théories. 
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APPLICATIONS. 

Nous laisserons de côté les applications géométriques des formules 

s tokiennes, applications exposées dans un opuscule déjà cité. Nous 

ne pouvons pas davantage traiter de celles intéressant Phydrodyna 

miquc ; elles seront mieux à leur place dans la partie du « Mémorial » 

t rai tant de la Mécanique des fluides. Nous verrons, dans le Chapitre 

suivant, que les théories électromagnétiques de De Donder , Lorentz 

et Einstein sont essentiellement s tokiennes. P o u r l ' instant, nous 

allons nous borner à quelques applications analytiques s imples , mais 

ouvrant la voie à d ' importantes généralisations. 

6. Équations aux différentielles totales. — Considérons l 'équation 
classique à trois variables 

(7) Pdx+Qdy-h Rdz= o. 

Il s'agit de rédui re , si possible, le premier membre à la forme XtfY, 
ce qui entraîne 

et 

(8) 

'=*£• «-*& »-*2. 
P Q R 

± à_ ± 
dx dy dz 
P Q R 

Un changement de variables conserve la forme de (7) et, par suite, 
la forme de la condition d'intègrabilité ( 8 ) . En part iculier , s'il existe 
un changement de variables permet tan t d 'écr ire 

{{)) Vdx -V-Qdy -h R<7z = \du-±- \t.dv, 

la condit ion d ' intégrabil i té, formée pour le second membre de cette 
égali té, est 

^ d\x _ d\ 
dw ^ dw 

Donc K : [i. no dépend pas de la troisième nouvelle variable w. 

Ceci posé reprenons (7 ) avec la condit ion ( 8 ) . Considérons l 'équa-
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tion aux dérivées partielles, à fonction inconnue/ , 

â l â l âl 
dx dy dz 

£ A £ =°-
dx dy dz 
P Q R 

Elle admet deux intégrales distinctes / = u elf=v. On a ainsi, 
avec (8), trois équations entre lesquelles on peut éliminer les dérivées 
partielles de P, Q, R. Le résultat de l'élimination 

du du du 
dx dy dz 

dv dv dv 
dx dy dz 

P Q R 

prouve qu'il existe des fonctions, \ et p, telles que 
p _y du dv 

' dx ^ dx ' dy 
dv 

R = A 
du 
dz 

dv 
Ldz' 

ou telles que nous ayons une égalité (9). Comme, en celle-ci, le rap­
port de 1 à [i. ne dépendra que de [u et (\ nous serons ramené à 
l'équation différentielle ordinaire 

X du -+• JJI dv = o. 

Telle est, pour l'intégration de (7), la méthode de J. Bertrand, 
telle qu'elle est exposée [7] par M. E. Coursai; elle a constamment 
une symétrie stokienne. M. Goursat applique la méthode à l'équation 

(y2 •+- y z + z*) dx -h ( z* + zx + x*) dy + (x*-h xy -hy*) dz = o. 

M. P. Painlevé a fait de même [8] pour cette dernière et pour 

(cy — bz)dx-+- (az-cx)dy-h(bx — ay)dz = o. 

7. Problème de Pfaff. — Le problème de Pfaff consiste à ramener 
des formes différentiel les à des aspects canoniques généralement 
aussi simples que possible. On en aura une première idée en posant 

( 1 0 ) P dx -f- Q dy -+- R dz = doi -h [3 r/y. 
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Cette réduct ion est toujours possible car on peut écrire 

('-«)*-(«-ç)*-(»-=)*-"" 
Pour le premier membre la condit ion d' intégrabili té est 

dx 

P 

d_ 

ày 

Q 

du. du. 
dy ~~ Jz 

d_ 
Jz 
R 

Ceci constitue une équat ion aux dérivées parlielles donnant pour a 

une infinité de formes. O n déterminera ensuite [3 et y par la méthode 

du paragraphe précédent . 

La réduct ion (10) rédui t l ' intégrale simple de la formule de 

Stokes (3 ) à une intégrale qui ne porte plus que sur (îrfy. C'est 

revenir à 1 identité ( ï ) . O n voit que nous sommes toujours dans les 

quest ions s tokiennes. Tou t ceci est susceptible de généralisations 

ext rêmement étendues pour lesquelles nous devrons encore renvoyer 

au magnifique Ouvrage de M. E . Goursat [ 2 ] . 

Gaston Darboux a greffé sur l 'équation ( i o ) des développements 

géométr iques très importants et élégants [9] ; on en trouve d'ana­

logues dans la Thèse de M. E . Tur r i è re [ 1 0 ] , Tous ces travaux 

donnen t de beaux exemples de symétrie s tokienne. 

8. Équations simultanées. — 11 s'agit ici des deux équations aux 

dérivées partielles 

( u ) FO.JK, z, p, q) = o. *(.r, y, z, p, q) = o, 

e t de la recherche d 'une solution z commune, si elle existe. Après avoir 

t iré p et q de ces équat ions, on a, en 

dz = p dx -h q dy, 

une équation aux différentielles totales, analogue à ( 7 ) ; il y a donc 

une condit ion d ' intégrabi l i té , analogue à (8 ) et qui est 

(ri) 

p q —I 
d_ d_ d_ 

dx dy dz 

P 9 ~ i 
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ou bien 

Si U représente F ou <ï>, si 9 représente ou x, ou )', ou z, on a 

dV dVdp dVdq_ 
dti + dp db + dq db ~ ° 

et cette équation en représente six qui permet t ront de calculer 

dp dq dp dq m dp dq 
dx dx9 dy dy' dz dz 

D'ailleurs il n 'y a que quatre de ces six expressions qui sont néces­

saires; en les portant dans ( i 3 ) , cette équat ion devient 

(M) FP(*.c+P*z) + *\(*y+q$z)-*p(F.v+pFz)-*q(Fy+qFz) = o. 

Les indices indiquent des dérivations partielles. 

En ( i 4 ) on a évidemment une condit ion d'intégrabilité pour le sys­

tème (ï ï) et cette condit ion ( i4)? tirée de (12) , n 'est qu 'une transfor­

mation de ( 8 ) . Nous sommes toujours dans les formes stokiennes. 

9. Équation unique en x, y, z, p, q. — Pour intégrer l 'unique 
équation 

(i5) F(* , . r , *, p, q) = 0, 

on forme un système (11) complètement intégrable de par le choix 

de ¢ . Cette fonction <ï> est donc donnée par l 'équation linéaire (1 \) 

qu 'on intègre par considération du système 

ft dx _ dy _ dz __ — dp — dq 
( I } Tp ~ Tq ~ pVp+qb\ " Fx-hpFs = KvH-fF-' 

11 suffit d'ailleurs de trouver une intégrale 

*(*,?, z, P* qh=<* = consi. 

de (16) . Alors les équations 

F (* ' , 7 . ^ ^ 7 ) = °) * ^ , J ^ i *y P, 40 = " . 

sont propres à donner / ? et q tels que 

dz = p dx-h q dy 
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soit une équation aux différentielles totales complètement intégrable. 
L'intégration de celle-ci donnera 

y(x,yt z; a, b) = o. 

C'est là l'intégrale complète de ( i5) . L'enveloppe à deux para­
mètres a et b, de cette famille de surfaces est l'intégrale singulière 
de ( i5 ) ; elle n'existe pas toujours. L'enveloppe à un seul paramètre, 
quand X(«, b) = o, est l'intégrale générale; elle dépend de la fonc­
tion arbitraire X. 

Tout ceci est bien connu et l'exposition adoptée ne diffère pas 
essentiellement de celle de M. Goursat [7] ; nous insistons seulement 
sur l'origine stokienne qu'on peut donner à ces questions. 

10. Équations canoniques. — Reprenons l'équation ( i5) , en sup­
posant que le premier membre ne contienne pas explicitement z. 
Alors le système (16) peut s'écrire 

[ dx __ <*F dp ___ dF^ 
) dt ~~ dp' dt ~ dx* 

(*7) \ 

( dt ~~ dq ' dt ~~ dy ' 

C'est là un premier exemple d'équations canoniques. On voit que 
ces équations, qui peuvent exister pour in variables et donner celles 
de la dynamique classique ont encore une symétrie à lier avec celle 
des formules stokiennes. Nous reprendrons cette idée, sous un jour 
différent, au Chapitre III. Pour l'instant nous sommes allés aussi sim­
plement, aussi élémentairement que possible, de la formule stokienne 
élémentaire au système différentiel canonique [et ce avec l'identité (ï) 
pour point de départ]. C'est voir d'abord en petit, en miniature, le 
lien grandiose et des plus modernes qui va des théories électroma­
gnétiques aux théories mécaniques. Les deux Chapitres suivants 
auront pour but de justifier et de développer cette assertion. 

11. Équations de Monge-Ampère. — La formule (5) montre qu'il 
existe des surfaces sur lesquelles 

Pi dx -h P.2 dy -+- P3 dz + P 4 ^ + P5 dq, 

est une différentielle exacte. Les cinq fonctions P/ contiennent cha-



cune x, y, z, p, q et sont données . Les surfaces en litige ont pour 

équation aux dérivées partielles 

(18) 

S t O O — I 

r s o —ï o 

p q —ï o o 

à_ à_ ± ± ± 
dx dy dz dp dq 
Pi P2 P3 P4 P5 

= o, 

ce qui se développe en 

(19) K ( r / - i 2 ) + A r + B 5 + Ci + D = o. 

C'est là [6 ] l 'équation de Monge-Ampère du type de Bàcklund. 

Soit maintenant à déterminer des surfaces sur lesquelles on aurai t 

(-20) 
Ni dx -+- N-2 dy -4- N3 dz -t- N4 dp -f- N5 dq = o, 

P, dx -h P* dv -h P3 dz -f- P.-, f//? -f- P5 dq = o. 

et, bien en tendu , 

dz = p dx -+- q dy, dp = r dx -+- s dy, dq = s dx -+- t dy. 

Ces surfaces ont pour équation aux dérivées partielles 

( 2 1 ) 

S t O O — I 

r s o — 1 o 

p q —1 o o 

N, N2 N3 N4 N5 

P» P* P3 P4 P5 

Cette équation se développe encore sous la forme (19) et est, cette 

fois, l 'équation de Monge-Ampère générale construite à par t i r des 

caractéristiques ( 2 0 ) . 

Prendre une équation de Monge-Ampère générale et en déterminer 

les caractérist iques, c'est tout s implement mettre l 'équation sous la 

forme (21) et ce n'est, par suite, qu 'une question d'identification; si 

l 'on tente celle-ci, on est immédiatement condui t à des calculs qua­

drat iques d'où il résulte, en général, q u ' u n e équat ion de Monge-

Ampère admet deux systèmes de caractéris t iques. 

Le seul aspect des équations (18) ou (21) et la comparaison avec (5) 

montre combien l 'étude des équations de Monge-Ampère est stokienne ; 
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nous ne voulons pas ici en dire autre chose. L 'é tude de ces équations 

est dominée, et de très haut , par les travaux de M. E. Goursat qui , 

outre un Ouvrage classique bien connu [ I I ] , a consacré au pro­

blème de Bàcklund d ' importants Mémoires . Renvoyons sur tout 

à [12] et [13] ainsi qu 'au fascicule VI du « Mémorial ». 

Dans notre opuscule [(]] on retrouvera le présent paragraphe nota­
blement plus développé. 

12. Courbures. Formule d'O. Bonnet. — O n trouve de nom­

breux Vidxi dans la théorie générale des surfaces. Ainsi soit S une 

surface z = z(x, y) et, sur celle-ci, une courbe L définie par sa p r o ­

ject ion F(x, y) = o sur le plan Oxy. O n a [6] pour l 'angle élémen­

taire, de courbure géodésique, le long de L 

. ds o 
( '2 '2) 7T = Ti dF'x dF'y 

P*x±qVy\ F * F i 
A*8 I dp dq 

De même l 'angle élémentaire de torsion géodésique est 

. _ [(i + qWx-pqVyïdp + Ui + p^V'y-pqF'xldq 
CfZ* £ * ' 

et l 'angle élémentaire de courbure normale est 

ds= F'xdq-Fydp 

On a posé 

V=F'J* + F'* + (qF'x-pF'y)\ 3 « = i - h / * + f « . 

Les gèodésiques de S sont les lignes à courbure géodésique nul le ; 
d 'après (22) la projection de ces lignes sur le plan Oxy a pour équa­
tion différentielle 

(-23) ( ! + / > * + q2)y"= (py—q)(r + isy'+ ty'*). 

Les lignes de courbure de S sont les lignes à torsion géodésique 
nu l l e ; on trouve en ce qui les concerne 

dx -h p dz _ dy -h q dz 
dp ~ dq 

Les lignes asymptotiques de S sont les lignes à courbure normale 
nu l le ; on a pour elles 

dp dx -h dqdy = o. 
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Revenons à (22) . La formule (5) correspondante est 

de Jc pg J Js &3 ./ Js Ri r., 

C'est la fameuse formule d'Ossian Bonnet. Elle a été longuement 
étudiée par G. Darboux [14]. 

Le détail de la démonstration, à partir de (5), est étudié en [6]. 
Pour la somme des angles A, B, C, d'un triangle géodésique, (24) 
donne 

et constitue, de ce fait, une première ouverture sur la géométrie non-
euclidienne. 

13. Formule de M. P. Appell. — C'est la formule (6) pour P4 , P5 , 
P6 nuls et 

P ! = P Z - Y Y , P 2 = y X - a Z , P ,= «Y —?X, 

chacune des fonctions X, Y, Z contenant x, y, z mais non a, ,8, y. 
Alors l'intégrale double de (6) devient 

' « P Y ' 

/X(^ + ik)(ax+pY+^^-/X à_ à_ ± 
dx dy dz 

Pi P-> P3 

dv. 

Ce qui est remarquable ici, c'est l'apparition de la courbure moyenne 
alors que (24) contenait la courbure totale [15]. 

14. Le jacobien J. — C'est le jacobien identiquement nul 

J = 

Il donne [6] 

* r <*>- « i 

P', P̂  Pi 
ri ÏV ï i 

R; + R;=ai + ^ + ^ BiR, 

a p y o 

et la formule (6) elle-même naît, si l'on veut, en bordant convenable­
ment ce J. 
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CHAPITRE II. 

FORMULES STOKIENNES ET THEORIES EINSTEINIENNES. 

1. Identités fondamentales. — A la base du présent Chapitre, nous 
aurons les deux identités fondamentales 

(ï) Cx dX = f fdX dX, C CxdX dZ = f f f dX dX dX. 

Par la première nous ferons correspondre, à une cloison de l'espace 
à quatre dimensions E4, une aire plane du plan OXY; par la seconde, 
nous ferons correspondre à une portion de variété à trois dimensions, 
déformable dans E.,, un volume de l'espace ordinaire. 

On aura ainsi deux formules stokiennes dans E4 et l'on en aurait 
de même n — 2 dans En. 

L'étude de E4, qui peut être l'espace-temps, suffira amplement 
à nous occuper [16]. 

2. Première formule. — On part de la première identité (1) et 
l'on pose 

X = X (Xi, X*, xz, xk), Y = X(xA, x2, x3, xA), 

ce qui n'est qu'une transformation à deux variables si 

(2) #3=^3(^1,^2), Xw-= xx(xu x7). 

Dans ces conditions l'intégrale double de (1) devient 

/f 
dX dX dx:i dX dxi dX dX dx3 dX dxk 

dxt dxA dxx dxi, dx^ dx.2 dx3 dx* dx, dx-2 

ÔX_ dX^dxs dX^ dx, dX_ dX_ dxs dX_dx, 
dxi dx3 dx\ dxk dx^ àx.> dx3 dx* dx, dx.2 

dxi dx<2 

Le déterminant qu'elle contient peut être aisément remplacé par 
un autre du quatrième ordre mais à termes monômes et, en posant 

P - X ^ Y 

r / — A -— 3 
dxi 



i4 

on a la formule 

(3) LVttU-S£ 

A. BUHL. 

dx-i dx$ 
dx\ dx.2 

dxi dx, 
"T— O I 

OXi QX-i* 

d d d d 
dxi dx.2 dx3 dx 4 

P, P 2 P 3 P* 

dx\ dx.2. 

Dans E 4 , S est cloison à deux dimensions de contour C. Cette 
cloison S est définie jusqu ' ic i par les équations ( 2 ) . Supposons- là 
définie par les équations 

F,(a:,, x^ x3, xA) = o, F.2(xu x2l x3, xk) = o. 

Alors la formule (3) prend définitivement la forme 

(4) fptdx,= fr 

dFx dF{ dFi dFi 
dx\ dx-2 dx-i dxi> 

dF2 dF* dFo dF2 

dxx dx*> dxA dx, 

d d d d 
dxi dxi dxz dx\ 

Pi P> P3 P 4 

dx\ dxi 

avec 

dx$ dxi dx, dxz 

L'expression des P/ n 'est pas jusqu ' ic i absolument générale, mais 

en ajoutant quatre formules (4 ) écrites pour Y successivement égal 

à x{, x.2, x3, xA, les X différant des unes aux autres, on reprodui t (4) 

avec des P/ que lconques . 

Cette démonstrat ion de (4 ) est celle qui aurai t pu être donnée 

pour les formules stokiennes du Chapi t re p récéden t ; on aurait pu , 

aussi bien, la passer sous silence. Mais l ' importance des résultats 

subséquents est si grande qu'i l vaut mieux ne rien négliger aux envi­

rons des points de départ . D'ailleurs cette première démonstrat ion 

va servir de guide pour obtenir la seconde formule stokienne de E 4 . 

3 . Seconde formule. — Nous partons de la seconde identité (1) 

avec X, Y, Z fonctions de xiy x.>, x:], xh mais x,K é tant lié aux 
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variables précédentes, dans l'intégrale triple, par 

( 5 ) Xi= x,(xu x<i, x3). 

En d'autres termes, le point xK, x** x3, xA appartient à la variété V à 
trois dimensions (5). Celle-ci sera supposée incluse dans une variété S 
fermée, à deux dimensions, d'équations 

<6) X3= X3(Xi, x.2), x,= x,{x{, x2). 

Dans ces conditions une première transformation de la seconde 
identité (i) donnera 

dx3 dx$ 
dx\ dx-2 

dxk dxk 

dxx dx.2 

dX dX dX dX 
dx\ dxt dx% dx, 

dZ dZ dZ âZ 
dxx dx.2 dx3 dx± 

dxi dx2 -III 

dx, dx, dxk 

dxx dx>2 dx$ 
dX dX dX dX 
0x\ dx*2 dx3 dxtt 

dX ÔX_ dX_ dX_ 
dxi dxi dx3 dx, 

dZ dZ_ dZ_ dZ 
dxl dx.2 dx3 dxit. 

dxl dx.2 dx3 

En introduisant X dans le premier déterminant, ses deux dernières 
lignes et les trois dernières du second peuvent prendre l'aspect 

dX dX 
Xà-1 X^ X - p X . 

dx i dx2 dx3 dXi 
ÔZ_ 

dx\ 
dZ 
dx2 

dZ 
dx% 

^Z 
àxi 

_d_ 
dxi 

• dJ-

dZ 
dx{ 

d 
dx.2 

_d_ 
dx3 

v àX 

dxk 

dX 
X^- X — X 

dx2 dx3 dxA 

dtL_ 
dx2 

ÔZ_ 
dx3 

dZ 
dxi 

De même qu'il y a maintenant un X devant les dérivées de Y, pla­
çons un U devant celles de Z. Cela ne change rien car c'est rem­
placer X, qui est arbitraire, par UX. 

Dans l'égalité obtenue, supposons que Y se réduise successivement 
à xt, x2, x$, X:t] on aura ainsi quatre égalités qu'on pourra écrire 
avec quatre X différents, soient P f , P2 , P3, P4 . La somme de ces 
quatre égalités donnera une égalité de même forme où les troisièmes 
lignes des déterminants seront 

Pi P2 P 4 Pi P , P4. 
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De même, en réduisant Z à ^ , , x2, x3, x.h et changeant U en Q, . 
Q2, Qs? Q*, les quatrièmes lignes des déterminants pourront devenir 

Qi Q* Qa Qi Qi Q, Q3 Q*. 

Les deux dernières lignes donneront alors des mineurs 

P/Qy-P/Q/; 

il importe que ceux-ci soient des fonctions quelconques des #/, ce 
qui n'est pas immédiatement certain. Mais en ajoutant ensemble 
deux ou un plus grand nombre de formules analogues à celle obtenue 
en dernier lieu, les P et les Q différant d'une formule à l'autre, on 
arrivera à remplacer les mineurs en question par d'autres indéniable­
ment généraux auxquels on pourra donner la forme symbolique 

M M, 
= M,y — My/ = 2 M/y. 

Bref, une seconde étape est franchie et nous avons la formule 

11 
dx-s 
dxi 

'dx, 

M110 

1 

dxs 
dx~. 

dxs, 
dxi 

A 

— I O 

M 3 w 

3 

M 4» 

4 

dxi dx2 -. III 
dxi, 

dxx 

_d_ 

dxi 

1 

dx, 

dx-2 

_d_ 

dx*2 

•1 

dx, 
dx3 

d_ 
dx3 

3 

d 
dx± 

M 4 0 ) 

dxi dx2 dx3 

Celle-ci a, dès maintenant, toute la généralité mais non toute la 
symétrie possible. 

Différentes formes ont été étudiées; ici nous n'en retiendrons 
qu'une. 

Le déterminant de l'intégrale double contient linéairement les M/y; 
dans chaque terme à M/y prenons pour élément différentiel dxidxj. 
Alors l'intégrale double porte tout simplement sur Mijdxidxj. 

Dans l'intégrale triple nous supposons l'équation (5), de V, rem­
placée par 

F(xif x2, xit x-,) = o. 
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Finalement notre seconde formule stokienne de E4 est 
»7 

(7) j fMiJdxidxj=- r r r 

dF^ dF dF dY^ 

dx\ dx% dx3 dx, 

d d d d 

dx{ dxt dx3 dx, 

Mio M2w M3 W M 4 W 

ï a 3 4 

dx\ dxt dx3 

dF_ 

dx, 

La variété V, à trois dimensions dans E4, peut se déformer dans E4 

sans cesser d'avoir pour frontière la variété fermée S à deux dimen­
sions. 

Dans le développement de Mijdxidxj il y a 12 [termes mais égaux 
deux à deux parce que, si M/y change de signe par permutation des 
indices, il en est de même pour dxjdxj. 

On aura toujours M// = o. 

Pour ce qui suit on peut admettre les formules (4) et (7) et revenir 
plus tard sur les démonstrations. 

4. Champ électromagnétique général. — Ce champ correspond à 
l'identique nullité de tous les éléments de l'intégrale triple de (7). 
Ceci peut arriver de deux manières absolument distinctes [17]. 

a. On n'impose aucune condition aux M/y mais le déterminant est 
nul de par le choix de la variété V, c'est-à-dire de la fonction F qui 
satisfait alors à une équation aux dérivées partielles du premier ordre 
linéaire et homogène. Les équations des caractéristiques sont 

dx2 

d 

dx3 dxk 

(8) 

en posant 

àï,*l«+é%*»+£M»--
Mi,-f- -r— M2, 

dxt 
1 dx, 

d 

dxi 

dx 
•M4| = -

pv„, 

•PV.:„ 

M, • T ~ M31-H -:—M12= P, 
"^1 dx3

 2 r ' 

V^ = 
dxi 

dxL 
V.r, 

dx2 

dx. V.r.= 
^ 3 

dx, 

et en désignant par p un facteur de proportionnalité. 
Les équations (8) constituent le premier groupe des équations 
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de Maxwell-Lorentz généralisées. Elles correspondent à des V 3 

spéciales de E 4 . 

E n considérant deux vecteurs 

M / M„, M,,, M12 \ / M14, M2„ M 3 A 

\ M.c, My, M2 J' \ DÏLX, DKy, 0KZ ) ' 

les équations (8) peuvent s'écrire 

(8') r o t D R = — o V — ~ , divM = p. 

b. Le déterminant de l ' intégrale triple de (7) s 'annule encore 

quand tous les mineurs des termes de la première ligne sont nuls . 

Alors on a des M/y spéciaux, que nous appellerons des M*-, pour 

lesquels 

£;?» + &»» +TJkn»-°-

Ces M*y existent év idemment ; ils sont de la forme 

M«.= ^ _ £ £ / , 
iJ dxj dxt 

les ¢ / étant dits potentiels électromagnétiques. 

Les équations (9 ) consti tuent le second groupe des équations de 

Maxwell-Lorentz gêné rai isées.TLWes expriment que M* dxLdxj est 
une différentielle exacte. 

Avec deux nouveaux vecteurs M* et OR.*, le système (9) peut 

s 'écrire 

dM * 
(9') rot 311*= —, d i v M * = o . 

ot 

M. T h . De Donder , dans un récent Ouvrage [17*] , construit le 

(9) 
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champ électromagnétique avec toute la généralité des équations (8 ) 

et ( 9 ) ou (8 ' ) et ( 9 ' ) . 

4*. Formule de Green. — Voyons ce que donne la formule (7) dans 

l 'espace ordinaire E 3 . Il n'y a qu 'à couper E 4 par la variété plane 

F = x,— const. = o. 

Manifestement (7 ) se réduit à 

ff.H<"*'d*'~ff£ 
d d d 

dxi dxi dx3 

Ml(û M l w M3w 

1 2 3 

dxi dx2 dx3. 

Il n 'y a plus, dans le premier membre , que six termes égaux deux à 

deux et, avec les notat ions ordinaires , on peut écrire 

C'est la formule de Green, essentielle quant à la génération des équa­

tions de la Mécanique du continu dans l 'espace ordinaire [ 1 8 ] . 

Il est à remarquer que cette formule se conserve exactement dans 

E /£; pour n = 2, elle se réduit à la petite formule de Green-Riemann . 

Pour n quelconque, il y a n termes dans les parenthèses avec // coef­

ficients <xL cosinus directeurs de la normale à la variété enfermant la 

port ion d'espace E7I considérée. 

o. Dynamique classique du point et des milieux continus. — Cette 

dynamique peut être rattachée aisément à l 'Electromagnétisme, même 

avant de recour i r à la méthode einsteinienne proprement di te . 

Reprenons l 'équation aux dérivées partielles en F , obtenue en 
égalant à zéro le déterminant de ( 7 ) , et son système caractérist ique 
que nous écr irons maintenant 

d'où 

dx\ 

AT 
_ dx± _ 

A,- = Xp 

dx3 

A3 

dxi 

dxw 

: Xo U[. 

Û 
Xp 
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Avec ces A/, l'intégrale triple de (7) prend la forme 

f/Jxp (*' S ) (Si)f ^1 ̂ 2 * * » = / / / x p tt/a/ *• 
Comme la première parenthèse contient <r/F, ceci est nul sur V 

mais, d'après la formule de Green dans E4, est égal à 

mi j-(lpui)dz 
y,OXt 

si V est complétée en une variété fermée limitant W . 
La dynamique classique naît alors de l'électromagnétisme quand 

on imagine que, pourX = i, Ui, u>, u3, l'élément différentiel en di 
prend une forme vectorielle aux composantes 

On a ainsi 

(9") 

ou bien 

o, X| dz, X2 dz, X3 dz. 

^(pM') = 0- é (pw^) = Xt 

Pour d£ = dic,%, d'où uk = 1, on a là les équations du mouvement 
d'un milieu continu sans pressions ni tensions. Avec 

_ dxt __ dxt 

dxs, ~~ dt 

notre dernière équation devient 

d*xk 
9 dl* 

= X , 

etl'on reconnaît les équations fondamentales de la dynamique ordinaire 
du point, la force étant rapportée à l'unité de volume. 

Reprenons les équations (9"). Elles supposent un tableau de neuf 
éléments p umn avec /, k = 1, 2, 3. On introduit pressions et tensions 
en ajoutant p^ à ce terme général, sans détruire la symétrie du 
tableau ; donc p^ = pki. 
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Alors les équations générales du mouvement sont 

21 

dt 
d(pu) à(pv) d(pw) 

dx ày 

p ( X _ J a r ) = _ 

dz 

àT3 àT, 

ày 

P ( Z - J ^ ) = ^ + -^7 

dz ' 

<W_3 

dz " 

On a remplacé les quatre x-h par x, y, z, /; etc. Un/;// est N/; un 
pik est Ty, s i / est celui des indices ï, 2, 3 qui n'est ni ini k. La force 
est finalement rapportée à l'unité de masse. On retrouve bien les 
équations classiques, telles qu'elles sont formées par M. P. Appell 
[18]. La partie dynamique du raisonnement est empruntée à 
M. E. Cartan [3o]. Pour le rattachement à l'électromagnétisme, 
voir le Mémoire de 1926 signalé en [16]. 

6. Dérivées en D des P/ et P1'. — Fixons notre attention sur les 
deux dernières lignes du déterminant de la formule (4 ) ; d'ailleurs ce 
que nous avons à dire s'appliquerait tout aussi bien aux mineurs à 
extraire de la matrice 

(10) 

Soit l'égalité 

(11) 

àxt 

Pi 

D 
Dx; 

P, 

Dxj 

P/ 

_d_ 
dx2 

P2 

d 
dxt 

P/ 

d 
dxn 

P» 

d 
dxj 

P/ 

ra 

Le déterminant en d est l'un des mineurs de (10); le dernier déter­
minant, comme on le concevra sans peine, est à développer en 

r?. p r a P 

ce qui est identiquement nul si 

O») r?y=r7,. 

Cette hypothèse (12) sera toujours maintenue. 
Donc, dans (11), rien ne généralise le déterminant en d\ mais 
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ceci n'empêche pas qu'en développant les trois déterminants de (ï ï ) , 
on a, par considération des termes homologues et par définition, 

des dérivées 
DPy _ dPj 
Dxi ~~~ à Xi 

( i 3 ) y _ UK J r a p 

A la formule (i f) on peut immédiatement associer 

(U) 
D D 

D ^ - Dj?y 

P' P/ 

I — — I 
= G>.r| ^.Ty -f-

P ' PJ 

fa * y'a 

i'pa y p a 

d'où, de même et par définition, des dérivées 

DP/ dPJ 
( 15 ) 

Dj?| <te/ 

Cette fois le dernier déterminant de ( i 4 ) n'est pas nul, ce qui est 
une des raisons qui font distinguer les PJ des Py. Mais (ï 5) va cepen­
dant se justifier tout aussi bien que ( i 3 ) . 

Formons 

D P y = dTi( p ' P j } - r ? ' p « p y _ * - r / a p a Py-D.T/ Dx; 

Les deux derniers termes du second membre de cette égalité se 
détruisent si a et j sont considérés à la fois comme des indices de 
sommation. 

Donc les dérivées en D , ( i 3 ) et ( i 5 ) , sont des dérivées partielles 
généralisées possédant déjà au moins deux propriétés essentielles : 

i° On n'altère pas la première formule stokienne si, dans son 

déterminant, on remplace les d par des D ; 

2° On n'altère pas la formule 

dPJ 
(16) £<'"»-"£ rdxt 

si, dans le second membre, on remplace les d par des D . 

Et, naturellement, on peut aussi, dans le premier membre de (16), 
remplacer les d par des D ; c'est une manière de représenter le second 
membre quand le même remplacement y a été effectué. 

D'ailleurs la propriété (16) est aussi bien vraie pour PyQy, comme 
on le vérifie immédiatement. 
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7. Dérivées en D des My*. — Reprenons la formule (7) et plus 
particulièrement les mineurs à extraire des trois dernières lignes de 
son déterminant. Posons 

D 
Dxi 

i 

D 

M, 

D 
Dxk 

k 

d 
dxi 

i 

d 

dxj 

M/flï 

d 

dxk 

M,» 
i 

My« 

y 
M*a 

r a 
1 /O) 

Maz M ay 

r a 
1 /CO) 

Ma* 

Des identifications de termes homologues donnent 

( 1 7 ) 57,M'*= é M ^ ~ l - ^ -
et, co étant toujours indice de substitution, ceci fait comprendre 
comment on doit développer les nouveaux déterminants. Des quatre 
ci-dessus les deux derniers sont identiquement nuls. Donc on n'al­
tère pas (7) en substituant aux d les D définis en (17). Ici la pro­
priété Mjk -f- M#y = o n'intervient plus. 

8. Les M{ et leurs dérivées en D. — Posons maintenant 

D D D 

Dx/ Dxj Dx/,. 

Mi> Mi AI* 

i j k 

A. A. JL 
dxt dxj dxh 

W W M* 

£ / A: 

r a r a pa 
1 /(•) • /a> * /ça) 

Mi M£ M* 

pO) pu ) 
1 /a x kOL 

i j k 

M? Ma MJ 

Par identification de termes homologues, on a 

(18) AM4===/-M/-r?A.Mi-+-r/aM*. 

Ici l'avant dernier déterminant employé est encore identiquement 
nul; le dernier ne l'est pas. 

Mais, a, k,j étant indices de sommation, on a 

( 19 ) 
à (N*M/) = N * ^ M / H - M 4 1 ^ N * . v J ,x ' J Dxi A * Dxi J dxt 

9. Les MJk et leurs dérivées en D. — Enfin posons 

D D D 
Dxi Dxj Dxk 

M*'w M/w I\l*<*> 

i j k 

d d d 

dxj dxj dxk 

t / k 

1 j 'a l / a * Aa 

M'a M/* M** 

* j k 

l /a lya LAa 

Ma / M*'' M«* 



24 A. BUHL. 

Cette fois les deux derniers déterminants ne sont nuls ni l'un ni 
l'autre, mais 

(20) ê - M y*= ^ M'*+ ^My'a+ r'a M»*, 
donne 

10. Lemmes fondamentaux. — Ces lemmes sont analogues à ceux 
énoncés à la fin du paragraphe 6. 

i° On n'altère pas la seconde formule stokienne si, dans son 
déterminant, on remplace les d par des D; 

2° II existe des expressions N-/*My* et Ny'M{ dont les dérivées 
partielles, formées suivant la règle de dérivation des produits, 
s'expriment en D comme en d. 

Tout ceci est évidemment généralisable en partant de formules 

stokiennes de E„. On aboutirait d'abord à ce lemme général : 

77 existe des expressions A****# auxquelles s'applique une déri­
vation partielle suivant le schème 

JLA**** _ ô A**** S ~ rfrA**i** pour chaque A*.*/.*, 
Dx> dxi \ +rS lV;«;„ pour chaque K'iï„. 

Ceci peut se vérifier sur (i3), (i5), (17), (18), (20). 

L'existence de cette dérivation partielle entraîne une règle de déri­

vation des produits identique à celle exposée en (16), (19), (21). 

On trouvera plus de détails sur cette règle (p. 172) en [20*]. 

Le lecteur tant soit peu au courant du « Calcul tensoriel » pensera 

évidemment que nous ne faisons que retrouver ce Calcul. Mais il est 

retrouvé à un point de vue qui appelle d'importantes réflexions : 

i° 11 est amétrique. Certes il semble que nous ayons employé des 

coordonnées, des variétés à étendue mesurable, que, dans les iden­

tités fondamentales (1),,0, s, c soient volume, aire, longueur. 

Il n'est que commode et non obligatoire de parler ainsi; les iden­

tités (1) peuvent se définir de manière purement analytique, et ainsi 

de tout le reste. Le choix de la métrique est, en tout cas, complète­

ment indéterminé jusqu'ici, ce que nous verrons encore mieux quand 

nous en choisirons une. 
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2° Le schème de la dérivation en D possède une symétrie découlant 
immédiatement des propriétés de symétrie des déterminants s'intro-
duisant dans les formules stokiennes. 

3° Les formules stokiennes proprement dites, en d, apparues 
d'abord comme formules électromagnétiques, admettent des trans­
formations en D auxquelles correspondent les phénomènes gravita­
tionnels. 

Nous justifierons bientôt cette dernière assertion. 

11. Symboles à quatre indices. Identité de Bianchi. 
tions en D ne sont pas permutables. Ainsi 

Les dériva-

( 2 2 ) 

( 2 3 ) 

D D 

D.T/ DXJ 

DP* DP* 
Dxi DXJ 

— P Ra 
DXJ DXJ 

DP* DP* 

Dxi Dxj 

= PaB A-

H kjr- ra 

5 r i + r f c r rW-
De même si P*, dans la première formule (22), est remplacé par une 
expression à deux indices A^.v, on a 

<*4) 

D D 

DxT DxG 

DA^y DA, lv 

Dxx Dxç 

= B ^ T A p V + » Ç „ A l l p . 

Les produits à facteur B sont précisément de ceux que, suivant la 
règle, on dérive comme des produits ordinaires. Ainsi, en indiquant 
la dérivation en xx simplement par l'indice, 

(*5) (B^Ap)T=(BPLva)TAp+BPvaApT. 

Considérons, dé plus, l'identité évidente [ 19] 

(AJXVŒT Ap,,T(T) -4- (Ajj. f fTV— Ajj.ffVT) -4- (A^o— A^ay) 

= ( A^vo- A J J L ( J V ) T + (ApL^ A^-p^v-h ( Aj|.TV Aji.v-cjg. 

Dans la première ligne, adoptons pour les parenthèses la forme du 
second membre de (24); dans la seconde, adoptons la forme du 
second membre de la première relation (22) et effectuons les dériva-
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dons , indiquées hors des parenthèses , conformément à ( 2 5 ) . Il vient 

(BÇffT+ BPTV+ B?VT) A^p = [(BPVT) T + (B[^)v-4- ( B ^ ) , ] Ap. 

Or , par vérification directe, 

(26) B? •Bg^H-BÇ^o, 

et, par suite, 

127) « B ^ ) T + ( B ^ ) v + ( B g L T V ) f f = o . 

On a d'ailleurs, toujours par vérification immédiate , 

(28) BP„ = -BP . f f 1 

et ceci permet de montrer que la forme stokienne est encore conservée 

en ( 2 6 ) e t ( 2 7 ) 

BÇ fc 

(*9) 

Ces formules peuvent s 'écrire 

B & W f i ) BP 
D _D^ 

Da?v Da^ 
D 

D ^ 

B£To> 
z 

La seconde est la formule essentielle de la Mécanique einsteinienne ; 

son premier membre est une divergence généralisée. La formule a 

exactement l 'aspect et la symétrie « électromagnétique » de (7) et 

(28) équivaut à M/y = — My/. De plus les B sont les composantes de 

la courbure r iemannienne dont nous ne pouvons faire la théorie ici. 

La formule est donc le trait d 'union entre une géométrie extrêmement 

générale, F électromagnétisme et la mécanique. 

A noter aussi que la formule (27 ) , ou (29*), constitue une forme de 

la célèbre identité de Blanchi [ 21 ] reprise par Levi-Civita [20*] et 

De Donder [o] pour qui elle n'est qu 'un cas très part iculier des iden­

tités fondamentales de la Gravifique. 

12. Métrique. — Reconstruisons ici rapidement la métr ique r ie ­

mannienne . Elle correspond à 

(3o) 
D ]gjk D;H 
Dxt ' i)xt ' DJT, 

Les gjft ne changent pas par permutat ion des indices ; ils forment 
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un déterminant g. Le mineur algébrique de gjh, mineur divisé par g, 
est gJh. On a 

<30 gj=^l'^j = 
o, si i^j, 

\, si i=j, 

gjkg'k = n, 

si n est le nombre des variables J?/. Les formules (19) et (21) 
mont ren t que les formules (3o) rentrent l 'une dans l ' au t re ; la p re ­
mière ( 3 o ) , 

j ^ . gjk - gjoL rf,< - g-** r?y = o, 

s'écrit, par définition, 

(h> K « - [ * ] - [ Î G -
d'où 

(33) 

et 

Remarquons encore que 

ôxk ôgij dxk
 o ô dxk 

d'où 

ou enfin 

(35*) J - ^ v7^ _ i ** 

[ / / ] = <f£y* + dgki __ àjjj 
\_k \ dxt dxj dxk 

J „ dx/ç i 

Y o 

L&forihe quadratique fondamentale est 

( 3 6 ; ds-> = gudxtdxj. 

C'est d'elle que procèdent la géométrie métr ique et la gravitation. 

13. Extension du symbolisme. — Le symbolisme des g à deux 
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indices s 'étend immédiatement . Ainsi 

( 37 ) Bp.v„ = gTQL B*V(J, B ^ = g™ B ^ . 

Pour la première expression, en utilisant (23) , on a facilement 

i _ r ^ l _ à [>vl ^ i ^ / ^ ™ \v*\àe™A*v-\rM \ ^ ( r M . 

<**vb J <>*crhJ t « ( ***~f * C5S7 + j P f L*J f M b J 

Effectuons les dérivations dans les deux premiers te rmes; dans les 

deux suivants, transformons par (32) les dérivées de gT0L) il vient 

B _ - T / d%S<n , ^ ' ^ v < ? V ^ <>»gVT \ , i H [ " " ] _ _ | ^ l [ V T 1 . 
llV0T 2 V ^ J J L ^ V dxrjdxx dxzdx>, dx^dXfj) ^ ot S L ot J ( a ( [ a J 

Delà 

( i o ) D | J L V ( T T : = D(1(TVTI " ^ ( j u , = — B a v ( J T , B ( j , V ( 7 T = BIJT;^., , B V U L T ( T = D ^ V O T -

Si l'on fait intervenir l'opérateur (3i) , il faut adjoindre à (37) 

(39) 0 ^ = ^ ^ = B£v<r. 

A remarquer que gj est l 'opérateur de contraction (Verjiingung) ; 

mis en facteur devant une expression dépendant des indices i et / , 

celle-ci n'existe plus que pour i=J. 

Nous aurons encore à poser 

(40) G = ^ G ^ . 

14. Courbure. Cas des surfaces ordinaires. — Si nous ne pouvons 

faire la théorie de la courbure r iemannienne, nous pouvons, du 

moins, indiquer sommairement comment les B à quatre indices se 

rapportent à la courbure d 'une surface ordinaire E 2 étudiée dans E 3 . 

Posons 

g gn 

L'égalité est vérifiée immédiatement avec 

ds* = gu dx*-+- 2gi2dxi dx2 •+- g2idx\, g = \ 
I gil g*2 

B?.2i = À'^B, , l A = ^ B 1 2 l 2 , B1211 = o, gg**=gu. 
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O n a de même 

K =
 B j 2 1 _ B j < 2 __ B 3 2 , _ B 2 1 2 

gll g\% gtl i'32 

d'où, d 'après ( 4 ° ) , 

/ / 2 j jç __. G ] ] __ G^2 _ Ç>M _ G22 _ Gr ^ 

# 1 1 ~~ gll ~ gi\ ~ g-22 ~ 2 ' 

Si l 'on calcule K par ( 4 i ) on voit que ce n 'est autre chose que la 

courbure totale de E 2 et G exprime cette même courbure au fac­

teur — 2 près. Les choses se différencient bien davantage pour les E„ ; 

K est alors une courbure dirigée tandis que G reste courbure sca­

laire. Pou r plus de détails voir la Note placée à la fin du fascicule. 

15. Équations gravi ta t ionnel les . — Reprenons (27) et contractons 
en faisant T = p. Il vient 

(Bj5,v<x)p-+- Gy.0-.,— G{L.,a = O. 

Multiplions par gV»^ on a 

^v(B&v<x)p= ( ^ v B g v f f ) p = ( ^ ^ P T B R a T ) p = (gP*gV'BX(J^)9 

= UPTBv
TŒV)p = ( ^ G ™ ) p = G P p . 

gV'G^*= (g^G^)a= ^ = -

Donc 

De même 

<^ * G «=£-
Nous avons ainsi les identités mécaniques fondamentales; elles 

proviennent de la nullité d 'une divergence généralisée. Ces identi tés 
peuvent aussi bien s 'écrire 

( G ; - | ^ G ) V - O 

ou bien, k étant une constante, 

( 4 4 ) Gl-l-#ÏG = kTl, T^v = o 

Telles sont les équations générales d 'Einstein. 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 16 . 
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Ces équations (44) s e rappor tent aux milieux cont inus . Pour les 

systèmes ponctuels , on prend simplement 

(45) G M V = O , 

et ceci est notamment la loi de gravitation d'Einstein. Elle exprime 

un mode de courbure de l 'espace-temps, car pour qu' i l n 'y ait point 

de courbure du tout il faudrait que tous les B à quatre indices soient 

nuls. 

Les points en mouvement obéissent alors à la courbure de l 'espace-

temps. 

La loi (4^) peut se mettre sous différentes formes remarquables . 

A signaler celle-ci, déduite de la seconde équation (22) : On a iden­

tiquement, quelque soit le vecteur P , 

D D 
Dxi Dx} 
DP' DP* 
Dv Dx, 

D 
Dxt 

DP/ 
Dx~ 

D 
Dxj 
DP/ 
D^-

Soiis cette physionomie, la loi est parfaitement symétr ique et l 'on 

voit combien elle est proche des formules stokiennes fondamentales 

qui ont également servi de base à l 'é lectromagnétisme. 

De la définition (3cj) et de la dernière équation (38) , on conclut 

Ainsi la loi G ^ = o contient autant d 'équations que de g^ à dé ter ­

miner, remarque fondamentale avec laquelle on pourrai t aborder 

immédiatement l 'étude de certains ds'1. 

16. Déplacements parallèles. Géodésiques. — 11 s'agit du déplace­

ment parallèle de T . Levi-Civita ; il suppose la métr ique définie au 

paragraphe 12 ou permet de retrouver celle-ci [ 2 0 ] . On a ce déplace­

ment en supposant la relation 

< /<P /Py ) : —SSf-— P D P / ; 

vérifiée par 

(46) P/P/ 
DP 

îdxr- °» 
DP/ dxi = o, 

Dxi ' ' D* 

les deux dernières relations rent rant l 'une dans l 'autre . O n scinde la 
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première en 

(47) P / = # / a P a , P / = ^ a y P a . 

Développant les dérivées en D de (46) et différentiant (47) le fait 

que les deux dernières équat ions (46) doivent se confondre pour tout 

déplacement du vecteur ( P) sur une ligne (x) donne la condi t ion, 

d'accord avec (3o ) , 

Dgl£ _ Dffft/ _ 
D.r>. Dx\ ~ 

Reprenons 

DPJ 
—— dxi— o c'est-à-dire dPJ -+- Y{x P

a dx\= o. 

Si, pour P a , on prend précisément un dxa on a Féquation 

(48) d2 Xj -+- r{ a dx* dx\ = o. 

C'est celle des géodésiques de l 'espace considéré. Elle contient , 
comme cas très part iculier , (23) du Chapitre 1. 

La notion de parallélisme généralisé peut servir de base à toute la 

géométrie différentielle. Voir à ce sujet [21] et le Mémoire de 1924 

signalé en [ 16] . 

17. Relativité restreinte. — Les équations électromagnétiques ( 8 ) 
et (9 ' ) sont ici réduites en posant 

M = d, 0)1 = — ch, M* = h, .m* = cd 

Ces équations (8 ' ) et (9 ' ) deviennent alors 

l r o t h = S-H - ^ , d ivd = p, S = £ v , 

(49) M. 
f rotd = -r-, d i v h = o. 
' c dt 

Telles sont les équations de Maxwell-Lorentz [ 2 2 ] . 

Des deux dernières on conclut h = — rot f et 

/ , 1 dî\ , 1 dî _ 

si v désigne l 'opération —. T-> y- qui s 'applique à une quanti té 

f (x, ) ' , z, t) scalaire. 
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Portant dans la première équation (49), o n a 

- r o t 2 f = - V » f - Y d i v f = s - h ^ r ^ / - + - 1 ^ ¾ . 

Avec la relation supplémentaire de Maxwell 

3) d i v 

il reste l'équation vectorielle 

Enfin, la seconde équation (49) donne 

d'où, d'après la relation supplémentaire, l'équation scalaire 

1 d*v 
(5») - V , < P - ? ^ = P-

On voit que l'étude des équations (49) est ramenée à celle de (5o), 
(5i) , (5a). 

Bien entendu 
__ r* - — — — 

~~ dx* dy* dz* 

mais, même si l'on ne connaissait pas cette signification de y2, on la 
retrouverait aisément en suivant le fil du calcul. 11 en est de même 
pour toutes les notations vectorielles du présent paragraphe. 

Soit p = o. Les équations de Maxwell-Lorentz se simplifient. Le 
vecteur v, qui correspond à la conductibilité électrique proprement 
dite, disparaît. 11 ne reste, dans les seconds membres, que le fameux 
courant de déplacement suffisant pour bâtir l'optique. Les équations 
sont vérifiées par 

d v = h - = a cos n (t 1 » 

tous les autres d et h étant nuls. Cette solution élémentaire pourrait 
servir à en construire bien d'autres, à cause du caractère linéaire des 
équations; toutes ces solutions présenteraient une même propriété : 
celle de ne changer en rien quand t augmente de T et x de cT. Nous 
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sommes donc en présence d 'un phénomène de nature périodique qui 

se propage avec la vitesse c. C'est Fonde électromagnétique, c'est la 

lumière . 
Les équations ( 5 i ) et ( 5 2 ) ren t ren t dans la forme unique 

<J'U d*U d*V i d*V 
( 5 > dx* ~*~ dy* "*" dz* c* dt* °" 

Nous n 'aurons plus alors, dans la théor ie , que des fonctions U 

satisfaisant à cette équat ion. 

Ecrivons-la 
d*U d*U d*V d*U _ 
!& "*" dy* + dz* ~*~ dt* ~~ °' 

Remarquons que 

si 

<*4) 

E n posant 

^ U d*U _ d*JJ d*JU 
~dx^ "*" IF ~~ 'dx7* "*" dr- ' 

L x' = # c o s 8 -+- / sin8, 

| V = — x sin0 -h / c o s 8 . 

tango = Î -> t = ict, V = ict, 

on conclut définitivement que l 'équation (53) et, par suite, toutes ses 

solutions U sont conservées par la transformation 
v 

t -x 
x — vt , , ., c8 

t/-S vA-S 
C'est la transformation de Lorentz; elle équivaut , de par ( 5 4 ) , à 

une rotation imaginaire et, comme toute rotat ion, engendre un 

groupe. On aurait pu l 'é tudier directement sur les équations de 

Maxwell-Lorentz (pou r p = o ) sans passer par l 'équation (53) , mais 

comme cette dernière est l 'équation fondamentale de la théorie ondu­

latoire, il est hautement préférable de ne pas se priver de mont re r 

que la théorie ondulatoire de la lumière est aussi un cas particulier 

des généralités ici invoquées. 

Il n ' en t re point dans le plan de ce fascicule de discuter longuement 
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les conséquences de la transformation de Lorentz; on ne l'a fait que 
trop souvent et en embrouillant les choses les plus simples. 

Ainsi, pour la contraction de Lorentz, il suffit de remarquer que 
si Féloignement de deux observateurs varie avec une certaine vitesse 
(ici v), ils se voient réciproquement diminués en dimension, aussi 
bien du fait de la vitesse que du fait de Féloignement. Pour Féloigne­
ment tout le monde admet cela; en quoi est-ce plus étrange pour la 
vitesse? Rien de plus suggestif que cet exact rapprochement entre la 
perspective ordinaire et la cinématique lorentzienne. 

Une étude remarquable des équations de Maxwell-Lorenlz, à partir 
des idées maxwelliennes, a été faite par Henri Poincaré [23]. Il en 
ressort qu'en 1899, la transformation de Lorentz était déjà classique; 
C. Somigliana [24] la fait remonter à W . Yoigt qui l'aurait aperçue, 
en 1887, dans le domaine de Félasticité. En considérant que cette 
transformation n'est, en somme, qu'une simple rotation d'axes dans 
un plan, on pourrait, sans doute, la faire remonter encore beaucoup 
plus loin. On pourra aussi se reporter à une intéressante discussion 
de C. Burali-Forti et T. Boggio [25]. 

Le lecteur qui voudra poursuivre les théories amorcées en ce Cha­
pitre, sous une forme particulièrement réduite et aussi élémentaire, 
pourra se reporter aux Conférences de l'Université de Princeton 
récemment publiées par A. Einstein |26] . 

Ajoutons encore qu'employer seulement la transformation de 
Lorentz pour représenter des phénomènes dûs au mouvement de la 
Terre est une idée qui a peu de chance de subsister ainsi dans la 
Science. 

Que penserait-on d'un personnage qui déclarerait que, rien qu'avec 
une rotation d'axes rectangulaires, il se fait fort de résoudre des pro­
blèmes mécaniques et physiques réputés très compliqués. Cette cri­
tique est de M. P. Painlevé [26*]. Dans le fascicule VIII du « Mémo­
rial », M. De Donder expose la Relativité restreinte avec des méthodes 
de Relativité générale. 

CHAPITRE 111. 

FORMULES ANTISTOKIENNKS. ÉQUATIONS CANONIQUES. 

1. Forme stokienne et forme antistokienne. — Les formules sto­
kiennes rencontrées dans les précédents Mémoires nous ont notam-
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m e n t famil iar isés avec des matr ices de la forme 

35 

(0 

du du du 
dxx dx2 dxA ' 

dv dv dv 
dxx dx2 dxz 

a u x q u e l l e s c o r r e s p o n d e n t des ident i tés te l les que 

<*) 

dxx 

du 
dx\ 

dv 
dx\ 

d 

dx2 

du 

dx2 

EL 
dx2 

d 
dx3 

du 

dx-i 

dv_ 

dx.\ 

D a n s u n ordre d' idées a n a l o g u e , mais avec une s y m é t r i e de variables 

o u d ' indices p o u r ainsi dire inverse , n o u s a l lons c o n s i d é r e r m a i n ­

tenant des matr ices du type 

(3) 

^A 

dxj 

dA 

dC 
dx,-

dB 
dxj 

dB dC_ 

àyj àyj ' 

a u x q u e l l e s correspondra Fident î té facile à vérifier 

d\ d dA d dB d dB d dC d dC d 
dxi dvi dyt dxt 

^A 

dxj 

dA_ 

dxt dyt dyt dxt 

dB 

dx j 

dB 

àyj 

dxi dyi dyt dxt 

dC 

dxj 

dC_ 

àyj 

O n voit , du premier c o u p d'œil , que l l e est la s y m é t r i e qui o p p o s e 

( i ) et ( 3 ) . D a n s une m ê m e l igne de ( ï ) on rencontre toujours la 

m ê m e f o n c t i o n , dér ivée par t i e l l ement par rapport à des variables 

d ' i n d i c e s d i f férents ; dans une m ê m e l i g n e de ( 3 ) , les f onc t ions à 

dér iver diffèrent, au contra ire , d 'un terme à l 'autre et la variable de 

dér ivat ion est toujours la m ê m e . 

E v i d e m m e n t les formules ( 3 ) et ( 4 ) s u p p o s e n t d e u x sér ies de 

variables 
^ 1 , ^ 2 , 3"3, • . . , Xn, 

yu y*, 73 , - . . , yn. 
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Nous dirons, comme précédemment, que les formules (i) et (2) 
sont du type stokien et que, de par l'opposition qui vient d'être indi­
quée, (3) et (4) sont du type antistokien. Ce néologisme n'a pas la 
prétention de correspondre à une véritable originalité; la formule (4), 
comme nous allons le voir, pourrait aussi bien être dite du type de 
Poisson, mais la terminologie adoptée aura, au moins, l'avantage de 
faire ressortir commodément, en ne recourant qu'à deux mots, l'idée 
essentielle du présent Chapitre. 

2. Équations canoniques. — Un des cas les plus simples, en lesquels 
on ait à considérer la matrice (1), est celui où tous les mineurs du 
second ordre qu'on peut en tirer sont nuls. Alors 

du 
dxi 

EL 
dxt 

du 

dxj 

dv 
dx; 

exprime que 
dv_ 
dxi 

_d__ 
dxi 

dv 
u -— u 

dxi 

dxi= u dv 

d 

dxj 

dv 

dx 

est une différentielle exacte et que u est une fonction de v. 
Ce petit résultat stokien étant rappelé, quel est le résultat anti­

stokien correspondant? 
En d'autres termes, qu'obtient-on si l'on annule l'un quelconque 

des mineurs issus de (3)? 
Soit 

dB dC dB dC 
(5) 

dxj àyf dy/ dxj 

avec, bien entendu, y indice de [sommation. Pour satisfaire à (5) on 
peut se donner arbitrairement l'une des fonctions B ou C, soit C; 
alors B satisfait à une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre dont l'intégration entraîne la considération préliminaire du 
système d'équations différentielles 

(6) 
dx/ __ dG 
~df ~ ày/ 

dy/ 
Tir dxj 

Ce sont les équations canoniques de Jacobi et d'Hamilton. 
Rappelons que ces équations sont intégrées par 2 n relations entre 

les x, les y, la variable t et in constantes a*. En résolvant ces 2/1 
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relations, 
par rapport aux x, y, on a m solutions; 

par rapport aux a, on a in intégrales. 

Une intégrale, en général, contient les x, les y et t. Les intégrales 
qui ne cont iennent pas t ne peuvent être qu'au nombre de in — i au 
plus. 

Les équations ordinaires de la dynamique du point (établies ici 

Chapi t re II, § 5 ) sont susceptibles d'être ramenées immédiatement à 

la forme canonique ( 6 ) . Au sujet de cette assertion on peut se repor ter 

à l 'exposé très simple de H. Poincaré [29 ] . 

3 . Parenthèses et Théorème de Poisson. — Posons conformément 

à l 'usage, 

/ \ /u r \ - àB dC dB dC 

Alors la condit ion pour que B soit une intégrale des équations (6 ) 
est 

£-KB,C) = o. 

En part iculier C est une intégrale de ces équations quand cette fonc­

tion C ne contient pas explicitement t. Avec la notat ion ( 7 ) la for­

mule (4 ) peut s 'écrire 

(8) (A, (B, C)) + (B, (G, A)) + (C, (A, B)) = o. 

Si A et B sont des intégrales, on a 

^ + ( A , C ) = o, ^ + ( B , C ) = o, 

et , d 'après ( 8 ) , 

/dB 

ou bien 

( - , A ) + ( B , ^ ) + ( G , ( A , B ) ) = O, 

^ ( B , A) + ((B, A), C ) = o . 

Donc (B , A ) , ou ( A , B) , est aussi une intégrale. C'est le théorème 

de Poisson qui est, par excellence, le théorème antistokien. D é m o n s -
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trations dans les Ouvrages classiques, notamment ceux de P. Appell 
[27] e t E . Goursat [28]. 

4 : Crochets de Lagrange. — Reprenons les équations (6) et, en 
exprimant tout avec les variables a# et t, formons 

dC __ dG dy/ dC dxj _ dxj dy/ dy/ dx/ 
àoLk dy/ à*k dx/ dx^ dt àoik dt dy.k 

Cela peut encore s'écrire 

(o) ±(x-
dM\-±(r.±L\-*±. 

( 9 ; di\ 'd*k/ <hA\r' dt J" d*,, 

C'est là, d'après Henri Poincaré, une seconde forme des équations 
canoniques (6), forme complètement équivalente à la première. On 
en conclut 

d* G ô*C 

en posant 

ÔOLkÔQLh ÔOLhàOLk < / / L a / i > a * J 

" à*h à*k àik d%h 

Ce sont là les crochets de Lagrange; ils sont de nature stokienne 
car on peut les extraire de la matrice 

( i o ) 

dx/ dxj dxj 

d%h àik dxi 

àyj àyj dy,-

ày./t doL/t. dit 

qui donne lieu à des identités 

d d d 

à<xh àxk d*i 

dxj dxj dxj 

dx/t d^k doLi 

à_H ày± àyj 
d7./t ày.k àii 

écrites, plus habituellement, sous la forme 

(i,) ± [«,, a/] + ± [*,, a,,] + jL [»A, r, 
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La malrice (10) peut aussi bien s 'écrire 

A. JL JL 
ài/t dz/ç doii 

x.àyi x.àyj_ x t à y j t ^ 
1 dx/i 7 du ' dxi 

si bien que , si l 'on pose 

/ x ày/ . dQ 

on a 
dA/, dAh 

àx/t 0ik 

La nature stokienne des crochets de Lagrange se précise de plus 

en plus; les A* sont complètement analogues aux potentiels é lectro­

magnét iques 4>A du second groupe des équations de Maxwell-Lorentz 

généralisées. Le second groupe des équat ions de Maxwell-Lorentz 

n 'est formé que d 'équations identiques à ( n ) . 

On peut résumer l'idée essentielle de ce qui précède en cette 

assertion : Les solutions des équations canoniques ont des pro­

priétés stokiennes; les intégrales des mêmes équations ont des 

propriétés antistokiennes. 

5. Transformations canoniques. — A la double série de variables 

x/, yi, adjoignons la double série analogue xL, y\ et soit 

(13 ) n'idj'ï— xi dyt = dS, 

d'où 
..,ày) _ dy± _ dS_ 

' dv.k
 l dv.k ~ dak ' 

En formant 

, dy'j dvt _ rfS 
Xi~di~Xl~dT~ dt' 

dt djifc ~~ du dt 

on a 

3 dt \ ' du) du V ' dt)~ ctt \ ' du ! du \Xldî)" dT,/ 

le dernier membre étant emprunté à (9). Cette double égalité montre 
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qu 'on a, à la fois, 

^ = - ^ . , ^ f ' = _ _ ^ (h/i__dÇ_ dy' _ dC 
dt dyS dt dxt

 6 dt ~ dy' dT==~dx1
l.' 

Donc, le changement de variables envisagé, pourvu, bien entendu, 
qu'il satisfasse à (i3j, conserve les équations canoniques [29]. 

On peut remplacer (i3) par 

x'i dy'i-hyt dxi = d( S H- xiyi) = dl), 
d où 

I I 5 . +. dU > à\] 
(15) >i=dx-S X^ly: 

Tel est l'aspect, d'origine jacobienne [30], des in formules qui 
lient les xh y/, aux x\, y\, et qui conservent la forme canonique. 

6. Équation de Jacobi. — Reprenons les équations (6) en spé­
cifiant provisoirement que C ne contient pas t. On peut supposer 
que l'intégrale C = C 0 est simplement C = o car, s'il n'en était pas 
ainsi, on se ramènerait à ce cas en remplaçant, dans (6), C par C —C0. 
Alors la transformation, du type (i5), 

( 1 6 ) — = y# — - Q-
dX/ ?*> à*;—?» 

change le système (6) en 

( 1 7 ) daj __ dC d$j __ dC 

dt " d p , ' "777 ~~d7/' 

Mais C = o s'écrit alors 
( I 8 ) c ( - / . ^ ) = ». 

et, siS(xj, ay) est une solution de cette équation, C, considéré comme 
fonction des ay, est nul identiquement. D'ailleurs C est indépendant 
des |3y. Donc les seconds membres sont nuls dans (17) et les ay et 
les j3y, à tirer de (16), sont intégrales du système (6). 

En (18) nous avons la célèbre équation de Jacobi [29]. 

Si, (6) étant intégré par cette méthode de Jacobi, on veut intégrer 
plus généralement 

(19) dxi - <*(C-*-ft) dyj _ _ _ d(C-^B) 
dt dyj ' dt dx/ ' 
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il est clair que la transformation (16) donnera , à ce nouveau système, 

la forme 

, , d*/ dB dû/ dB 
(20) -di = dfj' # = - « r 

Celui-ci est encore canonique. Telle est la méthode jacobienne 

pour l'intégration d'un système troublé, à fonction perturbatrice^, 
quand le système non troublé (6 ) est d'abord intégré . 

7. Cas où C contient t. — En ce cas, complétons le système (6) en 

l'écrivant 
dx _dC dy __ _ dC/ 
dt ~~ dy dt ~~ dx 

(21) { du _d(V dv ___<XV 
dt "" dv ' dt — du ' 

C'= C{xt, y,\ u)-h v. 

La troisième équation donne u = t et le système admet l ' intégrale C \ 

Q u a n t aux changements de variables, 

x'i dy) — oc( dyt et x) dy't -h u dv — X( dyt— u dv, 

sont évidemment différentielles exactes en même temps. Toutes les 

généralités essentielles subsistent. 

L 'équat ion de Jacobi est [29] 

dS .J dS \ 

8. Identités de Jacobi. — Considérons l 'ensemble d'égalités 

a., </£v — x[X dy^ = d$ \ 
Pv "*v — yu. dxty. = dT ) 

z,d$,-hy^ dxu. = d( S -f- . r , ^ ), 

pvr/av+ xv.dyVm = diT-hx^y^). 

Toutes ne sont évidemment que des modifications de la première . 

Elles donnent 
' tira =_à*1L dyg _ __ d^, 
\ à^, dy,/ dx., dx/ 

I i?-± = É±i ^ = Éh.. 
1 d$>, dxv. ' dx-, dy^ 
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Telles sont [31] les identités de Jacobi . O n en déduit immédia te ­

ment 

(23) (a,-, Py) = g =g), (a/5 a y ) = - g î = o , ((3,, py)= g-' = o . 

9. La fonction Q. — Voyons maintenant ce que l 'on peut faire par 

un choix convenable de la fonction arbitraire il in t rodui te dans (12) . 

En por tant (12) dans ( 9 ) , on a 

, , , dkk d [dil dv, rl 
(lâ) —r- -h -r— -7 Xj-T1 G = 0 . v H ' dt dx/c L dt J dt J 

Dans ces condit ions, si l 'on pose 

# *v dQ. dyj _ 

^ dî=^di/+G' 

les A# sont indépendants du temps. Remarquons que , û n 'apparais­

sant que comme une fonction de t et des a* qui sont des constantes, 

il est ici indifférent d'écrire 

dil dQ 
—r ou -r-- • 
dt dt 

Comme on a 

il vient, en multipliant par xj et tenant compte de (12) et de (25) , 

( 26 ) Xj dyj = Ay dxj H- dit — Cdt. 

C'est là une formule qui est de la plus haute importance dans les 

transformations des développements de la Mécanique céleste, notam­

ment quand on veut s'affranchir des termes séculaires; nous le rap­

pellerons brièvement plus loin. Remarquons tout de suite que si, 

dans (26), on pouvai* se débarrasser du terme C dt, les constantes Ay 

et ay pourra ient devenir variables avec le temps et consti tuer alors 

des variables canoniques nouvelles. Ceci parce que les nouvelles 

variables A/ , a/ seraient liées aux anciennes Xj, yj par une relation 

différentielle (26) qui aurait la forme ( i 3 ) . 

10. Théorème de Cauchy. — Adjoignons maintenant à l 'exposé 

de Poincaré [29] un théorème qui aidera puissamment à de nouvelles 
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synthèses. On a 
<fo> au _ ^ dyy dxt _ a 

du dx., * V du dy, ~ é V 

Il est évident, d 'autre part , que , dans les dérivées partielles que 

nous venons d'écrire, les x et les y peuvent être considérés comme 

des solutions des équations canoniques et les a comme des intégrales 

de ces mêmes équations. De toutes façons 

àx\f- • „ _ àr,L / d'J.i dxj d<x; dxj \ _ dxj 

d'j.i >Jt/' J'J'~ du \àx/, dyk dyk dxk) ~ dy/ 

du J ' du \àxk dy/, dyk dxk) dx/ 

/àxy. dyjL _dx^ dy^\ a \ _ â*j ày[L _ dxj 
\ du àxh du du ) " J ày„ dxh ~̂~ dx^ 

dx[L 

àyy. dxh cteu dz/, 

ce qui est 

(*7 » l>#i */#](a/i ay) =gj, 

Tel est le théorème en vue. Il consti tue une préface aux recherches 

plus profondes de Poincaré sur les relations unissant les parenthèses 

de Poisson, les crochets de Lagrange, les équations aux variations, 

les invariants intégraux, etc. 

11. Variations des constantes. Méthodes diverses. — Reprenons 

maintenant le problème fondamental de la Mécanique céleste. Par 

hypothèse, on a intégré 

dx± __ dF_ dvj _ _ dV 
dt dy,- dt ~~~ dxi 

Soient toujours a, , a2, . . . . a2« les intégrales. Profiter de ce 

résultat pour intégrer plus généralement 

O n a 

ou bien 

dxf = di F -f- R ) dyt• _ _ d( F -+- R) 
dt dyt ' dt ~~ dxi 

dx,- dx,- dxj dx, dy/ dxi 
~dt ~~ dxj ~dt ~*~ dyj ~dt "^ ~dt 

clu _ àu_ <?<F -t- R) _ du à(F -h B) dx{ 

dt dxj dyj dyj dxj dt 
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Mais, en vertu des équations déjà intégrées, 

et, par suite, 

Or 

dudV__dudF^ du _ 
dxj dyj dyj dxj dt 

dx, __ dx, dB dx, dB 
dt ~ dxj dyj dyj dx/ 

dB _ dB du dB _ dB dx,, 
àyj dx/, dyj dvj dx/, dx/ 

Donc 
dx, _ dB /dx dx,, dx,- dx,,\ _ dB 
dt ~ dx/t \dxj dyj dyj dxj) ~~ dx,, " 

C'est le résultat de Cauchy. 
D'après le théorème du paragraphe précédent, on a 

, r , du dB 

C'est le résultat de Lagrange [29]. 
Enfin, comme plus haut, on peut remplacer les in constantes a par 

des constantes ou intégrales canoniques at, |3/ et alors (28), d'après 
les formules (s3), redonne les équations (20). 

C'est le résultat de Jacobi qui se trouve ainsi démontré deux fois. 
Il est fondamental pour les nouvelles méthodes, en lesquelles Henri 
Poincaré n'emploie que des équations canoniques, mais on saisit 
aisément la transition avec laquelle on pusse des anciennes aux nou­
velles. 

Tout ceci, dans l'ensemble, repose sur des propriétés stokiennes 
ou antistokiennes toujours propres à réunir la Physique mathéma­
tique et la Mécanique céleste. 

12. Élimination des termes séculaires en Mécanique céleste. — 
Nous reproduisons cette théorie essentielle en suivant toujours la 
voie tracée par H. Poincaré [29], d'abord avec le « problème res­
treint », mais en la débarrassant de tout ce qui n'est pas absolument 
fondamental. 

On peut alors en saisir l'esprit, très brièvement, et y voir encore 
un triomphe très direct des propriétés stokiennes des équations cano­
niques. 
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Soient 

( 3 o ) dt ~~ dU' dt " •d'k/ 

Si ces équations se rappor tent à un mouvement planétaire t roublé , 

la méthode de Lagrange y satisfait par des séries de la forme 

(3i) \ ' . rv = /7/1/). 
( X / = n / / + X? + SA> a / ' "cos(v* H - / I ) 

Les termes sous les sigmas sont, en général, séculaires, exception 

faite de ceux pour lesquels m est nul . D'après un théorème non évi­

dent mais facile à démontrer et sur la démonstrat ion duquel nous 

passerons, on peut aussi bien écrire 

j L / = L?-*- X A fJL*T'« COS^/HV-h / i j , 

j X/= tvl-»-Xy-HSA>*T'"cos(A:/fV/-H/i')» 

ce qui revient à (3 i) si T = £, f*v = nit, mais ce qui satisfait encore 

aux équations (3o) si 

(33) : = / + c, wt-= mt-^ei. 

Dans ces condit ions, on peut considérer comme constantes d ' inté­

gration les L° (en nombre n), les Â° (en nombre n), les s; (en 

nombre n) et enfin c, soit 3/? -f- ï constantes que l 'on peut réduire 

arbi t ra i rement à in. Soit donc A f = o et c = o. 

En par tant des formules (32) , on peut maintenant former 

( 34 ) L/ dli—dQ =Hf /x + Wz div, + C/ r/L? , 

en définissant Q comme en (20) , la comparaison étant d'ailleurs aisée 

puisqu 'on peut passer de (6 ) à (3o) en remplaçant respectivement x, 

y, C par L, 1, — F . 

Soit maintenant , dans ( 3 4 ) , 

x = t, w/= n,t -+- £/, 

dz = dt, dwi = m dt H- de, -+- t dn,. 
Il viendra 

(35) L/ tfX/— dQ = (H -4- W//i/) rf/ -f- W/ rfe/-4- G? dlj, 

si 

(36) C? = C/+nVi fc jg , 
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les nk ne dépendant d'ailleurs que des LJ. Or les e/ et les L- é tant 

nos in constantes d ' intégrat ion, ce sont, dans (35 ) , les analogues 

des ay de (26) et, par suite, W / et C" sont aussi à considérer comme 

des constantes. De plus 
H -f- W/ m = F 

est encore à considérer comme une constante parce qu 'on peut s'ar­

ranger de manière à construire les équations (3o) avec une fonc­

tion F ne contenant pas le temps explici tement. 

Cette constance des W / et des G- se conserve dans l 'extension qui 

permet de passer de ( 3 i ) à (32 ). 

Reprenons alors (34) avec (36) étendu en 

<-, - U + . W A - j î - y -

Pour T = o, (V/ = o, la seconde équation (3¾) donnera A,- = 7 " = oT 

d'où (0./= o, et (34) donnera 

Mais alors (34) donne encore, pour T = o, 

( 37 ) L/ dX,— \Y, d\vg = d ( il — £>0 ). 

C'est déjà là le résultat essentiel. La suite est immédiate. Les déve­

loppements ( 3 2 ) , où Fon fait ) , - = : o , T = o peuvent être regardés 

comme définissant les L et les A en fonction des W et des w et ce 

changement de variables est canonique en vertu de ( 3 - ) . Par suite 

d\\ dV dw dV 
dt dw dt d\V 

Nous pouvons donc encore satisfaire aux équations (3o) en par tant 
des développements (32) et en y faisant 

XJ» = 0, 1 = o, L/' = const., iv/ = n\ t -h w/. 

Cette fois, puisque T = O, il n 'y a plus, dans les nouveaux développe­
ments , que des termes périodiques par rapport au temps. 

E n T = O est le coup de baguette magique qui fait évanouir les 
termes séculaires. 

13. Solutions périodiques. — La démonstrat ion que nous venons 
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de résumer, relativement simple dans le cas du problème restreint, 
s'étend au problème complet. Nous avons donc, en général, les coor­
données des trois corps représentées, en fonction du temps,'par des 
sommes de termes périodiques. 

Or il peut arriver, par suite de circonstances initiales conve­
nables, que tous les termes aient même période. C'est ainsi que l'on 
peut parvenir, pour le problème des trois corps, à des solutions pério­
diques. 

14. Mécanique classique. — Les transformations des équations 
canoniques étudiées dans ce Chapitre sont amétriques. Il sortirait, 
de beaucoup, des limites de cet opuscule de vouloir passer de la 
fonction C quelconque, des équations (6), à la fonction C particu­
lière aux problèmes de la Dynamique classique. Remarquons seule­
ment que, dans ce passage, l'essentiel est dans l'introduction de la 
force vive qui, pour le déplacement de tout point d'un système, sup­
pose un certain ds'2. Et nous voici en même posture qu'au para­
graphe 12 du Chapitre précédent. La Mécanique einsteinienne et la 
Mécanique classique peuvent être toutes deux des constructions 
d'abord amétriques en lesquelles les phénomènes s'inscrivent sous 
une forme métrique. 

CONCLUSION. — La forme amétrique de la Mécanique classique 
dépend de transformations pour lesquelles Xidyt est invariant, à 
une différentielle exacte additive près. 

La forme amé trique de la Mécanique einsteinienne dépend de 
transformations d'intégrales portant sur des expressions xdy, 
xdydz [cf. ( i ) , Chap. II]. 

CHAPITRE IV. 

THÉORIE DES GROUPES. 

Les Chapitres précédents ont montré comment on peut passer des 
principes de l'Analyse ou des considérations analytiques les plus 
élémentaires aux théories fondamentales de la Physique mathéma­
tique ou de la Mécanique céleste. Tout ceci ne se crée pas après la 
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géométrie, admise d 'abord comme une conception pr imordiale , mais 

avec la géométrie qui est d 'abord amètrique puis métrique, quand 

il convient d ' in t roduire les ds~. 

Si cette manière de voir est admissible, les généralités géomé­

triques relatives à des espaces quelconques ont déjà dû trouver leur 

origine en la seule Analyse. C'est précisément ce qui est arrivé avec 

de nombreux auteurs parmi lesquels nous citerons plus part icul ière­

ment Riemann [32 ] , Lie [ 3 3 ] , Poincaré [ 3 1 ] , Bianchi [ 2 1 , 3 6 ] , 

Car tan [ 3 5 ] . 

Nous indiquerons ici, très brièvement, la genèse de la T h é o r i e des 

Groupes de Sophus Lie, d 'après Luigi Bianchi, en indiquant les ana­

logies avec les Théor ies einsteiniennes qui apparaissent immédia­

tement. 

1. Soient les formules de transformation 

(i) x} =)i(xu x2, . .., xn\ ax, a2, . . . , ar). 

Leur i tération donne 

(ï) x- =fi(x\, x\2, ...,x'n;bh bi, . . . , br), 

ou bien, si ces formules donnent naissance à un groupe, 

(3) x'i—ftixi, x.,, . . . , xn; Ci, c2, . . . , c,.>. 

Montrons d 'abord qu' i l existe de certaines fonctions F des x' et 

des a restant constantes, c 'est-à-dire donnant 

.„ dF dF dx'i 
dF= - h —, T— = o , 

dak dx, dak 

en vertu d 'équat ions différentielles à former. 

Soient ay*(a, , a>, . . . , ar) ou, plus brièvement, ay*(«), des fonc­

tions, en nombre r 2 , formant un déterminant a. Ces fonctions sont 

comparables aux gjk einsteiniens, a étant comparable à g. 

Formons 
dF dx', dF 

*]kdïk^*jk^kdj<r^ 

ce que l 'on conviendra d 'écr ire 

(4.1 Y /fF) = A / ( F ; + XJ(F) = o, 
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en posant 

(5) A,(F) = V,A—, X'j(F) = ?,-,•(•*') ^, 

dx[ 
àak 

Cette dernière équation donne enfin 

(6) g =^,1(--)-

Cette formule représente le premier système fondamental de Lie; 
il s'intègre avec n constantes arbitraires x{, x*, . . ., xn. En (5) appa­
raissent déjà deux systèmes de transformations infinitésimales. 

2. Les équations (4), étant vérifiables, forment un système com­
plet. C'est dire que 

(Yy, Y,,) = YyY*-Y*Y/= cy-/,,Y,. 

Les A ne dépendant que des a et les X' que des x , nos dernières 
équations se scindent en 

( 7 ) ( A/, Ak) = c/ks As, ( X}, X'k) = c/ks Xi, 

les cyfo ne pouvant être que de simples constantes numériques dites 
constantes de structure. 

3. Aux v-ik(a) adjoignons des a/*(6) et des 0L/k(c). Le système 

,,J* , d<t> 

est encore complet, de par la première équation (7). Multipliant 
par 0Lsk(b), on a 

_ + « . * ( f c ) « A ( c ) _ = 0 | 

d'où 

(8) j ^ =«'*(*) «Aie). 

C'est là un système du type (6) ; il peut être intégré par des for­
mules telles que 

ct= Ci(ai, a^ ...,ar; bx, b2, . . . , br), 

a,= iii(au a,, . . . , ar\ a\, a\, . . . , a%). 
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Enfin 

C'est encore un système du type (6) correspondant, cette fois, à 
Féquation (2) ; celle-ci doit bien contenir les x' puisque (3), pour 
bk = a\ d'où ck = ak, donne x" = x d'après ( 1 ). 

La coexistence de (1), (2), (3) est assurée par celle de (6) et (7) . 

4. Les trois paragraphes précédents représentent, en somme, les 
trois théorèmes fondamentaux de Lie. Maurer montra, perfectionne­
ment important, que les a'* peuvent être isolés en des équations dif­
férentielles spéciales. 

La première équation ¢7) développée donne 

àxkn dxjn 
~3 ^-km "J 

dam • dan 

*jm -T- *kiti -r— — c/ksxsn. 

Multipliant par y."1 on peut écrire ensuite 

Multipliant par a^a-^, on obtient les équations de Maurer 

La formule de Stokes, prise sous la forme 

X" x da"=ï / X (¾ ~ Sda*da-
les transforme en 

( io ) / x^da\= -Cjkt j I x^xr' da^daw. 

Leur intégration se ramène à celle d'un système d'équations différen­
tielles linéaires à coefficients constants (Schur ), donc uniquement à 
des opérations algébriques; du moins entre autres cas. 

Notre brève esquisse appuie la théorie générale sur la construction 
préliminaire du groupe paramétrique, groupe défini parla première 
équation (7). M. E. Cartan a généralisé [38] Féquation (10). 
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R a p p e l o n s e n c o r e l'identité de Jacobi, entre opéra teurs X , 

( i i 

X/ X/ x * 
X/ Xy X/, 

X/ Xy X/, 

d'où 

CA'/T C i ' /T O / T 

ci(>>s cjfj)s ck(i>s 

i j k 

si l 'on l ient c o m p t e de la s e c o n d e é q u a t i o n ( 7 ) p o u r des m i n e u r s te l s 

q u e 
X/Xk-XkX/=(\/,Xk). 

E n outre , o n voit a i s é m e n t , par e x e m p l e à l 'aide de ( 9 ) , q u e 

( 1 2 ) C / / , / - ! - C,,jt = O. 

5 . O n p e u t déjà faire un tableau de c o m p a r a i s o n entre les théor ie s 

de Lie et d 'E ins te in , tableau qui pourrait être d é v e l o p p é b i e n davan­

tage . R e m a r q u o n s s e u l e m e n t q u e dans les théor ies de : 

Lie. Einstein. 

D e u x formes di f férent ie l les , F une l inéa ire l 'autre b i l inéa ire , j o u e n t 

un rôle fondamenta l . 

Ce sont les deux formes engagées 
sous les intégrales dans l'équation (10). 

Ce sont [cf. (4) , (7) , Chap. II] 

I*/ dx,\ M// dr,- dx/. 

Les f o r m u l e s s t o k i e n n e s in t erv i ennent à la base des d e u x t h é o r i e s . 

Ces d e u x théor ies ont des opérateurs de dér ivat ion , plus g é n é r a u x 

q u e les dér ivées part ie l les ord ina ires et , e n généra l , n o n p e r m u ­

tables . 

Ce sont les transformations infini­
tésimales 

(5 ) Ay (F) , X , ( F ) . 

Ce sont les dérivées en D con­
formes à l'équation schématique (§ I0r 

Chap. II). 

Il y a des éga l i t é s , se cons tru i sant à Faide de d é t e r m i n a n t s s y m b o ­

l i q u e s , qu i . d'une théor ie à l 'autre, se c o m p a r e n t a i s é m e n t . 

Telle est l'identité de Bianchi ('2i)2)T 

Chapitre II. 
Voir aussi (28), Chapitre II. 

Telle est l'idenlilé de Jacobi a\ec 
sa conséquence (11). 

Voir aussi (12). 

O u t r e les c i ta t ions déjà faites, s i g n a l o n s , dans l 'ordre d' idées qui 

v ient d'être i n d i q u é , u n remarquable Chapi tre de W e y l [ 3 ] . D e 
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même Levi-Civita, dans le dernier Chapitre de son Calcolo [20*], 
indique, par l'intermédiaire des « coefficients de rotation » de Ricci, 
un très intéressant procédé de transformation des opérateurs D en 
opérateurs X. 

Au point de vue de la coordination des phénomènes physiques par 
l'emploi de la notion de groupe, il faut attacher une grande impor­
tance aux travaux [37] de M. Eugène Cosserat et de son regretté 
frère François. 

NOTE 

SUR LA COURBURE ET LKS GÉODÉSIQUES DYNE SURFACE ORDINAIRE. 

Reprenons le paragraphe l i du Chapitre II et notamment le calcul 
de K pour une surface ordinaire E2. On a 

ce qui est 

_à_\ H \ à_ U'2! \ 12/ \ n j , \ 2 2 M il (_\11 I \ I 2 I _ ) ï 2 / 2 

ÔXt / 2 \ dX, f 2 \ ) 2 i ) I S ) 2 j ( a | ) 2 ( ' ( l i / 2 \ 

Les quatre derniers termes peuvent être remplacés par 

ou d'après (35*), Chapitre II, par \ 12 / ï d \!g ( | i i ) j _ d \/g 

2 \ Jrr dXl f 2 \ . /or dX-, [IVII-I-I',"!!'.'!]-
On peut alors écrire 

v / ~ [_djC* \gii '/ 'I \J dX, \ffu J 2 ( / J ' 

en négligeant des termes additifs qui peuvent s'exprimer sous la 
forme 

-L H 1 1 | D * " i ^ j D g n l 
rîi Li 2 \ Dx2 j 2 (D*, J 

et qui sont nuls parce qu'il en est ainsi de chaque dérivée en D. 
Sur E2 nous avons 

ds* — gn dx\ -h igi2 djcv dxi+giî dx\ = E du* -+- 2 F du dv -h G dv*, 
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d'où 

"> lïl-Wï]+Kï]-.Ti<fc*T(-'£~«£-«£)-

K = 
2 v/EG — F 2 

F dE _ <*G dF <JE F dE 
È- ^ ^ ^" à du dv E dû 
du ^ ^ G — F2 ^ ^/EG — F* i 

G = H - g r 2 , EG — F* = , + ^ 2 H - ^ 2 > 

r£ — s2 

Si l'on prend plus particulièrement encore 

ds*= dx*--hdyi-±- dz*= (\ -hp2) dx*-h ipq dx dy -t- (i -+- q*)dy* 

on a 

(3) E = !+/>», F=/rçr, 

j ^ 
( i - h / ? 2 - * - ? 2 ) 2 ' 

Passons maintenant aux géodésiques d'une E 2 , à partir de Féqua­
tion générale (48) du Chapitre IL 

Avec les coordonnées curvilignes xK et x2 sur E 2 , on a d'abord 

d2xi -+- j M dx\ H- 2 ' 2 £/#! d#2 + j d # | = o, 

d2x2-h\ 'J flfof -+- a I 2 rfa?, ate.2-+- 2 2 afo?2 = o. 

Multiplions la première équation par dx2, la seconde par dx{ et 
retranchons; posons en outre x2 =y, oc{ =x en considérante comme 
variable indépendante. Il vient 

âHTKD'-GTlH'.NKSO • 

{-\"H"\)i 
On calcule maintenant que 

pr 
l-f- /?2-+- q2 

I •+• /?2 4 - q* 

/ I 

12 

ps 
I + J P 2 + ^ 2 

I-+-/?2H- ? 2 ' 

/>* 
' H - j > 2 - t - ? 2 

22 j _ grf 
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La quatrième et la cinquième de ces formules se vérifient immédiate­
ment d'après ( i ) , ( 2 ) , ( 3 ) ; les autres s'établissent de même. El alors 
l'équation précédente devient 

C'est bien l'équation (23 ) du Chapitre I. 
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