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LA

LOGIQUE DES MATHEMATIQUES

Par M. Stanislas ZAREMBA,

Professecur a I'Université de Cracovie,

——, Q) CA——e

INTRODUCTION.

Le probléeme fondamental de la logique, cclui auquel se rattachent
tous les autres problémes qu’elle étudie, est le suivant :

Etablir des regles permettant de reconnaitre si un ensemble de
considérations alléguées a Uappui d’'une thése constitue une
démonstration satisfaisante de cette thése.

D’aprés cela, la logique n’est autre chose que la science de la
démonstration.
On distingue deux genres de démonstrations :

1° Les démonstrations déductives ou, en’ partant de propositions
supposées vraies, on démontre la proposition que I'on veut établir par
les seules ressources de 'intelligence;;

2° Les démonstrations inductives ou, pour étlablir la proposition
que 'on veut démontrer, on fait appel a des expériences ou a des
observations.

Les sciences mathématiques, élant toutes des sciences déductives,
c’est-a-dire des sciences ou I'on ne-rencontre (ue des démonstrations
déductives, la logique des mathématiques se confond avec la logique
déductive ou théorie des démonstrations déductives. C’est donc de la
logique déductive seule que nous aurons a nous occuper.

Les faits prouvent d’une fagon indiscutable qu’il est possible d’ef-
fectuer des travaux de mathématiques de premier ordre en ne possé-
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dant que cette connaissance a4 demi-inconsciente de la logique que
I'on acquiert peu a peu par la pratique prolongée des mathématiques.

Cette circonstance ne doit ni nous étonner, ninous faire douter de
Vutilité de la logique théorique : la logique ne prétend nullement
nous guider sur la voie des découvertes, mais elle devient un auxi-
liaire précieux, je dirai méme indispensable, dans les théories (dont
le nombre croit rapidement) ou, comnie dans la théorie des ensembles,
dans les diverses géométries ainsi que dans certaines théories de la
physique, l'intuition directe est si déecvante que, pour y avancer avec
streté, il est indispensable de n’y considérer comme définitivement
acquis que les résultats démontrés d’une facon parfaitement rigou-
reuse. Ajoutons que la logique théorique est appelée encore a rendre
de précieux services dans 'cuvre de coordination et de simplification
des théories mathématiques, ceurre que le développement consi-
dérable de ces théories rend de plus en plus nécessaire.

Lalogique mathématique (ou logique déductive sous la forme pré-
cise qu’elle doit avoir pour étre réellement utile en mathématiques),
en tank que science aulonome, est une science tout & fait moderne
dont Porigine ne remonte que vers le milieu du siécle dernier, car,
comme on le verra au n° 27, la logique traditionnelle ne constitue
nullement une théorie générale de la démonstration. A la vérité,
Leibniz avait congu et esquissé une logique mathématique mais ses
idées, restées inédites jusqu’aprés 1goo [1], n'ont exercé aucune
influence sur le développement de cette science et c’est le mathéma-
ticien anglais Boole [2] qui est généralement eonsidéré comme le fon-
dateur de la logique mathématique.

Il va sans dire que la logique mathématique est d’origine beaucoup
trop récente pour avoir pu se constituer définitivement. Toutefois,
elle a réussi déja a établir solidement quelques résultats fondamen-
taux offrant un intérét considérable au point de vue des sciences
mathématiques. _

Sans songer & écrire un traité de logique des mathématiques, ce
que 'exiguité de la place dont je dispose m’interdirait absolument, je
m’efforcerai de présenter avec clarté et précision ce qui est acquis
définitivement dans cette science, en évitant soigneusement de m’en-
gager dans des spéculations d’ordre psychologique ou philosophique,
étrangéres en reéalité a la logique, toujours discutables, souvent
obscures, et que, trop fréquemment, on al’habitude de développer
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dans des travaux consacrés a la logique. J'essaierai, en outre, de for-
muler les problémes de logique qui attendent encore une solution et
je donnerai des indications bibliographiques qui, sans étre complétes,
permettront cependant au lecteur de se renseigner sur I’évolution de
la logique mathématique et sur son état actuel.

Jajoute que, en m’inspirant de certaines idées de Poincaré, je fais
voir au n° 9 que les « paradoxes » de la théorie des ensembles
dérivent de la confusion de la notion d’ensemble avec une notion plus
générale.

La table des matiéres renseignera suffisamment le lecteur sur le
plan général de I'Ouvrage.

Je dois les remerciements les plus vifs & M. Jean Sleszynski, pro-
fesseur hounoraire a 1'Université de Cracovie, pour les conseils et
renseignementis précieux qu'il a bien voulu me donner ainsi que
pour les notes manuscrites qu’il a mises & ma disposition.

Mon collégue, M. Wilkosz, m’a donné quelques indications trés
utiles sur la bibliographie de la logique et je luien exprime ici toute
ma gratitude.

I. — STRUCTUNE GENERALE D'UNE THEOME DEDUCTIVE.

1. Prémisses et théorémes. — Une théoric déductive n’est autre

chose qu’une collection de propositions que 'on peut'diviser en deux
catégories de la fagon suivante :

1° Les prémisses ou propositions affirmées sans démonstration
dans la théorie considérée ;

2° Les théorémes ou propositions appuyées de démonstrations
déductives.

2. Les différents genres de prémisses. — Pour vérifier la correction
de la démonstration d’un théoréme dans une théorie déductive, on
n’a jamais a se demander (comme on le verra plus tard) si quelque
prémisse est une proposition vraic ou fausse. En revanche, il en est
tout autrement quand il s’agit d’apprécier la portée et I'importance
de la théoric. A ce point de vue, il y a grand intérét a distinguer des
autres prémisses d’une théorie déductive, celles qui sont des propo-
sitions vraics parce que I'on est convenu d’interpréter certains termes
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de facon qu'il en soit ainsi; ces prémisses s’appellent prémisses con-
ventionnelles et les termes qui doivent étre interprétés de la fagon
voulue pour qu’une prémisse conventionnelle devieniie une proposi-
tion vraie, termes sur lesquels porte la prémisse considérée. 11 con-
vient de distinguer deux genres de prémisses conventionnelles, a
savoir :

1° Les définitions ou propositions exprimant qu’un terme (qui peut
étre un mot ou n'importe quel autre symbole), non encore employé
dans les prémisses qui précedent celle que l'on énonce, a un sens
identique a celui d’une expression soit intclligible par elle-méme, soit
telle en vertu des définitions énoncées antérieurement;

2° Les postulats conventionnels ou prémisses conventionnelles
qui ne sont pas des définitions.

Voici pourquoi il ne faut pas confondre un postulat conventionnc!l
avec une définition : le sens d’un terme dont on donne une véritable
définition est déterminé sans ambiguité lorsqu’il n’y en a pas dans les
termes qui servent a le définir tandis qu’il peut arriver (et ¢’est méme
ce qui se produit habituellement) Aque les termes (T), sur lesquels
portent des postulats conventionnels, admelttent plus d'une seule inter-
prétation vérifiant ces postulats conventionnels, méme lorsque ceux-ci
ne contiennent, en dehors des termes (T), que des termes ne donnant
lieu & aucune ambiguité. ,

Une prémisse conventionnelle ne peut évidemment jamais étre une
proposition fausse, mais il peut arriver (ce qui ne se présente dans la
pratique que rarement) qu'un énoncé p, présenté comme celui d’une
prémisse conventionnelle portant sur des termes (T), soit absurde faute
dé pouvoir interpréter ces termes de facon que I'énoncé p devienne
celui d’une proposition vraie.

Les prémisses ui ne sont pas des prémisses conventionnelles s'ap-
pellent Ly potheéses, postulats ou azxiomes, selon les préférences des

auteurs et aussi selon le degré de certitude avec lequel on les croit
exacls.

3. Termes primitifs. — Il est évidemment impossible de définir
tous les termes employés dans une théorie; les termes non définis
s’appellent termes primitifs de la théorie considérée.
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4. Relativité des notions de prémisse et de théoreme. — Lorsqu’un
systéme donné S de propositions est susceptible d’étre coordonné de
fagon & constituer une théorie déductive, il arrive ordinaircment que
cette coordination peut étre effectuée en divisant de différentes
manicres le systéme de propositions S en prémisses et théorémes. 11
peut donc arriver qu'une proposition déterminée p du systéme S soit
une prémisse dans un mode de construction de la théorie et un théo-
réme dans un auatre.

La relativité des notions de prémisse et de théoréme apparait
encore d'une autre fagon : une partie T' d’une théorie déductive T
peut étre elle-méme une théorie déductive et il se peut que quelque
théoréme de la théorie T soit une prémisse de la théorie T'.

II. — STRUCTURE D'UNE DEMONSTRATION MATHEMATIQUE.
NOTION DE DEMONSTRATION COMPLETE.

5. Notion de chainon logique. — Toute démonstration mathéma-
tique et, plus généralement, toute démonstration déductive, est une
suite finie d’opérations purement intellectuelles dites chatnons
logiques, dont chacune a pour résultat I'adjonction d’une proposition
nouvelle, appelée conclusion du chainon logique correspondant, a
la liste des propositions reconnues vraies antéricurement, la conclu-
sion du dernier chainon logique se confondant avec le théoréme lui-
méme qu’il s’agissait de démontrer.

L. Question fondamentale. — Quelle est la structure d’un chainon
logique correct?

L'idée que la logique déductive se confond avec la théorie du
syllogisme est tellement ancrée dans les esprits que, cn dchors des
logiciens modernes, presque tout le monde s’imagine que toute
démonstration déductive correcte, développée avec tous les détails,
n'est autre chose qu’une suite de syllogismes [3, vol. I, p. 188].
D’aprés cela, un chainon logique correct se confondrait avec un
syllogisme bien fait. Or, il suffit d’analyser avec soin un petit nombre
de démonstrations mathématiques pour s'assurer que les chainons
logiques dont elles se composent n’affectent la forme de syllogismes
qu'a titre exceptionnel.

En réalité, la question 1 (p. 5) comporte une réponse tout autre



6 STANISLAS ZAREMBA.

mais, pour la présenter avec la précision désirable, il est nécessaire
d’introduire préalablement un certain nombre de notions.

6. Nécessité d’une idéographie. — La grande variéié des formes du
langage usuel ainst que I'impossibilité d’exprimer, dans ce langage,
certaines idées avec la concision nécessaire, le rendent impropre a
présenter, sans le secours de symboles appropriés, une démonstration
déductive de fagon a mettre clairement en évidence tous les chainons.
lagiques dont elle se compose, et cela a amené les logiciens a intro-
duire en logique mathématique un langage symbolique spécial, appelé
idéographie ou pasigraphie, circonstance qui a fait donner le nom
de logistique a ta logique mathématique,

Diverses i1déographies ont été proposées mais, heureusement, on
peut dire que, aujourd’hui, l'idéographie de M. Peano [4, ainsi
que 18, n° 3, p. 5-22], avec les perfectionnements introduits par
MM. Whitehead et Russell [5], est a peu prés universellement adoptée.

Dans la suite, nous serons obligés d'introduire les signes idéogra-
phiques les plus importants, mais nous ne négligerons rien pour
rendre les formules idéographiques aussi faciles a déchiffrer que pos-
sible; en particulier, nous ferons usage de parenthéses comme s'en
servent habituellement les mathématiciens au lieu de leur substituer,
selon I'habitude des logiciens, des systémes de points, procédé qui
simplifie beaucoup I'écriture, mais rend les formules idéographiques
beaucoup plus difficiles a déchiffrer.

7. Propriétés fondamentales des propositions; opérations sur les
propositions. — Sans essayer de définir le terme de proposition et en
I'introduisant par conséquent a titre de terme primitif, nous ferons
remarquer, pour mieux en faire comprendre le sens, qu'une propo-
sitian est toujours une expressior d’un jugeniens. Avec tous les
logiciens, nous adopterons les deux principes suivants :

I1. Principe du miliew exclu. — Une proposition n’est jamais
ni vraie ni fausse.

1)L, Principe de contradiction. — Une proposttion n’est jamais
vraie et fausse a la fois.

Il va sans dire que les expressions « proposition vraie » et « propo-
sition fausse » sont comsidérées comme claires par elles-mémes.
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IV. Définition. — La vérité ou la fausseté d'une proposition
constitue ce que I'on appelle sa valeur logique.

Actuellement, nous allons faire connaitre les opérations fondamen~
tales qui servent a construire, au moyen de propositions données, des
propositions nouvelles ct nous définirons en méme temps les signes
idéographiques correspondants.

V. Définition.
le symbole

Lorsqu’un symbole p désigne une proposition,

m ~p,

appelé la négative ou la négation de p, représente la proposition
suivante : « la proposition p est fausse » ; d’apreés cela, 'expression (1)
représente une proposition qui est fausse lorsque p est vraie, mais
qui est vraie lorsque p est fausse.

Chacune des opérations qu’il nous reste & définir portant sur deux
propositions, il sera utile de consigner les quatre cas qui peuvent se
présenter quant aux valeurs logiques (IV, p. 7) que peuvent avoira
la fois deux propositions p et ¢ dans le tableau suivant :

m === 1~]

=111

ou les signes -+ et — représentent respectivement les mots « vraie »
et « fausse ».

VI. Définition. — Les symboles p et ¢ désignant chacun une pro-
position, l'expression

(1) pDg,

représente la proposition suivante : « le quatri¢éme des quatre
cas consignés dans le tableau (T) n’est pas réalisé »; d’aprés cela,
Pexpression (1) représente une proposition qui est vraie dans
chacun des trois premiers cas consignés dans le tableau (T), et qui
n’est fausse que dans le quatriéme; l'expression (1) s'appelle impli-
cation, la proposition p, antécédent ou hypothése et la proposition ¢,
conséquent ou conclusion de I'implication considérée; les fagons
usuelles de lire 'expression (1) sont les suivantes : « p implique ou
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entraine ¢ », « de p résulte ¢ », « lorsque p est vraie, g I'est aussi ».

A cause de I'extréme importance de lanotion d’implication, établie
pour la premiére fois avec une parfaite précision par Frege [6, vol. ],
§ 12, p. 20], mais déja familiérc aux stoiciens [7, vol. I, p. 454], il
convient de faire au sujet de cette notion la remarque suivante :
sachant que I'implication (1) et la proposition p sont vraies, on est
assuré que la proposition ¢ est vraic aussi; mais, lorsque la proposi-
tion p est fausse, la vérité de U'implication (1) ne nous apprend rien
au sujet de la valeur logique (IV, p. 7) de la proposition ¢; c’est ce
que les logiciens expriment briévement en disant que le vrai n’en-
traine que le vrai, mais le faux entraine aussi bien le yrai que le faux.

VIL. Définition. — Chacun des symboles p et ¢ désignant une
proposition, I'expression
(1 pVY,

appelée alternative ou somme logique des propositions p et ¢,
représente la proposition suivante : « I'une au moins des proposi-
tions p el ¢ est vraie »; d’apreés cela, I'alternative (1) est une propo-
sition qui est vraie dans le premier, le deuxiéme et le quatriéme cas
du tableau (T) (p. 7) et qui n’est fausse que dans le troisieme.

VIIL. Définition. — Chacun des symboles p et ¢ désignant une
proposition, I'expression
O P9
appelée produit logique des propositions p et ¢, représente la propo-
sition suivante : « chacune des propositions p et ¢ est vraie ». D’aprés
cela, le produit logique (1) est une proposilion qui n’est yraie que
dans le premier des cas consignés dans le tableau (T) (p. 7) et qui,
par suite, est fausse dans chacun des Lrois autres cas.

IX. Remarque. — On étend les notions de somme logique et de
produit logique, établies au moyen des définitions VII[ et VIII pour
deux proposhions, au cas général, exactement comme on effectue I'ex-
tension analogue en arithmétique; en outre, pour simplifier I’écriture,
on convient, en se laissant guider par I'exemple de I'arithmétique, de
regarder les symboles

pvgvr ct Peq.r,
portant sur les propositions p, ¢ et r, comme ayant les mémes signi-
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fications respectives (que les suivants :
(pvg)vr et (p.q).r;

ajoutons que, au cas ol un systéme de propositions S ne contient
(u’une seule proposition, 'expression « produit logique des propo-
sitions du systéme S » désigne la proposition unique qui constitue
ce systéme.

\. Définition. — Les lettres p et ¢ désignant comme précédem-
ment deux propositions quelconques, 'expression

(1 P=q,

appelée équivalence logique, représente la proposition suivante : «les
propositions p ¢t ¢ ont méme valeur logique [IV, p. 7] ». L'équi=
valence (1) est donc une proposition qui est vraie dans le premier et
le troisiéme des cas consignés dans lc tableau (T) [p. 7], mais qui
est fausse dans le deuxiéme et le quatriéme cas.

8. Relations qui subsistent entre les notions de négation, d’implica-
tion, d’alternative, de produit logique et d’équivalence. — Les lettres
' et ¢ continuant a désigner deux propositions quelconques, on s’as-
surera que, en vertu des définitions V, VI, VII, VIII et X, pré-
sentées au numéro précédent, il correspond a chacun des quatre cas
consignés dans le tableau (T) [p. 7] une valeur logique [1V, p. 7]
définie sans ambiguité et facile & déterminer, de chacune des six pro-
positions suivantes :

pvVye, p9q, (p>q).(gDp)
[~pP]1 D¢, ~ipD[l~gly et P=q.

Cela posé, on’ constatera sans peine que, dans chacun des quatre
cas du tableau (T) ou, ce qui revient au méme, quelles que soient les
valeurs logiques [IV, p. 7] des propositions p et g, chacune des
six propositions suivantes est vraie :

(B) [pvelDil~plDel,
(B.) [[~P1Dgq]> PVl
(Bg) lp-g1D[~ipDI~7eli]
(Bs) [~ipD[~qli]DIp-9],
(Bs) [p=q1D0(p>9)(gDpP)

(Bg) [((pDg)(gDP)]DlP=19]
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1l convient d’ajouter que les couples de propesitioas
() (By) et (Bg), (B3} et (Bs), (Bs) et (By).

considérées comme des postulats conventionnels portant (se reporter
aux pages 3 et 4 ) sur les propositions

(2) nvg, p.q e p=gq,

équivalant respectivement aux définitions V1I, VIIl et X du numéro
précédent; on reconnaitra I'exactitude de cette remarque en vérifiant
que les couples de propositions (1) considérées comme des postulats
conventionnels portant sur les propositions (2), font correspondre a
chacun des quatre cas du tableau (T) (p. 7), les mémes valeurs
logiques de ces propositions que les définitions VAL, VUI et X.

Il résulte de la remarque précédente que, au point de vue du lan-
gage idéographique, les notions représentées par les symboles

~p et pTg

ol p et ¢ désignent des propasitions quelconques, peuvent étre con-
sidérées comme des notions primitives, tandis que celles que repré-
sentent les expressions (2) peuvent étre regardées comme définies par

la condition de représenter des propositians vérifiant les postulats
conventionnels (1).

9. Notion de catégorie et notion de classe ou d’ensemble. — En
abordant la notion de classe ou, ce qui revient au méme, celle
d’ensemble, je tiens a dire que, dans ce qui va suivre, je ne crois
qu'avoir précisé et développé des idées esquissées briévement par
Poincaré [8, p. 210-214; 9].

Commencens pae comparer entre eux les deux énomcés suivants :

(1} « 2 est un nombre entier non négatif »
et
(2) « z esl une proposition ».

Ces énoncés ont cela de commun que, toutes les fois que le
symbole x seraregardé comme représentant une chose suffisamment
bien déterminée, chacun d’eux deviendra celui d’une proposition
bien déterminée, vraie ou fausse selon le sens attribué a z. Néan-
moins les deux énoncés censidérés sont de nature trés différente.
Pour le mettre en évidence, envisageons I’énoncé (1) dans deux cas



LA LOGIQUE DES MATHEMATIQUES. (3}

différents A et B, caractérisés chacum par la liste des comnaissances
regardées comme acquises daas le cas considéré, liste contenamt,
dans chacun des deux cas, la notion de noembre entier ainsi que celle
de quelque numération soit, pour fixer les idées, celle de namé-
ration décimale. Supposons maintenant que, dans le cas A, on ait
constaté que, pour une certaine signification bien déterminée z, de
I'énoncé, en lequel se transforme alors Yénoncé (1), c’est-a-dire le
suivant :

(3) « x4 est un nombre entier non négatif »,

soit celui d’une proposition vraie. Il pourrait arriver que, dans
le cas B, les connaissances supposées étre acquises dans ce cas-la,
soient insuffisantes pour reconmaitre I'exactitnde de la preposition (3.
C'est ce qui arriverait par exemple si, dans le cas A, la notien
d’intégrale définie était portée sur laliste des connaissances regardées
comme acquises, sans y étre portée dans le cas B el si x, représem-

tait I'intégrale
1
f dx.
9 L]

Mais, et cela est fondamental pour mous, il existera parmi les
choses reconnaissables dans chacun des eas A et B poar étre des
nombres entiers non négatifs, une chose x;, a savoir un arrangement
convenable (peut-étre avec répétitions) des dix chiffres arabes, repré-
sentant le méme nombre entier que le symbole x,. En définitive,
nous arrivons & la conclusion snivante : lorsque la notion de
nombre entier non négatif et celle d’une numération sont
acquises, le degré de variété des significations de x pour chacune
desquelles I'énoncé (1) devient celui d’une proposition vrate, est
abstraction faite des diverses facons de les représenter, indé-
pendant des autres connaissances que U'on pourrait posséder.

I1 est aisé de voir qu'il en va tout autrement de I'énoncé (2) : par
la simple adoption de définitions nouvelles, on pourra créer des
propositions essentiellement différentes de chacune de celles qui
existaient précédemment.

Les réflexions précédentes nous apprennent gu’en ce qui concerne
les énoncés de la forme générale suivante :

(4) « z appartient a une certaine catégorte de choses »,
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énoncé comprenant en particulier les énoncés (1) et (2), deux
cas trés différents peuvent se présenter. Nous allons les préciser en
fixant le sens du terme catégorie au moyen de deux postulats
conventionnels (se reporter aux pages 3 et 4) et celui du terme
classe, synonyme de celui d’ensemble, au moyen d’une définition.

XI. Postulat conventionnel. — Lorsqu’'un symbole K représente
une catégorie, il lui correspond une convention (C) en vertu de
laquelle 'énoncé : « x appartient a la catégorie K », énoncé que nous
écrirons symboliquement ainsi :

(1 r:K

et que nous appellerons appartenance, devient une proposition
déterminée, vraie ou fausse selon le cas, toutes les fois qu'une signi-
fication suffisamment bien déterminée est attribuée a 2 ; pour exprimer
que l'énoncé (r) devient celui d’une proposition vraie lorsque z
représente une chose e, on dit que cette chose est un é/ément de la
catégorie K.

XII. Postulatconsentionnel. — L’assertion que deux symboles K
et K’ représentent une méme catégorie, assertion que nous symboli-
serons au moyen de I'égalité

K=K/
exprime que les appartenances

rsK et 2K’

se transforment en propositions ‘¢quivalentes (X, p. g) pour toute
signification suffisamment bien déterminée de z.

XIIL. Définition. — On entend par classe ou ensemble une caté-
gorie 2 telle que le degré de variété des significations de z pour
chacune desquelles 'appartenance (XI, p. 12),

(1) xea

est vérifiée, soit indépendant des connaissances que I'on pourrait
avoir en dehors de celle de la convention qui permet de reconnaitre
si, pour une signification de x arbitrairement donnée et suffisamment
bien déterminée, 'appartenance (1) est ou n’est pas vérifiée.
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XIV. Définition. — L'assertion qu’une classe a st nulle exprime
quelle est dépourvue d’éléments, c’est-a-dire que, pour aucune
signification de z, 'expression

zea

ne représente une proposition vraie.

XV, Remargue. — Il résulte du postulat conventionnel XII et de
la définition XIH que I'égalité
a=a,
ou chacune des lettres a et o' représente une classe, exprime que,
pourtoute signification bien déterminée de z, les appartenances

zea et zex
représentent des propositions équivalentes (X, p. 9).

XVI. Remarque. — 1l résulte des énoncés X1V et XV que deux
classes nulles sont toujours égales entre elles.

Actuellement, nous allons faire connaitre quelques théorémes qui
donnent la clef des paradoxes apparents de la théorie des ensembles.

XVIH. Tutoreme. — Il correspond & tout ensemble E dont
chaque élément est lui-méme un ensemble, un ensemble qui n’est
pas un élément de 'ensemble E.

En effet, soit E un ensemble quelconque d’ensembles. II existera
un ensemble E’ qui sera celui de tous ceux des éléments de I'en-
semble E dont aucun n’est lui-méme son propre élément. Soit E’
I’ensemble peut-étre nul (XIV, p. 13) de tous ceux des éléments
de E dont aucun n'est un élément de E’. Les définitions des
ensembles E' et E” donnent lieu aux remarques suivantes :

1° L’appartenance
(1) esE'
ne peut étre vérifiée qu’au cas ou e est un ensemble qui n’est pas lui-

méme son propre élément, condition dont I'expression symbolique
est (V, p. 7) la suivante :

(2) ~ (ece).

MiEMORIAL DES 8C. MATH. — Ne 15, 2
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2° L’appartenance
(3) ec
ne peut étre vérifiée qu’au cas ou I'on aurait
(4) ese.
3° Lorsque aucune des appartenances (1) et (3) n’est vérifiée,
I'appartenance
(5) ek
ne P'est pas non plus.

En vertu de la premiére des trois remarques précédentes, 1'exis-
tence de I'appartenance

16) Eef
entrainerait Pexactitude de la proposition
(7) ~ (E'e L),

en d’antres termes, si la proposition (6) était vraie, la propesi-
lion (7), qui-en est la négation, le serait aussi. Donc, la proposi-
tion (6) est fausse et, par suite, la proposition (7) est vraie. Cela
étant, il résulte de la deuxi¢me des remarques faites ci-dessus que
I'appartenance ‘

®) E:zE

n’est pas vérifiée. En définitive, aucune des appartenances (6) et (8)
n’est vérifiée. Done, en vertu de la troisiéme de nos remarques, l'en-
semble E' n’est pas un élément de ’ensemble E et notre théoréme est
démontré. ‘

XVIIL Corovratre I. — Il n'existe pas d’ensemble qui soit celui
de tous les ensembles; il ne peut y avoir que des ensembles d’en-
sembles. ‘

XIEX. Corovrrame Il. — La catégorie des ensembles n’est pas
elle-méme un ensemble. : :

La proposition XVIII ou, si I'on veut, la propositibn XIX donne
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la clef des « paradoxes » relatifs a « 'ensemble de tous les ensembles ».
D’une fagon générale, les « paradoxes » de la théorie des ensemblés
dent Poincaré [8, Chap. 1] cite quelques exemples et dont on en
trouvera d’autres dans I'Ouvrage de MM. Whitehead et Russell
[5, vol. I, p. 63 et 64], quand ils ne dérivent pas de 'ambiguité de
certains termes et plus particuliérement de celle du terme « définir »,
cas ou ils se réduisent & de simples jeux de mots, n’ont pas d’autre
source que la confusion de la notion d’ensemble avec la notion plus
générale de categorie (X1, X1 et XHI, p. 12).

La notion générale de catégorie telle que I'établissent les postulats
conventionnels XI et XII (p. 12) ne donne-t-elle pas lieu a des
« paradoxes » analogues aux paradoxes apparents de la théorie des
ensembles? J'observe tout d’abord que la notion de puissance
[10, Chap. I] n’est évidemment pas applicable aux catégories qui ne
sont pas des ensembles [XILI, p.12|. Donc, les catégories qui ne sont
pas des ensembles ne peuvent faire naitre aucun paradoxe relatif aux
nombres transfinis. D’autre part, il suffit de remplacer dans I’énoncé
et dans la démonstration du théaréme NVII(p. 13) le mot « ensemble »
par le mot « catégorie » pour reconnaitre que I'on a un théoréme
dont le théoréme XVII n’est qu'un cas particulier et dont voici
Vénoneé :

XX. Tutoreme. — Il correspond a toute catégorie K de caté-
gories, une catégorie qui n'est pas un élément de la catégorie K.

XXI. CororLaine. — 1i n’existe pas de catégorie qui soit la cate-
gorie des catégories; il re peut ¥ avoir que des eatégories de
catégories.

En s’appuyant sur les propositions précédentes ou sur d’autres
propositions du méme genre, on s’assurerait aisément que les para-
doxes auxquels se rapporte la question pesée plus haut, ne pourraient
que dériver d’erreurs se réduisant a admettre I'existence de catégories
qui en réalité n’existent pas.

Peur terminer, observens gw'il semble impossible de démontrer
Vexistence de fous les ensembles ou catégories que Lon a a consi-
dérer en mathématiques; c’est seulement aprés avoir postulé l'exis-
tence de certaines de ces choses qu’th devient possible de démonitrer
celle de toutes les autres d’entre elles.
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10. Notion générale de fonction; fonctions logiques. — A I'exemple
de Frege [6, p. 5 et 6] nous allons attribuer au mot fonction une
signification beaucoup plus géngérale que 'on ne lui attribue ordinai-
rement, en adoptant la définition suivante :

\XII. Définition. — On entend par fonction, dans 'acception
la plus générale de ce terme, toute expression F(x, y, 3, ...) qui
contient un certain nombre d'indéterminées x, y, z, ... et qui
acquiert des significations déterminées, au moins pour cerlains sys-
temes de significations des indéterminées z, y, 5, ..., indéterminces
appelées arguments de la fonction.

X\IIL. Consention. — Pour exprimer que, au cours des considé-
rations quc l'on se propose de développer, un symbole x pourra
acquérir diverses significations, on dira que ce symbole est unc
variable; toute signification atiribuée A une variable s’appellera
valeur de cette variable; tout systéme de valeurs particuliéres
attribuées a des variables 2%, 2, ..., z, s’appellera point logique
de ces variables.

D’apreés cela, les arguments d’une fonction sont des variables.

XXIV. Définition. — Lorsqu’une fonction F(.r, 5, .. .), toutesles
fois qu’en un point logique de ses arguments elle acquiert une signi-
fication déterminéc, représente une proposition, elle prend le nom
de fonction logique,.synonyme de fonction propositionnelle.

Il peut arriver qu’une fonction logique fasse correspondre une
proposition déterminée a tout point logique de ses arguments; tel est
par exemple le cas de la fonction logique & un argument que repré-
sente 'appartenance (Xl et XII, p. 12)

rea;

ot = représcute une classe ou une catégorie quelconque; nous dirons
alors que la fonction logique considérée est définie dans un domaine
illimité ou encore que son domaine est illimité.

Mais il peut arriver aussi qu’une fonction logique ne fasse corres-
pondre une proposition déterminée qu'a ceux des points logiques
(XXIIL, p. 16) de ses arguments qui apparticnnent & une certaine
catégorie B; nous dirons alors que la fonétion logique considérée est
définie dans un domaine borné ou encore qu'elle a un domaine
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borné. Considérons par exemple I'expression
z2y;
la définition VI (p. 7) ne lui attribue un sens qu’au cas ou chacune
des letires x et y représente une proposition et, dans ce cas, 'expres-
sion considérée représente elle-méme une proposition; cette expres-

sion constitue donc une fonction logique a domaine borné.
Envisageons encore I'expression

22+ yi=1,

en supposant que les notions de somme et de produit n'aient été
établies que pour les nombres réels; I'expression précédente repré-
sentera évidemment une fonction logique admettant pour domaine
Iensemble des systémes de valeurs réelles des variables et y.

Dans la pratique, il est trés avantageux de n’avoir a considérer que
des fonctions logiques définies dans un domaine illimité; pour y
arriver de la facon la mieux adaptée aux besoins des applications,
nous adopterons la convention suivante :

XXV. Congention. — Une fonction logique f(z, ¥, ...) étant
donnée au moyen d’une définition qui lui assignerait un domaine
borné (D), nous admettrons une fois pour toutes que, sauf avis
contraire, la définition de la fonction f(z, ¥, ...) a été complétée
comme il suit : lorsqu’un point logique (XXIII, p. 16) 2o, ¥4, . . . des
arguments de la fonction logique f(x, y, ...) n’appartient pas au
domaine (D), Uexpression f (o, 0o, .. .) lui fait correspondre la pro-
position fausse que voici : « le point logique considéré appartient au
domaine (D) ».

XXVI. Remarque. — Deux fonctions logiques o(z, y, ...)
et ¥(z, y, ...) étant données, il résulte immédiatement des défini-
tions V, VI, VII, VIII et X (p.7 et suiv.) que chacune des cing

expressions :

~o(@, ) (@, ys ) DY Yy D) ey, .-.)V\P(x, Vyoes)s
oz, yy o)Wy, i) et ?(’”7}’,4'-)5‘1*(9”}.7, cody

représentera une nouvelle fonction logique.

XXVII. Définition. — Etant donnée une fonction logique
F(T7 J’? ?")7 V
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le symbole
(z, ) ... )F(2, 52, ...),

introduit par MM. Whitehead et Russell (8), représente la proposi-
tion suivante : « la fonction logique F(z, y, ...) fait correspondre
une proposition vraie & tout point logique (XXIII, p. 16) de ses argu-
ments ».

XXVIIL Définition. — Etant donnée une fonction logique

Flz,y,...)
le symbole

(az, 5y +..)F(z,p, ...),

du & M. Peano et conservé par MM. Whitehead et Russell, représente
la proposition suivante : « il existe an moins un point logique (XXIH,
p. 16) des arguments de la fonction logique F(x, y, ...), auquel
ccle-ci fait correspondre une proposition vraie ».

Dans la pratique, le symbole défini par.la définition XX VII se pré-
sente le plus souvent dans le cas ou la fonction F(z, y, ...) est dela
forme

0@, ¥, ..) V(@ y,

les symboles o(x, y, ...) et ¥(z,y, ...) représentant deux fonctions
logiques données.

1. Bxemple de démonstration mathématique ('). — Pour mettre
le plus nettement possible en évidence, sur’exemple que nous allons
présenter, la nature du raisonnement mathématique, nous serons
obligés de nous servir du langage idéographique et, pour pouvoir le
faire avec toute la clarté désirable, nous compléterons la liste des
définitions données précédemment par la suivante :

XXIN. Définition. — Le systéme de symboles
Fp,

ou p représente une proposition se rencontrant dans une théorie
déductive déterminée, exprime que, dans cette théorie, la proposi-

(') Les idées maltresses des considérations exposées dans le numéro actuel et le

suivant, sont dues & M. Jean Sezsynshi, Professeur honoraire & I'Université de
Cracovie.
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tion p est portée sur laliste des propositions vraies; le signe b=, adopté
a lexemple de Frege [6, vol. I, p. 9] par MM. Whitehead et Russell
[8, vol. I, p. 8 el 9], porte lc nom de signe d’assertion ou de signe
de vérité.

Gela posé, passons a 'exemple que nous avions en vue.

La lettre N désignant I'ensemble des nombres entiers, nous adopte-
rons les quatre prémisses suivantes :

(€] F=(1eN),
c’est-a-dire (XIII, p. 12) : « le signe 1 représente un entier »
(2) () [[2eN] = [(@ + ):N] |,

c’est-a-dire (XIII, p. 12; VI, p. ;' XXVIIL, p. 18) : « lorsque «

est un entier, 41 en est un aussi ».
(3) Iz, 7) | [7eN] D [lx =y D[N},

c’est-a-dire : « lorsque » est un entier, toute chose x, égale a y, est
aussi un entier ».

(4) (2 =1-+1).
Ces prémisses admises, nous allons démantrer le théoréme suivant :

(T) b= 2¢N.

c’est-a-dire : « le signe 2 représente un entier ».

Démonstration. — Premier chainon : dans I'expression
[xeN] D[(# +1)eN],

substituons & z le symbole 1. En vertu de la prémisse (2) nous
obtiendrons de cette facon une proposition vraie; nous avons donc

) i [1e NI D[(1+1)eN]

Deuxiéme chainon : la prémisse (1) exprime que I'antécédent de
I'implication (5) est une proposition vraie. Il en est donc de méme
du conséquent, c’est-a-dire

(6) }-;(I-P»I)EN;.
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Troisiéme chainon : dans expression
(VeNID[[z =y] D[2eN)],
substituons a y et x respectivement, les expressions

I+1 et 2.

En vertu de la prémisse (3), le résultat obtenu sera une propesition
vraie, donc

() b [(1+0)eN]D [[2=1+1] D [2eN]] [,

Quatriéme chainon : en vertu de (6), 'antécédent dans I'implica-
tion (7) est une proposition vraie, il en est donc de méme du consé-
quent et nous avons

(8) {2 =1+1]1D>[2¢N]].

Cinquiéme chainon : la prémisse (4) exprime que l'antécédent de
Pimplication (8) est une proposition vraie. Il'en est donc de méme
du conséquent et nous avons

=[2¢N]. €. Q. F. D.

12. Analyse de la démonstration précédente. — Deux des cing
chainons de cctte démonstration, & savoir le premier et le troisiéme,
sont évidemment formés selon la régle générale suivante :

XXX. Régle (dite principe de substitution). — Sachant qu’une
fonction logique F(z, y, ...) fait correspondre une proposition vraie
a tout point logique (XXIIL. p. 16) de ses arguments, on a le droit
de porter, sur la liste des propositions vraies, toute proposition
obtenue par la substitution & z, y, ..., dans F(z, y, ...), des sym-
boles a, b, ... de n'importe quelles choses particuliéres.

Quant aux 2, 4° et 5° chainons de la démonstration analysée, ils
sont tous formés selon la régle suivante :

XXXI. Regle (dite modus ponens). — Sachant que deux propo-
sitions p et ¢ vérifient I'implication

pPOq,

sachant, en outre, que la proposition p se trouve sur la liste des pro-
positions vraies, ona le droit de porter la proposition ¢ sur cette liste.
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XXXIL Définition. — L'assertion qu'un chainon logique est un

chainon logique régulier, exprime qu’il est formé selon I'une des
deux régles précédentes.

XNXIIL. Remarque. — 11 ne faut pas, comme I'a déja rcmarqué
Bolzano [17, vol. I, § 199, p. 344], confondre les régles de forma-
tion des chainons logiques avec les prémisses d’une théorie : il est
vrai qu'il correspond, a toute régle de formation de chainons logiques,
une proposition dont I'exactitude est la condition nécessaire et suffi-
sante de la régle; mais, pour rcconnaitre qu’une régle de formation
de chainons logiques et une prémisse sont deux choses différentes,
il suffit de considérer qu’il serait impossible de tirer la moindre con-
clusion de u'importe quel systéeme de prémisses sans connaitre
quelque procédé permettant de conclure de propositions données a
unc proposition nouvelle.

13. Notion de démonstration compléte. — En dehors des régles XXX
et N\NI (p. 20) il serait possible de formuler bien d’autres
régles correctes pour la formation de chainons logiques. Toutefois,
tous les logiciens modernes admettent d’une facon plus ou moins
implicite ce que nous admettons explicitement, a savoir que l'on a
la proposition suivante :

NXXIV. Postulat. — Tout chainon logique correct peut toujours
étre remplacé par un ou plusieurs chainons logiques réguliers au
sens de la définition NN\II (p. 21).

Le postulat précédent fournit évidemment une réponse a la ques-
tion I (p. 5); et justifie les définitions suivantes :

XXAV. Définition. — On entend par démonstration déductive
compléte une démonstration qui se compose exclusivement de
chainons logiques réguliers (\X\II, p. 21).

\\AVI. Définition. — L’assertion qu’une théorie déductive est
réguliérement développée exprime que tout théoréme y est appuyé
d’une démonstration compléte au sens de la définition précédente.

14. Les démonstrations mathématiques usuelles. — L’examen des
démonstrations mathématiques, telles que les mathématiciens ont
I'habitude de les donner, met rapidement ce fait en évidence que ces



22 STANISLAS ZAREMBA.

démonstrations contiennent presgue toujours, en dehors de chainons
logiques réguliers (XXXII, p. 21) ou de chainons qui peuvent se
ramener a ces chainons-la, des chainons logiques qui se réduisent a
porter certaines propositions sur la liste des propositions vraies a
titre de vérités « évidentes ». Habituellement, les propositions jugées
« évidentes » s'imposent & l'intelligence avec tant de force que les
démonstrations considérées ne laissent subsister aucun doute dans
I'esprit. Toutefois il n’en est pas toujours ainsi, et méme il est arrivé
plus d’une fois qu’'une proposition, jugée évidente par un esprit de
premier ordre, s’est trouvée étre fausse. En outre, et cela est fonda-
mental au point de vue de la critique scientifique, si, au cours des
démonstrations des théorémes d’une théorie déductive, on porte
certaines propositions sur la liste des propositions vraies a titre
de verités « évidentes », on se prive du droit d’affirmer que la
théorie considérée repose sur les propositions adopties pour pré-
misses el, en définitive, on développe une théorie dont les fonde-
mendts restent, a strictement parler, inconnus.

Les réflexions précédentes ont conduit les logiciens & I'étude du
probléme suivant :

NXXVII. Probléme. — Refondre les théories mathématiques de
facon a faire prendre a chacunes d’elles la forme d’une théorie régu-
“lierement développée (AXAVI p. 21).

Ill. — LES PREMISSES LOGIQUES DANS LES THEORIES MATHEMATIQUES.

15. Prémisses logiques et prémisses mathématiques. — Pour abor-
derle probléme \XXVII, il faut évidemment soumettre a une analyse
serrée l'exposition usuelle des théories mathématiques les plus par-
faites. En procédant de cette fagon, on constate rapidement que la
liste des prémisses de chacune de ces théories a hesoin d’étre com-
plétée. 1l arrive souvent que certaines des prémisses manquantes sont
constituées par des propositions qui portent sur les éléments particu-
liers dont s’eccupe la théorie analysée, mais I'immense majorité des
prémisses qu'il faut adjoindre a celles que les mathématiciens ont
Yhabitude d’énoncer explicitement, se réduisent a des propositions

d’une catégorie particuliére, dites propositions de logique et dont
voici la définition :
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XXXVIL Définition. — Une proposition de logique n’est auire
chose qu’une proposition portant cxclusivement sur d’autres propo-
sitions et fonctions logiques, appartenant elles-mémes & un domaine
scientifique complétement indéterminé.

Les propositions (B, ), (B,), (B,), (B,), (B,) et (Bg)énoncées (en
langage idéographique) i la page ¢ constituent des exemples de pro-
positions de logique portant sur des propositions, et voici un exemple
de proposition de logique portant sur des fonctions logiques :

(=, y, ...):tp(a’,), ) DU(@ g, )
D%[(Hm, Yy eeel(z, 0] Dz, y, .. ¥z, ¥, . )]

c’est-a-dire : « lorsqu’en tout point logique (XXIII, p. 16) des
variables z, y, ..., la proposition que lui fait correspondre la fone-
tion p(z, 5, ...) entraine (VI, p. 7) celle que fait correspondre
la fonction 4(xz, y, ...) au méme point logique; dans ce cas, il
existe (AXIII, p. 16) un point logique des variables z, y, ...
auquel la fonction ¢(z, y, ...) fait correspondre une proposition
vraie, il en existe un auquel la fonction (2, y, . ..) fait aussi cor-
respondre une proposition vraie ».

XXXIN. Définition. — Celles des prémisses d’une théorie mathé-
matique qui sont des propositions de logique s’appelleront prémisses
logiques dela théorie et toutes les autres, prémisses mathématiques,

16. Formes diverses des fonctions logiques et des propositions (*).
— Nous avons indiqué (AXVI, p. 17) un certain nombre de pro-
cédés permettant de former, a I'aide de fonctions logiques données,
des fonctions logiques nouvelles. La remarque suivante fera con-
naitre des procédés d’une tout autre nature conduisant au méme but.

XL. Remarque. -~ Aprés avoir divisé les arguments d'une fonc-
tion logique donnée de deux arguments au moins en deux systémes,
Zy...Zy€LYy,... ¥, on peut faire dériver de cette fonction logique,
soit F(z,...2,, )71...)ym), une fonction logique nouvelle au moyen
de I'un quclconque des trois procédés suivants :

1° On peut attribuer, dans la fonction logique F(2y... 24, )¢ ... ¥m),

(1) Dans (¢ numéro, nous utilisons dans unc large mesure le grand Ouvrage de
MM. Whitehead et Russell {57.
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aux variables y,, ..., . un systéme de valeurs particuliéres by, ..., by,
ce qui donnera la fonction ¥'(z,...2,, b,...b,) des scules variables
Liy ooy Tn}

2 On peut définir une fonction logique des seules variables
Zyy ..., 2, en spécifiant que la proposition qu’elle fait correspondre
a un point logique (\XIIL, p. 16) 2, ..., z, de ces variables est,
quel que soit ce point logique, la suivante : « la fonction

F(‘z"l; ey ‘T’Il;.yh ---y}’m)

des seules variables y1, ..., ), fait correspondre une proposition
vraie & lout point logique de ces variables »; le symbhole idéogra-
phique de la fonction logique ainsi définie sera évidemment (\XV1I,
p- 17) le suivant :

(Fiy vers Yu)F (oo oxns 3y oo s

3° On définira encore unc fonction des seules variables z,, ..., z,
en spécifiant que la proposition qu’elle fait correspondre & un point
logique z' ...z, de ces variables est, quel que soit cc point logique,
la suivante : « il existe au moins un point logique des variables
Y1y -+, ¥m auquel la fonction F(z,, ..., Z;; 31, ..., ym) de ces
seules variables fait correspondre une proposition vraie »; le sym-
hole idéographique de la fonction logique ainsi définie sera évidem-
ment (XX VI, p. 18) le suivant :

(H}’Ia ceay }’m)F('l'l, e Ly Viy ooey Ym)e

Pour-élucider au moyen d’un exemple chacune des deux derniéres
parties de la remarque précédente, désignons par N I'ensemble des
entiers positifs et, lorsque z est un entier positif, représentons
par dvs s 'ensemble des diviseurs de 3. Dans ces conditions, 'appar-
tenance (XIII, p. 14)

(1) xodesz

représenterait une fonction logique de z et 5 dont le domaine serait
borné par la condition que z soit un entier positif mais, en vertu de
la convention AXV (p. 17), expression (1) devra étre regardée
comme une fonction logique dont le domaine est illimité. Cela posé,
considérons l'expression

(2) ()’EN} > “[.rs dos(y + ][z >1]] D[~ (a: dvsy)]:;
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elle représentera une fonction logique qui, en vertu des définitions
dun°7 (p. 7 et suiv.) et de la définition NIII (p. 14), pourra étre
énoncée en langage usuel comme il suit : « lorsque y est un entier
positif, dans ce cas, si z est un diviseur de ) + 1, Supérieur a I'unité,
z n'est pas un diviseur de y ». Envisageons maintenant I'expression

IreNE D[l dos(y + 1l [a > 1] D[~ (aedosy);

elle représente une fonction logique de « déduite de la fonction (1)
par le deuxiéme des procédés énumérés dans la remarque XL (p. 23),
fonction logique qui peut étre énoncée comme il suit : « pour toute
valeur particuli¢re 2’ de z, I'expression

;y:N: > %[[w’: dvs(y + D). [2>1]] D[~(2's dvsy)]}

fait correspondre une proposition vraie a toute valeur de y ».

Pour donner un exemple de fonction logique définie par le troi-
siéme des procédés énumérés dans la remarque AL (p. 23), con-
servons les notations de I'exemple précédent; désignons encore
par Npr'ensemble de tous les nombres premiers supérieurs al'unité,
et considérons la fonction logique suivante :

(3) [xeN]):[yeNpr].[ys dos(z +1)];;

elle fait correspondre & un point logique z', y' des variables z et y,
arbitrairement données, la proposition (en général fausse) que voici :
« lorsque 2" est un entier positif, 3’ est  la fois un nombre premier
supérieur a 'unité et un diviseur de 2’41 ».

Envisageons maintenant I'expression

(:qy)z.z'sN( > yeNprl.lye dos(z + l)]‘;

elle représente une fonction logique de z déduite de la fonction (3)
par le troisiéme des procédés énumérés dans la remarque XL (p. 23)
et dont voici 1'énoncé en langage usuel : lorsque z est un entier
positif, il cxiste au moins une valeur de y représentant a la fois un
nombre premier supérieur a I'unité et un diviseur de £ -1 ».

XLI. Définition. — L’assertion qu’une fonction logique est une
fonction logique élémentaire exprime que la définition de cette
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fonction logique, quand elle fait intervenir d’autres fonctions logigues,
n’exige 'emploi‘d’aucun des deux derniers procédés énnmérés dans

la remarque XL (p. 23).

XLII. Définition. — I.assertion qu'une proposition est une pro-
position élémentaire exprime que cette proposition, quand elle fait
intervenir la notion de fonction logique, est constituée par celle
qu'une fonction logique élémentaire [XLI], fait correspondre a
quelque point logique [XXIII, p. 16] de ses arguments.

17. Propositions de logique communément employées d’une fagon
explicite par les mathématiciens. — Il existe un petit nombre de
propositions de logique qui, dés I'anliquité, se sont imposées a
I'attention des mathématiciens et nous nous proposons de présenter
actuellement les plus importantes d’entre elles.

Pour énoncer ces propositions sous la forme la mieux adaptée a la
construction des démonstrations mathématiques et pour éviter des

longueurs fastidieuses, nous adopterons d’abord la définition sui-
vante :

XLII. Définition. — Lorsque S représente certaines n d'entre
n +1 propositions déterminées et T la (n—+1)""* d'entre elles, le
symbole ®(S, T) sera considéré comme représentant I'énoncé sui-
vant : « ayant adopté pour seules prémisses des propositious appar-
tenant au syst¢me S, on a le théoréme T ».

Il importe de faire remarquer que, en vertu de la définition préceé-
dente et de la convention XXV (p, 17), U'expression @ (S, T) devra

étre regardée comme représentant une fonction logique dont le
domaine est illimité.

XLIV. Proposition de logique. — Ayant désigné par p le produit
logique (IX, p. 8) des propositions appartenant an systéme S
(XLIH), on a (AXVII, p. 17).

(S, T) | ®(S, T)D[p>T].

La proposition précédente ne poavait pas rester inapergue parce
qu’elle fait connaitre une propriété fondamentale des théories déduc-
tives : en effet, elle nous apprend que le seu! fait d'avoir démontré
rigoureusement les théorémes T, ..., T, d’une théorie déductive
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. . L% .
en s’appuyant sur un certain systéme de prémisses, nous autorise
seulemenl a affirmer sirement que, aprés avoir désigné par p le
produit logique (IX, p. 8) des prémisses, on a les implications
(VL, p. 7) ,

pOT, (i=1,2, ..., n)

sans avoir le droit de rien affirmer au sujet de la valeur logique
(IV, p. 7) d’une prémisse ou d’un théoréme, a moins cependant
d’avoir conslaté que, dans I'ensemble constitué par les prémisses et
les théorémes, il y a une proposition qui serait la négation d’une
autre d'entre elles car, dans ce cas, on peut démontrer que 'une au
moins des prémisses est une proposition fausse, sans d’ailleurs pou-
voir donner d’autres précisions a ce sujet.

Voici maintenant la proposition sur laquelle reposent les démons-
trations dites « par la réduction a I'absurde »:

XLV. Proposition de logique. — Lorsque S représente certains n
d’entre n + 1 propositions données et T la (1 +1)*"® d’entre elles,
désignons par p le produit logique (IN, p. 8) des propositions
appartenant au systéme S, par ¢ 'une de ces propositions et par '
Ie systéme de propositions, obtenu par 'adjonction de la négation de
la proposition T au systéme S. La caractéristique ® ayant la significa-
tion que lui attribue la définition \LHI (p. 26), on aura

(3, T) %8, ~q)D[p>T]|

Pour déchiffrer la formule idéographique précédente, il suffira de
se reporler aux '‘énoncés XXVIl (p. 17), V (p. 7), VI (p. 7)
et XXV (p. 17).

Avant d’énoncer les autres propositions de logique que nous avons
en vue, nous allons présenter quelques observations propres a faire
comprendre pourquoi ces propositions devaient forcément s'imposer
de bonne heure a I'attention des mathématiciens.

Il n’arrive qu’exceptionnellement qu'un théoréme de mathéma-
tiques soit constitué par une proposition élémentaire (XL, p. 26)
comme c’est le cas de celui qui nous a sevvi d’exemple au n° 11. Or,
lorsque cetle circonstance particuliére ne se présente pas, il est ordi-
nairement impossible de construire une démeonstration du théoréme
comsidéré sans recourir  quelque proposition de logique. D’autre part,
lorsqu'une, prémisse n’est ni une proposition élémentaire, ni une pro-



28 STANISLAS ZAREMBA,

position (XX\'II: p' 17) de la forme
(@, 7, ...)F(2, ¥, ...),

on sc trouve ordinairement encore dans un cas oti, pour démontrer
le théoréme qu’il s’agit d'établir, on est obligé de faire appel a quelque
proposition de logique, méme lorsque le théoréme a démontrer est
constitué par unc proposition simple.

Dés 'antiquité, les géométres ont remarqué, comme le prouve en
particulier la géométrie d’Euclide, que, du moins dans les cas usuels,
les difficultés qui dérivent de la forme du théoréme qu'il s’agit de
démontrer ou de celle des prémisses, peuvent étre vaincues au moyen
des propositions de logique suivantes :

NLVI. Proposition de logique. — Lorsque S représente un

systtme de n(n21) propositions données et T une proposi-
tion de la forme (XXVII, p. 17) :

(@, )o@y, )DWE Y, ),

o o(x,y,...)et ¥(x, y,...) représentent deux fonctions logiques
données, désignons par p le produit logique (IX, p. 8) des proposi-
tions formant le systéme S et par S' le résultat de I'adjonction au
systétme S du postulat conventionnel portant sur le point logique
(ay b, ...) (NN, p. 16) des variables z, y, ... et exprimant que
Vexpression ©(a, b, ...) représente une proposition vraie; nous
aurons

(8, T) @[S, §(a, b, ..)] D[P DTI|,

proposition que l'on déchiffrecra aisément en se reportant aux
énoncés X\VII (p. 17), XLII (p. 26), VI (p. 7) et XXV (p. 17).

XLVIL. Proposition de logique. — Lorsque S représente n(n2r)
d’entre n 41 propositions données et T la (n + 1) d’entre elles,

lorsque, en outre, I'une des propositions appartenant au systéme S
est (XXVIII, p. 18) de la forme

Hr,yy .. )F (2, ¥, ...),

désignons par p le produit logique (1X, p. 8) des propositions
formant le systéme S et par S’ le résultat de 'adjonction au systéme S
du postulat conventionnel portant sur un point logique (NXI1I, p. 16)
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a, b, ... des variables z, y, ... et exprimant que la proposi-
tion F(a, b, ...) est vraie. Nous aurons

(5, T) 3(1)(511 T)D>[pDT],

proposition que lon déchiffrera aisément en se reportant aux
énoncés XXVII (p. 17), XLII (p. 26), VI (p. 7) et XXV (p. 17).

XLVII. Proposition de logique. — Toute fonction logique.
F(z, y,...)
vérifie (XXVIII, p. 18) larelation suivante
F(a, b, ...) > (4=, y, GO F(zy 0.

Dans I'énumération précédente des propositions de logique com-
munément employées par les mathématiciens, nous n’avons pas men-
tionné le principe d’induction compléte parce que ce principe n’est
pas, au sens de la définition XXXVIII (p. 23), une proposition de
logique; pour le reconnaitre, il suffit de remarquer quce le principe
considéré peut étre énoncé comme il suit : lorsque le nombre séro
appartient a un ensemble E, lorsque en outre 'appartenance d'un
entier non négatif x al’ensemble E entraine celle de entier x + 1

a cet ensemble, tout entier non négatif appartient & ’ensemble
considéré.

18. Les deux espéces de propositions de logique; identités pro-

positionnelles et leur utilisation dans la construction des démons-
trations.

XLIX. Définition. — L'assertion qu'une proposition p est une
proposition de logique de premiére espéce ou, comme nous dirons
de préférence, qu’elle est une identité propositionnelle, exprime
qu’elle satisfait aux deux conditions suivantes :

1° Elle est une combinaison d'un nombre fini de propositions
indéterminées p,, py, ..., pn au moyen des opérations que font con-
naitre les définitions V, VI, VII, VIII et X (p. 7 et suiv.);

2° Elle reste vraie quelles que soient les valeurs logiques (IV,
p- 7) des propositions py. pa, ..., pu;

les propositions de logique autres que les identités proposition-
nelles s’appelleront propositions de logique de deuzxiéme espéce.

MEMORIAL DES SC MATIL. — N° lo, 3
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Le choix du terme « identités propositionnelles » nous a été sug-
géré par 'analogie suivante : de méme qu’une identité algébrique ne
nous fait connaitre qu’une propriété des quatre opérations fondamen-
tales de I'algébre, sans rien nous apprendre au sujet des valeurs
numériques des variables sur lesquelles elle porte, une identité pro-
positionnelle exprime une propriété des opérations définies au n* 7
sans nous fournir aucun renseignement sur les valeurs logiques (1V,
p. 7) des propositions sur lesquelles elle porte.

Les propositions (B;) (i =1, 2, 3, 4, 5, 6), énoncées a la page g,
sont des exemples d’identités propositionnelles portant sur deux pro-
positions p et ¢, mais il existe aussi des identités propositionnelles
qui ne portent que sur une seule proposition p, telles sont, par exemple
les suivantes :

pOp, pVi~pl, [~plDplDp;

pour s’assurer que chacune de ces propositions représente bhien une
identité propositionnelle, on vérifiera, au moyen des définitions du
n® 7 (p. 7 et suiv.), que chacune d’elles est une proposition vraie
aussi bien au cas ou la proposition p est vraie elle-méme, qu’au cas
ou cette proposition est fausse.

Sans nous occuper, pour le moment, de la coordination des pro-
positions de logique au moyen d'une théorie déductive, nous allons
présenter quelques explications relatives a 'application des identités
propositionnelles a la construction de démonstrations complétes
XXXV, p. 21).

Soit F(p, ..., pa) une expression qui, au cas ou chacun des
symboles py(k =1, 2, ..., n) serait considéré comme désignant une
proposition, représenterait une identité propositionnellc. L’expres-
sion F(py, ..., p.) représentera évidemment une fonction logique
XXIV, p. 16) qui, en vertu des seules définitions énoncées au n° 7,
(p- 7 et suiv.), ne serait définie que dans un domaine borné, déter-
miné par la condition que chacune des variables p,, ..., Pn repré-
sente une proposition. Toutefois, ayant adopté la convention (AXYV,
p- 17), nous devrons regarder 'expression F(p,, ..., p,) comme repré-
sentant une fonction logique définie dansun domaine illimité. Cela posé,
il est aisé de voir que la fonction logique F (p,, ..., p,) ne se préte pas
a la formation de chainons logiques selon la régle (XXX, p. 20). En
effet, cette régle n’est applicable qu’a une fonction logique qui fait
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correspondre une proposition vraie & tout point logique (XXIIIL,
p- 16) de ses arguments. Or, il résulte de la convention XXV
(p- 17), que la fonction F(p,, ..., p,) ne satisfait pas a cette condi-
tion.

Pourlever cette petite difficulté, il suffit de désigner par Pla catégorie
(\I et XII, p. 12) des propositions et de former la fonction logique
(IX, p. 8) suivante:

(1) [(p1eP).(pueP) .. (preP)] S F(p1, poy .oy Pa)

fonction logique qui fait correspondre une proposition vraie a tout
point logique de ses arguments.

Si I'on désigne alors par @, a, ..., a, un systéme de n proposi-
tions quelconques, la régle AXNX (p. 20) nous donnera (XXIX,

p- 18)
b=, [(aieP).(as:P)...(aneP)| = F(ay, as, ..., an)|

et comme on aura (IX, p. 8)
[(aieP).(aeP)...(aneP)],
la régle XXXI (p. 20) nous donnera finalement
FF(ay, a., ..., au).

Mais de quels moyens disposons-nous dans la pratique pour nous
assurer qu’une expression donnée a représente une proposition ?

Lorsque, dans une théorie déductive, le caractére de proposition
qu'a une expression déterminée @, n’est pas assuré directement par
exemple parle fait qu’elle représente une prémisse ou par celui qu’elle
représente la proposition qu'une fonctionlogique fait correspondre aun
pointlogique de ses arguments, il arrive toujours que I'expression a est
une combinaison d’expressions qui sont sirement des propositions,
au moyen des opérations définies au n® 7 (p. 7 et suiv.) et, dans ce
cas, on peut établir en toute rigueur que I'expression a représente
bien une proposition, en s’appuyant sur les prémisses qui, aprés avoir
désigné, comme plus haut, par P la catégorie des propositions,
peuvent étre énoncées (\XVII, p. 17 et XXIX, p. 18) comme il suit :

\ b (2) | [2:P] = [(~ 2)cP]L.

n
B k@) IS [DePISR] (=123 1),
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en désignant par Fy, F,, F;, F; respectivement les expressions sui-
vantes : .

(zDy)eP, (zvy)eP, (z.y)eP et (z=y):P.

Théoriquement, les indications précédentes, quant a 'utilisation
des identités propositionnelles en tant que prémisses, sont suffisantes
mais, dans la pratique, I'application de ces indications conduirait a
des longueurs aussi rebutantes qu'inutiles. Pour éviter ces longueurs,

tous les logiciens sont d’accord pour adopter la régle additionnelle
sulvante :

L. Régle. — Ayant a utiliser, dans une théorie déductive, une
identité logique portant sur n propositions, on spécifiera en langage
usuel que certains n symboles p,, ps, .. .. p, représentent des pro-
positions indéterminées, on portera sur la liste des prémisses I'expres-

sion (XXIX, p. 18), L :
Piy P2y -5 Pa)

ou F(py, pay ..., pu) représente I'identité logique que I'on avait en
vue, on se fiera & l'intuition directe pour reconnaitre si quelque
expression représente bien une proposition, et I'on pourra porter sur
la liste des propositions vraies toute expression de la forme

F(ala az, ... an)v

ou chacun des symboles a,, a,, ..., a, représente quelque propo-
sition.

J'ajoute que l'on fait usage de simplifications du méme genre quand
il s’agit d’utiliser des propositions de logique de deuxiéme espéce
(XLIX, p. 29).

Il est évident qu'une démonstration déductive, exposée avec les
simplifications que nous venons d’indiquer, desra étre regardée
comme une forme abrégée /égitime d'une démonstration compléte

(XXXYV, p. 21).

19. Application 4 un’exemple. — Pour présenter au moins un
exemple du cas oti, pour établir un théoréme de mathématiques, on
est obligé de s’appuyer sur des prémisses logiques (\XXIX, p. 23),

nous allons développer la démonstration du théoréme suivant :

Lorsqu’un nombre premier est un diviseur du carré d'un entier
supérieur @ zéro, il est un diviseur de cet entier lui-méme.
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Désignons par N 'ensemble de tous les entiers supérieurs a zéro,
par Npr I'ensemble de tous les nombres premiers et, lorsque n repré-

senle un entier supérieur & zéro, par desn 'ensemble de tous les
diviseurs de n.

En vertu de la convention \XV (p. 17), 'expression

zedvsn,

qui symbolise I'énoncé : « 5 est un diviseur de n », représentera une
fonction logique définie dans un domaine illimité, et 'expression
idéographique du théoréme qu’il s’agit de démontrer seralasuivante :

(B) (z, 5) ! [(xeN).(zeNpr)(zedese X x)] >|sedosz]],

oit, pour distinguer la multiplication arithmétique de la multiplica-
tion logique ( VIII, p. 8), jnous avons adopté le signe >< pour signe
de la multiplication arithmétique.

Nous ne nous appuierons que sur une seule prémisse mathéma-
tique (\N\XN\I\, p. 23), & savoir,

(N!) =(z, v, 2) g [(z-N).(yeN).(zeNpr).(ze dos(x < 3))]
Sl ~(sedose)] > [3edesy]]],

c'est-a-dire : « lorsque .z et y sont des entiers supérieurs a zéro,
5 étant un nombre premier, diviseur du produit z X< y; dans ce cas,
si 5 n’est pas un diviseur de z, 5 est un diviseur de y ».
En revanche, nous ferons appel a quatre prémisses logiques. Trois
) p [ 8
de ces prémisses seront constituées par des identités proposition-
nelles (\LI\, p. 29) qui, aprés avoir désigné par p, ¢ et r des pro-
positions indéterminées pourront s'écrire (L, p. 32) comme 1l suit :

(Ly) Filp.g.7r1D[p.p.q.71,
(Ls) F[[~plDp]DP,
(L) 1o >lg Dlpqll.

On s'assurera que chacune des trois expressions précédentes repré-
sente bien une identité propositionnelle, en vérifiant, au moyen des
définitions du n° 7 (p. 7 et suiv.), que, dans chacun des huit cas
qui peuvent se présenter quant aux valeurs logiques simultanées des
propositions p, ¢ et r, chacune des trois expressions considérées
représente une proposition vraie.
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La quatriéme prémisse logique sera constituée par une proposition
de logique de deuxiéme espéce (XLIX, p. 29), a savoir :

(Ly) ... La proposition XLVI (p. 28).

Pour démontrer le théoréme (T) nous établirons d’abord le lemme
suivant :

Lemme. — Ayant adopté pour seules prémisses le systéme de
propositions obtenu, en adjoignant aux propositions

(1) (M), (L1), (La),

a titre de postulat conventionnel portant sur les symboles @ et b, la
proposition

(2) F=[(2cN).(6eNpr).(be dos(a x a))],

(proposition qui, en langage usuel, peut s’énoncer ainsi : « @ est un

entier supérieur a zéro et b est un nombre premier, diviseur du
produit @ >< a ») on a le théoréme suivant :

(%) bedvsa.

Démonstration du lemme précédent. — Pour abréger V'écriture
posons
A =(aeN).(beNpr).(bedrs(a x a)),
3) B = (acN).(acN).(beNpr).(be dvs(a x a)),
C=bedvsa.

Le postulat conventionnel (2) pourra maintenant s’écrire briéve-
ment ainsi :

(4) A

Substituons, dans la fonction logique que précéde, dans 'énoncé
de la prémisse (M), le systéme de symboles (=, y, z), a chacune
des variables z et y, laletire @ et a la variable z la lettre . Nous
obtiendrons une implication (XXX, p. 20) qui, dans les notations
abrégées définies par les formules (3), s’écrira comme il suit :

(8) FiBD[{~C]D>C]!

Dans (L,) substituons a p, g et r respectivement les propositions

a:N, beNpr et bedvs(ax a),
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nous obtiendrons une implication (L, p. 32) qui, dans les nota-
tions (3), s’écrira ainsi
(6) [ADB].

En vertu de (4) et de (6) (XXXI, p. 20), nous avons
B,
ce qui, a cause de (5) (XXXI, p. 20), nous donne
(7) F[[~C1>C].

Substituons, dans (L, ), la proposition C a p.
Nous obtiendrons de la sorte (L, p. 32) une implication qui, a
cause de (7) (XXXI, p. 20), nous donnera.

=C.

Mais, en se reportant aux formules (3), on reconnait que C repré-

sente la proposition

bedosa;
nous avons donc

I=(bcdrsa)
et notre lemme est démontré.

En passant a la démonstration du théoréme (B) lui-méme, dési-
gnons, pour abréger I'écriture, par

(8) P, P2 et ps

respectivement, les propositions précédées par le signe de vérité
(XXIX, p. 18) dans les prémisses (M), (L,) et (L,). Ces prémisses

pourront alors s’écrire ainsi :

(9) | o I
(10) b= P2,
(n) b= ps.

Substituons maintenant, dans la prémisse (L, ), aux symboles
S, Z, ¥y .euy 9@y .)y Yy, o) @ by oL

respectivement I'ensemble des propositions (8), le systéme des
lettres z, z, la fonction logique

(zeN).(zeNpr).(zedvs(z X @)),
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la fonction logique
zedvsx

et le systéme de lettres @, b. A la suite de ces substitutions, les
symboles ¢(a, b, ...),4(a, b, ...)S', p et T devront étre remplacés
respectivement par la proposition A définie par la premiére des for-
mules (3), par la proposition G définie par la troisiéme de ces for-
mules, par le systéme de propositions S, obtenu par I'adjonction de
la proposition A a I’ensemble (8), par le produit logique (IX, p. 8)
Pi-p2.ps et par la proposition Ty qui constitue le théoréme (%)
qu’il s’agit de démontrer. Nous avons donc (XXX, p. 20)

(12) | 286, C) D [[p1-p1-ps] > To] |-

Mais (XL, p. 26) I'expresion ®(S;, C) représente précisément
I'énoncé du lemme démontré plus haut . Nous avons donc

- 9(85, C),
donc (XXXI, p. 20), a cause de (12), nous avons
(13) F[[p1-p2.ps] D To].

Substituons dans (Ls) a p et ¢ reSpectivement les propositions p,
et p,. 1l viendra (L, p. 32),

.fPiD [P:>[p1.p2]]
d’ou (XXXI, p. 20) en vertu de (g),
[2:D[p1-pe]],
*cqui (XXXI, p. 20), a cause de (10), nous donne
(14) F[p1.ps]

En remplagant dans le raisonnement précédent p,, p, (9) et (10)
respectivement par py, pa, Ps, (14) et (11), nous trouverons

F[p1.p2.p3).

En s’appuyant sur ce résultat ainsi que sur (13), nous trouverons
(XXXI, p. 20),
""TO’
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et le théoréme (T) qu’il fallait démontrer est établi, puisque T, est
la proposition qui constitue ce théor¢me.

20. Théories réguliérement développées par rapport a certains
termes. — Il serait particuliérement utile de développer réguliére-
ment (NXXVI, p. 21) celles des théories mathémaliques ou, comme
dans les diverses géométries ainsi que dans certaines théories
modernes de la physique, on est conduit & employer certains
termes T dans un sens plus ou moins voisin, mais pourtant différent
de leur sens usuel car,¢en tolérant, dans ces théories, la substitution
de jugemenls intuitifs & des chainons logiques réguliers, on risque
de commctire des erreurs dérivant de la confusion du sens qu’ont ces
termes dans les théories considérées avec leur sens usuel. Pour se
convaincre de ce danger, il suffit de prendre connaissance de certains
travaux consacrés a la théorie de la relativité. Malheurcusement, a
cause de la longueur des démonstrations complétes, mé¢me quand on
fait usage des simplifications que permet de réaliser la régle L (p. 32),
on est ordinairement obligé de renoncer & développer réguliérement
les théories que I'on veut é¢laborer. On peut cependant, sans déve-
lopper réguliérement une théorie, éviter en grande partie le danger
signalé plus haut en procédant comme il suit :

On commencera par établir la liste des termes T pouvant donner
lieu a des méprises, el I'on développera ensuite la théorie en ne s'in-
terdisant d’une fagon absolue de substituer des jugements intuitifs a
des chainons logiques réguliers (ue dans les cas olt, pour porter ces
jugements, on serait obligé de tenir compte du sens de quelque
terme T.

LI. Définition — Nous dirons qu'unc théorie développée de la
fagon susdite est une théorie réguliérement développée par rapport
aux termes T.

Un exemple particuliérement simple de théorie réguliéremnent déve-
loppée par rapport a certains termes, est constitué par le Mémoire
de M. Zaremba [20] sur la théorie de la relativité. Parmi les nom-
breux autres exemples de théories régulicrement développées par
rapport & des termes déterminés qu’offrc la science modernc, citons,
comme particuliérement intéressants 'Ouvrage de M. Hilbert (11)
sur les fondements de la géométrie ainsi que quelgues travaux de
M. Pieri [19, a, b, c et d}.

MEMORIAL DES 8C, MATH., — N° 15, 3.



38 STANISLAS ZAREMBA.

IV. — APERGU GENERAL SUR L'ENSEMBLE DE LA LOGIQUE DEDUCTIVE.

21. KLléments constitutifs de la logique déductive, — Les pro-
blémes fondamentaux de la logique déductive, considérée comme
théorie de la démonstration, sonl évidemment les suivants :

1° Etablir la notion de démonstration déductive correcte, notion
qui se confond avec celle de démonstration compléte (XXXV, p. 21).
2° Coordonner, au moyen d’une théorie déductive, les propositions
de logique (XXXVIII, p. 23), probléme général qui comprend les

deux suivants :

a. Développer la théorie des identités propositionnelles (XLIX,
p. 29), théorie que MM. Whitehead et Russell dénomment (impro-
prement i notre avis) « théorie de la déduction ».

b. Développer la théorie des propositions de logique de deuxiéme
espece (XLIX, p. 29).

Par la nature des choses, la logique déductive étudie encore les
problémes suivants :

3° Reconnaitre si les propositions apparltenant & un systéme
donné S sont compatibles, autrement dit, s’assurer si certaines des
propositions du systéme S n’impliquent pas la négation de quelque
autre propositicn du systéme considéré. Ce probléme a une grande
importance puisque la compatibilité des prémisses d’'une théorie en
constitue une condition de validité.

4" Reconnaitre si les propositions appartenant a un systéme donné
sont indépendantes, c’est-a-dire si aucune de ces propositions n’est
une conséquence nécessaire des aulres propositions du systéme con-
sidéré. Ce probléme est beaucoup moins important que le précédent
puisque I'indépendance des prémisses d'une théorie n’en est qu'une
condition d’élégance.

5° S’assurer si les termes primitifs d’'une théorie sont irréductibles
par rapport aux prémisses, c'est-a-dire reconnaitre si les prémisses
n'impliquent pas quelque proposition ayant la forme d'une définition
de I'un des termes primitifs au moyen des autres termes primitifs. Ce
probléme n’a qu'une importance secondaire, comme le précédent,
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puisqu’il s’agit, dans ce probléme, d’une condition qui est, non pas
une condition de validité de la théorie correspondante, mais seule-
ment une condition d'élégance de celte théorie.

A cause de I'extréme longueur des démonstrations complétes, il
convient d’ajouter ala liste précédente des problémes dont la logique
doit s’occuper le suivant :

6° Elaborer des méthodes d’abréviation permettant de présenter
les démonstrations complétes sous une forme abrégée, assez concise,
pour que I'on puisse v'en servir dans la pratique et pourtant assez

claire pour que, sans hésitation, on puisse au besoin, rétablir tous
les détails de la démonstration compléte.

Divers auteurs el en particulier MM. Whitehead et Russell [5,vol. 1]
incorporent encore a la logique des mathématiques la théorie des
classes (a laquelle se rattache intimement la théorie dénommée
algebre de la logique) ainsi que la théoric des relations.

Dans les prochains numéras nous nous efforcerons de compléter
ce que nous avons dit dans les Chapitres précédents (ou nous ne
nous étions proposés que d'élucider la notion de démonstration
déductive et de metive en évidence les questions fondamentales qui
s'y rattachent) de fagon a permettre au lecteur de se renseigner, a
I'aide des indications bibliographiques que nous ailons donner,
d’une maniére i peu prés compléte sur Pévolution de la logique
déductive, sur I'état actuel de cette scicnce et sur les problémes qui,
dans cette scicnce, atlendent encore une solution. Toutefois, nous
laisserons de coté le sixiéme des problémes énumérés plus haut car
rien n’a encore été publié a ce sujet (V).

Les principaux traités sur Pensemble de la logistique, parus
jusqu’a présent, sont les suivants :

1° Les deux éditions de la Logica mathematica de M. Burali-
Forti [21]; la premiére édition de cet Ouvrage, moins étendue que
la seconde, se préte particuliérement bien a renseigner le lecteur sur
I'école de logistique italienne, fondée par M. Peano.

2° Le grand Ouvrage de Schrider [14], précieux au point de vue

(') A la vérité, M. Sleszynski m’a communiqué quelques résultats intéressants
qu'il a obtenus dans cet ordre d’idées mais, faute de place, a1 da renoncer a les

cxposer 1cl.
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des recherches historiques & cause de la bibliographie trés détaillée
qu'il contient.

3° Le résumé de 'Ouvrage précédent par M. Miiller [16].

4 Le traité monumental de MM. \Whithead et Russell [3], a con-
sulter par quiconque voudrait entreprendre des recherches person-
nclles sur la logique des mathématiques.

5 Les belles Lecons de M. Sleszynshi [26] en voic de publication
en langue polonaise et dont le premier volume vient de paraitre.

Ajoutons que M. Hilbert [13], en reprenant les idées qu’il avait
esquissées antérieurement a diverses occasions, s'efforce de cons-
truire, sur des bases nouvelles, a la fois la logique des mathématiques
et I'arithmétique, mais ce travail nous semble difficile & bien com-
prendre.

22. Théorie des identités propositionnelles. — Le probléeme fon-
damental de cette théorie est évidemment (XLIX, p. 29] le suivant :

LIL. ProsLime. — Reconnaltre si une proposition donnée p,
vérifiant la premiére des deux conditions énoncées dans la défi-
nition (XLIX, p, 29) satisfait aussi a la seconde.

Au Chapitre précédent, nous avons résolu ce probléeme dans
plusieurs cas particuliers, en appliquant implicitement une régle, en
réalité tout a fait générale, due, semble-t-il, a Schrider [ 16, Teil I,
§ 72, p. 48] et dont voici I'énoncé :

LIIL. Régle. — Pour reconnaitre si une expression donnée

F(Ph . -yPu)y

portant sur n(n 1) propositions indétcrminées p,, ..., p, et repré-
sentant une combinaison de ces propositions a I'aide des opérations
définies au n® 7 (p. 7 et suiv.) représente bien une identité pro-
positionnelle, on envisagera successivement chacun des 2" cas pos-
sibles quant aux valeurs logiques (IV, .p. 7) que peavent avoir a la
fois les propositions p,, ..., p, et, en s'appuyant sur les définitions
du n° 7 (p. 7 et suiv.), on déterminera, dans chacun de ces cas,
la valeur logique (IV, p. 7) de la proposition que représente


file:///olume

LA LOGIQUE DES MATHEMATIQUES. 41

Pexpression F(py, ..., p.), opération qui ne donnera jamais lieu
a aucune difficulté; s'il arrive que 'expression F(py, ..., p,) repré-
sente une proposition.vraie dans chacun des 2” cas, elle constitue
une identité propositionnelle; si, au contraire, dans 'un au moins de
ces cas, elle représente une proposition fausse, elle ne constitue pas
une identité propositionnelle.

Toutefois, la régle précédente ne peut pas éire regardée comme
une solution tout a fait satisfaisante du probléme LIl parce que, si
aprés avoir constaté au moyen de cette régle, que I'expression

F(P[v- .oy Pu),

représente une identité propositionnelle, on cherchait a transformer
les considérations qui ont servi a obtenir ce résultat en une démons-
tration compléte (XXXV, p. 21), on éprouverait des difficultés a
dégager les prémisses sur lesquelles on pourrait la baser. On a donc
cherché i constituer la théorie des identités propositionnelles indé-
pendamment de la régle L1II (p. 40) et 'on y est arrivé en adoptant
pour prémisses un petit nombre de propositions cxprimant chacune
qu’une certaine expression représente une identité propositionnelle.
Différents auteurs ont développé de celte fagon la théorie des iden-
tités propositionnelles. L’exposition la plus compléte de cette théorie
se trouve, sous le nom de « théorie de la déduction », dansI’Ouvrage
de MM. Whitehead et Russell [3]. Une exposition plus compléte
encore de la théoric en question paraitra prochainement dans le
second volume des Lecons de M. Sleszynski [26].

Il convient de faire remarquer que, dans tous les travaux relatifs a
la théorie des identités proposilionnelles, ‘parus jusqu’a présent, on
a laissé sans réponse la question suivante : Le systéme d’identités
propositionnelles constituant 'ensemble des prémisses de la théorie
forme-t-il un systéme complet de premisses de cette théorie en ce
sens qu’il permel de résoudre le probléme L1I (p. 40) dans tous les
cas? Cette lacune a été comblée par M. Sleszynski dans un travail
non encore publié que, faute de place, je ne puils exposer ici.

Observons en terminant que, pour le mathématicien, l'intérét de la
théorie des identités propositionnelles est de nature essentiellement
théorique parce que la régle LIII (p. 40) suffit pour le mettre & 'abri
des erreurs qui consisteraient i prendre pour des identités proposi-
tionnelles des expressions qui n’en seraient pas.
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23. Proposition de logique de deuxidme -espéce. — Ce sont
MM. Whitchead et Russell [8, vol. I, p. 132-195] qui, les premiers,
ont essayé de développer d’une fagon systématique et aussi compléte
que cela est nécessaire en vue des mathématiques, la théorie des pro-
positions de logique dc deuxiéme espéce (XLIX, p. 29). Cette
partie de lenr ccuvie contient, comme toutes les autres, des matériaux
précieux pour les recherches futures, mais nous osons croire qu’elle
n’atteint pas son but : exception faite de la théorie des identités pro-
positionnelles, appelée par les auteurs « théorie de la déduction »,
toutes les autres théories développées dans les Principia Mathema-
tica, y compris celle qui nous occupe en ce moment, reposent
essentiellement sur ce que MM. Whitehead et Russell appellent
« théorie des types logiques », théorie qui, pour des raisons que nous
allons expliquer, nous semble insoutenable. MM. Whitchead et
Russell, faute d’avoir remarqué que les « paradoxes » de la théorie
des ensembles dérivent, comme nous I'avons montre au n” 9, de la
confusion de la notion de clusse avec la notion plus générale de cate-
gorie, ont cherché a purger la Science de ces « paradoxes » au moyen
de la « théorie des types logiques ». Voici en quoi elle consiste : on
divise les choses que I'on a & considérer dans une théorie donnée,
en choses appartenant a des types de différents ordres, en convenant
cn particulier de considérer toute chose qui impliquerait la notion
dc la totalité des choses du type d’ordre n comme une chose du type
d’ordre n +1; les choses du type de I'ordre le moins élevé s'ap-
pellent individus. Cela posé, on interdil, au nom de ce que les
auteurs appellent « principe du cercle vicieux » [3, vol. I, p. 3g et 40}
d’effectuer certaines opérations comme, en particulier, celle de former
une classe dont les éléments n’appartiendraient pas tous a un méme
« type ». Les interdictions dont nous venons de parler ont un carac-
tére de prescriptions arbitraires et les distingués auteurs des Prin-
cipia Mathematica s’en rendent trés bien compte eux-mémes (').
On ne peut donc pas dire que la « théorie des types logiques » résolve
les paradoxes dont elle prétend purger la Science car résoudre un
paradoxe, c’est indiquer 'erreur dont il dérive et non pas interdire

(*) Voici en cffet [a, vol. I, p. 62 & paruir de la huitiéme ligne & partir du bas de
la page] comment ils s’expriment : « It is po-sible that the use of the vicious cercle
principle, as embodied 1n the above hierarchy of types, is more drastic then it need
be, and that by a less drastic use the necessity of the axiome might be avoided ».
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arbitrairement dans tous les cas, des opérations qui, en elles-mémes,
ne sont nullement absurdes.

Ajoutons que la théorie des « types » entraine a la fois de nom-
breuses obscurités et une extréme complication de la logique.

La théorie des « types logiques » étant insoutenable, rien de ce qui
I'implique ne peut étre considéré comme définitivement acquis a la
Science.

Nous arrivons donc a la conclusion que I'on ne posséde pas encore

une théorie satisfaisante des propositions de logique de deuxiéme
espéce.

24. Compatibilité et indépendance des propositions formant un
systéme donné; irréductibilité des termes primitifs par rapport aux
postulats. — Dans la pratique, la question de la compatibilité et
celle de I'indépendance des propositions appartenant a un systéme
donné S, ne se présente qu'au cas ou ces propositions contiecnnent
un certain nombre d’éléments r,, ..., x,, indéterminés dans une
mesure nettement définie, et ont le caractére de postulats conven-
tionnels (p. 4) portant sur les éléments z,, ..., z,. On ne connait
actuellement aucune méthode réguliére pour résoudre, dans tous les
cas, les questions précédentes; mais, dans bien des cas, on arrive au
but en utilisant les remarques suivantes :

1° Si l'on réussit a disposer des indéterminées z,, ..., z,, sans
franchir les limites prescrites, de telle sorte que chacune des pro-
positions du systéme S vienne se confondre avec une proposition
que l'on sait étre vraie, on prouve, par cela méme, la compatibilité
des propositions considérées.

2 Si, en s’'appuyant sur n'importe quelles propesitions sirement
vraies (comme c’est le cas des propositions de logique), on démontre,
en laissant aux éléments x,, ..., z, toute leur indétermination,
que certaines des propositiens S entrainent la négation de quelque
proposition du systéme considéré, on établit de la sorte 'incompati-
bilité des propositions formant le systéme S.

3° Si, sans franchir les limites d’indétermination données des elé-
ments &x,, .. ., Z,, on réussit a faire correspondre. a chaque proposi-
tion p du systéme S, une interprétation telle des éléments z,, ... x,
que la proposition p vienne se confondre avec une proposition que
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Pon sait étre fausse et que, en méme temps, chacune des autres pro-
positions du systéme S vienne coincider avec quelque proposition
sirement vraie, on démontre, par cela méme, I'indépendance des
propositions du systéme S.

4° Si, en s’appuyant sur n’importe quelles propositions que I'on sait
étre vraies, on réussit 4 prouver. en laissant aux éléments z, ..., 7,
toute leur indétermination, que certaines propositions du systéme S
entrainent quelque autre proposition appartcnant a ce systéme, on
démontre par la que les propositions S ne sont pas indépendantes.

Parmi les nombreux exemples d’application des remarques précé-
dentes, citons un article de M. Peano relatif a la théorie des nombres
entiers [18, t. I, n° 3, p. 29 et 30], deux Mémoires de M. Dickson
|22, vol. 4, @ et b] ainsi que quelques travaux de M. Huntington
[22, vol. 4, ¢, d, e; 22, vol. § et 23].

Pour ce qui concernc l'irréductibilité des termes primitifs d'une
théorie par rapport aux postulats, on pourra consulter soit Particle
de M. Padoa, Théorie des nombres entiers absolus [%, t. VIII,
p. 45-54], soit I'Ouvrage de Couturat |12, p.54-37].

Observons en terminant que la question de I'indépendance des pré-
misses d’une théorie se présente quelquefois sous une forme autre
que ne 'impliquent les considérations que nous venons d’exposer; il
peut arriver que les prémisses d’'unc théorie soient réparties en
groupes formant une suite

Sly S!a soey Snv

telle que, exactitude des propositions appartenant aux groupes qui
précédent un groupe S,(1 << {Sn) soit une condition qui doit étre
remplie pour que les énoncés appartenant au groupe S, aient un scns;
c’est-ce qui arrive par exemple pour 'ensemble des prémisses sur
lesquelles M. Hilbert [11] fonde la géométrie. Dans ce cas, on doit
évidemment appliquer les procédes que nous avons indiqués plus
haut pour vérifier la compatibilité et I'indépendance d'un systéme
donné de propositions, non pas a tout I'ensemble des prémisses de la
théorie, mais successivement & chacun des systémes S,, en ayant soin
de supposer, lorsque {>>1, que les propositions des groupes qui
précédent celui que 'on considére sont vérifiées.
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25. Théorie des classes; algébre de Ja logique. — La théorie
dénommée ordinairement « théorie des classes » devrait plutét s’ap-
peler théorie élémentaire des classes parce qu’elle n’embrasse que
la partic la plus simple de la théorie des classes, a savoir celle qui ne
fait intervenir a titre de notions fondamentales, que la notion d’ap-
partenance d’un élément i une classe (XIII, p. 12), celle de I'égalité

de deux classes (XV, p. 13), ainsi que trois autres notions dont voici
les définitions :

LIV. Définition. — L’assertion qu’unc classe « est inclue dans
une classe 3, assertion que, d’aprés MM. Whithead et Russell [5,
vol. I, p. 217], on symbolise au moyen de la formule

an:

exprime que tout élément appartenant a la classe « appartient aussi &

la classe 3 ().

LV. Définition. — On entend par somme de deux classes o et 3 la
classe constituée par I’ensemble de tous les éléments dont chacun
appartient a l'une au moins des classcs « et ; on représente la
somme des classes a. et 3 par 'expression

1\}{3.

LVI. Définition. — On entend par produit de deux classes o et 3
I'ensemble de tous les éléments communs a ces deux classes; on
représente le produit des classes « et 3 par I'expression

anB.

Nous rendrons peut-étre service au lecteur en expliquant ici plus
clairement qu’on ne le fait ordinairement dans les travaux consacrés
a la logistique, pourquoi, comme I'a remarqué le premier M. Peano,
on ne doit pas confondre la classe qui admet une chose @ pour élé-
ment unique avec cetle chose elle-méme, bien que, au premier abord,
cette distinction paraisse choquer le hon sens. Convenons, pour un
moment, de regarder le mot « triangle » comme synonyme de I'expres-

(') M. Peano!18,t. I, n° 3, p. 8] adople le symbole « = 3 au lieu de « C B, mais
cela peut donner lieu & la confusion de la relation d’inclusion entre deux classes
avec celle dimplication entre deux propositions.
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sion « ensemble de trois points distincts ». Cela posé, désignons
par 7 la classe des triangles, par ¢, un triangle particulier, constitué
par certains trois points A, B et C et enfin par 7, la classe, admettant
pour élément unique le triangle ¢,. D’une part (LIV, p- 45) nous
aurons

(1) T,
et d’autre part (X111, p. 2),

(2) Act;.

Si les expressions « classe admettant pour élément unique une
chose P » et « la chose P » étaient synonymes, les symboles ¢, et £,
représenteraient une méme chose et, dés lors, ayant la relation (1),
on aurait aussi la suivante :

(3) ty T~

~

Or, de 'ensemble des relations ( 2) et (3) résulterait la proposition

Aer,

évidemment fausse puisque A représente un point et nullement un
triangle.

Sans insister davantage sur la théorie des classes (qui en réalité ne
rentre pas dans le domaine de la théorie générale de la démonstra-
tion) ainsi que sur la fagon dont on peut faire dériver de la théorie
des classes, le calcul appelé algébre de la logique, sujets sur
lesquels on trouvera des renseignements généraux satisfaisants dans
le petit Ouvrage de Couturat [13], notons seulement qu’il existe des
relations remarquables entre la théorie des classes et. celle des
propositions, relations que 'Ouvrage que nous venons de citer fait
connaitre et qui expliquent pourquoi l'inventeur de I'algébre de la
logique, Boole [2], ainsi que le principal continuateur, Schroder
[14], de 'ceuvre de Boole, identifient presque I'algébre de la logique
avec la logique déductive elle-méme.

Le lecteur qui voudrait approfondir la théorie des classes pourra
s’adresser aux Principia Mathematica [3, vol. I]. Ajoutons que,
dans I'Ouvrage de M. Whitehead [24, p. 115], on trouvera une
notice historique sur I'algébre de la logique.
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26. Théorie des relations. — La théorie des relations n’est autre
chose [3, vol.T, 2¢ édition, p. 200] que I'étude des fonctions logiques
(XNIV, p. 16) de deux variables a un point de vue particulier.

La théorie en question ne rentre nullement dans le domaine de la
théorie générale de la démonstration et doit étre considérée comme
faisant partie d'une introduction générale aux sciences mathématiques.

Pour se former une idée générale de la théorie des relations, on
pourra consulter 'esquisse due a Couturat |12, p. 27 et suiv.]. Cette
théorie, fondée par Pierce et développée par Schroder [14, vol. III,
1'¢ partie |, a été reprise, sur des bases nouvelles, par MM. W hitehead
et Russell [3, vol. 1].

27. Logique traditionnelle et logistique. — La logique, telle que
nous l'a léguée l'antiquité et telle qu’elle est restée sans aucun chan-
gement essentiel jusque vers le milieu du siécle dernier (ce qui jus-
tifie le nom de logique traditionnelle que nous lui donnons),
contient avant tout la théorie du syllogisme avec celle des relations
qui subsistent entre les quatre types de propositions, considérés
dans la théorie du syllogisme. En se reportant par exemple a I'expo-
sition de ces théories dues a Couturat [I, @, p. 443 et suiv.], on
reconnaitra qu'elles rentrent dans ce que nous avons appelé au n° 25
théorie élémentaire des classes; elles ne font donc pas partie de la
théorie générale de la démonstration déductive.

Notons en passant que quelques logiciens modernes [25, p. 79]
accusent a tort la théorie aristotélienne du syllogisme de contenir
des erreurs : les anciens ne possédaient pas la notion de classe nulle,
de sorte que la théorie classique du syllogisme repose essentiellement
sur I'hy pothése qu’aucune des classes considérées n’est nulle; si 'on
abandonne cette hypothése, on est obligé de modifier la théorie, mais
cela ne prouve évidemment pas que les anciens se soient trompés.

En dehors des théories dont nous venons de parler et que I'on doit
au génie d’Aristote, la logique traditionnelle contient |7, vol. I,
P- 473 et suiv.], la régle de formation de chainons logiques par le
modus ponens (XXXI, p. 20) ainsi qu’un certain nombre de propo-
sitions de logique isolées.

En définitive, on ne trouve dans la logique traditionnelle qu’un
embryon de la théorie de la démonstration telle que I'offre la logis-
tique.
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28. Conclusion. — On estimera, nous osons l'espérer, ¢ue I'en-
semble de ce qui a été exposé dans les pages précédentes confirme
pleinement ce que nous avons annoncé dans I'Introduction, a savoir
que la logique mathématique, sans avoir pu encore atteindre son
développement complet, a obtenu cependant un certain nombre de
résultats acquis définitivement a la Science; en particulier, elle a
complétement élucidé la notion de démonstration déductive et, par
élaboration de la théorie desidentités propositionnelles (n° 22, p. 40
et suiv.), elle a réalisé¢ la condition la plus essentielle d’entre celles
qui doivent étre remplies pour qu'il devienne possible de développer
réguliérement (N\\XVI, p. 21) les théories mathématiques.

Toutefois, la logique mathématique ne pourra étre considérée
comme constituée complétement que lorsqu’elle aura résolu d’une
facon satisfaisante deux problémes trés différents et dont voici les
énoncés:

A. Elaborer la théorie des propositions de logique de deuxiéme
espéce (\LIX, p. 29).

B. Elaborer des méthodes d’abréviation permettant de présenter
des résumés de démonstrations complétes, assez succincts pour pou-
voir étre utilisés systématiquement par les mathématiciens, et cepen
dant assez clairs pour permettre de rétablir, au besoin, sans hésita-
tions, tous les détails de la démonstration compléte.

Nous estimons, avec M. Sleszynshi, que pour combler ces
lacunes, sans risquer de s'égarer dans des spéculations stériles et
compliquées, il faudrait, avant tout, s’astreindre a développer régu-
lierement (NN\VI, p. 21) quelques unes des théories mathéma-
tiques les plus élémentaires.
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